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1.1 Lemma. Ist (X,T ) ein topologischer Vektorraum und f ∈ X∗ \ {0}, dann sind folgende Aussagen
äquivalent.

(i) f ∈ X′.

(ii) ker f ist abgeschlossen.

(iii) ker f ist nicht dicht in X.

(iv) Es gibt eine Nullumgebung U in X derart, dass f (U) in K beschränkt ist.

1.2 Bemerkung.

(i) In einem lokalkonvexen Vektorraum gibt es sogar eine Umgebungsbasis der Null bestehend aus
konvexen, offenen und kreisförmigen Mengen.

(ii) Sei X ein Vektorraum, (Xi,Ti), i ∈ I, eine Familie lokalkonvexer Vektorräume, und seien Ri : X → Xi,
i ∈ I, lineare Abbildungen mit

⋂
i∈I ker Ri = {0} bzw. äquivalent dazu

∀ x, y ∈ X, x , y ∃i ∈ I : Ri(x) , Ri(y) .

Dann ist X mit der initialen Topologie T bezüglich der Familie von Abbildungen

Ri : X → (Xi,Ti), i ∈ I ,

ein lokalkonvexer Vektorraum.

Um dies zu sehen, sei zunächst daran erinnert, dass die Mengen der Bauart R−1
i1

(Oi1 ) ∩ · · · ∩ R−1
im

(Oim )
mit m ∈ N, i1, . . . , im ∈ I und Oi1 ∈ Ti1 , . . . ,Oim ∈ Tim eine Basis der Topologie T abgeben.

Daraus erkennt man leicht, dass für Nullumgebungsbasen Vi(0) von (Xi,Ti) die Menge der Mengen
der Bauart

n⋂
k=1

R−1
ik (Vik ) , (1)

wobei n ∈ N und ik ∈ I und Vik ∈ Vik (0) für k = 1, . . . , n, eine Nullumgebungsbasis von (X,T ) ist.
Sind nun alle Mengen aus allen Vi(0) konvex, so folgt aus der Linearität der Ri unmittelbar, dass diese
Nullumgebungsbasis von (X,T ) auch aus konvexen Mengen besteht.

Wir erhalten insbesondere, dass Unterräume und direkte Produkte lokalkonvexer Vektorräume wieder
lokalkonvex sind.

Seien X ein Vektorraum über K ∈ {R,C} und Y ein linearer Unterraum des algebraischen Dualraumes
X∗.

(iii) Ist X ein Vektorraum und Y ein punktetrennender Unterraum von X∗, so bildet (X, σ(X,Y)) einen
lokalkonvexen Vektorraum, wobei σ(X,Y) die initiale Topologie bezüglich aller f ∈ Y .

(iv) Weil {UKε (0) : ε > 0} eine Nullumgebungsbasis von (K, |.|) abgibt, bilden gemäß (1) alle Mengen der
Bauart

m⋂
j=1

f −1
j (UKε j

(0)) = {x ∈ X : | f j(x)| < ε j, j = 1, . . . ,m} (2)

für m ∈ N, f1, . . . , fm ∈ Y und ε1, . . . , εm > 0 eine Nullumgebungsbasis von (X, σ(X,Y)).

1.3 Satz. Sind (X,T ) ein lokalkonvexer Vektorraum, X′ = (X,T )′ und A ⊆ X konvex, so hat man c̀ T (A) =

c̀ σ(X,X′)(A).
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1.4 Satz. Seien X ein Banachraum, Y ein normierter Raum und R ⊆ Lb(X,Y). Falls R punktweise beschränkt
ist, falls also

sup{‖Rx‖ : R ∈ R} < +∞ für alle x ∈ X ,

dann gilt sup{‖R‖ : R ∈ R} < +∞, also ist R sogar gleichmäßig beschränkt.

1.5 Satz (von der offenen Abbildung). Sind X und Y Banachräume, so ist jedes surjektive R ∈ Lb(X,Y) offen.

1.6 Satz (vom abgeschlossenen Graphen). Sind X,Y Banachräume und ist R : X → Y linear, so ist der
Graph von R genau dann abgeschlossen in X × Y, wenn R stetig ist.

1.7 Satz (von Banach-Alaoglu). Für einen normierten Raum (X, ‖.‖) über K ∈ {R,C} ist die bezüglich der
Abbildungsnorm abgeschlossene Einheitskugel um die Null in X′

KX′
1 (0) B { f ∈ X′ : ‖ f ‖ ≤ 1}

kompakt bezüglich der schwach-∗ Topologie σ(X′, X).

1.8 Satz (von Goldstine). Sei (X, ‖.‖) ein normierter Raum über K ∈ {R,C}. Bezeichnet KX
1 (0) die abge-

schlossene Einheitskugel von X bzgl. ‖.‖ sowie KX′′
1 (0) die von X′′ bzgl. der entsprechenden Abbildungsnorm,

so gilt
c̀ σ(X′′,X′)(J(KX

1 (0))) = KX′′
1 (0) .

σ(X′′, X′) steht für die schwach-∗ Topologie auf X′′..

2 Der Satz von Kreı̆n-S̆mulyan
Für das folende Beispiel wollen wir daran erinnern, dass für E , ∅ die Abbildungen ψ∞ : `∞(E,K) →
`1(E,K)′ mit ψ∞(h)(g) =

∑
t∈E h(t)g(t) und ψ1 : `1(E,K)→ c0(E,K)′ lineare und isometrische Bijektionen

abgeben.

2.1 Beispiel. Seien E , ∅, (X, ‖.‖) ein beliebiger Banachraum und H ∈ `∞(E, X). Die Abbildung

T : `1(E,K)→ X definiert durch T (y) B
∑
t∈E

y(t) · H(t)

ist wegen
∑

t∈E ‖y(t) · H(t)‖ ≤ supt∈E ‖H(t)‖ ·
∑

t∈E |y(t)| = ‖H‖`∞ · ‖y‖`1 wohldefiniert, offenbar linear und
beschränkt mit ‖T‖ ≤ ‖H‖`∞ . Aufgrund von ‖T (δs)‖ = ‖H(s)‖ für s ∈ E gilt sogar ‖T‖ = ‖H‖`∞ . Zudem hat
man

T ′(x′)(y) = x′(Ty) = x′
(∑

t∈E

y(t) · H(t)
)

=
∑
t∈E

y(t) · x′(H(t)) = ψ∞(x′ ◦ H)(y)

für y ∈ `1(E,K) und x′ ∈ X′, weshalb T ′(x′) = ψ∞(x′ ◦ H) (∈ `1(E,K)′).
Im Fall H ∈ c0(E, X) wird durch S (x′) B x′ ◦ H eine beschränkte lineare Abbildung S : X′ → c0(E,K) mit
‖S ‖ ≤ ‖H‖∞ definiert, wobei für die kanonische Einbettung J : X → X′′, S ′ : c0(E,K)′ → X′′ sowie x′ ∈ X′

und y ∈ `1(E,K)

S ′ ◦ ψ1(y)(x′) = ψ1(y)(S (x′)) =
∑
t∈E

y(t) · x′(H(t)) = x′
(∑

t∈E

y(t) · H(t)
)

= (J ◦ T (y))(x′) .

Also gilt S ′ ◦ ψ1 = J ◦ T und daher S ′(c0(E,K)′) ⊆ J(X).

Der Satz von Kreı̆n-S̆mulyan besagt, dass eine konvexe Teilmenge C des Dualraumes X′ eines Banachraumes
(X, ‖.‖) über K ∈ {R,C} genau dann schwach-∗ abgeschlossen ist, wenn C ∩ KX′

r (0) für alle r > 0 schwach-∗
abgeschlossen ist. Dass aus der schwach-∗ Abgeschlossenheit von C jene von C ∩ KX′

r (0) folgt, ist eine
unmittelbare Konsequenz des Satz von Banach-Alaoglu. Für die Umkehrung müssen wir weiter ausholen.
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Für (xn)n∈N ∈ c0(N, X) sei S (xn)n∈N : X′ → c0(N,K) der Operator S aus Beispiel 2.1, also

S (xn)n∈N (x′) = (x′(xn))n∈N .

Mit T bezeichnen wir in diesem Abschnitt die initiale Topologie bezüglich der Abbildungen
S (xn)n∈N , (xn)n∈N ∈ c0(N,K). Diese Topologie wird auch als beschränkte schwach-∗ Topologie bezeichnet.
Wie aus der Funktionalanalysis Vorlesung bekannt bildet (X′,T ) einen lokalkonvexen Vektorraum.

2.2 Lemma. Sei X ein Banachraum. Für die beschränkte schwach-∗ Topologie gilt (X′,T )′ = J(X), wobei
J : X → X′′ die kanonische Einbettung bezeichnet. Insbesondere ist die beschränkte schwach-∗ Topologie
feiner als die schwach-∗ Topologie.

Beweis. Zu x ∈ X gibt es sicherlich eine Nullfolge (xn)n∈N in X mit x1 = x. Für jedes bezüglich T
konvergente Netz (x′j) j∈J mit Grenzwert x′ in X′ folgt wegen den Eigenschaften initialer Topologien

|J(x)(x′j) − J(x)(x′)| = |(x′j − x′)(x1)| ≤ ‖S (xn)n∈N (x′j − x′)‖∞
j∈J
−→ 0 .

Also gilt J(x) ∈ (X′,T )′ und somit J(X) ⊆ (X′,T )′.
Ist umgekehrt F ∈ (X′,T )′, so haben wir |F(x′)| ≤ 1 für alle x′ ∈ U mit einer geeigneten Nullumgebung U
bezüglich T ; siehe Lemma 1.1. Mengen der Bauart

S −1
(x1

n)n∈N
(Kc0(N,K)

1 (0)) ∩ · · · ∩ S −1
(xm

n )n∈N
(Kc0(N,K)

1 (0)) .

mit gewissen Nullfolgen (x1
n)n∈N, . . . , (xm

n )n∈N bilden eine Nullumgebungsbasis bezüglich T . Mischen wir
diese Nullfolgen zu der Folge (yn)n∈N, also ym·( j−1)+k = xk

j für k = 1 . . . ,m und j ∈ N, so erhalten wir wieder
eine Nullfolge. Wegen

x′ ∈ U ⇔ ‖(x′(xk
n))n∈N‖∞ ≤ 1 für k = 1 . . . ,m

⇔ ‖(x′(yn))n∈N‖∞ ≤ 1⇔ x′ ∈ S −1
(yn)n∈N

(Kc0(N,K)
1 (0))

gilt U = S −1
(yn)n∈N

(Kc0(N,K)
1 (0)). x′ ∈ X′ und δ > ‖(x′(yn))n∈N‖∞ bedingt ‖(( 1

δ
· x′)(yn))n∈N‖∞ ≤ 1, also |F( 1

δ
· x′)| ≤

1 bzw. |F(x′)| ≤ δ. Die Beliebigkeit von δ > ‖(x′(yn))n∈N‖∞ impliziert

|F(x′)| ≤ ‖(x′(yn))n∈N‖∞ = ‖S (yn)n∈N (x′)‖∞, x′ ∈ X′ .

Durch G((x′(yn))n∈N) B F(x′) wird auf dem Bildraum S (yn)n∈N(X′) (⊆ c0(N,K)) ein mit 1 beschränktes
lineares Funktional definiert, welches sich nach Hahn-Banach normtreu zu einem beschränkten linearen
Funktional – ebenfalls G genannt – auf ganz c0(N,K) fortsetzen lässt. Da der topologische Dualraum von c0
mit `1 identifiziert werden kann, gibt es ein (βn)n∈N ∈ `

1(N,K) mit

G((αn)n∈N) = ψ1((βn)n∈N)((αn)n∈N) =
∑
n∈N

αn · βn für alle (αn)n∈N ∈ c0(N,K) .

Wie in Beispiel 2.1, festgestellt, gilt S ′(yn)n∈N
(c0(E,K)′) ⊆ J(X) (⊆ X′′ ) mit S ′(yn)n∈N

(G) =

S ′(yn)n∈N

(
ψ1((βn)n∈N)

)
= J(

∑
n∈N βn · yn), wodurch

F(x′) = G((x′(yn))n∈N) = G(S (yn)n∈N (x′)) =
(
S ′(yn)n∈N

(G)
)
(x′) = J(

∑
n∈N

βn · yn)(x′)

für alle x′ ∈ X′. Also haben wir F ∈ J(X). q

2.3 Lemma. Für einen Banachraum X und ein beschränktes B ⊆ X′ hat man TB = σ(X′, X)B.
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Beweis. Nach Lemma 2.2 gilt T ⊇ σ(X′, X), womit auch TB ⊇ σ(X′, X)B.
Für x ∈ X ist X′ 3 x′ 7→ x′(x) ∈ K stetig bezüglich σ(X′, X). Folglich ist für eine beliebige Nullfolge (xn)n∈N

in X und jedes feste N ∈ N die durch

S N
(xn)n∈N

(x′) = (x′(x1), . . . , x′(xN), 0, . . . )

definierte Abbildung S N
(xn)n∈N

: X′ → c0(N,K) ebenfalls stetig bezüglich σ(X′, X) und daher S N
(xn)n∈N

|B : B→
c0(N,K) stetig bezüglich σ(X′, X)B. Wegen

sup
x′∈B
‖S N

(xn)n∈N
|B(x′) − S (xn)n∈N |B(x′)‖∞ = sup

x′∈B
sup
n>N
|x′(xn)| ≤ sup

x′∈B
‖x′‖︸   ︷︷   ︸

<+∞

· sup
n>N
‖xn‖ .

konvergiert die Funktionenfolge (S N
(xn)n∈N

|B)N∈N auf B gleichmäßig gegen S (xn)n∈N |B, womit S (xn)n∈N |B : B→
c0(N,K) stetig bezüglich σ(X′, X)B ist.
Da TB wegen der Assoziativität der Initialtopologiebildung die gröbste Topologie auf B derart ist, dass alle
S (xn)n∈N |B : B→ c0(N,K) für (xn)n∈N ∈ c0(N, X) stetig sind, haben wir auch TB ⊆ σ(X′, X)B. q

2.4 Lemma. Seien X ein normierter Raum, 0 < s < t < +∞ reell und Q ⊆ X′ eine offene Nullumgebung
bezüglich σ(X′, X). Ist A ⊆ X endlich mit {x′ ∈ X′ : |x′(x)| ≤ 1, x ∈ A

}
∩ KX′

s (0) ⊆ Q, so existiert ein
endliches B ⊆ KX

1
s
(0) derart, dass

{x′ ∈ X′ : |x′(x)| ≤ 1, x ∈ A ∪ B
}
∩ KX′

t (0) ⊆ Q .

Beweis. Würde es kein solches B geben, so wäre für jedes endliche F ⊆ KX
1
s
(0)

K(F) B (
{
x′ ∈ X′ : |x′(x)| ≤ 1, x ∈ A ∪ F

}
\ Q) ∩ KX′

t (0)

eine nichtleere und σ(X′, X)-abgeschlossene Teilmenge der σ(X′, X)-kompakten Menge KX′
t (0); vgl. Banach-

Alaoglu. Wegen K(F ∪G) = K(F) ∩ K(G) hat die Menge aller K(F) mit endlichem F ⊆ KX
1
s
(0) die endliche

Durchschnittseigenschaft. Wegen der Kompaktheit folgt⋂
F⊆KX

1
s

(0) endlich

K(F) , ∅ .

Da F = {x} für jedes x ∈ KX
1
s
(0) hier zulässig ist, würde x′ aus diesem Schnitt |x′(x)| ≤ 1 für alle x ∈ X mit

‖x‖ ≤ 1
s und infolge ‖x′‖ ≤ s erfüllen. Die vorausgesetzte Inklusion {x′ ∈ X′ : |x′(x)| ≤ 1, x ∈ A

}
∩KX′

s (0) ⊆ Q
bedingt den Widerspruch

x′ ∈ K(∅) ∩ KX′
s (0) = ({x′ ∈ X′ : |x′(x)| ≤ 1, x ∈ A

}
\ Q) ∩ KX′

s (0) ⊆ Q \ Q = ∅ . q

2.5 Korollar. Sei X ein Banachraum. Ein O ⊆ X′ ist genau dann offen bezüglich der beschränkten schwach-∗
Topologie, wenn O ∩ B ∈ σ(X′, X)B für alle beschränkten B ⊆ X′. Insbesondere ist T die feinste (finale)
Topologie auf X′ bezüglich der die Abbildungen ιB : (B, σ(X′, X)B) → X′ mit ιB(x) = x, x ∈ B stetig sind,
wobei B alle beschränkten Teilmengen von X′ durchläuft.

Beweis. Gemäß Lemma 2.3 gilt O ∩ B ∈ TB = σ(X′, X)B für O ∈ T und jedes beschränkte B ⊆ X′.
Sei umgekehrt O ⊆ X′ derart, dass O ∩ B ∈ σ(X′, X)B für alle beschränkten B ⊆ X′. Wir nehmen zunächst
0 ∈ O an und zeigen, dass O eine Nullumgebung bezüglich T ist. Wegen O ∩ KX′

1 (0) ∈ σ(X′, X)KX′
1 (0) gibt es

ein endliches F0 ⊆ X mit

0 ∈
{
x′ ∈ X′ : |x′(x)| ≤ 1, x ∈ F0

}
∩ KX′

1 (0) ⊆ O ,
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da
{
{x′ ∈ X′ : |x′(x)| ≤ 1, x ∈ F} : F ⊆ X endlich

}
eine Nullumgebungsbasis bezüglich σ(X′, X) abgibt. Wir

erhalten für n ∈ N endliche Fn ⊆ KX
1
n
(0) derart, dass

{
x′ ∈ X′ : |x′(x)| ≤ 1, x ∈ F0 ∪ F1 ∪ · · · ∪ Fn

}
∩ KX′

n+1(0) ⊆ O , (3)

wenn wir rekursiv Lemma 2.4 auf s = n, t = n + 1, A = F0 ∪ · · · ∪ Fn−1 sowie ein schwach-∗ offenes Q mit
Q ∩ KX′

n+1(0) = O ∩ KX′
n+1(0) angewenden und Fn B B setzen.

Wir wählen eine Folge (xn)n∈N, die im Falle eines unendlichen
⋃

k∈N∪{0} Fk diese Menge injektiv durchläuft,
und anderenfalls diese Menge durchläuft und ab einem gewissen Index identisch gleich Null ist. In jedem
Fall ist (xn)n∈N eine Nullfolge, wobei wegen (3) und deshalb, weil jedes x′ ∈ X′ in KX′

n+1(0) für ein n ∈ N
liegt,

S −1
(xn)n∈N

(Kc0(N,K)
1 (0)) =

{
x′ ∈ X′ : |x′(xn)| ≤ 1 für alle n ∈ N

}
=

{
x′ ∈ X′ : |x′(x)| ≤ 1, x ∈

⋃
k∈N∪{0}

Fk
}
⊆ O .

Wir identifizieren O daher als Nullumgebung bezüglich T .
Sei O ⊆ X′ mit O ∩ B ∈ σ(X′, X)|B für alle beschränkten B ⊆ X′ ohne der Voraussetzung, dass 0 ∈ O.
z′ ∈ O zieht dann 0 ∈ O − z′ ⊆ X′ nach sich. Wegen (O − z′) ∩ B + z′ = (O ∩ (B + z′)) ∈ σ(X′, X)B+z′

und weil x′ 7→ x′ − z′ einen Homöomorphismus von (B + z′, σ(X′, X)B+z′) auf (B, σ(X′, X)B) abgibt, gilt
(O − z′) ∩ B ∈ σ(X′, X)B für jedes beschränkte B ⊆ X′. Nach dem oben behandelten Fall ist O − z′ eine
Nullumgebung und infolge O eine z′-Umgebung bezüglich T . Also stellt sich O als Umgebung bezüglich T
aller ihrer Punkte dar und liegt somit in T . q

2.6 Satz (von Kreı̆n-S̆mulyan). Sei (X, ‖.‖) ein Banachraum. Ein konvexes C ⊆ X′ ist genau dann schwach-∗
abgeschlossen, wenn KX′

r (0) ∩C für alle r > 0 schwach-∗ abgeschlossen ist.

Beweis. Es reicht von der schwach-∗ Abgeschlossenheit der Mengen C ∩ KX′
r (0), r > 0, auf die schwach-

∗ Abgeschlossenheit von C zu schließen. Für ein beliebiges beschränktes B ⊆ X′ gilt B ⊆ KX′
r (0) für

hinreichend großes r > 0, womit C ∩ B = (C ∩ KX′
r (0)) ∩ B eine abgeschlossene und infolge (X′ \C) ∩ B =

B \ (C ∩ B) eine offene Teilmenge von B bezüglich σ(X′, X)B ist.
Nach Korollar 2.5 ist damit X′ \C offen und infolge C abgeschlossen bezüglich der beschränkten schwach-∗
Topologie T . In Lemma 2.2 haben wir erkannt, dass (X,T )′ = J(X). Als Folge von Satz 1.3 erhalten wir

C = c̀ T (C) = c̀ σ(X′,X)(C) . q

2.7 Korollar. Sei (X, ‖.‖) ein Banachraum und bezeichne J : X → X′′ die kanonische Einbettung. Für
H ∈ (X′)∗ sind folgende Aussagen äquivalent:

• H ∈ J(X)

• H : X′ → K ist schwach-∗-stetig.

• H|KX′
1 (0) : KX′

1 (0)→ K ist σ(X′, X)KX′
1 (0)-stetig.

• ker H ∩ KX′
1 (0) ist schwach-∗ abgeschlossen.

Beweis. Wegen (X′, σ(X′, X))′ = (X′, σ(X′, J(X)))′ = J(X) sind H ∈ J(X) und die schwach-∗-Stetigkeit
von H : X′ → K äquivalent. Aus der schwach-∗-Stetigkeit von H : X′ → K folgt sofort die von H|KX′

1 (0) :
KX′

1 (0) → K bezüglich σ(X′, X)KX′
1 (0) und aus letzterem die schwach-∗ Abgeschlossenheit von ker H ∩

KX′
1 (0) = H|−1

KX′
1 (0)

({0}).

Ist ker H ∩ KX′
1 (0) schwach-∗ abgeschlossen, so auch r · (ker H ∩ KX′

1 (0)) = ker H ∩ KX′
r (0) für jedes r > 0,

weshalb nach Satz 2.6 die konvexe Menge ker H schwach-∗ abgeschlossen ist. Nach Lemma 1.1 ist H daher
schwach-∗-stetig. q
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3 Separable Teilmengen und Metrisierbarkeit
3.1 Definition. Für einen metrischen Raum 〈X, d〉 heißt eine Teilmenge B von X separabel, wenn B ⊆ c̀ (C)
für eine abzählbar Menge C ⊆ B.

3.2 Lemma. Für einen metrischen Raum 〈X, d〉 ist jede kompakte Teilmenge K ⊆ X separabel, hat also eine
abzählbare dichte Teilmenge.

Beweis. Zu n ∈ N gibt es endlich viele Punkte xn
1, . . . , x

n
m(n) ∈ K mit

U 1
n
(xn

1) ∪ · · · ∪ U 1
n
(xn

m(n)) ⊇ K . (4)

Die Teilmenge D B
⋃

n∈N{xn
1, . . . , x

n
m(n)} von K ist abzählbar. Sind y ∈ K, ε > 0 und n ∈ N so groß, dass

1
n ≤ ε, dann gibt es wegen (4) ein j ∈ {1, . . . ,m(n)} mit d(y, xn

j ) <
1
n ≤ ε, also xn

j ∈ Uε(y). Folglich gilt
y ∈ c̀ (D). q

3.3 Fakta. Seien (X, ‖.‖) ein normierter Raum über K ∈ {R,C} und C ⊆ B ⊆ X mit B ⊆ c̀ ‖.‖(C) und
abzählbarem C.

1. Da C ⊆ B ⊆ c̀ ‖.‖(C) sicher c̀ ‖.‖(B) = c̀ ‖.‖(C) impliziert, ist mit B auch c̀ ‖.‖(B) separabel.

2. Mit B ist auch span B separabel. In der Tat identifizieren wir

M B
⋃
n∈N

{ n∑
k=1

ζk · ck : ζk ∈ L, ck ∈ C, k = 1, . . . , n
}

als abzählbare Vereinigung abzählbarer Mengen und somit als abzählbar, wobei L = Q im Fall K = R
und L = {α + iβ : α, β ∈ Q} im Fall K = C. Zudem ist jedes

∑n
j=1 ξ jb j ∈ span B mit ξ j ∈ K und b j ∈ B

offenbar Grenzwert einer Folge aus M.

3. Sind Bn, n ∈ N, abzählbar viele separable Teilmengen von X, wobei Cn ⊆ Bn mit abzählbarem Cn

und Bn ⊆ c̀ ‖.‖(Cn) für n ∈ N, so bildet D B
⋃

n∈NCn eine abzählbare Teilmenge von A B
⋃

n∈N Bn.
Aus Bn ⊆ c̀ ‖.‖(Cn) ⊆ c̀ ‖.‖(D), n ∈ N, folgt A ⊆ c̀ ‖.‖(D), womit sich die abzählbare Vereinigung von
separablen Mengen als separabel herausstellt.

4. Jedes A ⊆ B ist auch separabel, wozu wir auf das Topologiekapitel aus der Analysis verweisen könnten.

Um eine explizitere Begründung dafür anzugeben, sei bemerkt, dass P B {(c, n) ∈ C×N : d(c, A) < 1
n }

abzählbar ist. Wählen wir zu (c, n) ∈ P ein a(c,n) ∈ A mit d(c, a(c,n)) < 1
n , so bildet D B {a(c,n) : (c, n) ∈

P} eine abzählbare Teilmenge von A.

Für a ∈ A gibt es wegen a ∈ B ⊆ c̀ ‖.‖(C) zu n ∈ N ein c ∈ C mit d(c, a) < 1
2n , weshalb

d(a, a(c,2n)) ≤ d(a, c) + d(c, a(c,2n)) <
1

2n
+

1
2n

=
1
n
.

Also gilt d(a,D) = 0, womit A ⊆ c̀ ‖.‖(D).

5. Sind (Y, ‖.‖) ein weiterer normierter Raum über K und T ∈ Lb(X,Y), so ist T (B) separable Teilmenge
von Y , da wegen der Stetigkeit von T

T (B) ⊆ T (c̀ ‖.‖X (C)) ⊆ c̀ ‖.‖Y (T (C)) .

6. Nach dem bisher Gezeigten ist X genau dann separabel, wenn KX
1 (0) \ UX

1 (0) es ist.

Ist in dem Fall {xn : n ∈ N} eine dichte Teilmenge von KX
1 (0) \ UX

1 (0) und wählen wir mit Hilfe von
Hahn-Banach zu jedem n ∈ N ein x′n ∈ X′ mit ‖x′n‖ = 1 = x′n(xn), so gibt es für x ∈ KX

1 (0) \ UX
1 (0) und

ε > 0 ein von ε abhängiges n ∈ N mit ‖xn − x‖ < ε, weshalb

sup
k∈N
|x′k(x)| ≥ |x′n(x)| = |x′n(xn) − x′n(xn − x)| ≥ |x′n(xn)| − |x′n(xn − x)| > 1 − ε .
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Da ε > 0 beliebig war, erhalten wir supk∈N |x
′
k(x)| = 1. Durch Normierung folgt in der Tat

sup
k∈N
|x′k(x)| = ‖x‖ für jedes x ∈ X . (5)

Insbesondere stellt T (x) B (x′n(x))n∈N eine isometrische und offenbar lineare Abbildung T : X →
`∞(N,K) dar.

3.4 Lemma. Sind (X, ‖.‖) ein Banachraum über K ∈ {R,C} und K ⊆ X′ kompakt bezüglich der schwach-∗

Topologie, so ist K beschränkt bezüglich der Abbildungsnorm auf X′, also gilt K ⊆ KX′
c (0) für ein gewisses

c ∈ [0,+∞).

Beweis. Die σ(X′, X)-kompakte Menge K ⊆ X′ = Lb(X,C) ist punktweise beschränkt. In der Tat identifizie-
ren wir für x ∈ X die Menge {x′(x) : x′ ∈ K} = J(x)(K) als Bild der σ(X′, X)-kompakten Menge K unter der
σ(X′, X)-stetigen Abbildung (x′ 7→ x′(x)) = J(x) von X′ nach K, weshalb selbige beschränkt ist. Nach Satz
1.4 angewendet auf X folgt die Beschränktheit von K bezüglich der Abbildungsnorm auf X′. q

3.5 Korollar. Sei (X, ‖.‖) ein Banachraum über K und K ⊆ X′ kompakt bezüglich der schwach-∗ Topologie.
Ist X separabel, so ist der topologische Raum (K, σ(X′, X)K) metrisierbar, womit σ(X′, X)K = T (d) für eine
Metrik d auf K.

Beweis. Für x′ ∈ K und x ∈ KX
1 (0) gilt |x′(x)| ≤ c, wobei c > 0 gemäß Lemma 3.4 zu wählen ist. Nach Fakta

3.3 ist UX
1 (0) separabel, enthält also eine abzählbare dichte Teilmenge D = {mn : n ∈ N}.

d(x′, y′) B
∞∑

n=1

1
2n

∣∣∣x′(mn) − y′(mn)
∣∣∣

konvergiert für alle x′, y′ ∈ K. d(x′, y′) = 0 bedingt dabei (x′ − y′)(D) = {0}, und wegen c̀ (D) = KX
1 (0) auch

(x′ − y′)(KX
1 (0)) = {0}, womit x′ = y′. Man überprüft nun leicht, dass d eine Metrik auf K abgibt.

Für jedes n ∈ N sind die Abbildungen (x′, y′) 7→ x′(mn), (x′, y′) 7→ y′(mn) und infolge auch (x′, y′) 7→
1
2n |x′(mn) − y′(mn)| als Funktionen von (K, σ(X′, X)K) × (K, σ(X′, X)K) nach C stetig. Als gleichmäßiger
Grenzwert stetiger Funktionen ist folglich (x′, y′) 7→ d(x′, y′) stetig, was auch die Stetigkeit von K 3 y′ 7→
d(x′, y′) für festes x′ ∈ K nach sich zieht, wenn K mit σ(X′, X)K versehen ist.
Wir erhalten {y′ ∈ K : d(x′, y′) < ε} ∈ σ(X′, X)K für x′ ∈ K und ε > 0. Also ist die von d auf K erzeugte
Topologie T (d) gröber als σ(X′, X)K . Da (K, σ(X′, X)K) aber kompakt und T (d) Hausdorff ist, folgt sogar
T (d) = σ(X′, X)K . q

4 Bochner Integral
In diesem Abschnitt bezeichne (Ω,A, µ) immer einen Maßraum und (X, ‖.‖) einen Banachraum über K ∈
{R,C}. Wir wollen für f : Ω→ X unter gewissen zusätzlichen Voraussetzungen an f dem Ausdruck

∫
Ω

f dµ
als Element von X einen Sinn geben.

4.1 Bemerkung. Hat f die Eigenschaft, dass x′ ◦ f : Ω → K für jedes x′ ∈ X′ integrierbar ist, so wird
durch R : X′ → L1(Ω,A, µ,K) mit Rx′ = x′ ◦ f eine offenbar lineare Abbildung definiert. Können wir
zeigen, dass den Graph von R in X′ × L1(Ω,A, µ,K) abgeschlossen ist, so stellt sich R nach dem Satz vom
abgeschlossenen Graphen sogar als beschränkt heraus.
Dafür sei (x′n)n∈N eine Folge aus X′ mit x′n → x′ ∈ X′ und Rx′n → g ∈ L1(Ω,A, µ,K) jeweils bezüglich der
Norm, wodurch auch (Rx′n)(t) = x′n ◦ f (t)→ x′ ◦ f (t) in K für jedes t ∈ Ω. Rx′n → g bzgl. ‖.‖L1 impliziert die
Konvergenz im Maß und sodann die punktweise Konvergenz einer Teilfolge (Rx′n(k))k∈N µ-fast überall. Also
gilt

x′ ◦ f (t) = lim
k→∞

x′n(k) ◦ f (t) = g(t) für µ-fast alle t ∈ Ω ,

womit Rx′ = x′ ◦ f = g als Element von L1(Ω,A, µ,K) und folglich R abgeschlossen ist.
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Wegen ∣∣∣ ∫
Ω

x′ ◦ f dµ
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|x′ ◦ f | dµ = ‖x′ ◦ f ‖1 = ‖Rx′‖1 ≤ ‖R‖ ‖x′‖ ,

bildet x′ 7→
∫

Ω
x′ ◦ f ein beschränktes lineares Funktional H ∈ X′′. Im Fall H = J(a) ∈ J(X), wobei

J : X → X′′ die kanonische Abbildung ist, – für reflexive X ist das wegen J(X) = X′′ immer der Fall – haben
wir x′(a) =

∫
Ω

x′ ◦ f dµ, und wir können das Integral von f als a ∈ X interpretieren.
Ist X nicht reflexiv, dann ist im Allgemeinen nicht gewährleistet, dass H ∈ J(X), und man kann das Integral
von f höchstens als Element von X′′ ansehen. Unter stärkeren Bedingungen an f als nur die Integrierbarkeit
aller x′ ◦ f werden wir im Folgenden auch für nicht reflexive X das Integral von f als Element von X
identifizieren.

4.2 Lemma. Sei X separabel, habe X also eine abzählbare dichte Teilmenge. Ist f : Ω → X schwach
messbar, ist also x′ ◦ f : Ω→ K messbar für alle x′ ∈ X′, so ist auch ‖ f ‖ messbar. Zudem gibt es im Fall∫

Ω
‖ f ‖ dµ < +∞ ein eindeutiges a ∈ X derart, dass

x′(a) =

∫
Ω

x′ ◦ f dµ für alle x′ ∈ X′ ,

wobei ‖a‖ ≤
∫

Ω
‖ f ‖ dµ.

Beweis. Nach Satz 1.7 und Korollar 3.5 bildet (KX′
1 (0), σ(X′, X)KX′

1 (0)) einen kompakten und metrisierbaren
topologischen Raum, welcher nach Lemma 3.2 eine abzählbare und dichte Teilmenge D enthält, wobei mit
der kanonischen Abbildung J : X → X′′, für x ∈ X die Abbildung KX′

1 (0) 3 x′ 7→ x′(x) = (Jx)(x′) ∈ K stetig
ist. Für t ∈ Ω schließen wir auf

‖ f (t)‖ = ‖J( f (t))‖X′′ = sup
x′∈KX′

1 (0)
|J( f (t))(x′)| = sup

x′∈D
|J( f (t))(x′)| = sup

x′∈D
|x′( f (t))| .

Als Supremum einer Folge messbarer Funktionen ist somit auch t 7→ ‖ f (t)‖ messbar.
Wir nehmen

∫
Ω
‖ f ‖ dµ < +∞ an. Wegen∫

Ω

|x′ ◦ f | dµ ≤
∫

Ω

‖x′‖ ‖ f ‖ dµ ≤ ‖x′‖
∫

Ω

‖ f ‖ dµ (6)

stellt H(x′) B
∫

Ω
x′ ◦ f dµ ein lineares Funktional H ∈ X′′ mit |H(x′)| ≤

∫
Ω
|x′ ◦ f | dµ und infolge ‖H‖ ≤∫

Ω
‖ f ‖ dµ dar. Wir wollen H = J(a) ∈ J(X) nachweisen, womit dann

x′(a) = H(x′) =

∫
Ω

x′ ◦ f dµ für alle x′ ∈ X′ ,

wobei die Eindeutigkeit von a aus der von H samt der Injektivität von J folgt. Um H ∈ J(X) zu zeigen, reicht
es nach Korollar 2.7, die σ(X′, X)KX′

1 (0)-Stetigkeit von H|KX′
1 (0) : KX′

1 (0)→ K zu zeigen.
Dafür bemerken wir, dass Ω 3 t 7→ x′( f (t)) ∈ K nach (6) für jedes x′ ∈ KX′

1 (0) integrierbar und KX′
1 (0) 3 x′ 7→

x′( f (t)) ∈ K für jedes t ∈ Ω stetig ist, wobei |x′( f (t))| ≤ ‖ f (t)‖ für x′ ∈ KX′
1 (0) und t ∈ Ω mit integrierbarem

t 7→ ‖ f (t)‖. Nach einem Satz aus der Analysis angewendet auf das metrisierbare (KX′
1 (0), σ(X′, X)KX′

1 (0))
erweist sich damit H|KX′

1 (0)(x′) =
∫

Ω
x′ ◦ f dµ als stetig in Abhängigkeit von x′ ∈ KX′

1 (0). q

Um eine entsprechende Aussage für im Allgemeinen nicht separable Banachräume abzuleiten, bringen wir
folgendes Resultat. Dabei bezeichnen wir g : Ω→ X als messbare Treppenfunktion, wenn g(Ω) endlich ist
und g−1(x) ∈ A für alle x ∈ g(Ω). Offenbar gilt für eine derartige Funktion

g =
∑

x∈g(Ω)

1g−1({x})) · x .
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4.3 Lemma. Für die Menge Ω versehen mit der σ-AlgebraA und die Funktion f : Ω→ X sind folgende
Aussagen äquivalent.

(i) Es gibt eine Folge ( fn)n∈N von messbaren Treppenfunktionen, die punktweise gegen f konvergiert.

(ii) f (Ω) ist als Teilmenge von X separabel und f : Ω → X ist messbar, wobei X mit der σ-Algebra
A(T (‖.‖)) versehen wird.

(iii) f (Ω) ist als Teilmenge von X separabel und f ist schwach messbar.

Haben f , g : Ω→ X diese äquivalenten Eigenschaften, so auch α f + βg für beliebige α, β ∈ K.

Beweis. limn→∞ fn(t) = f (t) für eine Folge ( fn)n∈N von Funktionen von Ω nach X bedingt f (t) ∈
c̀

⋃
n∈N fn(Ω) für jedes t ∈ Ω. Also folgt aus (i)

f (Ω) ⊆ c̀
⋃
n∈N

fn(Ω) ,

wobei die rechte Seite und gemäß Fakta 3.3 daher auch f (Ω) eine separable Teilmenge von X darstellt. Ist
O ∈ T (‖.‖), so folgt aus limn→∞ fn(t) = f (t) für alle t ∈ Ω auch

f −1(O) =
⋃
m∈N

⋃
N∈N

⋂
N≤k∈N

f −1
k

({
y ∈ O : d(y, X \ O) >

1
m

})
.

In der Tat impliziert f (t) ∈ O mit m ∈ N so, dass K 2
m

( f (t)) ⊆ O und fk(t) ∈ U 1
m

( f (t)) für alle k ≥ N mit einem
N ∈ N, auch d( fk(t), X \ O) > 1

m für alle k ≥ N. Aus f (t) ∈ X \ O und beliebiges m ∈ N folgt umgekehrt die
Existenz eines N ∈ N mit d( fk(t), X \ O) ≤ d( fk(t), f (t)) ≤ 1

m für alle k ≥ N. Insbesondere gibt es zu jedem
N ∈ N ein k ≥ N mit fk(t) < {y ∈ O : d(y, X \ O) > 1

m }.
Als messbare Treppenfunktion hat fk die Eigenschaft f −1

k (R) = f −1
k (R ∩ fk(Ω)) ∈ A(T (‖.‖)) für jedes R ⊆ X,

womit aus obiger Gleichheit f −1(O) ∈ A(T (‖.‖)) folgt. Weil T (‖.‖) einen Erzeuger vonA(T (‖.‖)) abgibt, ist
f messbar. Also ist (ii) eine Konsequenz aus (i).

Für x′ ∈ X′ ist x′ : X → K stetig und folglich auch messbar, wenn X mitA(T (‖.‖)) versehen wird. Folglich
bedingt (ii) auch (iii).

Wir nehmen schließlich (iii) an und bezeichnen mit D = {yn : n ∈ N} eine abzählbare und dichte Teilmenge
von f (Ω). Nach Fakta 3.3 gibt es zu dem abgeschlossenen und und nach Fakta 3.3 separablen Teilraum M B
c̀ ‖.‖(span f (Ω)) normierte x′m ∈ M′ mit ‖x‖ = supk∈N |x

′
k(x)| für alle x ∈ M. Die Benennung beibehaltend

setzen wir die x′m nach Hahn-Banach normtreu fort, sodass x′m ∈ X′ mit ‖x′m‖ = 1. Mit der vorausgesetzten
Messbarkeit der x′m ◦ f ist für y ∈ M auch die Funktion

Ω 3 t 7→ sup
k∈N
|x′k( f (t) − y)| = ‖ f (t) − y‖ ∈ R

messbar. Setzen wir für n ∈ N und t ∈ Ω

l(n, t) B min
{
k ∈ {1, . . . , n} : ‖ f (t) − yk‖ = min

j∈{1,...,n}
‖ f (t) − y j‖

}
,

so nimmt das durch fn(t) B yl(n,t) definierte fn : Ω→ X nur Werte in {y1, . . . , yn} an, womit fn(Ω) endlich ist.
Weil für n ∈ N und y ∈ {y1, . . . , yn} mit minimalem m ∈ {1, . . . , n} derart, dass y = ym, das Urbild f −1

n ({y}) als{
t ∈ Ω : ‖ f (t) − y‖ = min

j∈{1,...,n}
‖ f (t) − y j‖

}
∩

⋂
N3k<m

{
t ∈ Ω : ‖ f (t) − yk‖ > min

j∈{1,...,n}
‖ f (t) − y j‖

}
geschrieben werden kann und folglich inA liegt, bildet ( fn)n∈N eine Folge messbarer Treppenfunktionen,
welche wegen ‖ fn(t) − f (t)‖ = min j∈{1,...,n} ‖ f (t) − y j‖ aufgrund von f (Ω) ⊆ c̀ D punktweise gegen f
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konvergiert.

Haben f , g : Ω → X die Eigenschaft (iii), so ist bekannterweise x′ ◦ (α f + βg) = α · x′ ◦ f + β · x′ ◦ g als
Linearkombination skalarwertiger messbarer Fuktionen messbar. Weil (α f + βg)(Ω) in dem nach Fakta 3.3
separablen span f (Ω) ∪ g(Ω) enthalten ist, haben damit auch α f + βg die Eigenschaft (iii). q

Hat f : Ω→ X eine der äquivalenten Eigenschaften aus Lemma 4.3 und ist M abgeschlossener, separabler
Teilraum von X mit f (Ω) ⊆ M – M B c̀ ‖.‖(span f (Ω)) bildet nach Fakta 3.3 einen solchen –, so ist ‖ f ‖
nach Lemma 4.2 angewendet auf M messbar. Im Fall

∫
Ω
‖ f ‖ dµ < +∞ gibt es ein a ∈ M derart, dass

m′(a) =
∫

Ω
m′ ◦ f dµ für alle m′ ∈ M′ und wegen x′|M ∈ M′ für x′ ∈ X′ auch

x′(a) =

∫
Ω

x′ ◦ f dµ für alle x′ ∈ X′ . (7)

Da die rechte Seite von (7) unabhängig von M ist, wird durch (7) eine von M unabhängiges und infolge von
Hahn-Banach eindeutiges Element a ∈ X definiert.

4.4 Definition. Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und (X, ‖.‖) ein Banachraum über K ∈ {R,C}. Hat f : Ω→ X
eine der äquivalenten Eigenschaften aus Lemma 4.3 und gilt

∫
Ω
‖ f ‖ dµ < +∞ – wir sprechen dann von einem

nach µ Bochner-integrierbarem f –, so bezeichnen wir mit∫
Ω

f dµ ( ∈ X )

das Element a ∈ X, welches (7) erfüllt, und nennen es Bochner-Integral von f .

Gemäß Lemma 4.2 gilt ‖a‖ ≤
∫

Ω
‖ f ‖ dµ und daher∥∥∥ ∫

Ω

f dµ
∥∥∥ ≤ ∫

Ω

‖ f ‖ dµ . (8)

4.5 Beispiel. Eine messbare Treppenfunktion f : Ω→ X mit endlichem f (Ω) und f =
∑

x∈ f (Ω) 1 f −1({x}) · x
hat offenbar die Eigenschaften aus Lemma 4.3. Wegen∫

Ω

‖ f ‖ dµ =

∫
Ω

∑
x∈ f (Ω)

‖x‖ · 1 f −1({x}) dµ =
∑

x∈ f (Ω)\{0}

‖x‖ · µ( f −1({x}))

ist f genau dann Bochner-integrierbar, wenn für alle x ∈ f (Ω) \ {0} die Urbilder f −1({x}) endliches Maß
haben. In dem Fall folgt aus∫

Ω

x′ ◦ f dµ =
∑

x∈ f (Ω)\{0}

x′(x) · µ( f −1({x})) = x′
( ∑

x∈ f (Ω)\{0}

µ( f −1({x})) · x
)
,

dass
∫

Ω
f dµ =

∑
x∈ f (Ω)\{0} µ( f −1({x})) · x.

4.6 Fakta. Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, (X, ‖.‖) ein Banachraum über K ∈ {R,C}, α, β ∈ K und die
Funktionen f , g : Ω→ X nach µ Bochner-integrierbar.

1. Wegen ‖α f + βg‖ ≤ |α| ‖ f ‖ + |β| ‖g‖ ist nach Lemma 4.3 auch α f + βg nach µ Bochner-integrierbar,
wobei ∫

Ω

(α f + βg) dµ = α

∫
Ω

f dµ + β

∫
Ω

g dµ

wegen

x′(α
∫

Ω

f dµ + β

∫
Ω

g dµ) = αx′(
∫

Ω

f dµ) + βx′(
∫

Ω

g dµ) = α

∫
Ω

x′ ◦ f dµ + β

∫
Ω

x′ ◦ g dµ

=

∫
Ω

(α · x′ ◦ f + β · x′ ◦ g) dµ =

∫
Ω

x′ ◦ (α f + βg) dµ .
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2. Sind Y ein weiterer Banachraum über K und T ∈ Lb(X,Y), so ist auch die Funktion Ω ∈ t 7→ T ( f (t)) ∈
Y nach µ Bochner-integrierbar, wobei∫

Ω

T ( f (t)) dµ(t) = T
( ∫

Ω

f dµ
)
. (9)

In der Tat ist y′ ◦ (T ◦ f ) = T ′(y′) ◦ f wegen T ′y′ ∈ X′ für jedes y′ ∈ Y ′ messbar, ist T ( f (Ω)) nach
Fakta 3.3 separabel und gilt ∫

Ω

∥∥∥T ( f (t))
∥∥∥ dµ(t) ≤ ‖T‖ ·

∫
Ω

‖ f ‖ dµ < +∞ .

Schließlich folgt (9) aus∫
Ω

y′(T ◦ f ) dµ =

∫
Ω

T ′(y′) ◦ f dµ = T ′(y′)
( ∫

Ω

f dµ
)

= y′
(
T
( ∫

Ω

f dµ
))
.

3. Ist ( fn)n∈N eine Folge von Bochner-integrierbaren Funktionen fn : Ω → X derart, dass limn→∞ fn(t)
für alle t ∈ Ω \ N mit einer µ-Nullmenge N ∈ A bezüglich ‖.‖ existiert und dass ‖ fn(t)‖ ≤ χ(t), t ∈
Ω \ N, mit einer bzgl. µ integrierbaren Majorante χ : Ω → [0,+∞], so ist das durch f |N ≡ 0
und f (t) B limn→∞ fn(t), t ∈ Ω \ N, definierte f : Ω → X bzgl. µ Bochner-integrierbar, wobei
limn→∞

∫
Ω
‖ f − fn‖ dµ = 0 und

lim
n→∞

∫
Ω

fn dµ =

∫
Ω

f dµ . (10)

In der Tat ist M B c̀ ‖.‖(span
⋃

n∈N fn(Ω)) nach Fakta 3.3 separabel und enthält neben allen fn(Ω)
auch f (Ω). Zudem ist f wegen x′ ◦ f (t) B limn→∞ x′ ◦ fn(t), t ∈ Ω \ N, schwach messbar. Wegen∫

Ω
χ dµ < +∞ und ‖ f (t)‖ = ‖ limn→∞ fn(t)‖ ≤ χ(t), t ∈ Ω\N, ergibt sich die µ-Bochner-Integrierbarkeit

von f ; siehe Lemma 4.2. Zudem gilt ‖ f − fn‖ ≤ 2χ auf Ω \ N, weshalb nach dem Satz von der
beschränkten Konvergenz limn→∞

∫
Ω
‖ f − fn‖ dµ = 0. (10) folgt schließlich aus∥∥∥∥ ∫

Ω

f dµ −
∫

Ω

fn dµ
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ ∫
Ω

( f − fn) dµ
∥∥∥∥ ≤ ∫

Ω

‖ f − fn‖ dµ
n→∞
−→ 0 .

4. Nach Lemma 4.3 gibt es eine Folge ( fn)n∈N von messbaren Treppenfunktionen, die punktweise gegen
f konvergiert. Mit den fn sind auch

gn B 1{t∈Ω:‖ fn(t)‖≤2‖ f (t)‖} · fn

messbare Treppenfunktionen und (gn)n∈N konvergiert punktweise gegen f . Wegen ‖gn(t)‖ ≤ 2‖ f (t)‖mit
integrierbarer rechter Seite folgt aus dem vorherigen Punkt

∫
Ω
‖ f −gn‖ dµ

n→∞
−→ 0 und limn→∞

∫
Ω

gn dµ =∫
Ω

f dµ. Also erhält man ähnlich wie beim Lebesgue-Integral das Bochner-Integral auch durch Appro-
ximation mit messbaren Treppenfunktionen.

5. Ist (Υ,B, ν) ein weiterer Maßraum und bezeichnet µ ⊗ ν : A⊗ B → [0,+∞] ein Maß auf der Produkt-
σ-AlgebraA⊗B auf Ω × Υ mit1 (µ ⊗ ν)(E × F) = µ(E) · ν(F) für alle E ∈ A, F ∈ B, die µ(E) < +∞

und ν(F) < +∞ erfüllen, dann gilt für eine Funktion h : Ω ×Υ→ X mit2 h|(Ω×Υ)\(C×D) ≡ 0 für gewisse
σ-endliche C ∈ A,D ∈ B, welche die Eigenschaften aus Lemma 4.3 in Bezug auf (Ω × Υ,A⊗ B) hat
und folglich Werte in einem abgeschlossenen separablen Unterraum M annimmt, nach dem Satz von
Fubini ∫

Ω×Υ

‖h‖ dµ ⊗ ν =

∫
Ω

∫
Υ

‖h(s, t)‖ dν(t) dµ(s) ∈ [0,+∞] . (11)

1Diese Eigenschaft bestimmt das MaßA⊗ B eindeutig für σ-endliche µ und ν.
2Diese Annahme ist für σ-endliche µ und ν klarerweise obsolet.
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Wir nehmen im Folgenden die Endlichkeit dieses Ausdruckes an, womit h dann µ ⊗ ν-Bochner-
integrierbar ist. Wegen des Satzes von Fubini im skalaren Fall ist L B {s ∈ Ω :

∫
Υ
‖h(s, t)‖ dν(t) = +∞}

eine µ-Nullmenge ausA. Für x′ ∈ X′ folgt
∫

Υ
|x′ ◦ h(s, t)| dν(t) < +∞, s ∈ Ω \ L aus der Ungleichung

|x′ ◦ h(s, t)| ≤ ‖x′‖ ‖h(s, t)‖. Wir erhalten wieder mit dem Satz von Fubini im skalarwertigen Fall

x′
( ∫

Ω×Υ

h dµ ⊗ ν
)

=

∫
Ω×Υ

x′ ◦ h dµ ⊗ ν =

∫
Ω\L

∫
Υ

x′ ◦ h(s, t) dν(t) dµ(s) . (12)

Die Funktion Υ 3 t 7→ h(s, t) ∈ M ⊆ X ist dabei für s ∈ Ω \ L ν-Bochner-integrierbar, wobei∫
Υ

h(s, t) dν(t) ∈ M ⊆ X nach Definition 4.4

x′
( ∫

Υ

h(s, t) dν(t)
)

=

∫
Υ

x′ ◦ h(s, t) dν(t), x′ ∈ X′ , (13)

erfüllt. Die rechte und damit auch die linke Seite ist wegen (12) als Funktion in der Variablen s ∈ Ω \ L
integrierbar nach µ und infolge messbar. Da

∫
Υ

h(s, t) dν(t) für s ∈ Ω \ L auch Werte in dem separablen
M hat, folgt aus ∫

Ω\L

∥∥∥∥ ∫
Υ

h(s, t) dν(t)
∥∥∥∥ dµ(s) ≤

∫
Ω\L

∫
Υ

‖h(s, t)‖ dν(t) dµ(s) < +∞ ,

dass Ω 3 s 7→
∫

Υ
1Ω\L(s) · h(s, t) dν(t) µ-Bochner-integrierbar ist, wobei

x′
( ∫

Ω

∫
Υ

1Ω\L(s) · h(s, t) dν(t) dµ(s)
)

=

∫
Ω\L

x′
( ∫

Υ

h(s, t) dν(t)
)

dµ(s)

wegen (13) mit (12) übereinstimmt. Da x′ ∈ X′ beliebig war, haben wir folgende Version des Satzes
von Fubini für Bochner-Integrale.∫

Ω×Υ

h dµ ⊗ ν =

∫
Ω

∫
Υ

1Ω\L(s) · h(s, t) dν(t) dµ(s) .

Entsprechendes gilt mit Vertauschten Rollen für (Ω,A, µ) und (Υ,B, ν).

6. Bezeichnen wir mit L1(Ω,A, µ, X) die Menge aller µ-Bochner-integrierbaren Funktion h : Ω→ X, so
bildet L1(Ω,A, µ, X) nach dem Punkt 1 einen Vektorraum. Darüber hinaus wird durch

‖h‖1 B
∫

Ω

‖h‖ dµ

eine Seminorm definiert. Wie aus der Funktionalanalysis bekannt bildet für

N‖.‖1 B {h ∈ L
1(Ω,A, µ, X) :

∫
Ω

‖h‖ dµ = 0} = {h ∈ L1 : h = 0 µ − fast überall}

der Faktorraum L1(Ω,A, µ, X) B L1(Ω,A, µ, X)/N‖.‖1 versehen mit ‖[h]‖1 B ‖h‖1 einen normierten
Raum. Wie im skalarwertigen Fall wird L1(Ω,A, µ, X) meist als Raum von Funktionen betrachtet,
wobei zwei Funktionen f und g identifiziert werden, wenn f = g µ-fast überall gilt.

Analog zum skalaren Fall ist auch L1(Ω,A, µ, X) ein Banachraum. Um das ähnlich wie im skalaren Fall
einzusehen, sei ([ fn])n∈N eine Cauchyfolge daraus. Nach Fakta 3.3 gilt fn(Ω) ⊆ M, n ∈ N, für einen
gewissen separablen und abgeschlossenen Teilraum M von X. Wir wählen natürliche n1 < n2 < . . .
derart, dass ‖ fnk − f j‖1 < 2−k für j ≥ nk, k ∈ N, und setzen gk B fnk − fnk+1 ∈ L

1(Ω,A, µ, X). Wegen∫
Ω

m∑
k=1

‖gk‖ dµ ≤
m∑

k=1

‖ fnk − fnk+1‖1 ≤

m∑
k=1

2−k < 1 .



5 Schwach kompakte lineare Abbildungen 13

bildet die Reihe χ(t) B
∑∞

k=1 ‖gk(t)‖ eine messbare Funktion χ : Ω → [0,+∞], welche nach dem
Satz von monotoner Konvergenz

∫
χ dµ ≤ 1 und daher µ(L) = 0 für L B {t ∈ Ω : χ(t) = +∞}

erfüllt. Wir schließen auf die absolute Konvergenz der X-wertige Reihe
∑∞

k=1 gk(t) für t ∈ Ω \ L,
womit auch

∑∞
k=1 gk(t) = limm→∞

∑m
k=1

(
fnk (t) − fnk+1 (t)

)
= limm→∞

(
fn1 (t) − fnm+1 (t)

)
und infolge

h(t) B limm→∞ fnm (t) in X für t ∈ Ω \ L existiert. Durch h(t) = 0, t ∈ L, wird diese Abbildung zu
einem offenbar schwach messbaren h : Ω → X fortgesetzt, wobei wegen h(Ω) ⊆ M die Funktion h
und infolge auch h − fn die äquivalenten Eigenschaften aus Lemma 4.3 erfüllt.

Zu ε > 0 sei n(ε) ∈ N mit ‖ fl − fn‖1 < ε für n, l ≥ n(ε). Im Fall n ≥ n(ε) erhalten wir mit dem Lemma
von Fatou ∫

Ω

‖h − fn‖ dµ =

∫
Ω\L
‖h − fn‖ dµ =

∫
Ω\L

lim inf
k→∞

‖ fnk − fn‖ dµ

≤ lim inf
k→∞

∫
Ω\L
‖ fnk − fn‖ dµ = lim inf

k→∞
‖ fnk − fn‖1 ≤ ε ,

wodurch h = (h − fn) + fn ∈ L1(Ω,A, µ, X) mit ‖ f − fn‖1 ≤ ε. Also konvergiert ([ fn])n∈N gegen
[h] ∈ L1(Ω,A, µ, X) bezüglich ‖.‖1.

5 Schwach kompakte lineare Abbildungen
5.1 Lemma. Seien (X1, ‖.‖1), (X2‖.‖2) normierte Räume und T ∈ L(X1, X2). T ∈ Lb(X1, X2) ist dann
äquivalent zur Stetigkeit von T : (X1,T (‖.‖1)) → (X2, σ(X2, X′2)) und zu jener von T : (X1, σ(X1, X′1) →
(X2, σ(X2, X′2)).

Beweis. T ∈ Lb(X1, X2) bedeutet die Stetigkeit von T : (X1,T (‖.‖1)) → (X2,T (‖.‖2)). Aus letzterem folgt
wegen σ(X2, X′2) ⊆ T (‖.‖2) jene von T : (X1,T (‖.‖1))→ (X2, σ(X2, X′2)).
Für stetiges T : (X1,T (‖.‖1))→ (X2, σ(X2, X′2)) und x′2 ∈ X′2 ( = (X2, σ(X2, X′2))′ ) ist x′2 ◦T : (X1,T (‖.‖1))→
K stetig, womit x′2 ◦ T ∈ X′1. Da σ(X1, X′1) die initiale Topologie auf X1 bezüglich der x′ ∈ X′1 ist, schließen
wir auf die Stetigkeit von T : (X1, σ(X1, X′1))→ (X2, σ(X2, X′2)).
Aus letzterem folgt für x′2 ∈ X′2 = (X2, σ(X2, X′2))′ die Stetigkeit der Zusammensetzung x′2 ◦ T :
(X1, σ(X1, X′1)) → K, weshalb x′2 ◦ T ∈ (X1, σ(X1, X′1))′ = X′1 = Lb(X1,K). Zudem bildet für die kano-
nische Abbildung J2 : X2 → X′′2 J2(T (KX1

1 0)) eine Teilmenge von X′′2 = Lb(X′2,K). Für x′2 ∈ X′2 erhalten wir
wegen J2(T x)(x′2) = x′2(T x)

sup
F∈J2(T (KX1

1 (0)))

|F(x′2)| = sup
x∈KX1

1 (0)

|x′2 ◦ T (x)| ≤ ‖x′2 ◦ T‖ ,

was die punktweise Beschränktheit von J2(T (KX1
1 (0))) bedeutet. Gemäß Satz 1.4 angewendet auf den Banach-

raum X′2 = Lb(X2,K) folgt
sup

x∈KX1
1 (0)

‖T x‖ = sup
x∈KX1

1 (0)

‖J(T x)‖ < +∞ ,

und daher T ∈ Lb(X1, X2). q


