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Einige Resultate aus der Funktionalanalysis, die verwendet werden

1.1 Lemma. Ist (X,7) ein topologischer Vektorraum und f € X* \ {0}, dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(i)
(ii)
(iii)
(iv)

feXx.
ker f ist abgeschlossen.
ker f ist nicht dicht in X.

Es gibt eine Nullumgebung U in X derart, dass f(U) in K beschrdnkt ist.

1.2 Bemerkung.

@)

(i)

(iif)

()

In einem lokalkonvexen Vektorraum gibt es sogar eine Umgebungsbasis der Null bestehend aus
konvexen, offenen und kreisformigen Mengen.

Sei X ein Vektorraum, (X;, 7;), i € I, eine Familie lokalkonvexer Vektorrdume, und seien R; : X — X;,
i € I, lineare Abbildungen mit ();; ker R; = {0} bzw. dquivalent dazu

Vx,yeX, x#ydiel: R(x)#Ri(y).
Dann ist X mit der initialen Topologie 7 beziiglich der Familie von Abbildungen
Ri: X — (Xi, T, i€l,

ein lokalkonvexer Vektorraum.

Um dies zu sehen, sei zunédchst daran erinnert, dass die Mengen der Bauart R;l O;i)Nn---N R;ﬂl(O;m)
mitm €N, iy,...,i,, € lund O;, € T5,,...,0;, € T;, eine Basis der Topologie 7~ abgeben.

m

Daraus erkennt man leicht, dass fiir Nullumgebungsbasen 8;(0) von (X;, 7;) die Menge der Mengen
der Bauart

(R Vi), )
k=1

wobein € Nund i, € [und V;, € 9, (0) fir k = 1,...,n, eine Nullumgebungsbasis von (X, 7") ist.
Sind nun alle Mengen aus allen B,(0) konvex, so folgt aus der Linearitit der R; unmittelbar, dass diese
Nullumgebungsbasis von (X, 7°) auch aus konvexen Mengen besteht.

Wir erhalten insbesondere, dass Unterrdume und direkte Produkte lokalkonvexer Vektorraume wieder
lokalkonvex sind.

Seien X ein Vektorraum iiber K € {R, C} und Y ein linearer Unterraum des algebraischen Dualraumes
X*.

Ist X ein Vektorraum und Y ein punktetrennender Unterraum von X*, so bildet (X, o(X, Y)) einen
lokalkonvexen Vektorraum, wobei o(X, Y) die initiale Topologie beztiglich aller f € Y.

Weil {UX(0) : € > 0} eine Nullumgebungsbasis von (K, |.|) abgibt, bilden gemB (1) alle Mengen der
Bauart
ﬂf]l(Uf(O)) ={xeX:|fiMl<e, j=1,...,m} 2)
=1

J

firmeN, fi,...,fu € Yund €,..., €, > 0 eine Nullumgebungsbasis von (X, o(X, Y)).

1.3 Satz. Sind (X, 7") ein lokalkonvexer Vektorraum, X' = (X,7) und A C X konvex, so hat man ct7(A) =
cloxx)(A).



1.4 Satz. Seien X ein Banachraum, Y ein normierter Raum und R C Ly(X, Y). Falls R punktweise beschrdinkt
ist, falls also
supf||[Rx|| : R€ R} < +co0  fiiralle x € X,

dann gilt sup{||R|| : R € R} < +oo, also ist R sogar gleichmdif3ig beschrdnkt.
1.5 Satz (von der offenen Abbildung). Sind X und Y Banachriume, so ist jedes surjektive R € Ly(X, Y) offen.

1.6 Satz (vom abgeschlossenen Graphen). Sind X,Y Banachridume und ist R : X — Y linear, so ist der
Graph von R genau dann abgeschlossen in X X Y, wenn R stetig ist.

1.7 Satz (von Banach-Alaoglu). Fiir einen normierten Raum (X, ||.||) iiber K € {R, C} ist die beziiglich der
Abbildungsnorm abgeschlossene Einheitskugel um die Null in X’

KX ©={feX :|fl<1)
kompakt beziiglich der schwach-* Topologie o(X’, X).

1.8 Satz (von Goldstine). Sei (X, ||.||) ein normierter Raum iiber K € {R, C}. Bezeichnet Kf‘(O) die abge-
schlossene Einheitskugel von X bzgl. ||.|| sowie Kf( (0) die von X" bzgl. der entsprechenden Abbildungsnorm,
so gilt

o x(J(KF(0)) = K7 (0).

o (X", X") steht fiir die schwach-+ Topologie auf X" ..

2 Der Satz von Krein-Smulyan

Fiir das folende Beispiel wollen wir daran erinnern, dass fiir £ # @ die Abbildungen ¢, : ¢*(E,K) —
CY(E,K) mit Yoo (h)(g) = Yep M()g(t) und ¢y : £1(E, K) — co(E,K)’ lineare und isometrische Bijektionen
abgeben.

2.1 Beispiel. Seien E # 0, (X, ||.||) ein beliebiger Banachraum und H € ¢*(E, X). Die Abbildung

T:¢"(E,K) —> X definiert durch T(y) := Z Y1) - H(®)
tekE

ist wegen X ly(®) - HOIl < sup,eg 1HOI - 2ier V@I = |[Hlles - [I¥llp wohldefiniert, offenbar linear und
beschriankt mit ||7'|| < ||H]|g~. Aufgrund von ||T(6;)|| = ||H(s)|| fur s € E gilt sogar ||T|| = ||H]||¢~. Zudem hat
man

T'()O) = ¥(Ty) = ¥ ( Dy H®) = D"y - ¥ (H©) = Yoo’ © H))

teE teE

fiiry € £'(E,K) und x’ € X’, weshalb 7" (x') = ¥oo(x’ 0 H) (€ ' (E,K)).
Im Fall H € ¢y(E, X) wird durch S (x”) := x” o H eine beschrinkte lineare Abbildung S : X’ — ¢y(E, K) mit
[IS]l < ||H||~ definiert, wobei fiir die kanonische Einbettung J : X — X", S’ : ¢o(E,K) — X" sowie x" € X’
und y € (' (E,K)

S oy (M) = Y1 (S () = Zy(t) X' (H(n) = x'( Zy(t) “H(@®) = (J o T)(X).

teE teE
Also gilt S” oy = J o T und daher S’ (co(E, K)") C J(X).

Der Satz von Krein-Smulyan besagt, dass eine konvexe Teilmenge C des Dualraumes X’ eines Banachraumes
(X, |I]) tiber K € {R, C} genau dann schwach-* abgeschlossen ist, wenn C N Kﬁ‘ (0) fiir alle r > 0 schwach-
abgeschlossen ist. Dass aus der schwach-* Abgeschlossenheit von C jene von C N KX (0) folgt, ist eine
unmittelbare Konsequenz des Satz von Banach-Alaoglu. Fiir die Umkehrung miissen wir weiter ausholen.
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Fur (x,)nen € coMN, X) sei S (x,),r : X' — co(N, K) der Operator S aus Beispiel 2.1, also

S(Xn)nEN(‘x/) = (x/(xn))nEN .

Mit 7 bezeichnen wir in diesem Abschnitt die initiale Topologie beziiglich der Abbildungen
S Gers nen € co(N, K). Diese Topologie wird auch als beschréiinkte schwach-+ Topologie bezeichnet.
Wie aus der Funktionalanalysis Vorlesung bekannt bildet (X', 7°) einen lokalkonvexen Vektorraum.

2.2 Lemma. Sei X ein Banachraum. Fiir die beschrdnkte schwach-+ Topologie gilt (X', 7)) = J(X), wobei
J 1 X — X" die kanonische Einbettung bezeichnet. Insbesondere ist die beschrdnkte schwach-+ Topologie
feiner als die schwach-+ Topologie.

Beweis. Zu x € X gibt es sicherlich eine Nullfolge (x,).en in X mit x; = x. Fiir jedes beziiglich 7
konvergente Netz (x;.) jes mit Grenzwert x’ in X’ folgt wegen den Eigenschaften initialer Topologien

) = JEE] = 1 = 2] S 1S (g () = Xl o

Also gilt J(x) € (X', 7)" und somit J(X) € (X', 7).

Ist umgekehrt F € (X’,77)’, so haben wir |[F(x")| < 1 fiir alle x’ € U mit einer geeigneten Nullumgebung U
beziiglich 7; siche Lemma 1.1. Mengen der Bauart

(KO0 N NS (KPTO0)).

(X Inent

mit gewissen Nullfolgen (x,l,)neN, ..., (XI)nen bilden eine Nullumgebungsbasis beziiglich 7~. Mischen wir
diese Nullfolgen zu der Folge (y,)new, also Y.(j—1)+k = x’jf firk=1...,mund j € N, so erhalten wir wieder
eine Nullfolge. Wegen

XelUe | (x Mnentlle <1 fiir k=1...,m

S (X Onnerllee < 1 & X' € SW <Kf°<N’K><0>)

neN

giltU =S¢} (KP90). ' € X und 6 > (¢ (yn))nenillos bedingt (3 - X )ya)nerrlleo < 1, also [F (- x)] <
1 bzw. |[F(x')| < 6. Die Beliebigkeit von ¢ > ||(x’(yn))nenlleo impliziert

IFGO] < NG Gn)nentlloo = 1S e (Xlleos 2" € X7

Durch G((x’ (yn))neny) = F(x’) wird auf dem Bildraum S, ... (X") (€ cp(N, K)) ein mit 1 beschrinktes
lineares Funktional definiert, welches sich nach Hahn-Banach normtreu zu einem beschrinkten linearen
Funktional — ebenfalls G genannt — auf ganz cy(N, K) fortsetzen lasst. Da der topologische Dualraum von ¢
mit ¢! identifiziert werden kann, gibt es ein (8,),en € €' (N, K) mit

G((@pnert) = Y1 ((Bpner)(@n)nert) = Z @y - By firalle (anpen € co(N, K).

neN

Wie in Beispiel 2.1, festgestellt, gilt S(v
S s @1 (B)nc) = J(Zeas B - ), wodurch

SoEKY) € JX) (€ X)) mit S (G) =

F(x') = G 5n)netr) = G(S (39,0, (1) = (S, (@)X = T - y) (')

neN

fiir alle x* € X’. Also haben wir F € J(X). a

2.3 Lemma. Fiir einen Banachraum X und ein beschrdanktes B C X' hat man Tg = o(X’, X)p.



Beweis. Nach Lemma 2.2 gilt 7 2 o(X’, X), womit auch 73 2 o(X’, X)p.
Fir x € X ist X’ 3 X" = x'(x) € K stetig beziiglich o(X’, X). Folglich ist fiir eine beliebige Nullfolge (x;,)qen
in X und jedes feste N € N die durch

St &) = (& (1), ., X (), 0,....)

definierte Abbildung SN BUNED. ¢ X’ = co(N, K) ebenfalls stetig beziiglich o-(X’, X) und daher SV
co(N, K) stetig bezughch o(X’,X)p. Wegen

Coperr B+ B =

N
SUplISY | 15(¥) = S (el sOlleo = sup sup ¥ (o)l < sup 1]l - sup [l
x'eB ) x'€B n>N x'eB n>N
—
<+o00

konvergiert die Funktionenfolge (SV -
co(N, K) stetig beziiglich o(X’, X)p ist.

Da 75 wegen der Assoziativitit der Initialtopologiebildung die grobste Topologie auf B derart ist, dass alle
S oaelB 1 B = co(N, K) fiir (x,),en € co(N, X) stetig sind, haben wir auch 75 C o(X’, X)3. a

|p)nen auf B gleichmiBig gegen S (x|, womit S, .lp : B —

2.4 Lemma. Seien X ein normierter Raum, 0 < s < t < +oco reell und Q C X’ eine offene Nullumgebung
beziiglich (X', X). Ist A C X endlich mit {x' € X’ : [x¥'(x)] £ 1, x € A} n Kf,('(O) C Q, so existiert ein
endliches B C K¥(0) derart, dass

(X eX :W® <1, xeAUBINKX(0)C Q.

Beweis. Wiirde es kein solches B geben, so wiire fiir jedes endliche F € K7 (0)

KF)=(xeX XX <1, xe AUF}\ Q)N Ktx/(O)
eine nichtleere und o (X', X)-abgeschlossene Teilmenge der o(X’, X)-kompakten Menge K,X (0); vgl. Banach-

Alaoglu. Wegen K(F U G) = K(F) N K(G) hat die Menge aller K(F) mit endlichem F C K)f (0) die endliche
Durchschnittseigenschaft. Wegen der Kompaktheit folgt '

ﬂ K(F)#0.

FQK)]( (0) endlich

Da F = {x} fiir jedes x € K’f (0) hier zuldssig ist, wiirde x” aus diesem Schnitt |x’(x)| < 1 fiir alle x € X mit

[|x]] < %und infolge ||x’|| < s erfiillen. Die vorausgesetzte Inklusion {x’ € X" : [x'(x)| < 1, x € AJnKX'(0) € Q
bedingt den Widerspruch

Y eKMNKXO)=(x eX : ¥ <1, xeA]\QNKX0)cQ\Q=0. Q

2.5 Korollar. Sei X ein Banachraum. Ein O C X’ ist genau dann offen beziiglich der beschrinkten schwach-x
Topologie, wenn O N B € o(X’, X)p fiir alle beschrinkten B C X'. Insbesondere ist T die feinste (finale)
Topologie auf X' beziiglich der die Abbildungen tg : (B,o(X’,X)p) — X’ mit t3(x) = x, x € B stetig sind,
wobei B alle beschrinkten Teilmengen von X' durchlduft.

Beweis. Gemal Lemma 2.3 gilt ON B e T = o(X’, X) fiir O € 7 und jedes beschrinkte B C X”.

Sei umgekehrt O C X’ derart, dass O N B € o(X’, X)p fiir alle beschrinkten B € X’. Wir nehmen zunéchst
0 € O an und zeigen, dass O eine Nullumgebung beziiglich 7 ist. Wegen O N K f( 0)eoX',X) k¥ (0) gibt es
ein endliches Fy C X mit

Oe{x eX :|X(x)| <1, xe Fo)nKF(0)co,
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da{{x’ e X’ :|X¥’(x)| <1, x€ F}: F C X endlich} eine Nullumgebungsbasis beziiglich o-(X’, X) abgibt. Wir
erhalten fiir n € N endliche F,, C K’f (0) derart, dass

(X eX X <1,xe FUF U---UF,}NnKX ,(0)c O, 3)

wenn wir rekursiv Lemma 2.4 auf s =n,t=n+1,A = FyU-.-U F,_| sowie ein schwach-x offenes Q mit
QN KX (0)=0nKX (0) angewenden und F, := B setzen.

Wir wihlen eine Folge (x,),en, die im Falle eines unendlichen genyioy Fr diese Menge injektiv durchlduft,
und anderenfalls diese Menge durchléduft und ab einem gewissen Index identisch gleich Null ist. In jedem
Fall ist (x,),an eine Nullfolge, wobei wegen (3) und deshalb, weil jedes x’ € X’ in Kﬁl(O) fireinn € N
liegt,

Soh (KPEE0) = (¥ e X ¥ (x,)| < 1 fiiralle n e N}

={eX X<, xe U Fi}lco.
keNU{0)

Wir identifizieren O daher als Nullumgebung beziiglich 7.

Sei O C X’ mit O N B € o(X’, X)|p fiir alle beschrinkten B C X’ ohne der Voraussetzung, dass 0 € O.
7 € O zieht dann 0 € O — 77 € X’ nach sich. Wegen (O —Z)NB+z7 = (ONB+7)) € oX',X)psy
und weil X’ — x’ — 7’ einen Homoomorphismus von (B + 7', 0(X’, X) g+ ) auf (B, o(X’, X)) abgibt, gilt
(O -7)N B e o(X’, X)p fiir jedes beschriankte B € X’. Nach dem oben behandelten Fall ist O — 7’ eine
Nullumgebung und infolge O eine z’-Umgebung beziiglich 7. Also stellt sich O als Umgebung beziiglich 7~
aller ihrer Punkte dar und liegt somit in 7. a

2.6 Satz (von Krein-gmulyan). Sei (X, ||.|]) ein Banachraum. Ein konvexes C C X' ist genau dann schwach-+
abgeschlossen, wenn KX (0) N C fiir alle r > 0 schwach-+ abgeschlossen ist.

Beweis. Es reicht von der schwach-* Abgeschlossenheit der Mengen C N Kf( (0), r > 0, auf die schwach-
+ Abgeschlossenheit von C zu schlieBen. Fiir ein beliebiges beschrinktes B C X’ gilt B € KX (0) fiir
hinreichend groBes r > 0, womit C N B = (C N KX (0)) N B eine abgeschlossene und infolge (X’ \ C) N B =
B\ (C N B) eine offene Teilmenge von B beziiglich (X', X)p ist.

Nach Korollar 2.5 ist damit X" \ C offen und infolge C abgeschlossen beziiglich der beschrinkten schwach-
Topologie 7. In Lemma 2.2 haben wir erkannt, dass (X, 7")" = J(X). Als Folge von Satz 1.3 erhalten wir

C = Cfrr(C) = Cf(,—(Xf,X)(C) . D

2.7 Korollar. Sei (X,|.]|) ein Banachraum und bezeichne J : X — X" die kanonische Einbettung. Fiir
H e (X')" sind folgende Aussagen dquivalent:

e He J(X)

e H: X' — Kist schwach-+-stetig.

. H|K{<’(0) : Kf(’(o) - Kist O'(X',X)Ki(/(o)-stetig.

e kerHN Kf/ (0) ist schwach-* abgeschlossen.
Beweis. Wegen (X', 0(X’, X)) = (X’,0(X’,J(X))) = J(X) sind H € J(X) und die schwach-x=-Stetigkeit
von H : X’ — K dquivalent. Aus der schwach-x-Stetigkeit von H : X’ — K folgt sofort die von H| KX () -
Kf( (0) — K beziglich o(X’, X) k¥ (0) und aus letzterem die schwach-* Abgeschlossenheit von ker H N

Xy — H1-1

KY'(0) = HI L , (0D
Ist ker H N K (0) schwach-+ abgeschlossen, so auch r - (ker H N K7 (0)) = ker H N KX'(0) fiir jedes r > 0,

weshalb nach Satz 2.6 die konvexe Menge ker H schwach-* abgeschlossen ist. Nach Lemma 1.1 ist H daher
schwach-*-stetig. a



3 Separable Teilmengen und Metrisierbarkeit

3.1 Definition. Fiir einen metrischen Raum (X, d) heift eine Teilmenge B von X separabel, wenn B C cf(C)
fiir eine abzédhlbar Menge C C B.

3.2 Lemma. Fiir einen metrischen Raum (X, d) ist jede kompakte Teilmenge K C X separabel, hat also eine
abzdihlbare dichte Teilmenge.

Beweis. Zun € N gibt es endlich viele Punkte x{,...,x = € K mit

> m(n)

Ul(x'f)U-“UUl(xZ(n))QK. 4)

Die Teilmenge D = ,entx], ..., X, } von K ist abzéhlbar. Sind y € K, € > 0 und n € N so groB, dass

> m(n)
1

-~ < €, dann gibt es wegen (4) ein j € {1,...,m(n)} mit d(y,x’j?) < % < g, also x;f € Uc(y). Folglich gilt

n

y € (D). a

3.3 Fakta. Seien (X, ]|.][) ein normierter Raum iiber K € {R,C} und C € B € X mit B C ¢{(C) und
abzihlbarem C.

1. Da C € B C cfy|(C) sicher cf)(B) = ct);(C) impliziert, ist mit B auch cfj(B) separabel.

2. Mit B ist auch span B separabel. In der Tat identifizieren wir

M::U{Zn:g'ck:{keL,ckeC,kz1,...,n}

neN k=1
als abzédhlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen und somit als abzéhlbar, wobei L = Q im Fall K = R
undL = {e+iB: @,f € Q imFall K = C. Zudem ist jedes 3}, £;b; € span Bmit ¢; € Kund b; € B
offenbar Grenzwert einer Folge aus M.

3. Sind B, n € N, abzéhlbar viele separable Teilmengen von X, wobei C,, C B, mit abzdhlbarem C,,
und B, C cf(C,) fiir n € N, so bildet D := |,y C,, €ine abzihlbare Teilmenge von A = |,y By
Aus B, € ) (Cy,) C (D), n € N, folgt A C cfj (D), womit sich die abzihlbare Vereinigung von
separablen Mengen als separabel herausstellt.

4. Jedes A C B ist auch separabel, wozu wir auf das Topologiekapitel aus der Analysis verweisen konnten.

Um eine explizitere Begriindung dafiir anzugeben, sei bemerkt, dass P := {(c,n) € CxXN : d(c,A) < %}
abzihlbar ist. Wihlen wir zu (¢, n) € P ein a( ) € A mit d(c, ap) < % so bildet D = {a(.pn : (c,n) €
P} eine abzihlbare Teilmenge von A.

Fiira € A gibtes wegena € B C £ (C) zun € Nein ¢ € C mitd(c,a) < ﬁ, weshalb

1 1 1
d,cn Sd, +d,cn —t—=-.
(@, ageony) < da,c) +d(c a(,2))<2n Pl
Also gilt d(a, D) = 0, womit A C cfj (D).
5. Sind (Y, ||.||) ein weiterer normierter Raum {iber K und 7' € L,(X, Y), so ist T(B) separable Teilmenge
von Y, da wegen der Stetigkeit von T

T(B) C T(Cf”_”X(C)) - Cg\l.lly(T(C)) .

6. Nach dem bisher Gezeigten ist X genau dann separabel, wenn Kf 0)\ Uf (0) es ist.
Ist in dem Fall {x, : n € N} eine dichte Teilmenge von Kf‘ O\U f (0) und wihlen wir mit Hilfe von
Hahn-Banach zu jedem n € N ein x, € X’ mit |lx,|| = 1 = x/,(x,,), so gibt es fiir x € K¥(0) \ UF(0) und
€ > 0 ein von € abhingiges n € N mit ||x, — x|| < €, weshalb

sup [x (0] > |x;,(0)] = 1x7,(x,) = x7,(x, = 2| = o, ()] = [, (x, —0)| > 1 — €.
keN
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Da € > 0 beliebig war, erhalten wir sup;q |x;(x)| = 1. Durch Normierung folgt in der Tat

sup x;(x)] = [|lx]| firjedes xeX. 5)

keN

Insbesondere stellt 7'(x) := (x;,(x)),en eine isometrische und offenbar lineare Abbildung 7' : X —
{*(N, K) dar.

3.4 Lemma. Sind (X, ||.||) ein Banachraum iiber K € {R,C} und K C X’ kompakt beziiglich der schwach-*
Topologie, so ist K beschrdnkt beziiglich der Abbildungsnorm auf X', also gilt K € KX (0) fiir ein gewisses
c € [0, +o0).

Beweis. Die o(X’, X)-kompakte Menge K C X’ = Ly(X, C) ist punktweise beschrinkt. In der Tat identifizie-
ren wir fiir x € X die Menge {x'(x) : X’ € K} = J(x)(K) als Bild der o(X’, X)-kompakten Menge K unter der
o (X', X)-stetigen Abbildung (" — x’(x)) = J(x) von X’ nach K, weshalb selbige beschrinkt ist. Nach Satz
1.4 angewendet auf X folgt die Beschrinktheit von K beziiglich der Abbildungsnorm auf X’. a

3.5 Korollar. Sei (X, ||.||) ein Banachraum iiber K und K C X’ kompakt beziiglich der schwach-* Topologie.
Ist X separabel, so ist der topologische Raum (K, (X', X)) metrisierbar, womit (X', X)x = T (d) fiir eine
Metrik d auf K.

Beweis. Fir x’ € Kund x € K{f (0) gilt |x"(x)| < ¢, wobei ¢ > 0 gemdB Lemma 3.4 zu wihlen ist. Nach Fakta
3.3 st Uf( (0) separabel, enthilt also eine abzdhlbare dichte Teilmenge D = {m,, : n € N}.

00

1
dx'y) = ) W ) =y (m)|

konvergiert fir alle x’,y" € K. d(x’,y") = 0 bedingt dabei (x' — y")(D) = {0}, und wegen c{(D) = Kf‘ (0) auch
x - y’)(K{( (0)) = {0}, womit x” = y". Man tiberpriift nun leicht, dass d eine Metrik auf K abgibt.

Fiir jedes n € N sind die Abbildungen (x’,y") — x'(m,), (x’,y’) — y'(m,) und infolge auch (x’,y") —
zinlx’(m,,) — y'(my,)| als Funktionen von (K, o(X’, X)g) X (K, 0(X’, X)g) nach C stetig. Als gleichmafiger
Grenzwert stetiger Funktionen ist folglich (x’, y") — d(x’,y") stetig, was auch die Stetigkeit von K 3y’ —
d(x',y’) fiir festes x” € K nach sich zieht, wenn K mit o-(X’, X)g versehen ist.

Wir erhalten {y’ € K : d(x',y") < €} € o(X’, X)k fir x¥' € K und € > 0. Also ist die von d auf K erzeugte
Topologie 7 (d) grober als o(X’, X)k. Da (K, o(X’, X)) aber kompakt und 7 (d) Hausdorff ist, folgt sogar
T(d)=0X',X)k. Q

4 Bochner Integral

In diesem Abschnitt bezeichne (Q, A, u) immer einen Maflraum und (X, ||.||) einen Banachraum tiber K €
{R, C}. Wir wollen fiir f : Q — X unter gewissen zusétzlichen Voraussetzungen an f dem Ausdruck fQ fdu
als Element von X einen Sinn geben.

4.1 Bemerkung. Hat f die Eigenschaft, dass x’ o f : Q — K fiir jedes x’ € X’ integrierbar ist, so wird
durchR : X' — LY(Q, A, i, K) mit Rx” = x’ o f eine offenbar lineare Abbildung definiert. Kénnen wir
zeigen, dass den Graph von R in X’ X LY(Q, A, U, K) abgeschlossen ist, so stellt sich R nach dem Satz vom
abgeschlossenen Graphen sogar als beschriinkt heraus.

Dafiir sei (x/),ci eine Folge aus X’ mit x, — x’ € X’ und Rx, — g € L'(Q, A, u, K) jeweils beziiglich der
Norm, wodurch auch (Rx;,)(¢) = x, o f(#) = x" o f(¢) in K fiir jedes t € Q. Rx;, — g bzgl. ||.||,: impliziert die
Konvergenz im Maf} und sodann die punktweise Konvergenz einer Teilfolge (Rx; ke p-fast iiberall. Also
gilt

x o f(f) = k11—>r£10 x;(k) o f(r) = g(¢r) fiir u-fastalle ¢ € Q,

womit Rx" = x’ o f = g als Element von L'(Q, A, 1, K) und folglich R abgeschlossen ist.



Wegen
|fx’°fdulsflx’OfIdu=|Ix’ofI|| = IRXll; < IRINIXII,
Q Q

bildet x’ J;lx' o f ein beschrinktes lineares Funktional H € X”. Im Fall H = J(a) € J(X), wobei
J : X — X" die kanonische Abbildung ist, — fiir reflexive X ist das wegen J(X) = X”” immer der Fall — haben
wir x'(a) = fg X" o fdu, und wir konnen das Integral von f als a € X interpretieren.

Ist X nicht reflexiv, dann ist im Allgemeinen nicht gewéhrleistet, dass H € J(X), und man kann das Integral
von f hochstens als Element von X ansehen. Unter stirkeren Bedingungen an f als nur die Integrierbarkeit
aller x" o f werden wir im Folgenden auch fiir nicht reflexive X das Integral von f als Element von X
identifizieren.

4.2 Lemma. Sei X separabel, habe X also eine abzihlbare dichte Teilmenge. Ist f : Q — X schwach
messbar, ist also x' o f : Q — K messbar fiir alle X' € X', so ist auch ||f|| messbar. Zudem gibt es im Fall
fQ [lfldu < +co ein eindeutiges a € X derart, dass

X'(a) = fx' ofdu fiiralle x' €X',
Q

wobei ||a]| < J;z L1l dge.

Beweis. Nach Satz 1.7 und Korollar 3.5 bildet (K{" 0),0X’,X) KY (0)) einen kompakten und metrisierbaren
topologischen Raum, welcher nach Lemma 3.2 eine abzihlbare und dichte Teilmenge D enthilt, wobei mit
der kanonischen Abbildung J : X — X", fiir x € X die Abbildung K{‘ 0) > x' - X' (x) = (Jx)(x') € K stetig
ist. Fiir € Q schliefen wir auf

IfOI = Olx» = sup  [JFO))] = sup V(O] = sup X' (F@)I.

¥ ek¥ (0)

Als Supremum einer Folge messbarer Funktionen ist somit auch ¢ — || f(#)|| messbar.
Wir nehmen fQ [lflldu < 400 an. Wegen

f W o fldu < f I e < ] f 171 du ©)
Q Q Q

stellt H(x') = fQ x" o fdu ein lineares Funktional H € X"’ mit |[H(x")| < fQ |x" o f|du und infolge ||H|| <
fg [IfIl du dar. Wir wollen H = J(a) € J(X) nachweisen, womit dann

X'(a)=HX) = fx’ ofdu firalle x' €X',
Q

wobei die Eindeutigkeit von a aus der von H samt der Injektivitit von J folgt. Um H € J(X) zu zeigen, reicht
es nach Korollar 2.7, die (X", X) gx (-Stetigkeit von H|gx ) : K¥'(0) - K zu zeigen.

Dafiir bemerken wir, dass Q 5 t — x'(f(#)) € K nach (6) fiir jedes x’ € K¥'(0) integrierbar und K (0) 3 x’ -
X'(f(1)) € K fiir jedes t € Q stetig ist, wobei |x"(f(#))| < ||f(0)|| fir x’ € Kf'(O) und ¢ € Q mit integrierbarem
t = ||f(®»]. Nach einem Satz aus der Analysis angewendet auf das metrisierbare (Kf' 0),0(X’, X) kY (0))

erweist sich damit Hlgy (') = fg x" o fdu als stetig in Abhéngigkeit von x” € K (0). a

Um eine entsprechende Aussage fiir im Allgemeinen nicht separable Banachriume abzuleiten, bringen wir
folgendes Resultat. Dabei bezeichnen wir g : Q@ — X als messbare Treppenfunktion, wenn g(Q) endlich ist
und g~ (x) € A fiir alle x € g(Q). Offenbar gilt fiir eine derartige Funktion

§= Z Loy - X-

xeg(€Y)
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4.3 Lemma. Fiir die Menge Q versehen mit der o-Algebra A und die Funktion f : Q — X sind folgende
Aussagen dquivalent.

(i) Es gibt eine Folge (f,)nen von messbaren Treppenfunktionen, die punktweise gegen f konvergiert.

(ii) f(Q) ist als Teilmenge von X separabel und f : Q — X ist messbar, wobei X mit der o-Algebra
AT (I.1D)) versehen wird.

(iii) f(Q) ist als Teilmenge von X separabel und f ist schwach messbar.
Haben f, g : Q — X diese dquivalenten Eigenschaften, so auch af + Bg fiir beliebige o, € K.

Beweis. lim,_, f,(t) = f(¢) fir eine Folge (f,)new von Funktionen von Q nach X bedingt f(f) €
cl U pen 1(Q) fur jedes t € Q. Also folgt aus (i)

F@ cet| )£,

neN

wobei die rechte Seite und gemil Fakta 3.3 daher auch f(Q) eine separable Teilmenge von X darstellt. Ist
O € 7 (|I.I), so folgt aus lim,_,, f,,(t) = f(¢) fiir alle r € Q auch

1
-1 _ -1 . L
Ffo=JU N #veo:dy.x\0) > ).
meN NeN N<keN

In der Tat impliziert f(¢) € O mitm € N so, dass K2 (f(¥)) € O und f;(¢) € U1 (f(¢)) fiir alle kK > N mit einem
N € N, auch d(fy(1),X \ O) > % fuir alle k > N. Aus f(¢) € X \ O und beliebiges m € N folgt umgekehrt die
Existenz eines N € N mit d(fi(t), X \ O) < d(fi (1), f(1)) < % fiir alle k > N. Insbesondere gibt es zu jedem
N e Neink > N mit fi(r) ¢ {y € O : d(y, X\ 0) > 1}.
Als messbare Treppenfunktion hat f; die Eigenschaft fk‘l(R) = fk‘l(R N fr(Q)) € AT (]|.])) fiir jedes R C X,
womit aus obiger Gleichheit £~1(0) € A(T(||.)) folgt. Weil 77(||.||) einen Erzeuger von A7 (||.|)) abgibt, ist
f messbar. Also ist (ii) eine Konsequenz aus (i).

Fiir ' € X’ ist x’ : X — K stetig und folglich auch messbar, wenn X mit A(7 (||.|[)) versehen wird. Folglich
bedingt (ii) auch (iii).

Wir nehmen schlieBlich (iii) an und bezeichnen mit D = {y, : n € N} eine abzéhlbare und dichte Teilmenge
von f(Q). Nach Fakta 3.3 gibt es zu dem abgeschlossenen und und nach Fakta 3.3 separablen Teilraum M :=
cfy.(span f(£2)) normierte x;,, € M’ mit ||x|| = sup,y |x,(x)| fiir alle x € M. Die Benennung beibehaltend
setzen wir die x/, nach Hahn-Banach normtreu fort, sodass x/, € X’ mit ||x;,|| = 1. Mit der vorausgesetzten
Messbarkeit der x), o f ist fiir y € M auch die Funktion

Qot iuNp e (f@&) =l =lIf@) -yl e R

messbar. Setzen wir fiirn € Nund ¢t € Q

.....

so nimmt das durch f,(f) := yju s definierte f,, : Q — X nur Werte in {yy, ..., y,} an, womit f,(Q2) endlich ist.
Weil firn e Nund y € {y,...,y,} mit minimalem m € {1, ..., n} derart, dass y = y,,, das Urbild fn‘l({y}) als

freQ:f@-yl= llninn}llf(t) =yillin ﬂ {teQ:f@) -yl > ],Eminn}llf(t) - ill}

jell,..., 1
J Nak<m ¢

.....

geschrieben werden kann und folglich in A liegt, bildet (f,),en eine Folge messbarer Treppenfunktionen,

.....
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konvergiert.

Haben f, g : Q — X die Eigenschaft (iii), so ist bekannterweise x" o (af + 8g) =a@-x' o f+B-x" o g als
Linearkombination skalarwertiger messbarer Fuktionen messbar. Weil (o f + S2)(€2) in dem nach Fakta 3.3
separablen span f(2) U g(Q2) enthalten ist, haben damit auch af + Bg die Eigenschaft (iii). d

Hat f : Q — X eine der dquivalenten Eigenschaften aus Lemma 4.3 und ist M abgeschlossener, separabler
Teilraum von X mit f(Q) € M — M := cf)(span f(£2)) bildet nach Fakta 3.3 einen solchen —, so ist ||f]|
nach Lemma 4.2 angewendet auf M messbar. Im Fall fQ [lflldu < +oo gibt es ein @ € M derart, dass

m'(a) = fQ m’ o fdu fir alle m" € M’ und wegen x’|y; € M’ fiir X’ € X’ auch

X' (a) = fx’ o fdu firalle x' € X'. @)
Q
Da die rechte Seite von (7) unabhingig von M ist, wird durch (7) eine von M unabhéngiges und infolge von
Hahn-Banach eindeutiges Element a € X definiert.

4.4 Definition. Seien (Q, A, u) ein Malraum und (X, ||.||) ein Banachraum iiber K € {R,C}. Hat f : Q —» X
eine der dquivalenten Eigenschaften aus Lemma 4.3 und gilt j;) [lflldu < +o0o — wir sprechen dann von einem
nach u Bochner-integrierbarem f —, so bezeichnen wir mit

ffdu (eX)
Q

das Element a € X, welches (7) erfiillt, und nennen es Bochner-Integral von f.

Gemil Lemma 4.2 gilt ||a| < fg [IfIl du und daher

[ fg fdu|| < fg II£1l . (8)

4.5 Beispiel. Eine messbare Treppenfunktion f : Q — X mit endlichem f(Q) und f = ¥ ) L1y - X
hat offenbar die Eigenschaften aus Lemma 4.3. Wegen

f 11 d = f Do Il T da = > Il (7 ()

Q 2 ref (@) xef(@\(0}

ist f genau dann Bochner-integrierbar, wenn fiir alle x € f(Q) \ {0} die Urbilder f~'({x}) endliches Maf
haben. In dem Fall folgt aus

fg ¥ofdu= Y X@-p( @ =x( D, u(d-x),

xe fI\{0} xe fI\{0}

dass j;l fdu= erf(g)\{o}/l(fil({x})) - X

4.6 Fakta. Seien (Q, A, ) ein MaBraum, (X, |.|]) ein Banachraum iiber K € {R,C}, a,8 € K und die
Funktionen f, g : Q — X nach g Bochner-integrierbar.

1. Wegen |laf + Bgll < lalllfll + |8l llg]| ist nach Lemma 4.3 auch «f + Bg nach p Bochner-integrierbar,

wobeli
f(af+ﬁg)dﬂ=affdu+ﬁfgdu
Q Q Q
wegen

f [ sanes [ ean=ar([ ranepr [ gqw=a [ voraues [ vogd
Q Q Q Q Q Q

=L(OI'X'Oer,B'X'Og)dﬂ:LX'O(af+ﬁg)dﬂ-
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2. Sind Y ein weiterer Banachraum iiber K und T € L,(X, Y), so ist auch die Funktion Q € ¢t — T(f(?)) €
Y nach u Bochner-integrierbar, wobei

f T(f@) du(t) = T f S du). ©
Q Q

Inder Tatisty o (T o f) = T'(y') o f wegen T’y’ € X’ fiir jedes y' € Y’ messbar, ist T(f(£2)) nach
Fakta 3.3 separabel und gilt

f (7@ du < T - f Iflldu < +eo.
Q Q

SchlieBlich folgt (9) aus

[yaopau= [ ronesa=ro( [ ra)=ya( [ s

3. Ist (f,)nen eine Folge von Bochner-integrierbaren Funktionen f, : Q — X derart, dass lim,,_,., f,(¢)
fiir alle € Q \ N mit einer u-Nullmenge N € A beziiglich ||| existiert und dass ||f,(?)|] < x(¢), t €
Q \ N, mit einer bzgl. u integrierbaren Majorante y : Q — [0, +o0], so ist das durch fly = 0
und f(¢t) = lim,_ f(f), t € Q\ N, definierte f : Q — X bzgl. u Bochner-integrierbar, wobei
limn—mO j;) Hf - ﬁl” d/.l =0 und

lim f,ldyszd,u. (10)
n=e Jo Q

In der Tat ist M = cf)(span |J,ay f2(€2)) nach Fakta 3.3 separabel und enthilt neben allen f,(Q)
auch f(Q). Zudem ist f wegen x’ o f(¢) := lim,_,c X’ o f,(?), t € Q\ N, schwach messbar. Wegen
fQ x du < +ocound |[f(@)]] = [[1im,e fr(DI < x (@), t € Q\N, ergibt sich die u-Bochner-Integrierbarkeit
von f; siche Lemma 4.2. Zudem gilt ||f — f,|| < 2y auf Q \ N, weshalb nach dem Satz von der
beschriankten Konvergenz lim,,_,, fg Ilf = fulldu = 0. (10) folgt schlieBlich aus

Hfgfdﬂ_fgf”d“H:“fg(f‘fn)d#“ngllf—fnlldurifo.

4. Nach Lemma 4.3 gibt es eine Folge (f,,),en von messbaren Treppenfunktionen, die punktweise gegen
f konvergiert. Mit den f, sind auch

&n = Lyeauipon<2ifon - I

messbare Treppenfunktionen und (g, ),c konvergiert punktweise gegen f. Wegen ||g, ()] < 2I|£(1)|| mit
integrierbarer rechter Seite folgt aus dem vorherigen Punkt fQ [If —gnll du 5 0und lim,— 0 fQ gndu =

fQ f du. Also erhélt man dhnlich wie beim Lebesgue-Integral das Bochner-Integral auch durch Appro-
ximation mit messbaren Treppenfunktionen.

5. Ist (7, B, v) ein weiterer Mafiraum und bezeichnet y ® v : AQ B — [0, +o0] ein Mal} auf der Produkt-
o-Algebra A® B auf Q X T mit! (u® v)(E x F) = u(E) - v(F) fiir alle E € A, F € B, die u(E) < +co
und ¥(F) < +oo erfiillen, dann gilt fiir eine Funktion /2 : Q X T — X mit? Alqxr)\cxpy = O fiir gewisse
o-endliche C € A, D € B, welche die Eigenschaften aus Lemma 4.3 in Bezug auf (Q X 1, A ® B) hat
und folglich Werte in einem abgeschlossenen separablen Unterraum M annimmt, nach dem Satz von

Fubini
f Ihlldu® v = f f (s, )l dv(r) ducs) € [0, +oo] (11
oxY QJYT

IDiese Eigenschaft bestimmt das MaB A ® B eindeutig fiir o-endliche y und v.
’Diese Annahme ist fiir o-endliche i und v klarerweise obsolet.
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Wir nehmen im Folgenden die Endlichkeit dieses Ausdruckes an, womit 4 dann u ® v-Bochner-
integrierbar ist. Wegen des Satzes von Fubini im skalaren Fall ist L := {s € Q : fr [|h(Cs, Ol dv(f) = +o0}

eine pu-Nullmenge aus (A. Fiir x* € X’ folgt fr |x" o h(s, )| dv(t) < +o0, s € Q\ L aus der Ungleichung
|x" o h(s, )| < [|xX'||[|h(s, B)]|. Wir erhalten wieder mit dem Satz von Fubini im skalarwertigen Fall

X’(LThd/l®v):LTx’ohd,ll@\/:L\Lfrx/oh(s,t)dy(t)d'u(s). (12)

Die Funktion Y > ¢ — h(s,t) € M C X ist dabei fiir s € Q \ L v-Bochner-integrierbar, wobei
fr h(s,t)dv(t) € M C X nach Definition 4.4

X( [ hsndvn) = | X oh(s.ndvr), ¥ €X', (13)
T T

erfiillt. Die rechte und damit auch die linke Seite ist wegen (12) als Funktion in der Variablen s € Q\ L
integrierbar nach g und infolge messbar. Da fT h(s, ) dv(z) fiir s € Q\ L auch Werte in dem separablen

M hat, folgt aus
f [ f (s, 1) dv(o)| ducs) < f f (s, )]l dv(®) du(s) < +oo,
Q\L T Q\L JT

dass Q> s+ fr Ta\n(s) - h(s, t) dv(?) u-Bochner-integrierbar ist, wobei

x’( fQ fr To\n(s) - A(s, 1) dv(?) d,u(s)) = L\L x’( fr h(s, 1) dy(t)) du(s)

wegen (13) mit (12) tibereinstimmt. Da x” € X’ beliebig war, haben wir folgende Version des Satzes
von Fubini fiir Bochner-Integrale.

f hdp®v=ff]lQ\L(s)'h(s,t)dv(t)dp(s).
QxT o Jr

Entsprechendes gilt mit Vertauschten Rollen fiir (Q, A, 1) und (Y, B, v).

. Bezeichnen wir mit £'(Q, A, u, X) die Menge aller u-Bochner-integrierbaren Funktion 4 : Q — X, so

bildet £L'(Q, A, i, X) nach dem Punkt 1 einen Vektorraum. Dariiber hinaus wird durch

WAl = f 1Al d
Q

eine Seminorm definiert. Wie aus der Funktionalanalysis bekannt bildet fiir
Ny, = 1the LY, A, u, X) : f Ikl du = 0} = {h € £' : h = 0 u — fast iiberall}
Q

der Faktorraum L'(Q, A, 11, X) = L1(Q, A, 1, X)/Ny, versehen mit [|[A]]l; := ||hl]; einen normierten
Raum. Wie im skalarwertigen Fall wird LY(Q, A, U, X) meist als Raum von Funktionen betrachtet,
wobei zwei Funktionen f und g identifiziert werden, wenn f = g u-fast iiberall gilt.

Analog zum skalaren Fall ist auch L'(Q, A, M, X) ein Banachraum. Um das dhnlich wie im skalaren Fall
einzusehen, sei ([f,])qen eine Cauchyfolge daraus. Nach Fakta 3.3 gilt £,(2) € M, n € N, fiir einen
gewissen separablen und abgeschlossenen Teilraum M von X. Wir wihlen natiirliche ny <ny < ...
derart, dass ||, — fjlli < 27 fiir j > ny, k € N, und setzen g; = Fe = fouey € LNQ, A, 1, X). Wegen

[ et < YA~ fual < Y2 <1
Q% k=1 k=1
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bildet die Reihe y(¢) := Y7, llgr(®)|l eine messbare Funktion y : Q — [0, +o0], welche nach dem
Satz von monotoner Konvergenz f xdu < 1 und daher u(L) = O fiir L := {t € Q : x(¢) = +oo}
erfiillt. Wir schlieen auf die absolute Konvergenz der X-wertige Reihe )7, gx(¢) fir t € Q\ L,
womit auch Y} 7, gi(f) = limyeo 2ey (fi, () = fo,, @) = limyeo (fu, (©) = fi,.., (1)) und infolge
h(?) == limy—e0 fy, (1) in X fiir t € Q \ L existiert. Durch A(¢) = 0, t € L, wird diese Abbildung zu
einem offenbar schwach messbaren & : Q — X fortgesetzt, wobei wegen h(Q)) C M die Funktion &
und infolge auch & — f, die dquivalenten Eigenschaften aus Lemma 4.3 erfiillt.

Zu € > 0 sein(e) € Nmit ||f; — fulli < € fiir n, I > n(e). Im Fall n > n(e) erhalten wir mit dem Lemma
von Fatou

fllh—fnlld,u=f IIh—ntId/J=f liminf||f,, — fulldu
Q O\L Q\L koo

< liminff I fn, = fulldu = liminf || f,, — fulli <€,
O\L k—oo

—00

wodurch h = (h — f,) + f, € LYQ A, 1, X) mit ||f — f,ll; < e. Also konvergiert ([f,]),en gegen
[h] € L1(Q, A, u, X) beziiglich ||.;.

5 Schwach kompakte lineare Abbildungen

5.1 Lemma. Seien (X1,|.lh), (Xzl.|lo) normierte Riume und T € L(X;,X5). T € Ly(X1,X>) ist dann
dquivalent zur Stetigkeit von T : (X1, T (||.II)) — (X2, 0(X2, X})) und zu jener von T : (X, 0(X1, X)) —
(X2, 0(X2, X3)).

Beweis. T € Ly(X1, X») bedeutet die Stetigkeit von T : (X1, 7 (|.11)) = (X2, 7 (I.l2)). Aus letzterem folgt
wegen 0(Xz, X35) € 7 (|lll2) jene von T = (X1, 7 (|lIh)) = (X2, (X2, X3)).

Fiir stetiges 7' : (X1, 7 (|Il11)) — (X2, 0(X2, X)) und X} € X (= (X2,0(X2, X3)) )ist x50 7 : (X1, T (|.II1) —
K stetig, womit x, o T € X/. Da o-(X1, X}) die initiale Topologie auf X; beziiglich der x € X] ist, schlieBen
wir auf die Stetigkeit von T : (X1, 0(X1, X])) = (X2, 0(X2, X))).

Aus letzterem folgt fiir x, € X] = (X2,0(X3,X})) die Stetigkeit der Zusammensetzung x), o T :
(X1,0(X1,X])) — K, weshalb x} o T € (X,0(X1,X])) = X| = Lp(X;,K). Zudem bildet fiir die kano-
nische Abbildung J, : X, — X7 J2(T(Kf‘ 0)) eine Teilmenge von X = Ly (X}, K). Fiir x, € X, erhalten wir
wegen Jo(Tx)(x5) = x5,(Tx)

sup  |F(x3)l= sup |x;0T(x)|<|lxyoTl,
Felr (T(K(0)) xeK1(0)

was die punktweise Beschrianktheit von J,(T (K f(‘(O))) bedeutet. GemaB Satz 1.4 angewendet auf den Banach-
raum X} = Ly(X,, K) folgt
sup |ITxll= sup |J(Tx)| < +oo,
xeK]1(0) xeK]1(0)

und daher T € Ly(X;, X2). d



