Lineare Algebra fiir TPH 2. Klausur 23.1.2024

Gruppe A

PUNKTEVERTEILUNG:

Beispiel H 1 ‘ 2 ‘ 3
Punkte || /10 | /12| /8

1. Gegeben sei die Matrix

2 0 00
0 1 01
A= 0 -1 2 2
1 0 01

Sei v1 = (0,0,1,0)T. Zeigen Sie, dass Avy = \jvy gilt, mit A\; = 2.
Der einzig weitere Eigenwert ist Ay = 1. Berechnen Sie den Eigenvektor va zu As.
Bestimmen Sie den zu v; gehorigen Hauptvektor h;.

Zeigen Sie, dass ho = (0,1,0,1)T der zu vy gehorige Hauptvektor ist. Geben Sie eine
regulire Matrix X € R*¥* sowie die Jordan’sche Normalform J € R*** an, sodass
A= XJX ! gilt.

(e) Geben Sie die homogene Losung des linearen Differentialgleichungssystems 1. Ordnung
y'(t) — Ay(t) =0

an und lésen Sie das Anfangswertproblem y(0) = y, = (4,6,2,6)T.

2. Gegeben sei der Vektorraum V' = R5 mit dem kanonischen Skalarprodukt und ein Unter-
raum U = L(u1, uz, u3) mit

2 -2 1
1 2 2
up= |0, us=1| 0 und ug = | —1
2 1 —2
0 1 0

(a) Zeigen Sie, dass die Vektoren ui,us und ws eine Orthogonalbasis von U bilden.
Wandeln Sie diese anschliefiend in eine Orthonormalbasis um.

(b) Seiwv = (0,—2,—6,1,3)". Bestimmen Sie den Vektor u € U, sodass die Norm ||v—u||2
minimal wird.

(c) Bestimmen Sie eine Basis B des orthogonalen Komplements U+ des Unterraums U.

(d) Bonus (2 Punkte) Ermitteln Sie eine Orthonormalbasis von U+,



3. Betrachten Sie den Vektorraum V = P aller reellen Polynome vom Grad kleiner oder
gleich 2. Weiters sei (-,-): V x V — R eine Abbildung definiert durch

1
(f,9) :/ 22 f(x)g(x)dz.

~1
(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung (f,¢g) ein Skalarprodukt auf V' = P, darstellt.

(b) Berechnen Sie die Norm von f(x) = 7z% + 2z — 6 beziiglich des gegebenen Skalar-
produkts.

(c) Sei g(x) = ax? 4 2z + 1. Bestimmen Sie a € IR, sodass g(x) beziiglich des gegebenen
Skalarprodukts orthogonal zu f(x) aus (b) wird.

Hinweis: In dieser Aufgabe soll ausgenutzt werden, dass fiir eine ungerade Funktion f

/ f()dz =0

und fiir eine gerade Funktion f

gilt.

Bonus (1 Punkt) Sei Y =Y (t) € R™" und ¢ = ¢(t) € R". Uberpriifen Sie, ob

/ Y (t)e(t)dt =Y (t) e(t) — / Y (t) e(t) dt

gilt.



Lineare Algebra fiir TPH 1. Klausur 23.1.2024

Gruppe B

PUNKTEVERTEILUNG:

Beispiel | 1 | 2 | 3
Punkte || /10 | /12| /8

1. Gegeben sei die Matrix

21 0 0
0 3 -2 1
A= 00 2 0
00 -1 3

Sei v1 = (2,0,0,0)T. Zeigen Sie, dass Avy = Ao gilt, mit A\ = 2.
Der einzig weitere Eigenwert ist Ao = 3. Berechnen Sie den Eigenvektor vs zu As.
Bestimmen Sie zu vy den zugehorigen Hauptvektor hy.

Zeigen Sie, dass hy = (0,1,0,1)T der zu vy gehériger Hauptvektor ist.
Geben Sie eine regulire Matrix X € R*** sowie die Jordan’sche Normalform
J € R¥* an, sodass A = XJX ! gilt.

(e) Geben Sie die homogene Losung des linearen Differentialgleichungssystems 1. Ordnung
y'(t) — Ay(t) =0

an und 16sen Sie das Anfangswertproblem y(0) = y, = (5,6,4,4)T.

2. Gegeben sei der Vektorraum V = R’ mit dem kanonischen Skalarprodukt und ein Unter-
raum U = L(u1, uz, u3) mit

2 -2 1
1 2 -2
uy = 0 , U2 = 0 und us = -3
2 1 0
0 1 6

(a) Zeigen Sie, dass die Vektoren w1, us und us eine Orthogonalbasis von U bilden.
Wandeln Sie diese anschliefiend in eine Orthonormalbasis um.

(b) Seiv = (—1,-2,1,2,0)T. Bestimmen Sie den Vektor u € U, sodass die Norm ||v—u||2
minimal wird.

(¢) Bestimmen Sie eine Basis B des orthogonalen Komplements U+ des Unterraums U.

(d) Bonus (2 Punkte) Ermitteln Sie eine Orthonormalbasis von U-~.



3. Betrachten Sie den Vektorraum V = P aller reellen Polynome vom Grad kleiner oder
gleich 2. Weiters sei (-,-): V x V — R eine Abbildung definiert durch

1
(f,9) :/ 22 f(x)g(x)dz.

~1
(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung (f,¢g) ein Skalarprodukt auf V' = P, darstellt.

(b) Berechnen Sie die Norm von f(z) = —72% — z + 9 beziiglich des gegebenen Skalar-
produkts.

(c) Sei g(x) = ax?® 4 4z + 1. Bestimmen Sie a € R, sodass g(z) beziiglich des gegebenen
Skalarprodukts orthogonal zu f(x) aus (b) wird.

Hinweis: In dieser Aufgabe soll ausgenutzt werden, dass fiir eine ungerade Funktion f

/:ﬂmdw=0

und fiir eine gerade Funktion f

/:ﬂ”dw2laﬂm¢y

gilt.

Bonus (1 Punkt) Sei Y =Y (t) € R™" und ¢ = ¢(t) € R"™. Uberpriifen Sie, ob

/ Y (t)e(t)dt =Y (t) e(t) — / Y (t) e(t) dt

gilt.



