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1 Kernreproduzierende Hilbertraumen

In diesem Abschnitt bezeichnet  immer eine nichtleere Menge.

1.1 Definition. Ein Hilbertraum H, der linearer Teilraum des Vektorraumes K
versehen mit der punktweisen Addition und skalare Multiplikation ist, heil3t kern-
reproduzierender Hilbertraum (englisch: Reproducing Kernel Hilbert Space, kurz
RKHS) auf Q, falls die Abbildung

w_{H—» K
L e SO

fiir alle r € Q auf H stetig beziiglich der von (., .) induzierten Norm ist.

1.2 Bemerkung. Wegen der punktweisen Definition der Operationen auf H sind die
Abbildungen @, : H — K linear. Also ist H genau dann ein kernreproduzierender
Hilbertraum, wenn w, € H’ fiir alle ¢t € Q.

In dem Fall ist nach dem Satz von Riesz-Fischer — @ : H — H’ bezeichnet die
bekannterweise bijektive und konjugiert lineare Abbildung mit ®(x) = (., x) —
kH = @ !(w,) das eindeutige Element von H derart, dass f(1) = @,(f) = (f, k")
fiir alle f € H. Dabei gilt ||k = || |l.

Wenn klar ist, um welchen kernreproduzierenden Hilbertraum es sich handelt,
schreibt man auch nur ; fiir k7.

1.3 Beispiel. Der Raum ¢*(/,K) mit einer Indexmenge I # () der quadratisch
summierbaren Folgen ist ein kernreproduzierender Hilbertraum fiir Q = /. In der
Tat sind die Elemente g € £>(I) nichts anderes als Funktionen von I nach K, wobei
@, : €*(1,K) — K fiir j € I dem Auswerten an der j-ten Stelle gleicht und dieses
Auswerten wegen |g(j)| < lIgll2¢ k) linear und beschrénkt ist.

Wegen (g,5,)eqx) = (j) haben wir k; = §, fiir jedes j € I, wobei' §;(i) = §;;.

1.4 Beispiel. Der Raum C,[z] aller Polynome in der Variablen z vom Grad kleiner
oder gleich n mit komplexen Koeffizienten betrachtet als Funktionen von C nach C
versehen mit irgendeinem Skalarprodukt (., .) bildet einen kernreproduzierenden
Hilbertraum, da die Punktauswertung an einem Punkt w € C linear und auf dem
endlichdimensionalen Raum C,,[z] beschrinkt ist.

16;j bezeichnet das Kronecker-6.



1.5 Lemma. Sind H ein kernreproduzierender Hilbertraum auf Q) und die k, €
H, t € Q, wie in Bemerkung 1.2, so liegt die lineare Hiille der Funktionen k, liegen
dicht in H, es gilt also cCspanik, : t € QQ} = H.

Beweis. Fiir f € (cfspan{k, : t € Q})* = span{k;, : t € Q}* gilt f(t) = (f,k) =0
fiir alle t € Q; also f = 0. |

1.6 Lemma. Seien G ein abstrakter Hilbertraum und k : Q — G eine Funktion.
Fiir Z = ctspan{k(t) : t € Q} und die offenbar lineare Abbildung

Y:G K2 y(x) =t (5 k(D)6),

gilt kery = Z*. Versehen wir H = y(Z) = y(Z & Z*) = Y(G) € K® mit dem
Skalarprodukt (., .)y so, dass die lineare Bijektion ¥|; : Z — H isometrisch wird,
dann bildet H einen kernreproduzierenden Hilbertraum auf Q2 mit

k' = y(k(t)) und Kk'(s) = (k(t),k(s))g, s,t€ Q.
Die Abbildung  : G — H ist linear, kontraktiv und hat auch Z*+ als Kern.

Beweis. Weil 0 = y(x)(t) = (x,k(t))g, t € Q, zu x € {k(¢) : t € Q}* dquivalent ist,
gilt kery = {k(¢) : t € Q) = Z*. Y|, : Z — H ist dann linear und bijektiv, womit
(., )y auf H eindeutig durch die Forderung, dass ¥|; : Z — H unitdr ist, definiert
ist. Dafiir f € Hund f € Q

@ (f) = f(O) = yWl;' (OO = W' (), kD),
= (WI' (N, vl Wlz(k(@)) 6 = (f, k(@) , (1)

ist @, beschrinkt und infolge H ein kernreproduzierender Hilbertraum, wobei
kf’ = Y(k(r)) = (s — (k(t),k(s)))y. SchlieBlich ist der Kern von ¢ : G — H
offenbar auch Z* und kann als /|, Pz mit der orthogonalen Projektion P; : G — Z
geschrieben werden, weshalb  : G — H auch kontraktiv ist. Q

1.7 Beispiel.

1

1. Durch k(w) := (n — w") wird wegen ||(n — vT/")Ili2 = Yoo lw|* = T

+oo fiir [w| < 1 eine Funktion k : D — ¢>(N U {0}, C) definiert.
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Ist  : ?*(N U {0},C) — H die lineare Kontraktion aus Lemma 1.6 mit
(N U {0},C) als G, so stimmt fiir a € ¢>(N U {0}, C) der Funktionswert
v(a)(z) = (a,k(z))e von Y(a) bei z fiir alle z € D mit dem Grenzwert der
konvergenten Reihe ) a(n)z" iiberein. Diese Reihe verschwindet fiir alle
z € D genau dann, wenn a = 0 € (N U {0}, C), womit keryy = {0} und
W (N U {0}, C) — H bijektiv sowie isometrisch ist. Nach Lemma 1.6 folgt
cCspan{k(t) : t € Q) = (*(N U {0},C) und

HX(D) = H = {y(a) : a € LLNU{0}, C)} = {(z — Z a(n)?") : a € CA(NU{O}))
(2)

bildet einen kernreproduzierenden Hilbertraum, der aus analytischen Funk-
tionen auf D besteht und Hardyraum genannt wird. Die gemil Bemerkung
1.2 existierenden Funktionen k, € H*(D), w € D, haben die Gestalt

k(2) = Y(k(W))(2) = (k(W), k(2))e = Z v =

neNUI0) -

Um auf diesem Raum die Moglichkeit, darauf Operatortheorie zu betreiben,
zu erahnen, betrachte den Rechtsshift R : £2(N U {0}) — ¢>(N U {0}) definiert
durch R(a)(0) = O und R(a)(n) = a(n — 1), n € N. Offenbar ist R eine lineare
Isometrie mit Bildbereich R(£2(N U {0})) = {b € £?(N U {0}) : b(0) = 0} von
Kodimension eins. Da ¢ bijektiv und isometrisch ist, hat auch M =y o R o
Y~! : HX(D) — H?*(D) diese Eigenschaften, wobei fiir f = y(a) € H*(D)
wegen 'k, = (n > 7%

(o)

M(H)@) = M f.k)mee = Rap ke = Y ad =2 ) ad’ =2 f(2).
n=0

n=1
Also ist M_der Multiplikationsoperator mit der Funktion z — z und wir
haben M (H*(D)) = ¢ o R(C*(N U {0})) = {f € H*(D) : f(0) = 0}

2. Bezeichnet H(D, C) die Menge aller holomorphen Funktionen von D nach
C, so gilt auch

27T
H’(D) = {f € HD,C) : 2i sup f |f(rexp(it)? dt < +00}  (3)
U ref0,1) Jo



und fiir f € H*(D) die Gleichung [|fI = 3= sup,co., " 1fre)P dt.

In der Tat wissen wir schon, dass H*(D) € H(D,C). Fiir f € H(D,C) gilt
f(2) =X pam)?", z € D, mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a(n) € C
so, dass diese Potenzreihe Konvergenzradius > 1 hat. Weil diese infolge auf
K©(0) fiir jedes r € [0, 1) gleichmiiBig konvergiert, gilt

27T 27t N N
—f |f(re")* dr = —f lim [ a(n)r”eim) [Z a(m)rmeifm) ds

m=0

1 st + it
. n+m it(n—m) _
,\1,1_{20 7 f E a(m)a(m) ™ e dr =

n,m=0

1 270 .
hm Z a(n)a(m) r””” 5 f e qr =
0

an

lim Z la(m)Pr" = Z ("

Daraus folgt (etwa mit Hilfe des Satz von der Monotonen Konvergenz fiir das
ZiihlmaB auf NU{0}) die Gleichheit sup, (|, 5= foh |f(re")>dt = 32 la(n)]?
als Element von [0, +oo].

Im Fall f € H*(D) ist die rechte Seite gemif (2) endlich und im Fall, dass
die linke Seite dieser Gleichung endlich ist, liegt a in £2(N U {0}, C) und
wieder mit (2) folgt f € H*(D).

Mit (3) erhalten wir auch, dass fiir ein holomorphes /# : D — D mit |h(z)| <
1, z € D, der Multiplikationsoperator f — M,(f) = h - f eine lineare
Kontraktion von H*(D) nach H*(D) abgibt.

. Anders als beim Hardyraum definieren wir k : D — £*(N U {0}) durch
k(w)(0) = O und k(w)(n) = =, n € N.

Ist y : £2(NU{0},C) - H dle lineare Kontraktion aus Lemma 1.6 mit
*(N U {0}, C) als G, so stimmt fiir a € £>(N U {0}, C) der Funktionswert
Y(a)(z) = (a,k(z))p fir alle z € D mit dem Grenzwert der konvergenten

Reihe )7, “\(F) 7" iiberein. Diese Reihe verschwindet fiir alle z € D genau
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dann, wenn a(n) = 0, n € N, womit ker ¢ = span{d,} und
cl span{k(z) : z € D} = span{dy}* = {a € (N U {0},C) : a(0) = 0}.

Infolge bildet lpl{aefz(NU{O},C):a(O):O} . {a S KQ(N U {O}, C) . (l(O) = 0} — H eine
lineare, isometrisch Bijektion und

DD) = {Y(a) : a € PN U{0},C)} = {(z Z %z") cae P(NU{0})
n=1
4)

bildet einen kernreproduzierenden Hilbertraum, der aus analytischen Funk-
tionen auf D besteht und Dirichletraum genannt wird. Die gemill Bemerkung
1.2 existierenden Funktionen k,, € 9 haben die Gestalt

1 1
k() = Yk)R@) = kW) k@)e = ) ~w'2" = log (———)

neN - w

wobei log : {z € C : Rez > 0} — C fiir die Umkehrfunktion von

exp lr+i-z.7) : R+ i(=7,%) = {z€ C: Rez > 0} steht.

4. Weiters gilt
1
D) = f € HD.0): /() =0, f F @R L@ <40} (5)
D

und fiir f € D(D) die Gleichung ||fI35, = £ [ 1P dA2(2).

DD) € H(D,C) folgt sofort aus (4). Fir f € H(D,C) gilt f(z) =
Yo b(m)7", z € D, mit eindeutig bestimmten Koeffizienten b(n) € C so,
dass diese Potenzreihe Konvergenzradius > 1 hat. Dabei gilt fiir r € (0, 1)



wegen der gleichmiBigen Konvergenz auf rD

1 , 1 . N | N
- DPdbGz) =~ | 1 b(n)7" b(m)zn1 | da
ﬂfrle(z)l d12) ﬂfrDNggo(;n (n)z )(;m (m)z | dAa()
1 > S —
= lim — Dn;} nm b(n)b(m) 2"z, dA5(2)
270 )
= hm Z nm b(n)b(m) f prrm=1 f e drdp
nm 1

lim ZZn () f =14,

hm Z nlb(n)*r*" = Z nlb(n)*r*" .

n=1

Daraus folgt (etwa mit Hilfe des Satz von der Monotonen Konvergenz fiir
das Zidhlmaf auf N U {0})

[Se]

%fmlf'(Z)l2 d(z) = Z‘nlb(n)l2 (€ [0, +c0]). (6)

n=0

Im Fall f € D(D) gilt f(z) = X, “\(Pz” mit a € (N U {0}, C), womit

b(0) = O und b(n) = % n € N, die Koeffizienten der Potenzreihe fiir f
abgeben. Die rechte Seite von (6) ist dann geméal (4) endlich. Im Fall, dass
f(0) = 0 und die linke Seite von (6) endlich ist, gehort a : N U {0} — C mit
a(0) = 0 und a(n) = b(n) - \n zu £2(N U {0}, C) und wieder mit (4) folgt
f e DD).

Auch der Dirichletraum lisst interessante operatortheoretische Uberlegungen
zu. Mit Hilfe von (5) wollen wir zeigen, dass fiir ein konformes (holomorph

und injektiv) 2 : D — D mit h(0) = 0 der Kompositionsoperator [ +
Ci(f) = f o h eine kontraktive lineare Abbildung aus L,(D(DD)) abgibt.

. . . 6]1 .
In der Tat gilt holomorphiebedingt a—y(x +1y) = 1—(x + iy), was fiir & als
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Abbildung von einer offenen Teilmenge von R? nach R?

OReh olmh olmh OReh
detdh(;‘): z x+iy) T (x4 iy) — r;’ o+ iy) - ol 1 iy)
OReh .2 (O0Imh .02 .0

= (5 G+ in) + (5 G+ i) = G+ i)

impliziert. Wir erhalten fiir f € D(D), dass (f o £)(0) = 0 und

1 1
T f I(f o hY @I dAx(z) = = f If'(h@)]* - IH ()] dAy(z) =
T Jp T Jp

1
— f F (h@) | detdh(z)| dAx(2)
T Jp

1
— f If W)I* dAa(w) <
T J)

IA

1 /
%fmlf W) d/lz(w)=||f||§>®>’

womit f o h € D(D) und das offenbar lineare C, : D(D) — D(D) auch
IC,ll < 1 erfiillt.

1.8 Definition. Fiir einen kernreproduzierenden Hilbertraum H C K und mit der
Notation aus Bemerkung 1.2 nennen wir die Abbildung

K. - OxOQ —» K
TV (50 > KK = K (s)

\)

die Kernfunktion von H. Fiir k" € H schreibt man gemiB dieser Festlegung auch
Ky(.,t). Wenn Kklar ist, um welchen kernreproduzierenden Hilbertraum es sich
handelt, schreibt man oft nur K fiir Ky.

1.9 Beispiel. Betrachten wir fiir einen beliebigen Hilbertraum G die Menge Q = G
und definieren k : Q — G durch k(y) = y, also k = idg, so erhalten wir wegen
k(Q) = G aus Lemma 1.6 einen kernreproduzierenden Hilbertraum H € K¢ und
eine lineare und isometrische Bijektion ¢ : G — H, wobei ¥/(x)(y) = (x,y)g, y € G,
also ¥(x) = (x,.) fiir jedes x € G. Die Kernfunktion von H ergibt sich durch

Ku(x,y) = (K, ki = (k) k()6 = (7, X, %,y €G.
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1.10 Proposition. Ist H C K® ein kernreproduzierender Hilbertraum und E eine
Orthonormalbasis davon, so gilt im Sinne der unbedingten Konvergenz in K

Ky(s, 1) = Z%-e(s), s,t€Q.

ecE

Beweis. Fiir t € Q gilt im Sinne der unbedingten Konvergenz in H fiir die Fourier-

reihe von k¥
K=Y e)e =) ee.

ecE ecE

Da die Skalarmultiplikation mit k¥ mit s € Q beschriinkt und linear ist, folgt

Ki(s.0) = (LK = Y eDle k) = > e - efs).

ecE ecE
Q

1.11 Beispiel. Wir betrachten wieder den Hardyraum H?*(D) aus Beispiel 1.7,
(1), samt der dort eingefiihrten linearen und isometrischen Bijektion v : £2(N U
{0},C) = H*(D) und k(w) := (n — w") € £2(N U {0}, C). Fiir m € N U {0} und das
dazugehérige §,, € (2(N U {0}, C) mit 6,,(n) = 6, gilt

W = (Om, kW) 2aviore) = W(0m), k) 2oy = Y(0m)(W) .

Da {6,, : m € N U {0}} eine Orthonormalbasis von £*(N U {0}, C) abgibt, ist ihr Bild
{e,, : m € NU{0}} mit e,, := y(5,,) = (z — 2™) unter ¢ eine solche von H*(D).
Den schon in Beispiel 1.7, (1), festgestellten Sachverhalt, dass Kp2p)(z, w) =
k,(z) = ﬁ erhalten wir nach Proposition 1.10 nochmals:

1
1—zw’

Kipmy(z,w) = Z en(w) - e,(z) = Z w'" =

meNU{0} meNU{0}
Fiir Satz 1.13 benotigen wir eine einfache Uberlegung.

1.12 Bemerkung. Ist H ein Vektorraum und (.,.) eine hermitesche und positiv
semidefinite Sesquilinearform darauf, so wird durch wegen der Linearitiit im ersten
Argument

H":={x€H:(x,y)=0 fiiralle y € H}
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ein linearer Teilraum von H definiert. Da aus (x, x) = 0 unter Zuhilfenahme der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung auch (x, y) = O fiir alle y € H folgt, haben wir
H+={x€eH:(x,x)=0}

Wegen (x + a,y + b) = (x,y) + (a,y) + (x,b) + (a,b) fir x,y € Hund a,b € H* ist
auf dem Faktorraum H/H" ist durch

([x]gss ae) = (x,y)

ebenfalls eine hermitesche und positiv semidefinite Sesquilinearform definiert. Da
([x1gx, [x]Hr) = 0 sicher x € H* und weiter [x]g: = [0]x: nach sich zieht, ist (., .)
sogar positiv definit. Also bildet (H/H*, (., .)) einen Skalarproduktraum.

1.13 Satz. Sei Q eine nichtleere Menge.

e Gilt Ky = K fiir zwei kernreproduzierende Hilbertrdume H,L C K® so
folgt H = L mit iibereinstimmenden Skalarprodukten.

e Ist H ein kernreproduzierender Hilbertraum H C K%, so gilt fiir die dazu-
gehorige Kernfunktion Ky und K = Ky, dass K(s,t) = K(t,s), s,t € Q,
sowie

N
Z A, Kt t,) >0, NeN, t1,....tv€Q Ap,...,AveK. (7

m,n=1

o [st umgekehrt K : Q X Q — K eine Funktion, die K(s,t) = K(t, s), s,t € £,
und (7) erfiillt, so gibt es einen eindeutigen kernreproduzierenden Hilber-

traum H(K) C K%, dessen Kernfunktion genau das vorgegebene K : QxQ —
K ist.

Beweis.

e Fiir die gemiB Bemerkung 1.2 definierten Elemente k7 € H und k- € L, so-
dass f(t) = (f, k"), f € H,und g(t) = (g,k¥), g € L, ist C := span{(k/; kL) :
t € Q} ein Unterraum von H X L. Im Fall Ky = K, giltfir ¢, ...,y € Qund
Ad..... Ay €K

N N N N
” Z /lnkfj”%—[ = Z /_lm/anH(tma tn) = Z /_lm/anL(tmv tn) = || Z /lnkth”i .
n=1

m,n=1 mn=1 n=1
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T = clC ist folglich der Graph einer linearer und isometrischen Ab-
bildung mit Defininsbereich cfspan{k” : 1€ Q} = H und Bildbereich
ctspan{kl : t € Q} = L; siche Lemma 1.5. Dabei gilt fiir f € Hund t € Q

(TH® = T f. k) = TfTk = (f, kD = f©).
Also haben wir L = T(H) = H als Teilmenge von C* und T = idp.

Ist H ein kernreproduzierender Hilbertraum und K := Ky die dazugehorige
Kernfunktion, so gilt K(s,t) = (k;, ky) = (ks, k;) = K(t, 5), s,t € €, und fiir
NeN t,...,tn€Q, A;,..., Ay €K

N N N N
D K 1) = > Al di,) = O Aukiys Y- Ake,) 2 0.
n=1 m=1

m,n=1 m,n=1

Sei umgekehrt K : Q X Q — K eine Funktion mit diesen Eigenschaften. Wir
versehen cyy(€2, K) mit der Sesquilinearform

(@,8) = ). Bs)a(t) K(s,1), @, € cop(Q,K).

s,1eQ

Da die Menge aller Paare (s;7) € Q X Q, fiir die die Summanden auf der
rechten Seite nicht verschwindet, endlich ist, haben wir (a, 8) wohlerklért.
Zudem ist die rechte Seite offenbar linear in @ und konjugiert linear in 3,
wodurch sich die Abbildung (., .) : coo(€2, K) X cgo(Q, K) — K als Sesquiline-
arform herausstellt. Aus K(s, ) = K(¢, s5) erhalten wir, dass (.,.) hermitesch
ist, und aus (7) folgt

(@)= ) as)a) K(s,1) =0,

s,t€Q

weshalb sich (.,.) auch als positiv semidefinit erweist. Wie wir in Bemer-
kung 1.12 gesehen haben, bildet dann (coo(€2, K)/coo(Q, K)*, (,,.)) einen
Skalarproduktraum, wenn wir ([@]c, @)t [Blep@r)r) = (@, B) setzen.

Wir bezeichnen mit (G, (.,.)s) eine Hilbertraum-Vervollstindigung von
(coo(Q, K)/coo(Q,K)*4, (.,.)) und definieren k : Q — G durch k() =
[0:]cooi k)t » WObeEL 6,(s) = 6, und daher 6, € cy(2, K).
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Die lineare Hiille der ¢, ergibt genau cyy(£2, K) und folglich die von {k(%) :
t € Q} genau co(Q, K)/cop(Q, K)*, womit diese in G dicht ist. Der gemal
Lemma 1.6 zu G vermoge der Abbildung ¢ : G — H mit Y(x) = (t —
(x, k(1)) isometrisch isomorphe kernreproduzierende Hilbertraum H C K
mit Kernfunktion Ky erfiillt fiir 5,7 € Q

Ky(s, 1) = (ki ko) = ([0c)egp x> [Os]leo )0 )G
= (0,60 = ). 5, 8,() K(u,v) = K(s,1).

u,veQ

Die Eindeutigkeit folgt aus der ersten Aussage des aktuellen Satzes.
Q

1.14 Bemerkung. Im Fall K = C erkennt man unschwer, dass aus (7) alleine
schon K(s,t) = K(t,s), s,t € Q folgt. In der Tat bildet fiir feste N € N und
ty,...,ty € Q die Abbildung ((a/,,)f;’:l ; (,8,,)2’:1) — Zz,nzlﬁmanl((tm, t,) wegen (7)
eine positiv semidefinite Sesquilinearform, welche nach der Polarisationsformel
auch hermitesch ist, und daher K(z,,,t,) = K(t,, t,,,).

1.15 Beispiel. Seien Q eine nichtleere Menge und ¢ : © — K eine Funktion.
Die Abbildung K(s, 1) := ¢(s) - ¢(¢) erfiillt offenbar K(s,1) = K(t, 5), s,t € Q. Fiir
t,...,ty € Qund 4y,..., Ay € K gilt zudem

2
>0,

N N N
D AnAK ) = 3 Ak $lt) - 80 = | D A90,)
n=1

mn=1 m,n=1

womit es nach Satz 1.13 einen eindeutigen kernreproduzierenden Hilbertraum
H C K® mit Ky = K gibt. Im Fall ¢ = 0 gilt offenbar H = {0}.

Im Fall ¢ # 0 versehen wir den eindimensionalen Unterraum span{¢} von K mit
dem Skalarprodukt (a¢, B¢) = af, sodass ||¢||*> = (¢, ¢) = 1. Da span{¢} endlichdi-
mensional ist, sind alle linearen Funktionale und infolge alle Punktauswertungen
stetig, womit span{¢} einen kernreproduzierenden Hilbertraum abgibt. Wegen

(@d)(t) = (ad, §(1) - §)

gilt ;™" = 4(1) - ¢ und infolge Kpuniay(5.1) = (1) - ¢(s) = K(s.1) = Kp(s. 1). Also
muss H = span{¢} gelten.
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Umgekehrt folgt aus Proposition 1.10, dass fiir jeden eindimensionalen kern-

reproduzierenden Hilbertraum H C K? und ¢ € H mit ||¢|| = 1 immer
Ku(s,t) = ¢(s) - ¢(1).
1.16 Beispiel. Fiir Q := {1, ..., n} und eine hermitesche, positiv semidefinite Matrix

B = (b,-j);fj:1 € K™ erfiillt K(i, j) := b;; die zweite Aussage von Satz 1.13, weshalb
K = Ky fiir einen eindeutigen kernreproduzierenden Hilbertraum H C K¢ ~ K",
Nach dem letzten Beweisteil von Satz 1.13 ist H isometrisch isomorph zu
coo{1,...,n}, K)/coo({1,...,n},K)*, wobei coo({1,...,n}, K) ~ K" mit der positiv
semidefiniten Sesquilinearform

(@.B) = ) Ba(iby =B Ba, @B coll,....n}K) = K",
L.j

versehen ist und wobei cyp({1,...,n},K)* = {@ € cpo({l,...,n},K) : (a,B) =
0,8 € coo({1,...,n},K)} ~ ker B. Also hat H die Dimension n — dim ker B.

2 Kernreproduzierende Hilbertraume und Machine
Learning

Zunichst behandeln wir eine Fragestellung, die am ersten Blick nichts mit kernre-
produzierenden Hilbertraumen zu tun hat und verwandt mit der Bestimmung von
Regressionsgeraden durch eine vorgegebene Menge von Messpunkten ist.

1. Wir starten mit einem abstrakten Hilbertraum G iiber R und einer endli-
chen Teilmenge von G, die in zwei Typen — etwa rote und blaue Punkte
— aufgeteilt ist, und wollen eine abgeschlossene Hyperebene L in G derart
finden, dass “moglichst viele” der roten Punkte auf der einen Seite von L und
“moglichst viele” der blauen Punkte auf der anderen Seite von L zu liegen
kommen. “moglichst viele” ist hier ein heuristischer Begriff und bedarf der
richtigen mathematischen Interprtation, um auf konkrte Fragestellungen bei
der Verarbeitung von Daten eine befriedigende Losung zu erhalten.

Seien also xi,...,x, € G, wobei jeder Punkt eine von zwei Farben — bei-
spielsweise rot und blau — hat, was wir mit Vorzeichen 4,,...,4, € {-1, +1}
ausdriicken wollen, wobei wir x; als rot bezeichnen, wenn A; = +1, und als
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blau, wenn A; = —1. Da die abgeschlossenen Hyperebenen in G genau die
Kerne von f € G’ \ {0} und {x € G : f(x) > 0} sowie {x € G : f(x) < 0} die
beiden dazugehorigen offenen Halbrdume in G sind, suchen wir f € G \ {0}
so, dass 4;f(x;) > O fiir “moglichst viele” j € {1,..., p}.

Wegen ker f = ker(af) fir f € G’ und @ € R\ {0} bedeutet das die Suche
nach f € G"\ {0} so, dass 4;f(x;) > 1 bzw. 1 — 4;f(x;) < O fiir “moglichst
viele” j e {l,..., p}.

Eine eventuell brauchbare Interpretation von “moglichst viele” ist,

p
X(F) =) max(l = 4;£(x,),0)

J=1

fir f € H' moglichst klein zu machen. Im Allgemeinen gilt hier leider
x(f) # x(af) fir @ € R\ {0}, was zu unerwiinschten Effekten fiihrt. Eine
zielfilhrendere Vorgangsweise ist es, nicht y(f) sondern y(f) + w(||fI[*)
mit einer geeigneten monton wachsenden Funktion w : [0,4+c0) — R zu
minimieren. Nicht in allen Féllen existiert ein diesbeziiglich minimales
g € G’, welches also

x(&) +wlllgl®) < x(f) + wllfIP), feG,

erfiillt. Meist ist das aber gar nicht notig und man sucht ein g € G’, sodass
x(g) + w(||gl[*) hinreichend klein wird.

2. Im Allgemeinen will man etwa fiir eine Teilmenge Q von RY Punkte
t,...,t, € Q, die wieder blau und rot gefdrbt sind, was abermals durch
Vorzeichen 4, ..., 4, € {—1, +1} dargestellt wird, nicht nur durch eine Hy-
perebenen, sondern durch irgendeine Art von Hyperflache in zwei Hélften
teilen. Man denke beispielsweise an ein unscharfes schwarz-weiss Bild
Q C R? und das Problem, darauf zwischen Licht und Schatten eine Trennline
zu ziehen.

Abhingig vom gewiinschten Aussehen dieser Kurve wihlt man dafiir einen
Hilbertraum G samt geeigneter Abbildung k : @ — G derart, dass sich das
Bild {k(t;) : j € {l,...,p},4; = +1} der roten Punkte vom Bild {k(¢;) : j €
{1,...,p},4; = —1} der blauen Punkte durch eine Hyperebene wie oben
beschrieben hinreichend gut trennen lassen.
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Dazu setzen wir x; == k(t;), j = 1,..., p, und bemiihen die Uberlegungen
von oben. Ist g € G’ eine Minimalstelle von f — y(f) + w(||f|]*) oder
zumindest so, dass y(g) +w(||g]|*) hinreichend klein ist, dann ergibt das durch

Q. ={teQ:+f(k(t)) >0} und Q= {teQ: f(k(r)) =0}

eine Aufteilung von Q, wobei Q, den GroBteil von {t; : j€{l,...,p},4; =
+1} und Q_ den GroBteil von {z; : j € {1,..., p},4; = —1} enthalten sollte
und Q, die dazugehorige Grenzflache abgibt.

Um den Aufwand bei der Bestimmung geeigneter (des Minimalen) g € G’ nicht
explodieren zu lassen, dient das folgende sogenannte Representer Theorem. Davor
wollen wir daran erinnern, dass nach dem Satz von Riesz-Fischer jedes f € G’
in der Form f = f, := (.,u)s mit einem eindeutigen u € G, welches auch ||f,|| =
||| = V(u, u)q erfiillt, dargestellt werden kann und umgekehrt.

2.1 Satz. Seien Q eine nichtleere Menge, G ein Hilbertraum, k : Q — G eine
Funktionund t,,...,t, € Q. Weiters sei w : [0, +00) — R monton wachsend und F :
R? — R eine Funktion — etwa die durch eine Colourierung Ay, ..., 4, € {1, +1}
bestimmte Funktion F(ay,...,a,) = I'?=1 max(l — A;a;,0). Schlieflich setzen wir
x(f) = F(f(k(t1)), ..., f(k(ty))) fiir f € G'.

Zu jedem u € G gibt es dann ein v € span{k(ty), ..., k(t,)} mit

X () +wIAIP) < x(f) +wllfllP)

womit es im Fall der Existenz von mingg x(f,) + w(lfl?) immer ein v €

span{k(ty), . .., k(t,)} mit x(f,) + w(llAIP) = min,eq x(fi) + wlllfll?) gibt.

Beweis. Die Verifizierung dieses Satzes ist kiirzer als seine Formulierung. Bezeich-
net nimlich P : G — G die orthogonale Projektion auf den endlichdimensionalen
und folglich abgeschlossenen Unterraum span{k(t,), ..., k(z,)}, so erhalten wir fiir
v = Pu bei gegebenem u € G

Jolk(t) = (k(t)), Pu)g = (k(t;), u)g = fulk(1)))

und Mg = 1Pullg < 11Pullg; + 11 = Pyullg; = Ilullg

womit auch x(f,) + w(l£l1?) < x(£.) + wllflP). d
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Um ein v € G mit hinreichend kleinem (minimalen) y(f,) + w(||f,|[*) zu finden,
konnen wir diese Suche also auf v € span{k(t,),...,k(t,)} bzw. v = Zle ak(t;)
beschrinken. Hier kommen auch die kernreproduzierenden Hilbertrdume ins Spiel.
Gemil Lemma 1.6 gibt es nimlich einen kernreproduzierenden Hilbertraum H
und eine lineare und isometrische Bijektion ¢ : cfspan{k(?) : t € Q} — H mit
W(x)(®) = (x, k(1)) und Y(k(r)) = k", t € Q. Fiir v = Z?zl ak(t;) gilt dann

P P
2 Hj2
MG =11 ) ekl = > ananKultm, 1)
j=1

mn=1

und

Sulk(®)) = (k(t;), )6 = (K, Zp; @k = ZP;GJKH(L/, 1),
womit es gilt i j_
X(F)+wWIAIP) = F(A K@), ... fiulk(t,)) + wlll£IP)
= F( Zp: @;Ku(t;, 1), .., zp: Ky (t;.1,)) + w( Zp: W, Kt 1))

j=1 j=1 m,n=1

in Abhéngigkeit von (a1, ...,@,)" € R” minimal bzw. hinreichend klein zu ma-
chen. Kennt man F und w sowie Ky — bzw. wihlt man G und ¢ so, dass sich
eine vorgegebene Kernfunktion Ky ergibt —, so bedeutet das ein Problem aus der
Linearen Algebra zu 16sen, welches numerisch bewiltigbar scheint.

Die Bestimmung von £, mit hinreichend kleinem (minimalen) y(f,)+w(||f,|[*) ohne
Satz 2.1 bedeutet dagegen ein Rechenen in G, was fiir im Vergleich zu p gro3em
dim G (moglichweise hat man sogar dim H = o) viel aufwendiger ist.

3 Manipulationen von Kernfunktionen
Wir bringen eine Reihe von Anwendungen der Uberlegungen aus Lemma 1.6.

3.1 Fakta. Fiir K € {R, C} seien Q, A nichtleere Mengen.
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1. Seien G C K ein kernreproduzierender Hilbertraum und ¢ : Q — K eine

Funktion. Wir setzen k() := ¢(t) - kK, wenden Lemma 1.6 an und erhalten
einen kernreproduzierenden Hilbertraum H C K samt surjektiver linearer
Abbildung ¢4 : G — H. Wegen

Ue(N)(s) = (£,6() kD = d(s) - f(5), s€Q,
ist 4 die Einschriinkung der Multiplikationsabbildung K 5 h > ¢-h € K,

wobei H = y4(G) = {¢ - f : f € G} sowie keryy, = {¢(r) -k : 1 € Q}* =
{f €G:¢- f =0} Des weiteren haben wir

Ki(s, 1) = k' (s) = yy(@(0) - kE)(5) = ¢(s) - () - kE(5) = ¢(s) - $(1) - Ki(5,) .

. Seien L C K" ein kernreproduzierender Hilbertraum und ¢ : Q — A eine

Funktion. Wir setzen k(f) = ké(t)

G an und erhalten einen kernreproduzierenden Hilbertraum H C K® samt
surjektiver linearer Abbildung ¢ : L — H mit

€L, teQ, wenden Lemma 1.6 mit L als

Y(H)@) = (f, ké(;))L = f(e(t), teQ,fel.

Folglich gilt H = Y(L) = {f o : f € L}, ¥ ist auf £ span{ké(t) 1te Q)
isometrisch und kery = {ké(t) e Q) ={feL: f(p(Q)) = {0}}). Zudem
haben wir k" (s) = l/’(ké(t))(s) = ké(t)(ga(s)). Die Kernfunktion Ky von H
steht daher iber Ky = K; o (¢ X ¢) in Verbindung mit der von L, wobei

eXp: QAXQ — AXAdurch (¢ X ©)(s,1) = (@(s), p(t)) definiert ist.

. Betrachten wir im Fall Q C A die Einbettungsabbildung ¢ : Q — A mit

@(f) = t, so gilt im vorherigen Punkt y(f) = f|x und kery = {k- : 1 € Q}* =
{f € L: f(Q) = {0}} fiir die surjektive, lineare und auf cf span{k” : t € Q}
isometrische Abbildung ¢ : L — H sowie Ky = K |oxo-

. Die Uberlegungen in 2 lassen sich verallgemeinern. Dazu seien L € KA

ein kernreproduzierender Hilbertraum und ¢ : Q — &E(A), wobei E(A) die
Menge aller endlichen Teilmengen von A bezeichnet. Durch k(f) = ¥ jc ) k5
ist eine Funktion k : Q — L definiert. Wir wenden Lemma 1.6 auf L statt
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G an und erhalten einen kernreproduzierenden Hilbertraum H C K samt
surjektiver linearer Abbildung ¢ : L — H mit

WHO =, Y. Ko=) ), 1eQ.fel,

Aep(t) Aep(t)
sowie
Ku(s,n = k') =g( Y k= D > w= > KA.
A€gp(1) HEP(s) A€p(1) HEQP(s), A€p(t)

5. Ist G € K* ein weiterer kernreproduzierender Hilbertraum und ist H ein
beziiglich der Hilbertraumtopologie abgeschlossener Teilraum, so sind auch
H,H+ C K% kernreproduzierende Hilbertrdaume, da beim Einschrinken der
Punktauswertungsfunktonale die Stetigkeit erhalten bleibt. Wegen f(r) =
(f, kC) = (f, Pyk®) fiir f € Hund t € Q gilt k' = PykS und entsprechend
k" = (I — Py)kC, womit auch
Ko(s, 1) = (K9, k8) = (K7 k™) + (kI kM) = Ky (s, 1) + Ky (5,1), s,1€ Q.

6. Sind H,, H, € K*® kernreproduzierende Hilbertriume, so betrachten wir die
Abbildung k : Q — H, x H, definiert durch k(r) = (kI"'; k™). Wenden wir
Lemma 1.6 mit H, X H, als G an, so erhalten wir einen kernreproduzierenden
Hilbertraum H € K® samt linearer Kontraktion ¢ : H; X H, — H mit

W(fi @) = (fis ), KT K™) = o) + f(0), 1€Q, 8)

fiir (f1; f2) € H; X H,. Insbesondere gilt H = y(H, X Hy) ={fi+ /. : fi €
Hy, > € Hy}, ¥ ist auf ¢ span{(kfl' ; quz) : t € Q} isometrisch und

kery = {(k["; k™) e QF = {(fs ) e Hi x Hy : fi = —fo}.

Wegen (8) gilt H, + H, = H als Teilriume von K, wobei H, > f;
Y(f1;0) € Hund H, 3 f, = y(0; f,) € H die entsprechenden Einbettungsab-
bildungen abgeben, welche somit linear und kontraktiv sind.

Im Fall kery = {0} gilt H; xH, = kery* = cfspan{(k™"; k") : t € Q}, womit
Y eine isometrische Bijektion ist und folglich H, @ H, = H als Hilbertrdume
gilt. Im Fall kery # {0} ist H; + H, = H nicht einmal eine direkte Summe.
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SchlieBlich gilt k7 = w(k™; k™) = k™ + k™ und

Ku(s,t) = k(s) = kI (s) + kI (s) = Ky, (5, 1) + Kp,(s,) .

7. Wir wenden fiir nichtleere €, Q, und kernreproduzierende Hilbertraume
H, € K* und H, € K2 Lemma 1.6 auf H, X H, als G, Q; U Q, als Q
und k : Q; U Q, — H; X H, definiert durch k(¢) = (kf{‘;O) fiir t € Q; und
k(t) = (0; k™) fiir r € Q, an. Weil

span{k(?) : t € Q; U} = (span{kf:]1 1 H € Q)X (span{kf2 1 € Q)

einen dichten Teilraum von H; X H, abgibt, ist die enthaltende lineare und
surjektive Abbildung ¢ : H; X H, — H sogar eine isometrische Bijektion,
wobei

(fi., k™ = fi), teQ,
(. k%) = (1), tEeQy,

also®y(fi; L)1) = Lo, () fi(1) + Lo, (1) fir f; € H,f, € Hyund t €
Q; U Q,. Somit gilt k7 = y(k(n) = (s — ]lgl(s)k,H‘(s)) fir r € Q; und
k7 = y(k(2) = (s — ]lgz(s)kflz(s)) fiir t € Q, sowie fiir die Kernfunktion Ky
von H (5,1t € Q; U),)

Y(frs f)@) = {

Ku(s,1) = k(5) = 1o,()1q, (1) - Kig, (5,1) + Lo, ()1, (1) - Ky, (s,1).

Sind Q; und €, disjunkte Kopien der Menge €2 samt Bijektionen Q2 > ¢t —
t1 € Qund Q 31t > 1, € Q, und nennen wir den soeben erhaltenen
kernreproduzierenden Hilbertraum H auf ; U €, um in L, so konnen wir
die Uberlegungen aus 4 mit ¢(f) = {t,,%,} anwenden und erhalten einen
kernreproduzierenden Hilbertraum H auf Q mit Kernfunktion

2
Ku(s, 1) = Z Lo, (s)La,(#) - Ku,(sk, 1) + Lo, (s0)La,(#) - Ki, (S, 1)
k=1

= Ku,(s1,11) + Kp, (52, 12)

und damit denselben Raum wie in 6.

2Auch wenn fi(s) fiir s € Q, und f»(¢) fiir t € Q; nicht definiert sind, wir verstehen dann unter
1g, (s)fi(s) sowie unter Lo, (¢)f2(¢) die Zahl 0 € K.
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8. Wir konnen die Uberlegungen in 6 noch um einiges verallgemeinern. Dazu
sei I eine weitere nichtleere Mengen, seien (H;, (., .);), i € I, kernreproduzie-
rende Hilbertrdume iiber demselben Korper K € {R, C} und iiber derselben
Menge Q und sei £2(1, (H;)c;) der entsprechende Hilbertraum, wobei wir der
Ubersicht halber die Elemente von £2(I, (H,);c;) als Tupel (f,);e; anschreiben.
Weiters sei (@;)ie; € K! mit der Eigenschaft, dass («; - k,H")iel fiir jedes ¢t € Q
in €2(1, (H,);c;) enthalten ist, also dass

Dl KU, = > il Kp (1) < +o0, 1€ Q.

iel i€l

Wir betrachten die Abbildung k : Q — ¢%(I, (H,),e;) definiert durch k(f) =
(@; - k,H Yier» wenden Lemma 1.6 auf €2(1, (H,)ie;) statt G an und erhalten
einen kernreproduzierenden Hilbertraum H C K samt linearer Kontraktion
¥ 1 (1, (H)ie)) — H mit

W((ie)(®) = (Fier> @ - k{ier) e = Z a;fi(t) . ©)

iel

Insbesondere gilt H = y(C*(1, (Hien) = {(t = Yierai - fi(®) © (fier €
C2(1, (H))icr)}, ¥ ist auf cf span{k(z) : t € Q} isometrisch und

kery = spanf{k(r) : t € Q" = {(fi)ier € I, (Hy)ier) : Z a;fi(t) = 0,1 € Q}.

iel
SchlieBlich gilt k7 = (@ - k™ )ier) = Yies lilk (€ K®) und daher

Ki(s,1) = k{'(s) = )l Ky (5.0).

iel

3.2 Beispiel. Sei H; C K ein kernreproduzierender Hilbertraum. Weiters sei 0 #
¢ € K und bezeichne Ky, (s, 1) = ¢(s) - M die Kernfunktion des Hilbertraumes
H, = span{¢} mit (a¢, Bd) = af gemiB Beispiel 1.15.

Nach Fakta 3.1, 6, ist Ky, + Ky, die Kernfunktion eines eindeutigen kernreprodu-
zierenden Hilbertraumes H C K9, wobei

H = {fl +a’¢:f1 EHI,Q’EK} :Hl +Span{¢}
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als Unterraum von K. Genau im Fall ¢ ¢ H, haben wir H = H, ® span{¢} mit
¢l = ll¢lln, = 1.

Im Fall ¢ € H, bildet Q := span{¢} versehen mit (., .)y, einen eindimensionalen
Hilbertraum, wodurch Ky(s,1) = 7 ¢”2 o(s) - ¢(t) siehe Beispiel 1.15. Nach Fakta

3.1, 5, gilt daher Ky, = Ky + K- und wir erhalten

Ky, (s,t) + Ky, (s,1) = Ko (s, 1) + Kp(s, 1) + KHZ(S, 1)

ol
= Koi(s.1) + ”(;Tl ¢(s) ¢(0)
H,

= Ko:(5.0) + 3(s) - §(0).

~ gl + ~
wobei ¢ = ¢HH1 ¢ Wegen ¢ ¢ Q* gilt H = Q* & span{$} mit ||@|ly = 1 gemiB

dem ersten behandelten Fall. Infolge gilt H = H; als Unterraum von K* und
Iz,

lplly = —=.
oz, +1

3.3 Beispiel. Sei H*(D) ¢ CP der in Beispiel 1.7, (1), konstruierte Hardyraum,
der als kernreproduzierender Hilbertraum die Kernfunktion Kz (2, w) = 1=
und sei ¢ : C* — D die bijektive Funktion

z—1
=2~ 7eC*.
@(2) T C

GemiiB Fakta 3.1, 2, bildet dann H = {f o ¢ : f € H*(D)} einen kernreproduzie-
renden Hilbertraum und fiir das lineare ¢ : H*(D) — H mit y(f) = f o ¢ gilt
kery = {f € H¥(D) : f o ¢ = 0} = {0}, weshalb ¥ bijektiv und isometrisch ist.
Weiters gilt

(z+1D)w+1)
2i(w — z)
Wenden wir Fakta 3.1, 1, fiir ¢ : C* — C mit ¢(z) = \F( 5 auf G := H an, so

erhalten wir einen kernreproduzierenden Hilbertraum (Hardyraum auf der oberen
Halbebene)

Ky(z,w) = Kipy(¢(2), p(w)) = , zweCr.

HY(C)=1{¢-f:feH ={¢-(foyp): [ H D)
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und eine wegen {f € H : ¢ - f = 0} = {0} lineare und isometrische Bijektion
Yy : H— H*(CY) mit y,(f) = ¢ - f. Folglich ist 4 o ¢ : H*(D) —» H*(C*) auch
eine lineare und isometrische Bijekten mit 5 o Y(f) = ¢ - (f o ¢). SchlieBlich
haben wir

1

. swecC',
miw—z) W€

Kipc(@w) = ¢(2) - (W) - Ku(z, w) =

Ist ein holomorphes & : C* — C durch eins beschrinkt, gilt also |4l < 1, so ist
auch hog™! : D — C holomorph und erfiillt ||ho¢™!||, < 1. Wie wir in Beispiel 1.7,
(2), gesehen haben, bildet der Multiplikationsoperator mit 4 o ¢! eine Kontraktion
Moy € Ly(H* (D)), weshalb auch (4 0 ) © M1 0 (g 0 4p)™" € L,(H*(C*)) mit

gleicher Abbildungsnorm < 1. Da fiir g = (4 o Y)(f) € H?*(C*) die Gleichheit

Wy 0W) 0 Myog1 0 Wy o) (@) = Wyo)(hog™ ) - l=¢-h-(fop)=h-g

zutrifft, stimmt (Y4 0 ) © Mo © (Y © )~ mit dem folglich ebenso kontraktiven
Multiplikationsoperator M), € L,(H*(C")), My(g) = h - g, g € H*(C"), iiberein.

3.4 Proposition. Fiir K € {R,C} seien H;,H C K zwei kernreproduzierende
Hilbertrdume iiber derselben Menge ).

Im Fall H, C H als Teilriume von K* ist die Einbettungsabbildung T : H, — H
automatisch beschrénkt und erfiillt T*k = kf’ ! fiir alle t € Q.

Zudem sind folgende Aussagen dquivalent.

e Es gilt Hy C H und die Einbettungsabbildung T : Hy — H erfiillt ||T|| < 1.
o K := Ky — Ky, als Abbildung von Q X Q nach C erfiillt
K(s,) = K(t,5), s5,1€Q,
sowie (7).

In dem Fall gilt K = Ky, fiir einen kernreproduzierenden Hilbertraum H, iiber
Menge Q mit einer ebenfalls kontraktiven Einbettungsabbildung H, > f — f € H.

Beweis. Konnen wir im Fall H; € H von der Einbettungsabbildung 7' : H;, - H
zeigen, dass T als Unterraum von H; X H abgeschlossen ist, so folgt aus dem Satz
vom abgeschlossenen Graphen die Beschréanktheit von T'.
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Dafiir sei ((f,; T f))nenw aus T mit lim,, o (f,; T f,) = (f;8) € Hy X H. Dafiirt € Q
die Punktauswertung sowohl auf H, als auch auf H stetig ist, folgt wegen T f,, = f,
als Elemente von K

8(1) = (8. k)i = im (T £, k') = lim (T £,)(0)
= lim f,() = im(f,. k™), = (Fk"Dm, = £

Also stimmen g und £ als Elemente von K iiberein, was genau T f = g bedeutet.
Fiir die Adjungierte T* € L,(H, H;) der Einbettungsabbildung gilt wegen

Tk, = (Tf kD = (TH® = f@) = (F k" wys f € Hy,

Tk = k™ fiir alle ¢ € Q.
Im Fall, dass dgbeiHIITll < 1, folgt fiir #1,...,ty € Qund A4,...,Ay € K wegen
Ky (tm, t,) = (k' k, ) und ||IT7|| = [|T]

N N N
D oK 1) = 11 A 1, = 1T Ak,
n=1 n=1

m,n=1

N N
< ” Z /lnkg”%{ = Z /_lm/anH(tma tn) ’
n=1

m,n=1

weshalb K = Ky — Ky, (7) erfiillt. K(s,7) = K(t,5), s,t € Q, folgt aus den
entsprechenden Eigenschaften von K, und Kj.

Gilt umgekehrt K(s,t) = K(t, s), s,t € Q, und (7), so gibt es gemdl Satz 1.13 einen
kernreproduzierenden Hilbertraum H, C K mit K = Kj,. Ebenfalls wegen Satz
1.13 1st der kernreproduzierende Hilbertraum H eindeutig durch Ky = Ky, + Ky,
bestimmt, wodurch wir mit den I"Jberlegungen aus Fakta 3.1, 6, H;, H, C H samt
kontraktiver Einbettungsabbildungen erhalten. Q

3.5 Bemerkung. Ist in Fakta 3.1, 1, die Funktion ¢ : Q — K konstant gleich
d € K\ ({0}, sohaben wir H = Y(G) =d -G =G, y(f) =d - ffirf e H
und Ky(s,1) = |d|* - Ks(s,1). Die entsprechende Einbettungsabbildung ist daher
¥ 1 G — H, wobei 2|ly|| = 1.

Ist dann H; C K ein weiterer kernreproduzierender Hilbertraum mit H; € G
und folglich beschrinkter Einbettungsabbildung S : H; — G, so ergeben diese
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Uberlegungen mit d > ||S|| einen kernreproduzierenden Hilbertraum H, wobei
die Einbettungsabbildung von H, nach H genau 3—11,// o S und infolge kontraktiv
ist. Eine Anwendung von Proposition 3.4 zeigt, dass K = d*Ks — Ky, (7) und
K(s,1) = K(1,9), s,t € Q, erfiillt.

3.6 Beispiel. Wie wir in Beispiel 3.3 gesehen haben, besteht der kernreprodu-
zierende Hilbertraum H,(C*)(C C®") aus holomorphen Funktionen und hat
Ku,ch(z,w) = m, z,w € C*, als Kernfunktion. Zudem bildet fiir ein ho-
lomorphes i : C* — C mit ||kl < 1 der Multiplikationsoperator M,(f) = h- f
eine Kontraktion M, : H,(C*) — H,(C"). Man beachte, dass & - f = 0 wegen der
Holomorphie f = 0 nach sich zieht.

Gemal Fakta 3.1, 1, lasst sich der lineare Unterraum
h-Hy(C") := My(Hy(C*)) = {h- f : f € H(C")} € C~
als kernreproduzierender Hilbertraum H; mit Kernfunktion

h(z) - h(w)

K@) = i —2)

interpretieren, wann man H; mit einem Skalarprodukt derart versieht, dass
H>(C") > f— h- f € H, eine lineare und isometrische Bijektion ist.

Also haben wir auf dem linearen Unterraum M,(H,(C*)) von H,(C*) zwei Skalar-
produkte (und daher auch Normen). Einmal die von H,(C*) auf M, (H,(C")) als
Teilraum induzierte Norm ||.||p,c+) und ein andermal das von H>(C*) > f+— h- f €
H als lineare und isometrische Bijektion induzierte |.||s,, wobei fiir f € H,(C*)

17 - fllen = IMy(Pllyes < Wfllmaes = 118 flla, -

Also ist die Einbettungsabbildung 7 : H; — H,(C*) kontraktiv. Gemil Proposition
3.4 bildet damit

1 - h(z) - h(w)

K = K + — K =
(2,w) = Kpyc) (2, W) = Ky, (2, w) i —2)

, ZweCT,

die Kernfunktion eines kernreproduzierenden Hilbertraumes, der ebenfalls kontrak-
tiv in H,(C*) enthalten ist.
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4 'Tensorprodukte von Hilbertriumen

4.1 Definition. Sei K € {R, C} und seien H;, ..., H, Hilbertrdaume iiber K. Einen
Hilbertraum H iiber dem Korper K zusammen mit einer Abbildung wy : Hy X - - - X
H, — H nennen wir Hilbertraum-Tensorprodukt der Hilbertriume H,,..., H,,
falls wy multilinear und span{wg(x1,...,x,) : x; € Hy,...,x, € H,} dicht in H ist
sowie

(Wh(X15 .o X)), WY1 s YD = (XL YDE, - - (X, YA, (10)

fir alle x;,y, € Hy, ..., x,,y, € H, zutrifft.

4.2 Beispiel. Sei K € {R, C}. Fiir Mengen M,, ..., M, bildet der Raum £2(M; X
-+ X M,,K) versehen mit

F@e= D fom,...om)-glm, . m), f,g€ (M XX M,,K),

(my,...,mp)EM|X---X M,

einen Hilbertraum, wobei hier die rechte Seite unbedingt konvergiert. Die Abbil-
dung wpe : C2(M,K) X - - X £3(M,,, K) — KM>*M: definiert durch

We(gls s 8)mi, . omy) = gi(my) - ... gu(my,), g; € *(M;,K),

ist offenbar multilinear und erfiillt

D wen . ga)my . m,)P

(my,..., my)EM XX M),

= D laam)P g m)P D Igim)P

(my,...,mp)EMpX---X M, mieM

lgilly, - > Igam)P - - gu(my)P

(my,...,mp)EMoX---X M,

2 2
=gl e llga(ma)lle < +e0,
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womit w2 nach £2(M; X - -- X M,, K) hinein abbildet. Dabei gilt

(a)fz(ﬁ""afn)’wfz(glv-- -’gn))fz = Z fl(ml)gl(ml) T fn(mn)gn(mn)

(my,...,mp)EMX---X M,

= D Az - fam)gatma) .- fum,)gamy)

(my,....,mp)EMoX---X M, m1EM

= D (D] Am)gim) ) fmgalma) ..+ fulm)gamy)

(my,....,mp)EMyX---XM, mieM

=(fogde . hm)galm) ... f,(m)g.my)

(my,...,my)EMpX---X M,

=...=(ngle .- (n.8e -

Zudem haben wir w2 (6,5 .., 0m,) = Oy -+ Om, = Om,....m,) fur alle (my, ..., m,)
aus My X --- X M,. Da {6, m, : (my,...,m,) € My X---x M,} eine Orthonor-
malbasis von £2(M, X - - - X M,,, K) bildet, ist span wp(£2(M;,K) X - - - x £*(M,,, K))
dicht im Raum €*(M, X - -- x M,,, K). Also ist £2(M; X - - - X M,,, K) zusammen mit
we ein Hilbert-Tensorprodukt von 2(M,K) X - - - X £3(M,,, K).

4.3 Fakta. Seien Hy, ..., H, Hilbertrdume iiber demselben Korper K.

1. Es gibt immer ein Hilbertraum-Tensorprodukt von Hy, ..., H,.

Um das einzusehen, wihlen wir zu jedem j = 1, ...,n Orthonormalbasen E;
von H;. Die entsprechenden Fouriertransformationen ¥, : H; — (E i K)
sind lineare und isometrische Bijektionen. Bezeichnet w : £2(E;,K) X - - - X
2(E,,K) — (X(E, x - -- x E,, K) die Abbildung aus Beispiel 4.2, so gilt fiir
alle X1,V1 € Hy,... » Xns Yn € H,

(w(TEl (.XI), ) 7—UEV,(-)Cn)a (U(Tyl (.XI), ) TE,,(yn))[Z
= (7:E1 (xl)j:El Oe--. -‘(TE,(xn),TEl(yn))ﬂ = (xlayl)Hl ’---'(xn’yn)Hn .
Zudem ist die lineare Hiille von w(Fg, (H)), . .., Fi,(H,)) = w((*(E;,K) X

- -x*(E,,K)) dichtin £*(E; X- - - X E,,, K). Somit erfiillt wo (Fg, X- - - X Fg,) :
H\ X---xH, — t*(E, X --- X E,,K) alle Anforderungen aus Definition 4.1.

2. Fiir jedes Hilbertraum-Tensorprodukt H, wy von Hy, ..., H, ist die multili-
neare Abbildung wy : Hy X --- X H, — H stetig.
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Um das einzusehen, sei zundchst bemerkt, dass H; X --- X H, einen Hil-
bertraum abgibt. Da die Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist, reicht es, die
Stetigkeit auf einer abgeschlossenen Kugel von beliebigem Radius C > 0

in H; X --- X H, um die Null nachzuweisen. Fiir (xy,...,x,), V1,...,Vn) €
Hyx---xH, mit ||(xy, ..., X5y x> 115 - s Yl xxa, < C folgt wegen
cille, < 11Cets - - Xl x-xH,

||(L)H(X1, ey xn)—wH()’I, .o ,Yn)”H

n
= || Z Q)H(.XI, o ’-xj—la (xj _yj)ayj+1a v ayn)”H
=1

n
-1
<C" g =yl

=1
-1
<nC" (X1, X)) = Oty - Yl e, -

Infolge ist die Einschriinkung von wy auf K2 (0) stetig.

. Fiir jedes Hilbertraum-Tensorprodukt H, wy von H, ..., H, und lineare Teil-

rdume Z; der H; gilt wegen des vorherigen Punktes und der Multilinearitit
wp(clt(Zy) X -+ X cl(Zy)) = wp(cl(Zy X -+ - X Zy))
Cclwy(Zy x---x2Z,) Cclspanwy(Zy X---X7Z,).

Insbesondere stellt ¢f span wy(Z; X - - - X Z,) zusammen mit der Einschréin-
kung von wy auf ¢f(Z;) X - - - X ¢€(Z,) ein Hilbertraum-Tensorprodukt von
ct(Z,),...,ct(Z,) dar.

. Sind H, wy und G, wg zwei Tensorprodukte von Hy, ..., H,, so gibt es eine

eindeutige lineare und isometrische Bijektion U : H — G mit U o wy = wg.

Um das einzusehen, seien E; Orthonormalbasen H;. Wegen (10) bildet
die Menge wy(E; X --- X E,) ein Orthonormalsystem in H mit bijektivem
WHE x-xE, : E1 X+ X E, = wy(Ey X -+ X E,). Wegen c{spanE; = H;,
wegen des vorherigen Punktes und wegen span wgy(span Eq X - - -Xspan E,)) =
span wy(E; X - - - X E,) (Multilinearitit) folgt

span wy(H; X --- X Hy)
C clspan wy(span Ey X --- X span E,)) = clspan wy(E; X --- X E},) .
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Mit der linken Seite ist auch die rechte dicht in H, weshalb wy(E; X ---X E,)
sogar eine Orthonormalbasis von H abgibt.

Entsprechend ist wg(E; X - - - X E,) eine Orthonormalbasis von G. Folglich
gibt es eine lineare linearen und isometrischen Bijektion U : G — H mit
U(wyl(ey,...,e,)) = weley,...,e,) fiir beliebige e, € Ey,...,e, € E,, was
wegen Multilinearitdt und Stetigkeit U o wy = wg nach sich zieht.

4.4 Bemerkung. Die in Fakta 4.3 nachgewiesene Existenz und Eindeutigkeit eines
Hilbertraum-Tensorproduktes H, wy von Hilbertriumen H, ..., H, bis auf Isomor-
phie rechtfertigt, dass wir H|®...®H,, statt H und x; ® - - - ® x,, statt wy(xy, ..., X,)
fiir x; € Hy, ..., x, € H, schreiben.

S Multiplikationen von Kernfunktionen

Weitere Moglichkeiten, um die Uberlegungen Lemma 1.6 anzuwenden, bieten
Tensorprodukte.

5.1 Fakta. FirK € {R,C}und j = 1,...,nsei Q; nichtleere Mengen und H; C K&
ein kernreproduzierender Hilbertraum.

1. Wir betrachten die Abbildung k : Q; X --- X Q, —» H®...®H, mit
k(ti,...,t,) = k" ® -+ ® k", wobei H,®...®H, gemiB Definition 4.1
und Bemerkung 4.4 definiert ist. Nach Fakta 4.3, 3, ist

spanfk;" ® -+ @ k" 1 (t1,...,1,) € Q X -+ X Q,}
= span(span{kf‘ THEQD®--® (span{k;’" 1, €Q.))

dicht in H®...®H,. Wenden wir Lemma 1.6 auf H,;®...®H, als G und
Q x---xQ, an, so erhalten wir einen kernreproduzierenden Hilbertraum H C
K& ynd eine lineare und isometrische Bijektion ¢, : H\®...®H, — H
mit
Unlfi @ ® [t t) = (i@ @ fu k' @+ ®kj™)

= (fiokiy ety - - ok, = i) - falt)
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fir e Hy,...,fu€ Hyund (¢t1,...,t,) € Q) X--- X Q,, weshalb

Ky((st,...,80), (1. .., 1) = k{t]l ,,,,, i (S1s- s Sn)
= Yk @ @ k(515 .., S)
=K (s) e K (sn)

= Ku (s1,t1) - ... Ky, (Sp, 1) .

. Gelte zusitzlich Q = Q; = --- = Q,,, setze A := Q" und nenne den in 1

erhaltenen kernreproduzierenden Hilbertraum H auf QQ um in L.

Wir wenden Fakta 3.1, 2, an auf die Abbildung ¢ : Q — Q" mit
@(t) = (t,...,1) und den kernreproduzierenden Hilbertraum L C K*'. Der
resultierende kernreproduzierende Hilbertraum H C K samt linearer und
surjektiver Abbildung ¢ : L — H erfiillt dann fiir f; € Hy,..., f, € H,

Yo(fi®: @ fu)(0) = Yu(fi ®- - ® fi)(p(D) = fi(D) - ... fu(D).
wobei wegen |||, ||[¥,]| < 1 und (10)

Wi eoo fulle < Wfilley - Wl -
Zudem giltkeryy ={h e L: h(t,...,t) =0, t € Q} sowie

.....

= k(). k() = Ky, (s,0) - ... - Ky (s,0).

. Seien Q eine nichtleere Menge und L C K* ein kernreproduzierender Hil-

bertraum. Weiters setzen wir Ly := H(K), wobei Ky(s,t) = 1 und folglich
H(Ky) = span{1} (siche Beispiel 1.15 mit ¢ = 1), und L,, := H(K]"), was
genau dem Raum aus dem vorherigen Punkt ausgehend von H; = --- =
H,, = L entspricht.

Ist @ € KN derart, dass 3 laal*KL(2,1)" < +oo fiir jedes t € Q, so
erhalten wir gemif3 Fakta 3.1, 8, einen kernreproduzierenden Hilbertraum
H C K® samt linearer, surjektiver und kontraktiver Abbildung v : {*2(N U

{0}, (Li)menugoy) — H mit Y((fin)menuioy) = Zmenuio) @mfm und

Ku(s.)= ) laalK(s.0). s.teQ.

meNU{0}
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Starten wir mit f € L, so folgt fiir jedes m € N aus dem vorherigen Punkt
zunichst f € L, mit ||f™||z < [IfII7". Im Fall 3} °_, |0/m|2||f||i’" < +oo liegt
(@™ Imenuioy in €N U {0}, (Ly)menuo)) und daher

Y(@nf"maro) = ) lanl’f", 1€Q,

meNU{0}

wobei || Xnerioio) 1> F7 1 < W@ f™Imearrooll7z < Zoo lamlPlIFIZ".

5.2 Beispiel. In Beispiel 1.16 haben wir gesehen, dass fiir Q = {1,...,n} und
eine hermitesche, positiv semidefinite Matrix B = (b;))} ., € K™ die Funktion
K\(i, j) = b;j, i, j € Q, die Kernfunktion eines kernreproduzierenden Hilbertrau-
mes H C K¢ ~ K" abgibt.

Ist C = (c;))};., € K™ eine weitere hermitesche, positiv semidefinite Matrix und
bezeichnet K, (i, j) = ¢;j, i, j € €, die entsprechende Kernfunktion, so erhalten
wir aus Fakta 5.1, 2, dass auch K(i, j) - Kx(i, j), i, j € €, Kernfunktion eines
kernreproduzierenden Hilbertraumes abgibt. Nach der zweiten Aussage in Satz
1.13 ist folglich die n x n-Matrix (b;; - ¢;;)} ,_, ebenfalls hermitesch und positiv
semidefinit.

5.3 Beispiel. Seien Q eine nichtleere Menge und L C K ein kernreproduzierender
Hilbertraum. Fiir «,, = \/mey konvergiert Y~ |l >n™ fiir alle > 0. Gem:il Fakta
5.1, 3, und mit den dortigen Voraussetzungen ist daher exp(K (s, ¢)) die Kernfunk-
tion eines kernreproduzierenden Hilbertraumes, der fiir f € L die Funktion exp o f

mit Norm < ,/exp(]|f]|?) enthilt.

1. Sei G ein beliebiger Hilbertraum. Fiir Q := G sei L € K® genau der
kernreproduzierender Hilbertraum H aus Beispiel 1.9 mit Kernfunktion
K (x,y) = (y,x)s. Fiir eine Konstante 4 > 0 ist zunidchst gemif} Fakta
3.1, 1,24 - Ki(x,y) und damit K;(x,y) = exp(24(y, x)g) Kernfunktion eines
kernreproduzierenden Hilbertraumes auf €Q.

Nach Beispiel 1.15 ist K»(x, y) = exp(—Al|xlI%) - exp(—Allyll,) eine Kernfunk-
tion eines kernreproduzierenden Hilbertraumes mit Dimension eins auf der
Menge Q = G. Aus Fakta 5.1, 2, erhalten wir im Fall K = R, dass auch

Ki(x,y) - Kx(x,y) = exp(2A(y, X)g) exp(—=AlxlZ) - exp(=AIyllg)
= exp(=Allx — ylIZ)
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die Kernfunktion eines kernreproduzierenden Hilbertraumes auf der Menge
Q) abgibt. Man spricht vom Gauss-Kern.

2. In Beispiel 1.7, (1) und (3), haben wir die kernreproduzierenden Hilbertriu-
me Hy(D) € CP und D(D) C CP betrachtet, wobei Kp,p)(z, w) = — und

I—zw
Kopm)(z, w) = log(l_lzv_v).
Mit Q = D und L = D) erhalten wir exp(Kpp)(z,w)) =
== = Kmo)(z,w), weshalb auch expof € H,(D) mit ||exp ofllm,m <

\ /exp(llfll%(D)) fiir alle f € D(D).

6 Kernreproduzierende Hilbertriume stetiger Funk-
tionen

6.1 Lemma. Sei Q eine nichtleere Menge und H C K ein kernreproduzierender
Hilbertraum. Fiir Teilmenge A C Q ist die Beschrdnktheit aller f € H auf A zu der
von A 3 t— Ky(t,t) € K dquivalent. In dem Fall gilt

1f1alleo < sup VIKu(@ 0l - 111l (11)

wodurch sich f — f|a als Abbildung von H nach (A, XK) als beschrdinkt heraus-
stellt.

Beweis. Fir f € Hund t € A gilt

£ = 1 KDL < 1AL IKEN = WAL N GEL kD = K0 - 111

womit (11) zutrifft. Im Fall eines beschriankten A > t — Ky(t, 1) € K bedingt das
die Beschrinktheit aller f],.
Umgekehrt bedeutet die Beschrinktheit aller f|,, dass fir {w, : t € A} C
L,(H,K) = H und jedes f € H

sup |, ()| = sup |f(1)] < +oo.

teA teA

Wir erhalten aus dem Satz von der gleichmifBigen Beschriinktheit

H
sup \Kpu(t,1) = sup|lk,’|| = sup ||w|| < +o0. Q
teA teA teA
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6.2 Proposition. Sei Q ein topologischer Raum und H C K® ein kernreproduzie-
render Hilbertraum.

Ist fiir jedes t € Q die Funktion Q 5 s — Ky(s,t) € K stetig sowie die Funktion
Q> s Ky(s,s) € [0, +00) lokal beschrinkt, gibt es also fiir jedes w € € eine
Umgebung U, davon mit sup ., Kg(s, s) < +oo, so sind alle f € H stetig.

Ist Q ein lokalkompakter topologischer Raum, so gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Fir g = Y., a/jkff € M := span{k? : w € Q}ist g(s) = (g, k)y =
P aj(kg,kf])H = 2L, @;Ky(s, 1)) voraussetzungsgemil stetig.
Fiir w € Q und U, wie in der Voraussetzung bildet die Einschrinkungsabbildung

Ju, t H— 7(U,,K)

nach Lemma 6.1 eine lineare und beschrinkte Abbildung. Da C,(U,,, K) einen
abgeschlossenen Unterraum von ¢~ (U, K) abgibt, folgt aus der Dichtheit von M
in H und aus .|y, (M) € Cp(U,,, K)

Ju,(H) = u,(ct M) € cl( ]y, (M) € cl(Cp(Ue, K)) = Cp(Uy, K,

womit alle f € H bei w stetig sind.

Sind alle f € H stetig, so ist es insbesondere jedes k7 = (s > Ky(s,1)), t € Q.
Im Falle eines lokalkompakten topologischen Raues Q ist fiir w € Q und eine
kompakte Umgebung U, davon jedes stetige f € H auf U, beschrinkt. Nach
Lemma 6.1 ist auch s — Ky(s, s) auf U, beschrinkt, also Q > s — Kg(s,s) €
[0, +0) lokal beschriinkt.

6.3 Proposition. Sind Q ein topologischer Raum und H C K ein kernreproduzie-
render Hilbertraum, so sind folgende Aussagen dquivalent.

e Die Abbildung t — k¥ von Q nach (H, ||.||) ist stetig.
e Die Einheitskugel K;(0) ={f € H : ||f|| < 1} in H ist gleichgradig stetig.
e Die Abbildung (w,t) — Ky(t, w) von Q X Q nach C ist stetig.

Beweis. Die gleichgradige Stetigkeit der Funktionen in {f € H : ||f|| < 1} bedeutet,
dass es zu w € Q und € > 0 eine Umgebung U, von w gibt mit

sup |f(t) - f(w)| <€ firalle teU,.
SfeH|Ifl<1
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Da f — (f, g)y Abbildungsnorm ||g|| hat, gilt

sup |f()— fw)= sup [(f. k' =k =k’ - kX,

feH|Ifll<1 feH | fll<1

wodurch sich die Stetigkeit von ¢ — k dquivalent zur gleichgradigen Stetigkeit
der Einheitskugel von H herausstellt.
Ist t — kI als Abbildung von Q nach (H, ||.||) stetig, so auch (s; ) > (k7; k) von

Q x Q nach H X H. Wegen der Stetigkeit der Skalarmultiplikation auf H X H ist
auch die Zusammensetzung

Qx Q>3 (s;t) > K5k - (kK = Ky(s,0) € K
stetig. Umgekehrt bedingt die Stetigkeit von (s; ¢) — Kg(s, ) fiir w, t € Q wegen

K — KHNP = (ke =k — Ky = (kP k) + (k2 k) — (kK - (P k) =

w W

= Ky(t, ) + Ky(w, w) — K(w, 1) = Ky (t, ) = 0

die Stetigkeit von ¢ > k. Q

7 Kernreproduzierende Hilbertraume holomorpher
Funktionen

Im Folgenden wollen wir kernreproduzierende Hilbertrdume iiber C behandeln,
deren Elemente holomorphe Funktionen sind.

Fiir eine offene Teilmenge Q von C bezeichnet H(Q) bzw. H(Q, C) die Menge
aller komplexwertigen holomorphen Funktionen, der beziiglich der punktweisen
Addition und punktweisen Multiplikation mit einem Skalar einen Vektorraum
tiber C bildet. Da der lokal gleichmiBige und folglich auch der gleichméBige
Grenzwert holomorpher Funktionen wieder holomorph ist, bildet H,(€2,C) =
H(Q,C) N £*(Q, C) einen angeschlossenen Unterraum von (£7°(Q, C), ||.||c)-

7.1 Proposition. Ist Q eine offene Teilmenge von C und H C C% ein kernreprodu-
zierender Hilbertraum iiber C, dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) H besteht aus lauter holomorphen Funktionen.
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(ii) Q>3 z— Ky(z,w) € Cist fiir alle w € Q holomorph und Q0 3 7z — Ky(z,2) €
[0, +00) lokal beschriinkt.

(iii) Die Abbildung Qowe kY € H ist holomorph.

(iv) Qx Q3 (zzw) — Ky(z, w) € C ist holomorph im Sinne von Satz 10.5.

Beweis. Aus (i) folgt insbesondere die Holomorphie von k7 = (z — Ky(z, w)). Da
Q) als topologischer Raum lokalkompakt ist und da alle holomorphen Funktionen
stetig sind, erhalten wir die lokle Beschrinktheit von z — Ky (z, z) aus Proposition
6.2. Also gilt (ii).

Unter der Voraussetzung (ii) wéihlen wir zu w € Q eine offene Umgebung U,, (C Q)
davon mit beschrinktem U,, 3 z — Ky(z,2) € [0, +0), so bildet die Einschrin-
kung .|y, : H — ¢*(U,,C) nach Lemma 6.1 eine lineare und beschrinkte
Abbildung. Sind zudem alle k¥ = (z — Kpy(z,w)) holomorph, so haben wir
Ju,(M) € Hy(U,,C) fiir M := span{k? : w € Q}. Ahnlich wie im Beweis von
Proposition 6.2 folgt aus der Dichtheit von M und aus der Abgeschlossenheit von
H,U,,C)in ¢*(U,,C)

v, (H) = |y, (ct M) C cl( |y, (M) € ct(Hy(U,, C)) = Hy(Uy,, ©) .

Da Holomorphie eine lokale Eigenschaft ist, trifft (i) zu.

Infolge von Satz 10.3, der sich aus dem Satz von der gleichméBigen Beschridnktheit
ergibt, zusammem mit dem Satz von Riesz-Fischer ist (ii1) dquivalent zur Holo-
morphie von Qowe K2 ) = f(w) € C fiir alle f € H, was bekannterweise die
Holomorphie aller f € H, also (i) bedeutet.

Setzt man (ii) voraus, so ist fiir festes z auch w — Ky(z, w) = Ky (W, z) holomorph.
Fiir (zo;wo) € Q X Q sei r > 0 so klein, dass U,(z0) U U,(Wy) € Q und dass
Ky(z,2) < C(< +00) fiir alle z € U,(z9) U U,(Wy). Fiir (z;w) € U,(z9) X U,(wy)
folgt dann wegen Ky(z, w) = (k,,, k;) mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

|Ku(z, w)* < K(z, 2)Ky(w, w) < C2.

Also ist (z; w) — Kpy(z, w) auch lokal beschrinkt, was zusammen mit der kompo-
nentweiseen Holomorphie nach Satz 10.5 die Holomorphie von (z; w) = Kg(z, W),
also (iv) bedeutet.

Umgekehrt impliziert (iv) sicher die Holomorphie von z — Kg(z, w) fiir jedes
w € Q sowie die Stetigkeit von (z; w) — Kp(z, w). Letzteres bedingt die Stetigkeit
von z — Kpy(z, z) und daher die lokale Beschrinktheit.
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7.2 Bemerkung. Fiir einen Banachraum Y iiber C und ein offenes D C C heif3it
g : D — Y antiholomorph, wenn g o~ : D — Y holomorph ist. Fiir so ein g heift

d .1 .1 .
5280 = (g )@ =lim Z((g 0)EZ+h) = (g07)R) = lim - (g(z + 1) = ¢(2)

die antiholomorphe Ableitung bei z.
Istdann T : Y — Z konjugiert linear und stetig mit einem weiteren Banachraum
tiber C,soist T o g : D — Z wegen

.1 .1 0
lim ~(T((z + ) = T((2))) = T(lim =(s(z + )~ 8(2)) = T(5-8()

wieder holomorph mit (7 o g)'(z) = T(%g(z)).
Insbesondere besagt die Aussage (iii) in Proposition 7.1, dass Q 5 z — k' € H
antiholomorph ist.

7.3 Beispiel. Der Hardyraum H*(D) (C CP ) aus Beispiel 1.7, (1), besteht nach (2)
aus holomorphen Funktionen. Der Hardyraum H?(C*) auf der oberen Halbebene
erfiillt nach Beispiel 3.3

HA(C = (2 1) rewm)

Vr(z + 1)
und besteht folglich auch aus lauter holomorphen Funktionen. Also treffen sowohl
fiir H*(D) als auch fiir H*(C") die drei Aussagen in Proposition 7.1 zu.

7.4 Bemerkung. Seien G ein abstrakter Hilbertraum, ) # Q C C offen und
k : Q — G eine Abbildung derart, dass Q > w — k(W) € G holomorph ist.
Nach Lemma 1.6 gibt es dann einen kernreproduzierenden Hilbertraum H und ein
kontraktiv, lineares und surjektives ¢ : G — H mit kery = Z* und isometrischem
Wlz 1 Z — H, wobei Z = cl span{k(w) : w € Q}. Zudem gilt k7 = y(k(w)), w € Q.
Da beschrinkte lineare Abbildungen Holomorphie erhaltend sind, ist mit w +— k(W)
auch Qs> w - k% e H holomorph und wegen Proposition 7.1 sind es auch alle
feH.

Im Folgenden seien Eigenschaften erwéhnt, welche die Holomorphie der Elemente
eines kernreproduzierenden Hilbertraumes nach sich zieht
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7.5 Fakta. Sei Q eine offene Teilmenge von C und L € C® ein kernreproduzieren-
der Hilbertraum derart, dass alle f € L holomorph sind.

1.

3.

Ist A € Q eine Teilmenge mit mindestens einem Haufungspunkt in jeder
Zusammenhangskomponente® von €, so ist span{k’’ : w € A} dicht in L.

In der Tat folgt aus f L kX, w € A, dass f(w) = (f,kL) = 0, w € A. Nach
dem Identitdtssatz, Satz 10.4 angewendet auf jede Zusammenhangskompo-
nente von Q, folgt f = 0; siche Satz 10.4. Also gilt ¢f span{k% : w € A} =
{(kE:we A =0} = L.

. Nach Proposition 7.1 ist die Abbildung z > k% antiholomorph; siche Bemer-

kung 7.2. Wenden wir Lemma 1.6 auf L statt G und die Funktion k : Q — L,
k(z) = [%kZL an, so erhalten wir einen kernreproduzierenden Hilbertraum H
samt surjektiver und linearer Kontraktion ¢ : L — H, wobei

0 : 1
W)@ = (F. g2k = lim(f (kL — ),

1 _
:}lEI%Z(f(Z+h)_f(Z))L:f,(Z)aZEQ,

und daher H = {f’ : f € L}. Also haben wir f € kery genau dann, wenn
f € L konstant auf jeder Zusammenhangskomponente von € ist, was im
Fall eines Gebietes Q genau kery = span{1} N L (als Unterraum von C**)
bedeutet. Zudem gilt

2

070w

oKL 0 L 0 L
Ki(z,w) = Y(-)@) = (5zy(k,))(2) = =Wk, () = Ki(z,w).

ow ow ow
Setzen wir Q als einfach zusammenhéingend voraus, dann hat das holomorphe
x : Q — Lmit y(w) = k% eine eindeutige Stammfunktion X : Q — L, wenn
wir X(a) = O fiir ein festes a € Q voraussetzen. Ist yg; : [0,1] — Q fiir
b € Q ein stetiger und stiickweise stetig differenzierbarer Weg mit y;,(0) = a
und y;,(1) = b, dann gilt fiir b € Q

X(b) =f x(§)di.

Ya,b

Diese Bedingung ist offenbar erfiillt, wenn Q ein Gebiet ist und A C Q in Q mindestens einen
Hiaufungspunkt hat.
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Wenden wir Lemma 1.6 auf L statt G und die Funktion k : Q — L, k(z) :=
X(Z) an, so erhalten wir einen kernreproduzierenden Hilbertraum H samt
surjektiver und linearer Kontraktion ¢ : L — H, wobei ¢/(f) wegen

1
(@) = (f, X@) = (f, fo Yaz(®) - (x 0 va) (D) db),

1
=£7&@%ﬁ%whm=fwﬂ0%

Yaz

eine Stammfunktion von f ist, die bei a verschwindet. Somit erhalten wir
kery = {0} und

&@m:W@:wmm@:f

Yaz

X(W)(é)d§=f f K (&, m)dndg,
Yaz ~VYaw

weshalb K (a,w) = 0 = Ky(z, a) und %;WKH(Z’ w) = Ki(z, w).

7.6 Beispiel. Der Dirichletraum D(D) C CP aus Beispiel 1.7, (3), besteht aus
holomorphen Funktionen und hat die Kernfunktion Kpp)(z, w) = log ( : fzw), Z,WE
D. Gemdl Fakta 7.5, 2, ist ¢ : D(D) — {f" : f € D)} lineare und wegen
1p ¢ D(D) bijektiv. Versehen wir {f” : f € D(D)} mit dem Skalarprodukt derart,
¥ isometrisch ist, so bildet H := {f’ : f € D(D)} einen kernreproduzierenden
Hilbertraum mit Kernfunktion

i 1 1

K = 1 = .
n@ow) =50 Og(l —zw) (1= zw)?

Fir f € D(D) mit f(z) = X, %z”, wobei a € £*(N U {0}) mit a(0) = 0 gilt
Il fllomy = llallz; siehe Beispiel 1.7, (3). Folglich haben wir f” € H mit

) = Z Vi - am)z"" = Z Vi +1-an+ 17",
n=1 n=0

wobei [|fllz = Iflloe) = llalle.

7.7 Beispiel. Den kernreproduzierenden Hilbertraum aus dem vorherigen Beispiel
erhalten wir auch auf die Weise, wie wir Hardyraum und Dirichletraum konstruiert
haben. Dazu sei k : D — ¢2(N U {0}, C) mit k(w)(n) = w" Vn + 1, n € N U {0}.
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Ist  : (N U {0},C) — CP die lineare Kontraktion aus Lemma 1.6, so stimmt
fiir a € (N U {0}, C) der Funktionswert y(a)(z) = (a, k(2))p fiir alle z € D mit
dem Grenzwert der konvergenten Reihe )" ) Vr + la(n)z" iiberein. Diese Reihe
verschwindet fiir alle z € D genau dann, wenn a(n) = 0, n € N U {0}, womit
kery = {0} und cf span{k(z) : z € D} = £2(N U {0}, C).

B(D) ={y(a) : a € *(N U {0},C)}

={(z > Z Vi + la(n) ") : a € 2N U {0}} (12)
n=0

versehen mit einem Skalarprodukt derart, dass  : £2(N U {0}, C) — B(D) unitir
ist, bildet somit einen kernreproduzierenden Hilbertraum, der aus analytischen
Funktionen auf D besteht und Bergmannraum auf D genannt wird. Zudem haben
wir

[

Kao(z,w) = Ko@) = gk(w)(@) = (k(w), k() = ) (n + 12"

n=0
d 1 1
= E(l——u = Dly=wz = Rk
Weierts gilt
1
BD) ={f € HD,C): ;Llf(z)lzdﬂz(z) < +oo} (13)

und fiir f € B(D) die Gleichung ||f ||%(D) = }T fD |f(2)? dA>(z). Da B(D) vollstindig
ist, konnen wir B(D) als abgeschlossenen Unterraum von L*(D, i/b) betrachten,
wobei ein f € B(D) mit der Aquivalenzklasse aller mit f bis auf eine 1,-Nullmenge
iibereinstimmenden Funktionen identifiziert wird.

Beziiglich (13) haben wir 8(D) € H(D, C) in (12) gesehen. Fiir f € H(D, C) gilt
f@) = 2o bm)7", z € D, mit eindeutig bestimmten Koeffizienten b(n) € C so,
dass diese Potenzreihe Konvergenzradius > 1 hat. Dabei gilt fiir r € (0, 1) wegen
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der gleichméBigen Konvergenz auf rD

1 1 ‘ N . N
- f f@P A = f Jim (Z; b(n)z )[mzo b(m)zm)dﬂxz)

|
= lim —
N—oo 7T

N
f Z b(n)b(m) 2'7" dA(z)
rD

n,m=0

N r 1 27T
: n+m+1 — it(n—m)
1\1/1_r>r‘30 E b(n)b(m) j(; Jo, = j; e drdp

n,m=0

N r
lim Y |b(n)*2 f " dp
qunzz(; 0

N 00
1 1
li b 2~ 2n+2 — b 2 - 2n+2.
Nggo;mnn“r ;I(n)lmlr

Daraus folgt (etwa mit Hilfe des Satz von der Monotonen Konvergenz fiir das
Zidhlmaf auf N U {0})

o0

1 1
- j}; If @I dAa(2) = Z mlb(n)l2 (€ [0, +0c0]). (14)

n=0

Im Fall f € B(D) gilt f(z) = Y2, Vn + la(n)z" mit a € (*(N U {0}, C), womit
b(n) = Vn + la(n), n € N, die Koeffizienten der Potenzreihe fiir f abgeben und
infolge die rechte Seite von (14) endlich ist. Im Fall, dass die linke Seite von (14)
endlich ist, gehort a : N U {0} — C mit a(n) = % zu (N U {0}, C) und nach
(12) folgt f € B(D).

7.8 Korollar. Ist Q C C offen, so bildet die Menge B(Y) aller holomorphen
f:Q — C mit fQ |f(2)I> dA>(2) einen als Unterraum von L*(Q, A,) einen kernre-
produzierenden Hilbertraum.

Beweis. B(Q) bildet offenbar einen linearen Unterraum von L*(Q, A,). Ist (f,)pen
eine Folge aus B(Q) mit f, — f € L*(Q, A,) beziiglich der entsprechenden ||.||,-
Norm, so folgt fiirw € Qund r > 0 so klein, dass w+rD C Q, ||(f,—f)-1,v4pll2 = O,
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womit auch |[g, — gl — 0, wobei g,g, : D — C durch g(z) = f(w + rz) und
2:.(2) = f,(w + rz) definiert sind.

Da die g, holomorph sind, folgt aus (13), dass g, € B(D). B(D) ist abgeschlosser
Unterraum von L*(D, A,), weshalb g dquivalent (sich also nur auf einer Nullmenge
unterscheidet) zu einem g € B(D) ist und infolge ein zu f dquivalentes f gibt, das
auf w + rD holomorph ist.

Wir konnen Q mit abzihlbar vielen Kugeln Uy, k € N, der Form w + rD C Q
ausfiillen. Bezeichnen f* : Q — C die zu f dquivalenten Funktionen, die auf Uy
holomorph sind, so gilt f¥|y,~y, = f'lu,nw, im Fall UyNU; # 0, da stetige Funktonen
iibereinstimmen, wenn sie am Komplement einer Nullmenge iibereinstimmen —
diese Komplement ist ja dicht. Also ist durch f(z) = f“(z) mit z € U eine
holomorphe Funktion auf Q definiert. Wegen

f@ - f@I < 1f@ - F @1+ 17'@ - F@l < 1f @ - F' @1+ D 1F@) - @)

=

unterscheidet sich f von f nur auf einer Nullmenge und ist daher eine zu f
dquivalente und holomorphe Funktion. Also ist der Grenzwert einer Folge aus
B(Q) wieder in B(2) und dieser somit abgeschlossen.

SchlieBlich ist @, : B(Q) — C fiir w € Q beschrinkt, da fiir w + ¥D C Q die
Einschriankung .|,,+,p : B(Q) — B(w + rD) beschriankt und B(w + rD) vermoge
T : g (z— gw+ rz)) bis auf eine Konstante > 0 isometrisch isomorph zu
B(D) ist, womit w,, = w(zf(D) o T o .|,+p Zusammensetzung beschrinkter linearer
Abbildungen ist. Q

8 Verkleinerung - Vergroflerung von

8.1 Bemerkung. Gilt 0 # M C Q und ist G € C® ein kernreproduzierender
Hilbertraum, so haben wir schon gesehen, dass fiir .[; : G — CM und Z =
ctspan{k! : z € M} immer ker .|y, = (kI : 1 € M}* =Z*.

H = {flu:f€Z ={flu:f € G} € CMversehen mit (fly,gly)u =
(f. 8, [, & € Z, bildet dann einen Hilbertraum und .|3; : Z — H einen unitiren
Operator. Wegen

skl = (i kD6 = fw) = fluw), feZ weM,
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ist H ein kernreproduzierender Hilbertraum auf M, wobei kf = k%), fir w € M
und infolge Ky = K¢lyxm-

Ist Q ¢ C offen, hat M mindestens einen Haufungspunkt in jeder Zusammenhangs-
komponente von €2 und besteht G aus holomorphen Functionen, so gilt wegen des
Identititssatzes (Satz 10.4) ker .|, = {0} und daher Z = G.

8.2 Lemma. Seien Q,® C C Gebiete mit QN O % O sowie H C C® und G € C®
kernreproduzierende Hilbertridume bestehend aus holomorphen Funktionen.

Hat M C Q N O mindestens einen Hiufungspunkt in jeder Zusammenhangskompo-
nente von* Q N O und gilt Ks(z, w) = Ky(z, w) fiir alle z,w € M, so existiert ein
eindeutiger kernreproduzierender Hilbertraum H C C*V® bestehend aus holomor-
phen Funktionen so, dass Kgloxa = Ky und Kglexe = Kg-

Beweis. Wegen Kyloxq = Ky erhalten wir die Eindeutigkeit von H aus Proposition
7.1 und dem Identititssatz, Satz 10.6.

Gemil Bemerkung 8.1 bildet Q = {f |§A24 : f € H} versehen mit dem Skalarprodukt
so, dass .|§Af[ : H(C C®) —» Q(< CM) unitir ist, einen kernreproduzierenden
Hilbertraum mit kg = kfj |§f4 und Kernfunktion Kp|y«y. Entsprechend bildet R :=
{gl% : g € G} versehen mit dem Skalarprodukt so, dass .[, : G(C C°) —
Q (< CM) unitir ist, einen kernreproduzierenden Hilbertraum mit k¥ = kS|, und
Kernfunktion Kg|yxuy- Aus Kylyxu = Kglyxy folgt Q = R.

Fir f € 0 = R(C C")sind f = ([)'f € Hund f = (|%)"'f € G offenbar
Erweiterungen von f auf Q bzw. ®, die holomorph auf Q2 bzw. ® sind. Wegen
(Flone)l = f = (flone)lu folgt aus dem Identititssatz, Satz 10.4 flone = flane
womit

(f, I o = (F. kY = fw) = fw) = (F, (IS0, feQ,

und folglich (.[{)k? = (S)KS fiir alle w € Q N ©. Fiir w € M gilt sogar ([5)k =
IS = k.

Somitistk : QUO® — Q durch k(w) := (I$)(KE), w € Q, und k(w) = (IS)KE), w €
®, wohldefiniert, wobei cfspan{k(w) : w € QU O} = Q wegen k(w) = kg fiir
w € M. Also stellt sich ¢ : QO — C?V® mit y(f)(w) = (f, k(w))g als injektiv heraus.
Nach Lemma 1.6 gibt es einen kernreproduzierenden Hilbertraum A € C®“® derart,

4Fiir M = Q N O trifft das sicherlich zu.
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dass ¢ : Q — H unitiir ist. Dabei gilt fiir f € H

Fow) = ()" £ k)6 = (fL kW) = Y(Hw), we®,

sowie X
Fo) = (DL kD = (fLk(W)o = w(HHw), weQ,

womit ¢( f) der Funktion f U f gleicht und infolge holomorph ist. SchlieBlich gilt
firz,we Q

Kz, w) = y(k(w))(2) = (k(w), k(2))o
= ((I)ED), (&g = K kD) = Ku(zow).

Entsprechend zeigt man Kz(z, w) = Kg(z, w), z,w € O. Q

8.3 Bemerkung. Im Fall Q = ® besagt Lemma 8.2, dass aus Ks(z, w) = Ky(z, w)
fiir alle z, w € M schon K = Ky und daher G = H folgt.

Folgendes Resultat geht in die entgegengesetzte Richtung wie Bemerkung 8.1.

8.4 Proposition. Seien Q C C ein Gebiet, M C Q mit mit mindestens einem
Hiiufungspunkt in Q und H C CM ein kernreproduzierender Hilbertraum.

Liisst sich jedes f € H zu einer holomorphen Funktion f : Q — C fortsetzen,
so bildet H = {f . f € H}(C C?) versehen mit (f,g)g = (f,g)n einen zu
H isometrisch isomorphen kernreproduzierenden Hilbertraum auf ), wobei die
Einschrinkungsabbildung .|y : H — H unitiir und die Kernfunktion Kz : QX Q —
C eine Fortsetzung der Kernfunktion Ky : M x M — C ist.

Beweis. Da nach de Identititssatz, Satz 10.4 die Fortsetzung f eines jeden f € H
holomorphiebedingt eindeutig ist und infolge a]%g = of + 8% gilt, bildet H
versehen mit (.,.)5z einen zu H isometrisch isomorphen Hilbertraum bestehend aus
auf Q holomorphen Funktionen. Mit f ~ f ist auch die Umkehrabbildung davon,
niamlich die Einschrinkungsabbildung .|y, : H — H unitir. Konnen wir zeigen,
dass fiir w € Q das Punktauswertungsfunktional @, : H — C beschrinkt ist, so
bildet H einen kernreproduzierenden Hilbertraum. Trifft das dann zu, so ist wegen

f@) = f@ = (£, kD = (f.k)y, zeM, (15)
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@, : H — C fiir z € M beschriinkt. Zudem erhalten wir sz = kf und weiters
Ki(z,w) = (K kg = (ki kDw = Ku(zow), z,we M.

Es bleibt die Beschriinktheit von @,, : H — C fiir w € Q \ M zu zeigen. Da Q als
Gebiet vorausgesetzt wurde, gibt es ein stetiges® y : [0, 1] — Q derart, dass y(0)
einen Hiufungspunkt von M in Q abgibt und y(1) = w € Q\ M gilt. Wegen der
Kompaktheit von y[0, 1] gilt® d(y[0, 1],C \ ) > 0. Fiir r € (0, +0) so klein, dass
r<dy[0,1],C\ Q), ist

D ={ze€C:d(z,v[0,1]) < r}
wegen der Stetigkeit von z — d(z,y[0, 1]) offen und erfiillt
wey[0,11UUS(y(0) CcDCQ.

Daes zu jedem z € Dein ¢t € [0, 1] mit |z — y(¢)| = d(z,y[0, 1]) < r gibt und daher
Z€ Uﬁc(y(t)) C D gilt, identifizieren wir D als Gebiet.

Wegen D C {z € C : d(z,v[0,1]) < r} € Q zusammen mit der Kompaktheit der
mittleren Menge sind alle £ € A auf D beschrinkt, womit durch

T:H — HyD,C), T(f) = flp,

eine lineare Abbildung definiert ist. Konnen wir zeigen, dass 7" als Unterraum von
H x H,(D, C) abgeschlossen ist, so folgt dem Satz vom abgeschlossenen Graphen
die Beschrinktheit von T und damit @,, = ,, o T € L,(H,C), wobei hier r,, fiir
die Einschriankung von r,, : £*(D,C) — C auf den abgeschlossenen Unterraum
H,(D,C) von £*(D, C) steht.

Beziiglich der Abgeschlossenheit von T gelte in H x Hy,(D, C)

lim(£:7f) = im(fs filo) = (F3h).

Da nach (15) Punktauswerten bei z € M N US(y(0)) stetig auf H und sowieso stetig
auf H,(D, C) ist, stellen sich die Einschriankungen der beiden Funktionen f und &
a~uf MnU (rc(y(O)) als punktweise Grenzwerte von (f,|yny<(,0)))ne heraus, womit
Flunvc ooy = Munuspo)- Weil D als Gebiet vorausgesetzt wurde, folgt nach dem
Identitétssatz, Satz 10.4 fiir holomorphe Funktionen f lp =h,was T f = f lp=h
bedeutet. Q

>Man kann y sogar als achsenparallelen Polygonzug wihlen.
Im Fall Q = C setzt man d(y[0, 1],C \ Q) = +co.
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Fiir das folgende Resultat sei daran erinnert, dass im Sinne von Satz 10.5 holomor-
phe Funktionen f : US(0) x US(0) — C mit r > 0 in der Form

fzw) = Z Conn?"W", z,w € UZ(0),
(mn)e(HUL0}?

angeschrieben werden konnen, wobei obige Summe unbedingt konvergiert. Sehen
wir fiir 0 < o < r den Ausdruck z”"w" als Abbildung von Kg(O) X KS(O) nach C, so
konvergiert obige Summe unbedingt sogar in Cb(Kff(O) X Kg(O), C) beziiglich ||.||co-
Die Koeffizienten ¢, ,) € C sind durch f] KE(0) eindeutig bestimmt, wobei

1 J(&,8)
o = i | | i e

f”f o f(gexpom,gexp(irz))
o (oexp(it)))" - (oexp(ity))"

= (27_[)2 dedTl

mit y,(7) = o exp(it), 7 € [0, 27]. Zudem folgt aus einer zweimaligen Anwendung
der Cauchyschen Integralformel fiir z, w € UE(O)

1 S, w) f f(&1,8)
W) = — di, = - diod
rew =l o< " @ur ), ), G-og-—m e
_ 1 f” f” floexp(it)), 0 exp(ir2)) Jede
QM2 Jo Jo (I—glexp(-it)a)(1 — o exp(—itw) =

8.5 Lemma. Zub € Cund r > 0sei K : US(b) x US(b) — C eine Funktion derart,
dass Ufj(b) X Ufj(ls) 3 (z; w) = K(z,w) € C holomorph mit Potenzreihenentwick-
lung
Ke+bw+b)= > 2", z,we U(0) (16)
a(NU{0})?

ist. Falls M C US(b) den Punkt b als Héufungspunkt hat, so sind folgende Aussagen
dquivalent.

o K|y ist Kernfunktion eines kernreproduzierenden Hilbertraumes auf M.

o K ist Kernfunktion eines kernreproduzierenden Hilbertraumes auf US(b).

.....
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Beweis. Zunichst halten wir o € (0, r) fest. Wenden wir die Uberlegungen vor der
aktuellen Aussage an auf f(z,w) := K(z + b, w + b) und substituieren 7; w» —7y,
so erhalten wir

o 1 fzﬂ f" K(oexp(—ity) + b, 0 exp(—it>) + b) Jrdn a7
™0 0nR Jo Jo (oexp(=im))™ - (0 exp(ira))” >

und (z,w € UE(O))

K(z+b,w+b) =

1 fzﬂ T K(oexp(—ity) + b, 0 exp(—it,) + b)
Qn? Jo Jo (1 —ptexp(it)z)(l — o~ exp(—ita)w)

dtydty. (18)

[.,.]: Cu(10,27t], C) x C,(]0, 27t], C) — C definiert durch (¢, ¥ € C,([0, 27t], C))

1
(2m)?

270 27T
[P, 0] = f f K(oexp(—ity) + b,0exp(—ity) + D) - ¢(71) - ¥(12) d7odT)
0o Jo

ist offenbar sesquilinear und wegen

[¢, w1l <  max [K(Z,m)I - |l - [1¥]]eo

beschrinkt, also stetig.
Wir definieren ¢;, j € NU {0}, und ¢, { € Ug(()), in C,([0, 271], C) durch

(1) = o~exp(ijr) and Y(r)=(1- exp(iT)Z—;)_l, 7€ [0,2m],
und erhalten aus (17), (18)

(&> On]l = Conwy and  [Y,, ¢, ] = K(z+b,w + D).

Folglich gilt

N N
[¢, ¢] = Z /_lm/lnc(m,nﬁ [w’ w] = Z 2m/lnl<(wym + b, w, + b) (19)
m,n=1

m,n=1
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fiir die Linearkombinationen
N N
6 = Y Auty und u(®) = Y L,
m=1 m=1

wobei Ay,...,dy € Cund wy, ..., wy € UF(0).
Fiir £ € U;(0) haben wir

(o) j (o) )
ve=(1-exp)S) = ) Cexplify = 100, 0)
S =T =0

mit einer absolut konvergenten Reihe im Banachraum Cu([0,27],C). In
Cy([0,27], C) gilt daher

Y€ L:=ctspan{¢;: j € NU{0}}. 21)

Zudem ist G : UE(O) — C([0, 27], C) mit G({) = ¥, nach (20) holomorphic.
Erfiillt u € C,([0,27t], C)’ die Gleichung u(G()) =0, € M N Uff(O), so folgt
u(G)=0,¢ € Ugc(()), aus dem Identitétssatz, Satz 10.4 und wegen (20) auch
u(@;) =0, j € NU {0}. Fiir die jeweiligen Annihilatoren erhalten wir

We:deMY Cly L eU (O Cig,: jeNU{O}*.
Da *+(R*) als Teilmenge von C,([0,27],C) mit cfspanR fiir jedes R C
C,([0, 27t], C) iibereinstimmt, folgt zusammen mit (21)

LD ctspan{y, : { € M} D clspan{y, : { € Uf(O)} 2L,

also Gleichheit.

Wenn eine der drei Aussagen, deren Aquivalenz es zu beweisen gilt, zutrifft,
dann gilt wegen (19) zusammen mit der Stetigkeit von [.,.] : C,([0,27t],C) X
Cy([0,27], C) — C die Ungleichung [0, 6] > O fiir alle 6§ € L und zwar fiir jedes
o € (0,r). Eine neuerliche Anwendung von (19) wieder fiir alle o € (0, r) zeigt,
dass damit alle drei Aussagen gelten. Q

8.6 Proposition. Sei ) # Q C C ein Gebiet und habe M C Q mindestens einen
Hiiufungspunkt in Q. Ist O C C? ein Gebiet mit

(2,2):2€QUMXM)COCQOXQ
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und F : O — C holomorph derart, dass F(z,w), z,w € M, die Kernfunktion
eines kernreproduzierenden Hilbertraumes auf M abgibt, so gibt es einen eindeu-
tigen kernreproduzierenden Hilbertraum H C C2 bestehend aus holomorphen
Funktionen derart, dass

Kg(z,w) = F(z,w), (zw)€eO.

Beweis. Seien b € Q ein Hiufungspunkt von M und r > 0 mit US(h) C Q
sowie US(b) x US(b) C O. Fiir K(z,w) = F(z,W), z,w € US(b), gelten die
Grundvoraussetzungen von Lemma 8.5. Voraussetzungsgemill und wegen
Bemerkung 8.1 18t K|y~ ycpyxmnuce) Kernfunktion eines kernreproduzierenden
Hilbertraumes auf M N US(b), wobei diese Menge b als Haufungspunkt hat. Nach
Lemma 8.5 ist dann K die Kernfunktion eines kernreproduzierenden Hilbertraumes
auf US(b), der aus holomorphen Funktionen besteht.

Bezeichne X die Menge aller © := Uic(b) enthaltenden Gebiete & C Q derart, dass
es einen kernreproduzierenden Hilbertraum H= C C= mit Kj_|oxe = K bestehend
aus holomorphen Funktionen gibt. Offenbar gilt ® € X. Nach dem Identitétssatz,
Satz 10.6 ist Kp_ und infolge H= eindeutig durch E € X bestimmt. Zudem folgt
aus 2,5, € X mit 2, C 5,, dass KHEZLEIXEI = Ky, -

Ist 0 # 7 < X total geordnet, so bildet A = [Jz.s E ein Gebiet und
Kp = Uzes Kp. eine komplexwertige Funktion auf A X A. Da fiir wy,...,wy € A
immer wy,...,wy € E fiir ein 2 € 7, iibertrigt sich wegen Satz 1.13 die
Eigenschaft, Kernfunktion eines kernreproduzierenden Hilbertraumes sein, von
den Ky auf K5, womit K, = Ky, fiir einen kernreproduzierenden Hilbertraum
Hj auf A. Da die Holomorphie in mehreren Variablen eine lokale Eigenschaft
ist, vererbet sich diese von den Funktionen = X Z > (zzw) = Kp(z,w) € C auf
AXA > (zzw) — Ky, (z,w) € C, weshalb H, aus holomorphen Funktionen
besteht; siehe Proposition 7.1.

Nach dem Lemma von Zorn enthidlt X' ein maximales Gebiet A. Im Fall
Q = A setzen wir H := H, und erhalten F(z,w) = K(z, w) = Kz(z, w) fiir alle
(zz;w) e B X 2) (€ 0). Nach dem Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen in meh-
reren Variablen, Satz 10.6 folgt F(z, w) = Kg(z, w) fiir alle (z; w) € O (C Q X Q).
Dass H eindeutig mit dieser Eigenschaft ist, folgt auch aus diesem Identitiitssatz.
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Im Fall A € Q wollen wir einen Widerspruch herleiten. Weil A offen ist, gilt
ANct(Q\A) CANncl(C\ A) = 0. Folglich haben wir fiir das zusammenhingende
Q) notwendigerweise cf(A) N Q\ A # (. Seien a € cf(A)NQ\ Aund s > 0 so,
dass Ui(a) cQ, Ug’;(a) X Ug’;(c'z) C O. Fiir c € US(a) N A (# 0) und hinreichend
kleines ¢ € (0, s) gilt

aeU(c)CUs(a)CQ, Us(c)CA, Us()xUs@CO.

Nach Bemerkung 8.1 ist K HA|U§(c)>< US(o) Kernfunktion eines kernreproduzierenden
Hilbertraumes. Weil

US(c) x US(@) 3 (z;w) - Ky, (z,w) € C

nach Proposition 7.1 holomorph ist, konnen wir Lemma 8.5 anwenden, wo das
dortige K die Funktion Ky, |yc(xue()> und das dortige M unsere Menge Us(c) ist,
und erhalten, dass auch Ky, |;c s, Kernfunktion eines kernreproduzierenden
Hilbertraumes ist.

Gemil Lemma 8.2, wo das dortige M wieder unsere Menge Ugc(c) ist, gibt es
einen kernreproduzierenden Hilbertraum A ¢ CAV US© bestehend aus holomorphen
Funktionen mit Kz|A X A = Ky, , weshalb auch Kj7lexe = K. Wegen a € Uf(c) \A
gilt hier A U US(c) 2 A, was aber einen Widerspruch zur Maximalitit von A
bedeutet. Q

Wir fassen Bemerkung 8.1, Proposition 8.4, Bemerkung 8.3 und Proposition 8.6 in
folgendem Satz zusammen.

8.7 Satz. Ist ) # Q C C ein Gebiet, hat M C Q mindestens einen Hdaufungspunkt
in Qund ist H C C” ein kernreproduzierender Hilbertraum, dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(i) Es gibt einen kernreproduzierenden Hilbertraum H C C% bestehend aus
holomorphen Funktionen mit Kg|yxy = Kg.

(ii) Es gibt ein Gebiet O C C? mit
(D) :2€eQUMXM)COCQAXQ

und ein holomorphes F : O — C derart, dass F(z, w) = Ky(z,w), z,w € M.
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(iii) Jedes f € H hat eine Fortsetzung f : Q — C, die holomorph ist.

Sollten diese Aussagen zutreffen, so ist der Raum H in der ersten Aussage eindeutig
durch Kglyxy = Ky bestimmt, und fiir die Funktion F in (ii) gilt sogar F(z,w) =
Ky(z,w), (zzw) € O.

8.8 Beispiel. Wie wir in Beispiel 3.6 gesehen haben, ist fiir ein holomorphes
h:C" - Cmit||h|le <1

1 — h(z) - h(w)
KH(Z,W) = #, Z,We C+, (22)

Kernfunktion eines kernreproduzierenden Hilbertraumes H, der in H,(C") kontrak-
tiv eingebettet ist und folglich aus holomorphen Funktionen besteht, was wir mit
Hilfe von Proposition 7.1 auch aus (22) erhalten.

Wir setzen M := C* und nehmen £ als holomorph fortsetzbar auf ein offenes Gebiet
G 2 C* derart an, dass |h(x)| = 1 fiir alle x € GNR (# 0). Die auf GN G definierte
holomorphe Funktion A(z) - @, 7€ GNG, stimmt dann auf G NR(C GNG)
und infolge des Identititssatzes auf ganz G N G mit der Konstanten Funktion 1,5
iiberein, weshalb % auf G N G keine Nullstellen hat. Mit N bezeichnen wir die
Menge der Nullstellen von 4 in G \ G(cCH).

Firz e (G\ N)\ G (< C) setzen wir h(z) := % und erhalten eine wohldefinierte

Abbildung 4 : (G \ N)UG — C, die Nullstellen nur in G \ G hat. Da Holomorphie
eine lokale Eigenschaft ist, stellt sich die Fortsetzung von 4 als holomorph heraus.

Dabei gilt h(z) = % fiirz € (G\ N) U (G \ N). Man beachte, dass

Q=G\NUG=C'UGNR)UC \N)(2GNG),

wobei N eine in C~ U (G N R) isolierte Teilmenge von C~ abgibt.
Zu jedem x € GNR setzen wir 6, := min(1, d(x, R\(GNG))), womit U (x) € GNG.
Die Menge

0:=(C"xCHUC \N)x (C\N)U | | U5 x U5 )

xeGNR
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enthilt sowohl M x M = C* x C~ als auch {(z;2) : z € Q}. Zudem gilt O € QX Q.
Wir wollen zeigen, dass F' : O — C mit

1-n(2)-h(W)
2mi(w—z) zFEwW,

F(z,w) = (23)

T, -~ N
h(w) - Bz = w,

welche eine Fortsetzung von
C*xC =MxM>(z;w) — Ky(z,w) € C

darstellt, holomorph auf O ist. Da Holomorphie eine lokale Eigenschaft ist, reicht
es, fir (a;b) € O eine offene Umgebung U, davon mit Uy, C O derart zu
finden, dass F darauf holomorph ist.
Im Fall (a; b) € U (x)x Uy (x) mit einem x € G NR gilt fiir ungleiche z, w € Uy (x)
wegen W -hiw) =1
Fle,w) = hw) - 20— 1D

2mi(w — 2)
weshalb .

F(z,w) = M f W(z+s(w—2))ds.

2 0

Wir identifizieren F auf U (x) X Uy (x) als stetig und komponentweise holomorph,
also holomorph.

Liegt (a;b) in keinem der Uy (x) X Uy (x), dann gilt (a;b) € C* x C oder
(a;b) € (C~\ N) x (C* \ N). Im ersten Fall setzen wir Ugp = C* x C” und
im zweiten U, == (C” \ N) x (C*\ N). Weil fiir (z; w) € Uy jedentalls z # w,
haben wir F(z,w) = %, was sich wieder als stetig auf U, und dort als
komponentweise holomorph erweist.

Also konnen wir Satz 8.7 anwenden und erhalten einen kernreproduzierenden
Hilbertraum A € C® mit Kglyxy = Ku, ja sogar Kg(z, w) = F(z,w), (z;w) € O.
Unschwer ldsst sich zeigen, dass dann

1-h(z)-h(w) -
i » LT W

Kg(z,w) =
h(w) - B () =W,

2m

sogar fiir alle z, w € Q.
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9 Hilbertraumwertige kernreproduzierende Hilber-
traume

9.1 Bemerkung. Sei Q # 0 und d € N. Ein Hilbertraum H iiber K, dessen Elemente
Funktionen f : Q — K sind, also H C (K¢)® versehen mit der punktweisen
Addition und skalare Multiplikation, hei3t d-vektorwertiger kernreproduzierender
Hilbertraum, falls fiir alle t € Q die lineare Abbildung H > f — f(f) € K4
beschrinkt ist.

Offenbar konnen wir f : Q — K< als Funktion f : Qx{1,...,d} — Kinterpre-
tieren, indem wir f(t, k) = f(H)(k) firt € Qund k € {1,...,d} setzen. Zudem ist
eine lineare Abbildung A : H — K“ genau dann beschrinkt, wenn die linearen
Abbildungen 0 A: H - K, k=1,...,d, alle beschriinkt sind.

Also ldsst sich ein d-vektorwertiger kernreproduzierender Hilbertraum H auf Q
als ein kernreproduzierender Hilbertraum auf der Menge Q X {1,...,d} gemiB
Definition 1.1 betrachten. Sind dann die kg, » € H gemill Bemerkung 1.2 fiir
Funktion f € (K9)® gegeben durch

(fa k{;{]))H
foe=1
(f, kg,d))H

Die dazugehorige Kernfunktion K:Qx({l,....d)) x(Qx{l,...,d}) = Kvon

auffassen, wobei

K(s,1) = (ki (s,D) = (K(Cs,), (2, )

ij=1,.., ij=1,.d

Wir wollen im Folgenden entsprechende Aussagen fiir Hilbertriume machen, deren
Elemente Funktionen mit Werten in einem gewissen Hilbertraum sind.

9.2 Definition. Sei @ # 0 eine Menge und L ein Hilbertraum iiber K. Ein
Hilbertraum H iiber K, dessen Elemente Funktionen f : Q — L sind, also
H C L° versehen mit der punktweisen Addition und skalare Multiplikation, heif3t
L-vektorwertiger kernreproduzierender Hilbertraum, falls fiir alle r € Q die lineare
Abbildung @, : H — L mit @w,(f) = f(¢) beschrinkt ist, also @, € L,(H, L) gilt.
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9.3 Fakta. Sei Q # 0 eine Menge und L ein Hilbertraum iiber K.

1. Ist H ein L-vektorwertiger kernreproduzierender Hilbertraum iiber 2 und
t€Q,sogilt fir k¥ :== @} € L(L,H)und f € H

(@,(f), x)r = (f, k'), feH xeL.

Die Abbildungen k¥ € L, (L, H), t € Q, entsprechen den in Bemerkung 1.2
beschriebenen Elementen und erfiillen {k"x : t € Q, x € L}* = N, o ker @, =

{0}.

2. Ist G ein beliebiger Hilbertraum tiber K und k : Q — L,(L, G) eine Funktion,
so wird durch
Y(a) = (t - k(t)'a), aeG,

eine lineare Abbildung  : G — L% definiert. Dabei gilt y/(a) = 0 genau
dann, wenn a € ker k(t)* = k(t)(L)* fiir alle r € Q, womit kery = {k(f)x : t €
Q,x € L}*-. Auf Z = (kery)* = cfspan{k(t)x : t € Q, x € L} ist ¢ infolge
injektiv, weshalb durch H = (Z) € L® und (f, g)u = (YI;' f,¥l;'8)c ein
zu Z isometrisch isomorpher Hilbertraum definiert wird. Dabei gilt

@.f = f(t) = k(t)'Yl,' f

womit @, = k(1)*yl,' € Ly(H, L). Also ist H ein L-vektorwertiger kernrepro-
duzierender Hilbertraum mit k7 = @’ = yk(?).

3. Die Kernfunktion Ky : Q X Q — L,(L) eines L-vektorwertigen kernreprodu-
zierenden Hilbertraum H auf QQ wird definiert durch

Ky(s,t) = wk = KTy k.
Offenbar gilt Ky (s, )" = Ky(t, s), s,t € Q. Zudem haben wir

N N N N
D Kt t)%0 %) = ) (KK 0, x0), = O K, > K x)e
n=1 m=1

m,n=1 m,n=1

und daher fiir K = Ky

N
D (Kt )%, %) 20, NN, 11, ty €Q, xp,..,xy € L. (24)

m,n=1
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4. Sei umgekehrt K : Q X Q — L,(L) eine Funktion, fiir die K(s,1)* =

K(,s),s,t € Q, und (24) zutrifft. Die durch K((s,x),(t,y)) =
(K(s, 1)y, x), definierte Funktion K : (Q x L) X (Q x L) — K erfiillt

K((s,%),(t,y) = (K(s,0y,x), = (K(t,8)x,y), = K((1,y),(s,x)) und fiir
N eN;(t,x1),...,(tn, xn) € QX L;A,..., Ay €K

N N
Z /_lm/lnk((tm» xm)» (tna xn)) = Z (K(tm’ tn)(/lnxn)a /lmxm)L >0 ) (25)
m,n=1 m,n=1

weshalb es nach Satz 1.13 einen kernreproduzierenden Hilbertraum H C
KL mit Kernfunktion K gibt.

Wir halten r € Q fest. Fiir f =K(.,(r,2) = kA ) gilt

(rz
f(t,ax+By) = K((t, ax+By), (1,2)) = (K(t, ")z, ax+By), = af(t, \)+Bf(t,y) .

Da die Punktauswertungen bei (¢, ax + By), (, x), (¢, ) linear und auch stetig

sind, gilt diese Gleichung fiir alle f € cf spanfk(! , : (r,2) € Qx L} = H;

siche Lemma 1.5. Die Funktion [.,.] : L x H — K mit [x, f] = f(t, X) ist
folglich linear in x und offenbar konjugiert linear in f. Wegen

@0 = [(F k)P < IKEIPIAR = R (@, x), 2, x0) IFIP
= (K (2, 0, )] IIFIP < 1K@ nllIPIAP

ist [.,.] eine beschrinkte Sesquilinearform und wir erhalten nach Satz 10.2

ein k(t) € Ly(L, H) mit (k(t)x, /), = f(t,x), x € L, f € H, und infolge
k(H)x = k! .

Firk : Q — L,(L, H) gilt daher {k(t)x : x € L,t € Q}*+ = {0}, weshalb gemil
2durch ¢ : H — L2 mit y(f) = (t = k(r)*f) und H := y(H) C L ein
L-vektorwertiger kernreproduzierenden Hilbertraum H auf Q mit k7 = yk(?)
definiert ist. Aus

(Kn(s, )y, 00 = Kkly, ), = Ky, K x)m = (k(@)y, k()05
= (kfl) k) = (5,2, (1) = (K(s,0, %), xy€L,

folgt Ky(s,t) = K(s,t) fir alle s, € Q.
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5. Stimmen die Kernfunktionen Ky, Ky,

Qx Q — Ly(L) von L-

vektorwertigen kernreproduzierenden Hilbertrdumen H;, H, iiberein, so folgt

firty,...,ty € Qund x1,...,xy € L
N N
1 kxR, = > (K, (s 1% X
n=1 m,n=1
N N
= 3 Kt )20 ) = 1| Y K2,
m,n=1 n=1
T = ¢ span{(ktH‘x; k,HZx) :te Q,x € L} bildet daher eine lineare und
isometrische Abbildung von cfspan{k'x:teQ,xel} = H, auf

ctspan{k™x:teQ xe Ly =H,. Ist f € H},so giltfir x € L, 1 € Q,

(TH®, 0 = (T Lk, = (TF,Th" X)n, = (k" On, = (F08), X)1,

womit 7 f = f und folglich H, = T(H,) = H,; als Teilmenge von L2 sowie

T = idHl-

10 Anhang

Wir bringen hier einige der oben verwendeten Resultate, die iiberlicherweise eher

nicht in den Vorlesungen gebracht werden.

10.1 Lax-Milgram etwas allgemeiner

10.1 Definition. Seien X, X, zwei normierte Raume iiber dem Korper K. Eine
Sesquilinearform [.,.] : X; X X, — K heillt beschrdnkt, falls es eine Konstante

¢ € [0, +00) gibt mit

Ilx, 1| < clixllllyll fiir alle x; € X1, x, € X>. (26)

Das kleinste derartige ¢ > 0 heilit Norm der Sesquilinearform [.,.] und wird mit

[I[., .]|| bezeichnet.
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Da das Infimum aller (26) erfiillenden ¢ > 0 wieder (26) erfiillt, ist ||[., .]|| wohlde-
finiert.

Wie man leicht nachpriift, ist eine beschrinkte Sesquilinearform als Abbildung von
X x X nach K stetig.

10.2 Satz (Lax-Milgram). Seien H|, H, Hilbertridume iiber demselben Korper K.
Eine Sesquilinearform [.,.] : Hy X Hy — K ist genau dann beschrdnkt beziiglich
der von den Skalarprodukten erzeugten Normen, wenn es ein B € L,(H,, H,) mit

[x,y] = (Bx,y)u, fiiralle x€ H,,y € Hy,

gibt. Die Abbildung’ B — (B.,.)y, von Ly(H,, H,) in der Vektorraum aller be-
schrénkten Sesquilinearformen auf H, X H, ist dabei linear, bijektiv und erfiillt

I1BIl = IIL., -1ll-

Beweis. Offenbar bildet der Raum aller beschriinkt Sesquilinearformen auf H; X H,
beziiglich der punktweisen Addition und skalaren Multiplikation einen Vektorraum
tiber K. Fiir B € L,(H,, H,) gilt wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

|(Bx, p)I < [IBx|lllyll < lIBI[lIyllllxI| fur alle x € Hy,y € H,,

womit ||(B., .)|| < ||B|| und sich B — (B.,.) als offensichtlich lineare Abbildung von
L,(H,, H») in den Vektorraum aller beschrinkten Sesquilinearformen herausstellt.
Gilt dabei (Bx,y) = 0 fiir alle x € H,y € H,, so folgt aus zunédchst Bx = 0 fiir alle
x € H; und damit B = 0, weshalb sich B — (B.,.) als injektiv erweist.

Um die Surjektivitit zu zeigen, sei [.,.] : H; X H, — K eine beschrinkte Sesquili-
nearform. Fiir x € H, ist die Abbildung

{H2 - K
L,:
y =[xyl

linear und erfullt |L.(y)[ = |[x, yI| < [I[., Tl IxlHIyll, also [[Lill < (I[., I ||x]l. Wie man
unmittelbar aus der Definition erkennt, gilt L,,,,, = L,, + L,, und L,, = aL, fiir
X1, X2, x € Hyund a € K. Also ist die Abbildung ¥ : H; — H} mit ¥(x) = L,
konjugiert linear und erfullt ||Wx|| < |I[., .1l ||x]l.

"Im Fall [,.] = (B.,.) nennt man B den Gram-Operator der Sesquilinearform [., .] beziiglich (., .).
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Bezeichnet ® : H, — H) die konjugiert lineare und normtreue Abbildung aus
dem Satz von Riesz-Fischer, dann ist B .= ®~! o ¥ : H; — H, linear und erfiillt
[|Bx|| < |I[., .1l lIxll, x € Hy, also B € L,(H;, H,) mit ||B|| < ||[.,.]l]. Gemil} unseren
Definitionen gilt

(Bx,y) = (v, Bx) = ®(Bx)(y) = ¥(x)(y) = L«(y) = [x,y] fiir x € Hy,y € H>,

weshalb [.,.] = (B.,.)n,. Wegen ||B|| < ||[.,.]ll = |I(B., Il < ||B|| haben wir auch
Bl = L., -ll- Q

10.2 Punktweise Holomorphie

Als erstes wollen wir fiir ein offenes D C C von der punktweisen Holomorphie
einer Funktion f : D — Ly(X, Y) auf die Holomorphie derselben schlieBen. Die
Holomorphie einer Funktion 4 : D — Z mit einem Banachraum Z iiber C ist dazu
dquivalent, dass es zu jedem w € D Elemente a, € Z, n € N U {0}, derart gibt, dass

hz) =) (2= w)'a, z€US W,
n=0
wobel p,, € (0, +00] maximal mit der Eigenschaft ist, dass der Kreis Ufw(w) um w
in D enthalten ist. Obige Gleichheit umfasst die Konvergenz von " ,(z — w)"a,
fiir alle z € Ufw(w), also die Tatsache, dass der Konvergenzradius dieser Reihe
> p, ist. Dabei gilt fiir y : [0,271] — U5 (w) mit y(r) = w + & exp(ir)

! 1
C | node, 27
)

a, = % ; (( —
weshalb die a, € Z eindeutig durch 2 : D — Z und w € D bestimmt sind.
10.3 Satz. Seien X und Y Banachrdume iiber C sowie D C C offen und nichtleer.
Eine Funktion f : D — Ly(X,Y) ist genau dann holomorph, wenn D > z — f(2)x €
Y fiir alle x € X holomorph ist.

Beweis. Ist f : D — Ly(X,Y) holomorph, so gibt es zu w € D Operatoren
A, € Ly(X,Y), n € NU{0}, mit f(z) = X" (z—w)"A, fiir z € U, (w). Da fiir x € X
die Abbildung L,(X,Y) > R — Rx € Y lineare und beschrinkt ist, folgt

F@x= () = w'A)x = ) (= w)(4,%)
n=0 n=0



58

samt Konvergenz der rechten Seite, womit sich D 3 z — f(z)x € Y als holomorph
herausstellt.
Sind umgekehrt die Funktionen D 3 z — f(z)x € Y fiir alle x € X holomorph,
so gilt f(2)x = X;20(z — w)'a,(x), z € Uy, (w), mit a,(x) € Y. Fiir x,y € X und
a, B € Cfolgt aus

D @ wayax +By) = f@)ax +fy) = af@x +BFR)y

n=0

(o)

=a Z(z - w)'a,(x) + B Z_;(z - w)'a,(y)

n=0
= > =W (aa,(0) +Ba,(), z€ Us w),
n=0

wegen der Eindeutigkeit der Koeflizienten in Abhéngigkeit von der betrefllichen
holomorphen Funktion und vom Entwicklungspunkt w, dass a,(ax+8y) = aa,(x)+
Ba,(y), wodurch sich a,(.) : X — Y als linear herausstellt. Aus (27) angewendet
auf h = f(.)x zusammen mit der Tatsache, dass die Norm eines Wegintegrales
kleiner oder gleich der Linge des Weges mal Supremum der Norm des Integranden
auf dem Weg ist, erhalten wir

||an(x>||sm(%)‘” sup IIf(z)XIISn!(%)_"( sup (£ @) Il (€ [0, +00]).

Ow
lz—wl=5* l—wl=22

Da f(.)x auf der kompakten Menge K % stetig ist, haben wir SUP). = I|f(z)x]| <

+oo fiir jedes x € X. Gemill dem Satz von der gleichméBigen Beschrinktheit gilt
S0Zar Sup)._,,_o Il f(2)l| < +oo0, womit ||a,(x)|| < C||x]| fiirein C > 0 und allen x € X.
Also gilt A, .= a,(.) € Ly(X, Y). Da die Summandenfolge von einer konvergenten
Reihe eine Nullfolge ist, gilt auch
sup |I(z = w)"an(x)l| < +eo,
neNU{0}

weshalb wir wieder mit dem Satz von der gleichméBigen Beschridnktheit auf
SUp, o 12 = wY'A,ll < +oo fiir alle z € U (w) schlieBen. Mit z € U (w) liegt
fiir hinreichend kleines 6 > O auch z; :=w + (1 + d)(z — w) in Ug(w), weshalb

(o) (o) 1
—w)'A,|| = —Ww)'A, .
;n@ w)"A, Z; gy |G =Wl < oo
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Folglich konvergiert Y~ ,(z — w)"A,, fir alle z € Ug (w), wobei wegen A, x = a,(x)
(D @=wrA)x = - w)a,(x) = f)x firalle x € X,
n=0 n=0
und daher f(z) = Yooz — W)"A,. a

10.3 Identitatssatz

10.4 Satz (Identitditssatz). Seien Y ein komplexer Banachraum, G C C offen
und nichtleer sowie f,g : G — Y holomorph. Gilt f(z) = g(2) fiir alle 7 €
M, wobei M C G eine Menge mit mindestens einem Hdufungspunkt in jeder
Zusammenhangskomponente von G ist, so folgt schon f = g.

Beweis. Zunichst sie G ein Gebiet. Die Menge
A={weG: flusw = 8lusow flrein 6 >0 mit Us(w) C G}

ist wegen U s (z) € Us(w) fiir jedes z € U s (w) offen. Insbesondere ist C \ A
abgeschlossen und infolge c(G\ A)NAC(C\A)NA=0.

Es gilt auch ¢c(A)NG\A = 0. Um das einzusehen, sei w € c(A)NG\ A. Insbesondere
ist w ein Hiaufungspunkt der Menge A. Fiir hinreichend kleines 6 > 0 und gewisse
Koeffizienten a;, by € Y, k € N U {0}, gilt

@ =) c-wa, g@)=) @-wib, zeUsw).
k=0 k=0

Mit dem Argument aus der Analysis eins/zwei beziiglich der Ubereinstimmung
zweier Potenzreihen (siehe Korollar 6.8.9 und Bemerkung 9.3.3) angewendet auf
E = (AN Usw)) —w folgt flu,o = &lusow)» Was den Widerspruch w € A nach sich
ziehen wiirde.

Also ist G Vereinigung der getrennten Mengen A und G \ A. Da G zusammenhén-
gend ist, muss A oder G \ A leer sein. Eine weitere Anwendung des Argumentes
aus der Analysis eins/zwei (Korollar 6.8.9 und Bemerkung 9.3.3) angewendet auf
E = (M N Us(w)) — w mit einem Haufungspunkt w € G der Menge M C G und
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hinreichend kleinem ¢ > 0 zeigt w € A, womit G \ A = (). Wir haben somit auf
A = G und infolge f = g geschlossen.

Im allgemeinen Fall eines offenen G kann kann man G als paarweise disjunkte
Vereinigung von Gebieten schreiben, und die Behauptung folgt aus dem Fall fiir
Gebiete. d

10.4 Holomorphie in mehreren Variablen

10.5 Satz. Ist D C C? offen, Y ein Banachraum iiber C und f : D — Y eine
Funktion, so sind folgende Aussagen® dquivalent, wobei fiir w € CP und j €
{1,..., p} die stetige Abbildung L;.V : C — C? durch L;V(z) =w+(z—w))e; mit dem
J-ten kanonischen Basisvektor im CP definiert ist.

(i) f ist lokal beschrdnkt und fiir jedes w € D und j € {1,...,p}ist f o [
(L;Y)‘I(D) — Y holomorph als Funktion in einer Variablen.

(ii) f ist stetig und fiir jedesw € Dund j € {1,...,p}ist f o L;.V : (L;.V)‘I(D) -Y
holomorph als Funktion in einer Variablen.

(iii) f ist als Abbildung von D C CP = R?P nach Y stetig differenzierbar derart,
dass df(z) : CP = Y fiir jedes z € D auch C-linear ist.

(iv) Zu jedem w € D gibt es ein r € (0, +00) derart, dass Uﬁcp(w) C D und dass f
auf U ;Cp (w) in eine Potenzreihe entwickelbar ist, also

ferwy = > "a, zeUT(0), (28)
@e(NU{0})?
mit a, € Y, € (N U {0})?, und unbedingt konvergentem (28).

Gelten diese Aussagen, so trifft (iv) fiir alle w € D und r € (0, +00)? mit US" (w) C D
zu. Zudem gilt fiir die Koeffizienten in (28)

1 f(w+(€l9'--9§p)T)
@ = i dé,...d 29
Y= 2miy fyl fmp v )t &p---ddy (29)

8In der Tat sind diese Aussagen auch iquivalent zu der Aussage, dass es zu jedem w € D ein
r € (0,+00)? mit US"(w) € D und mit fiir jedes k € {1,..., p} holomorphem US(O) 53¢ -
f(w+ Ley) € Y gibt. Das ist der Satz von Hartogs.
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unabhiingig von o € (0, +00)? mit 0 < r, wobei vy, : [0,271] — C mit y, (1) =
orexp(ir) fiirk =1,...,p.

10.6 Satz (Identitdtssatz fiir mehrere Variablen). Sind D,G C CP offen mit D € G
und nichtleer sowie f,g : G — C holomorph. Gilt f(z) = g(z) fiir alle z € D, so

folgt schon f = g.
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