Ubungen zu Analysis auf Mannigfaltigkeiten WS10, 6Ubung

1. SeiD eine involutive Distribution auf einer Mannigfaltigke¥. Ist x € M und
sindN; undN, zwei Integralmannigfaltigkeiten vad mit x € N; N Ny, so zeige
man, dass es eine M offene Umgebungy von x gibt, sodast) "N, = U N Na.

2. SeiG eine Liegruppe mit neutralem Elementind sieg die entsprechende Lie-
Algebra. Man fasse den Vektorraunals dimG-dimensionale Mannigfaltigkeit
auf.

Zeigen Sie dann, dass die Abbildung ex :» FI*(1, €) eine C*-Abbildung

von g nachG ist, sodas3 g exp : Tog — TG invertierbar ist.

Hinweis: Man identifiziere den Tangentialraum v@nx g mit TG x Tg und

betrachte das Vektorfeld(X) — (X(g),0) (€ TqG x Txg € TG x Tqg). Ist dieses
VektorfeldC*? Man bestimme den Fluss davon .....

3. SeierG, H zwei Liegruppen mit den Lie-Algebrant und bezeichne mit exp:
g — G die entsprechenden Exponentailabbildungen (vgl. leBé&ispiel).
Ist¥ : G — H einC*-Gruppenhomomorphismus, so zeige man, dassxp; =
expy oTY.

4. Beweisen Sie im Detail, dass fur einen endlich dimehsm¥ektorraunmy mit
einer Basislf;)je; mit #J = dim® die k-Formen

eine Basis vonV(B) bilden. Weiters beweisen Sie, dass

sgne) - 6k, #K =k
k! - Alt( 6y, ) = s
() {0’ 2 < K
wobeiK = {iy,...,ik} undo € S, sodasK = {iy1) <+ <lggl-

5. SeiH,(.,.)) ein endlich dimensionaler reeller Hilbertraum undBeiH — H*
die lineare Bijektion, sodass,(y) = B(y)(X). Wir verseherH* mit der Bilinear-
form

(¢,y) = (B, BY), X,y e H".
Zeigen SieH" ist damit ein Hilbertraum. Istx)ic; eine ONB vorH und (©))ic|
die dazu duale Basis vdfi*, so ist @)c; eine ONB vonH*.

Zeigen Sie weiters, dass aust(H) ein eindeutiges Hilbertraum Skalarprodukt
(.,.) existiert, sodass

(X @ @X. Y18 - ®Y) = (X, Y1) - (% Vi)
furallexg,...,x,y;,.... Y € H* = My(H).

Ist schlieBlich(.,.) die Einschrankung von,() auf Ax(H) multipliziert mit k—1|
SO zeige man, dass

XA AXoYa A AYi) = det((K, Yiij=1....k)-
furallex;,....x.y;,.... Y € H = My(H) = A(H).



6. Mit der Notation aus dem letzten Bespiel sei= dimH. Wir setzen auch
AH) = ®O§k§m‘ﬂk(H)’ wobei hier die direkte und orthogonale Summe ge-
meint ist - also auctA(H) zu einem Hilbertraum wird.

SeiP : AH) — A(H) die orthogonale Projektion aufin(H). Weiters sei
A € Am(H), sodasA(bi,,...,b ) = 1 fur eine gewisse Durchnummerierung
{i1,...,im} vonl und sei : An(H) — R die lineare Bijektion mig(A) = 1.

Zeigen Sie zuerst, daB§ A --- A b} = A. Zeigen Sie weiters, dass
(w,v) > 1o P(wAVY), w,veAH),

eine Bilinearform aufA(H) ist, und dass es eine eindeutige lineare Abbildung
% » AH) - A(H) (Hodge-Sternoperator) gibt migw, v) = ¢ o P(w A ).

Zeigen Sie auch, dass dabgiA((H)) € (Dooem (om-j Ak(H)* = Am-j(H)
und=(1) = by A---AD! x(0f Ao ADY) =1 erflllt.

7. Mit der Notation aus dem letzten Beispiel zeige man, daszgl.(.,.) isome-
trisch ist, und dass o #|a,n) = (-1)<"¥ . id4). Bestimmen Sie auch die
Adjungiertex* von x.

Hinweis: Ordnen Sié so, dasgi; < --- < im} = | und bestimmen Sie zuerst
(0] A AR ) fUr {ja <o < i} € J.

8. SeienD, Q ¢ R offen und zusammenhangerl,c D eine Borelmengeteil-
menge der fienen MengeD C RY und seiw € C(Q, Aq(RY)). Weiters sei
S : D — Q ein C*-Diffeomorphismus. Man zeige, dass dafiiS*(w)| =
fS(B) |w| (€ [0, +o0]) und im Fall, dass dieser Ausdruck endlich ist

fBS*(w) = sgn(deﬂS(.))~fS(B) w.

Dabei ist sgn(dedS(.)) das Vorzeichen von dd&(t), t € D, das wegen des
Nichtverschwindens von dd§(t) und des Zusammenhangs venfiur alle t
gleich ist.

Hier ist [L w bzw. [ |w| fir einew € C*(O, A4(R?)) mit C < O definiert als

fca)(el, ..., €q) dAg bzw.fC lw(er, . . ., eq)| dAg.



