Ubungen zu Analysis auf Mannigfaltigkeiten WS10, 4Ubung

1. Seic : (-¢,¢€) — M fur eineC*-Mannigfaltigkeit eineC>-Abbildung mit mit
c(0) = xundc'(0) = 0 (¢ TxM). Man zeige, dass dam@*(M,R) > f
(f 0€)”(0) eine Derivation ist, oder aquivalent: Man zeige, dassieXy € TxM
gibt, sodasxf = f — (f 0 ¢)”(0).

2. Fur jede Kartep auf einer Mannigfaltigkeit seiegg—i, j =1,...,ddie aus der
Vorlesung bekannten Vektorfeldei— a%,-'x aus¥(U,) aus der Vorlesung.

Man zeige: Ein Vektorfel&X : M — TM ist genau dann ei@>-Vektorfeld,
wenn fur jede Karte auf M

= 0
X(X) = ; 809 5509 x< U,

fur eindeutigeny, . .. ,ag € C*(U,, R).
3. Fur eine Kartep seienX, Y € ¥(M) auf U, dargestellt wie im letzten Beispiel

mit C*-Funktioneray, . .., ag undby, . . ., by. Man stelle dannX, Y] aufU, auch
darin der Form

= d
[X,YI(x) = JZ;C](X) : 6_90,-()()’ xeU,.

Wie lassen sich die Funktionen, ..., cq durch die Funktionemy, ..., aq und
by, ..., by ausdriicken?

4. Eine Abbildung (.) : X — (., .)x die jedemx in einer C*-Mannigfaltigkeit
M ein positiv definites Skalarprodukt aufyM zuordnet, sodasx
(X(¥), Y(X))x, x € M, fur alle X, Y € ¥(M) eineR-wertige C*-Abbildung ist,
nennen witC*-Skalarprodukt.

Man zeige mit Hilfe einer geeigneten Zerlegung der Eins,sdasle C*-
Mannigfaltigkeit mit einenC*-Skalarprodukt.(.) versehen werden kann.

Bemerkung: Mannigfaltigkeiten versehen mit einem degarti Skalarprodukt
heilRen Riemannsche Mannigfaltigkeiten.

5. Ein Vektorraunm Uber einem Korper versehen mit einer bilinearen Abbitglun
[.,.]: 8 — B, sodass

[x.y] = -[y.x] und [x[y.Z] +[y.[z X]] + [z [x.y]] = O,
fur alle x,y, z€ B, nennt man Lie-Algebra.
Zeigen Sie:

(a) R® versehen mit dem Kreuzprodukt ist eine Lie-Algebra.

(b) Ist dimB = 2, sodass spgry} = B, so ist §,][.,.]) eine Lie-Algebra,
wobei [.,.] : 8 x B — B durch bilineare Fortsetzung durck k] = 0 =
[y,yl und [x,y] = y bestimmt ist!



(c) Fur jede assoziative AlgebrX,() macht A, B] := A- B—- B- Aden Raum
(X,[.,.]) zu einer Lie-Algebra. Was bedeutet in diesem Fall, das8] = 0
fur alle A, B e X?

6. SeiG eineC*-Lie Gruppe undX, € T¢G, wobeie € G das neutrale Element
ist. Zeigen Sie, dasg — X(g) = TelgXe ein linksinvariantes, unendlich oft
differenzierbares Vektorfeld aG& ist.

7. Man konstruiere ein€>-Funktion f, die [0, 1) auf [Q +o0) so abbildet, dass
f|[0,%] = id[o,%]. Man zeige mit Hilfe einer solchen Funktioh dass man fur
eined-dimensionaleC*-MannigfaltigkeitM immer einen Atlas findet, der nur
Karteny enthalt, sodasB, = RY.

8. Man konstruiere ein€>-Funktionf : [-1,1] — R2, derart, dass fiir gewisse
-l1<c<0<d<1

f(t) = (t,0)7, te[-1,¢, f(t)=(0,1)", te[d, 1],

und f(0) = (0,0)" sowief’(s) # O fur allese [-1, 1].



