
Übungen zu Analysis auf Mannigfaltigkeiten WS10, 4.̈Ubung

1. Seic : (−ǫ, ǫ) → M für eineC∞-Mannigfaltigkeit eineC∞-Abbildung mit mit
c(0) = x und c′(0) = 0 (∈ TxM). Man zeige, dass dannC∞(M,R) ∋ f 7→
( f ◦ c)′′(0) eine Derivation ist, oder äquivalent: Man zeige, dass es einXx ∈ TxM
gibt, sodassXx f = f 7→ ( f ◦ c)′′(0).

2. Für jede Karteϕ auf einer Mannigfaltigkeit seien∂
∂ϕ j
, j = 1, . . . , d die aus der

Vorlesung bekannten Vektorfelderx 7→ ∂
∂ϕ j
|x ausX(Uϕ) aus der Vorlesung.

Man zeige: Ein VektorfeldX : M → T M ist genau dann einC∞-Vektorfeld,
wenn für jede Karteϕ auf M

X(x) =
∞
∑

j=1

a j(x) ·
∂

∂ϕ j
(x), x ∈ Uϕ,

für eindeutigea1, . . . , ad ∈ C∞(Uϕ,R).

3. Für eine Karteϕ seienX, Y ∈ X(M) auf Uϕ dargestellt wie im letzten Beispiel
mit C∞-Funktionena1, . . . , ad undb1, . . . , bd. Man stelle dann [X, Y] auf Uϕ auch
dar in der Form

[X, Y](x) =
∞
∑

j=1

c j(x) ·
∂

∂ϕ j
(x), x ∈ Uϕ.

Wie lassen sich die Funktionenc1, . . . , cd durch die Funktionena1, . . . , ad und
b1, . . . , bd ausdrücken?

4. Eine Abbildung (., .) : x 7→ (., .)x, die jedemx in einerC∞-Mannigfaltigkeit
M ein positiv definites Skalarprodukt aufTxM zuordnet, sodassx 7→

(X(x), Y(x))x, x ∈ M, für alle X, Y ∈ X(M) eineR-wertigeC∞-Abbildung ist,
nennen wirC∞-Skalarprodukt.

Man zeige mit Hilfe einer geeigneten Zerlegung der Eins, dass jede C∞-
Mannigfaltigkeit mit einemC∞-Skalarprodukt (., .) versehen werden kann.

Bemerkung: Mannigfaltigkeiten versehen mit einem derartigen Skalarprodukt
heißen Riemannsche Mannigfaltigkeiten.

5. Ein VektorraumV über einem Körper versehen mit einer bilinearen Abbildung
[., .] : V→ V, sodass

[x, y] = −[y, x] und
[

x, [y, z]
]

+
[

y, [z, x]
]

+
[

z, [x, y]
]

= 0,

für alle x, y, z ∈ V, nennt man Lie-Algebra.

Zeigen Sie:

(a) R3 versehen mit dem Kreuzprodukt ist eine Lie-Algebra.

(b) Ist dimV = 2, sodass span{x, y} = V, so ist (V, [., .]) eine Lie-Algebra,
wobei [., .] : V × V → V durch bilineare Fortsetzung durch [x, x] = 0 =
[y, y] und [x, y] = y bestimmt ist!



(c) Für jede assoziative Algebra (X, ·) macht [A, B] := A · B − B · A den Raum
(X, [., .]) zu einer Lie-Algebra. Was bedeutet in diesem Fall, dass [A, B] = 0
für alle A, B ∈ X?

6. SeiG eineC∞-Lie Gruppe undXe ∈ TeG, wobeie ∈ G das neutrale Element
ist. Zeigen Sie, dassg 7→ X(g) = TelgXe ein linksinvariantes, unendlich oft
differenzierbares Vektorfeld aufG ist.

7. Man konstruiere eineC∞-Funktion f , die [0, 1) auf [0,+∞) so abbildet, dass
f |[0, 12 ] = id[0, 12 ]. Man zeige mit Hilfe einer solchen Funktionf , dass man für
eined-dimensionaleC∞-MannigfaltigkeitM immer einen Atlas findet, der nur
Kartenϕ enthält, sodassDϕ = Rd .

8. Man konstruiere eineC∞-Funktion f : [−1, 1] → R2, derart, dass für gewisse
−1 < c < 0 < d < 1

f (t) = (t, 0)T , t ∈ [−1, c], f (t) = (0, t)T , t ∈ [d, 1],

und f (0) = (0, 0)T sowie f ′(s) , 0 für alle s ∈ [−1, 1].


