
Übungen zu Analysis auf Mannigfaltigkeiten WS10, 3.̈Ubung

1. Sind folgende Mengen Untermannigfaltigkeiten vonRn als C∞-MF? Be-
gründung!

(a) {(x, y) ∈ R2 : xy = 0}

(b) {(x, y, z) ∈ R3 : x2
+ y2
+ z2
= 1, x − x2 − y2

= 0}

(c) {(x, y, z) ∈ R3 : max(|x|, |y|, |z|) = 1}

(d) {(t, t2) ∈ R2 : t ∈ R, t > 0} ∪ {(t,−t2) ∈ R2 : t ∈ R, t ≤ 0}

2. SeienL,M zweiCr-Mannigfaltigkeit und seienP ⊆ L undN ⊆ M jeweils Teil-
mannigfaltigkeiten. Weiters seienf : L→ N undg : L→ M Abbildungen. Man
zeige, dass mitg auchg|P eineCm-Abbildung ist.

Außerdem zeige man, dassf : L→ N genau dannCm ist, wennf als Abbildung
von L nachM eineCm-Abbildung ist.

3. Man zeige, dass die MengeO(n) aller orthogonalern×n-Matrizen eine Teilman-
nigfaltigkeit vonGL(n,R) mit der Dimensionn(n−1)

2 abgibt. Man zeige auch, dass
dannO(n) auch eineC∞-Liegruppe ist.

Hinweis: Betrachteh : A 7→ AAT als Abbildung vonGL(n,R) nachRn×n. Für
ein V ∈ Rn×n berechne man die Richtungsableitung∂h

∂V (B) für B ∈ GL(n,R) mit

Hilfe von limt→0
h(B+tV)−h(B)

t . Man leite daraus her, dass das Bild vondh(B) (∈
L(Rn×n,Rn×n)) genau alle symmetrischenn × n-Matrizen sind. Was bedeutet das
für den Rang vonTBh?

4. Mit der Notation aus dem letzten Beispiel zeige man, dass
tB idGL(n) TBιO(n)(TBO(n)) - dabei ist ιO(n) : O(n) → GL(n,R) die Einbet-
tungsabbildung - aus allenV ∈ Rn×n besteht, für dieVBT

+ BVT
= 0 gilt

oder äquivalent für dieB−1V ∈ o(n) gilt, wobei o(n) die Menge aller reellen
schiefsymmetrischenn × n-Matrizen sind.

5. Man zeige, dassf : A 7→ exp(A) denRn×n nachGL(n,R), densl(n) := {A ∈
R

n×n : tr A = 0} nachS L(n,R) und o(n) nachO(n) hinein abbildet. Sind diese
AbbildungenC∞?

Falls ja, dann berechne mand f (0) ( f als Abbildung vonRn×n nachRn×n betrach-
tet) und zeige damit, dassT0 f in allen 3 obigen Fällen eine bijektive Abbildung
von T0R

n×n nachTIGL(n,R), vonT0sl(n) nachTIS L(n,R) und vonT0o(n) nach
TIO(n) ist.

Hinweis: Zeige Zunächst mit Hilfe der Jordanschen Normalform det exp(A) =
exp(trA)!

6. Zeigen Sie, dass auchGL+(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : detA > 0} sowieO+(n) :=
O(n)∩S L(n) Lie-Gruppe sind! Welche Dimension haben diese? Man stelleauch
TBO+(n) undTBO(n) in Beziehung, wennB ∈ O+(n)!

7. Man zeige fürn = 2, dass die Funktionf in vorletzten Beispiel in allen drei
Fällen nicht surjektiv ist. Man zeige auch, dass exp :o(n)→ O+(n) surjektiv ist.

Hinweis: Im Fall derGL bzw. O ist diese Liegruppe nicht zusammenhängend.
Warum ? Im FallS L(2) betrachte man

(

−1 a
0 −1

)

.



8. Seien M und L beide Cr-Mannigfaltigkeiten, sei f : M → L eine Cr-
Abbildung, und seiN ⊆ L eine Teilmannigfaltigkeit. Man zeige: GiltTx f (TxM)+
T f (x)ιNT f (x)N = T f (x)L für alle x ∈ f −1(N), so ist f −1(N) eine Teilmannfigfaltig-
keit vonM. Wie ist ihre Dimension?


