Ubungen zu Analysis auf Mannigfaltigkeiten WS10, 3Ubung

1. Sind folgende Mengen Untermannigfaltigkeiten v als C*-MF? Be-
grundung!

(@) {(x.y) eR?: xy =0}

0) (XY, eR®: X+ + 2 =1 x-X°-y>=0)

(©) {(xy,2) € R®: max(x, yl,12) = 1}

d) {(t,tP) eR?:teR,t >0 U{(t,-t?) e R?:te R, t <0}

2. SeienL, M zweiC"-Mannigfaltigkeit und seief® C L undN C M jeweils Teil-
mannigfaltigkeiten. Weiters seiehn: L — N undg : L — M Abbildungen. Man
zeige, dass mi auchg|p eineC™-Abbildung ist.

AuBerdem zeige man, daés L — N genau dan&™ ist, wennf als Abbildung
von L nachM eineC™-Abbildung ist.

3. Man zeige, dass die Men@¥n) aller orthogonalen x n-Matrizen eine Teilman-
nigfaltigkeit vonGL(n, R) mit der Dimensiod@ abgibt. Man zeige auch, dass
dannO(n) auch eineC>-Liegruppe ist.

Hinweis: Betrachtén : A — AAT als Abbildung vonGL(n, R) nachR™". Fur
einV € R™" berechne man die Richtungsableing&jB) fur B € GL(n,R) mit
Hilfe von lim_o W. Man leite daraus her, dass das Bild \dm(B) (e
L(R™", R™M) genau alle symmetrischernx n-Matrizen sind. Was bedeutet das
fur den Rang vogh?

4. Mit der Notation aus dem letzten Beispiel zeige man, dass
tgideLm) Tetom(TeO(n)) - dabei istiory : O(M) — GL(n,R) die Einbet-
tungsabbildung - aus alle¥ € R™" besteht, fur dievB™ + BVT = 0 gilt
oder aquivalent fur dieB'V e o(n) gilt, wobei o(n) die Menge aller reellen
schiefsymmetrischemx n-Matrizen sind.

5. Man zeige, das$ : A — exp() denR™" nachGL(n,R), densl(n) := {A €
R™N : tr A = 0} nachSL(n,R) und o(n) nachO(n) hinein abbildet. Sind diese
AbbildungenC>?

Falls ja, dann berechne mdii(0) (f als Abbildung vorR™" nachR™" betrach-
tet) und zeige damit, dags f in allen 3 obigen Fallen eine bijektive Abbildung
von ToR™" nachT,GL(n, R), von Tgsl(n) nachT,SL(n, R) und vonTgo(n) nach
T,0(n) ist.

Hinweis: Zeige Zunachst mit Hilfe der Jordanschen Nororalff detexpf) =
exp(trA)!

6. Zeigen Sie, dass au@L*(n,R) = {A € GL(n,R) : detA > 0} sowieO*(n) :=
O(n) N SL(n) Lie-Gruppe sind! Welche Dimension haben diese? Man sheiddn
TgO*(n) undTgO(n) in Beziehung, weniB € O*(n)!

7. Man zeige fum = 2, dass die Funktiori in vorletzten Beispiel in allen drei
Fallen nicht surjektiv ist. Man zeige auch, dass exfn) — O*(n) surjektiv ist.

Hinweis: Im Fall derGL bzw. O ist diese Liegruppe nicht zusammenhangend.
Warum ? Im FallSL(2) betrachte mafi ¢ 3 ).



8. SeienM und L beide C'-Mannigfaltigkeiten, seif : M — L eine C'-
Abbildung, und seN C L eine Teilmannigfaltigkeit. Man zeige: Gili, f (TxM)+
TiwinTiN = Til fur allex € f71(N), so istf1(N) eine Teilmannfigfaltig-
keit von M. Wie ist ihre Dimension?



