Ubungen zu Analysis auf Mannigfaltigkeiten WS10, 2Ubung

1. Man zeige: I1sO c RY offen und konvex, & O, und istf € C*(O, R), so gibt es
fj e C*(O,R), sodass fir allg € O

d
09 = F(0)+ Y xfi(¥),
=1

wobei f;(x) = [ 2L (1) dt.

2. SeiM eineC*-Mannigfaltigkeit undx € M. Wir verseherC*(M, R) mit eine
Aquivalenzrelation:

f~g:eaueldX: flu =du.
Die Aquivalenzklasse&, := C*(M,R)/ ~ heiRen Keime. Man zeige, dass

mit + und- vertraglich ist, und dass damit die Keime ein Algebra alegeb

Weiters zeige man, dass fur eiffenesO € M mit x € O die Abbildung [f] —
[flo] von C*(M,R)/ ~ nachC>(O,R)/ ~ immer eine lineare Bijektion ist.

Schlielich zeige man, das§][— f(X) ein wohldefiniertes lineares Funktional
aufC®(M,R)/ ~ ist.

3. Eine Derivation au€&y := C*(M,R)/ ~ ist einv € &}, das neben der Linearitat
auch

v([f]-[d]) = 90 - v([f]) + £(x) - ([])
erflllt. SeienDy alle Derivationen aufy.

Man zeige, das®y ein Unterraum vor&y, ist und dass/([c]) = O fur alle kon-
stanterc.

Man zeige weiters, dass fir jed€ss TyM
vx [ XF (= tigg ide Ty (X))
eine Derivation ist.

4. Man zeige, dasX — vx eine lineare Bijektion voiTyM auf &y ist. Also ist&Ey
eine aquivalente Moglichkeit, den Tangentialraum efiilaten.

Hinweis: Wahle eine Karte mix € U, und ¢(x) = 0 und verwende die erste
Aufgabe. Wenrf(y) = f(X)+ 3 ¢j(y)- f;(y), y € M, eine Funktion au€* (M, R)
ist, was ist danm(f) und was schliet man daraus fur dipg?

5. Sei M, A) eineC"-Mannigfaltigkeit. Weiters set eine endliche Gruppe (bzgl.
Hintereinanderausfiihrung) vael -Diffeomorphismen auM. Wir nehmen an,
dassr(x) # xfur allex € M und aller € H \ {idu}; daher die Fixpunktfreiheit
aller nichttrivialenC' -Diffeomorphismen if.

Wir versehenM mit einer Aquivalenzrelation, indem wir sagen, dass~ v,
wennx = 7(y) fir eint € H. Man sagt: eineffene Mengeé C M ist klein, falls
ONnt(O)=0furaller € H.



Man zeige:M/H := M/ ~ versehen mit den Finalen Topologie bzgl: x
[X]~ ist Hausdoff und erfullt das zweite Abzahlbarkeitsaxiom. Die Abbifdur

ist eingeschrankt auf jede kleinfene Menge ein Homdomorphismus. In Folge
ist & offen. Schlieflich ist

A= {po(nlu,)™: ¢ istmit A vertraglich U, ist klein)
einC'-Atlas aufM/ ~.
. Zeigen Sie, dag&’(R) isomorph zuS%/{idss, — ids«} (siehe letztes Beispiel) ist.

. Zeigen Sie, dasg'(s) = Tsg o (tsid;)"1(1). Zeigen Sie weiters, dass fur zwei
C'-MannigfaltigkeitenM1, M, der Tangentialraum voll; x M, bei (X3, X2) auf
kanonische Art und Weise mity, M1 x Ty, M, identifiziert werden kann. Wie
geht diese Identifizierung von statten?

. Zeige: Fir zweC"-MannigfaltigkeitenM;, M5 ist die Produktmannigfaltigkeit
TM; x TMz C"-Diffeomorph zul (M; x My) ist, wobei die Abbildung geman
der vorherigen AUfgabe zu wahlen ist.



