Ubungen zu Analysis auf Mannigfaltigkeiten WS10, 1Ubung

1. SeiM ein topologischer Hausdfiraum mit dem zweiten Abzahlbarkeitsaxiom
undr € N U {0,c0}. Seil die Menge allelC'-Atlanten. Man zeige, dass der
Begriff aquivalent zu sein adf tatsachlich einéquivalenzrelation ist.

Man zeige weiters, dass es zu eingtre U ein eindeutiges grof3tes € A gibt,
welches zuA aquivalent ist, dhC aquivalentA folgt C C 8.

SchlieBlich zeige man, dass jede nich@renthaltene Karte auch nicht nit
vertraglich ist.

Solche maximalen Atlanten heiRenfl2renzierbare Strukturen.

2. Man gebe fud = 1, 2, 3 einen Homdomorphismusauf RY explizit an, sodass
die Atlanten{idz«} und{¢} nicht aquivalent sind.

3. SeiM eineC'-Mannigfaltigkeit versehen mit dem Atla&.
Zeigen Sie:

Isty : U — D eine Karte aufA und isth : D — O ein C'-Diffeomorphismus,
dh. h und h™! sind r mal stetig diferenzierbar, so ist audho ¢ eine mitA
vertragliche Karte.

Zeigen Sie damit auch: Zu jedexe M gibt es eine mitA vertragliche Kartep,
sodasdJ,, kompakten Abschluss ikl hat und sodasB,, = U1(0).

4. SeiPY(R) derd-dimensionale Projektive Raum, welcher als die Menge aller
dimensionalen Unterraume va@i*! definiert ist. Dieser sei mit der finalen To-
pologie bzgl. der Abbildung : X — {Ax: 1 € R} =: [X] von R%*1\ {0} aufP4(R)
versehen, oder explizi® c PY(R) ist per definitionem genau daniffen, wenn
v1(0) in R offen ist.

Man zeige, das®4(R) mit dieser Topologie ein topologischer Hausfi@um
ist, dass dieser das zweite Abzahlbarkeitsaxiom et dass’ : R4\ {0} —
PY(R) offen ist.

5. Furj=1,...,d+ 1 sei mit der Notation aus dem letzten Beispigt U; — RY
mit U; := {[x] € P(R) : x € R%1\ {0}, x; # O} definiert durch

N g e
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wobeix = (X, ..., %4:1)" € R%1\ {0}. Man zeige, dasi; offen inPY(R) ist,
dass diep; wohldefinierte Homoomorphismen sind und schlieRlich d&¢g)
versehen mit diesen Abbildungen eiielimensionaleC*-Mannigfaltigkeit ist.

6. SeiG eine Liesche Gruppe (als Mannigfaltigkeit ei@&Mannigfaltigkeit und
die Gruppenmultiplikation ist ein€"-Abbildung) mit neutralem Elemest Zei-
gen Sie, dass die Linkstranslatin x — gx ein C'-Diffeomorphismus ist.

Sei ¢ eine Karte mite € U,. Man zeige, das§py : a € G} ein zum aufG
gegebenen Atlas aquivalenter Atlas ist, wopgi ¢ o lg.



7. Man zeige, dass fur eine Abbildurfig: M — Nj x Ny, wobei M, Nz, N> und
damit auchN; x N alle C"-Mannigfaltigkeiten sindf genau dan&™ ist, wenn
mp o f undr, o f beideC™-Abbildungen sind.

8. Geben Sie einen Beweis von Lemma 1.1.11!

9. SeiM eineC'-Mannigfaltigkeit, seip ein Atlas und seh : D, — RY eineC™-
Abbildung, sodas$ aul3erhalb einer kompakten Teilmenge vdp den Wert
Null annimmt. Man zeige, dass sich dahr ¢ auf M zu einerC™-Abbildung
fortsetzen lasst, wenn man die Fortsetzung so wahlt, slassu3erhalb vobl,,
den Wert Null annimmt.



