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Kapitel 1

Kompakte Operatoren

1.1 Aszent und Deszent
Fiir eine lineare Abbildung 7 : Y — Y auf einem Vektorraum Y ist die Folge
{0} =ker7° CkerT' CkerT?>C --- (1.1)

von Unterrdumen offenbar aufsteigend. Falls ker 7" = ker T+ fiir ein n € N U {0}, so
gilt auch ker 7" = ker T"*/ fiir alle j € N, denn aus ker T" = ker T7"*/ folgt

ker 7" = ker T"*! = ker T""*/*! = ker 70D |
Die Folge von Unterrdumen
Y=ranT’ 2ranT' Dran7?2 --- (1.2)

ist absteigend. Falls ran 7" = ran T"*! fiir ein n € N U {0}, so gilt ran 7" = ran T"*/ fiir
alle j € N, da aus ran 7" = ran 7"t/

ranT" = ran T"*! = T(ran T") = T'(ran T"*/) = ran T"*V*D
folgt. Also ist sind alle Inklusionen in (1.1) (bzw. (1.2)) eingentlich, oder sie sind ei-

gentliche Inklusionen is zu eine, Index und dann sind alle Unterrdume gleich.

1.1.1 Definition. Fiir eine lineare Abbildung 7' : Y — Y auf einem Vektorraum Y seien
definiert:

e der Aszent von T als

p(T) := min{n € NU {0} : ker T" = ker T"*'} e N U {c0} ;
e der Deszent von T als

g(T) := min{n e NU {0} : ran T" = ran T"*!} € N U {0},

wobei min () := co.

1.1.2 Bemerkung. (i) Es gilt p(T) = co, wenn ker T" # ker T"*! fiir alle n € N U {0}
und ¢(T) = co, wenn ran T" # ran T"*! fiir alle n € N U {0}.
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KAPITEL 1. KOMPAKTE OPERATOREN 2
(if) Offenbar bedeutet p(T) = 0, dass T injektiv ist, und g(T") = 0, dass T surjektiv
ist.
(iii) Wegen der Diskussion vor Definition 1.1.1 gilt
p(T) := min{n € NU {0} : 3j € N mit ker 7" = ker 7"/} ;

g(T) := min{n e NU {0} : 3j € N mit ran 7" = ran 7"/},

1.1.3 Beispiel. Ist A ein beschrinkter selbstadjungierter Operator auf einem Hilber-
traum und A € R ein Eigenwert, so folgt aus x € ker(A — A)? wegen 0 = ((A— %x, x) =
I(A — 2)x|[> auch x € ker(A — 2). Also gilt p(A — 1) = 1.

1.1.4 Satz. Sei m € N U {0}. Es gilt m > p(T) (womit insbesondere p(T) endlich ist)
genau dann, wenn es ein n € N gibt, sodass

ker 7" Nran T™ = {0} (1.3)

gilt. In dem Fall gilt (1.3) fiir alle n € N.

Beweis. Giltm > p(T),n € N,und y € ker 7" Nran 7™, dann folgt y = T"x fiir ein
x € Y. Also erhalten wir x € ker 7""*" = ker 7", womit y = 7" x = 0 und infolge gilt
(1.3).

Existiere n € N mit (1.3). Fiir jedes x € ker T"*! gilt

T"xekerT NranT™ CkerT" NranT™ = {0},

also x € ker T". Wir erhalten ker 7" = ker T"*! und infolge m > p(T).
a

1.1.5 Satz. Seim € NU{0}. Es gilt m > q(T) genau dann, wenn es ein n € N und einen
Unterraum C, C ker T™ gibt mit

Y=C,+ranT", (1.4)
In dem Fall gibt es einen derartigen Unterraum C,, C ker T™ fiir alle n € N.
Beweis. Wenn (1.4) fiir einen Unterraum C, C ker 7", dann folgt
ranT™ = T"™(C,) + T"(ranT") = ran T™"*" ,

und daher m > ¢(T'); vgl. Bemerkung 1.1.2, (iii).
Angenommen es gilt m > g(T). Fiir beliebiges n € N sei C C Y ein Unterraum mit

Y=C+ranT". (1.5)

Sei B eine algebraische Basis von C. Wegen ran 7" = ran 7"*" gibt es zu jedem b € B
ein y, € Y mit T"b = T™*"y,,. Setzen wir z;, := b — T"y;, so gilt Tz, = 0. Also gilt

C,:=span{z, : be B} CkerT™".

GemaiB (1.5) kann jedes x € Y als x = Y g @pb + T"y mit @, € C and y € Y dargestellt
werden. Also gilt

x= Z ap(zy + T"yp) + Ty = Z apzy + Tz
beB beB
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fiir ein geeignetes z € Y, womit Y = C, + ranT".
Zu x € C, NranT" existieren B, € Cund v € Y mit x = Y ,cgBp2p = T"v. Wir
schliefen
Zﬂbb = ZﬁbT"yb +T" € ranT".
beB beB
Gemif (1.5) folgt 8, = O fiir alle » € B, und damit x = 0. Wir erhalten schlieflich
Y=C,+ranT".
a

Aszent und Deszent stehen in engem Zusammenhang.

1.1.6 Satz. Sei T : Y — Y linear. Falls p(T) und q(T) beide endlich sind, dann stimme
diese iiberein. In dem Fall nennt man p(T) = q(T) die Riesz Zahl von T.

Beweis. Wir setzen p := p(T) und g := ¢(T) und fithren p < g und p > g auf einen
Widerspruch.

Angenommen p < g. Kénnen wir ran 77 = ran 79 zeigen, so erhalten wir wegen
Bemerkung 1.1.2, (iii) einen Widerspruch. Bekannterweise gilt ran7” 2 ranT9. Aus
Satz 1.1.5 erhalten wirmitm =n =g

Y=kerT? +ranT?.

Insbesondere gilt fiir y = 7Px € ranT” mit x € Y, dass y = z + T9w, wobei z € ker T?
und w € Y. Mit Satz 1.1.4 mit m = p,n = g erhalten wir

z=TPx—T%wekerT? NranT? = {0},

wodurch y = T9w € ran T? und infolge auch ran 77 C ran T9.

Wir schlieBen nun von ¢ < p auf den Widerspruch ker 77 = ker TY; vgl. Be-
merkung 1.1.2, (iii). Wir wissen schon, dass ker 79 C ker 77. Nach Satz 1.1.5 mit
m=q,n = p gilt

Y=kerT?+ranT?,

wodurch sich jedes x € ker7” als x = u + T?v mit u € kerT? und v € Y schreiben
lasst. Es folgt 77v = x —u € ker TP —ker T? C ker T? — ker T? = ker T”, und infolge
vekerT? =kerTP. Also x = u € ker TY, und damit ker 77 C ker 7.

Q

Gilt p := p(T) = g(T) < oo und ist zudem p > 0, so folgt aus Satz 1.1.4 und Satz
1.1.5mitn=p
Y=kerT? +ranT?. (1.6)

Fiir p = 0 gilt (1.6) ohnehin. Nun gilt sogar

1.1.7 Korollar. Hat T : Y — Y eine endliche Riesz Zahl p := p(T) = q(T), so ldsst
sich Y wie in (1.6) schreiben. Dabei gilt T (ker T?) C ker T? und T(ran T?) C ran T? ist
Tlan7r : ran TP — ran T? bijektiv.

Falls es umgekehrt ein m € N gibt, sodass Y = ker T"™ + ranT"™, dann gilt p(T) =
q(T) < m (< ).
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Beweis. Fiir x € ker T? gilt TP(Tx) = TTPx = 0 und damit Tx € ker T”. Fiir T?x €
ranT? gilt T(T?x) = TP(Tx) € ranT?. Wegen kerT C kerT? ist Tl|uy7r injektiv.
Wegen T'(ran T7) = ran TP*! = ran T ist T|yan7» : tan T? — ran T? bijektiv.
Dass Y = ker7™ + ranT™ die Beziehung p(T'),q(T) < m nach sich zieht, folgt
sofort aus Satz 1.1.4 und Satz 1.1.5.
Q

1.2 Riesz Zahl und kompakte Operatoren

1.2.1 Lemma. Sei X Banachraum, T : X — X kompakt, 1 € C\ {0}. Dann gilt
dimker(T — AI) < oo, und ran(T — Al) ist abgeschlossen.

Beweis. Wegen der Stetigkeit von T — Al ist Y := ker(T — AI) (C X) ist abgeschlossen
und daher ein Banachraum. Der Operator T|y = Al|y : Y — Y ist bijektiv und kompakt.
Da nur die endlichdimensionalen normierten Rdume lokalkompakt sind, folgt dim Y <
0o.

Wegen dimker(7 — AI) < oo erhilt man als Folge des Satzes von Hahn Banach
einen abgeschlossenen Unterraum M von X mit

ker(T — AD+M =X.

Die Abbildung S := (T — Al)|yy : M — X ist dann beschrinkt, injektiv, und es gilt
ran S = ran(T — AI). Um zu zeigen, dass ran § in X abgeschlossen ist, geniigt es, eine
Zahl r > 0 zu finden, sodass

il < 1S xll, xe M. (1.7)

Angenommen, (1.7) ist fiir jedes r > 0 falsch, dann gibt es eine Folge (x;),en, X, € M,

mit ||x,|| = 1, Sx, — 0. Nun ist T(Kf(O)) kompakt. Geht man notigenfalls zu einer
Teilfolge tiber, so kann man also erreichen, dass T'x,, — xo fiir ein gewisses xy € X. Es
folgt Ax,, = (T — S)x, = X9, womit xy € M. Nun ergibt

Sxp=1m S(x,) =41im Sx, =0.
n—o00 n—oo
zusammen mit der Injektivitit von S die Tatsache xy = 0, welche aber

[Ix0]] = 1im,,_,e ||, || = || # O widerspricht.
u

Ist T kompakt, 4 # Ound n € N, gilt

no_ (_ 7\ - n ko y\n—k
(T - D" = (=) +Z(k)T (=)
k=1
wobei 3, (Z)Tk(—/l)”‘k auch kompakt ist. Wegen Lemma 1.2.1 ist daher ker(T — AI)"

endlichdimensional und ran(7 — A/)" abgeschlossen.

1.2.2 Lemma. Sei X normierter Raum und M ein linearer Unterraum mit M # X. Ist
r > 1, so existiert x € X mit

llxl| < 7 aber||lx —yll > 1 fiiralle ye M .
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Beweis. Sei x; € X mit ||x; + Mllx/ﬁ =1, also
inf {|lx; =yl : y € M} = inf {|lx; =)l : ye M} = 1.

Wihle y; € M mit ||x; — y1|| < r und setze x := x; — y;.

a

1.2.3 Satz. Sei Y ein Banachraum und T : Y — Y kompakt. Dann hat der Operator
(T — Al fiir jedes A € C\{0} eine endliche Riesz Zahl.

Beweis. Im Falle g(T — Al) = co wire ran(T — Al)",n € N ein echt absteigende Folge
abgeschlossener Unterrdaume. Nach Lemma 1.2.2 gibt es x,, € ran(T —AI)" mit ||x,|| < 2
und ||x,, — y|| > 1 fiir alle y € ran(T — AI)"*'. Es folgt

”T-xn - T-xn+j|| = ”/bcn - (/l-xn+j - (T - /11))(3,1 + (T - /ll)-xn+j) ” > |/l| s

eran(T—AIy"+!

womit das Bild (T'x,),en der beschriankten Folge (x,,)nen im Widerspruch zur Kom-
paktheit keine konvergente Teilfolge hitte.

Falls p(T — AI) = oo, so konnte man eine Folge (x,),en derart wihlen, dass x, €
ker(T — A" mit ||x,|| < 2 und ||x, — y|| > 1 fiir alle y € ker(T — AI)". Wegen

”T-xn - T-xn+j|| = ” /lxn + (T - }I)-xn - (T - /ll)xn+j _/lxn+j|| = Ml

eker(T—AIyi

konnte auch diesmal (T x,),en keine konvergente Teilfolge haben.

a

1.2.4 Korollar. Sei Y ein Banachraum, T : Y — Y kompakt und A € C\{0}. Dann ist
ran(T — AI)" fiir jedes n € N ein abgeschlossener Unterraum von endlicher Kodimen-
sion. Ist p die endliche Riesz Zahl von T — Al, so gilt

Y = ker(T — AP +ran(T — AI)? .

Dabei ist (T —Al) genau dann surjektiv, wenn es injektiv ist (Fredholmsche Alternative).

Schlieflich besteht das Spektrum von T aus abzdhlbar vielen Punkten, die hdchs-
tens 0 als Hdufungspunkt haben, und jeder von Null verschiedene Spektralpunkt A ist
ein Eigenwert,

Beweis. Die Zerlegung von Y folgt wegen Satz 1.2.3 aus (1.6). Wegen dieser Zerlegung
und wegen der Uberlegung nach Lemma 1.2.1 hat ran(7 — A/)” und infolge auch alle
Oberrdume ran(7 —AD*, k=1,..., p—1, endlich Kodimension. Die Abgeschlossenheit
haben wir in der Uberlegung nach Lemma 1.2.1 gesehen.

Wenn (T — AI) injektiv ist, so gilt Y = ran(7 — AI)? C ran(T — AI) C Y. Umgekehrt
folgt aus der Surjektivitit die von (T — Al)?, wodurch ker(7T — Al) C ker(T — AI)? = {0}.
Insbesondere ist A € o<(T) genau dann, wenn A € o ,(T).

Gemil Korollar 1.1.7 ist (T = A)lran(7—ary bijektiv auf dem abgeschlossenen Unter-
raum ran(7 — AI)” und somit bistetig. Da die Resolventenmenge eines Operators offen
ist, gilt das auch fiir (T — p/) mit u aus einer Umgebung von A.

Da T |ker¢r—ary» €in Operator auf dem endlichdimensionalen Raum ker(7" — AI)? ist,
i8t (T lxer(r—ary) endlich. Somit gibt es eine Umgebung von A, sodass u € p(T) fiir alle
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w aus dieser Umgebung mit ausnahme hochstens fiir u = A. Also kann o(7T") hochstens
Null als Haufungspunkt haben.

a
Fiiry € op(T), 1€ C\ {u}, m € Nund x € ker(T — u)" folgt aus (T — u)"x =0
i m . .
~A=p"x= ) (].)u — )" T = Y.
j=1

Insbesondere gilt x = (T — A)s(T)x fiir ein s € C[z]. Einsetzen der linken in die rechte
Seite ergibt x = (T — 2)?s(T)>x und weiter x = (T — A)"s(T)"x € ran(T — A)" fiir alle
neN.

1.2.5 Satz. Fiir paarweise verschiedene Ay, ...,A, € op(T) \ {0} mit endliche Riesz
Zahlen p;jvon T — Al fiir j=1,...,n gilt

n
Y =+, ker(T — ;D)Pi+ ﬂ ran(T — ;1) .
j=1

Dabei lisst T diese Unterriume invariant, und es gilt o(Tlexr-anri) =
Op(Tlerr-a,ns) = {4;} fiir j = 1,....n, sowie 0'(T|ﬁ;:]ran(7~_/{/1)ﬁj) = o(T) \
{ﬁ]""9ﬁn}'

Beweis. Zunichst gilt o(Tlerr—a,n7) = 0p(Tlerr—a;n7i) = {4;} wegen dem Spek-
tralabbildungssatz fiir Polynome und wegen dimker(7 — A4;I)"/ < oo.
Insbesondere folgt fiir 31, x; € +;?:1 ker(T — A;)P7 aus 37y x; = 0, dass

0= ﬁ(T_/le)Pj ixj = ﬁ(T—/le)pfxl .
Jj=1

J=1 J=1

Wegen o (T lyerr-a,1) = {4} folgt x; = 0. Entsprechend sehen wir x; = --- = x, = 0.
Also ist +’}:1 ker(T — A;I)"/ eine direkte Summe.

Fir n = 1 folgt die Aussage wegen Korollar 1.2.4. Gilt sie fiir n — 1, so konnen
wir x € Y immer als eindeutig x = y; + -+ + y,_1 + z mit y; € ker(T — A;I)?/ und
ZE€ ﬂ_’;;]' ran(T — A;I)P/ schreiben.

Schreiben z gemil3 Korollar 1.2.4 eindeutig als z = y,, + w mit y, € ker(T — A,1)"
und w € ran(T — A,I)", so folgt aus der Uberlegung vor dem aktuellen Korollar w =

Z—yn € ﬂ?;ll ran(T — A;I)*/ und infolge
X=y 4y +w

mitw € ﬂ;le ran(T — A;)?i. Gilt auch y| + --- + y; + w’ mit y; € ker(T — A;1)"/ und
w e ﬂ?zl ran(T — A;1)P/, so folgt aus obiger Eindeutigkeit y; = y; fuirj=1,...,n-1
und y, + w =y, + w'. Die zweite erwihnte Eindeutigkeit ergibt dann y, = y, und
w=w.
SchlieBlich folgt O'(T|ﬂ’;:1 ran(m-4,;n7) = o(T) \ {41,..., 4,} aus der Tatsache, dass
Tx = xA; die Inklusion x € ker(T — A;I)P/ nach sich zieht, und aus der bewiesenen
Zerlegung.
d
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1.2.6 Bemerkung. Der Hauptraum | J,,; ker 7" ist in ﬂ’}z (ran(T — A;1)P7 enthalten.
In der Tat, folgt fiir x = 37 x; +y € -ir;f:l ker(T — A;D)Pi+ (Y_ ran(T — A;1)P7 mit
0=T"x= Z'}:l T"x; + T™y wegen der Invarianz aller involvierten Rdume unter 7,
dass T"x; = --- = T"x, = 0. Wegen 0'(T|ker(T—/lj1)"f) = o—p(T|ker(T—/lj1)”f) = {/lj} folgt
Xy =---=x, =0und somitx =y € ﬂ;zl ran(T — A;1)Pi.

1.2.7 Bemerkung. Die Unterrdume ker(T' — A;1)P/ in Satz 1.2.5 sind endlichdimensio-
nal und invariant unter 7 mit o"(7 lercr-a,171) = p(Tlerr-a,001) = {4;}. Wie aus der
Linearen Algebra bekannt, gibt es dann eine Basis von ker(T — A;1)?/, beziiglich derer
Tlker(r—a;1yi die Matrixdarstellung

diag(-]/lj,rl LI J/l/-,rm) ’

wobei J,, - ein r X r-Jordanblock mit Eigenwert 4; ist:

4 1 0 0 ... 0
4 10 0

J/lj,r: . .
0 ... 0 4 1 0

0 ... 0 0 A 1

0 ... 0 0 0 4

Insbesondere finden wir fiir jedes n < dimker(T' — A;I)"/ einen n-dimensionalen Un-
terraum von ker(T — A;I)?/, welcher invariant unter T ist.

1.2.8 Bemerkung. Ist Y endlich dimensional, so ist jedes lineare R : Y — Y kompakt.
Nimmt man ein u ¢ o(T), und wendet Satz 1.2.5 auf T := R — g und {1;,...,4,} =
o(T) = o(R) — u an, so ist o-(Tlﬁn,_:] ran(T_A/,,)p,,-) leer, wodurch ﬂlle ran(T — A;1)"/ = {0}.
Wir erhalten mit

Y =+ ker(T — ;1" = +1_, ker(R — (4; — )1)"
die aus der Linearen Algebra bekannten Zerlegung in Hauptrdume.

1.2.9 Definition. Ist Y ein Banachraumund 7" : Y — Y kompakt. Fiir 4; € C\{0}, j € I
mit / = N oder I = {l1,...,N}, sagen wir, dass {4; : i € I} das Spektrum # O von
T gezihlt nach Vielfachheit ist, wenn {A; : i € I} = o(T) \ {0} und wenn fiir alle
A € o(T)\{0} die Anzahl der k € N, sodass A; = A, mit dim ker(T—2)?™ iibereinstimmit.
Dabei ist p(4) die endliche Riesz-Zahl von T — A.

1.3 Fredholmindex

1.3.1 Definition. ind X; Y ein Vektorrdume und 7 : X — Y eine lineare Abbildung, so
heiflt 7' pseudo-invertierbar, wenn es ein S : ¥ — X gibt, sodass

ST=Ix-F, TS=Iy-G

mit endlichdimensionalen F : X > Xund G : Y — Y.
Sind X, Y normierte Rdume, so heif3it ein beschrinktes 7 : X — Y eine Fredhol-
mabbildung, wenn es zu T eine beschrinkte Pseudoinverse gibt.

Im Fall der beschrinkten Pseudoinvertierbarkeit sind offenbar die endlichdimen-
sionalen Operatoren F, G dann beide beschrinkt.
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1.3.2 Satz. Eine lineare Abbildung T : X — Y ist genau denn pseudoinvertierbar,
wenn dimker T < oo und codimran 7' < oo.

Sind dabei X, Y Banachrdume, so ist ein beschrinktes T : X — Y genau dann eine
Fredholmabbildung, wenn ker T < oo und codimranT < oo.

Beweis. Wenn T pseudoinvertierbar ist, dann hat wegen ker 7 C ker ST C ran F die
Abbildung T einen endlichdimensionalen Kern. Andererseits gilt

kerG Cran(ly —G)=ranTS CranT.

Weil Y/ ker G isomorph zu ran G ist, hat ker G und infolge ran T endliche Kodimension.

Fiir die Umkehrung gelte ker7 < oo und codimran7 < oo. Im Falle von Ba-
nachrdumen folgt aus Lemma 1.3.3, dass ran 7" abgeschlossen ist.

Sei X, ein (abgeschlossener) Unterraum von X mit X = X;+ker 7. Weiters sei Y
endlichdimensional mit Y = Y;+ran7. Die Abbildung Ty, : X; — ranT ist bijektiv
und im Falle von Banachriumen wegen dem Satz von der offenen Abbildung auch
bistetig. Wir definieren S : ¥ — X durch S(y; +y;) := Ry, + T|)_(11y2 mity; € Y1,y €
ran T und irgendeiner linearen Abbildung R : Y| — ker T'. Im Falle von Banachraumen
ist S stetig, da als Folge vom Satz von der offenen Abbildung die Projektion von Y auf
Y1 bzw. Y, stetig ist. Offenbar sind

ran(Iy —ST)=Ux -ST)X;)+Ux —ST)kerT) =kerT
und
ran(ly = TS)=Uy -TS)Y)+ Uy —=TS)xanT) = Iy — TS)(Y})

beide endlichdimensional. Dabei haben wir verwendet, dass TST(x; +x3) = TSTx; =
Tx; =T(x; +x) fiirx; € X1,x ekerT.

Q

Wir wollen nochmals herausstreichen, dass wir die Pseudoinverse im vorherigen
Beweis so konstruiert haben, dass

TST=T. (1.8)

1.3.3 Lemma. Sind X, Y Banachriume und ist T : X — Y beschrdnkt, sodass Y =
Yi+ranT fiir einen abgeschlossenen Unterraum Y, so ist ran T abgeschlossen.

Beweis. Die Abbldung (X/kerT) x Y, — Y, welche dem Paar (x + kerT;y) den
Vektor Tx + y zuordnet, ist wohldefiniert, stetig und voraussetzungsgemil bijektiv.
Nach dem Satz von der offenen Abbildung ist diese Abbildung auch bistetig, womit
das Bild ran T von (X/ ker T) x {0} abgeschlossen ist.

u

1.3.4 Bemerkung. Gemifl Lemma 1.2.1 und Korollar 1.2.4 ist T — A immer eine Fred-
holmabbildung, wenn X ein Banachraum, 7 : X — X kompakt und wenn 4 # 0.

1.3.5 Definition. Ist 7 : X — Y eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen, und
ist T pseudoinvertierbar, so nennt man die ganze Zahl

indT = dimkerT — codimran T

den Fredholmindex von 7.

1.3.6 Bemerkung. Bijektive Abbildungen haben offenbar Fredholmindex O.
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1.3.7 Satz. Sind T, : X — Yund T, : Y — Z pseudoinvertierbar (Fredholmabbildun-
gen), so auch T,Ty : X — Z, wobei

ind(7>T)) = ind T} +ind T> . (1.9)

Beweis. Bezeichnen S| und S, die jeweiligen (stetigen) Pseudoinversen, dh. §,7 =
Ix—F,T:S1=1Iy-Gyund ST, = Iy — F5, T»S > = I; — G, mit endlichdimensionalen
F;,Gj, so folgt

(S 182)(T2Ty) =S Uy — F)T, = Ix = (F + §1F>Ty),

wobei F + S F,T, endlichdimensional ist. Entsprechend zeigt man (7,7)(S1S7) =
I; — G fiir ein endlichdimensionales G. Also ist S 1S, eine (stetige) Pseudoinverse von
T,T,.

Um (1.9) zu beweisen, betrachte die Abfolge linearer Abbildungen

0 vker Ty —ker T» Ty Tilkerr, 1) Ty, 7,
{0} — ker T — ker7,Ty, — kerT, — ~Y/ranT;

z+ran Th Ty —z+ran Ty

=Y/ranT, LN Z/ran T, T, — Z/ran T, LN {0}.

Man iiberzeugt sich leicht, aber etwas miithsam, davon, dass das eine kurz exakte Se-

quenz

Ro R Re
V0—>V1—>...V6—>V7

linearer Abbildungen ist, dh. ran R; = ker R, ;. Dabei ist V = {0} = V7. Wegen Lemma
1.3.8 gilt

6
0= Z(—l)j dimV; = —dimker T + dimker 757 — dimker 7>
j=1
+ codimran 7| — codimran 7,7 + codimran7, = ind 7»7T; —indT; —ind 7> .

a

1.3.8 Lemma. Ist
Ro Ry R
Vo—Vi— ...V, — YV,
eine kurz exakte Sequenz von linerer Abbildungen R auf endlichdimensionalen Vektor-
rédumen V; mit Vo = {0} = V,,, so gilt

D=1/ dimV; =0.

J=0

Beweis. Wir schreiben V; als V; = ker R;+Y; mit geeigneten Unterrdumen Y, wobei
fiir j > n die Abbildung R; als die Nullabbildung von V; = {0} nach V;,; := {0}
definiert ist. Gemél Voraussetzung, dass eine kurz exakte Sequenz vorliegt, ist Ry, :
Y; — ker R, ein linearer Isomorphismus, womit fiir j > 0

dimV; = dimkerR; + dimY; = dimkerR; + dimkerR,; .
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Es folgt
Z(—l)j dimV; = Z(—l)j dimkerR; + Z(—l)j dimker R},
j=0 j=0 j=0
n n+l
- Z(—l)f dimker R; + Z(—l)f’l dimker R,
j=0 j=1
= dimkerRy + (—1)"dimkerR,;; = 0.

Q

1.3.9 Korollar. Hat T : X — X eine Pseudoinverse und hat T endliche Riesz Zahl,
dann gilt ind(T) = 0.
Beweis. Gemil Satz 1.1.6 gilt ran 7” = ran T und ker 77 = ker T™ fiir alle m > p,
wobei p die Riesz Zahl ist. Definitionsgemidll folgt daraus ind7" = ind7?,
wobei 7™ wegen Satz 1.3.7 eine Pseudoinverse hat. Nach Satz 1.3.7 gilt
mind7T = ind7" = ind7? = pindT, was ausschlieBlich fir ind7 = 0 mog-
lich ist.

u

1.3.10 Bemerkung. Wenden wir das auf kompakte Operatoren an, so erhalten wir
ind(T — 2) = 0 bzw. codim(T — 1) = ker(T — 1), wenn T kompakt auf einem Ba-
nachraum X ist und A € C \ {0}.

1.3.11 Lemma. Hat T : X — Y eine Pseudoinverse und ist G endlichdimensional,
dann ist T + G pseudoinvertierbar mit ind(T + G) = ind(T).

Beweis. Gemal Satz 1.3.2 haben T + G und die Einbettungsabbildung ¢ : kerG — X
eine Pseudoinverse, wobei ind ¢ = —codim ker G. Wegen Tt = (T + G)¢ gilt

indT — codimkerG =ind Tt = ind(T + G)t = ind(T + G) — codimker G .

Q

1.3.12 Proposition. Ist X ein Banachraum und T : X — X eine Fredholmabbildung,
so ist auch ihre Konjugierte Abbildung T’ : X — X eine Fredholmabbildung, wobei

ind7’ = —indT .

Ist X ein Hilbertraum, so ist auch die Adjungierte T* eine Fredholmabbildung mit
ind7* = —indT.

Beweis. Zunichst gilt (ranT)* = ker7’ und *(ran7’) = kerT. Nach dem Satz
vom abgeschlossenen Bild ist ran 7’ sogar w*-abgeschlossen. Infolge gilt ran7’ =
(Y(ranT’))* = (ker T)*. Wir erhalten

dimker T’ = dim(ran T)* = dim X/(ran T) = codimran T ,

und
codimran 7’ = dim X’ /(ker T)* = dim(ker )’ = dimkerT .
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1.4 Calkin-Algebra

Sei X ein Banachraum. Bezeichnet L,(X) die Algebra aller beschrinkten Operatoren
auf X, so bildet die Menge K(X) aller kompakten Operatoren ein abgeschlossenes Ide-
al. Versieht man L;(X)/%(X) mit der Faktorraumnorm, so bildet diese eine Banachal-
gebra mit 1. Diese nennt man Calkin-Algebra.

1.4.1 Satz. Ein Element T + K(X) ist genau dann invertierbar, wenn T eine Fredhol-
mabbildung ist.

Beweis. Ist T Fredholmabbildung mit stetiger Pseudoinverser S, so folgt
n(S)n(T) = n(l + G) = n(l) + 7(G) = 11,x0)/%x) »

da das endlichdimensionale G in K(X) enthalten ist. Ensprechend gilt n(T)7(S) =
L00/%00-

Ist umgekehrt 7(7T') invertierbar mit Inverser (S ), so folgt 7(T)n(S) = n(S)n(T) =
I, = 1+ K(X). Also gilt TS =1+ K,ST = I + R mit kompakten R, K. Wie
in Bemerkung 1.3.4 erwéhnt, sind damit 7S und ST Fredholmabbildungen. Wegen
kerT CkerST undranT 2 ran TS ist auch T eine solche.

Q

1.4.2 Bemerkung. st n(S) die Inverse von 7n(T") in L,(X)/K(X), so folgt TS = I+ K mit
einem kompakten K. Wie in Bemerkung 1.3.10 gesehen, folgt ind 7S = 0 und damit
indS =—indT.

Weil Inv(Ly(X)/K(X)) offene Teilmenge von L,(X)/K(X) ist, schlieBen wir aus
dem vorherigen Ergebnis, dass die Menge ® := 7~ (Inv(L,(X)/K(X))) aller Fredhol-
mabbildungen offen in L(X) ist.

1.4.3 Satz. Die Abbildung ind : ® — Z ist stetig und infolge konstant auf Zusammen-
hangskomponenten von F .

Beweis. Sei T € ®, und wihle eine stetige Pseudoinverse S wie in Satz 1.3.2. Insbe-
sondere gilt TST =T ; siehe (1.8). Ist R € ® mit ||R-T|| < so folgt ||TS —RS|| < 1
und infolge I/ — T'S + RS in L,(X) invertierbar. Es gilt

1
N

RST =(I-TS +RS)T

und somitindR+ind S +ind7 = ind(/ - 7S + RS)+ind T. Weil I = T'S + RS bijektiv
ist, erhalten wir ind R = —ind S =ind 7.

a

1.4.4 Korollar. IstT € ® und K € K, so folgt ind T = ind(T + K).

Beweis. Die zusammenhédngende Teilmenge 7 +[0, 1]K liegt in ®, da n(T +tK) = n(T)
invertierbar ist. Somit folgt die Aussage aus Satz 1.4.3.

Q

1.5 s-Zahlen

Die folgenden Groflen geben an, ob und wie gut eine Abbildung durch endlich dimen-
sionale Operatoren approximierbar ist.
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1.5.1 Definition. Sind X, Y Banachrdume und ist 7 : X — Y linear und beschriinkt, so
heiflen
5u(T) = inf IT - K.
KeLy(X,Y),dimran K<n

die s-Zahlen von T'.

1.5.2 Bemerkung. Offenbar gilt:
(D) si1(T) =T||
@) si(T) =2 52(T) =2 535(T) > ...

(@) (s,(T))uen ist genau dann eine Nullfolge, wenn T beziiglich der Operatornorm im
Abschluss aller endlichdimensionalen beschrinkten Operatoren liegt. Insbeson-
dere ist T kompakt, wenn s,(T) — 0.

(iv) sp(aT) = as,(T) fir alle a € C.
(v) Ist Z ein in X enthaltener Banachraum, so gilt s,,(T'|z) < s,(T) fiir alle n € N.
1.5.3 Lemma. Fiir S,T € Ly(X,Y),R € Ly(Y,Z) und m,n € N gilt
Sman-1(S +T) < 5u(S) + 5(T),

Smrn-1(RS) < 5,(S) - 5p(R)
5n(RS) < IRl $,(S), s2(RS) < s, (RIS

Beweis. Fir Ky, Ky € Ly(X,Y), Kg € Ly(Y,Z) mit dimran Ky < m, dimran K7 < nund
dimran K < n gilt wegen dimran(Kg + K7) < dimran Ky + dimran Ky <m+n—1,
wegen
dimran(KgS + RKs — KgrKs) = dimran(Kg(S — Ks) + RKy)
< dimran Kz(S — Ks) + dimran(RKs) <m+n—1,

und wegen dimran(RKys) < n und dimran(KzS) < n, dass $,4,—1(S +7T) < ||IS + T —
(Ks + KDl < IS = Ks|l +IT = Krll,

Smn-1(RS) <[RS —(KgS +RKs — KgKy)l| = (R—Kg)(S —Kg)Il < IR—Kgll[IS - K]l ,

$,(RS) < |IRS —RKs|| < |IRIIIS — Ks|| und s5,(RS) < ||IR— Kg||||S |- Die Ungleichungen
folgen, indem man das Infimum der rechten Seiten nimmt.

Q
Setzen wir fiir p € (0, +o0)und T € Ly(X, Y)

nm:@mwy

n=1

so folgt mit einem zusitzlichen S € L,(X, Y) aus der Monotonie von (s,(S + T)),, aus
1 1
Lemma 1.5.3 und der Ungleichung ' 3 (er; + B))P < Cp(( X 0/?)7’ + (Zjﬂf)f’)p fiir

"Folgt aus der Dreiecksungleichung fiir p > 1 und aus (a + 8)” < a” + P < 2(a + )P sonst.
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nichtnegative a;, 8; mitc, = 1 firp > lundc, =2fiir0 < p <1

2N-1 N N
Z 5,(S + TY < 22 Sy_1 (S + T) < ZZ(sk(S) + si(T))? (1.10)
n=1 k=1 k=1

N N
< 26,(( D7 su8)7 + () sur)r)
k=1 k=1

und fiir N — o0 (C, = (2¢,)7)
IS +Tll, < CplSll, + 1Tl . (1.11)
1.5.4 Satz. (i) Die Menge (Schattenklassen)
S, X,Y):={T e Ly(X,Y) : ||IT|l, < +o0}

bildet einen Unterraum von Ly(X,Y), der versehen mit ||.||, einen Quasi-
Banachraum ist, dh. ||.||, erfiillt die Axiome einer Norm, wobei die Dreiecksun-
gleichung durch ||S + Tl|, < C,(IS1l, + ITl,) ersetzt wird mit einem C,, > 0, und
jede Cauchy-Folge in S,(X,Y) beziiglich ||.I|, konvergiert beziiglich ||.||, gegen
einen Operator aus Sy(X, Y).

(ii) Aus p < qfolgt S,(X,Y) C Sy(X,Y) mit ||.Il; < |I.ll,.
(iii) Fiir 11-, + é = 1 gilt zudem S,(Y,Z) S4(X,Y) € S\(X, Z) mit

1
IRSls < 25 1IRIIH IS 1l -

@) Ly(Y,2)S,(X,Y) C S, (X, Z) sowie S,(Y,Z) Ly(X,Y) € S,(X, Z) mit
RS, < IRIIST, und |IRS, <RI, IS
Fiir X =Y ist damit S,(X) ein Ideal in Ly(X).
Beweis.

(7)) Wegen ||T'|| = s1(T) <||T||, gilt T = 0 genau dann, wenn |[T||, = 0. Aus s,(aT) =
as,(T) und aus (1.11) folgt dann, dass S,(X, Y) ein Unterraum von L,(X, Y) und
II.ll, eine Quasi-Norm darauf ist.

Aus limy e 1Tk — Till, = O folgt wegen ||| = s1(.) < |||, auch limy ;o0 [IT% —
T\l = 0 und daher limy_,, ||Tx — T|| = O fiirein T € Ly(X, Y).

Fiirein € > O und k,/ € N mit &,/ > k(e) gilt [|T; — Tjll, < €. Ist N € N, so folgt
fiir k > k(e) aus (1.10)

~ =

N

N1 » ’ N
[Z so(Ty — T)p] < liI]Ilfxlalp(CP (Z so(Ty — Tl)p) +C)p (Z sa(Ty — T)p] )

n=1 n=1 n=1

N ?
< C, limsup [Z $u(Ti — T,)P) + mln sup N||T; = Tl < Cpe.

[—00 =1

Fiir N — oo erhalten wir ||T; — T||, < Cpe; also ||Ty — T||, — 0.
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(if) Die Aussage folgt aus (3; a‘f)é < afp)% fira; >0und 0 < p < g < +oo.

(@ii) Mit der Holderschen Ungleichung am Ende folgt

(Z sn(RS)S)x s21( > sARS)S]V
neN ne€2N-1

<25 (Z sn(R)ssn(S)S] < 25 IRl IS 1l

neN

(iv) Lnew Sn(RS) < Dpert IR $1(S), 2inent Sn(RS) < Ypery sn(R)PIIS 1P

1.6 s-Zahlen im Hilbertraum

Da fiir eine endlichdimensionales K : H; — H, die Dimensionen von ran K und ran K*
iibereinstimmen, erhalten wir aus ||T — K|| = ||T* — K*|| unmittelbar aus der Definition
der s-Zahlen folgende Aussage.

1.6.1 Korollar. Ist T € L,(H;, H3), so gilt s,(T) = s,(T*) fiir alle n € N.

Im Hilbertraumfall lassen sich die s-Zahlen durch die Eigenwerte von T*T be-
schreiben. Dazu wollen wir etwas weiter ausholen.

Folgendes Resultat wurde in der Funktionalanalysis Vorlesung aus dem Spektral-
satz fiir beschrinkte selbstadjungierte Operatoren hergeleitet. Wir konnen selbiges mit
den hier entwickelten Mitteln auch herleiten.

1.6.2 Satz (Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren). Sei H ein Hil-
bertraum und A : H — H kompakt und selbstadjungiert. Dann gilt 0(A) C R. Fiir
A € o(A) \ {0} ist die Riesz-Zahl von A — A immer eins. Zudem gilt

H= @ ker(A — AI).

A, (A)

Ist {A; : i € I} das Spektrum # 0 von A gezdhlt nach Vielfachheit, und ist e;, i € I, ein
Orthonormalsystem derart, dass fiir jedes A € 0(A) \ {0} die Menge {e; : 4; = A} den
Eigenraum ker(A — Al) aufspannt, so gilt (bzgl. Abbildungsnorm)

A= Z/l,»(.,e,-)e,-.

iel
Beweis. Die Beziehung o(A) C R ist aus der Funktionalanalysis Vorlesung bekannt.
Fiir 4 € 0(A) \ {0} hat A — A gemil Satz 1.2.3 eine endliche Riesz-Zahl, welche eins
ist; vgl. Beispiel 1.1.3.
Fiir u4 # A aus 0,(A) und entsprechenden Eigenvektoren x,, x; gilt p(x,, x3) =
(Axy, x3) = (xp,Ax)) = A(xy,xy). Also muss (x,,x;) = 0 und infolge ker(A —
ul) L ker(A — AI). Insbesondere gilt

1
kerAC G = ( @ ker(A — /U)] = ﬂ ran(A — Al),
A€a(A\{0} A€o (A\{0}
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wobei wir die Abgeschlossenheit von ran(A — A7) aus Korollar 1.2.4 wissen. Nach Satz
1.2.5 ist G unter A invariant, wobei o(A|s) C {0}. Im Falle G # {0} erhalten wir aus
l[Algll = (Alg), dass Al = 0 und infolge kerA € G C ker A|g C ker A. Daraus folgt
die gewiinschte Zerlegung. Im Falle G = {0} folgt sie auch.

Fir x € H gilt x = }})c; (a) Pax und daher Ax = 3¢5 a)\0) APax, wobei P, die
orthogonale Projektion auf ker(A — A7) bezeichnet. Wegen

Pyx = Z (x, e))e;
iel ;=1
gilt auch Ax = };c; Ai(x, e;), wobei im Falle I = N

m [o ]

lAx =" A eell =1 Y, ilxeedl < max | ]
i=1

i=m+1

Also findet die Konvergenz beziiglich der Abbildungsnorm statt.
a

1.6.3 Bemerkung. Ist ein selbstadjungiertes und kompaktes A sogar nichtnegativ, dh.
(Ax,x) 20, x € H, so giltin Satz 1.6.2 4; > 0 und

AT = G ee
i€l
ist eine (die) nichtnegative Wurzel von A. Das Spektrum # O von Az gezihlt nach

Vielfachheit ist dann {VA; : i € I}.

1.6.4 Lemma. Ist T : Hy — H, kompakt, so gibt es Orthonormalsystem {e; : j € I} in
Hy und {f; : j € 1} in Hy mit (bzgl. Abbildungsnorm)

7= ViC.ef;

jel

wobei {u; : i € I} das Spektrum # O von T*T gezdhlt nach Vielfachheit ist. Zudem gilt

T* = Z VGG f)e; -

Jjel
Beweis. Nach Satz 1.6.2 haben wir

T'T = 3wl eei, (1.12)
i€l
wobei die y; alle positiv sind. Sei T = U|T| die Polarzerlegung von T'. Dabei ist |T| :=
1 . . . . .
(T*T)2 und U ist eine partielle Isometrie auf dem Abschluss von ran|T|, und ran U ist
der Abschluss vonranT.
Da U isometrisch auf ran |T'| 2 {e;} operiert, bilden die f; := Ue; ein Orthonormal-
system mit
Tx = UlT|x = Z VI eNf .
i€l
SchlieBlich tiberpriift man leicht, dass ) je; /(. fj)e; einen beschréinkten Operator
abgibt, der die definierende Gleichung fiir 7" erfiillt.
a

Aus Lemma 1.6.4 folgt unmittelbar folgende Aussage, die fiir allgemeine Ba-
nachridume nicht richtig ist.
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1.6.5 Korollar. Die endlich dimensionalen Abbildungen sind dicht in K(H,, H»).

1.6.6 Lemma. Seien H,, H, ein Hilbertriume, T € K(H,, H,), und sei {u, : n € I}
(I = NoderI ={l1,...,N})das Spektrum # 0 von T*T gezdhlt nach Vielfachheit mit
M1 = po > ... wiein Lemma 1.6.4. Dann gilt s, = \J, fiirn € L und s, = 0 fiirn ¢ I,
wobei s, = MiNger,(H, Hy)dimran k<n [T = K|.

Beweis. Weil T*T nichtnegativ ist, gilt o(T*T) C [0, +0c0). Somit kénnen wir die
Eigenwerte u,, monton fallen anordnen. Seien e, n € I und f,, n € I die Orthonormal-
systeme wie in Lemma 1.6.4. Sei N = oo falls ] = N, aufdass I = {m e N: m—1 < N}.

Firne Nmitn—-1 < NhatK = Z;:ll VI (., €;) f; einen Bildbereich von Dimen-
sion n — 1, wodurch

N
su < IT = Kll = 1| 3, N e)fill = Vi

j=n

Firn—-1>NhatT =K = ley:l VI (., €;) f; einen Bildbereich von Dimension kleiner
n, wodurch s, = ||T — K|| = 0.

Ist umgekehrt n € I und K beschriankt mit codimker K = dimran K < n, so gibt es
ein x € spanfey, ..., e,} mit x € ker K und ||x|| = 1, wodurch

n
1T = KIP > (T = K)xP = 1T =11 ) VE(x, e fill?
j=1

n n
= > il el = D Ik NP = gy

J=1 J=1

Also gilt auch s, > /.
a

1.6.7 Bemerkung. Sei H ein endlichdimensional und T : H — H linear und invertier-
bar. Weiters sei {4; : i € {1,...,n}} das Spektrum # 0 von T gezihlt nach Vielfachheit;
vgl. Definition 1.2.9. Wegen der Invertierbarkeit gilt n = dim H; vgl. Bemerkung 1.2.8.
Wie aus der Linearen Algebra bekannt oder aus Bemerkung 1.2.8 ersichtlich, gilt dann

Versehen wir H mit einem Hilbertraumskalarprodukt und schreiben wir T polarzerlegt,
T = U VT*T mit einem unitdren U, so folgt aus |detT| = |detU - det VI*T| =
det VT*T (siehe Bemerkung 1.6.3 und Lemma 1.6.6)

] |, = s Sp -

1.6.8 Satz. Sei H Hilbertraum und T : H — H kompakt. Ist {A; : i € I} das Spektrum
# 0von T gezdhlt nach Vielfachheit, wobei wir |A;| > |A;41| annehmen, so gilt fiir alle

neN;=0fiiri¢l)
l—l|/lj|ﬁ ]_[Sj.
J=1 J=1
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Beweis. Nach Satz 1.2.5 und Bemerkung 1.2.7 gibt es zu jedem n € [ einen n-
dimensionalen Teilraum H, von H, sodass T(H,) € H, und o(T|p,) = {A1,..., ).
Mit Bemerkung 1.5.2 und Bemerkung 1.6.7 schlieBen wir auf

n n

ﬁ Wl = [Tl < [ [ si0).
j=1

J=1 J=1

Fiir i ¢ I ist die Ungleichung trivial.
Q

1.6.9 Lemma. Sind (a_,')?’= 1,(ﬂ,~)?]= . € RY monoton fallend und nichtnegativ, wobei

e < Z;’-zlﬂjﬂirn =1,...,N,undist ¢ : R = R konvex mit ¢(x) < ¢(]x]), x € R,

J
N N
Dlea) <> eB).
j=1 j=1

dann folgt
Beweis. Sei V C RY die konvexe Hiille der Menge
{(sjﬂg(j))yzl 1 &1,...,ey €{—1,+1}, o ist Permutation von {1,...,N}}

Angenommen, wir konnen zeigen, dass (aj)]]y: . €V, also (¢ j)’;’z |
Yot /lk(sj,kﬁg_k(j))?’zl mit 4, € [0, 1], A; + --- + A, = 1, dann erhalten wir

N N K
Z pla)) = Z ‘P(Z A€ jikBoi()
=1

j=1 k=1

N S

N
(& iBo, () < Z B )
=

=1

<

M=

k=1

~.
Il
—_

M=

©(B;) .

=1

~.

Die Menge V ist kompakt, da sie als Bild einer kompakten Teilmenge von R” unter
einer stetigen Abbildung geschrieben werden kann. Wire (@ j)j.v:l ¢ V, so gibe es nach
einer Folgerung des Satzes von Hahn Banach ein ¢ = ((x;) — X jCiXj) € (RM)* ~ RN
mit — man beachte 0 € V —¢(y) < 1,y € V und ¢)((aj)§’:1) > 1.

Da V unter M, : (x;) = (g;x;) fiir beliebige gy, ..., ey € {~1, +1} invariant ist, folgt
fiir Vorzeichen ¢; mit g;c; > 0, dass }; c;e;x; = ¢(Mg((xj)?’=1)) < lund }cjeja; 2
D jcja; > 1. Also konnen wir cy, .. ., cy als nichtnegativ annehmen.

Falls ¢, < ¢ fiir k < [, so folgt aus der Invarianz von V unter der Koordination-
permutation P, wobei o die Transposition 7y ; ist, dass jell) CiXj + CeXp + cxg =
¢(Pg((xj)y:1)) < 1 und wegen a; > @;

Z cjaj + cray + cay > Z cjaj+ crayg +cay > 1.
Jetk,l} Jétk,l)

Also konnen wir die ¢; monton fallend anordnen, ohne die Eigenschaft ¢(y) < 1,y € V
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und ¢((a j)?’: ) > 1 zu verlieren. Es folgt der Widerspruch

N N N-1 J
1< cha/j = cNZaj + Z(cj - cj+1)Zak
j=1 j=1 j=1 k=1

N

N N-1 j
con B D Y B= Y e <1
j=1 j=1 k=1

=1
a

1.6.10 Korollar. Sei H Hilbertraum, T : H — H kompakt und p € (0, +o00). Ist
{A; : i € I} das Spektrum # O von T gezdhlt nach Vielfachheit, so gilt fiir alle N € N
(4, =0fiiri¢l)

N N

Z |/lj|p < Z Sf .

=1 j=1
Beweis. Es reicht, die Aussage fiir N € I zu zeigen. Ersetzen wir T durch ¢T fiirc > 0
hinreichend groB3, so kdnnen wir |dy| > 1 und sy > 1 annehmen. Die Ungleichung
folgt dann wegen Satz 1.6.8 aus Lemma 1.6.9, wenn wir a; = pIn|4;/und 8; = pIn s;
und ¢(r) = exp(r) setzt.

Q

1.6.11 Proposition. Sind H,,H, ein Hilbertrdume und p € [l,+00), so ist
(Sp(H1, H), |I.ll,) ein Banachraum. Dabei ist der Raum aller endlichdimensionalen
Operatoren dicht in S,(Hy, Hy) beziiglich ||.|| .

Beweis. Nach Satz 1.5.4 miissen wir die Dreiecksungleichung fiir ||.||, zeigen. Dazu
schreiben wir fiir S, T € S,(H;, H,) den operator § + T wie in Lemma 1.6.4 als

S+T= Zsj(s +T)e)fi

jel

vgl. Lemma 1.6.6. Sei dabei U : H; — H, die partielle Isometrie, die e; auf f; ab-
bildet. Sei n € I, und bezeichne P die orthogonale Projektion auf den von ey, ..., e,
aufgespannten Unterraum G,. Dann folgt

n

D s(S +T)= Y (U(S + ey ej) = u(PU(S +Dg,)
j=1 j=1

< |u(PUS|g, )l + [ tr(PU"S|g,)I < Z (14;(PU"S g )| + 14;(PU"T|g,)I)
=1
Aus Korollar 1.6.10, Bemerkung 1.5.2 sowie Lemma 1.5.3 folgt

n n n

D5 +T)< ). s{(PUSI,) + Y s{(PUT]g,)

J=1 J=1 J=1

< iSj(S)-FiSj(T).
J=1 J=1
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Fiir n ¢ I folgt diese Ungleichung wegen 3_; s;(S + T) = Z[JT;‘U) 5;(S +T). Also gilt
die Dreiecksungleichung fiir p = 1. Fiir p > 1 wenden wir Lemma 1.6.9 mit ¢(t) = ¢’
auf aj = s;(S + T) und B; = 5;(S) + s;(T) an, und erhalten

n n n n

(D sis+ T)”)% < (D) + sj(T))”)% < (Zs,-(sy’)% + (Zsj(T)P)%.

=1 =1 =1 j=1
Fiir T € S,(H,, H,) gilt nach Lemma 1.6.4

T- Z Vi(.s e fie = Z Vi V(e fi = R.
kel

1mnI jeLj>n
Nun ist R°R = Y s jon (. €j)e;j, und infolge |IRIl; = Xjesjon VA" Fiir n — oo
konvergiert dieser Ausdruck gegen Null.

a

1.7 Hilbert-Schmidt und Spurklasse Operatoren

1.7.1 Bemerkung. Seien H, H, Hilbertraume und T € L,(H,, H,). Fiir Orthogonalba-
sen E und F auf H; bzw. H, gilt

DTel? =3 (Te, AP =D e, T HE = Y IT" fIP.

ecE ecE feF feF ecE feF

Da wir E auch durch eine andere Orthogonalbasis auf H; ersetzen konnen, ist
3 e lITell> unabhingig von der Orthogonalbasis E auf H; und stimmt mit 2 feF 1T f11?
iiberein.

1.7.2 Satz. Ein T € L,(Hy, H;) liegt genau dann in S;(H,, Hy) — die Operatoren in
S,(Hy, Hy) werden als Hilbert-Schmidt Operatoren bezeichnet —, wenn fiir eine (und
infolge fiir alle) Orthogonalbasen E von H, der Ausdruck Y ,.x ||Tel|* endlich ist. In
dem Fall gilt | Tl = (Zeer | Tel)z.

Beweis. Ist T € Sy(Hy, H,) und E eine Orthogonalbasis, welche das Orthonormalsys-
tem {e; : i € I} in (1.12) umfasst, dann folgt wegen Lemma 1.6.6

Z ITel? = Z(T*Te, e) = Z(T*Te,-,e,-) = Z,u,- = Z 52 < +co.
eeFE eeE iel i€l i€l

Sei umgekehrt Y,z [|Tel> < +co. Ist € > 0, so gibt es ein M C E endlich, sodass
DiecE\M ITell> < €. Bezeichnet P die Projektion auf die endlichdimensionale lineare
Hiille von M, so gilt fiir alle ||x|| < 1 nach Cauchy-Schwarz

2
T =TP)P <| Y I el T = TPell| < > 1ex, )P O IT = TPelP)

ecE ecE ecE
2 2
<O T -TPelP = 37 IITel? <.
ecE ecE\M

Insbesondere ist T approximierbar durch endlichdimensionale Operatoren, und infolge
kompakt. Wegen Lemma 1.6.6 gilt schlieBlich T € S,(H,, H>).
U

Seien im Folgenden (Q, A, u), (Z, B,v) zwei Malbriume mit o-endlichen Maf3en
U, V.
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1.7.3 Bemerkung. Liegtk : QXX — Cin L*(Q X 2, A® B,u ® v) und sind f €
LZ(Q,ﬂ,u), g€ LT, B,v), so gilt

fg D@50 @ v =
( f (s, D @ (s, 1) f R 18P 1 ® v(s,0)° = Ikl Ik gl -
Qx> Qx>

Nach dem Satz von Lax-Milgram gibt es ein eindeutiges K; € Ly(L*(Q), L*(Z)) mit
IKk|l < |lkll>, sodass

(Kefog) = fg DS OROdu© (5.0 = (6] ® D

Dabei ist (f ® g)(s, 1) = f(s)g(?).
Aus K = 0 folgt fiir alle a € A, B € 8 mit endlichem Maf}

fk(s, Dlaxpdu®v=0.

Da die lineare Hiille der 1455 in L*(Q x ¥) dicht ist, folgt daraus k = 0.

1.7.4 Satz. Die Abbildung k — K ist eine isometrische lineare Abbildung von L*(Q x
T, AR B, u®v) auf So(L*(Q), L2(Z)) versehen mit ||.||>.

Beweis. Sind E und F Orthogonalbasen von L*(Q) bzw. L2(Z), so ist E ® F := {&(s) -

f(@) : e € E, f € F} ein Orthonormalsystem in L>(Q x X). Ist g € L?(Q x ) orthogonal

auf £ ® F, so folgt K, = 0 und damit g = 0. Also ist £ ® F eine Orthonormalbasis.
Fiir k € L*(Q x ) und e € E hat Kye € L*(2) die Fourierentwicklung

Kie = Y (Kie, )f = ) (k.28 Pf

feF feF
womit
KB = )" IKkel? = 3" " k2@ HIF = kP
ecE ecE feF

Ist K € S(L*(Q),L* (X)), so hat es nach Lemma 1.6.4 und Lemma 1.6.6 eine Dar-
stellung K = 3 j; s;(K)(., €;) f; mit Orthogonalsystemen ej, f;, j € 1. Ist E (F) eine
Orthogonalbasis von L*(Q) (L*(Z)), welche {e; : j € I} ({f; : j € I}) umfasst, und
setzen wir s.gr = §;(K), falls e = e; und f = f; fiir ein j € I sowie 5.y = 0 fiir alle
anderen ¢ ® f € E ® F, so definiert

ki= ) swpe®f

ecE,feF

wegen Y, ; 5;(K)? < +o0 ein Element von LX(Q X £, A® B, u ® v), fiir das (e € E)
Kie = Y (Kie, )f = ) (2@ )f = ) searf = ) si(K)e,e)f; = Ke
feF feF feF Jjel

gilt. Also ist betreflliche Abbildung auch surjektiv.
Q

Da jeder Hilbertraum zu einem £,(M) isomorph ist, triigt S»(L*(Q), L*(X)) und da-
mit auch jeder S(H,, H,) ein Hilbertraumskalarprodukt, welches ||.||, erzeugt.
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1.7.5 Satz. Seien H,, H, Hilbertriume und T € L,(H,,H,), und sei die Wurzel ei-
nes nichtnegativen Operators durch den Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren
definiert. Dann sind folgende Aussage dquivalent.

() T € S1(Hy, Hy) — wir sagen, T ist ein Spurklasseoperator.

(i) |T| = NT*T € Sy(H)).

(iii) |T|2 € S»(H,); vgl. Bemerkung 1.6.3.

(@) D ece(Tle, e) < +oo fiir ein (und somit fiir alle) Orthogonalbasis E von H.
(v) T =RS mitS € S,(H,) und R € S»(Hy, Hy).

In dem Fall gilt ||T||; = |||T|% |I§ = Y.ce(Tle,e) fiir jede Orthogonalbasis E von H.

Beweis. Wegen V|T[*|T| = |T|folgt aus Lemma 1.6.6, dass (i) < (ii). Da die Eigenwer-
te samt dazugehdriger Vielfachheit von |T|2 genau die Wurzeln ;2 der Eigenwerte
i samt dazugehdriger Vielfachheit von |T'| sind, folgt auch (ii) < (iii) aus Lemma

1.6.6. Wegen
1
D (Tle,e) = > IIITI>ell
ecE ecE
erhalten wir (iii) & (iv) wegen Satz 1.7.2. Also gilt auch ||T||; = |||T|%||§ =

> ece(IT'le, ), wenn dieser Ausdruck endlich ist.
v) = (i) gilt wegen Satz 1.5.4. Gilt (iii), und schreiben wir T polarzerlegt
T =U|T|,dannist T = (U |T|%)|T|% Produkt zweier Hilbert-Schmidt Operatoren; vgl.
Satz 1.5.4. Also folgt (v).
a

1.7.6 Lemma. Fiir T € S1(H) und einer Orthogonalbasis ist

tr(T) := Z(Te, e)

ecE

absolut konvergent und hdngt nicht von der konkreten Orthogonalbasis E ab. Zudem
isttr : S{(H) — C linear und | te(T)| < ||Tl;.

Beweis. Wir schreiben T = RS mit S € S>(H) und R € S,(H) wie in Satz 1.7.5. Dann

gilt
DITee)l = [(Se.R e < Y lISelllReel

ecE ecE ecE
4 4
< [Z||Se||2] [Z||R*e||2] = ISl IRl < +eo.
el el

Also ist )',g(Te, e) absolut konvergent. Wegen

19 13
D (Tee)=) (SeRey=) 2 > IS +FRY@IF = 7 > IS + Rl
k=0

ecE ecE ecE k=0

ist diese Summe unabhingig von E. Die Linearitéit von tr : Sj(H) — C ist klar.
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Wihlen wir E, sodass es das Orthonormalsystem e;, j € I, aus Lemma 1.6.4 um-
fasst, so gilt

[(Tej, el = | Vi(fi el < g = (Tlej. e),

und damit

Z(Te, e)

ecE

Z(Tej,ej)

jel

< > (Tejepl < D (ITle,e) = Tl -

jel ecE

Q

Fiir endlichdimensionales H stimmt dies mit der Spur von T aus der Linearen Al-
gebra iiberein, welche sich auch durch die Summe aller Eigenwerte gezéhlt nach Viel-
fachheit berechnet. Fiir allgemeine Spurklasseoperator gilt das auch (Satz von Lidskii).

1.7.7 Proposition. S,(H;, H,) ist ein Hilbertraum, wenn man ihn mit
S, T):=t(T*S)
Versieht.

Beweis. Wegen Satz 1.7.5 ist T*S ein Spurklasseoperator. (.,.) ist offenbar eine her-
mitsche Sesquilinearform mit

(T,T) = t(T*T) = Y (T*Te,e) = Y ITel* = |ITI}.

ecE ecE



Kapitel 2

Der Riesz-Dunfordsche
Funktionalkalkiil

2.1 Homologieversion der Cauchyschen Integralformel

Ehe wir uns der Homologieversion der Cauchyschen Integralformel zuwenden, benéti-
gen wir den Begriff der Umlaufzahl eines geschlossenen Weges in C. Anschaulich gibt
diese an, wie oft der Weg in mathematisch positiver Richtung um einen Punkt l4uft.

2.1.1 Definition. Fiir einen geschlossenen, stetigen und stiickweise stetig differenzier-
baren Weg 7y : [a,b] — C und fiir z € C \ y([a, b]) heillt

1 1
n(y,z) = %\f;zdé'

Umlaufzahl des Weges y um den Punkt z.

Wie man sofort nachrechnet, gilt fir w € Cund vy : [0,27] — C, y(¢) = w+p-exp(it)
die Beziehung n(y,z) = 1, falls z € U,(w). Da U,(w) einfach zusammenhéngend ist,
folgt, dass n(y,z) = 0, wenn z ¢ K,(w).

2.1.2 Fakta.

1. Wie der Name Umlaufzahl schon suggeriert, gilt n(y,w) € Z. Um das einzusehen,
iiberpriift man, dass

! ’
(s)
(v(0) - w)~exp(—f Y22 gy),
a ’)/(S) -w
nach t abgeleitet, Null ergibt, und somit als Funktion von t konstant ist. Einsetzen
vont =aundt = b zeigt die Behauptung.

2. Auf jeder zusammenhdngenden Teilmenge Z von C \ y([a, b]) ist w — n(y,w)
konstant. Um das zu einzusehen, sei zundichst bemerkt, dass die Funktion 7 —
n(y,z) auf C \ v(la, b)) stetig ist. Als stetiges Bild einer zusammenhdngenden
Menge ist n(y,Z) C R zusammenhdngend und infolge ein Intervall. Wegen dem
vorherigen Punkt muss n(y, Z) einpunktig sein.

Insbesondere ist z — n(y,z) auf jeder Zusammenhangskomponente von C \
¥([a, b)) konstant.

23
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3. Fiir p > 0, sodass y([a, b]) € K,(0), gilt C\ K,(0) € C\ y([a, b]). Da C\ K,(0)
zusammenhdngend ist, nimmt n(y, 2) fiir alle z € C\ K,(0) dieselbe ganze Zahl p
an. Aus limy 10 1(y,z) = 0 folgt p = 0.

2.1.3 Satz (Homologieversion der Cauchyschen Integralformel). Sei D C C offen
und f : D — Y holomorph mit einem komplexen Banachraum Y. Weiters seien

1 ¢ la1,b1]1 = D,..., v : lar,b] — D geschlossene, stetige und stiickweise ste-
tig diﬁ”erenzierbare Wege sodass Zl;zl n(y;j,z) = 0 fiir alle z € C\ D. Dann gilt fiir alle

.....

" Ly (@
9 d b
[Zlnm z)] f@ = 27”wa T

=
wobei die rechte Seite fiir alle z € C\ D verschwindet.
Beweis. Die Funktion ¢ : D X D — Y definiert durch

LA falls 7 # w

Pom) = {f "(2), falls z = w

ist auf D X D stetig, und fiir jedes feste w ist die Funktion z +— ¢(z, w) holomorph.

Wegen der Vertauschbarkeit von Integral und Ableitung erhalten wir die Holomorphie
vong :D—>Y

k k b
HIGEDY f $Odl =) f Y0 ¢z yj(0)dr.
j=1 i j=1 Y4

Genausoistg, : C\ K - Y,

~

(/:)

k
&) : Z

j=1

g

\
S
3

"\c

!\l

g2l <

k
<D r?ggllf({)lljzz;f(w)

folgt limy 510 g2(z) = 0, wobei d(z,K) = infzex | — z|. Die Stetigkeit von z +—
2?:1 n(y;, z) bedingt, dass

k
H:={zeC\K: Zn(yj,z) € U, (0))
j=1
offen ist. Aus Fakta 2.1.2, 1, erkennen wir, dass in der Tat

k

H::{zeC\K;Zn(y,,z)=0}.

=1

Firze DN H gilt

k
820) - 1(2) = Z f A [2mZn<y,-,z)]f<z>=o

=
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womit durch g := g; U gsly : DU H — Y eine holomorphe Funktion auf D U H
wohldefiniert ist. Voraussetzungsgeméf gilt C\ D € H und infolge DU H = C. Zudem
enthilt H das AuBere eines hinreichend groBen Kreises; vgl. Fakta 2.1.2, 3. Also folgt

|llim g(z) = I Ilim &lu(z) =0.
7| > 00 Z| > +00

Der Satz von Liouville impliziert g = 0, und daher

k
O=81(Z):—(2ﬂi2n()/j,z)] f(z)+z %d{ firalle ze D\ K.

k
=1 =1

]

.....

8(2) := (= w)f(2), so folgt wegen 0 = (5, n(y;, w))e(w)

k
j=1

ff(()d§= 0, (2.1)
),

J

falls 3%_, n(y;,2) = O firalle z € C\ D.

2.2 Existenz von geschlossenen Wegen

Wir brauchen ein Resultat, mit dem wir uns sicher sein konnen, dass geeignete Wege
existieren. Sei
0+KcDcC

mit einem kompakten K und einem offenen D. Im Falle D = C finden wir offenbar
ein abgeschlossenes Quadrat Q um die Null mit K € Q°. Ist nun y : [0,4] — C der
Polygonzug durch die Ecken des Quadrates in mathematisch positiver Richtung lauft,
so priift man elementar nach, dass n(y,w) = 1 fiir alle w € 0° 2 K. Also gibt es einen
geschlossenen achsenparallelen, in D\ K verlaufenden Polygonzug, dessen Umlaufzahl
um jeden Punkt von K eins ist.

Fir D ¢ C wird es im Allgemeinen nicht so einen Weg geben. Man stelle sich
dazu ein nicht zusammenhingendes D vor, sodass K nicht ganz in nur einer Zusam-
menhangskomponente von D entahlten ist. Fiir unsere spiteren Uberlegungen muss es
aber nicht notwendigerweise nur ein Weg sein.

2.2.1 Satz. Seien D C C offen und K C D kompakt. Dann gibt es endlich vie-
le geschlossene, achsenparallele, in D \ K verlaufende Polygonziige aq,...,a, mit

.....

< 1 ,falls ze K
Zn(ai,z) = .
pary 0 ,falls zeC\D

Beweis. Wir betrachten ¢ := w

groBer Null ist. Nun sei

, welches wegen der Kompaktheit von K strikt

Pi={6-(j,j+ 1x[kk+1]): jkeZ}
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die Menge aller Quadrate in der Ebene mit Seitenldnge ¢ und Eckpunkten mit Koordi-
naten aus 0Z. Nun gilt
kc|Jocp,
Qe
wobei Q = {Q € P : QN K # 0}. Die erste Inklusion gilt, da C = [ Jpey Q und die
zweite, da aus w € Q mit Q N K # 0 folgt, dass d(w, K) < d(Q) = V265 < d(K,C\ D).

Fiir Q = 6-([m, m+1]x[n,n+1]) € P seien y1(Q), ¥2(Q), ¥3(Q), y4(Q) : [0, 1] - R?
die Strecken definiert durch

yl(Q>=6~(mrfl),6-(m”), 72(Q)=5~(m+1),5-( " )

n+1 n+1 n+1
_— _

1
Vs(Q)=6'(nT1),6-(’:), 74(Q)=6~(’:),6-(m: )

Zudem definieren wir die Menge

30 = (11(0), v2(0), y3(Q), v4(Q)}

bestehende aus vier Wegen, sowie X := Jgeq 5Q.
Jeder Weg y € X liegt 5Q fiir genau ein Q € Q. In der Tat gilt fiir ein Q = ¢ -
(Im,m + 1] X [n,n + 1]) € Qmity € 40

26-(3) = (YD) +¥0) + (9 3 ) () =) = (3) -
SchlieBlich setzen wir fiirein ® CXundw € § - (Z X Z)
kO,w) :=#ye®:y(1) =w}-#ye®:y0)=w}

(a) Fiir jedes Q € Qund jedes z ¢ ;-1 4 v1(0)([0, 1]) gilt

1 1
2 Z_m'f{—zdg:
yedQ 4

wobei vyp die Zusammensetzung dieser vier Wege ist. Wegen C \

.....

1 1
— f — d{ =n(yg,2),
e

4
27t Jyo) § -2

1

.....

( ) 1 ,falls ze€ Q°

n(yg,z) = .

YOO ZN0 falls zeC\ 0

Da fiir R € Q sicher R° € C\ Jgeg\(r; Q und da jedes y € X in 5Q fiir genau ein
0 € Q liegt, folgt somit

Zif 1 il = 1, falls z€Jgea @ ' 2.2)
27i ), & -z 0 ,falls ze C\ Ugeg O

yeX
(b) Offenbar ist y; ~ y2 :& vy, € {y1,y1—} eine Aquivalenzrelation auf X. Die ent-
sprechenden Aquivalenzklassen [y]. enthalten dann einen oder zwei Wege. Wir

setzen
Fi={yeX #yl.=1}={yeX . y-¢Xx}.

Offenbar ist dann die Menge £\ I" = {y € X : y— € X} eine disjunkte Vereinigung
von Paaren {y, y—}.
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(©)

(d)

(e)

()

Fiir jedes Q € Qund jedes w € § - (Z X Z) gilt k(gQ, w) = 0, da jeder Eckpunkt von
Q genau einmal als Anfangspunkt und genau einmal als Endpunkt einer Strecke
aus 5Q auftritt. Weil k(@ , w) +k(®,, w) = k(®; UB,, w) fiir disjunkte Mengen von
Wegen, folgt

k(S w) = k(UQan, W)=0, wed-(ZXZ).

Wegen k({y,y—}, w) = 0 folgt daraus auch

kT,w)=kZ,w)—=kEZ\T,w)=0

Ahnlich gilt wegen f (1 dc + f {1 d¢ = 0 fiir alle z € C \ ¥([0, 1]) und wegen
(2.2), dass

Z 1f 1 i = 1, falls z € (Jgeq Q°
£ 2ri J, £z 0 ,falls € C\ Upea ©

Die z € Ugea 80 = Uyes ¥([0, 1]) sind hier nicht beriicksichtigt. Dennoch ist
obige Summe von Integralen auf C \ |, ¥([0, 1]) definiert und holomorph. Da

jedes z € Ugeq 00 = (Ugea @) \ Ugeg Q° im Abschluss von Jgeq Q° liegt, folgt
aus Stetigkeitsgriinden sogar

szzdg_l, ze [ Jov[Jraom

QeQ yell
Fiir y € Zmity([0, 1])NK # 0 gilt auch y— € X. Daraus folgt dann y([0, 1]) € C\K
fiir y e I' bzw.
k| e[ Jyao.m

QeQ yel'

Um das einzusehen, sei etway = y1(Q) mit Q = § - ([m,m + 1] X [n,n + 1]) € Q
und ¥([0, 1]) N K # 0. Dann folgt y3(Q + (0)) = y1(Q)— = y—, wobei wegen

0 0
0#y([0, 1D N K =y3(Q + (O))([O’ IDNKC QO+ (0)

das Quadrat Q + (g) zu Q gehort, und daher y3(Q + (g)) = y— € X. Fiir die Fille
v = y2(0),y3(Q), y4(Q) argumentiert man genauso.

Wir behaupten nun, dass jede nichtleere Teilmenge ® C I' mit k(®,w) = O fiir
alle w € ¢ - (Z X Z) einen geschlossenen Polygonzug enthilt, daher paarweise
verschiedene Wege yi, ...,y mit y;(1) = y;,1(0) fir j = 1,...,k— 1 und y1(0) =
Yi(D).

Wire dem nicht so, sei m € N maximal derart, dass es paarweise verschiedene

YViseoesVYm €O

gibt mit y;(1) = y;41(0) fiir j = 1,...,m — 1. Da O endlich ist, gibt es so ein m.
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(&)

Nun gibt es sicherlich keiny = y; € {y1, ..., ¥m} mity(0) = y,(1), da wir sonst mit
Yj>---»>¥m einen geschlossenen Polygonzug innerhalb von {yi,...,y,} € © gefun-
den hitten. Wegen der Maximalitidt von m kann es auch keiny € © \ {yy,...,¥u}
geben mit y(0) = y,,(1). Also folgt

k(®,ym(1)) = #y € © : y(1) = yu(D} =#y € O : y(0) = yu(1)} 2 1
=0

im Widerspruch zur Vorgabe an ©.

Wenden wir das gerade gezeigte auf ® = I" an, so erhalten wir einen geschlossenen
Polygonzug vy, ...,y fiir den

k(¥ vy w) = 0, fiiralle w e s+ (ZxZ)

gilt, denn fiir w € 6 - (Z X Z) gilt y}(l) = w genau dann, wenn y}H(O) = w gilt,
wobei wir hier y]im R ’y% setzen. Es folgt

KO\ {1, .74y w) = 0, fiiralle we - (ZX2Z).

Mit ! o) := y% DD 71&(1) erhalten wir einen geschlossenen, achsenparallelen
Polygonzug.
Nun wenden wir den vorherigen Punkt auf ® =T\ {y%, ey 711(1)} an, und erhalten

einen weiteren geschlossenen, achsenparallelen Polygonzug a, = yf o0 *y,f(z).
Nun fahren wir mit ©@ = T'\ {y},.. .,7,1(1)} \ {(y3,... ,y,%(z)} fort, fiir das auch die
Voraussetzung k(®,w) = 0 fiir alle w € ¢ (Z X Z) gilt, usw. .

DaT endlich ist, bricht dieser Algorithmus ab und wir erhalten geschlossene, ach-
senparallele Polygonziige a1, ..., o, mit@; = 7"1 DD 75{(;)’ wobei

und damit

n

Z ma;,z) =

i=1
Zidek 1, falls z€ (Ugea @ \ Uiz1,.. @i([0, 11) 2 K)
2 )y ¢~z 0 ,falls ze€ C\ Upea Q(2C\ D) ’

a

2.2.2 Bemerkung (*). Mit der Notation aus dem letzten Beweis gilt U,er v([0, 1]) =
OM mit M := | Jpeq Q. Fiir y € I gilt ndmlich y— ¢ Z, womit das Q € P mit y— € 5Q
nicht zu Q gehort. Daraus folgt leicht, dass y([0, 1]) S M N Me.

M

Umgekehrtist f(z) = Xyer ﬁ L é d{ auf C\ |,er ¥([0, 1]) stetig, und nimmt auf
\ Uyer ([0, 1]) den Wert 1 an. Auf M* und daher auch auf M¢\ Uyer ([0, 1]) hat f

den Wert Null, womit M N M\ [, ([0, 1]) = 0.

! Genau genommen miisste man hier zu dquivalenten Wegen )7]'. iibergehen, sodass die Definitionsbereiche

zusammenpassen.
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2.3 Funktionalkalkiil

2.3.1 Definition. Sei A eine Banachalgebra mit Eins tiber C und sei a € A. Zudem sei
eine holomorphe Funktion f : D — C mit einem offenen D C C, sodass o(a) C D,
gegeben.

IstT" = (ay,...,a,) ein Tupel von stetigen und stiickweise stetig differenzierbaren,
in D \ o(a) verlaufende Wegen, sodass

F, = is = 5
nC.2) = ) niaind) 0 .falls zeC\D

i=1

" {1 falls z € o(a)

welches nach Satz 2.2.1 immer existiert, so definieren wir
1 _ 1 ¢ -
far= 50 [ fo@e-artae =523 [ f@ e .
2ri Jr 2ni o,

2.3.2 Proposition. Die Definition von f(a) ist unabhdngig von .

Beweis. Sei A = (B1,...,B,) ein weiteres Tupel von stetigen und stiickweise stetig
differenzierbaren, in D \ o(a) verlaufenden Wegen, sodass n(A, z) = 1, wenn z € o(a),
und n(A, z) = 0, wenn z € C\ D. Wir bezeichnen mit 8;— den in umgekehrter Richtung
durchlaufenen Weg §; und setzen X := (a1, ..., @, B1—,...,Bn—). Diese Wege in G :=
D\ o(a) erfiillen

1-1=0 ,falls z€0(a)

2’ = F, - A7 = ’
nZ,2) = n(l’,z) = n(A, z) {0_0=0 ,falls ze C\D

alson(Z,z) = 0firz € C\G = (C\ D) Uo(a). Wir konnen somit Satz 2.1.3 und infolge
(2.1) auf die in G holomorphe Funktion z = f(z)(ze — a)~! anwenden und erhalten

0= fz FOCe—ayde = fr FOCe—ayde - fA FOCe—aydc.

a

2.3.3 Definition. Sei A eine Banachalgebra mit Eins tiber C und sei a € A. Wir be-
trachten

Hol(a) := {f : AD; € C, Dy offen ,o(a) C Dy, f : Dy — C holomorph }

und darauf die Aquivalenzrelation f~g:e dD C DyN Dy, D offen,o(a) € D mit
Slp = glp.

Weiters definieren wir fiir f, g € Hol(a) und A € C die Funktionen Af : Dy — C,
f+g:DynDy, - C, f-g:DyN D, — C aus Hol(a) punktweise durch (1f)(z) :=
Af(@), z € Dy, (f +8)(2) := f(2) + 8(2), z€ Dy N Dy und (f - )(2) := f(2) - g(2), z €
Df N Dg.

Man iiberpriift leicht, dass A[f]. := [Af]~, [f]~ +[g]~ := [f +gl- und [f]~.-[g]- :=
[f - g]~ nicht von den konkreten Repridsentanten abhingen, und dass Hol(a)/ ~ mit
diesen eine Algebra mit Einselement — dieses ist [1«]. — abgibt.
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Hat ein f € Hol(a) keine Nullstellen in o(a), so liegt auch f|p . s-1j0) und infolge
in Hol(a). Also ist [f]. invertierbar in Hol(a)/ ~. Umgekehrt folgt aus der

f ‘D,\f Loy
Invertierbarkeit von [ f]., dass fiir [g]. = [£]Z!

[f- gl = [f1-- /12" = [1c]-,

womit f - g|p = L¢|p fiir ein hinreichend kleines, o-(a) umfassendes, offenes D. Somit
hat kein Représentante von [f]. eine Nullstelle in o(a).

Fiir [f]. € Hol(a)/ ~ ist auch [f].(a) := f(a) wohldefiniert, da man fiir zwei
Reprisentanten f, g der Restklasse [f].(a) Proposition 2.3.2 auf f|p = g|p anwenden
kann, wobei D wie in Definition 2.3.3 ist.

2.3.4 Satz. Die Abbildung [f]-(a) v+ f(a) ist ein Algebrenhomomorphismus von
Hol(a)/ ~ nach A. Dabei gilt [p]-.(a) = p(a) fiir alle Polynome p € C[z].

Zusdtzlich folgt aus der lokal gleichmdfligen Konvergenz einer Folge (f,)nen aus
Hol(a) gegen ein f € Hol(a) auf Dy, wobei Dy € Dy ,n € N, dass auch f,(a) — f(a).

Beweis. Fir f,g € Hol(a) und A,z € C gilt definitionsgemiB D,s,,, = Dy N D,.
Wiihlen wir ein Tupel I' von Wegen mit Hilfe von Satz 2.2.1, sodass diese in Dy N Dy
verlaufen, dann gilt

1 1
Alf)-(@) + plgl(@) = A— f FOe—ay"d+ oy f 8 Le—a)tde
L Jr 7l Jr

1
= o [ O G- e =+ ).
Tt Jr

Die Vertriglichkeit mit - ist nicht ganz so einfach nachzuweisen. Wir wihlen dazu
zunichst ein Tupel A von Wegen mit Hilfe von Satz 2.2.1 derart, dass diese in Dy N
D,\o(a) verlaufen, n(A,z) = 1, wenn z € o(a), und n(A, z) = 0, wenn z € C\(D;NDy),
erfiillen.

Insbesondere ist G := {z € C\ranA : n(A,z) = 1} eine Menge mit o(a) C G C
DyND,, wobeiran A die kompakte Vereinigung der Bilder der Wege aus A bezeichnet.
Wegen G = {z € C\ranA : |[n(A, z) — 1| < 1} und wegen der Stetigkeit von z - n(A, z)
auf C \ ran A ist G offen.

Wir wenden Satz 2.2.1 auf o(a) und G an, und erhalten ein Tupel I von Wegen in
G\ o(a) mit n(I',z) = 1, wenn z € o(a), und n([',z) = 0, wenn z € C\ G. Wegen
(& -2)ze—a)y(le—a) =(ze—a)™' — ({e —a)™! gilt dann

1
[f1-(@)- [g]-@) = =5 [frf(Z) (ze—a)™! dZ] U; g e —a)"dl

1
- f f £ 8(0) ze —a) ' (Ce — )y d¢ dz

8(&)
Zm f U ) 27 f d{ )(ze B a) dz

+o G ff()dz (Ce—ay'd

Aus Satz 2.1.3 erhalten wir 5 [ £ 19 gz = w(T,0)f(¢) = 0 fiir £ € ranA € C\ G und
5 fA 0] d{ =n(A,2)g(z) = g(z) fur zeran' C G ={w e C\ranA : n(A,w) = 1}.
Also erhalten wir

1
[f1-(a)- [g]-(a) = 7 frf(Z)g(Z)(ze —a) M dz = ([f]- - [g])@).
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Um [p]-(a) = p(a) fiir alle Polynome p € C[z] zu zeigen, reicht es nun diese Gleichung
fiir p(z) = Z*, k € NU {0} zu zeigen, wobei A, = C. Nun gilt o(a) € Kj(0) und fiir
Izl > llall

(ze—a)' = —(e - —a)_ Zz" al

Fiir y(t) = rexp(it), t € [0,2x], mit r > |la|l und I = (y) gilt n(T',z) = 1 fiir z €
Uja(0) 2 (@), womit

1
pl@ =5 [ ¢ we-aa
L Jy

1 . .
S s
— < Jy

Konvergiert (f,)sen aus Hol(a) gegen ein f € Hol(a) lokal gleichmiBig auf Dy, wobei
Dy € Dy,n € N, so folgt fiir ein geeignetes Tupel I mit ranI" C Ay, dass f,({) ({e -
a)™' = f(¢)(le — a)™! gleichmiBig in £ € ranT. Also gilt

1 1
[ful-(@) = == f ) e—ay " dl — —— f FQ e—ay"d = [fl-(a).
2ni Jr 2mi Jr

2.3.5 Satz (Spektralabbildungssatz). Fiir f € Hol(a) gilt o([f1-(a)) = f(o(a)).

Beweis. Fiir 1 ¢ f(o(a)) hat z — A — f(z) auf o(a) keine Nullstellen auf o(a), und ist
somit in Hol(a)/ ~ invertierbar. Also ist auch de — [f].(a) = [1 — f]-(a) invertierbar.
Ist A € f(o(a)), so gilt fiir w € o(a) mit A = f(w), dass

© = LI falls z e Ap\ (W),
$O=\ powy  falls 22w

holomorph auf Ay ist, und daher in Hol(a) liegt. Wire A ¢ o([f]-(a)) mit b = (le —
[f1-(a))~", so folgt aus

blgla)(we—a) =b[z - g@)W-2)](a) =b[z - f(w) - f(D)].(a) = e

und aus der entsprechenden Gleichung in vertauschter Reihenfolge der Widerspruch
w ¢ o(a).

a



