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Kapitel 1

Kompakte Operatoren

1.1 Aszent und Deszent
Für eine lineare Abbildung T : Y → Y auf einem Vektorraum Y ist die Folge

{0} = ker T 0 ⊆ ker T 1 ⊆ ker T 2 ⊆ · · · (1.1)

von Unterräumen offenbar aufsteigend. Falls ker T n = ker T n+1 für ein n ∈ N ∪ {0}, so
gilt auch ker T n = ker T n+ j für alle j ∈ N, denn aus ker T n = ker T n+ j folgt

ker T n = ker T n+1 = ker T (n+ j)+1 = ker T n+( j+1) .

Die Folge von Unterräumen

Y = ran T 0 ⊇ ran T 1 ⊇ ran T 2 ⊇ · · · (1.2)

ist absteigend. Falls ran T n = ran T n+1 für ein n ∈ N ∪ {0}, so gilt ran T n = ran T n+ j für
alle j ∈ N, da aus ran T n = ran T n+ j

ran T n = ran T n+1 = T (ran T n) = T (ran T n+ j) = ran T n+( j+1)

folgt. Also ist sind alle Inklusionen in (1.1) (bzw. (1.2)) eingentlich, oder sie sind ei-
gentliche Inklusionen is zu eine, Index und dann sind alle Unterräume gleich.

1.1.1 Definition. Für eine lineare Abbildung T : Y → Y auf einem Vektorraum Y seien
definiert:

• der Aszent von T als

p(T ) := min{n ∈ N ∪ {0} : ker T n = ker T n+1} ∈ N ∪ {∞} ;

• der Deszent von T als

q(T ) := min{n ∈ N ∪ {0} : ran T n = ran T n+1} ∈ N ∪ {∞} ,

wobei min ∅ := ∞.

1.1.2 Bemerkung. (i) Es gilt p(T ) = ∞, wenn ker T n , ker T n+1 für alle n ∈ N ∪ {0}
und q(T ) = ∞, wenn ran T n , ran T n+1 für alle n ∈ N ∪ {0}.
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(ii) Offenbar bedeutet p(T ) = 0, dass T injektiv ist, und q(T ) = 0, dass T surjektiv
ist.

(iii) Wegen der Diskussion vor Definition 1.1.1 gilt

p(T ) := min{n ∈ N ∪ {0} : ∃ j ∈ N mit ker T n = ker T n+ j} ;

q(T ) := min{n ∈ N ∪ {0} : ∃ j ∈ N mit ran T n = ran T n+ j} ,

1.1.3 Beispiel. Ist A ein beschränkter selbstadjungierter Operator auf einem Hilber-
traum und λ ∈ R ein Eigenwert, so folgt aus x ∈ ker(A−λ)2 wegen 0 = ((A−λ)2x, x) =

‖(A − λ)x‖2 auch x ∈ ker(A − λ). Also gilt p(A − λ) = 1.

1.1.4 Satz. Sei m ∈ N ∪ {0}. Es gilt m ≥ p(T ) (womit insbesondere p(T ) endlich ist)
genau dann, wenn es ein n ∈ N gibt, sodass

ker T n ∩ ran T m = {0} (1.3)

gilt. In dem Fall gilt (1.3) für alle n ∈ N.

Beweis. Gilt m ≥ p(T ), n ∈ N, und y ∈ ker T n ∩ ran T m, dann folgt y = T mx für ein
x ∈ Y . Also erhalten wir x ∈ ker T m+n = ker T m, womit y = T mx = 0 und infolge gilt
(1.3).

Existiere n ∈ N mit (1.3). Für jedes x ∈ ker T m+1 gilt

T mx ∈ ker T ∩ ran T m ⊆ ker T n ∩ ran T m = {0} ,

also x ∈ ker T m. Wir erhalten ker T m = ker T m+1 und infolge m ≥ p(T ).
q

1.1.5 Satz. Sei m ∈ N∪{0}. Es gilt m ≥ q(T ) genau dann, wenn es ein n ∈ N und einen
Unterraum Cn ⊆ ker T m gibt mit

Y = Cn u ran T n, (1.4)

In dem Fall gibt es einen derartigen Unterraum Cn ⊆ ker T m für alle n ∈ N.

Beweis. Wenn (1.4) für einen Unterraum Cn ⊆ ker T m, dann folgt

ran T m = T m(Cn) + T m(ran T n) = ran T m+n ,

und daher m ≥ q(T ); vgl. Bemerkung 1.1.2, (iii).
Angenommen es gilt m ≥ q(T ). Für beliebiges n ∈ N sei C ⊆ Y ein Unterraum mit

Y = C u ran T n . (1.5)

Sei B eine algebraische Basis von C. Wegen ran T m = ran T m+n gibt es zu jedem b ∈ B
ein yb ∈ Y mit T mb = T m+nyb. Setzen wir zb := b − T nyb, so gilt T mzb = 0. Also gilt

Cn := span{zb : b ∈ B} ⊆ ker T m .

Gemäß (1.5) kann jedes x ∈ Y als x =
∑

b∈B αbb + T ny mit αb ∈ C and y ∈ Y dargestellt
werden. Also gilt

x =
∑
b∈B

αb(zb + T nyb) + T ny =
∑
b∈B

αbzb + T nz
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für ein geeignetes z ∈ Y , womit Y = Cn + ran T n.
Zu x ∈ Cn ∩ ran T n existieren βb ∈ C und v ∈ Y mit x =

∑
b∈B βbzb = T nv. Wir

schließen ∑
b∈B

βbb =
∑
b∈B

βbT nyb + T nv ∈ ran T n .

Gemäß (1.5) folgt βb = 0 für alle b ∈ B, und damit x = 0. Wir erhalten schließlich
Y = Cn u ran T n.

q

Aszent und Deszent stehen in engem Zusammenhang.

1.1.6 Satz. Sei T : Y → Y linear. Falls p(T ) und q(T ) beide endlich sind, dann stimme
diese überein. In dem Fall nennt man p(T ) = q(T ) die Riesz Zahl von T .

Beweis. Wir setzen p := p(T ) und q := q(T ) und führen p < q und p > q auf einen
Widerspruch.

Angenommen p < q. Können wir ran T p = ran T q zeigen, so erhalten wir wegen
Bemerkung 1.1.2, (iii) einen Widerspruch. Bekannterweise gilt ran T p ⊇ ran T q. Aus
Satz 1.1.5 erhalten wir mit m = n = q

Y = ker T q + ran T q .

Insbesondere gilt für y = T px ∈ ran T p mit x ∈ Y , dass y = z + T qw, wobei z ∈ ker T q

und w ∈ Y . Mit Satz 1.1.4 mit m = p, n = q erhalten wir

z = T px − T qw ∈ ker T q ∩ ran T p = {0} ,

wodurch y = T qw ∈ ran T q und infolge auch ran T p ⊆ ran T q.
Wir schließen nun von q < p auf den Widerspruch ker T p = ker T q; vgl. Be-

merkung 1.1.2, (iii). Wir wissen schon, dass ker T q ⊆ ker T p. Nach Satz 1.1.5 mit
m = q, n = p gilt

Y = ker T q + ran T p ,

wodurch sich jedes x ∈ ker T p als x = u + T pv mit u ∈ ker T q und v ∈ Y schreiben
lässt. Es folgt T pv = x − u ∈ ker T p − ker T q ⊆ ker T p − ker T p = ker T p, und infolge
v ∈ ker T 2p = ker T p. Also x = u ∈ ker T q, und damit ker T p ⊆ ker T q.

q

Gilt p := p(T ) = q(T ) < ∞ und ist zudem p > 0, so folgt aus Satz 1.1.4 und Satz
1.1.5 mit n = p

Y = ker T p u ran T p . (1.6)

Für p = 0 gilt (1.6) ohnehin. Nun gilt sogar

1.1.7 Korollar. Hat T : Y → Y eine endliche Riesz Zahl p := p(T ) = q(T ), so lässt
sich Y wie in (1.6) schreiben. Dabei gilt T (ker T p) ⊆ ker T p und T (ran T p) ⊆ ran T p ist
T |ran T p : ran T p → ran T p bijektiv.

Falls es umgekehrt ein m ∈ N gibt, sodass Y = ker T m u ran T m, dann gilt p(T ) =

q(T ) ≤ m (< ∞).
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Beweis. Für x ∈ ker T p gilt T p(T x) = TT px = 0 und damit T x ∈ ker T p. Für T px ∈
ran T p gilt T (T px) = T p(T x) ∈ ran T p. Wegen ker T ⊆ ker T p ist T |ran T p injektiv.
Wegen T (ran T p) = ran T p+1 = ran T p ist T |ran T p : ran T p → ran T p bijektiv.

Dass Y = ker T m u ran T m die Beziehung p(T ), q(T ) ≤ m nach sich zieht, folgt
sofort aus Satz 1.1.4 und Satz 1.1.5.

q

1.2 Riesz Zahl und kompakte Operatoren
1.2.1 Lemma. Sei X Banachraum, T : X → X kompakt, λ ∈ C \ {0}. Dann gilt
dim ker(T − λI) < ∞, und ran(T − λI) ist abgeschlossen.

Beweis. Wegen der Stetigkeit von T − λI ist Y := ker(T − λI) (⊆ X) ist abgeschlossen
und daher ein Banachraum. Der Operator T |Y = λI|Y : Y → Y ist bijektiv und kompakt.
Da nur die endlichdimensionalen normierten Räume lokalkompakt sind, folgt dim Y <
∞.

Wegen dim ker(T − λI) < ∞ erhält man als Folge des Satzes von Hahn Banach
einen abgeschlossenen Unterraum M von X mit

ker(T − λI)+̇M = X .

Die Abbildung S := (T − λI)|M : M → X ist dann beschränkt, injektiv, und es gilt
ran S = ran(T − λI). Um zu zeigen, dass ran S in X abgeschlossen ist, genügt es, eine
Zahl r > 0 zu finden, sodass

r‖x‖ ≤ ‖S x‖, x ∈ M . (1.7)

Angenommen, (1.7) ist für jedes r > 0 falsch, dann gibt es eine Folge (xn)n∈N, xn ∈ M,
mit ‖xn‖ = 1, S xn → 0. Nun ist T (KX

1 (0)) kompakt. Geht man nötigenfalls zu einer
Teilfolge über, so kann man also erreichen, dass T xn → x0 für ein gewisses x0 ∈ X. Es
folgt λxn = (T − S )xn → x0, womit x0 ∈ M. Nun ergibt

S x0 = lim
n→∞

S (λxn) = λ lim
n→∞

S xn = 0 .

zusammen mit der Injektivität von S die Tatsache x0 = 0, welche aber
‖x0‖ = limn→∞ ‖λxn‖ = |λ| , 0 widerspricht.

q

Ist T kompakt, λ , 0 und n ∈ N, gilt

(T − λI)n = (−λ)n +

n∑
k=1

(
n
k

)
T k(−λ)n−k ,

wobei
∑n

k=1

(
n
k

)
T k(−λ)n−k auch kompakt ist. Wegen Lemma 1.2.1 ist daher ker(T − λI)n

endlichdimensional und ran(T − λI)n abgeschlossen.

1.2.2 Lemma. Sei X normierter Raum und M ein linearer Unterraum mit M , X. Ist
r > 1, so existiert x ∈ X mit

‖x‖ < r aber ‖x − y‖ ≥ 1 für alle y ∈ M .
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Beweis. Sei x1 ∈ X mit ‖x1 + M‖X/M = 1, also

inf
{
‖x1 − y‖ : y ∈ M

}
= inf

{
‖x1 − y‖ : y ∈ M

}
= 1 .

Wähle y1 ∈ M mit ‖x1 − y1‖ < r und setze x := x1 − y1.
q

1.2.3 Satz. Sei Y ein Banachraum und T : Y → Y kompakt. Dann hat der Operator
(T − λI) für jedes λ ∈ C\{0} eine endliche Riesz Zahl.

Beweis. Im Falle q(T − λI) = ∞ wäre ran(T − λI)n, n ∈ N ein echt absteigende Folge
abgeschlossener Unterräume. Nach Lemma 1.2.2 gibt es xn ∈ ran(T −λI)n mit ‖xn‖ < 2
und ‖xn − y‖ ≥ 1 für alle y ∈ ran(T − λI)n+1. Es folgt

‖T xn − T xn+ j‖ = ‖λxn − (λxn+ j − (T − λI)xn + (T − λI)xn+ j)︸                                         ︷︷                                         ︸
∈ran(T−λI)n+1

‖ ≥ |λ| ,

womit das Bild (T xn)n∈N der beschränkten Folge (xn)n∈N im Widerspruch zur Kom-
paktheit keine konvergente Teilfolge hätte.

Falls p(T − λI) = ∞, so könnte man eine Folge (xn)n∈N derart wählen, dass xn ∈

ker(T − λI)n+1 mit ‖xn‖ < 2 und ‖xn − y‖ ≥ 1 für alle y ∈ ker(T − λI)n. Wegen

‖T xn − T xn+ j‖ = ‖ λxn + (T − λI)xn − (T − λI)xn+ j︸                                    ︷︷                                    ︸
∈ker(T−λI)n+ j

−λxn+ j‖ ≥ |λ|

könnte auch diesmal (T xn)n∈N keine konvergente Teilfolge haben.
q

1.2.4 Korollar. Sei Y ein Banachraum, T : Y → Y kompakt und λ ∈ C\{0}. Dann ist
ran(T − λI)n für jedes n ∈ N ein abgeschlossener Unterraum von endlicher Kodimen-
sion. Ist p die endliche Riesz Zahl von T − λI, so gilt

Y = ker(T − λI)p+̇ ran(T − λI)p .

Dabei ist (T−λI) genau dann surjektiv, wenn es injektiv ist (Fredholmsche Alternative).
Schließlich besteht das Spektrum von T aus abzählbar vielen Punkten, die höchs-

tens 0 als Häufungspunkt haben, und jeder von Null verschiedene Spektralpunkt λ ist
ein Eigenwert,

Beweis. Die Zerlegung von Y folgt wegen Satz 1.2.3 aus (1.6). Wegen dieser Zerlegung
und wegen der Überlegung nach Lemma 1.2.1 hat ran(T − λI)p und infolge auch alle
Oberräume ran(T−λI)k, k = 1, . . . , p−1, endlich Kodimension. Die Abgeschlossenheit
haben wir in der Überlegung nach Lemma 1.2.1 gesehen.

Wenn (T − λI) injektiv ist, so gilt Y = ran(T − λI)p ⊆ ran(T − λI) ⊆ Y . Umgekehrt
folgt aus der Surjektivität die von (T −λI)p, wodurch ker(T −λI) ⊆ ker(T −λI)p = {0}.
Insbesondere ist λ ∈ σ(T ) genau dann, wenn λ ∈ σp(T ).

Gemäß Korollar 1.1.7 ist (T − λ)|ran(T−λI)p bijektiv auf dem abgeschlossenen Unter-
raum ran(T − λI)p und somit bistetig. Da die Resolventenmenge eines Operators offen
ist, gilt das auch für (T − µI) mit µ aus einer Umgebung von λ.

Da T |ker(T−λI)p ein Operator auf dem endlichdimensionalen Raum ker(T − λI)p ist,
ist σ(T |ker(T−λI)p ) endlich. Somit gibt es eine Umgebung von λ, sodass µ ∈ ρ(T ) für alle
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µ aus dieser Umgebung mit ausnahme höchstens für µ = λ. Also kann σ(T ) höchstens
Null als Häufungspunkt haben.

q

Für µ ∈ σp(T ), λ ∈ C \ {µ}, m ∈ N und x ∈ ker(T − µ)m folgt aus (T − µ)mx = 0

−(λ − µ)mx =

m∑
j=1

(
m
j

)
(λ − µ)m− j(T − λ) jx .

Insbesondere gilt x = (T − λ)s(T )x für ein s ∈ C[z]. Einsetzen der linken in die rechte
Seite ergibt x = (T − λ)2s(T )2x und weiter x = (T − λ)ns(T )nx ∈ ran(T − λ)n für alle
n ∈ N.

1.2.5 Satz. Für paarweise verschiedene λ1, . . . , λn ∈ σp(T ) \ {0} mit endliche Riesz
Zahlen p j von T − λ jI für j = 1, . . . , n gilt

Y = +̇n
j=1 ker(T − λ jI)p j +̇

n⋂
j=1

ran(T − λ jI)p j .

Dabei lässt T diese Unterräume invariant, und es gilt σ(T |ker(T−λ jI)p j ) =

σp(T |ker(T−λ jI)p j ) = {λ j} für j = 1, . . . , n, sowie σ(T |⋂n
j=1 ran(T−λ jI)p j ) = σ(T ) \

{λ1, . . . , λn}.

Beweis. Zunächst gilt σ(T |ker(T−λ jI)p j ) = σp(T |ker(T−λ jI)p j ) = {λ j} wegen dem Spek-
tralabbildungssatz für Polynome und wegen dim ker(T − λ jI)p j < ∞.

Insbesondere folgt für
∑n

j=1 x j ∈ +n
j=1 ker(T − λ jI)p j aus

∑n
j=1 x j = 0, dass

0 =

n−1∏
j=1

(T − λ jI)p j

n∑
j=1

x j =

n−1∏
j=1

(T − λ jI)p j x1 .

Wegen σp(T |ker(T−λ jI)p j ) = {λ j} folgt x1 = 0. Entsprechend sehen wir x2 = · · · = xn = 0.
Also ist +n

j=1 ker(T − λ jI)p j eine direkte Summe.
Für n = 1 folgt die Aussage wegen Korollar 1.2.4. Gilt sie für n − 1, so können

wir x ∈ Y immer als eindeutig x = y1 + · · · + yn−1 + z mit y j ∈ ker(T − λ jI)p j und
z ∈

⋂n−1
j=1 ran(T − λ jI)p j schreiben.

Schreiben z gemäß Korollar 1.2.4 eindeutig als z = yn + w mit yn ∈ ker(T − λnI)pn

und w ∈ ran(T − λnI)pn , so folgt aus der Überlegung vor dem aktuellen Korollar w =

z − yn ∈
⋂n−1

j=1 ran(T − λ jI)p j und infolge

x = y1 + · · · + yn + w

mit w ∈
⋂n

j=1 ran(T − λ jI)p j . Gilt auch y′1 + · · · + y′n + w′ mit y′j ∈ ker(T − λ jI)p j und
w′ ∈

⋂n
j=1 ran(T − λ jI)p j , so folgt aus obiger Eindeutigkeit y j = y′j für j = 1, . . . , n − 1

und yn + w = y′n + w′. Die zweite erwähnte Eindeutigkeit ergibt dann yn = y′n und
w = w′.

Schließlich folgt σ(T |⋂n
j=1 ran(T−λ jI)p j ) = σ(T ) \ {λ1, . . . , λn} aus der Tatsache, dass

T x = xλ j die Inklusion x ∈ ker(T − λ jI)p j nach sich zieht, und aus der bewiesenen
Zerlegung.

q
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1.2.6 Bemerkung. Der Hauptraum
⋃

m∈N ker T m ist in
⋂n

j=1 ran(T − λ jI)p j enthalten.
In der Tat, folgt für x =

∑n
j=1 x j + y ∈ +̇n

j=1 ker(T − λ jI)p j +̇
⋂n

j=1 ran(T − λ jI)p j mit
0 = T mx =

∑n
j=1 T mx j + T my wegen der Invarianz aller involvierten Räume unter T ,

dass T mx1 = · · · = T mxn = 0. Wegen σ(T |ker(T−λ jI)p j ) = σp(T |ker(T−λ jI)p j ) = {λ j} folgt
x1 = · · · = xn = 0 und somit x = y ∈

⋂n
j=1 ran(T − λ jI)p j .

1.2.7 Bemerkung. Die Unterräume ker(T − λ jI)p j in Satz 1.2.5 sind endlichdimensio-
nal und invariant unter T mit σ(T |ker(T−λ jI)p j ) = σp(T |ker(T−λ jI)p j ) = {λ j}. Wie aus der
Linearen Algebra bekannt, gibt es dann eine Basis von ker(T − λ jI)p j , bezüglich derer
T |ker(T−λ jI)p j die Matrixdarstellung

diag(Jλ j,r1 , . . . , Jλ j,rm ) ,

wobei Jλ j,r ein r × r-Jordanblock mit Eigenwert λ j ist:

Jλ j,r =



λ j 1 0 0 . . . 0
0 λ j 1 0 . . . 0
...

. . .
. . .

...
0 . . . 0 λ j 1 0
0 . . . 0 0 λ j 1
0 . . . 0 0 0 λ j


.

Insbesondere finden wir für jedes n ≤ dim ker(T − λ jI)p j einen n-dimensionalen Un-
terraum von ker(T − λ jI)p j , welcher invariant unter T ist.

1.2.8 Bemerkung. Ist Y endlich dimensional, so ist jedes lineare R : Y → Y kompakt.
Nimmt man ein µ < σ(T ), und wendet Satz 1.2.5 auf T := R − µ und {λ1, . . . , λn} =

σ(T ) = σ(R)− µ an, so ist σ(T |⋂n
j=1 ran(T−λ jI)p j ) leer, wodurch

⋂n
j=1 ran(T − λ jI)p j = {0}.

Wir erhalten mit

Y = +̇n
j=1 ker(T − λ jI)p j = +̇n

j=1 ker(R − (λ j − µ)I)p j

die aus der Linearen Algebra bekannten Zerlegung in Haupträume.

1.2.9 Definition. Ist Y ein Banachraum und T : Y → Y kompakt. Für λ j ∈ C\{0}, j ∈ I
mit I = N oder I = {1, . . . ,N}, sagen wir, dass {λi : i ∈ I} das Spektrum , 0 von
T gezählt nach Vielfachheit ist, wenn {λi : i ∈ I} = σ(T ) \ {0} und wenn für alle
λ ∈ σ(T )\{0} die Anzahl der k ∈ N, sodass λk = λ, mit dim ker(T−λ)p(λ) übereinstimmt.
Dabei ist p(λ) die endliche Riesz-Zahl von T − λ.

1.3 Fredholmindex
1.3.1 Definition. ind X; Y ein Vektorräume und T : X → Y eine lineare Abbildung, so
heißt T pseudo-invertierbar, wenn es ein S : Y → X gibt, sodass

S T = IX − F, TS = IY −G

mit endlichdimensionalen F : X → X und G : Y → Y .
Sind X,Y normierte Räume, so heißt ein beschränktes T : X → Y eine Fredhol-

mabbildung, wenn es zu T eine beschränkte Pseudoinverse gibt.

Im Fall der beschränkten Pseudoinvertierbarkeit sind offenbar die endlichdimen-
sionalen Operatoren F,G dann beide beschränkt.
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1.3.2 Satz. Eine lineare Abbildung T : X → Y ist genau denn pseudoinvertierbar,
wenn dim ker T < ∞ und codim ran T < ∞.

Sind dabei X,Y Banachräume, so ist ein beschränktes T : X → Y genau dann eine
Fredholmabbildung, wenn ker T < ∞ und codim ran T < ∞.

Beweis. Wenn T pseudoinvertierbar ist, dann hat wegen ker T ⊆ ker S T ⊆ ran F die
Abbildung T einen endlichdimensionalen Kern. Andererseits gilt

ker G ⊆ ran(IY −G) = ran TS ⊆ ran T .

Weil Y/ ker G isomorph zu ran G ist, hat ker G und infolge ran T endliche Kodimension.
Für die Umkehrung gelte ker T < ∞ und codim ran T < ∞. Im Falle von Ba-

nachräumen folgt aus Lemma 1.3.3, dass ran T abgeschlossen ist.
Sei X1 ein (abgeschlossener) Unterraum von X mit X = X1+̇ ker T . Weiters sei Y1

endlichdimensional mit Y = Y1+̇ ran T . Die Abbildung T |X1 : X1 → ran T ist bijektiv
und im Falle von Banachräumen wegen dem Satz von der offenen Abbildung auch
bistetig. Wir definieren S : Y → X durch S (y1 + y2) := Ry1 + T |−1

X1
y2 mit y1 ∈ Y1, y2 ∈

ran T und irgendeiner linearen Abbildung R : Y1 → ker T . Im Falle von Banachräumen
ist S stetig, da als Folge vom Satz von der offenen Abbildung die Projektion von Y auf
Y1 bzw. Y2 stetig ist. Offenbar sind

ran(IX − S T ) = (IX − S T )(X1) + (IX − S T )(ker T ) = ker T

und
ran(IY − TS ) = (IY − TS )(Y1) + (IY − TS )(ran T ) = (IY − TS )(Y1)

beide endlichdimensional. Dabei haben wir verwendet, dass TS T (x1 + x2) = TS T x1 =

T x1 = T (x1 + x2) für x1 ∈ X1, x2 ∈ ker T .
q

Wir wollen nochmals herausstreichen, dass wir die Pseudoinverse im vorherigen
Beweis so konstruiert haben, dass

TS T = T . (1.8)

1.3.3 Lemma. Sind X,Y Banachräume und ist T : X → Y beschränkt, sodass Y =

Y1+̇ ran T für einen abgeschlossenen Unterraum Y1, so ist ran T abgeschlossen.

Beweis. Die Abbldung (X/ ker T ) × Y1 → Y , welche dem Paar (x + ker T ; y) den
Vektor T x + y zuordnet, ist wohldefiniert, stetig und voraussetzungsgemäß bijektiv.
Nach dem Satz von der offenen Abbildung ist diese Abbildung auch bistetig, womit
das Bild ran T von (X/ ker T ) × {0} abgeschlossen ist.

q

1.3.4 Bemerkung. Gemäß Lemma 1.2.1 und Korollar 1.2.4 ist T − λ immer eine Fred-
holmabbildung, wenn X ein Banachraum, T : X → X kompakt und wenn λ , 0.

1.3.5 Definition. Ist T : X → Y eine lineare Abbildung zwischen Vektorräumen, und
ist T pseudoinvertierbar, so nennt man die ganze Zahl

ind T = dim ker T − codim ran T

den Fredholmindex von T .

1.3.6 Bemerkung. Bijektive Abbildungen haben offenbar Fredholmindex 0.
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1.3.7 Satz. Sind T1 : X → Y und T2 : Y → Z pseudoinvertierbar (Fredholmabbildun-
gen), so auch T2T1 : X → Z, wobei

ind(T2T1) = ind T1 + ind T2 . (1.9)

Beweis. Bezeichnen S 1 und S 2 die jeweiligen (stetigen) Pseudoinversen, dh. S 1T1 =

IX −F1, T1S 1 = IY −G1 und S 2T2 = IY −F2, T2S 2 = IZ −G2 mit endlichdimensionalen
F j,G j, so folgt

(S 1S 2)(T2T1) = S 1(IY − F2)T1 = IX − (F1 + S 1F2T1) ,

wobei F1 + S 1F2T1 endlichdimensional ist. Entsprechend zeigt man (T2T1)(S 1S 2) =

IZ −G für ein endlichdimensionales G. Also ist S 1S 2 eine (stetige) Pseudoinverse von
T2T1.

Um (1.9) zu beweisen, betrachte die Abfolge linearer Abbildungen

{0}
0
−→ ker T1

ι:ker T1→ker T2T1
−→ ker T2T1

T1 |ker T2T1
−→ ker T2

πY/ ran T1 |ker T2
−→ Y/ ran T1

= Y/ ran T1
T̃2
−→ Z/ ran T2T1

z+ran T2T1→z+ran T2
−→ Z/ ran T2

0
−→ {0} .

Man überzeugt sich leicht, aber etwas mühsam, davon, dass das eine kurz exakte Se-
quenz

V0
R0
−→ V1

R1
−→ . . .V6

R6
−→ V7

linearer Abbildungen ist, dh. ran R j = ker R j+1. Dabei ist V0 = {0} = V7. Wegen Lemma
1.3.8 gilt

0 =

6∑
j=1

(−1) j dim V j = − dim ker T1 + dim ker T2T1 − dim ker T2

+ codim ran T1 − codim ran T2T1 + codim ran T2 = ind T2T1 − ind T1 − ind T2 .

q

1.3.8 Lemma. Ist
V0

R0
−→ V1

R1
−→ . . .Vn−1

Rn−1
−→ Vn

eine kurz exakte Sequenz von linerer Abbildungen R j auf endlichdimensionalen Vektor-
räumen V j mit V0 = {0} = Vn, so gilt

n∑
j=0

(−1) j dim V j = 0 .

Beweis. Wir schreiben V j als V j = ker R j+̇Y j mit geeigneten Unterräumen Y j, wobei
für j ≥ n die Abbildung R j als die Nullabbildung von V j = {0} nach V j+1 := {0}
definiert ist. Gemäß Voraussetzung, dass eine kurz exakte Sequenz vorliegt, ist R j|Y j :
Y j → ker R j+1 ein linearer Isomorphismus, womit für j ≥ 0

dim V j = dim ker R j + dim Y j = dim ker R j + dim ker R j+1 .
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Es folgt
n∑

j=0

(−1) j dim V j =

n∑
j=0

(−1) j dim ker R j +

n∑
j=0

(−1) j dim ker R j+1

=

n∑
j=0

(−1) j dim ker R j +

n+1∑
j=1

(−1) j−1 dim ker R j

= dim ker R0 + (−1)n dim ker Rn+1 = 0 .

q

1.3.9 Korollar. Hat T : X → X eine Pseudoinverse und hat T endliche Riesz Zahl,
dann gilt ind(T ) = 0.

Beweis. Gemäß Satz 1.1.6 gilt ran T p = ran T m und ker T p = ker T m für alle m ≥ p,
wobei p die Riesz Zahl ist. Definitionsgemäß folgt daraus ind T m = ind T p,
wobei T m wegen Satz 1.3.7 eine Pseudoinverse hat. Nach Satz 1.3.7 gilt
m ind T = ind T m = ind T p = p ind T , was ausschließlich für ind T = 0 mög-
lich ist.

q

1.3.10 Bemerkung. Wenden wir das auf kompakte Operatoren an, so erhalten wir
ind(T − λ) = 0 bzw. codim(T − λ) = ker(T − λ), wenn T kompakt auf einem Ba-
nachraum X ist und λ ∈ C \ {0}.

1.3.11 Lemma. Hat T : X → Y eine Pseudoinverse und ist G endlichdimensional,
dann ist T + G pseudoinvertierbar mit ind(T + G) = ind(T ).

Beweis. Gemäß Satz 1.3.2 haben T + G und die Einbettungsabbildung ι : ker G → X
eine Pseudoinverse, wobei ind ι = − codim ker G. Wegen T ι = (T + G)ι gilt

ind T − codim ker G = ind T ι = ind(T + G)ι = ind(T + G) − codim ker G .

q

1.3.12 Proposition. Ist X ein Banachraum und T : X → X eine Fredholmabbildung,
so ist auch ihre Konjugierte Abbildung T ′ : X → X eine Fredholmabbildung, wobei

ind T ′ = − ind T .

Ist X ein Hilbertraum, so ist auch die Adjungierte T ∗ eine Fredholmabbildung mit
ind T ∗ = − ind T.

Beweis. Zunächst gilt (ran T )⊥ = ker T ′ und ⊥(ran T ′) = ker T . Nach dem Satz
vom abgeschlossenen Bild ist ran T ′ sogar w∗-abgeschlossen. Infolge gilt ran T ′ =

(⊥(ran T ′))⊥ = (ker T )⊥. Wir erhalten

dim ker T ′ = dim(ran T )⊥ = dim X/(ran T ) = codim ran T ,

und
codim ran T ′ = dim X′/(ker T )⊥ = dim(ker T )′ = dim ker T .

q
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1.4 Calkin-Algebra
Sei X ein Banachraum. Bezeichnet Lb(X) die Algebra aller beschränkten Operatoren
auf X, so bildet die MengeK(X) aller kompakten Operatoren ein abgeschlossenes Ide-
al. Versieht man Lb(X)/K(X) mit der Faktorraumnorm, so bildet diese eine Banachal-
gebra mit 1. Diese nennt man Calkin-Algebra.

1.4.1 Satz. Ein Element T +K(X) ist genau dann invertierbar, wenn T eine Fredhol-
mabbildung ist.

Beweis. Ist T Fredholmabbildung mit stetiger Pseudoinverser S , so folgt

π(S )π(T ) = π(I + G) = π(I) + π(G) = 1Lb(X)/K(X) ,

da das endlichdimensionale G in K(X) enthalten ist. Ensprechend gilt π(T )π(S ) =

1Lb(X)/K(X).
Ist umgekehrt π(T ) invertierbar mit Inverser π(S ), so folgt π(T )π(S ) = π(S )π(T ) =

1Lb(X)/K(X) = I + K(X). Also gilt TS = I + K, S T = I + R mit kompakten R,K. Wie
in Bemerkung 1.3.4 erwähnt, sind damit TS und S T Fredholmabbildungen. Wegen
ker T ⊆ ker S T und ran T ⊇ ran TS ist auch T eine solche.

q

1.4.2 Bemerkung. st π(S ) die Inverse von π(T ) in Lb(X)/K(X), so folgt TS = I +K mit
einem kompakten K. Wie in Bemerkung 1.3.10 gesehen, folgt ind TS = 0 und damit
ind S = − ind T .

Weil Inv(Lb(X)/K(X)) offene Teilmenge von Lb(X)/K(X) ist, schließen wir aus
dem vorherigen Ergebnis, dass die Menge Φ := π−1(Inv(Lb(X)/K(X))) aller Fredhol-
mabbildungen offen in Lb(X) ist.

1.4.3 Satz. Die Abbildung ind : Φ → Z ist stetig und infolge konstant auf Zusammen-
hangskomponenten von F .

Beweis. Sei T ∈ Φ, und wähle eine stetige Pseudoinverse S wie in Satz 1.3.2. Insbe-
sondere gilt TS T = T ; siehe (1.8). Ist R ∈ Φ mit ‖R−T‖ < 1

‖S ‖ , so folgt ‖TS −RS ‖ < 1
und infolge I − TS + RS in Lb(X) invertierbar. Es gilt

RS T = (I − TS + RS )T

und somit ind R + ind S + ind T = ind(I − TS + RS ) + ind T . Weil I − TS + RS bijektiv
ist, erhalten wir ind R = − ind S = ind T .

q

1.4.4 Korollar. Ist T ∈ Φ und K ∈ K , so folgt ind T = ind(T + K).

Beweis. Die zusammenhängende Teilmenge T +[0, 1]K liegt in Φ, da π(T + tK) = π(T )
invertierbar ist. Somit folgt die Aussage aus Satz 1.4.3.

q

1.5 s-Zahlen
Die folgenden Größen geben an, ob und wie gut eine Abbildung durch endlich dimen-
sionale Operatoren approximierbar ist.
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1.5.1 Definition. Sind X,Y Banachräume und ist T : X → Y linear und beschränkt, so
heißen

sn(T ) := inf
K∈Lb(X,Y),dim ran K<n

‖T − K‖ .

die s-Zahlen von T .

1.5.2 Bemerkung. Offenbar gilt:

(i) s1(T ) = ‖T‖

(ii) s1(T ) ≥ s2(T ) ≥ s3(T ) ≥ . . .

(iii) (sn(T ))n∈N ist genau dann eine Nullfolge, wenn T bezüglich der Operatornorm im
Abschluss aller endlichdimensionalen beschränkten Operatoren liegt. Insbeson-
dere ist T kompakt, wenn sn(T )→ 0.

(iv) sn(αT ) = αsn(T ) für alle α ∈ C.

(v) Ist Z ein in X enthaltener Banachraum, so gilt sn(T |Z) ≤ sn(T ) für alle n ∈ N.

1.5.3 Lemma. Für S ,T ∈ Lb(X,Y),R ∈ Lb(Y,Z) und m, n ∈ N gilt

sm+n−1(S + T ) ≤ sm(S ) + sn(T ) ,
sm+n−1(RS ) ≤ sm(S ) · sn(R)

sn(RS ) ≤ ‖R‖ sn(S ), sn(RS ) ≤ sn(R) ‖S ‖ .

Beweis. Für KS ,KT ∈ Lb(X,Y),KR ∈ Lb(Y,Z) mit dim ran KS < m, dim ran KT < n und
dim ran KR < n gilt wegen dim ran(KS + KT ) ≤ dim ran KS + dim ran KT < m + n − 1,
wegen

dim ran(KRS + RKS − KRKS ) = dim ran(KR(S − KS ) + RKS )
≤ dim ran KR(S − KS ) + dim ran(RKS ) < m + n − 1 ,

und wegen dim ran(RKS ) < n und dim ran(KRS ) < n, dass sm+n−1(S + T ) ≤ ‖S + T −
(KS + KT )‖ ≤ ‖S − KS ‖ + ‖T − KT ‖,

sm+n−1(RS ) ≤ ‖RS − (KRS +RKS −KRKS )‖ = ‖(R−KR)(S −KS )‖ ≤ ‖R−KR‖ ‖S −KS ‖ ,

sn(RS ) ≤ ‖RS −RKS ‖ ≤ ‖R‖ ‖S −KS ‖ und sn(RS ) ≤ ‖R−KR‖ ‖S ‖. Die Ungleichungen
folgen, indem man das Infimum der rechten Seiten nimmt.

q

Setzen wir für p ∈ (0,+∞) und T ∈ Lb(X,Y)

‖T‖p :=

 ∞∑
n=1

sn(T )p


1
p

,

so folgt mit einem zusätzlichen S ∈ Lb(X,Y) aus der Monotonie von (sn(S + T ))n, aus
Lemma 1.5.3 und der Ungleichung 1 ∑

j(α j + β j)p ≤ CP

((∑
j α

p
j
) 1

p +
(∑

j β
p
j
) 1

p
)p

für

1Folgt aus der Dreiecksungleichung für p ≥ 1 und aus (α + β)p ≤ αp + βp ≤ 2(α + β)p sonst.
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nichtnegative α j, β j mit cp = 1 für p ≥ 1 und cp = 2 für 0 < p < 1

2N−1∑
n=1

sn(S + T )p ≤ 2
N∑

k=1

s2k−1(S + T )p ≤ 2
N∑

k=1

(sk(S ) + sk(T ))p (1.10)

≤ 2cp

(( N∑
k=1

sk(S )p) 1
p +

( N∑
k=1

sk(T )
) 1

p
)p

und für N → ∞ (Cp := (2cp)
1
p )

‖S + T‖p ≤ Cp‖S ‖p + ‖T‖p . (1.11)

1.5.4 Satz. (i) Die Menge (Schattenklassen)

Sp(X,Y) := {T ∈ Lb(X,Y) : ‖T‖p < +∞}

bildet einen Unterraum von Lb(X,Y), der versehen mit ‖.‖p einen Quasi-
Banachraum ist, dh. ‖.‖p erfüllt die Axiome einer Norm, wobei die Dreiecksun-
gleichung durch ‖S + T‖p ≤ Cp(‖S ‖p + ‖T‖p) ersetzt wird mit einem Cp > 0, und
jede Cauchy-Folge in Sp(X,Y) bezüglich ‖.‖p konvergiert bezüglich ‖.‖p gegen
einen Operator aus Sp(X,Y).

(ii) Aus p ≤ q folgt Sp(X,Y) ⊆ Sq(X,Y) mit ‖.‖q ≤ ‖.‖p.

(iii) Für 1
p + 1

q = 1
s gilt zudem Sp(Y,Z)Sq(X,Y) ⊆ Ss(X,Z) mit

‖RS ‖s ≤ 2
1
s ‖R‖p‖S ‖q .

(iv) Lb(Y,Z)Sp(X,Y) ⊆ Sp(X,Z) sowie Sp(Y,Z) Lb(X,Y) ⊆ Sp(X,Z) mit

‖RS ‖p ≤ ‖R‖ ‖S ‖p und ‖RS ‖p ≤ ‖R‖p ‖S ‖ .

Für X = Y ist damit Sp(X) ein Ideal in Lb(X).

Beweis.

(i) Wegen ‖T‖ = s1(T ) ≤ ‖T‖p gilt T = 0 genau dann, wenn ‖T‖p = 0. Aus sn(αT ) =

αsn(T ) und aus (1.11) folgt dann, dass Sp(X,Y) ein Unterraum von Lb(X,Y) und
‖.‖p eine Quasi-Norm darauf ist.

Aus limk,l→∞ ‖Tk − Tl‖p = 0 folgt wegen ‖.‖ = s1(.) ≤ ‖.‖p auch limk,l→∞ ‖Tk −

Tl‖ = 0 und daher limk→∞ ‖Tk − T‖ = 0 für ein T ∈ Lb(X,Y).

Für ein ε > 0 und k, l ∈ N mit k, l ≥ k(ε) gilt ‖Tk − Tl‖p ≤ ε. Ist N ∈ N, so folgt
für k ≥ k(ε) aus (1.10)2N−1∑

n=1

sn(Tk − T )p


1
p

≤ lim sup
l→∞

(Cp

 N∑
n=1

sn(Tk − Tl)p


1
p

+ Cp

 N∑
n=1

sn(Tl − T )p


1
p

)

≤ Cp lim sup
l→∞

 N∑
n=1

sn(Tk − Tl)p


1
p

+ lim sup
l→∞

N‖Tl − T‖ ≤ Cpε .

Für N → ∞ erhalten wir ‖Tk − T‖p ≤ Cpε; also ‖Tk − T‖p → 0.
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(ii) Die Aussage folgt aus (
∑

j α
q)

1
q ≤ (

∑
j α

p)
1
p für α j ≥ 0 und 0 < p ≤ q < +∞.

(iii) Mit der Hölderschen Ungleichung am Ende folgt∑
n∈N

sn(RS )s


1
s

≤ 2
1
s

 ∑
n∈2N−1

sn(RS )s


1
s

≤ 2
1
s

∑
n∈N

sn(R)ssn(S )s


1
s

≤ 2
1
s ‖R‖p‖S ‖q .

(iv)
∑

n∈N sn(RS )p ≤
∑

n∈N ‖R‖psn(S )p,
∑

n∈N sn(RS )p ≤
∑

n∈N sn(R)p‖S ‖p.

q

1.6 s-Zahlen im Hilbertraum
Da für eine endlichdimensionales K : H1 → H2 die Dimensionen von ran K und ran K∗

übereinstimmen, erhalten wir aus ‖T − K‖ = ‖T ∗ − K∗‖ unmittelbar aus der Definition
der s-Zahlen folgende Aussage.

1.6.1 Korollar. Ist T ∈ Lb(H1,H2), so gilt sn(T ) = sn(T ∗) für alle n ∈ N.

Im Hilbertraumfall lassen sich die s-Zahlen durch die Eigenwerte von T ∗T be-
schreiben. Dazu wollen wir etwas weiter ausholen.

Folgendes Resultat wurde in der Funktionalanalysis Vorlesung aus dem Spektral-
satz für beschränkte selbstadjungierte Operatoren hergeleitet. Wir können selbiges mit
den hier entwickelten Mitteln auch herleiten.

1.6.2 Satz (Spektralsatz für kompakte selbstadjungierte Operatoren). Sei H ein Hil-
bertraum und A : H → H kompakt und selbstadjungiert. Dann gilt σ(A) ⊆ R. Für
λ ∈ σ(A) \ {0} ist die Riesz-Zahl von A − λ immer eins. Zudem gilt

H =
⊕
λ∈σp(A)

ker(A − λI) .

Ist {λi : i ∈ I} das Spektrum , 0 von A gezählt nach Vielfachheit, und ist ei, i ∈ I, ein
Orthonormalsystem derart, dass für jedes λ ∈ σ(A) \ {0} die Menge {ei : λi = λ} den
Eigenraum ker(A − λI) aufspannt, so gilt (bzgl. Abbildungsnorm)

A =
∑
i∈I

λi(., ei)ei .

Beweis. Die Beziehung σ(A) ⊆ R ist aus der Funktionalanalysis Vorlesung bekannt.
Für λ ∈ σ(A) \ {0} hat A − λ gemäß Satz 1.2.3 eine endliche Riesz-Zahl, welche eins
ist; vgl. Beispiel 1.1.3.

Für µ , λ aus σp(A) und entsprechenden Eigenvektoren xµ, xλ gilt µ(xµ, xλ) =

(Axµ, xλ) = (xµ, Axλ) = λ(xµ, xλ). Also muss (xµ, xλ) = 0 und infolge ker(A −
µI)⊥ ker(A − λI). Insbesondere gilt

ker A ⊆ G :=

 ⊕
λ∈σ(A)\{0}

ker(A − λI)

⊥ =
⋂

λ∈σ(A)\{0}

ran(A − λI) ,
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wobei wir die Abgeschlossenheit von ran(A− λI) aus Korollar 1.2.4 wissen. Nach Satz
1.2.5 ist G unter A invariant, wobei σ(A|G) ⊆ {0}. Im Falle G , {0} erhalten wir aus
‖A|G‖ = r(A|G), dass A|G = 0 und infolge ker A ⊆ G ⊆ ker A|G ⊆ ker A. Daraus folgt
die gewünschte Zerlegung. Im Falle G = {0} folgt sie auch.

Für x ∈ H gilt x =
∑
λ∈σp(A) Pλx und daher Ax =

∑
λ∈σ(A)\{0} λPλx, wobei Pλ die

orthogonale Projektion auf ker(A − λI) bezeichnet. Wegen

Pλx =
∑

i∈I,λi=λ

(x, ei)ei

gilt auch Ax =
∑

i∈I λi(x, ei), wobei im Falle I = N

‖Ax −
m∑

i=1

λi(x, ei)ei‖ = ‖

∞∑
i=m+1

λi(x, ei)ei‖ ≤ max
i>m
|λi| ‖x‖ .

Also findet die Konvergenz bezüglich der Abbildungsnorm statt.
q

1.6.3 Bemerkung. Ist ein selbstadjungiertes und kompaktes A sogar nichtnegativ, dh.
(Ax, x) ≥ 0, x ∈ H, so gilt in Satz 1.6.2 λi > 0 und

A
1
2 :=

∑
i∈I

√
λi(., ei)ei

ist eine (die) nichtnegative Wurzel von A. Das Spektrum , 0 von A
1
2 gezählt nach

Vielfachheit ist dann {
√
λi : i ∈ I}.

1.6.4 Lemma. Ist T : H1 → H2 kompakt, so gibt es Orthonormalsystem {e j : j ∈ I} in
H1 und { f j : j ∈ I} in H2 mit (bzgl. Abbildungsnorm)

T =
∑
j∈I

√
µ j(., e j) f j ,

wobei {µi : i ∈ I} das Spektrum , 0 von T ∗T gezählt nach Vielfachheit ist. Zudem gilt

T ∗ =
∑
j∈I

√
µ j(., f j)e j .

Beweis. Nach Satz 1.6.2 haben wir

T ∗T =
∑
i∈I

µi(., ei)ei , (1.12)

wobei die µi alle positiv sind. Sei T = U |T | die Polarzerlegung von T . Dabei ist |T | :=
(T ∗T )

1
2 und U ist eine partielle Isometrie auf dem Abschluss von ran |T |, und ran U ist

der Abschluss von ran T .
Da U isometrisch auf ran |T | ⊇ {e j} operiert, bilden die f j := Ue j ein Orthonormal-

system mit
T x = U |T |x =

∑
i∈I

√
µi(., ei) fi .

Schließlich überprüft man leicht, dass
∑

j∈I
√
µ j(., f j)e j einen beschränkten Operator

abgibt, der die definierende Gleichung für T ∗ erfüllt.
q

Aus Lemma 1.6.4 folgt unmittelbar folgende Aussage, die für allgemeine Ba-
nachräume nicht richtig ist.
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1.6.5 Korollar. Die endlich dimensionalen Abbildungen sind dicht in K(H1,H2).

1.6.6 Lemma. Seien H1,H2 ein Hilberträume, T ∈ K(H1,H2), und sei {µn : n ∈ I}
(I = N oder I = {1, . . . ,N}) das Spektrum , 0 von T ∗T gezählt nach Vielfachheit mit
µ1 ≥ µ2 ≥ . . . wie in Lemma 1.6.4. Dann gilt sn =

√
µn für n ∈ I und sn = 0 für n < I,

wobei sn = minK∈Lb(H1,H2),dim ran K<n ‖T − K‖.

Beweis. Weil T ∗T nichtnegativ ist, gilt σ(T ∗T ) ⊆ [0,+∞). Somit können wir die
Eigenwerte µn monton fallen anordnen. Seien en, n ∈ I und fn, n ∈ I die Orthonormal-
systeme wie in Lemma 1.6.4. Sei N = ∞ falls I = N, auf dass I = {m ∈ N : m−1 < N}.

Für n ∈ N mit n − 1 < N hat K =
∑n−1

j=1
√
µ j(., e j) f j einen Bildbereich von Dimen-

sion n − 1, wodurch

sn ≤ ‖T − K‖ = ‖

N∑
j=n

√
µ j(., e j) f j‖ =

√
µn .

Für n− 1 ≥ N hat T = K =
∑N

j=1
√
µ j(., e j) f j einen Bildbereich von Dimension kleiner

n, wodurch sn = ‖T − K‖ = 0.
Ist umgekehrt n ∈ I und K beschränkt mit codim ker K = dim ran K < n, so gibt es

ein x ∈ span{e1, . . . , en} mit x ∈ ker K und ‖x‖ = 1, wodurch

‖T − K‖2 ≥ ‖(T − K)x‖2 = ‖T x‖2 = ‖

n∑
j=1

√
µ j(x, e j) f j‖

2

=

n∑
j=1

µ j|(x, e j)|2 ≥ µn

n∑
j=1

|(x, e j)|2 = µn .

Also gilt auch sn ≥
√
µn.

q

1.6.7 Bemerkung. Sei H ein endlichdimensional und T : H → H linear und invertier-
bar. Weiters sei {λi : i ∈ {1, . . . , n}} das Spektrum , 0 von T gezählt nach Vielfachheit;
vgl. Definition 1.2.9. Wegen der Invertierbarkeit gilt n = dim H; vgl. Bemerkung 1.2.8.
Wie aus der Linearen Algebra bekannt oder aus Bemerkung 1.2.8 ersichtlich, gilt dann

det T = λ1 · · · · · λn .

Versehen wir H mit einem Hilbertraumskalarprodukt und schreiben wir T polarzerlegt,
T = U

√
T ∗T mit einem unitären U, so folgt aus | det T | = | det U · det

√
T ∗T | =

det
√

T ∗T (siehe Bemerkung 1.6.3 und Lemma 1.6.6)

|λ1| · · · · · |λn| = s1 · · · · · sn .

1.6.8 Satz. Sei H Hilbertraum und T : H → H kompakt. Ist {λi : i ∈ I} das Spektrum
, 0 von T gezählt nach Vielfachheit, wobei wir |λi| ≥ |λi+1| annehmen, so gilt für alle
n ∈ N (λi = 0 für i < I)

n∏
j=1

|λ j| ≤

n∏
j=1

s j .
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Beweis. Nach Satz 1.2.5 und Bemerkung 1.2.7 gibt es zu jedem n ∈ I einen n-
dimensionalen Teilraum Hn von H, sodass T (Hn) ⊆ Hn und σ(T |Hn ) = {λ1, . . . , λn}.
Mit Bemerkung 1.5.2 und Bemerkung 1.6.7 schließen wir auf

n∏
j=1

|λ j| =

n∏
j=1

s j(T |Hn ) ≤
n∏

j=1

s j(T ) .

Für i < I ist die Ungleichung trivial.
q

1.6.9 Lemma. Sind (α j)N
j=1, (β j)N

j=1 ∈ R
N monoton fallend und nichtnegativ, wobei∑n

j=1 α j ≤
∑n

j=1 β j für n = 1, . . . ,N, und ist ϕ : R→ R konvex mit ϕ(x) ≤ ϕ(|x|), x ∈ R,
dann folgt

N∑
j=1

ϕ(α j) ≤
N∑

j=1

ϕ(β j) .

Beweis. Sei V ⊆ RN die konvexe Hülle der Menge

{(ε jβσ( j))N
j=1 : ε1, . . . , εN ∈ {−1,+1}, σ ist Permutation von {1, . . . ,N}}

Angenommen, wir können zeigen, dass (α j)N
j=1 ∈ V , also (α j)N

j=1 =∑s
k=1 λk(ε j,kβσk( j))N

j=1 mit λk ∈ [0, 1], λ1 + · · · + λs = 1, dann erhalten wir

N∑
j=1

ϕ(α j) =

N∑
j=1

ϕ(
s∑

k=1

λkε j,kβσk( j))

≤

N∑
j=1

s∑
k=1

λkϕ(ε j,kβσk( j)) ≤
N∑

j=1

s∑
k=1

λkϕ(βσk( j))

=

N∑
j=1

ϕ(β j) .

Die Menge V ist kompakt, da sie als Bild einer kompakten Teilmenge von Rp unter
einer stetigen Abbildung geschrieben werden kann. Wäre (α j)N

j=1 < V , so gäbe es nach
einer Folgerung des Satzes von Hahn Banach ein φ = ((x j) 7→

∑
j c jx j) ∈ (RN)∗ ' RN

mit – man beachte 0 ∈ V – φ(y) ≤ 1, y ∈ V und φ((α j)N
j=1) > 1.

Da V unter Mε : (x j) 7→ (ε jx j) für beliebige ε1, . . . , εN ∈ {−1,+1} invariant ist, folgt
für Vorzeichen ε j mit ε jc j ≥ 0, dass

∑
j c jε jx j = φ(Mε((x j)N

j=1)) ≤ 1 und
∑

j c jε jα j ≥∑
j c jα j > 1. Also können wir c1, . . . , cN als nichtnegativ annehmen.

Falls ck < cl für k < l, so folgt aus der Invarianz von V unter der Koordination-
permutation Pσ, wobei σ die Transposition πk,l ist, dass

∑
j<{k,l} c jx j + ck xl + clxk =

φ(Pσ((x j)N
j=1)) ≤ 1 und wegen αk ≥ αl∑

j<{k,l}

c jα j + ckαl + clαk ≥
∑
j<{k,l}

c jα j + ckαk + clαl > 1 .

Also können wir die c j monton fallend anordnen, ohne die Eigenschaft φ(y) ≤ 1, y ∈ V
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und φ((α j)N
j=1) > 1 zu verlieren. Es folgt der Widerspruch

1 <
N∑

j=1

c jα j = cN

N∑
j=1

α j +

N−1∑
j=1

(c j − c j+1)
j∑

k=1

αk

≤ cN

N∑
j=1

β j +

N−1∑
j=1

(c j − c j+1)
j∑

k=1

βk =

N∑
j=1

c jβ j ≤ 1 .

q

1.6.10 Korollar. Sei H Hilbertraum, T : H → H kompakt und p ∈ (0,+∞). Ist
{λi : i ∈ I} das Spektrum , 0 von T gezählt nach Vielfachheit, so gilt für alle N ∈ N
(λi = 0 für i < I)

N∑
j=1

|λ j|
p ≤

N∑
j=1

sp
j .

Beweis. Es reicht, die Aussage für N ∈ I zu zeigen. Ersetzen wir T durch cT für c > 0
hinreichend groß, so können wir |λN | > 1 und sN > 1 annehmen. Die Ungleichung
folgt dann wegen Satz 1.6.8 aus Lemma 1.6.9, wenn wir α j = p ln |λ j| und β j = p ln s j

und ϕ(t) = exp(t) setzt.
q

1.6.11 Proposition. Sind H1,H2 ein Hilberträume und p ∈ [1,+∞), so ist
(Sp(H1,H2), ‖.‖p) ein Banachraum. Dabei ist der Raum aller endlichdimensionalen
Operatoren dicht in Sp(H1,H2) bezüglich ‖.‖p.

Beweis. Nach Satz 1.5.4 müssen wir die Dreiecksungleichung für ‖.‖p zeigen. Dazu
schreiben wir für S ,T ∈ Sp(H1,H2) den operator S + T wie in Lemma 1.6.4 als

S + T =
∑
j∈I

s j(S + T )(., e j) f j ;

vgl. Lemma 1.6.6. Sei dabei U : H1 → H2 die partielle Isometrie, die e j auf f j ab-
bildet. Sei n ∈ I, und bezeichne P die orthogonale Projektion auf den von e1, . . . , en

aufgespannten Unterraum Gn. Dann folgt

n∑
j=1

s j(S + T ) =

n∑
j=1

(U∗(S + T )e j, e j) = tr(PU∗(S + T )|Gn )

≤ | tr(PU∗S |Gn )| + | tr(PU∗S |Gn )| ≤
n∑

j=1

(
|λ j(PU∗S |Gn )| + |λ j(PU∗T |Gn )|

)
Aus Korollar 1.6.10, Bemerkung 1.5.2 sowie Lemma 1.5.3 folgt

n∑
j=1

s j(S + T ) ≤
n∑

j=1

s j(PU∗S |Gn ) +

n∑
j=1

s j(PU∗T |Gn )

≤

n∑
j=1

s j(S ) +

n∑
j=1

s j(T ) .
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Für n < I folgt diese Ungleichung wegen
∑n

j=1 s j(S + T ) =
∑max(I)

j=1 s j(S + T ). Also gilt
die Dreiecksungleichung für p = 1. Für p > 1 wenden wir Lemma 1.6.9 mit ϕ(t) = tp

auf α j = s j(S + T ) und β j = s j(S ) + s j(T ) an, und erhalten( n∑
j=1

s j(S + T )p
) 1

p
≤

( n∑
j=1

(s j(S ) + s j(T ))p
) 1

p
≤

( n∑
j=1

s j(S )p
) 1

p
+

( n∑
j=1

s j(T )p
) 1

p
.

Für T ∈ Sp(H1,H2) gilt nach Lemma 1.6.4

T −
∑

k∈{1,...,n}∩I

√
µk(., ek) fk =

∑
j∈I, j>n

√
µ j
√
µ j(., e j) f j =: R .

Nun ist R∗R =
∑

j∈I, j>n µ j(., e j)e j, und infolge ‖R‖pp =
∑

j∈I, j>n
√
µ j

p. Für n → ∞

konvergiert dieser Ausdruck gegen Null.
q

1.7 Hilbert-Schmidt und Spurklasse Operatoren
1.7.1 Bemerkung. Seien H1,H2 Hilberträume und T ∈ Lb(H1,H2). Für Orthogonalba-
sen E und F auf H1 bzw. H2 gilt∑

e∈E

‖Te‖2 =
∑
e∈E

∑
f∈F

|(Te, f )|2 =
∑
f∈F

∑
e∈E

|(e,T ∗ f )|2 =
∑
f∈F

‖T ∗ f ‖2 .

Da wir E auch durch eine andere Orthogonalbasis auf H1 ersetzen können, ist∑
e∈E ‖Te‖2 unabhängig von der Orthogonalbasis E auf H1 und stimmt mit

∑
f∈F ‖T ∗ f ‖2

überein.

1.7.2 Satz. Ein T ∈ Lb(H1,H2) liegt genau dann in S2(H1,H2) – die Operatoren in
S2(H1,H2) werden als Hilbert-Schmidt Operatoren bezeichnet –, wenn für eine (und
infolge für alle) Orthogonalbasen E von H1 der Ausdruck

∑
e∈E ‖Te‖2 endlich ist. In

dem Fall gilt ‖T‖2 = (
∑

e∈E ‖Te‖2)
1
2 .

Beweis. Ist T ∈ S2(H1,H2) und E eine Orthogonalbasis, welche das Orthonormalsys-
tem {ei : i ∈ I} in (1.12) umfasst, dann folgt wegen Lemma 1.6.6∑

e∈E

‖Te‖2 =
∑
e∈E

(T ∗Te, e) =
∑
i∈I

(T ∗Tei, ei) =
∑
i∈I

µi =
∑
i∈I

s2
i < +∞ .

Sei umgekehrt
∑

e∈E ‖Te‖2 < +∞. Ist ε > 0, so gibt es ein M ⊆ E endlich, sodass∑
e∈E\M ‖Te‖2 < ε. Bezeichnet P die Projektion auf die endlichdimensionale lineare

Hülle von M, so gilt für alle ‖x‖ ≤ 1 nach Cauchy-Schwarz

‖(T − T P)x‖2 ≤

∑
e∈E

|(x, e)| ‖(T − T P)e‖

2

≤
∑
e∈E

|(x, e)|2 (
∑
e∈E

‖(T − T P)e‖2)

≤
∑
e∈E

‖(T − T P)e‖2 =
∑

e∈E\M

‖Te‖2 < ε .

Insbesondere ist T approximierbar durch endlichdimensionale Operatoren, und infolge
kompakt. Wegen Lemma 1.6.6 gilt schließlich T ∈ S2(H1,H2).

q

Seien im Folgenden (Ω,A, µ), (Σ,B, ν) zwei Maßräume mit σ-endlichen Maßen
µ, ν.
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1.7.3 Bemerkung. Liegt k : Ω × Σ → C in L2(Ω × Σ,A ⊗ B, µ ⊗ ν) und sind f ∈
L2(Ω,A, µ), g ∈ L2(Σ,B, ν), so gilt∫

Ω×Σ

|k(s, t) f (s)g(t)| dµ ⊗ ν(s, t) ≤( ∫
Ω×Σ

|k(s, t)|2 µ ⊗ ν(s, t)
) 1

2
( ∫

Ω×Σ

| f (s)|2 |g(t)|2 µ ⊗ ν(s, t)
) 1

2
= ‖k‖2 ‖ f ‖2 ‖g‖2 .

Nach dem Satz von Lax-Milgram gibt es ein eindeutiges Kk ∈ Lb(L2(Ω), L2(Σ)) mit
‖Kk‖ ≤ ‖k‖2, sodass

(Kk f , g) =

∫
Ω×Σ

k(s, t) f (s)ḡ(t) dµ ⊗ ν(s, t) = (k, f̄ ⊗ g)L2(Ω×Σ) .

Dabei ist ( f̄ ⊗ g)(s, t) = f̄ (s)g(t).
Aus Kk = 0 folgt für alle a ∈ A, B ∈ B mit endlichem Maß∫

k(s, t)1A×B dµ ⊗ ν = 0 .

Da die lineare Hülle der 1A×B in L2(Ω × Σ) dicht ist, folgt daraus k = 0.

1.7.4 Satz. Die Abbildung k 7→ Kk ist eine isometrische lineare Abbildung von L2(Ω×
Σ,A⊗ B, µ ⊗ ν) auf S2(L2(Ω), L2(Σ)) versehen mit ‖.‖2.

Beweis. Sind E und F Orthogonalbasen von L2(Ω) bzw. L2(Σ), so ist Ē ⊗ F := {ē(s) ·
f (t) : e ∈ E, f ∈ F} ein Orthonormalsystem in L2(Ω × Σ). Ist g ∈ L2(Ω × Σ) orthogonal
auf Ē ⊗ F, so folgt Kg = 0 und damit g = 0. Also ist Ē ⊗ F eine Orthonormalbasis.

Für k ∈ L2(Ω × Σ) und e ∈ E hat Kke ∈ L2(Σ) die Fourierentwicklung

Kke =
∑
f∈F

(Kke, f ) f =
∑
f∈F

(k, ē ⊗ f ) f ,

womit
‖Kk‖

2
2 =

∑
e∈E

‖Kke‖2 =
∑
e∈E

∑
f∈F

|(k, ē ⊗ f )|2 = ‖k‖2 .

Ist K ∈ S2(L2(Ω), L2(Σ)), so hat es nach Lemma 1.6.4 und Lemma 1.6.6 eine Dar-
stellung K =

∑
j∈I s j(K)(., e j) f j mit Orthogonalsystemen e j, f j, j ∈ I. Ist E (F) eine

Orthogonalbasis von L2(Ω) (L2(Σ)), welche {e j : j ∈ I} ({ f j : j ∈ I}) umfasst, und
setzen wir se⊗ f = s j(K), falls e = e j und f = f j für ein j ∈ I sowie se⊗ f = 0 für alle
anderen e ⊗ f ∈ E ⊗ F, so definiert

k :=
∑

e∈E, f∈F

sē⊗ f ē ⊗ f

wegen
∑

j s j(K)2 < +∞ ein Element von L2(Ω × Σ,A⊗ B, µ ⊗ ν), für das (e ∈ E)

Kke =
∑
f∈F

(Kke, f ) f =
∑
f∈F

(k, ē ⊗ f ) f =
∑
f∈F

sē⊗ f f =
∑
j∈I

s j(K)(e, e j) f j = Ke

gilt. Also ist betreffliche Abbildung auch surjektiv.
q

Da jeder Hilbertraum zu einem `2(M) isomorph ist, trägt S2(L2(Ω), L2(Σ)) und da-
mit auch jeder S2(H1,H2) ein Hilbertraumskalarprodukt, welches ‖.‖2 erzeugt.
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1.7.5 Satz. Seien H1,H2 Hilberträume und T ∈ Lb(H1,H2), und sei die Wurzel ei-
nes nichtnegativen Operators durch den Spektralsatz für selbstadjungierte Operatoren
definiert. Dann sind folgende Aussage äquivalent.

(i) T ∈ S1(H1,H2) – wir sagen, T ist ein Spurklasseoperator.

(ii) |T | =
√

T ∗T ∈ S1(H1).

(iii) |T |
1
2 ∈ S2(H1); vgl. Bemerkung 1.6.3.

(iv)
∑

e∈E(|T |e, e) < +∞ für ein (und somit für alle) Orthogonalbasis E von H.

(v) T = RS mit S ∈ S2(H1) und R ∈ S2(H1,H2).

In dem Fall gilt ‖T‖1 = ‖|T |
1
2 ‖22 =

∑
e∈E(|T |e, e) für jede Orthogonalbasis E von H.

Beweis. Wegen
√
|T |∗|T | = |T | folgt aus Lemma 1.6.6, dass (i)⇔ (ii). Da die Eigenwer-

te samt dazugehöriger Vielfachheit von |T |
1
2 genau die Wurzeln √µ j

1
2 der Eigenwerte

√
µ j samt dazugehöriger Vielfachheit von |T | sind, folgt auch (ii) ⇔ (iii) aus Lemma

1.6.6. Wegen ∑
e∈E

(|T |e, e) =
∑
e∈E

‖|T |
1
2 e‖2

erhalten wir (iii) ⇔ (iv) wegen Satz 1.7.2. Also gilt auch ‖T‖1 = ‖|T |
1
2 ‖22 =∑

e∈E(|T |e, e), wenn dieser Ausdruck endlich ist.
(v) ⇒ (i) gilt wegen Satz 1.5.4. Gilt (iii), und schreiben wir T polarzerlegt

T = U |T |, dann ist T = (U |T |
1
2 )|T |

1
2 Produkt zweier Hilbert-Schmidt Operatoren; vgl.

Satz 1.5.4. Also folgt (v).
q

1.7.6 Lemma. Für T ∈ S1(H) und einer Orthogonalbasis ist

tr(T ) :=
∑
e∈E

(Te, e)

absolut konvergent und hängt nicht von der konkreten Orthogonalbasis E ab. Zudem
ist tr : S1(H)→ C linear und | tr(T )| ≤ ‖T‖1.

Beweis. Wir schreiben T = RS mit S ∈ S2(H) und R ∈ S2(H) wie in Satz 1.7.5. Dann
gilt ∑

e∈E

|(Te, e)| =
∑
e∈E

|(S e,R∗e)| ≤
∑
e∈E

‖S e‖ ‖R∗e‖

≤

∑
e∈E

‖S e‖2


1
2
∑

e∈E

‖R∗e‖2


1
2

= ‖S ‖2 ‖R‖2 < +∞ .

Also ist
∑

e∈E(Te, e) absolut konvergent. Wegen

∑
e∈E

(Te, e) =
∑
e∈E

(S e,R∗e) =
∑
e∈E

1
4

3∑
k=0

‖(S + ikR∗)(e)‖2 =
1
4

3∑
k=0

‖S + ikR∗‖22

ist diese Summe unabhängig von E. Die Linearität von tr : S1(H)→ C ist klar.
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Wählen wir E, sodass es das Orthonormalsystem e j, j ∈ I, aus Lemma 1.6.4 um-
fasst, so gilt

|(Te j, e j)| = |
√
µ j( f j, e j)| ≤

√
µ j = (|T |e j, e j) ,

und damit ∣∣∣∣∣∣∣∑e∈E

(Te, e)

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
j∈I

(Te j, e j)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
j∈I

|(Te j, e j)| ≤
∑
e∈E

(|T |e, e) = ‖T‖1 .

q

Für endlichdimensionales H stimmt dies mit der Spur von T aus der Linearen Al-
gebra überein, welche sich auch durch die Summe aller Eigenwerte gezählt nach Viel-
fachheit berechnet. Für allgemeine Spurklasseoperator gilt das auch (Satz von Lidskii).

1.7.7 Proposition. S 2(H1,H2) ist ein Hilbertraum, wenn man ihn mit

(S ,T ) := tr(T ∗S )

Versieht.

Beweis. Wegen Satz 1.7.5 ist T ∗S ein Spurklasseoperator. (., .) ist offenbar eine her-
mitsche Sesquilinearform mit

(T,T ) = tr(T ∗T ) =
∑
e∈E

(T ∗Te, e) =
∑
e∈E

‖Te‖2 = ‖T‖22 .

q



Kapitel 2

Der Riesz-Dunfordsche
Funktionalkalkül

2.1 Homologieversion der Cauchyschen Integralformel
Ehe wir uns der Homologieversion der Cauchyschen Integralformel zuwenden, benöti-
gen wir den Begriff der Umlaufzahl eines geschlossenen Weges in C. Anschaulich gibt
diese an, wie oft der Weg in mathematisch positiver Richtung um einen Punkt läuft.

2.1.1 Definition. Für einen geschlossenen, stetigen und stückweise stetig differenzier-
baren Weg γ : [a, b]→ C und für z ∈ C \ γ([a, b]) heißt

n(γ, z) :=
1

2πi

∫
γ

1
ζ − z

dζ .

Umlaufzahl des Weges γ um den Punkt z.

Wie man sofort nachrechnet, gilt für w ∈ C und γ : [0, 2π]→ C, γ(t) = w+ρ·exp(it)
die Beziehung n(γ, z) = 1, falls z ∈ Uρ(w). Da Uρ(w) einfach zusammenhängend ist,
folgt, dass n(γ, z) = 0, wenn z < Kρ(w).

2.1.2 Fakta.

1. Wie der Name Umlaufzahl schon suggeriert, gilt n(γ,w) ∈ Z. Um das einzusehen,
überprüft man, dass

(γ(t) − w) · exp
(
−

∫ t

a

γ′(s)
γ(s) − w

ds
)
,

nach t abgeleitet, Null ergibt, und somit als Funktion von t konstant ist. Einsetzen
von t = a und t = b zeigt die Behauptung.

2. Auf jeder zusammenhängenden Teilmenge Z von C \ γ([a, b]) ist w 7→ n(γ,w)
konstant. Um das zu einzusehen, sei zunächst bemerkt, dass die Funktion z 7→
n(γ, z) auf C \ γ([a, b]) stetig ist. Als stetiges Bild einer zusammenhängenden
Menge ist n(γ,Z) ⊆ R zusammenhängend und infolge ein Intervall. Wegen dem
vorherigen Punkt muss n(γ,Z) einpunktig sein.

Insbesondere ist z 7→ n(γ, z) auf jeder Zusammenhangskomponente von C \
γ([a, b]) konstant.

23
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3. Für ρ > 0, sodass γ([a, b]) ⊆ Kρ(0), gilt C \ Kρ(0) ⊆ C \ γ([a, b]). Da C \ Kρ(0)
zusammenhängend ist, nimmt n(γ, z) für alle z ∈ C \Kρ(0) dieselbe ganze Zahl p
an. Aus lim|z|→+∞ n(γ, z) = 0 folgt p = 0.

2.1.3 Satz (Homologieversion der Cauchyschen Integralformel). Sei D ⊆ C offen
und f : D → Y holomorph mit einem komplexen Banachraum Y. Weiters seien
γ1 : [a1, b1] → D, . . . , γk : [ak, bk] → D geschlossene, stetige und stückweise ste-
tig differenzierbare Wege, sodass

∑k
j=1 n(γ j, z) = 0 für alle z ∈ C \D. Dann gilt für alle

z ∈ D \
⋃

j=1,...,k γ j([a j, b j]) k∑
j=1

n(γ j, z)

 f (z) =
1

2πi

k∑
j=1

∫
γ j

f (ζ)
(ζ − z)

dζ ,

wobei die rechte Seite für alle z ∈ C \ D verschwindet.

Beweis. Die Funktion φ : D × D→ Y definiert durch

φ(z,w) =

 f (z)− f (w)
z−w , falls z , w ,

f ′(z) , falls z = w ,

ist auf D × D stetig, und für jedes feste w ist die Funktion z 7→ φ(z,w) holomorph.
Wegen der Vertauschbarkeit von Integral und Ableitung erhalten wir die Holomorphie
von g1 : D→ Y

g1(z) :=
k∑

j=1

∫
γ j

φ(z, ζ) dζ =

k∑
j=1

∫ b j

a j

γ′j(t) φ(z, γ j(t)) dt .

Genauso ist g2 : C \ K → Y ,

g2(z) :=
k∑

j=1

∫
γ j

f (ζ)
ζ − z

dζ

holomorph, wobei K :=
⋃

j=1,...,k γ j([a j, b j]) kompakt ist. Wegen

‖g2(z)‖ ≤
1

d(z,K)
·max
ζ∈K
‖ f (ζ)‖

k∑
j=1

`(γ j)

folgt lim|z|→+∞ g2(z) = 0, wobei d(z,K) = infζ∈K |ζ − z|. Die Stetigkeit von z 7→∑k
j=1 n(γ j, z) bedingt, dass

H := {z ∈ C \ K :
k∑

j=1

n(γ j, z) ∈ U 1
2
(0)}

offen ist. Aus Fakta 2.1.2, 1, erkennen wir, dass in der Tat

H := {z ∈ C \ K :
k∑

j=1

n(γ j, z) = 0} .

Für z ∈ D ∩ H gilt

g2(z) − g1(z) =

k∑
j=1

∫
γ j

f (z)
ζ − z

dζ =

2πi
k∑

j=1

n(γ j, z)

 f (z) = 0 ,
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womit durch g := g1 ∪ g2|H : D ∪ H → Y eine holomorphe Funktion auf D ∪ H
wohldefiniert ist. Voraussetzungsgemäß gilt C \D ⊆ H und infolge D∪H = C. Zudem
enthält H das Äußere eines hinreichend großen Kreises; vgl. Fakta 2.1.2, 3. Also folgt

lim
|z|→∞

g(z) = lim
|z|→+∞

g2|H(z) = 0 .

Der Satz von Liouville impliziert g ≡ 0, und daher

0 = g1(z) = −

2πi
k∑

j=1

n(γ j, z)

 f (z) +

k∑
j=1

∫
γ j

f (ζ)
ζ − z

dζ für alle z ∈ D \ K .

�

Wendet man Satz 2.1.3 für ein festes w ∈ D\
⋃

j=1,...,k γ j([a j, b j]) an auf die Funktion
g(z) := (z − w) f (z), so folgt wegen 0 =

(∑k
j=1 n(γ j,w)

)
g(w)

k∑
j=1

∫
γ j

f (ζ) dζ = 0 , (2.1)

falls
∑k

j=1 n(γ j, z) = 0 für alle z ∈ C \ D.

2.2 Existenz von geschlossenen Wegen
Wir brauchen ein Resultat, mit dem wir uns sicher sein können, dass geeignete Wege
existieren. Sei

∅ , K ⊆ D ⊆ C

mit einem kompakten K und einem offenen D. Im Falle D = C finden wir offenbar
ein abgeschlossenes Quadrat Q um die Null mit K ⊆ Q◦. Ist nun γ : [0, 4] → C der
Polygonzug durch die Ecken des Quadrates in mathematisch positiver Richtung läuft,
so prüft man elementar nach, dass n(γ,w) = 1 für alle w ∈ Q◦ ⊇ K. Also gibt es einen
geschlossenen achsenparallelen, in D\K verlaufenden Polygonzug, dessen Umlaufzahl
um jeden Punkt von K eins ist.

Für D ( C wird es im Allgemeinen nicht so einen Weg geben. Man stelle sich
dazu ein nicht zusammenhängendes D vor, sodass K nicht ganz in nur einer Zusam-
menhangskomponente von D entahlten ist. Für unsere späteren Überlegungen muss es
aber nicht notwendigerweise nur ein Weg sein.

2.2.1 Satz. Seien D ⊆ C offen und K ⊆ D kompakt. Dann gibt es endlich vie-
le geschlossene, achsenparallele, in D \ K verlaufende Polygonzüge α1, . . . , αn mit∑n

i=1 n(αi, z) ∈ {0, 1} für alle z ∈ C \
⋃

i=1,...,n αi([0, 1]) und

n∑
i=1

n(αi, z) =

1 , falls z ∈ K
0 , falls z ∈ C \ D

.

Beweis. Wir betrachten δ := d(K,C\D)
2 , welches wegen der Kompaktheit von K strikt

größer Null ist. Nun sei

P := {δ · ([ j, j + 1] × [k, k + 1]) : j, k ∈ Z}
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die Menge aller Quadrate in der Ebene mit Seitenlänge δ und Eckpunkten mit Koordi-
naten aus δZ. Nun gilt

K ⊆
⋃
Q∈Q

Q ⊆ D ,

wobei Q = {Q ∈ P : Q ∩ K , ∅}. Die erste Inklusion gilt, da C =
⋃

Q∈P Q und die
zweite, da aus w ∈ Q mit Q ∩ K , ∅ folgt, dass d(w,K) ≤ d(Q) =

√
2 δ < d(K,C \ D).

Für Q = δ·([m,m+1]×[n, n+1]) ∈ P seien γ1(Q), γ2(Q), γ3(Q), γ4(Q) : [0, 1]→ R2

die Strecken definiert durch

γ1(Q) =

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

δ ·

(
m + 1

n

)
, δ ·

(
m + 1
n + 1

)
, γ2(Q) =

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

δ ·

(
m + 1
n + 1

)
, δ ·

(
m

n + 1

)
,

γ3(Q) =

−−−−−−−−−−−−−−−−→

δ ·

(
m

n + 1

)
, δ ·

(
m
n

)
, γ4(Q) =

−−−−−−−−−−−−−−−−→

δ ·

(
m
n

)
, δ ·

(
m + 1

n

)
.

Zudem definieren wir die Menge

~∂Q := {γ1(Q), γ2(Q), γ3(Q), γ4(Q)}

bestehende aus vier Wegen, sowie Σ :=
⋃

Q∈Q
~∂Q.

Jeder Weg γ ∈ Σ liegt ~∂Q für genau ein Q ∈ Q. In der Tat gilt für ein Q = δ ·

([m,m + 1] × [n, n + 1]) ∈ Q mit γ ∈ ~∂Q

2δ · ( m
n ) =

(
γ(1) + γ(0)

)
+

(
0 −1
1 0

) (
γ(1) − γ(0)

)
−

(
δ
δ

)
.

Schließlich setzen wir für ein Θ ⊆ Σ und w ∈ δ · (Z × Z)

k(Θ,w) := #{γ ∈ Θ : γ(1) = w} − #{γ ∈ Θ : γ(0) = w}

(a) Für jedes Q ∈ Q und jedes z <
⋃

l=1,...,4 γl(Q)([0, 1]) gilt

∑
γ∈~∂Q

1
2πi

∫
γ

1
ζ − z

dζ =

4∑
l=1

1
2πi

∫
γl(Q)

1
ζ − z

dζ = n(γQ, z) ,

wobei γQ die Zusammensetzung dieser vier Wege ist. Wegen C \⋃
l=1,...,4 γl(Q)[0, 1] = Q◦∪̇C \ Q = C \ ∂Q folgt

n(γQ, z) =

1 , falls z ∈ Q◦

0 , falls z ∈ C \ Q
.

Da für R ∈ Q sicher R◦ ⊆ C \
⋃

Q∈Q\{R} Q und da jedes γ ∈ Σ in ~∂Q für genau ein
Q ∈ Q liegt, folgt somit∑

γ∈Σ

1
2πi

∫
γ

1
ζ − z

dζ =

1 , falls z ∈
⋃

Q∈Q Q◦

0 , falls z ∈ C \
⋃

Q∈Q Q
. (2.2)

(b) Offenbar ist γ1 ∼ γ2 :⇔ γ2 ∈ {γ1, γ1−} eine Äquivalenzrelation auf Σ. Die ent-
sprechenden Äquivalenzklassen [γ]∼ enthalten dann einen oder zwei Wege. Wir
setzen

Γ := {γ ∈ Σ : #[γ]∼ = 1} = {γ ∈ Σ : γ− < Σ} .

Offenbar ist dann die Menge Σ \ Γ = {γ ∈ Σ : γ− ∈ Σ} eine disjunkte Vereinigung
von Paaren {γ, γ−}.
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(c) Für jedes Q ∈ Q und jedes w ∈ δ · (Z×Z) gilt k(~∂Q,w) = 0, da jeder Eckpunkt von
Q genau einmal als Anfangspunkt und genau einmal als Endpunkt einer Strecke
aus ~∂Q auftritt. Weil k(Θ1,w)+k(Θ2,w) = k(Θ1∪Θ2,w) für disjunkte Mengen von
Wegen, folgt

k(Σ,w) = k(
⋃̇

Q∈Q
~∂Q,w) = 0, w ∈ δ · (Z × Z) .

Wegen k({γ, γ−},w) = 0 folgt daraus auch

k(Γ,w) = k(Σ,w) − k(Σ \ Γ,w) = 0 .

(d) Ähnlich gilt wegen
∫
γ

1
ζ−z dζ +

∫
γ−

1
ζ−z dζ = 0 für alle z ∈ C \ γ([0, 1]) und wegen

(2.2), dass

∑
γ∈Γ

1
2πi

∫
γ

1
ζ − z

dζ =

1 , falls z ∈
⋃

Q∈Q Q◦

0 , falls z ∈ C \
⋃

Q∈Q Q
.

Die z ∈
⋃

Q∈Q ∂Q =
⋃
γ∈Σ γ([0, 1]) sind hier nicht berücksichtigt. Dennoch ist

obige Summe von Integralen auf C \
⋃
γ∈Γ γ([0, 1]) definiert und holomorph. Da

jedes z ∈
⋃

Q∈Q ∂Q = (
⋃

Q∈Q Q) \
⋃

Q∈Q Q◦ im Abschluss von
⋃

Q∈Q Q◦ liegt, folgt
aus Stetigkeitsgründen sogar∑

γ∈Γ

1
2πi

∫
γ

1
ζ − z

dζ = 1, z ∈
⋃
Q∈Q

Q \
⋃
γ∈Γ

γ([0, 1]) .

(e) Für γ ∈ Σ mit γ([0, 1])∩K , ∅ gilt auch γ− ∈ Σ. Daraus folgt dann γ([0, 1]) ⊆ C\K
für γ ∈ Γ bzw.

K ⊆
⋃
Q∈Q

Q \
⋃
γ∈Γ

γ([0, 1]) .

Um das einzusehen, sei etwa γ = γ1(Q) mit Q = δ · ([m,m + 1] × [n, n + 1]) ∈ Q
und γ([0, 1]) ∩ K , ∅. Dann folgt γ3(Q +

(
δ
0

)
) = γ1(Q)− = γ−, wobei wegen

∅ , γ([0, 1]) ∩ K = γ3(Q +

(
δ

0

)
)([0, 1]) ∩ K ⊆ Q +

(
δ

0

)
das Quadrat Q +

(
δ
0

)
zu Q gehört, und daher γ3(Q +

(
δ
0

)
) = γ− ∈ Σ. Für die Fälle

γ = γ2(Q), γ3(Q), γ4(Q) argumentiert man genauso.

( f ) Wir behaupten nun, dass jede nichtleere Teilmenge Θ ⊆ Γ mit k(Θ,w) = 0 für
alle w ∈ δ · (Z × Z) einen geschlossenen Polygonzug enthält, daher paarweise
verschiedene Wege γ1, . . . , γk mit γ j(1) = γ j+1(0) für j = 1, . . . , k − 1 und γ1(0) =

γk(1).

Wäre dem nicht so, sei m ∈ N maximal derart, dass es paarweise verschiedene

γ1, . . . , γm ∈ Θ

gibt mit γ j(1) = γ j+1(0) für j = 1, . . . ,m − 1. Da Θ endlich ist, gibt es so ein m.
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Nun gibt es sicherlich kein γ = γ j ∈ {γ1, . . . , γm}mit γ(0) = γm(1), da wir sonst mit
γ j, . . . , γm einen geschlossenen Polygonzug innerhalb von {γ1, . . . , γm} ⊆ Θ gefun-
den hätten. Wegen der Maximalität von m kann es auch kein γ ∈ Θ \ {γ1, . . . , γm}

geben mit γ(0) = γm(1). Also folgt

k(Θ, γm(1)) = #{γ ∈ Θ : γ(1) = γm(1)} − #{γ ∈ Θ : γ(0) = γm(1)}︸                        ︷︷                        ︸
=0

≥ 1

im Widerspruch zur Vorgabe an Θ.

(g) Wenden wir das gerade gezeigte auf Θ = Γ an, so erhalten wir einen geschlossenen
Polygonzug γ1

1, . . . , γ
1
k(1), für den

k({γ1
1, . . . , γ

1
k(1)},w) = 0, für alle w ∈ δ · (Z × Z)

gilt, denn für w ∈ δ · (Z × Z) gilt γ1
j (1) = w genau dann, wenn γ1

j+1(0) = w gilt,
wobei wir hier γ1

k(1)+1 := γ1
1 setzen. Es folgt

k(Θ \ {γ1
1, . . . , γ

1
k(1)},w) = 0, für alle w ∈ δ · (Z × Z) .

Mit 1 α1 := γ1
1 ⊕ · · · ⊕ γ

1
k(1) erhalten wir einen geschlossenen, achsenparallelen

Polygonzug.

Nun wenden wir den vorherigen Punkt auf Θ = Γ \ {γ1
1, . . . , γ

1
k(1)} an, und erhalten

einen weiteren geschlossenen, achsenparallelen Polygonzug α2 = γ2
1 ⊕ · · · ⊕ γ

2
k(2).

Nun fahren wir mit Θ = Γ \ {γ1
1, . . . , γ

1
k(1)} \ {γ

2
2, . . . , γ

2
k(2)} fort, für das auch die

Voraussetzung k(Θ,w) = 0 für alle w ∈ δ (Z × Z) gilt, usw. .

Da Γ endlich ist, bricht dieser Algorithmus ab und wir erhalten geschlossene, ach-
senparallele Polygonzüge α1, . . . , αn mit αi = γi

1 ⊕ · · · ⊕ γ
i
k(i), wobei

Γ =
⋃̇

i∈{1,...,n}
{γi

1, . . . , γ
i
k(i)} ,

und damit

n∑
i=1

n(αi, z) =

∑
γ∈Γ

1
2πi

∫
γ

1
ζ − z

dζ =

1 , falls z ∈ (
⋃

Q∈Q Q) \
⋃

i=1,...,n αi([0, 1]) (⊇ K)
0 , falls z ∈ C \

⋃
Q∈Q Q (⊇ C \ D)

.

q

2.2.2 Bemerkung (*). Mit der Notation aus dem letzten Beweis gilt
⋃
γ∈Γ γ([0, 1]) =

∂M mit M :=
⋃

Q∈Q Q. Für γ ∈ Γ gilt nämlich γ− < Σ, womit das Q ∈ P mit γ− ∈ ~∂Q
nicht zu Q gehört. Daraus folgt leicht, dass γ([0, 1]) ⊆ M ∩ Mc.

Umgekehrt ist f (z) =
∑
γ∈Γ

1
2πi

∫
γ

1
ζ−z dζ auf C \

⋃
γ∈Γ γ([0, 1]) stetig, und nimmt auf

M \
⋃
γ∈Γ γ([0, 1]) den Wert 1 an. Auf Mc und daher auch auf Mc \

⋃
γ∈Γ γ([0, 1]) hat f

den Wert Null, womit M ∩ Mc \
⋃
γ∈Γ γ([0, 1]) = ∅.

1Genau genommen müsste man hier zu äquivalenten Wegen γ̃1
j übergehen, sodass die Definitionsbereiche

zusammenpassen.
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2.3 Funktionalkalkül
2.3.1 Definition. Sei A eine Banachalgebra mit Eins über C und sei a ∈ A. Zudem sei
eine holomorphe Funktion f : D → C mit einem offenen D ⊆ C, sodass σ(a) ⊆ D,
gegeben.

Ist Γ = (α1, . . . , αn) ein Tupel von stetigen und stückweise stetig differenzierbaren,
in D \ σ(a) verlaufende Wegen, sodass

n(Γ, z) :=
n∑

i=1

n(αi, z) =

1 , falls z ∈ σ(a)
0 , falls z ∈ C \ D

,

welches nach Satz 2.2.1 immer existiert, so definieren wir

f (a) :=
1

2πi

∫
Γ

f (ζ) (ζe − a)−1 dζ :=
1

2πi

n∑
i=1

∫
α j

f (ζ) (ζe − a)−1 dζ .

2.3.2 Proposition. Die Definition von f (a) ist unabhängig von Γ.

Beweis. Sei Λ = (β1, . . . , βm) ein weiteres Tupel von stetigen und stückweise stetig
differenzierbaren, in D \ σ(a) verlaufenden Wegen, sodass n(Λ, z) = 1, wenn z ∈ σ(a),
und n(Λ, z) = 0, wenn z ∈ C \D. Wir bezeichnen mit β j− den in umgekehrter Richtung
durchlaufenen Weg β j und setzen Σ := (α1, . . . , αn, β1−, . . . , βm−). Diese Wege in G :=
D \ σ(a) erfüllen

n(Σ, z) = n(Γ, z) − n(Λ, z) =

1 − 1 = 0 , falls z ∈ σ(a)
0 − 0 = 0 , falls z ∈ C \ D

,

also n(Σ, z) = 0 für z ∈ C\G = (C\D)∪σ(a). Wir können somit Satz 2.1.3 und infolge
(2.1) auf die in G holomorphe Funktion z 7→ f (z)(ze − a)−1 anwenden und erhalten

0 =

∫
Σ

f (ζ) (ζe − a)−1 dζ =

∫
Γ

f (ζ) (ζe − a)−1 dζ −
∫

Λ

f (ζ) (ζe − a)−1 dζ .

q

2.3.3 Definition. Sei A eine Banachalgebra mit Eins über C und sei a ∈ A. Wir be-
trachten

Hol(a) := { f : ∃D f ⊆ C,D f offen , σ(a) ⊆ D f , f : D f → C holomorph }

und darauf die Äquivalenzrelation f ∼ g :⇔ ∃D ⊆ D f ∩ Dg,D offen , σ(a) ⊆ D mit
f |D = g|D.

Weiters definieren wir für f , g ∈ Hol(a) und λ ∈ C die Funktionen λ f : D f → C,
f + g : D f ∩ Dg → C, f · g : D f ∩ Dg → C aus Hol(a) punktweise durch (λ f )(z) :=
λ f (z), z ∈ D f , ( f + g)(z) := f (z) + g(z), z ∈ D f ∩ Dg und ( f · g)(z) := f (z) · g(z), z ∈
D f ∩ Dg.

Man überprüft leicht, dass λ[ f ]∼ := [λ f ]∼, [ f ]∼+ [g]∼ := [ f +g]∼ und [ f ]∼ · [g]∼ :=
[ f · g]∼ nicht von den konkreten Repräsentanten abhängen, und dass Hol(a)/ ∼ mit
diesen eine Algebra mit Einselement – dieses ist [1C]∼ – abgibt.
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Hat ein f ∈ Hol(a) keine Nullstellen in σ(a), so liegt auch f |D f \ f −1{0} und infolge
1

f |D f \ f−1 {0}
in Hol(a). Also ist [ f ]∼ invertierbar in Hol(a)/ ∼. Umgekehrt folgt aus der

Invertierbarkeit von [ f ]∼, dass für [g]∼ = [ f ]−1
∼

[ f · g]∼ = [ f ]∼ · [ f ]−1
∼ = [1C]∼ ,

womit f · g|D = 1C|D für ein hinreichend kleines, σ(a) umfassendes, offenes D. Somit
hat kein Repräsentante von [ f ]∼ eine Nullstelle in σ(a).

Für [ f ]∼ ∈ Hol(a)/ ∼ ist auch [ f ]∼(a) := f (a) wohldefiniert, da man für zwei
Repräsentanten f , g der Restklasse [ f ]∼(a) Proposition 2.3.2 auf f |D = g|D anwenden
kann, wobei D wie in Definition 2.3.3 ist.

2.3.4 Satz. Die Abbildung [ f ]∼(a) 7→ f (a) ist ein Algebrenhomomorphismus von
Hol(a)/ ∼ nach A. Dabei gilt [p]∼(a) = p(a) für alle Polynome p ∈ C[z].

Zusätzlich folgt aus der lokal gleichmäßigen Konvergenz einer Folge ( fn)n∈N aus
Hol(a) gegen ein f ∈ Hol(a) auf D f , wobei D f ⊆ D fn , n ∈ N, dass auch fn(a)→ f (a).

Beweis. Für f , g ∈ Hol(a) und λ, µ ∈ C gilt definitionsgemäß Dλ f +µg = D f ∩ Dg.
Wählen wir ein Tupel Γ von Wegen mit Hilfe von Satz 2.2.1, sodass diese in D f ∩ Dg

verlaufen, dann gilt

λ[ f ]∼(a) + µ[g]∼(a) = λ
1

2πi

∫
Γ

f (ζ) (ζe − a)−1 dζ + µ
1

2πi

∫
Γ

g(ζ) (ζe − a)−1 dζ

=
1

2πi

∫
Γ

(λ f + µg)(ζ) (ζe − a)−1 dζ = [λ f + µg]∼(a) .

Die Verträglichkeit mit · ist nicht ganz so einfach nachzuweisen. Wir wählen dazu
zunächst ein Tupel Λ von Wegen mit Hilfe von Satz 2.2.1 derart, dass diese in D f ∩

Dg\σ(a) verlaufen, n(Λ, z) = 1, wenn z ∈ σ(a), und n(Λ, z) = 0, wenn z ∈ C\(D f∩Dg),
erfüllen.

Insbesondere ist G := {z ∈ C \ ran Λ : n(Λ, z) = 1} eine Menge mit σ(a) ⊆ G ⊆
D f ∩Dg, wobei ran Λ die kompakte Vereinigung der Bilder der Wege aus Λ bezeichnet.
Wegen G = {z ∈ C \ ran Λ : |n(Λ, z)− 1| < 1} und wegen der Stetigkeit von z 7→ n(Λ, z)
auf C \ ran Λ ist G offen.

Wir wenden Satz 2.2.1 auf σ(a) und G an, und erhalten ein Tupel Γ von Wegen in
G \ σ(a) mit n(Γ, z) = 1, wenn z ∈ σ(a), und n(Γ, z) = 0, wenn z ∈ C \ G. Wegen
(ζ − z)(ze − a)−1(ζe − a)−1 = (ze − a)−1 − (ζe − a)−1 gilt dann

[ f ]∼(a) · [g]∼(a) = −
1

4π2

[∫
Γ

f (z) (ze − a)−1 dz
] [∫

Λ

g(ζ) (ζe − a)−1 dζ
]

= −
1

4π2

∫
Γ

∫
Λ

f (z) g(ζ) (ze − a)−1(ζe − a)−1 dζ dz

=
1

2πi

∫
Γ

f (z)
( 1
2πi

∫
Λ

g(ζ)
ζ − z

dζ
)
(ze − a)−1 dz

+
1

4π2

∫
Λ

g(ζ)
( ∫

Γ

f (z)
z − ζ

dz
)
(ζe − a)−1 dζ

Aus Satz 2.1.3 erhalten wir 1
2πi

∫
Γ

f (z)
z−ζ dz = n(Γ, ζ) f (ζ) = 0 für ζ ∈ ran Λ ⊆ C \ G und

1
2πi

∫
Λ

g(ζ)
ζ−z dζ = n(Λ, z)g(z) = g(z) für z ∈ ran Γ ⊆ G = {w ∈ C \ ran Λ : n(Λ,w) = 1}.

Also erhalten wir

[ f ]∼(a) · [g]∼(a) =
1

2πi

∫
Γ

f (z)g(z)(ze − a)−1 dz = ([ f ]∼ · [g]∼)(a) .
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Um [p]∼(a) = p(a) für alle Polynome p ∈ C[z] zu zeigen, reicht es nun diese Gleichung
für p(z) = zk, k ∈ N ∪ {0} zu zeigen, wobei ∆p = C. Nun gilt σ(a) ⊆ K‖a‖(0) und für
|z| > ‖a‖

(ze − a)−1 =
1
z

(e −
1
z

a)−1 =

∞∑
j=0

z− j−1a j .

Für γ(t) = r exp(it), t ∈ [0, 2π], mit r > ‖a‖ und Γ = (γ) gilt n(Γ, z) = 1 für z ∈
U‖a‖(0) ⊇ σ(a), womit

[p]∼(a) =
1

2πi

∫
γ

ζk (ζe − a)−1 dζ

=

∞∑
j=0

1
2πi

∫
γ

ζk− j−1 dζ · a j = ak .

Konvergiert ( fn)n∈N aus Hol(a) gegen ein f ∈ Hol(a) lokal gleichmäßig auf D f , wobei
D f ⊆ D fn , n ∈ N, so folgt für ein geeignetes Tupel Γ mit ran Γ ⊆ ∆ f , dass fn(ζ) (ζe −
a)−1 → f (ζ) (ζe − a)−1 gleichmäßig in ζ ∈ ran Γ. Also gilt

[ fn]∼(a) =
1

2πi

∫
Γ

fn(ζ) (ζe − a)−1 dζ →
1

2πi

∫
Γ

f (ζ) (ζe − a)−1 dζ = [ f ]∼(a) .

q

2.3.5 Satz (Spektralabbildungssatz). Für f ∈ Hol(a) gilt σ([ f ]∼(a)) = f (σ(a)).

Beweis. Für λ < f (σ(a)) hat z 7→ λ − f (z) auf σ(a) keine Nullstellen auf σ(a), und ist
somit in Hol(a)/ ∼ invertierbar. Also ist auch λe − [ f ]∼(a) = [λ − f ]∼(a) invertierbar.

Ist λ ∈ f (σ(a)), so gilt für w ∈ σ(a) mit λ = f (w), dass

g(z) =

 f (z)− f (w)
z−w , falls z ∈ ∆ f \ {w} ,

f ′(w) , falls z = w ,

holomorph auf ∆ f ist, und daher in Hol(a) liegt. Wäre λ < σ([ f ]∼(a)) mit b = (λe −
[ f ]∼(a))−1 , so folgt aus

b [g]∼(a) (we − a) = b [z 7→ g(z)(w − z)]∼(a) = b [z 7→ f (w) − f (z)]∼(a) = e

und aus der entsprechenden Gleichung in vertauschter Reihenfolge der Widerspruch
w < σ(a).

q


