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SeiP := {[i, i + 1] × [ j, j + 1] : i, j ∈ Z} die Menge aller Quadrate in der Ebene mit
Seitenlänge 1 und ganzzahligen Eckpunkten.

0.0.1 Lemma. SeiQ eine feste endliche Teilmenge vonP und M :=
⋃

Q∈Q Q. Dann
gibt es endlich viele geschlossene, stetige, stückweise stetig differenzierbare Wege
µ1, . . . , µn, µ j : [a j, b j] → R2

� C mit

∂M =
⋃

i∈{1,...,n}
µi([a j, b j]) ,

und

n({µ1, . . . , µn}, z) =





1 , falls z∈ M◦

0 , falls z∈ Mc
.

Proof.

−) M ist kompakt und wegenM◦ ⊇ ⋃

Q∈Q Q◦ gilt

∂M = M \ M◦ ⊆
⋃

Q∈Q
Q \

⋃

Q∈Q
Q◦ =

⋃

Q∈Q
(Q \ Q◦) =

⋃

Q∈Q
∂Q .

Man beachte, dass die vorletzte Gleichheit gilt, da fürQ = [i, i + 1] × [ j, j + 1]
sicherlichQ◦ = (i, i + 1)× ( j, j + 1) und damitQ1 ∩ Q◦2 = ∅ für Q1 , Q2 also
Q1 \

⋃

Q∈Q Q◦ = Q1 \ Q◦1 für jedesQ1 ∈ Q.

−) FürQ = [m,m+1]× [n, n+1] ∈ P seienγr (Q), γo(Q), γl(Q), γu(Q) : [0, 1]→ R2

definiert durch

γr (Q)(t) =

(

m+ 1
n+ t

)

, γo(Q)(t) =

(

m+ 1− t
n+ 1

)

,

γl(Q)(t) =

(

m
n+ 1− t

)

, γu(Q) =

(

m+ t
n

)

.

Dabei gilt

∂Q = γr (Q)([0, 1])∪ γo(Q)([0, 1])∪ γl(Q)([0, 1])∪ γu(Q)([0, 1])

Wie man leicht nachprüft gilt fürγ ∈ {γr (Q), γo(Q), γl(Q), γu(Q)}
(

m
n

)

= γ(
1
2

) +
1
2

(

0 −1
1 0

)

γ′(
1
2

) − 1
2

(

1
1

)

.

Setzen wir
Γ(P) :=

⋃

Q∈P
{γr (Q), γo(Q), γl(Q), γu(Q)} ,

so bestimmt γ ∈ Γ(P) ein eindeutiges Q(γ) ∈ P mit γ ∈
{γr (Q), γo(Q), γl(Q), γu(Q)}.

−) Falls für verschiedeneγ1, γ2 ∈ Γ(P) die Beziehungγ1([0, 1]) = γ2([0, 1])
gilt, so mussγ1([0, 1]) = γ2([0, 1]) = {m} × [n, n + 1] oder γ1([0, 1]) =
γ2([0, 1]) = [m,m+ 1] × {n} für gewissem, n ∈ Z. Betrachten wir die Gestalt
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von γr (Q), γo(Q), γl(Q), γu(Q), so erkennt man leicht durch Fallunterscheidung,
dass wegenγ1 , γ2 die Beziehungenγ1 = (−γ2) := (t 7→ γ2(1− t)) und

Q′(γ1) := Q(γ1) −
(

0 −1
1 0

)

γ′1(
1
2

) = Q(γ2) = Q((−γ1))

gelten müssen. Umgekehrt ist fürγ1 ∈ Γ(P) sicherlichγ2 := (−γ1) (, γ1) auch
in Γ(P). Das zuγ2 gehörigeQ ist gegeben durchQ′(γ1).

Fürγ1 , γ2 mit γ1([0, 1]) = γ2([0, 1]) gilt zudem

γ1(0, 1) = γ2(0, 1) ⊆
(

Q(γ1) ∪ Q(γ1)
)◦
. (1)

Wir prüfen das im Fallγ1([0, 1]) = γ2([0, 1]) = {m} × [n, n+ 1] nach. Den Fall
γ1([0, 1]) = γ2([0, 1]) = [m,m+ 1] × {n} behandelt man entsprechend. In der Tat
gilt dann

γ1(0, 1) = γ2(0, 1) = {m} × (n, n+ 1) ⊆ (m− 1,m+ 1)× (n, n+ 1) =
(

([m− 1,m] × [n, n+ 1]) ∪ ([m,m+ 1] × [n, n+ 1]))◦ =
(

Q(γ1) ∪ Q(γ1)
)◦
.

−) Für
Γ(Q) :=

⋃

Q∈Q
{γr (Q), γo(Q), γl(Q), γu(Q)}

gilt die Beziehung
⋃

γ∈Γ(Q)

γ([0, 1]) =
⋃

Q∈Q
∂Q . (2)

Wir behaupten
∂M =

⋃

γ∈Γ(Q), Q′(γ)<Q

γ([0, 1]) , (3)

Für einγ ∈ Γ(Q) mit Q′(γ) = Q((−γ)) < Q gilt γ([0, 1]) ⊆ ∂Q(γ) ⊆ Q(γ) ⊆ M
und auch

γ([0, 1]) = (−γ)([0, 1]) ⊆ ∂Q′(γ) = ∂(Q′(γ)◦) ⊆ (Mc) .

Also γ([0, 1]) ⊆ M ∩ (Mc) = ∂M.

Sei nun umgekehrtx ∈ ∂M und nehmen wir an, dassx nicht in der rechten Seite
von (3) liegt. Wegen (2) gibt es aber zumindest einγ ∈ Γ(Q) mit x ∈ γ([0, 1]).
Wegen unserer Annahme muss dannQ′(γ) = Q((−γ)) ∈ Q für jedes derartigeγ.

Fallsx ∈ γ([0, 1]) für ein solchesγ, so folgt wegen (1) undQ′(γ) = Q((−γ)) ∈ Q,
dassγ((0, 1))⊆ (Q(γ) ∪Q((−γ)))◦ ⊆ M◦. Der Fallx ∈ γ((0, 1)) kann dabei nicht
eintreten, da sonstx ∈ M◦ ∩ ∂M = ∅.
Es bleibt die Möglichkeitx = γ(0) oder x = γ(1). Da dann auchQ′(γ) =
Q((−γ)) ∈ Q, folgt −γ ∈ Γ(Q), und wir könnenx = γ(0) =

(
m
n

)

mit m, n ∈ Z
annehmen.

Fallsγ = γr (Q(γ)), so folgtQ(γ) = [m− 1,m] × [n, n + 1] ∈ Q und Q(−γ) =
[m,m+ 1] × [n, n+ 1] ∈ Q. Also folgt auch

γu(Q(γ)) = (t 7→
(

m− 1+ t
n

)

), γu(Q(−γ)) = (t 7→
(

m+ t
n

)

) ∈ Γ(Q) ,
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wobei x = γu(Q(γ))(1) = γu(Q(−γ))(0). Nach unserer Annahme folgt
auch Q′(γu(Q(γ))), Q′(γu(Q(−γ))) ∈ Q. Wie man leicht nachrechnet gilt
Q′(γu(Q(γ))) = [m−1,m] × [n−1, n], Q′(γu(Q(−γ))(0))= [m,m+1]× [n−1, n],
also

([m− 1,m] × [n, n+ 1]) ∪ ([m,m+ 1] × [n, n+ 1])∪
∪ ([m− 1,m] × [n− 1, n]) ∪ ([m,m+ 1] × [n− 1, n]) =

[m− 1,m+ 1] × [n− 1, n+ 1] ⊆ M ,

was aber den Widerspruchx ∈ M◦ ∩ ∂M = ∅ nach sich zieht. Entsprechend
argumentiert man in den Fällenγ = γo(Q(γ)), γ = γl(Q(γ)), γ = γl(Q(γ)).

Also mussx doch in der rechten Seite von (3) liegen und wir haben (3) gezeigt.

−) Für ein stückweise stetig differenzierbaresγ : [0, 1] → R2
� C und für z ∈

C \ γ([0, 1]) setze

n(γ, z) :=
1

2iπ

∫

γ

1
z− w

dz .

Auf C \ γ([0, 1]) ist z 7→ n(γ, z) holomorph. Man verwende etwa den Satz von
Moreara um das zu zeigen.

Für jede endliche TeilmengeΓ vonγ(P) ist

n(Γ, z) :=
∑

γ∈Γ
n(γ, z), z ∈ C \

⋃

γ∈Γ
γ([0, 1])

offenbar auch holomorph.

−) Für Q ∈ P gilt mit ~∂Q := {γr (Q), γo(Q), γl(Q), γu(Q)}

n(~∂Q, z) = n(γr (Q) ⊕ γo(Q) ⊕ γl(Q) ⊕ γu(Q), z) =






1 , falls z ∈ Q◦

0 , falls z ∈ Qc
,

da für geschlossene Wegeµ immer n(µ, z) ∈ Z, z ∈ C \ µ([0, 1]) und da da-
mit z 7→ n(µ, z) als stetige Funktion auf den zusammenhängenden MengenQ◦

und Qc konstant sein muss, und schließlich da man durch Abschätzen leicht
limz→∞ n(~∂Q, z) = 0 und da für den Mittelpunktm(Q) von Q

n(γr(Q)⊕ γo(Q)⊕ γl(Q)⊕ γu(Q),m(Q)) = n((t 7→ m(Q)+exp(2iπt)),m(Q)) = 1 .

Die geschlossenen Wegeγr (Q)⊕γo(Q)⊕γl(Q)⊕γu(Q) und (t 7→ m(Q)+exp(2iπt))
sind ja radial homotop inC \ {m(Q)}.
Somit folgt

n(Γ(Q), z) =
∑

Q∈Q
n(~∂Q, z) =






1 , falls z ∈ ⋃

Q∈Q Q◦

0 , falls z ∈ ⋂

Q∈Q Qc
= Mc

.

−) Da für einγ ∈ Γ(Q) nicht gleichzeitigQ′(γ) < Q und Q′(γ) ∈ Q gelten kann,
folgt Γ1∪̇Γ2 = Γ(Q) und somit

n(Γ(Q), z) = n(Γ1, z) + n(Γ2, z) ,
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wobei

Γ1 = {γ ∈ Γ(Q), Q′(γ) < Q} und Γ2 = {γ ∈ Γ(Q), Q′(γ) ∈ Q} .

Offenbar zerfälltΓ2 in RestklassenΘ jede bestehend aus genau zwei Wegen
γ1, γ2, für dieγ1 = −γ2 gilt. Da dann

n({γ1, γ2}, z) = 0, z ∈ C \ γ1([0, 1]) ,

gilt n(Γ2, z) = 0 für allez ∈ C \
⋃

γ∈Γ(Q), Q′(γ)∈Q γ([0, 1]). Also gilt auch

n(Γ1, z) =






1 , falls z ∈ ⋃

Q∈Q Q◦

0 , falls z ∈ ⋂

Q∈Q Qc
= Mc

,

wobei diese Funktion wegen (3) für allez ∈ (∂M)c definiert ist.

Für z ∈ M◦ \ ⋃

Q∈Q Q◦ gilt wegen
⋃

Q∈Q Q = M sicherlichz ∈ ⋃

Q∈Q ∂Q =
⋃

Q∈Q ∂(Q
◦).

Also gilt es eine Folge (zn) aus einemQ◦ mit Q ∈ Q, die gegenzkonvergiert. Da
ζ 7→ n(Γ1, ζ) bei z stetig ist und bei allenzn den Wert eins annimmt, tut sie das
auch beiz. Also

n(Γ1, z) =






1 , falls z ∈ M◦

0 , falls z ∈ Mc
,

−) Nun sei
k(Γ, x) := #{γ ∈ Γ : γ(1) = x} − #{γ ∈ Γ : γ(0) = x}

für jedesx ∈ Z × Z und jede endliche TeilmengeΓ von γ(P). Man prüft leicht
nach, dassk(~∂Q, x) = 0 für jedesx ∈ Z × Z und jedesQ ∈ Q. Dak(., x) offenbar
endlich additiv ist, folgt

k(Γ(Q), x) = 0, für alle x ∈ Z × Z .

Da Γ2 in RestklassenΘ jede bestehend aus genau zwei Wegenγ1, γ2, für die
γ1 = −γ2 und damitk({γ1, γ2}, x) = 0 gilt, zerfällt, gilt auch

k(Γ2, x) = 0, für alle x ∈ Z × Z .

WegenΓ(Q) = Γ1∪̇Γ2 folgt

k(Γ1, x) = 0, für alle x ∈ Z × Z .

−) Wir behaupten nun, dass jede Teilmenge∆ ⊆ Γ1 mit k(∆, x) = 0 für allex ∈ Z×Z
einen geschlossenen Polygonzug enthält, daher paarweiseverschiedene Wege
γ1, . . . , γk mit γ j(1) = γ j+1(0) für j = 1, . . . , k− 1 undγ1(0) = γk(1).

Wäre dem nicht so, seim ∈ N maximal derart, dass es paarweise verschiedene

γ1, . . . , γm ∈ ∆

gibt mit γ j(1) = γ j+1(0) für j = 1, . . . ,m− 1. Da∆ endlich ist, gibt es so einm.

Nun gibt es sicherlich keinγ = γ j ∈ {γ1, . . . , γm} mit γ(0) = γm(1), da wir sonst
mit γ j , . . . , γm einen geschlossenen Polygonzug innerhalb von{γ1, . . . , γm} ⊆
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∆ gefunden hätten. Wegen der Maximalität vonm kann es auch keinγ ∈ ∆ \
{γ1, . . . , γm} geben mitγ(0) = γm(1). Also folgt

k(∆, γm(1)) = #{γ ∈ ∆ : γ(1) = x} − #{γ ∈ ∆ : γ(0) = x}
︸                  ︷︷                  ︸

=0

≥ 1

im Widerspruch zur Vorgabe an∆.

−) Wenden wir das gerade gezeigt auf∆ = Γ1 an, so erhalten wir einen geschlosse-
nen Polygonzugγ1

1, . . . , γ
1
k(1), für den

k({γ1
1, . . . , γ

1
k(1)}, x) = 0, für alle x ∈ Z × Z

gilt, denn fürx ∈ Z × Z gilt γ1
j (1) = x genau dann, wennγ1

j+1(0) = x gilt, wobei

hierγ1
k(1)+1 := γ1

1. Es folgt

k(∆ \ {γ1
1, . . . , γ

1
k(1)}, x) = 0, für alle x ∈ Z × Z .

Mit µ1 := γ1
1 ⊕ · · · ⊕ γ1

k(1) erhalten wir einen geschlossenen, stetigen, stückweise
stetig differenzierbaren Weg.

Nun wenden wir den vorherigen Punkt auf∆ = Γ1\{γ1
1, . . . , γ

1
k(1)} an, und erhalten

einen weiteren geschlossenen, stetigen, stückweise stetig differenzierbaren Weg
µ2 = γ

2
1 ⊕ · · · ⊕ γ

2
k(2). Nun fahren wir mit∆ = Γ1 \ {γ1

1, . . . , γ
1
k(1)} \ {γ

2
2, . . . , γ

2
k(2)}

fort, für das auch die Voraussetzungk(∆, x) = 0 für allex ∈ Z × Z gilt, usw. .

Da Γ1 endlich ist, bricht dieser Algorithmus ab und wir erhalten geschlossene,
stetige, stückweise stetig differenzierbare Wegeµ1, . . . , µn mit µi = γ

i
1⊕· · ·⊕γ

i
k(i),

wobei
Γ1 =

⋃

i∈{1,...,n}
{γi

1, . . . , γ
i
k(i)} ,

und damit

∂M =
⋃

i∈{1,...,n}

(

γi
1([0, 1])∪ · · · ∪ γi

k(i)([0, 1])
)

=

⋃

i∈{1,...,n}
µi([0, k(i)]) ,

sowie

n({µ1, . . . , µn}, z) =
n∑

i=1

n(µi , z) =

n∑

i=1

k(i)∑

j=1

n(γi
j, z) = n(Γ1, z) =






1 , falls z ∈ M◦

0 , falls z ∈ Mc
,

weil die Wegeγi
j paarweise verschieden sind.

�

0.0.2 Korollar. Zu jedem Kompaktum K⊆ C und jeder offenen Obermenge G⊇ K
gibt es endlich viele geschlossene, stetige, stückweise stetig differenzierbare Wege
ν1, . . . , νn, ν j : [a j, b j] → R2

� Cmit
⋃

i∈{1,...,n}
νi([a j, b j]) ⊆ G ,
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und

n({ν1, . . . , νn}, z) =





1 , falls z∈ K

0 , falls z∈ C \G
.

Proof. Setze 3δ := d(K,Gc) > 0, wobeid(z,w) = |z− w|. Offenbar istU := {z ∈ C :
d(K, z) < δ} eine beschränkte, offene Obermenge vonK.

Nun seiQ := {Q : Q ∈ P, (δ ·Q)∩U , ∅}. Weil die Vereinigung aller Mengen auf
δP ganzC ergibt, folgt für

M :=
⋃

Q∈Q
Q

K ⊆ U ⊆ δ ·M. Ist nunz ∈ δ ·M, so giltz ∈ δ ·Q für ein Q mit ∅ , (δ ·Q)∩U. Ist w aus
diesem Schnitt, so folgt wegend(Q) =

√
2 die Ungleichungd(z,w) ≤ δ

√
2 und damit

d(z,K) ≤ d(z,w) + d(w,K) < δ
√

2+ δ < 3δ .

Es folgtz < Gc, alsoz ∈ G, und somitK ⊆ U ⊆ δ · M ⊆ G.
Sind µ1, . . . , µn die zu unseremQ gehörigen Wege aus Lemma 0.0.1, so leisten

ν j := δ · µ j wegen

n(ν j , δz) =
1

2iπ

bj∫

aj

ν′j(t)

ν j(t) − δz
dt =

1
2iπ

bj∫

aj

δµ′j(t)

δµ j(t) − δz
dt = n(µ j, z)

das Gewünschte. �


