SeiP ;= {[i,i + 1] x[j, j + 1] : i, ] € Z} die Menge aller Quadrate in der Ebene mit
Seitenlange 1 und ganzzahligen Eckpunkten.

0.0.1 Lemma. SeiQ eine feste endliche Teilmenge vBrund M := (Jocq Q. Dann
gibt es endlich viele geschlossene, stetige, stiickweétig sliferenzierbare Wege
Ha, -« - Moy (4 5 [@), bj] = R? = C mit

oM = U ui([aj, bi]) ,

und
1 ,falls ze M°

0 ,falls ze M® °
Proof.
—) M ist kompakt und wegeM® 2 [ Jgeq Q° gilt
am=m\mc| Jov| Jo=J@\@)=[]n.
QeQ QeQ QeQ QeQ

Man beachte, dass die vorletzte Gleichheit gilt, da@is [i,i + 1] x [}, ] + 1]
sicherlichQ® = (i,i + 1) x (j, j + 1) und damitQ, N Q5 = 0 fur Q; # Q, also
Q1\ Ugea Q° = Q1\ Q] fur jedesQ; € Q.

-) FurQ = [m m+1]x[n,n+1] € P seieny:(Q), ¥o(Q), n(Q), vu(Q) : [0,1] - R?
definiert durch

n@W =(77 ) @ ="

n+1

nQO )nm@=@:W

n+1-t
Dabei gilt
9Q = (Q)([0, 1]) U 7o(Q)([0, 1]) U %(Q)([0, 1]) U »u(Q)([0, 1])

Wie man leicht nachprift gilt fiy € {y:(Q), ¥0(Q), 71(Q), yu(Q)}
m 1 1(0 -1\ ,1 11
(n) AV A (1 0)7 )~ 5(1)'

T(®) = | (Q, 7o(Q: n(Q: ()

Qep

Setzen wir

so bestimmty € T(B) ein eindeutigesQ(y) € P mit v €
{)’r(Q)’)’o(Q)»)’I(Q)’)’u(Q)}

-) Falls fur verschiedengi,y, € T'(¥) die Beziehungyi([0,1]) = v2([0,1])
gilt, so mussy1([0,1]) = ¥2([0,1]) = {m} x [n,n + 1] oder y4([0,1]) =
v2([0,1]) = [m, m+ 1] x {n} fur gewissem,n € Z. Betrachten wir die Gestalt



von ¥:(Q), vo(Q), 1(Q), vu(Q), so erkennt man leicht durch Fallunterscheidung,
dass wegety; # vy, die Beziehungem; = (—y2) := (t = y2(1-1)) und

- 1
Q) = Q0 - )@ = Q) = )
gelten miissen. Umgekehrt ist fir € I'(P) sicherlichy, := (—y1) (# y1) auch
in T(*P). Das zuy, gehorigeQ ist gegeben durcky’ (y1).
Flry1 # y2 mit y1([0, 1]) = ¥2([0, 1]) gilt zudem
72(0.1) = 72(0.1) € (Q(y1) U Qiy)) - (1)

Wir prifen das im Fally1([0, 1]) = v2([0, 1]) = {m} x [n,n + 1] nach. Den Fall
v1([0, 1]) = y2([0, 1]) = [m, m+ 1] x {n} behandelt man entsprechend. In der Tat
gilt dann

v1(0,1)=y2(0, 1) ={m} x (n,n+ 1) c (M-1, m+1)x(n,n+ 1) =
(@m=L.mx[n.n+1) U (mm+1]x [nn+1])° = (Qly1) U ()

o

Far
N(Q) = | (Q, vo(Q. n(Q), (Q)}

Qe
gilt die Beziehung

| v10.1)= [ JoQ. 2)

Yer(Q) QeQ
Wir behaupten
m= | o), )
yel(Q), Q ()R

Fur einy € T(Q) mit Q' (y) = Q((-)) ¢ Q gilt ¥([0,1]) € dQ(y) € Qy) € M
und auch
([0, 1]) = (-¥)([0.1]) € 8Q' () = A(Q'()°) € (M?)..

Also y([0, 1]) € M N (M°€) = dM.

Sei nun umgekehst € M und nehmen wir an, dassnicht in der rechten Seite
von (3) liegt. Wegen (2) gibt es aber zumindestgia I'(Q) mit x € ([0, 1]).
Wegen unserer Annahme muss d&i(y) = Q((—y)) € Q fur jedes derartige.

Fallsx € y([0, 1]) fur ein solchey, so folgt wegen (1) un@ (y) = Q((-y)) € {,
dassy((0, 1)) € (Q(y) U Q((—y)))° € M°. Der Fallx € y((0, 1)) kann dabei nicht
eintreten, da sonste M° N dM = 0.

Es bleibt die Moglichkeitx = y(0) oderx = y(1). Da dann auchy (y) =
Q((—y)) € Q, folgt —y € I'(Q), und wir kdnnenx = y(0) = (’:) mitmn e Z
annehmen.

Fallsy = v(Q(y)), so folgtQ(y) = [m—1,m| x [n,n+ 1] € QundQ(—y) =
[m,m+ 1] x[n,n+ 1] € Q. Also folgt auch

m-1+t
n

@) =@ ("o = o (M er@,



wobei x = y,(Q))A) = vu(Q(—y))(0). Nach unserer Annahme folgt
auch Q' (u(Q())), Q(yu(Q(—=y))) € Q. Wie man leicht nachrechnet gilt

Q' (ru(QM)) = [m-1.m x[n-1n], Q(ru(Q(=¥))(0)) = [m m+ 1] x[n—-1,n],

also

(Im=1,m x[n,n+ 1)U ([mm+1]x[n,n+ 1)U
U(m-1mx[n-1n)u(mm+1]x[n-1,n]) =
[m-1,m+1]x[n-1,n+1]Cc M,

was aber den Widerspruoche M° n M = 0 nach sich zieht. Entsprechend
argumentiert man in den Fallen= y,(Q(»)), v = »(Q(»)), v = n(Q()).
Also mussx doch in der rechten Seite von (3) liegen und wir haben (3)igeze

Fir ein stiickweise stetig fierenzierbarey : [0,1] — R? = C und firz ¢

C\ ([0, 1]) setze
n(y,2 := = fi dz.

2ir Z—-W
Y

Auf C \ ¥([0,1]) ist z — n(y, 2) holomorph. Man verwende etwa den Satz von
Moreara um das zu zeigen.

Fur jede endliche Teilmendevon y() ist
n(r,2) = Y n(.2), zeC\| J»(0,1])

yell yell

offenbar auch holomorph.
FurQ e % giltmit JQ := (1(Q), 70(Q). 1(Q, vu(Q)

1 [fallsze Q°

n(5Q, 2) = n(yr(Q) ®¥0(Q) & 7(Q) ®yu(Q), 2 = {O falls ze Q¢ °

da fur geschlossene Wegeimmern(u,2) € Z, z € C \ u([0,1]) und da da-
mit z — n(u, 2) als stetige Funktion auf den zusammenhangenden Me@Qgen
und Q° konstant sein muss, und schlie3lich da man durch Absamadé&zeht
lim e N(AQ, 2) = 0 und da fiir den Mittelpunkin(Q) von Q

(7 (Q) @ 0(Q) @ 1(Q) @ yu(Q). MQ)) = n((t = M(Q) + exp(2xt)), M(Q)) = 1.

Die geschlossenen Wegg Q)®yo(Q)®y(Q)eyu(Q) und t — m(Q)+exp(dnt))
sind ja radial homotop i \ {m(Q)}.

Somit folgt

n(r(Q),2) = Z n(dQ, 2) =

Qe

1 ,falls ze Jgea Q°
0 ,falls ze Ngea Q=M

Da fur einy € T'(Q) nicht gleichzeitigQ’'(y) ¢ Q undQ’'(y) € Q gelten kann,
folgt I';UI', = I'(Q) und somit

NI'(Q),2 =n(l1,2 +n(I2,2),



wobei
[1={yel(Q), Q@) ¢ und I ={yel(Q), Q(y) e Q.

Offenbar zerfalltl’, in Restklasser® jede bestehend aus genau zwei Wegen
v1, 2, fur diey; = —y, gilt. Da dann

N({y1.72},2 =0, ze C\ y1([0,1]),

gilt n(I'2,2) = O fur allez € C\ U, er(g), o ¢)ea ([0, 1]). Also gilt auch

1 ,falls ze Jgeg Q°

NIy, 2 = »
(1.2 {o falls z€ Noea Q° = M°

wobei diese Funktion wegen (3) fur altes (0M)° definiert ist.

Flrz € M° \ Ugeq Q° gilt wegenJgeq Q = M sicherlichz € (Jgeg 0Q =
Ugea 0(Q°).

Also gilt es eine Folgez,) aus einen)®° mit Q € Q, die gegerz konvergiert. Da
¢ - n([y, ) beiz stetig ist und bei allem, den Wert eins annimmt, tut sie das
auch begz Also

1 ,fallsze M°

n(I'y,2 = »
(.2 {O , falls ze M¢

Nun sei
KIT,X) =#yel:y(1)=x} —#y el :vy(0)=x}

fur jedesx € Z x Z und jede endliche Teilmendévon y(%). Man prift leicht
nach, dask(gQ, X) = 0 fur jedesx € Z x Z und jedexQ € Q. Dak(., x) offtenbar
endlich additiv ist, folgt

k(I'(Q),x) =0, furalle xeZxZ.

DaT; in Restklassem® jede bestehend aus genau zwei Wegeny, fur die
v1 = —y2 und damitk({y1, v2}, X) = 0 gilt, zerfallt, gilt auch

k(T2,x) =0, furalle xeZxZ.
Wegenl'(Q) = I'1UT', folgt

k(T1,X) =0, furalle xeZxZ.

Wir behaupten nun, dass jede Teilmenge I'y mitk(A, X) = O fir allex e ZxZ
einen geschlossenen Polygonzug enthalt, daher paarweisehiedene Wege
V1o Y Mityj(1) = vj+2(0) fur j = 1,..., k= 1 undy1(0) = y(1).

Ware dem nicht so, sen € N maximal derart, dass es paarweise verschiedene

Y1se-or, Ym € A

gibt mity;(1) = ¥;+1(0) fur j = 1,...,m— 1. DaA endlich ist, gibt es so eim.

Nun gibt es sicherlich keip = yj € {y1, ..., ym} mit ¥(0) = ym(1), da wir sonst
mit yj,...,ym €inen geschlossenen Polygonzug innerhalb gan. .., ym} <



A gefunden hatten. Wegen der Maximalitat vorkann es auch keiy € A\
{y1,...,ym} geben mity(0) = ym(1). Also folgt

k(A ym(1)) =#yeA:y(1)=x-#HyeA:y(0)=x} 21

=0

im Widerspruch zur Vorgabe ah

—) Wenden wir das gerade gezeigt auf I'; an, so erhalten wir einen geschlosse-
nen Polygonzugy, . .., ¥j), fur den

k(y1:- - Y- ¥) = 0, furalle xe ZxZ

gilt, denn furx € Z x Z gilt yj(1) = x genau dann, weng, ,(0) = x gilt, wobei
hierygyy,, := 71 Es folgt

KA\ {71 %) ¥) = 0, furalle xe ZxZ.

Mit u1 := y1 @ - - @ ¥y €rhalten wir einen geschlossenen, stetigen, stiickweise
stetig diferenzierbaren Weg.

Nun wenden wir den vorherigen Punktauf I'1\{y1, ..., y%(l)} an, und erhalten
einen weiteren geschlossenen, stetigen, stiickweisg diferenzierbaren Weg
f2 = Y5 ® - ® Vg Nun fahren wir mitA = T\ {(y1, ... v} \ 103+ ¥ip)
fort, fir das auch die Voraussetzuki@, x) = O fur allex € Z X Z gilt, usw. .
DaT’; endlich ist, bricht dieser Algorithmus ab und wir erhaltesschlossene,
stetige, stiickweise stetigftbrenzierbare Wege,, . . ., un mMit i = yilea- . -@y{((i),

wobei _ _
1= U WY »
ie{d,...,n}
und damit
M= | ] (A1 U--- U0, 1)) = | ) wm(10. kO,
i€{l,...,n} ie(To.n)
sowie

n(us, . ... un}, 2 = Z N(ui, 2) =

1 ,fallsze M°

n()’ij,z) =n(1,2 = {O talls 7€ MC

weil die Wegeyij paarweise verschieden sind.

O

0.0.2 Korollar. Zu jedem Kompaktum K C und jeder gfenen Obermenge @ K
gibt es endlich viele geschlossene, stetige, stiickweétig sliferenzierbare Wege
Vi,...,vn, vt (@4, by — R? = C mit

U vi([aj, bj]) € G,



und
1 ,falls ze K

n({”"“’V”}’Z)z{o falls zeC\G

Proof. Setze 3 := d(K,G®) > 0, wobeid(z w) = |z—wj|. OffenbaristU := {ze C:
d(K, 2) < 6} eine beschranktefiene Obermenge vag.
NunseiQ:={Q:QeP, (6- Q) NU # 0}. Weil die Vereinigung aller Mengen auf
6B ganzC ergibt, folgt fur
M := U Q

Qe
KcUCéd-M.Istnunze 6-M, so giltze §-QfureinQmitd # (6-Q)NU. Istwaus
diesem Schnitt, so folgt wegetfQ) = V2 die Ungleichungi(z, w) < § V2 und damit
dzK) <d(zw) + dw,K) <6 V2+5 < 35.

Es folgtz ¢ G°, alsoze G, und somitK cU Cc6- M C G.
Sind ua, ..., un die zu unserem gehdrigen Wege aus Lemma 0.0.1, so leisten
vj =6 - uj wegen

bj bj

a1 i 1 om®
n(VJ,(SZ)—ﬂfmdt—ﬂfmdt—n(ﬂ],a

a aj

das Gewilinschte. O



