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1 Definition Schauderbasis und Beispiele

1.1 Motivation für einen neuen Basisbegriff

Bevor wir uns neuen Konzepten zuwenden, sei zunächst an den Begriff der
Hamelbasis erinnert, welcher aus der Linearen Algebra bekannt ist:

Eine Menge B ⊂ X eines Vektorraumes X über dem Körper K ∈ {R,C} heißt
Hamelbasis, wenn alle x ∈ X durch eine eindeutige (endliche!) Linearkombina-
tion von Vektoren aus B darstellbar ist.
Das folgende Beispiel soll veranschaulichen, warum Hamelbasen für unendlichdi-
mensionale Vektorräume oft unpraktisch sind.

Beispiel 1.1. Sei X Banachraum mit dim(X)=∞ und B eine normierte Hamel-
basis von X, also ∥b∥ = 1 für alle b ∈ B. Für Y ⪇ X, sodass M ⊊ B eine
Hamelbasis von Y ist, gilt

(y +
ϵ

2
b) ∈ Uϵ(y)\Y für alle y ∈ Y, b /∈M.

Daher ist das Innere von Y leer und folglich X\Y dicht in X.
Wäre B abzählbar, also B = (bn)n∈N mit einer Abzählung von B, so würde für

Yn := span{bi|i ≤ n}, n ∈ N,

auch X\Yn dicht in X liegen. Da Yn ein endlichdimensionaler Untervektorraum
ist, ist außerdem X\Yn offen. Nach dem Satz von Baire ist dann⋂

n∈N
X\Yn

dicht in X. Andererseits gilt, da B eine Hamelbasis ist, dass es für x ∈ X ein
n ∈ N gibt mit x ∈ Yn. Wir erhalten den Widerspruch, dass obiger Schnitt leer
ist. Folglich muss B überabzählbar sein.

Die Existenz von Hamelbasen beruht auf einem Lemma von Zorn Argument.
Daher ist es oft gar nicht möglich oder nur sehr schwierig, eine Hamelbasis
für unendlichdimensionale Vektorräume explizit anzugeben. Da nicht explizit
angegebene überabzählbare Mengen recht unhandlich sind, wollen wir einen
neuen Basisbegriff einführen. Wir betrachten im Folgenden stets Vektorräume
über K ∈ {R,C}.
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1.2 Schauderbasen

Definition 1.2. Eine Folge (ei)i∈N in einem normierten Vektorraum X nennen
wir Schauderbasis von X, falls

für alle x ∈ X genau ein (ai)i∈N ∈ KN existiert, sodass x =

∞∑
i=1

aiei

gilt.

Fakta 1.3. Diese Definition hat einige unmittelbare Sachverhalte zur Folge.

• Die Eindeutigkeit der Koeffizientenfolge (ai)i∈N impliziert, dass Schaud-
erbasen linear unabhängige Mengen sind.

• Hat X eine Schauderbasis, so ist X seperabel, da die Menge aller ra-
tionalen Linearkombinationen bzw. Linearkombinationen mit rationalen
Real- und Imaginärteil von Vektoren aus {en : n ∈ N} dicht in X ist.

• Die Funktionale e′i : X → K mit

x =

∞∑
i=1

aiei 7→ ai

sind wohldefiniert und linear. Die Wohldefiniertheit und Linearität folgen
wieder aus der Eindeutigkeit der Koeffizientenfolge.

• Eine Schauderbasis definiert auf natürliche Weise Projektionen Pn : X →
span{ei|i ≤ n} durch

x =

∞∑
i=1

aiei 7→
n∑

i=1

aiei.

Diese erfüllen dim(ranPn)=n, PnPm = Pmin{n,m} und limn→∞Pn(x) = x
für alle x ∈ X.

Der folgende Satz charakerisiert, wann Selbstabbildungen in einem normierten
Raum die zu einer Schauderbasis zugehörigen Projektionen im Sinne des letzten
Faktums sind.

Satz 1.4. Sei (Pn)n∈N eine Folge von beschränkten linearen Selbstabbildungen
in einem normierten Raum X mit den Eigenschaften

(i) dim(ranPn) = n,

(ii) PnPm = Pmin{n,m},

(iii) limn→∞Pn(x) = x für alle x ∈ X.

Setzen wir noch P0 = 0, dann ist (ei)i∈N mit ei ∈ ranPi ∩ kerPi−1, ei ̸= 0, eine
Schauderbasis. Die zu (ei)i∈N gehörenden Projektionen im Sinne von Fakta 1.3
sind dabei gegeben durch (Pn)n∈N.
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Proof. Fürm = n liefert (ii), dass alle Pn Projektionen, alsoX = ranPn⊕kerPn.
Aus (i) und (ii) zusammen folgt dann weiters ranPn−1 ⊊ ranPn. Ebenfalls
aus (i) erhalten wir damit dim(ranPn ∩ kerPn−1) = 1. Eine Projektion auf
ranPn ∩ kerPn−1 ist offensichtlich gegeben durch Pn−Pn−1. Wir können Pn(x)
als Teleskopsumme

Pn(x) =

n∑
i=1

(Pi − Pi−1)(x)

schreiben. Gemäß der Wahl der ei aus der Formulierung des Satzes gilt außer-
dem

(Pi − Pi−1)(x) = αi(x)ei

mit einem linearen Funktional αi. Zusammen mit (iii) und der Definition von
Reihen erhalten wir somit

x = lim
n→∞

Pn(x) =

∞∑
i=1

αi(x)ei, für alle x ∈ X.

Es verbleibt noch die Eindeutigkeit der Koeffizienten nachzuprüfen. Dazu sei
x ∈ X und x =

∑∞
i=1 βiei. Wegen Pn(ei) = ei für n ≥ i und Pn(ei) = 0 sonst

folgt

αn(x)en = (Pn − Pn−1)

∞∑
i=1

βiei
Pn stetig

=

∞∑
i=1

βi(Pn − Pn−1)(ei) = βnen,

also an(x) = βn.

Wir wollen Vorraussetzung (iii) in Satz 1.4 noch etwas abschwächen:

Lemma 1.5. Sei X ein normierter Vektorraum, D ⊂ X eine dichte Teil-
menge, (I,⪯) eine gerichtete Menge und (Pi)i∈I ein Netz von beschränkten
linearen Selbstabbildungen in X. Ist (Pi)i∈I gleichmäßig beschränkt und gilt
limi∈IPi(x) = x für alle x ∈ D, dann folgt

lim
i∈I

Pi(x) = x für alle x ∈ X.

Proof. Bezeichne mit M eine obere Schranke von {∥Pi∥|i ∈ I}. Da D dicht ist
gibt es zu gegebenen x ∈ X und ϵ > 0 ein xϵ ∈ D mit ∥x − xϵ∥ ≤ 1

2(M+1)ϵ.

Daraus erhalten wir

∥Pi(x)− x∥ = ∥Pi(x)− x+ Pi(xϵ)− Pi(xϵ) + xϵ − xϵ∥
≤ ∥xϵ − x∥+ ∥Pi(x− xϵ)∥+ ∥Pi(xϵ)− xϵ∥

≤ 1

2(M + 1)
ϵ+

M

2(M + 1)
ϵ+ ∥Pi(xϵ)− xϵ∥

≤ ϵ

2
+ ∥Pi(xϵ)− xϵ∥

≤ ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ
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für alle i ⪰ i0, wobei i0 ∈ I wegen limi∈IPi(xϵ) = xϵ derart ist, dass ∥Pi(xϵ)−
xϵ∥ ≤ ϵ/2 für i ⪰ i0.

Korollar 1.6. Sei (Pn)n∈N eine gleichmäßig beschränkte Folge von linearen
Selbstabbildungen in einem normierten Vektorraum X mit PmPn = Pmin{m,n}
und dim(ranPn) = n. Wählt man für alle i ∈ N ein ei ̸= 0, ei ∈ ranPi∩kerPi−1

aus, wobei P0 = 0, so ist

(ei)i∈N Schauderbasis von Z :=

∞⋃
n=1

ranPn.

Proof. Gemäß der Wahl der ei folgt ranPn = span{e1, ..., en}, wodurch

D :=

∞⋃
n=1

ranPn = span{ei|i ∈ N} und Z = cls{ei|i ∈ N}

gilt, wobei offensichtlich D dicht in Z ist. Für x ∈ D gibt es ein kx ∈ N, sodass
x =

∑kx

i=1 aiei für gewisse Koeffizienten ai ∈ K. Damit folgt

Pn(x) = Pn

kx∑
i=1

aiei =

kx∑
i=1

aiPn(ei) =

min{kx,n}∑
i=1

aiei,

wodurch Pn(x) = x für n ≥ kx gilt. Insbesondere gilt limn→∞Pn(x) = x für
alle x ∈ D. Damit ist Lemma 1.5 anwendbar, was die fehlende Eigenschaft (iii)
von Satz 1.4 liefert und zur Folge hat, dass (ei)i∈N eine Schauderbasis von Z
ist.

Proposition 1.7. Sei (ei)i∈N eine Schauderbasis eines dichten Untervektor-
raumes Y von X, deren zugehörigen Projektionen (Pn)n∈N gleichmäßig beschränkt
sind. Dann ist

(ei)i∈N eine Schauderbasis von X.

Proof. Die Projektionen lassen sich, da sie auf einer dichten Teilmenge beschränkt
sind, auf ganz X stetig und abbildungsnormerhaltend fortsetzen. Da Pn(Y )
ein endlichdimensionaler Untervektorraum und daher abgeschlossen ist, folgt
Pn(X) = Pn(Y ), weshalb auch dim(ranPn(X)) = dim(ranPn(Y )) = n. Also
kann Korollar 1.6 angewandt werden, wodurch (ei)i∈N eine Schauderbasis von
X ist.

1.3 Unbedingte Schauderbasen

Bevor wir unbedingte Schauderbausen definieren, sei an die Menge E(N), der
Menge der endlichen Teilmengen von N erinnert. Diese wird mit der Mengenin-
klusion zu einer gerichteten Menge.
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Definition 1.8. Eine Folge (ei)i∈N in einem normierten Raum X nennen wir
unbedingte Schauderbasis, falls für alle x ∈ X genau ein (ai)i∈N ∈ KN existiert,
sodass

x =
∑
i∈N

aiei

(
:= lim

A∈E(N)

∑
i∈A

aiei

)
gilt.

Fakta 1.9. Diese Definition hat ähnlich wie die der Schauderbasis ein paar
unmittelbare Sachverhalte zur Folge

• Eine unbedingte Schauderbasis ist insbesondere eine Schauderbasis, da
(
∑n

i=1 aiei)
∞
n=1 ein Teilnetz von (

∑
i∈A aiei)A∈E(N) ist.

• Eine unbedingte Schauderbasis definiert auf natürliche Weise für A ∈ E(N)
Projektionen PA : X → span{ei|i ∈ A} durch

x =
∑
i∈N

eiai 7→
∑
i∈A

eiai.

Für diese Abbildungen gilt dim(ranPA) = |A|, PAPB = PA∩B und
limA∈E(N)PA(x) = x für alle x ∈ X.

Der folgende Satz charakterisiert, wann Selbstabbildungen in einem normierten
Raum die zu einer unbedingten Schauderbasis zugehörigen Projektionen im
Sinne des letzten Faktums sind und stellt daher ein Analogon zu Satz 1.4 dar.

Satz 1.10. Sei (PA)A∈E(N) ein Netz bestehend aus beschränkten linearen Selb-
stabbildungen auf einem normierten Raum X mit

(i) dim(ranPA) = |A|

(ii) PAPB = PA∩B

(iii) limA∈E(N)PA(x) = x für alle x ∈ X.

Dann ist (ei)i∈N mit ei ∈ ranP{i}, ei ̸= 0, beliebig gewählt eine unbedingte
Schauderbasis von X. Zusätzlich sind die Abbildungen (PA)A∈E(N) wiederum
genau die zu (ei)i∈N gehörigen Projektionen.

Proof. Aus (ii) folgt ranP{i} ∩ ranPA\{i} = {0} und ranP{i} ⊂ ranPA für {i} ∈
A. Daher ist {ei|i ∈ A} linear unabhängig mit Mächtigkeit |A|, also eine Basis
von ranPA. Folglich gilt für x ∈ X gemäß der Wahl der ei

PA(x) =
∑
i∈A

αi(x)ei

mit linearen Funktionalen αi, die wegen (ii) nicht von A abhängen. Aus (iii)
erhalten wir

x = lim
A∈E(N)

PA(x) = lim
A∈E(N)

∑
i∈A

αi(x)ei =
∑
i∈N

αi(x)ei.
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Es verbleibt die Eindeutigkeit der Koeffizientenfolge zu zeigen. Dazu nehmen
wir x = limA∈E(N)

∑
i∈A βiei für gewisse βi ∈ K an und erhalten

αi(x)ei = P{i}(x) = P{i} lim
A∈E(N)

∑
j∈A

βjej
P{i} stetig

= lim
A∈E(N)

P{i}
∑
j∈A

βjej = βiei,

also αi(x) = βi. Damit ist (ei)i∈N eine unbedingte Schauderbasis von X mit
(PA)A∈E(N) als zugehörige Projektionen.

Korollar 1.11. Sei (ei)i∈N eine unbedingte Schauderbasis eines dichten Unter-
vektorraumes Y ⊂ X, X normierter Vektorraum, deren Projektionen (PA)A∈E(N)
gleichmäßig beschränkt sind. Dann ist

(ei)i∈N eine unbedingte Schauderbasis von X.

Proof. Da die Projektionen beschränkt und Y dicht sind, können die Projek-
tionen auf ganz X stetig und normerhaltend fortgesetzt werden. Weil PA(Y )
bereits abgeschlossen ist, gilt PA(X) = PA(Y ). Nach Lemma 1.5 konvergiert
daher (PA(x))A∈E(N) gegen x für alle x ∈ X. Damit sind die Vorraussetzungen
von Satz 1.10 erfüllt, wodurch (ei)i∈N eine unbedingte Schauderbasis von X
ist.

1.4 Beispiele

Beispiel 1.12. Jede ONB eines separablen Hilbertraumes ist eine unbedingte
Schauderbasis

Beispiel 1.13. Die ℓp−Räume mit p ∈ [1,+∞) haben (ei)i∈N mit ei := (δi,j)j∈N
als eine unbedingte Schauderbasis. Für (ai)i∈N ∈ ℓp und N≤n ⊂ A ⊂ E(N) gilt
nämlich

∥(ai)i∈N −
∑
i∈A

aiei∥p ≤

( ∞∑
i=n+1

|ai|p
) 1

p

< ϵ

für hinreichend großes n ∈ N.

Beispiel 1.14. Der Raum der Nullfolgen c0 mit der Supremumsnorm hat dieselbe
unbedingte Schauderbasis wie in Beispiel 1.13, wie man mit einem analogen Ar-
gument zeigt.

Beispiel 1.15. Wir konstruieren eine Schauderbasis für C([0, 1],K):
Zunächst wählen wir eine Folge (ti)i∈N, deren Bild dicht in [0, 1] liegt und die
t1 = 0 und t2 = 1 erfüllt. Weiters definieren wir eine Familie von Selbstabbil-
dungen (Pn)n∈N auf C([0, 1],K) durch

P1(f)(x) := f(t1) = f(0) (konstante Funktion)

Pn(f)(x) :=


f(ti) , falls x = ti mit i ≤ n,
x−ti
tj−ti

f(tj) +
tj−x
tj−ti

f(ti) , falls x ∈ (ti, tj), wobei

tj = min{tk > x|k ≤ n} und

ti = max{tk < x|k ≤ n}.
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Man beachte, dass Pn einfach an den ersten n Knoten exakt approximiert und
zwischen benachbarten Knoten linear interpoliert. Man sieht unmittelbar, dass
∥Pnf∥∞ ≤ ∥f∥∞ für alle n ∈ N, wobei für konstante f Gleichheit vorliegt,
also gilt ∥Pn∥ = 1. Insbesondere ist (Pn)n∈N gleichmäßig beschränkt. Weiters
überzeugt man sich leicht davon, dass

PnPm(f) = PmPn(f) = Pmin{m,n} für alle f ∈ C([0, 1],K).

Wir wollen die Vorraussetzungen von Satz 1.4 nachprüfen, um zu zeigen, dass
die Abbildungen (Pn)n∈N die zu einer Schauderbasis gehörenden Projektionen
sind. Vorraussetzung (ii) ist gerade obige Gleichung. Dass es lineare und
beschränkte Selbstabbildungen sind ist ebenfalls klar. Wegen Lemma 1.5 genügt
es, Vorraussetzung (iii) für einen dichten Teilraum zu zeigen. Dieser soll C1([0, 1],K)
sein.
Sei also f ∈ C1([0, 1],K) beliebig. Die Steigungen der stückweise linearen Bere-
iche von Pn(f) sind gegeben durch

sn,i :=
f(tπn(i))− f(tπn(i+1))

tπn(i) − tπn(i+1)
, i < n,

wobei πn ∈ Sn jene Permutation ist, die (ti)
n
i=1 der Größe nach in aufsteigen-

der Reihenfolge ordnet. Also ist Pn(f) eine lipschitzstetige Funktion mit Lips-
chitzkonstante

sn := max
i<n

|sn,i|.

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert

sn ≤ ∥ℜ(f ′)∥∞ + ∥ℑ(f ′)∥∞ := C,

wobei C unabhängig von n ist. Also sind die Pn(f), n ∈ N gleichgradig lips-
chitzstetig. Da (ti)i∈N dicht in [0, 1] ist, finden wir zu jedem ϵ > 0 ein k ∈ N
mit

für alle x ∈ [0, 1] existiert tk,x ∈ (ti)
k
i=1, sodass |x− tk,x| <

ϵ

2C
.

Wir machen folgende Abschätzung for n ≥ k:

|Pn(f)(x)− f(x)|
= |Pn(f)(x)− Pn(f)(tk,x) + Pn(f)(tk,x)− f(tk,x) + f(tk,x)− f(x)|
≤ |Pn(f)(x)− Pn(f)(tk,x)|+ |f(x)− f(tk,x)|+ |Pn(f)(tk,x)− f(tk,x)|
≤ C|x− tk,x|+ C|x− tk,x|+ |Pn(f)(tk,x)− f(tk,x)|︸ ︷︷ ︸

=0

≤ ϵ,

wobei wir von der zweiten auf die dritte Zeile verwendet haben, dass die Pn(f),
n ∈ N und f lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante C sind. Von der vorletzten
auf die letzte Zeile haben wir verwendet, dass gemäß der Definition von (Pn)n∈N

8



folgt, dass Pn(f)(tk,x) = f(tk,x), für n ≥ k und daher der letzte Term in der
vorletzten Zeile dann 0 ist. Damit ist Vorraussetzung (iii) gezeigt.
Für die Vorraussetzung dim(ranPn) = n betrachten wir lineare Funktionen

ψn :

{
ranPn → Kn

f 7→ (f(ti))
n
i=1

.

Offensichtlich ist ψn surjektitv, denn für beliebig vorgegeben Funktionswerte an
den Knoten liegt jene Funktion, die dazwischen linear interpoliert, in ranPn und
wird unter ψn auf dieses n−Tupel von Werten in K abgebildet. Andererseits ist
ψn injektiv, denn stimmen f, g ∈ ranPn auf allen Knoten (ti)

n
i=1 überein, so

stimmen sie schon überall überein, da zwischen den Knoten beide linear inter-
polieren. Folglich sind die ψn Isomorphismen, weshalb dim(ranPn) = dimKn =
n.
Somit hat C([0, 1],K) eine Schauderbasis mit (Pn)n∈N als zugehörige Projektio-
nen. Wählen wir die Knoten

t1 = 0, t2 = 1, t2k+l+1 =
2l − 1

2k+1
, 1 ≤ l ≤ 2k, k ∈ N ∪ {0},

so nennt man die Schauderbasis (ei)i∈N, die wir gemäß Satz 1.4 aus den Pro-
jektionen erhalten, wobei ei normiert und nichtnegativ gewählt werden, Faber-
Schauder Basis und schreiben (si)i∈N dafür. Die Basisfunktionen der Faber-
Schauder Basis lassen sich beschreiben durch:

s1 = 1

s2 = id

s2k+l+1(x) =


(x− 2l−2

2k+1 )2
k+1, x ∈ [ 2l−2

2k+1 ,
2l−1
2k+1 ],

( 2l
2k+1 − x)2k+1, x ∈ [ 2l−1

2k+1 ,
2l

2k+1 ],

0 sonst.

Beispiel 1.16. Wir konstruieren eine Schauderbasis für Lp([0, 1],K)
mit p ∈ [1,+∞).
Zunächst definieren wir eine Funktionenfolge (hi)i∈N in Lp([0, 1],K) durch

h1 := 1 (konstante Funktion)

h2k+l := 1[ 2l−2

2k+1 , 2l−1

2k+1 ] − 1[ 2l−1

2k+1 , 2l

2k+1 ], 1 ≤ l ≤ 2k, k ∈ N ∪ {0}.

Weiters definieren wir H := span{hi|i ∈ N} ⊂ Lp([0, 1],K). Man überzeugt sich
elementar davon, dass H alle Indikatorfunktionen von Mengen der Form [ i

2k
, j
2l
]

enthält, wobei i, j, k, l ∈ N∪{0} mit [ i
2k
, j
2l
] ⊂ [0, 1]. Da H ein Untervektorraum

ist, sind auch Indikatorfunktionen endlicher Vereinigungen solcher Mengen in
H. Aus der Analysis/Maßtheorie ist bekannt, dass somit H = Lp([0, 1],K). Wir
definieren Projektionen

Pn :

{
H → H∑m

i=1 aihi 7→
∑min{m,n}

i=1 aihi

9
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Figure 1: Die ersten acht Basisfunktionen der Faber-Schauder Basis

für n ∈ N. Wählt man f ∈ ranPn+1, also f =
∑n+1

i=1 aihi, so unterscheidet sich
Pn(f) von f nur auf supphn+1 = [a, b] für geeignete a, b ∈ [0, 1]. Offenbar ist
Pn(f) auf [a, b] konstant mit einem Wert c ∈ K und für f gilt

f([a,
a+ b

2
)) = {c+ an+1}, f((

a+ b

2
, b]) = {c− an+1}.

Da für p ≥ 1 die Funktion x 7→ |x|p konvex ist, gilt

|c|p = |1
2
(c+ an+1) +

1

2
(c− an+1)|p ≤ 1

2
|c+ an+1|p +

1

2
|c− an+1|p.

Damit können wir ∥Pn(f)∥p abschätzen:

∥Pn(f)∥pp =

∫
[0,a)∪(b,1]

|f |pdλ+

∫
[a,b]

|c|pdλ

≤
∫
[0,a)∪(b,1]

|f |pdλ+

∫
[a,b]

1

2
|c+ an+1|pdλ+

∫
[a,b]

1

2
|c− an+1|pdλ

≤
∫
[0,a)∪(b,1]

|f |pdλ+

∫
[a, a+b

2 ]

|c+ an+1|pdλ+

∫
[ a+b

2 ,b]

|c− an+1|pdλ

= ∥f∥pp

Mittels vollständiger Induktion erhalten wir diese Abschätzung für alle f ∈ H.
Andereseits gilt für konstante Funktionen Gleichheit, weshalb ∥Pn∥ = 1. Gemäß
Lemma 1.5 ist Vorraussetzung (iii) von Satz 1.4 erfüllt. Dass Vorraussetzungen
(i) und (ii) ebenfalls erfüllt sind, erkennt man ganz elementar, wodurch (hi)i∈N
eine Schauderbasis von Lp([0, 1]) ist, welche man auch Haar Basis nennt.

Beispiel 1.17. Abschließend betrachten wir noch ein Beispiel einer Schauder-
basis, welche keine unbedingte Schauderbasis ist.
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Figure 2: Die ersten acht Basisfunktionen der Haar Basis

Dazu sei H ein seperabler Hilbertraum, (ei)i∈N eine ONB von H, a ∈ H, so-
dass a =

∑∞
i=1 αiei mit αi ̸= 0 für alle i ∈ N und

∑∞
i=1 βi eine nur bedingt

konvergente Reihe in R. Dann ist (wi)i∈N mit

wi := ei +
βi
αi
e1 für i ∈ N

eine Schauderbasis, welche keine unbedingte Schauderbasis ist, denn es gilt

∞∑
i=1

αiwi =

∞∑
i=1

αiei +

( ∞∑
i=1

βi

)
e1 = a+

( ∞∑
i=1

βi

)
e1 ∈ H.

Da wir vorrausgesetzt haben, dass die Reihe auf der rechten Seite nur bedingt
konvergiert und sich die rechte Seite nur um einen unbedingten konvergenten
Teil von der linken Reihe unterscheidet, kann folglich die Reihe auf der linken
Seite nur bedingt konvergieren.
Um zu zeigen, dass es sich bei (wi)i∈N tatsächlich um eine Schauderbasis han-
delt, berechnen wir

ei = wi −
βi
αi
e1 = wi − ξiw1,

für geeignetes ξi ∈ K da w1 = (1 + β1/α1)e1. Explizit erhalten wir

ξi =
βi
αi

α1

α1 + β1
.

Damit ξi wohldefiniert ist, muss gewährleistet sein, dass α1 + β1 ̸= 0 gilt. Das
können wir gewährleisten, indem wir αi = 1/i und βi = (−1)i/i fixieren. Ein
beliebiges x ∈ H hat eine eindeutige Koeffizientenfolge (ηi)i∈N ∈ KN bezüglich
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der ONB (ei)i∈N. Für eine Darstellung von x bezüglich (wi)i∈N mittels einer
Koeffizientenfolge (ζi)i∈N ∈ KN überzeugt man sich schnell, dass

ζi = ηi für i ≥ 2

gelten muss, wodurch sich auch ζ1 berechnen lässt

ζ1 =
α1

α1 + β1

(
η1 −

∞∑
i=1

ηi
βi
αi

)
.

Für unsere Wahl von (βi)i∈N und (αi)i∈N gilt βi/αi = (−1)i. Aus der Anal-
ysis wissen wir, dass Koeffizientenfolgen bezüglich einer ONB in ℓ2(K) liegen,
insbesondere ist (ηi)i∈N eine Nullfolge. Nach dem Dirichlet’schen Konvergen-
zkriterium konvergiert also obige Summe. Damit ist (ζi)i∈N die eindeutige Ko-
effizientenfolge von x bezüglich (wi)i∈N und daher (wi)i∈N eine Schauderbasis.
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2 Projektionen auf Partialsummen und Defini-
tion der Basiskonstante

Im Folgenden sei (ei)i∈N eine Schauderbasis des Banachraums (X, ∥.∥) über dem
Skalarkörper K. Bezeichne mit (Pn)n∈N die Projektionen auf die Partialsum-
men, welche definiert sind durch

Pn :

{
X → span{ei | i = 1, . . . n}∑∞

i=1 aiei 7→
∑n

i=1 aiei.

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist, die gleichmäßige Beschränktheit der Projek-
tionen (Pn)n∈N zu zeigen. Ein üblicher Weg dies zu beweisen, ist die Stetigkeit
der Koeffizientenabbildungen

e′j :

{
X → K∑∞

i=1 aiei 7→ aj

nachzuweisen. Somit wäre die Projektion Pn als Linearkombination stetiger
Funktionen stetig. Die gleichmäßige Beschränktheit aller Pn, n ∈ N, würde aus
dem Principle of Uniform Boundedness (siehe [WKB19, Korollar 4.2.2]) folgen,
da wegen

lim
n→∞

Pn(x) = x

(Pn)n∈N für jedes x ∈ X punktweise beschränkt ist. Dieser Beweis wird in
[AK16, Proposition 1.1.4.] genau durchgeführt. Wir werden die gleichmäßige
Beschränktheit der (Pn)n∈N jedoch anders beweisen. Dafür benötigen wir fol-
gende Definition.

Definition 2.1. Für eine gerichtete Menge (I,⪯) definieren wir

c(I,X) := {f ∈ B(I,X) | lim
i∈I

f(i) existiert in X},

wobei B(I,X) wie üblich den Raum aller beschränkten Funktionen f : I → X
bezeichnet und limi∈I f(i) in X bezüglich der Norm zu verstehen ist.

Da der Grenzwert linear von f abhängt und c(I,X) jedenfalls alle konstanten
Funktionen enthält, ist c(I,X) ein linearer Teilraum von B(I,X). Es gilt sogar:

Lemma 2.2. Der Raum c(I,X) ist abgeschlossen. Insbesondere ist c(I,X) ein
Banachraum, wenn X einer ist.

Proof. Sei (fn)n∈N eine Folge in c(I,X), die gegen ein f ∈ B(I,X) konvergiert.
Definiere H(i, n) := fn(i). Wegen fn ∈ c(I,X) existiert für jedes n ∈ N der
Limes limi∈I H(i, n). Weiters konvergiert limn→∞H(., n) gleichmäßig, da die
fn bezüglich ∥.∥∞ konvergieren. Somit können wir das Limes-Vertauschungs-
Lemma [Kal14, Lemma 8.7.1] anwenden und erhalten, dass der Grenzwert

lim
i∈I

lim
n→∞

H(i, n) = lim
i∈I

lim
n→∞

fn(i) = lim
i∈I

f(i)
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existiert. Infolge gilt f ∈ c(I,X), womit c(I,X) abgeschlossen ist. Aus [Kal14,
Satz 6.6.11] ist bekannt, dass B(I,X) versehen mit der Supremumsnorm ∥.∥∞
ein Banachraum ist, wenn X ein Banachraum ist. Als abgeschlossener Unter-
vektorraum eines Banachraums ist c(I,X) auch ein Banachraum.

Definition 2.3. Seien (I,⪯) eine gerichtete Menge und Zi ≤ X für alle i ∈ I
ein abgeschlossene Teilräume vom Banachraum X. Weiters sei (Ai,j)i⪯j eine
Familie von beschränkten linearen Operatoren, sodass

Ai,j : Zj → Zi für alle i, j ∈ I mit i ⪯ j.

Wir definieren

B(I, (Ai,j)i⪯j , X) := {f ∈ B(I,X) | ∀i ∈ I : f(i) ∈ Zi, ∀i ⪯ j : f(i) = Ai,jf(j)}
c(I, (Ai,j)i⪯j , X) := B(I, (Ai,j)i⪯j , X) ∩ c(I,X).

Bemerkung 2.4. Die Zi können in der Schreibweise B(I, (Ai,j)i⪯j , X) wegge-
lassen werden, da sie implizit durch den Definitionsbereich von Ai,i gegeben
sind.

Da die Zi lineare Unterräume von X und die Abbildungen (Ai,j)i⪯j linear sind,
ist B(I, (Ai,j)i⪯j , X) unter Linearkombinationen abgeschlossen und somit ein
linearer Teilraum von B(I,X). Es gilt sogar:

Lemma 2.5. Der Raum B(I, (Ai,j)i⪯j , X) ist abgeschlossen und damit selbst
ein Banachraum. Dasselbe gilt für c(I, (Ai,j)i⪯j , X).

Proof. Die Projektionen

πi :

{
B(I,X) → X

f 7→ f(i)

sind offenbar linear und wegen

∥πi(f)∥ = ∥f(i)∥ ≤ ∥f∥∞

beschränkt. Somit ist

Y := {f ∈ B(I,X) | f(i) ∈ Zi ∀i ∈ I} =
⋂
i∈I

π−1
i (Zi)

als Schnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Definieren wir ϕij := (πi −
Ai,j ◦ πj)|Y , so ist ϕij als Zusammensetzung stetiger Funktionen stetig und
infolge

B(I, (Ai,j)i⪯j , X) = {f ∈ Y | ϕij(f) = 0 ∀i ⪯ j} =
⋂
i⪯j

kerϕij
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als Schnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Da c(I,X) nach Lemma 2.2
abgeschlossen ist, ist auch

c(I, (Ai,j)i⪯j , X) = B(I, (Ai,j)i⪯j , X) ∩ c(I,X)

als Schnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen.

Bemerkung 2.6. Ausgehend von der zur Schauderbasis gehörenden Folge (Pn)n∈N
von Projektionen setzen wir Zn := ranPn = span{ei | i = 1, . . . n} und Pn,m :=
Pn|ranPm

für alle n ≤ m. Wegen dim(ranPm) = m < ∞ ist Zm abgeschlossen
und Pn,m beschränkt. Außerdem gilt wegen Pn,m(Zm) ⊆ ranPn = Zn

Pn,m : Zm → Zn für n,m ∈ N mit n ≤ m.

Somit erfüllen Zn und Pn,m mit der gerichteten Menge (N,≤) alle Vorausset-
zungen an Zi und Ai,j aus Definition 2.3, wodurch auch c(N, (Pn,m)n≤m, X) ein
wohldefinierter Banachraum ist.

Satz 2.7. Seien (X, ∥.∥) ein Banachraum, (ei)i∈N eine Schauderbasis von X
und (Pn)n∈N die dazugehörigen Projektionen. Definiere Pn,m := Pn|ranPm als
Abbildung von ranPm nach ranPn für n ≤ m. Dann ist die Abbildung

L :

{
c(N, (Pn,m)n≤m, X) → X

f 7→ limn→∞ f(n)

linear, bijektiv und in beide Richtungen beschränkt, wobei L−1x = (Pnx)n∈N.

Proof. Nach Bemerkung 2.6 ist c(N, (Pn,m)n≤m, X) ein wohldefinierter Banachraum.
Sei f ∈ c(N, (Pn,m)n≤m, X). Wegen f(n) ∈ ranPn existieren für jedes n ∈ N
eindeutige Koeffizienten (ani )

n
i=1 mit

f(n) =

n∑
i=1

ani ei.

Aus Pn,mf(m) = f(n) für alle n ≤ m folgt

n∑
i=1

ani ei = f(n) = Pn,mf(m) = Pn

m∑
i=1

ami ei =

n∑
i=1

ami ei.

Aufgrund der Eindeutigkeit der Koeffizienten (ani )
n
i=1 gilt ani = ami , i = 1, . . . , n.

Für jedes f ∈ c(N, (Pn,m)n≤m, X) existiert also eine eindeutige Koeffizienten-
folge (ai)i∈N, sodass f =

(∑n
i=1 aiei

)
n∈N. Gilt dabei L(f) = limn→∞

∑n
i=1 aiei =∑∞

i=1 aiei = 0, so muss aufgrund der Eindeutigkeit der Schauderbasisdarstel-
lung ai = 0 für alle i ∈ N gelten, womit auch f = 0. Daraus erhalten wir
kerL = {0}, also die Injektivität von L. Für die Surjektivität betrachten wir
ein beliebiges x ∈ X. Da (ei)i∈N Schauderbasis ist, gilt limn→∞ Pnx = x. Weil
konvergente Folgen beschränkt sind, erhalten wir f := (Pnx)n∈N ∈ B(N, X).
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Außerdem gilt f(n) = Pnx ∈ Zn und Pn,mf(m) = PnPmx = Pnx = f(n) für
alle n ≤ m, weshalb f ∈ c(N, (Pn,m)n≤m, X). Wegen L(f) = x ist somit auch
die Surjektivität von L gezeigt. Die Linearität von L folgt unmittelbar aus der
Linearität der Grenzwertbildung. Wegen

∥L(f)∥ = ∥ lim
n→∞

f(n)∥ ≤ sup
n∈N

∥f(n)∥ = ∥f∥∞

ist L auch beschränkt. Mit dem Korollar des Satzes von der offenen Abbildung
[WKB19, Korollar 4.3.3] folgt aus dem bisher Gezeigten die Beschränktheit der
Inverse L−1.

Unser Hauptresultat erhalten wir als Korollar aus dem vorherigen Satz.

Korollar 2.8. Die Projektionen (Pn)n∈N einer Schauderbasis (ei)i∈N eines Ba-
nachraums X sind gleichmäßig beschränkt. Insbesondere sind die Koeffizienten-
abbildungen (e′i)i∈N stetig.

Proof. Aus Satz 2.7 wissen wir, dass L−1 : X → c(N, (Pn,m)n≤m, X) beschränkt
ist, wobei L−1x = (Pnx)n∈N und somit

∥L−1∥ = sup
∥x∥=1

∥(Pnx)n∈N∥∞ = sup
∥x∥=1

sup
n∈N

∥Pnx∥ = sup
n∈N

sup
∥x∥=1

∥Pnx∥ = sup
n∈N

∥Pn∥.

Insbesondere gilt supn∈N ∥Pn∥ < +∞, also die gleichmäßige Beschränktheit der
(Pn)n∈N. Weiters erhalten wir für jedes x ∈ X

|e′n(x)|∥en∥ = ∥e′n(x)en∥ = ∥(Pn − Pn−1)x∥ ≤ 2 sup
n∈N

∥Pn∥∥x∥.

Division durch ∥en∥ liefert

∥e′n∥ ≤
2 supn∈N ∥Pn∥

∥en∥
< +∞.

Definition 2.9. Wir bezeichnen bc(ei) := supn∈N ∥Pn∥ als Basiskonstante der
Schauderbasis (ei)i∈N. Gilt bc(ei) = 1, so wird (ei)i∈N auch als monoton beze-
ichnet.

Bemerkung 2.10. Normiert man eine Schauderbasis (ei)i∈N, so ist (ẽi)i∈N :=
( ei
∥ei∥ )i∈N ebenfalls eine Schauderbasis. Die Koeffizientenabbildungen (ẽi

′)i∈N =

(∥ei∥e′i)i∈N sind dann gleichmäßig beschränkt mit

∥ẽi′∥ = ∥ei∥∥e′i∥ ≤ 2 bc(ei).

Bemerkung 2.11. Da jede unbedingte Schauderbasis eine Schauderbasis ist,
sind die Koeffizientenabbildungen einer unbedingten Schauderbasis ebenfalls stetig,
falls X ein Banachraum ist.
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Es stellt sich nun die Frage, ob auch die Projektionen

PA :

{
X → span{ei | i ∈ A}∑

i∈N aiei 7→
∑

i∈A aiei

einer unbedingten Schauderbasis gleichmäßig beschränkt sind. Die Antwort ist
Ja, da der Beweis von Satz 2.7 analog für unbedingte Schauderbasen durchgeführt
werden kann. An einer Stelle im Beweis haben wir jedoch verwendet, dass die
Folge (Pnx)n∈N beschränkt ist, weil sie konvergiert. Diese Aussage kann für
das Netz (PAx)A∈E(N) so nicht gefolgert werden. Deshalb benötigen wir für den
Beweis noch folgendes Lemma.

Lemma 2.12. Sei (ei)i∈N eine unbedingte Schauderbasis eines normierten Vek-
torraums X und (PA)A∈E(N) die zugehörigen Projektionen. Dann ist für jedes
x ∈ X das Netz (PAx)A∈E(N) beschränkt.

Proof. Sei x ∈ X. Wegen limA∈E(N) PAx = x existiert ein A0 ∈ E(N), sodass
PAx ∈ U1(x) für alle A ⊇ A0. Setzen wir n := maxA0, N≤n := {1, . . . , n} und
c := maxM⊆N≤n

∥PMx∥, so gilt offenbar

∥PMx∥ ≤ c für alle M ⊆ N≤n.

Ist M ∈ E(N) beliebig, so gilt

M = (M ∪A0)︸ ︷︷ ︸
=:A

\ (A0 \M)︸ ︷︷ ︸
=:B

= A \B.

Wegen A ⊇ A0 und A ∩B = B ⊆ N≤n folgt

∥PMx∥ =

∥∥∥∥∥ ∑
i∈A\B

aiei

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
i∈A

aiei −
∑

i∈A∩B

aiei

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥∑
i∈A

aiei

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥ ∑

i∈A∩B

aiei

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥∑
i∈A

aiei − x

∥∥∥∥∥+ ∥x∥+

∥∥∥∥∥ ∑
i∈A∩B

aiei

∥∥∥∥∥ ≤ 1 + ∥x∥+ c.

Da M ∈ E(N) beliebig war, ist das Netz (PAx)A∈E(N) beschränkt.

Bemerkung 2.13. Für alle A,B ∈ E(N) mit A ⊆ B setze ZA := ranPA =
span{ei | i ∈ A} und PA,B := PA|ranPB

. Wegen dim(ranPB) = |B| <∞ ist ZB

abgeschlossen und PA,B beschränkt. Außerdem gilt PA,B(ZB) ⊆ ranPA = ZA,
also

PA,B : ZB → ZA für alle A,B ∈ E(N) mit A ⊆ B.

Somit erfüllen ZA und PA,B mit der gerichteten Menge (E(N),⊆) alle Voraus-
setzungen an Zi und Ai,j aus Definition 2.3, wodurch c(E(N), (PA,B)A⊆B , X)
ein wohldefinierter Banachraum ist.

17



Satz 2.14. Seien (X, ∥.∥) ein Banachraum, (ei)i∈N eine unbedingte Schauder-
basis von X und (PA)A∈E(N) die dazugehörigen Projektionen. Zudem definieren
wir für A ⊆ B die Abbildung PA,B := PA|ranPB

von ranPB nach ranPA. Dann
ist die Abbildung

Lu :

{
c(E(N), (PA,B)A⊆B , X) → X

f 7→ limA∈E(N) f(A)

linear, bijektiv und in beide Richtungen beschränkt, wobei L−1x = (PAx)A∈E(N).

Proof. Wegen Bemerkung 2.13 ist c(E(N), (PA,B)A⊆B , X) ein wohldefinierter
Banachraum. Sei f ∈ c(E(N), (PA,B)A⊆B , X). Wegen f(A) ∈ ranPA existieren
für jedes A ∈ E(N) eindeutige Koeffizienten (aAi )i∈A mit

f(A) =
∑
i∈A

aAi ei.

Aus PA,Bf(B) = f(A) für alle A ⊆ B erhalten wir∑
i∈A

aAi ei = f(A) = PA,Bf(B) = PA

∑
i∈B

aBi ei =
∑
i∈A

aBi ei.

Aufgrund der Eindeutigkeit der Koeffizienten (aAi )i∈A gilt somit aAi = aBi
für alle i ∈ A. Für jedes f ∈ c(E(N), (PA,B)A⊆B , X) existiert also eine ein-
deutige Koeffizientenfolge (ai)i∈N, sodass f =

(∑
i∈A aiei

)
A∈E(N). Gilt dabei

Lu(f) = limA∈E(N)
∑

i∈A aiei =
∑

i∈N aiei = 0, so muss aufgrund der Ein-
deutigkeit der unbedingten Schauderbasisdarstellung ai = 0 für alle i ∈ N gel-
ten, womit auch f = 0. Daraus folgt kerLu = {0}, also die Injektivität von
Lu. Für die Surjektivität betrachten wir ein beliebiges x ∈ X. Da (ei)i∈N eine
unbedingte Schauderbasis ist, erhalten wir limA∈E(N) PAx = x. Wegen Lemma
2.12 gilt f := (PAx)A∈E(N) ∈ B(E(N), X). Außerdem ist f(A) = PAx ∈ ZA und
PA,Bf(B) = PAPBx = PAx = f(A) für alle A,B ∈ E(N) mit A ⊆ B, weshalb
f ∈ c(E(N), (PA,B)A⊆B , X). Da Lu(f) = x, ist somit auch die Surjektivität
von Lu gezeigt. Die Linearität von Lu folgt unmittelbar aus der Linearität der
Grenzwertbildung. Wegen

∥Lu(f)∥ = ∥ lim
A∈E(N)

f(A)∥ ≤ sup
A∈E(N)

∥f(A)∥ = ∥f∥∞

ist Lu auch beschränkt. Mit dem Korollar des Satzes von der offenen Abbildung
[WKB19, Korollar 4.3.3] folgt aus dem bisher Gezeigten die Beschränktheit der
Inverse L−1

u .

Korollar 2.15. Die Projektionen (PA)A∈E(N) einer unbedingten Schauderbasis
(ei)i∈N eines Banachraums X sind gleichmäßig beschränkt.
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Proof. Aus Satz 2.14 wissen wir, dass L−1
u : X → c(E(N), (PA,B)A⊆B , X)

beschränkt ist, wobei L−1
u x = (PAx)A∈E(N) und somit

∥L−1∥ = sup
∥x∥=1

∥(PAx)A∈E(N)∥∞ = sup
∥x∥=1

sup
A∈E(N)

∥PAx∥

= sup
A∈E(N)

sup
∥x∥=1

∥PAx∥ = sup
A∈E(N)

∥PA∥.

Insbesondere gilt supA∈E(N) ∥PA∥ < +∞, also die gleichmäßige Beschränktheit
der (PA)A∈E(N).

Analog zur Basiskonstante lässt sich auch eine unbedingte Basiskonstante definieren.

Definition 2.16. Wir bezeichnen ubc(ei) := supA∈E(N) ∥PA∥ als unbedingte
Basiskonstante der unbedingten Schauderbasis (ei)i∈N.

Für den nächsten Satz 2.18 benötigen wir:

Lemma 2.17. Für eine Folge (xi)i∈N in einem Banachraum X gilt:

∑
i∈N

xi konvergiert unbedingt ⇔
∞∑
i=1

λixi konvergiert ∀(λi)i∈N ∈ ℓ∞

Proof. Da X ein Banachraum ist, konvergiert
∑

i∈N xi genau dann unbedingt,
wenn (

∑
i∈A xi)A∈E(N) ein Cauchy-Netz ist. Dies ist äquivalent zu

∀ε > 0 ∃A0 ∈ E(N) :

∥∥∥∥∥∑
i∈A

xi

∥∥∥∥∥ < ε ∀A ∈ E(N) mit A ∩A0 = ∅. (1)

⇒: Zu ε > 0 wählen wir A0 ∈ E(N), sodass ∥
∑

i∈A xi∥ <
ε
4 für alle A ∈ E(N)

mit A ∩ A0 = ∅. Seien A ∈ E(N) mit A ∩ A0 = ∅ und f ∈ X ′ mit ∥f∥ ≤ 1
beliebig. Wir definieren

Af+ := {i ∈ A | Re f(xi) ≥ 0} und Af− := {i ∈ A | Re f(xi) < 0}.

Weil insbesondere Af+ ∩A0 = ∅ und Af− ∩A0 = ∅ gilt, erhalten wir∑
i∈A

|Re f(xi)| =
∑

i∈Af+

Re f(xi)−
∑

i∈Af−

Re f(xi)

= Re f

( ∑
i∈Af+

xi −
∑

i∈Af−

xi

)

≤ ∥f∥ ·

∥∥∥∥∥ ∑
i∈Af+

xi −
∑

i∈Af−

xi

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥ ∑
i∈Af+

xi

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥ ∑

i∈Af−

xi

∥∥∥∥∥ < ε

2
.
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Analog lässt sich
∑

i∈A | Im f(xi)| < ε
2 zeigen. Also folgt∑

i∈A

|f(xi)| ≤
∑
i∈A

|Re f(xi)|+
∑
i∈A

| Im f(xi)| < ϵ (2)

für alle f ∈ X ′ mit ∥f∥ ≤ 1. Zu (λi)i∈N ∈ ℓ∞ mit ∥(λi)i∈N∥∞ ≤ 1 und
A ∈ E(N) mit A ∩ A0 = ∅ gibt es nach einem Korollar des Satzes von Hahn-
Banach [WKB19, Korollar 5.2.4] ein f ∈ X ′ mit ∥f∥ = 1 und ∥

∑
i∈A λixi∥ =

f(
∑

i∈A λixi). Für dieses f und A ∈ E(N) gilt wegen (2)∥∥∥∥∥∑
i∈A

λixi

∥∥∥∥∥ = f(
∑
i∈A

λixi) =
∑
i∈A

λif(xi) ≤
∑
i∈A

|λi|︸︷︷︸
≤1

|f(xi)| < ϵ.

Aufgrund von (1) konvergiert
∑

i∈N λixi und infolge auch
∑∞

i=1 λixi. Die Kon-
vergenz für beliebige λ = (λi)i∈N ∈ ℓ∞ folgt, indem man das bisher Gezeigte

auf λ̃i :=
λi

∥(λj)j∈N∥∞
anwendet.

⇐: Angenommen,
∑

i∈N xi konvergiert nicht unbedingt. Nach (1) existiert dann
ein ε > 0, sodass für alle A ∈ E(N) ein B ∈ E(N) existiert mit

A ∩B = ∅ und

∥∥∥∥∥∑
i∈B

xi

∥∥∥∥∥ ≥ ε. (3)

Wir definieren rekursiv A1 := {1}, Ak+1 := {1, . . . ,maxBk}, wobei Bk zu Ak

stets so gewählt wird, dass (3) erfüllt ist. Weiters setzen wir

µj =

{
1, j ∈

⋃
k∈NBk

0, sonst.

Klarerweise gilt (µi)i∈N ∈ ℓ∞. Gemäß unserer Wahl existiert für alle N ∈ N ein
k ∈ N mit minBk ≥ N und∥∥∥∥∥

maxBk∑
i=minBk

µixi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ ∑
i∈Bk

xi

∥∥∥∥∥ ≥ ϵ.

Somit ist (
∑n

i=1 µixi)n∈N keine Cauchy-Folge und daher
∑∞

i=1 µixi nicht kon-
vergent, was einen Widerspruch bedeutet.

Satz 2.18. Ist (ei)i∈N eine unbedingte Schauderbasis des Banachraums X, dann
existiert ein K > 0, sodass ∥∥∥∥∥

∞∑
i=1

λie
′
i(x)ei

∥∥∥∥∥ ≤ K∥x∥

für alle x ∈ X und (λi)i∈N ∈ ℓ∞ mit ∥(λi)i∈N∥ ≤ 1.
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Proof. Sei x ∈ X. Wir definieren für alle n ∈ N

An :

{
ℓ∞ → X

λ⃗ = (λi)i∈N 7→
∑n

i=1 λie
′
i(x)ei.

Die Operatoren An sind beschränkt, weil ∥An∥ ≤
∑n

i=1 |e′i(x)|∥ei∥ < +∞ für

alle n ∈ N. Wegen Lemma 2.17 konvergiert (Anλ⃗)n∈N und ist daher beschränkt,
wodurch

sup
n∈N

∥Anλ⃗∥ < +∞.

Nach dem Principle of Uniform Boundedness sind die Operatoren (An)n∈N gle-
ichmäßig beschränkt, also

sup
n∈N

∥An∥ < +∞. (4)

Wir betrachten die Operatorfamilie (Rλ⃗)λ⃗∈Kℓ∞
1 (0), welche definiert ist durch

Rλ⃗ :

{
X → X

x 7→
∑∞

i=1 λie
′
i(x)ei.

Wegen Lemma 2.17 ist Rλ⃗ wohldefiniert. Weil die Koeffizientenabbildungen e′i
beschränkt sind, sind auch die Abbildungen

PnRλ⃗ : x 7→
n∑

i=1

λie
′
i(x)ei

beschränkt. Außerdem gilt

lim
n→∞

PnRλ⃗x = Rλ⃗x

für alle x ∈ X. Nach einem Korollar des Principle of Uniform Boundedness
([WKB19, Korollar 4.2.3]) ist jeder der Operatoren Rλ⃗ beschränkt. Weiters gilt

sup
∥λ⃗∥∞≤1

∥Rλ⃗x∥ ≤ sup
∥λ⃗∥∞≤1

sup
n∈N

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

λie
′
i(x)ei

∥∥∥∥∥
= sup

n∈N
sup

∥λ⃗∥∞≤1

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

λie
′
i(x)ei

∥∥∥∥∥ = sup
n∈N

∥An∥
(4)
< +∞.

Wieder mit dem Principle of Uniform Boundedness folgt, dass die Operatorfam-
ilie (Rλ⃗)λ⃗∈Kℓ∞

1 (0) gleichmäßig beschränkt ist.

Bisher haben wir nur gezeigt, dass die Projektionen PA fürA ∈ E(N) gleichmäßig
beschränkt sind. Als Korollar von Satz 2.18 erhalten wir, dass die Projektionen
PM für beliebige M ⊆ N gleichmäßig beschränkt sind.

Korollar 2.19. Ist (ei)i∈N eine unbedingte Schauderbasis des Banachraums X,
dann sind die Projektionen (PM )M⊆N gleichmäßig beschränkt.
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Proof. Sei M ⊆ N beliebig. Mit

λi :=

{
1, j ∈M,

0, sonst,

gilt
∞∑
i=1

λie
′
i(x)ei =

∑
i∈M

e′i(x)ei = PMx.

Wegen Satz 2.18 existiert ein K > 0, sodass

sup
M⊆N

∥PM∥ ≤ K,

womit die Projektionen (PM )M⊆N gleichmäßig beschränkt sind.

3 Schwache Schauderbasen

In diesem Abschnitt wollen wir eine weitere Art von Schauderbasen besprechen.
Diese ist durch eine schwächere Eigenschaft definiert als die Schauderbasen aus
dem ersten Kapitel. Am Ende wird sich jedoch herausstellen, dass die beiden
Definitionen äquivalent sind. Im Weiteren bezeichnen wir mit X immer einen
Banachraum.

Definition 3.1. Eine Folge (ei)i∈N in X heißt schwache Schauderbasis, wenn
für alle x ∈ X eine eindeutige Koeffizientenfolge (ai)i∈N ∈ KN existiert mit

lim
n→∞

ϕ

(
n∑

i=1

aiei

)
= ϕ(x) für alle ϕ ∈ X ′.

Bemerkung 3.2. Auch für schwache Schauderbasen existieren Projektionen

Pn :

{
X → span{ei | i ∈ N}
x 7→

∑n
i=1 aiei

,

wobei (ai)i∈N die eindeutige Koeffizientenfolge aus obiger Definition ist. Zu-
dem folgt aus der Eindeutigkeit direkt, dass eine schwache Schauderbasis linear
unabhängig ist.

Bemerkung 3.3. Es sei erinnert, dass eine Folge (xn)n∈N in einem Banachraum
X schwach gegen x konvergiert, wenn lim

n→∞
ϕ(xn) = ϕ(x) für alle ϕ ∈ X ′. Wir

wollen dafür im Weiteren auch
ω

lim
n∈N

xn = x schreiben.

Bevor wir uns genauer mit schwachen Schauderbasen beschäftigen können, wollen
wir ein Resultat zu schwach konvergenten Folgen beweisen.

Lemma 3.4. Sei (xn)n∈N eine gegen x ∈ X schwach konvergente Folge, dann
ist (xn)n∈N beschränkt.
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Proof. Betrachte die kanonische Einbettung von X in dessen topologischen Bid-
ualraum X ′′

ι :

{
X → X ′′,
x 7→ (ϕ 7→ ϕ(x)).

Wegen der vorausgesetzten Konvergenz gilt ϕ(xn) → ϕ(x) für alle ϕ ∈ X ′.
Daher existiert für jedes ϕ ∈ X ′ ein n0 ∈ N, sodass

|ϕ(xn)| < |ϕ(x)|+ 1 für alle n ≥ n0.

Damit folgt

sup
n∈N

|ι(xn)(ϕ)| = sup
n∈N

|ϕ(xn)| ≤ max
n≤n0

{|ϕ(xn)|, |ϕ(x)|+ 1} < +∞.

Nach dem Principle of Uniform Boundedness erhalten wir supn∈N ∥ι(xn)∥ <
+∞. Da ι eine Isometrie ist, ergibt sich die gewünschte Aussage.

Um zu zeigen, dass schwache Schauderbasen schon Schauderbasen im klassis-
chen Sinn sind, wollen wir die gleichmäßige Beschränktheit der Projektionen
verwenden. Diese wurde im vorherigen Kapitel schon für Schauderbasen und
unbedingte Schauderbasen gezeigt. Wir müssen sie aber nochmal für schwache
Schauderbasen nachweisen. Dazu benötigen wir folgende Definition:

Definition 3.5. Für einen Banachraum X und eine gerichtete Menge (I,⪯)
definieren wir

cω(I,X) :=

{
f ∈ B(I,X)

∣∣∣ ω

lim
i∈I

f(i) = xf für ein xf ∈ X

}
.

Folgendes Lemma zeigt, dass der eben definierte Raum ein Banachraum ist.

Lemma 3.6. Der Raum cω(I,X) ist ein abgeschlossener Unterraum von B(I,X).
Die Abbildung Lω : cω(I,X) → X, f 7→ limω

i∈I f(i) ist linear mit ∥Lω∥ = 1.

Proof. Konstante Funktionen sind in cω(I,X) enthalten. Weil der schwache
Limes linear ist, bildet cω(I,X) einen Unterraum.
Für die Abgeschlossenheit wollen wir die Abbildung Lω verwenden und weisen
zunächst ihre Eigenschaften nach. Aus der Linearität des schwachen Limes folgt,

dass Lω linear ist. Für f ∈ cω(I,X) gilt f(i) ∈ B
X

∥f∥∞
(0) für alle i ∈ I. Da

Kugeln konvex sind, stimmen die Abschlüsse bezüglich der Normtopologie und
der schwachen Topologie überein, weshalb

Lω(f) =
ω

lim
i∈I

f(i) ∈ B
σ(X,X′)

∥f∥∞
(0) = B

X

∥f∥∞
(0).

Also folgt ∥Lω(f)∥ ≤ ∥f∥∞. Da für konstante Funktionen Gleichheit gilt, haben
wir ∥Lω∥ = 1.
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Für die Abgeschlossenheit von cω(I,X) sei (fn)n∈N eine Folge in cω(I,X), die
gegen ein f ∈ B(I,X) konvergiert. Für n,m ∈ N erhalten wir

∥Lω(fn)− Lω(fm)∥ = ∥Lω(fn − fm)∥ ≤ ∥fn − fm∥∞.

Also ist mit (fn)n∈N auch (Lω(fn))n∈N eine Cauchy-Folge. Weil X ein Ba-
nachraum ist, konvergiert (Lω(fn))n∈N gegen ein xf ∈ X. Wegen der gle-
ichmäßigen Konvergenz von (fn)n∈N konvergiert auch (ϕ◦fn)n∈N für alle ϕ ∈ X ′

gleichmäßig. Aus der Stetigkeit von ϕ und dem Limesvertauschungslemma
ergibt sich

lim
i∈I

ϕ(f(i)) = lim
i∈I

lim
n∈N

ϕ(fn(i)) = lim
n∈N

lim
i∈I

ϕ(fn(i)) = lim
n∈N

ϕ(Lω(fn)) = ϕ(xf )

für alle ϕ ∈ X ′. Wir erhalten
ω

lim
i∈I

f(i) = xf und daher f ∈ cω(I,X).

Definition 3.7. Analog zur Definition 2.3 können wir

cω(I, (Ai,j)i⪯j , X) := B(I, (Ai,j)i⪯j , X) ∩ cω(I,X)

definieren.

Der Raum cω(I, (Ai,j)i⪯j , X) ist in B(I,X) abgeschlossen und somit selbst ein
Banachraum. Der nächste Satz liefert uns das Werkzeug, um die gleichmäßige
Beschränktheit von (Pn)n∈N zu zeigen. Dabei verläuft der Beweis großteils
analog zu Satz 2.7. Dennoch führen wir ihn nochmal an, um besonders die
Unterschiede hervorzuheben.

Satz 3.8. Sei (ei)i∈N eine schwache Schauderbasis von X. Die dazugehörigen
Projektionen notieren wir mit Pn. Für n ≤ m definieren wir

Pn,m :

{
ranPm → ranPn

Pn,m := Pn

∣∣
ranPm

.

Der Operator Lω : cω(N, (Pn,m)n≤m, X) → X, f 7→
ω

lim
n∈N

f(n) ist linear, bijektiv

und in beide Richtungen beschränkt mit L−1
ω (x) = (Pn(x))n∈N.

Proof. Analog zu Bemerkung 2.6 erkennen wir, dass cω(N, (Pn,m)n≤m, X) wohldefiniert
ist. Nach Lemma 3.6 ist Lω linear und beschränkt. Wir zeigen die Injek-
tivität von Lω. Für f ∈ cω(N, (Pn,m)n≤m, X) gilt f(n) ∈ ranPn und daher
f(n) =

∑n
i=1 a

n
i ei. Wegen

n∑
i=1

ani ei = f(n) = Pn,mf(m) =

n∑
i=1

ami ei,

existiert eine eindeutige Koeffizientenfolge (ai)i∈N ∈ KN mit f = (
∑n

i=1 aiei)n∈N
und daher Lω(f) = limω

n∈N
∑n

i=1 aiei. Da (ei)i∈N eine schwache Schauderbasis
ist, folgt aus 0 = Lω(f) = limω

n∈N
∑n

i=1 aiei direkt ai = 0 für alle i ∈ N, also

24



f = 0.
Für die Surjektivität betrachte x ∈ X. Die Folge f := (Pn(x))n∈N kon-
vergiert laut den Voraussetzungen schwach gegen x. Nach Lemma 3.4 ist f
beschränkt. Wegen f(n) = Pn(x) ∈ ranPn und Pn ◦ Pm = Pmin(n,m) gilt
f ∈ cω(N, (Pn,m)n≤m, X). Aus Lω(f) = limω

n∈N Pn(x) = x folgt die Surjek-
tivität von Lω.
Die Abbildung Lω ist also bijektiv, linear und beschränkt. Aus dem Satz der
offenen Abbildung folgt die Beschränktheit der Inversen.

Korollar 3.9. Sei (ei)i∈N eine schwache Schauerbasis von X, dann ist (ei)i∈N
eine Schauderbasis.

Proof. Aus dem letzten Satz folgt

∥L−1
ω ∥ = sup

∥x∥=1

∥L−1
ω (x)∥ = sup

∥x∥=1

sup
n∈N

∥Pnx∥ = sup
n∈N

sup
∥x∥=1

∥Pnx∥ = sup
n∈N

∥Pn∥,

womit die Projektionen (Pn)n∈N gleichmäßig beschränkt sind. Da die Folge
(ei)i∈N linear unabhängig ist, ist sie eine Schauderbasis von span{ei | i ∈ N}.
Weil span{ei | i ∈ N} konvex ist, ergibt sich

X = span{ei | i ∈ N}
σ(X,X′)

= span{ei | i ∈ N}
X
.

Somit ist (ei)i∈N Schauderbasis eines dichten Unterraums von X. Aus der
gleich”-mäßigen Beschränktheit der Projektionen folgt nach Proposition (1.7),
dass (ei)i∈N sogar Schauderbasis von X ist.

4 Basisfolgen

X stehe in diesem Abschnitt wieder für einen Banachraum.

Definition 4.1. Eine Folge (ei)i∈N in einem Banachraum X heißt Basisfolge,
wenn sie Schauderbasis von cls{ei | i ∈ N} := span{ei | i ∈ N} ist.

Bemerkung 4.2. Die Resulatate aus den früheren Kapiteln für Schauderbasen
gelten entsprechend auch für Basisfolgen. Daher sind die Koordinatenabbildun-
gen e′i : cls{ei | i ∈ N} → K stetige Funktionale und die Projektionen

Pn :

{
cls{ei | i ∈ N} → span{ei | i ≤ n}
x 7→

∑n
i=1 e

′
i(x)ei

gleichmäßig beschränkt mit der Basiskonstante bc(ei).

Das nachstehende Lemma liefert ein einfaches Kriterium für Basisfolgen. In den
meisten Fällen wird dieses der Definition von Basisfolgen vorgezogen.
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Lemma 4.3. Eine Folge (ei)i∈N in X ist genau dann eine Basisfolge, wenn
ei ̸= 0 für alle i ∈ N und ein K > 0 für alle (ai)i∈N ∈ KN und alle n,m ∈
N mit n ≤ m existiert, sodass∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥ . (5)

Die kleinste derartige Konstante K ist bc(ei).

Proof. ⇒: Seien (ei)i∈N eine Basisfolge und (ai)i∈N ∈ KN. Für n ≤ m gilt∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aiei

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥Pn

m∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥ ≤ bc(ei)

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥ .
Da die ei, i ∈ N, linear unabhängig sind, gilt ei ̸= 0 für jedes i ∈ N.
⇐: Wir wollen zunächst beweisen, dass eine Folge (ei)i∈N, welche die Voraus-
setzungen erfüllt, linear unabhängig ist, womit auch dim span{ei | i ≤ n} = n.
Wäre (ei)i∈N linear abhängig, dann existieren n0 ∈ N und ai ∈ K für i =
1, . . . , n0, sodass

n0∑
i=1

aiei = 0 und

n0−1∑
i=1

aiei = −an0en0 ̸= 0.

Das widerspricht der Voraussetzung (5). Die Projektionen

Pn :

{
span{ei | i ∈ N} → span{ei | i ≤ n},∑m

i=1 aiei 7→
∑min(n,m)

i=1 aiei,

sind wegen (5) gleichmäßig durch K beschränkt. Weil die Folge (ei)i∈N linear
unabhängig ist, bildet sie eine Schauderbasis von span{ei | i ∈ N}. Da die Pro-
jektionen gleichmäßig beschränkt sind, besagt Proposition 1.7, dass (ei)i∈N sogar
Schauderbasis von cls{ei | i ∈ N} und somit eine Basisfolge ist. Aus der Defi-
nition der Basiskonstante und weil K die Projektionen gleichmäßig beschränkt,
folgt bc(ei) ≤ K.

Nicht jede Koeffizientenfolge korrespondiert zu einem x ∈ X, was die nächste
Definition motiviert.

Definition 4.4. Sei (ei)i∈N eine Basisfolge in X und (bi)i∈N eine Folge in einem
weiteren Banachraum Y . (ei)i∈N heißt äquivalent zu (bi)i∈N, wenn für jede Folge
(ai)i∈N ∈ KN die Existenz von

∞∑
i=1

aiei zu der von

∞∑
i=1

aibi äquivalent ist.

Satz 4.5. Seien (ei)i∈N eine Basisfolge in X und (bi)i∈N eine Folge im Ba-
nachraum Y . Folgende Aussagen sind äquivalent.
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(i) (bi)i∈N ist eine zu (ei)i∈N äquivalente Basisfolge.

(ii) Es gibt eine in beide Richtungen beschränkte lineare Bijektion Φ : cls{ei |
i ∈ N} → cls{bi | i ∈ N} mit Φ(ei) = bi für alle i ∈ N.

(iii) Es existieren Konstante C1, C2 > 0, sodass

1

C1

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aiei

∥∥∥∥∥
X

≤

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aibi

∥∥∥∥∥
Y

≤ C2

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aiei

∥∥∥∥∥
X

für alle (ai)
n
i=1 ∈ Kn.

Proof. (i) ⇒ (ii): Wir definieren

Φ :

 cls{ei | i ∈ N} → cls{bi | i ∈ N}

x =
∞∑
i=1

e′i(x)ei 7→
∞∑
i=1

e′i(x)bi
.

Da die beiden Folgen äquivalent sind, ist diese Abbildung wohldefiniert. Weil
(ei)i∈N eine Basisfolge ist, sind die Koeffizientenabbildungen e′i linear und somit
auch Φ. Aus Φ(x) = 0 und der Tatsache, dass (bi)i∈N eine Basisfolge ist, folgt
e′i(x) = 0 für alle i ∈ N und daher die Injetivität. Für jedes y ∈ cls{bi | i ∈ N}
gilt y =

∑∞
i=1 b

′
i(y)bi. Wegen der Äquivalenz konvergiert x :=

∑∞
i=1 b

′
i(y)ei

und es ergibt sich Φ(x) = y. Die Abbildung Φ ist also bijektiv. Für die
Beschränktheit von Φ wollen wir den Satz vom abgeschlossenen Graphen ver-
wenden. Dafür sei ((xk,Φ(xk)))k∈N gegen (x, y) ∈ X × Y konvergent. Mit der
Stetigkeit der Koeffizientenabbildungen erhalten wir

lim
k∈N

e′i(xk) = e′i(x) und lim
k∈N

e′i(xk) = lim
k∈N

b′i(Φ(xk)) = b′i(y) für alle i ∈ N.

Also haben wir b′i(y) = e′i(x) für alle i ∈ N, womit Φ(x) = y. Der Satz von der
offenen Abbildung impliziert die Stetigkeit von Φ−1.

(ii) ⇒ (iii): Die Aussage (iii) ergibt sich mit C1 := ∥Φ−1∥ und C2 := ∥Φ∥.

(iii) ⇒ (i) : Wir zeigen zunächst, dass (bi)i∈N eine Basisfolge ist, indem wir
das Kriterium aus Lemma 4.3 überprüfen. Angenommen, es existiert ein j ∈ N
mit bj = 0, dann folgt ∥ej∥X ≤ C1∥bj∥Y = 0 und somit ej = 0. Dies ist ein
Widerspruch zu der Annahme, dass (ei)i∈N eine Basisfolge ist. Wir erhalten
also bi ̸= 0 für alle i ∈ N. Da (ei)i∈N eine Basisfolge ist, ergibt sich∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aibi

∥∥∥∥∥
Y

≤ C2

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aiei

∥∥∥∥∥
X

≤ C2 bc(ei)

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥
X

≤ C1C2 bc(ei)

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aibi

∥∥∥∥∥
Y

für n ≤ m und beliebige Koeffizienten (ai)i∈N. Nach Lemma 4.3 ist (bi)i∈N eine
Basisfolge.
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Angenommen,
∑∞

i=1 aiei konvergiert. Aus dem Cauchy-Kriterium folgt∥∥∥∥∥
n∑

i=m+1

aiei

∥∥∥∥∥ ≤ ε

C2
für n ≥ m ≥ n0.

Zu gegebenem m ∈ N mit m ≥ n0 definieren wir

ãi :=

{
ai i ≤ m,
0 sonst.

Für n ≥ m folgt∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aibi −
m∑
i=1

aibi

∥∥∥∥∥
Y

=

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(ai − ãi)bi

∥∥∥∥∥
Y

≤ C2

∥∥∥∥∥
n∑

i=m+1

aiei

∥∥∥∥∥ ≤ ε.

Damit ist (
∑n

i=1 aibi)n∈N eine Cauchy-Folge in Y , also konvergent. Der Schluss

von der Konvergenz von
∑∞

i=1 aibi auf jene von
∑∞

i=1 aiei verläuft entsprechend.
Also sind (bi)i∈N und (ei)i∈N äquivalent.

Definition 4.6. Seien X und Y Banachräume. Zwei Folgen (xn)n∈N ∈ XN und
(yn)n∈N ∈ Y N heißen kongruent bezüglich (X,Y ), wenn ein bijketiver, linearer
und in beide Richtungen beschränkter Operator T : X → Y mit T (xn) = yn für
alle n ∈ N existiert. Im Fall X = Y sagen wir nur kongruent.

Bemerkung 4.7. Sei (bi)i∈N ∈ Y N eine zur Basisfolge (ei)i∈N ∈ XN äquivalente
Basisfolge. Dann sind (ei)i∈N und (bi)i∈N laut Satz 4.5 kongruent bezüglich
(cls{ei | i ∈ N}, cls{bi | i ∈ N}).

Bemerkung 4.8. Seien (ei)i∈N und (bi)i∈N kongruente Folgen bezüglich (X,Y ).
Ist (ei)i∈N eine Schauderbasis bzw. Basisfolge, dann folgt unmittelbar aus den
jeweiligen Definitionen, dass auch (bi)i∈N eine Schauderbasis bzw. Basisfolge
ist. Für die jeweiligen Basiskonstanten gilt dabei bc(bi) ≤ bc(ei)∥T∥∥T−1∥. In
der Tat gilt für x =

∑∞
i=1 aiei

T (x) =

∞∑
i=1

aiT (ei) =

∞∑
i=1

aibi.

Bezeichne P bi
n bzw. P ei

n die n-te Projektion von (bi)i∈N bzw. (ei)i∈N. Dann folgt
P bi
n = T ◦ P ei

n ◦ T−1 und daher die Aussage.

Folgender Satz beruht auf [AK16, Theorem 1.3.9].

Satz 4.9 (Prinzip der kleinen Abweichungen). Sei (ei)i∈N eine Basisfolge in X
mit Basiskonstante bc(ei). Ist (bi)i∈N eine Folge in X mit

2 bc(ei)

∞∑
i=1

∥ei − bi∥
∥ei∥

=: θ < 1, (6)

dann sind (ei)i∈N und (bi)i∈N kongruent. Insbesondere ist (bi)i∈N eine Basisfolge
mit bc(bi) ≤ bc(ei)(1 + θ)(1 − θ)−1. Ist (ei)i∈N eine Schauderbasis, so auch
(bi)i∈N.

28



Proof. Für n ≥ 2 und x ∈ cls{ei | i ∈ N} gilt e′n(x)en = Pn(x)−Pn−1(x). Damit

ergibt sich |e′n(x)|∥en∥ = ∥e′n(x)en∥ ≤ 2 bc(ei)∥x∥ und daher ∥e′n∥ ≤ 2 bc(ei)
∥en∥ .

Für n = 1 folgt direkt ∥e′1∥ ≤ bc(ei)
∥e1∥ . Auch für die Hahn-Banach Fortsetzungen

ê′i auf X von e′i gelten die gleichen Ungleichungen. Wegen (6) können wir für
jedes x ∈ X somit

T (x) := x+

∞∑
i=1

ê′i(x)(bi − ei)

definieren. Die Abbildung T ist linear, da alle ê′i linear sind. Des weiteren
gilt T (en) = en + (bn − en) = bn für alle n ∈ N. Mit den Abschätzungen der
Abbildungsnormen der ê′i erhalten wir

∥T∥ ≤ 1 +

∞∑
i=1

∥ê′i∥∥bi − ei∥ ≤ 1 + 2bc(ei)

∞∑
i=1

∥ei − bi∥
∥ei∥

= 1 + θ < +∞.

Bezeichnet I die Identität, dann folgt

∥T − I∥ ≤
∞∑
i=1

∥ê′i∥∥bi − ei∥ ≤ 2 bc(ei)

∞∑
i=1

∥ei − bi∥
∥ei∥

= θ < 1.

Also gilt T−1 = (I − (I − T ))−1 =
∑∞

i=1(I − T )i mit ∥T−1∥ ≤ (1 − θ)−1. Die
Abbildung T ist also linear, bijektiv und in beide Richtungen beschränkt, womit
(ei)i∈N und (bi)i∈N kongruent sind. Aus der Bemerkung 4.8 folgen die restlichen
Aussagen.
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5 Riesz-Basen

In den vorigen Abschnitten wurden allgemeine Definitionen und Tatsachen über
Schauderbasen in Banachräumen festgehalten. In diesem Abschnitt befassen
wir uns damit, Schauderbasen in Hilberträumen genauer untersuchen und auf
Schauderbasen einer speziellen Gestalt, sogenannte Riesz-Basen, einzugehen.
Dieses Kapitel basiert im Wesentlichen auf [GK69, Chapter VI.]. Eine leicht
lesbare Einführung zum Thema Riesz-Basen findet sich auch in [Chr03].

Im Folgenden sei H immer ein separabler Hilbertraum.

5.1 Schauderbasen in Hilberträumen

Sei (ψn)n∈N eine Schauderbasis von H, das heißt, für alle f ∈ H gibt es genau
eine Folge (λn(f))n∈N, welche

f =

∞∑
n=1

λn(f)ψn

erfüllt.

Bemerkung 5.1. Die Tatsache, dass H ein separabler Hilbertraum ist, erlaubt
es uns, stärkere Aussagen über (ψn)n∈N abzuleiten:

• Man beachte, dass H in jedem Fall tatsächlich eine Schauderbasis be-
sitzt. Bekanntermaßen hat jeder separable Hilbertraum eine abzählbare Or-
thonormalbasis, und abzählbare Orthonormalbasen sind insbesondere Schaud-
erbasen.

• Sei (ψn)n∈N eine Schauderbasis von H. Wir haben in den vorigen Ab-
schnitten gesehen, dass für alle n ∈ N die Abbildungen

λn :

{
X → K,
x 7→ λn(x),

linear und beschränkt sind. Nach dem Darstellungssatz von Riesz gibt es
zu der Folge (ψn)n∈N eine eindeutige Folge (ϕn)n∈N von Elementen aus H
mit ⟨f, ϕn⟩ = λn(f) für alle f ∈ H und alle n ∈ N, wobei ∥ϕ∥ = ∥λn∥. In
anderen Worten: Zu jeder Schauderbasis (ψn)n∈N gibt es eine eindeutige
Folge (ϕn)n∈N von Elementen aus H mit

f =

∞∑
n=1

⟨f, ϕn⟩ψn (7)

für alle f ∈ H.

Die Folge (ϕn)n∈N aus Bemerkung 5.1 hat mehrere wichtige Eigenschaften
und spielt eine zentrale Rolle.
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Definition 5.2. Zwei Folgen (ψn)n∈N und (ϕn)n∈N von Elementen ausH heißen
biorthogonal, falls für alle k, n ∈ N die Gleichung

⟨ψk, ϕn⟩ = δk,n

gilt, wobei δk,n das Kronecker-Delta bezeichnet.

Bemerkung 5.3. Sind zwei Folgen (ψn)n∈N und (ϕn)n∈N biorthogonal, so ist
sowohl die Familie {ψn | n ∈ N}, als auch die Familie {ϕn | n ∈ N} linear un-
abhängig.

Neben der Biorthogonalität zweier Folgen wird auch der Begriff der Quasi-
normiertheit einer Folge wichtig sein.

Definition 5.4. Eine Folge (ψn)n∈N von Elementen aus H heißt quasinormiert,
falls

sup
n∈N

∥ψn∥ < +∞ und inf
n∈N

∥ψn∥ > 0

gilt.

Wir wollen die Biorthogonalität zweier Folgen besser verstehen.

Lemma 5.5. Sei (ψn)n∈N eine Folge von Elementen aus H. Die Folge (ψn)n∈N
hat genau dann eine biorthogonale Folge (ϕn)n∈N, falls für alle m ∈ N

ψm /∈ span{ψn | n ∈ N, n ̸= m}

gilt. Falls (ψn)n∈N eine biorthogonale Folge hat, so ist diese genau dann ein-
deutig bestimmt, wenn

span{(ψn)n∈N} = H.

Proof. Angenommen (ψn)n∈N besitzt eine biorthogonale Folge (ϕn)n∈N. Wir
nehmen weiters an, dass es ein m ∈ N gibt mit

ψm ∈ span{ψn | n ∈ N, n ̸= m}.

Dann gibt es eine Folge (θk)k∈N von Elementen aus span{ψn | n ∈ N, n ̸= m}
mit

lim
k→∞

θk = ψm.

Dabei gilt ⟨θk, ϕm⟩ = 0 für alle k ∈ N und infolge auch ⟨ψm, ϕm⟩ = 0, was einen
Widerspruch darstellt; also muss

ψm /∈ span{ψn | n ∈ N, n ̸= m}.

Gilt umgekehrt
ψm /∈ span{ψn | n ∈ N, n ̸= m}

für alle m ∈ N, so gibt es ein

ϕm ∈ span{ψn | n ∈ N, n ̸= m}⊥
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mit ⟨ψm, ϕm⟩ = 1, da im entgegengesetzten Fall

ψm ∈
(
span{ψn | n ∈ N, n ̸= m}⊥

)⊥
= span{ψn | n ∈ N, n ̸= m},

im Widerspruch zur Voraussetzung. Somit hat (ψn)n∈N eine biorthogonale
Folge.

Angenommen, (ψn)n∈N hat eine biorthogonale Folge (ϕn)n∈N und

span{(ψn)n∈N} = H.

Dann ist wegen H = span{ψn | n ∈ N, n ̸= m}⊕ span{ψm} für jedes m ∈ N der
Raum

span{ψn | n ∈ N, n ̸= m}⊥

eindimensional, und ϕm ist durch ⟨ψm, ϕm⟩ = 1 eindeutig festgelegt.

Ist umgekehrt die biorthogonale Folge (ϕn)n∈N eindeutig festgelegt und ein
Element f ∈ H so, dass für alle n ∈ N die Gleichung ⟨f, ψn⟩ = 0 gilt, dann
stellt auch (ϕn + f)n∈N eine biorthogonale Folge zu (ψn)n∈N dar. Aufgrund der
Eindeutigkeit der biorthogonalen Folge muss f = 0 und damit

span{(ψn)n∈N} = H

gelten.

Man beachte, dass es Folgen (ψn)n∈N mit zugehörigen biorthogonalen Folgen
(ϕn)n∈N gibt, sodass die lineare Hülle von (ψn)n∈N in H dicht ist, aber

span{(ϕn)n∈N} ≠ H

gilt. Um das einzusehen, betrachte man eine beliebige Orthonormalbasis (ξn)n∈N
von H. Dann gilt

span{ξn − ξ1 | n ≥ 2} = H,

denn für alle f ∈ H und alle n ≥ 2 folgt aus ⟨f, ξn − ξ1⟩ = 0 die Gleichung
⟨f, ξn⟩ = ⟨f, ξ1⟩ und damit, dass ⟨f, ξn⟩ für n ∈ N konstant ist. Aus der Parse-
val’schen Gleichung folgt

∥f∥2 =

∞∑
n=1

|⟨f, ξn⟩|2 =

∞∑
n=1

|⟨f, ξ1⟩|2,

wodurch ⟨f, ξ1⟩ = 0 und daher f = 0 gelten muss. Also ist die lineare Hülle der
Familie {ξn− ξ1 | n ≥ 2} dicht in H. Die zu dieser Folge biorthogonale Folge ist
gegeben durch {ξn | n ≥ 2}, deren lineare Hülle ist aber nicht dicht in H; siehe
[You81].

32



Satz 5.6. Sei (ψn)n∈N eine Schauderbasis von H und (ϕn)n∈N definiert wie
in Bemerkung 5.1. Dann sind die Folgen (ψn)n∈N und (ϕn)n∈N biorthogonal
zueinander. Weiters ist (ϕn)n∈N selbst eine Schauderbasis von H, wobei

f =

∞∑
n=1

⟨f, ψn⟩ϕn (8)

für alle f ∈ H.

Proof. Für alle k ∈ N gilt

∞∑
n=1

⟨ψk, ϕn⟩ψn = ψk =

∞∑
n=1

δn,kψn.

Aus der Basiseigenschaft von (ψn)n∈N folgt ⟨ψk, ϕn⟩ = δk,n für alle k, n ∈ N.
Bevor wir beweisen, dass (ϕn)n∈N eine Basis ist, wollen wir zeigen, dass die
lineare Hülle von (ϕn)n∈N in H dicht ist. Ist f ∈ H aus dem orthogonalen
Komplement von span{(ϕn)n∈N}, dann gilt ⟨f, ϕn⟩ = 0 für alle n ∈ N, was
wegen

f =

∞∑
n=1

⟨f, ϕn⟩ψn

f = 0 impliziert; also
span{(ϕn)n∈N} = H. (9)

Kommen wir zum Beweis der Basiseigenschaft von (ϕn)n∈N. Für alle Elemente
f, g ∈ H gilt

⟨f, g⟩ =
∞∑

n=1

⟨f, ϕn⟩⟨ψn, g⟩ = lim
N→∞

〈
f,

N∑
n=1

⟨g, ψn⟩ϕn
〉
. (10)

Ist für N ∈ N die Abbildung QN : H → H definiert durch

QN (g) :=

N∑
n=1

⟨g, ψn⟩ϕn,

so zeigt (10), dass für jedes g ∈ H die Folge (QN (g))N∈N schwach gegen
g konvergiert. Da schwach konvergente Folgen nach Lemma 3.4 beschränkt
sind, ist (QN )N∈N punktweise beschränkt. Mit dem Prinzip der gleichmäßigen
Beschränktheit folgern wir

sup
N∈N

∥Qn∥ < +∞.

Wegen Bemerkung 5.3 gilt dim(ran(QN )) = N und aufgrund der Biorthogo-
nalität von (ψn)n∈N und (ϕn)n∈N auch QNQM = Qmin{m,n}. Aufgrund von (9)
folgt aus Korollar 1.6, dass (ϕn)n∈N eine Schauderbasis von H ist. Es bleibt
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zu zeigen, dass (8) gilt. Da (ϕn)n∈N eine Schauderbasis ist, können wir f ∈ H
darstellen als

f =

∞∑
n=1

cnϕn,

mit cn ∈ K, n ∈ N. Aus der Biorthogonalität von (ψn)n∈N und (ϕn)n∈N folgt
für alle k ∈ N

⟨f, ψk⟩ =
∞∑

n=1

cn⟨ϕn, ψk⟩ = ck,

und damit (8).

Satz 5.6 rechtfertigt Definition 5.7.

Definition 5.7. Ist (ψn)n∈N eine Schauderbasis von H, so nennen wir die Folge
(ϕn)n∈N aus Bemerkung 5.1 die zu (ψn)n∈N biorthogonale Basis.

Bemerkung 5.8. Die zu einer Schauderbasis (ψn)n∈N zugehörige biorthogonale
Basis (ϕn)n∈N hat noch weitere interessante Eigenschaften:

• Satz 5.6 zeigt, dass die zur biorthogonalen Basis (ϕn)n∈N biorthogonale
Basis wieder (ψn)n∈N ist.

• Die biorthogonale Basis (ϕn)n∈N ist genau dann quasinormiert, wenn die
Basis (ψn)n∈N quasinormiert ist. In der Tat folgt für alle n ∈ N mit Hilfe
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

1 = ⟨ψn, ϕn⟩ ≤ ∥ψn∥∥ϕn∥

und damit
1

supn∈N ∥ψn∥
≤ inf

n∈N
∥ϕn∥.

Mit Bemerkung 5.1 und der letzten Gleichung im Beweis von Korollar 2.8
folgt, dass es zur Schauderbasis (ψn)n∈N eine Konstante C > 0 gibt mit

∥ϕn∥ ≤ C

∥ψn∥

für alle n ∈ N, wodurch

sup
n∈N

∥ϕn∥ ≤ C

infn∈N ∥ψn∥
.

Also ist (ϕn)n∈N quasinormiert, falls (ψn)n∈N quasinormiert ist. Analog
folgt die Quasinormiertheit von (ψn)n∈N aus der Quasinormiertheit von
(ϕn)n∈N.

34



• Sei (xn)n∈N eine Folge von Elementen aus einem Banachraum X. Es sei
daran erinnert, dass die Reihe

∑
n∈N xn genau dann unbedingt konvergent

ist, wenn für alle Bijektionen ι : N → N die Reihe

∞∑
n=1

xι(n)

konvergiert. Daraus folgt, dass eine Schauderbasis (ψn)n∈N von X genau
dann eine unbedingte Schauderbasis ist, wenn für alle Bijektionen ι : N →
N die Folge (ψι(n))n∈N eine Schauderbasis von X ist. Für einen Hilber-
traum H folgt daraus, dass die zu einer Schauderbasis (ψn)n∈N biorthog-
onale Basis (ϕn)n∈N genau dann eine unbedingte Schauderbasis ist, wenn
(ψn)n∈N eine unbedingte Schauderbasis ist.

Als nächstes wollen wir zeigen, dass wir mithilfe von Orthonormalbasen und
invertierbaren Operatoren Schauderbasen von H erzeugen können. Wir beze-
ichnen die Menge aller beschränkten und invertierbaren Operatoren auf H mit
Inv(H), also

Inv(H) := {A ∈ Lb(H) | A ist invertierbar}.
Man beachte, dass aufgrund des Satzes von der offenen Abbildung die Inverse
eines jeden invertierbaren Operators wiederum beschränkt ist. Es sei weiters
daran erinnert, dass A ∈ Inv(H) äquivalent ist zu A∗ ∈ Inv(H), wobei A∗ den
zu A adjungierten Operator bezeichnet.

Satz 5.9. Sei (ξn)n∈N eine Orthonormalbasis von H und A ∈ Inv(H). Die
Folge (ψn)n∈N definiert durch ψn := Aξn, n ∈ N ist eine Schauderbasis von H.
Für die zu (ψn)n∈N biorthogonale Basis (ϕn)n∈N gilt

ϕn = A−1∗ξn, n ∈ N.

Proof. Für alle f ∈ H gilt

A−1f =

∞∑
n=1

⟨A−1f, ξn⟩ξn =

∞∑
n=1

⟨f,A−1∗ξn⟩ξn,

und damit auch

f =

∞∑
n=1

⟨f,A−1∗ξn⟩ψn.

Also kann jedes f ∈ H als Reihe bezüglich (ψn)n∈N geschrieben werden. Es
bleibt zu zeigen, dass dies in eindeutiger Weise möglich ist. Wir bemerken,
dass die Folgen (A−1∗ξn)n∈N und (ψn)n∈N biorthogonal sind, denn für alle
natürlichen Zahlen n, k ∈ N gilt

⟨A−1∗ξn, ψk⟩ = ⟨A−1∗ξn, Aξk⟩ = ⟨ξn, ξk⟩ = δn,k.

Somit folgt aus

f =

∞∑
n=1

cnψn
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für alle k ∈ N die Gleichung

⟨f,A−1∗ξk⟩ =
∞∑

n=1

cn⟨ψn, A
−1∗ξk⟩ = ck.

5.2 Definition und Eigenschaften von Riesz-Basen

Wir werden uns von nun an mit speziellen Schauderbasen in separablen Hilberträumen
beschäftigen, nämlich genau mit jenen, welche auf die in Satz 5.9 beschriebene
Weise entstehen.

Definition 5.10. Sei (ψn)n∈N eine Folge von Elementen aus H. Wir nennen
(ψn)n∈N eine Riesz-Basis von H, falls es eine Orthonormalbasis (ξn)n∈N von H
und einen Operator A ∈ Inv(H) gibt, sodass ψn = Aξn für alle n ∈ N.

Bemerkung 5.11. Aus der Definition einer Riesz-Basis (ψn)n∈N folgen sofort
einige Eigenschaften.

• Aus Satz 5.9 folgt, dass (ψn)n∈N eine Schauderbasis ist.

• Aus Satz 5.9 folgt weiters, dass mit (ψn)n∈N auch die zu (ψn)n∈N biorthog-
onale Basis (ϕn)n∈N eine Riesz-Basis ist.

• Die Folge (ψn)n∈N ist quasinormiert. In der Tat gilt ∥ψn∥ ≤ ∥A∥ und
∥ψn∥ ≥ ∥A−1∥−1 für alle n ∈ N.

• Riesz-Basen lassen sich normieren, denn mit (ψn)n∈N ist auch die Folge

θn :=

(
ψn

∥ψn∥

)
n∈N

eine Riesz-Basis. Um das zu sehen, betrachte man den Operator

B : span{(ξn)n∈N} → H

N∑
n=1

γnξn 7→
N∑

n=1

γn
ξn

∥ψn∥
.

Da die Folge (ψn)n∈N quasinormiert ist, sind die Abbildungen B und
B−1 : ran(B) → span{(ξn)n∈N} beschränkt. Somit kann B zu einem
invertierbaren Operator auf H fortgesetzt werden, und es gilt θn = ABξn
für alle n ∈ N.

Bemerkung 5.12. Mithilfe des Folgenraumes ℓ2(N) lässt sich eine äquivalente
Definition von Riesz-Basen angeben. Für alle natürlichen Zahlen n sei cn die
durch cn := (δn,k)k∈N definierte Folge. Hierbei bezeichne δn,k das Kronecker-
Delta. Bekanntermaßen ist (cn)n∈N eine Orthonormalbasis von ℓ2(N). Weiters
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wissen wir, dass es zu jeder Orthonormalbasis (ξn)n∈N von H einen unitären
Operator U : H → ℓ2(N) gibt mit U(ξn) = cn für alle n ∈ N.

Damit folgt, dass eine Folge (ψn)n∈N von Elementen aus H genau dann eine
Riesz-Basis ist, wenn es einen invertierbaren Operator A : ℓ2(N) → H gibt mit
A(cn) = ψn für alle n ∈ N.

Um ein besseres Verständnis von Riesz-Basen zu vermitteln, wollen wir als
Nächstes einige äquivalente Definitionen von Riesz-Basen angeben.

Satz 5.13. Sei (ψn)n∈N eine Folge von Elementen aus H. Folgende Aussagen
sind äquivalent.

i) Die Folge (ψn)n∈N ist eine Riesz-Basis von H.

ii) Es gibt ein topologisch äquivalentes Skalarprodukt ⟨·, ·⟩1, sodass (ψn)n∈N
bezüglich ⟨·, ·⟩1 eine Orthonormalbasis ist. Ein Skalarprodukt ⟨·, ·⟩1 heißt
dabei topologisch äquivalent zu ⟨·, ·⟩, falls es zwei Konstanten c1, c2 > 0
gibt, mit

c1⟨f, f⟩ ≤ ⟨f, f⟩1 ≤ c2⟨f, f⟩
für alle f ∈ H.

iii) Es gilt span{(ψn)n∈N} = H und es existieren Konstanten a1, a2 > 0,
sodass für alle N ∈ N und alle γ1, ..., γN ∈ C

a1

N∑
n=1

|γn|2 ≤
∥∥∥∥ N∑

n=1

γnψn

∥∥∥∥2 ≤ a2

N∑
n=1

|γn|2.

iv) Es gilt span{(ψn)n∈N} = H und es existiert eine zu (ψn)n∈N biorthogonale
Folge (ϕn)n∈N deren lineare Hülle ebenfalls dicht in H ist, sodass zusätzlich
für alle f ∈ H sowohl

∞∑
n=1

|⟨f, ψn⟩|2 < +∞,

als auch
∞∑

n=1

|⟨f, ϕn⟩|2 < +∞

gilt.

Proof. i) ⇒ ii) :
Sei (ψn)n∈N eine Riesz-Basis von H, d. h. ψn = Aξn für eine ONB (ξn)n∈N,

einen Operator A ∈ Inv(H) und alle n ∈ N. Wir definieren ein Skalarprodukt
⟨·, ·⟩1 durch

⟨f, g⟩1 := ⟨A−1f,A−1g⟩
für alle f, g ∈ H. Eine elementare Abschätzung zeigt

1

∥A∥2
⟨f, f⟩ ≤ ⟨f, f⟩1 ≤ ∥A−1∥2⟨f, f⟩
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für alle f ∈ H, also ⟨·, ·⟩1 ist ein zu ⟨·, ·⟩ äquivalentes Skalarprodukt. Weiters
gilt für alle n,m aus den natürlichen Zahlen

⟨ψn, ψm⟩1 = ⟨A−1Aξn, A
−1Aξm⟩ = δn,m.

Also ist (ψn)n∈N bezüglich ⟨·, ·⟩1 ein Orthonormalsystem.
Da (ψn)n∈N eine Riesz-Basis ist, gilt sicherlich

span{(ψn)n∈N} = H.

Da sich der Abschluss einer Menge nicht ändert, wenn wir zu der von einem
äquivalentem Skalarprodukt induzierten Topologie übergehen, ist die lineare
Hülle von (ψn)n∈N auch bezüglich der von ⟨·, ·⟩1 induzierten Topologie dicht in
H. Also bildet (ψn)n∈N bezüglich ⟨·, ·⟩1 eine ONB von H.

ii) ⇒ iii) :
Sei ⟨·, ·⟩1 ein zu ⟨·, ·⟩ äquivalentes Skalarprodukt auf H, sodass (ψn)n∈N

bezüglich diesem Skalarprodukt eine ONB abgibt. Da (ψn)n∈N bezüglich ⟨·, ·⟩1
eine ONB ist, ist die lineare Hülle von (ψn)n∈N dicht in H bezüglich der von
⟨·, ·⟩1 induzierten Topologie. Aufgrund der Äquivalenz der Skalarprodukte folgt

span{(ψn)n∈N} = H,

wobei der Abschluss bezüglich dem ursprünglichen Skalarprodukt ⟨·, ·⟩ gebildet
wird.

Seien c1, c2 > 0 derart, dass

c1⟨f, f⟩ ≤ ⟨f, f⟩1 ≤ c2⟨f, f⟩ für alle f ∈ H.

Sind N ∈ N und γ1, ..., γN ∈ C, so folgt mit der Parseval’schen Gleichung

1

c22

N∑
n=1

|γn|2 =
1

c22

∥∥∥∥ N∑
n=1

γnψn

∥∥∥∥2
1

≤
∥∥∥∥ N∑

n=1

γnψn

∥∥∥∥2,
wobei ∥ · ∥1 die von ⟨·, ·⟩1 induzierte Norm bezeichnet. Also gilt

a1

N∑
n=1

|γn|2 ≤
∥∥∥∥ N∑

n=1

γnψn

∥∥∥∥2
mit a1 = c−2

2 . Analog folgt∥∥∥∥ N∑
n=1

γnψn

∥∥∥∥2 ≤ a2

N∑
n=1

|γn|2

mit a2 = c−2
1 .
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iii) ⇒ i) :
Sei (ξn)n∈N eine beliebige ONB von H. Wir definieren Operatoren A1 und

A2 vermöge

A1 :

{
span{(ξn)n∈N} → span{(ψn)n∈N}∑N

n=1 γnξn 7→
∑N

n=1 γnψn

und

A2 :

{
span{(ψn)n∈N} → span{(ξn)n∈N}∑N

n=1 γnψn 7→
∑N

n=1 γnξn

Offenbar sind A1 und A2 linear und zueinander invers. Mit den in Punkt iii)
vorausgesetzten Ungleichungen und der Parseval’schen Gleichung folgt∥∥∥∥A1

(
N∑

n=1

γnξn

)∥∥∥∥2 =

∥∥∥∥ N∑
n=1

γnψn

∥∥∥∥2 ≤ a2

N∑
n=1

|γn|2 = a2

∥∥∥∥ N∑
n=1

γnξn

∥∥∥∥2.
Also ist A1 beschränkt. Analog zeigt man die Beschränktheit des zu A1 inversen
Operators A2. Da die lineare Hülle von (ψn)n∈N nach Voraussetzung in H dicht
ist, können wir A1 und A2 auf H fortsetzen, und erkennen, dass A1 invertierbar
ist mit A−1

1 = A2. Wegen ψn = A1ξn für alle n ∈ N folgt, dass (ψn)n∈N eine
Riesz-Basis ist.

Wir haben bisher die Äquivalenz der Aussagen i), ii) und iii) gezeigt. Als
nächstes zeigen wir, dass i) und iii) zusammen iv) implizieren:

Sei (ψn)n∈N eine Riesz-Basis von H und bezeichne mit (ϕn)n∈N die gemäß
Bemerkung 5.11 existierende biorthogonale Basis. Als Schauderbasen erfüllen
diese

span{(ψn)n∈N} = H und span{(ϕn)n∈N} = H.

Aus iii) folgt für alle f ∈ H und alle N ∈ N die Ungleichung

N∑
n=1

|⟨f, ϕn⟩|2 ≤ 1

a1

∥∥∥∥ N∑
n=1

⟨f, ϕn⟩ψn

∥∥∥∥2.
Weil die rechte Seite in der obigen Ungleichung für N gegen unendlich gegen
1/a1∥f∥2 konvergiert, gilt

∞∑
n=1

|⟨f, ϕn⟩|2 = sup
N∈N

N∑
n=1

|⟨f, ϕn⟩|2 ≤ 1

a1
sup
N∈N

∥∥∥∥ N∑
n=1

⟨f, ϕn⟩ψn

∥∥∥∥2 < +∞.

Da mit (ψn)n∈N auch (ψn)n∈N eine Riesz-Basis ist (siehe Satz 5.9), erhalten wir
analog

∞∑
n=1

|⟨f, ψn⟩|2 < +∞.

iv) ⇒ i) :
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Wir nehmen an, dass (ψn)n∈N die Voraussetzungen in iv) erfüllt. Infolge
sind die Operatoren

T1 :

{
H → ℓ2(N)
f 7→ (⟨f, ψn⟩)n∈N

und

T2 :

{
H → ℓ2(N)
f 7→ (⟨f, ϕn⟩)n∈N

wohldefiniert und linear. Mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt,
dass T1 und T2 auch beschränkt sind.

Für N ∈ N und γ1, ..., γN , γ
′
1, ..., γ

′
N ∈ K und γn = γ′n = 0 für n ≥ N gilt

wegen der Biorthogonalität von (ψn)n∈N und (ϕn)n∈N

〈
T2

(
N∑

n=1

γnψn

)
, T1

(
N∑

n=1

γ′nϕn

)〉
=

〈
(γn)n∈N, (γ

′
n)n∈N

〉
ℓ2(N)

=

N∑
n=1

γn · γ′n

=

〈 N∑
n=1

γnψn,

N∑
n=1

γ′nϕn

〉
.

Da die linearen Hüllen von (ψn)n∈N und (ϕn)n∈N in H dicht sind, folgt

⟨T2(f), T1(g)⟩ = ⟨f, g⟩

für alle f, g ∈ H, und damit T ∗
2 T1 = I, wobei I : H → H die identische

Abbildung bezeichne. Somit gilt ran(T ∗
2 ) = H. Der Operator T2 hat dichtes

Bild, da (δi,k)i∈N für alle k ∈ N in ran(T2) liegt, womit ker(T ∗
2 ) = {0}. Insgesamt

sind T ∗
2 und damit auch T1 und T2 invertierbar.

Schließlich ist wegen T2ψn = (δj,n)j∈N = Uξn und daher ψn = T−1
2 Uξn,

wobei (ξn)n∈N irgendeine ONB von H und U : H → ℓ2(N) die dazugehörige
Fourier-Abbildung ist, (ψn)n∈N eine Riesz-Basis von H, vgl. Bemerkung 5.12.

Bemerkung 5.14. Die Aussage ii) von Satz 5.13 zeigt, dass Riesz-Basen genau
die Orthonormalbasen von H bezüglich äquivalenter Skalarprodukte sind. Aus-
sage iii) impliziert für alle Riesz-Basen (ψn)n∈N die Ungleichung

a1

∞∑
n=1

|⟨f, ψn⟩|2 ≤ ∥f∥2 ≤ a2

∞∑
n=1

|⟨f, ψn⟩|2, f ∈ H.

Dies kann als eine Art ”Parseval’sche Ungleichung” gesehen werden. Diese
Ungleichung ist äquivalent dazu, dass der Operator T1 aus dem Beweisschritt
iv) ⇒ i) ein invertierbarer Operator von H auf den ℓ2(N) ist.
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Aus Aussage iii) lässt sich auch ableiten, dass jede Riesz-Basis (ψn)n∈N eine
unbedingte Schauderbasis von H ist. Es sei daran erinnert, dass für eine Folge
(xn)n∈N von Elementen eines Banachraumes die Reihe

∑
n∈N xn genau dann

unbedingt konvergent ist, wenn für alle Abbildungen δ : N → {0, 1} die Reihe∑∞
n=1 δnxn konvergiert.

Sei ε > 0 und n0 ∈ N so, dass

∞∑
n=n0

|⟨f, ϕn⟩|2 <
ε

a2

gilt. Mit Aussage iii) folgt für alle Abbildungen δ : N → {0, 1} und alle
natürlichen Zahlen k ≥ m ≥ n0∥∥∥∥ k∑

n=1

δn⟨f, ϕn⟩ψn −
m∑

n=1

δn⟨f, ϕn⟩ψn

∥∥∥∥2 =

∥∥∥∥ k∑
n=m

δn⟨f, ϕn⟩ψn

∥∥∥∥2

≤ a2

k∑
n=m

δn|⟨f, ϕn⟩|2

≤ a2

∞∑
n=n0

|⟨f, ϕn⟩|2 < ε.

Somit konvergiert
∑∞

n=1 δn⟨f, ϕn⟩ψn für alle Abbildungen δ : N → {0, 1} und
(ψn)n∈N ist eine unbedingte Schauderbasis.

Als nächstes wollen wir noch zeigen, dass eine Familie (ϕn)n∈N automatisch
eine Riesz-Basis ist, wenn sie nur hinreichend nahe an einer Riesz-Basis (ψn)n∈N
liegt. Als Erstes wollen wir den Begriff ”hinreichend nahe” präzisieren.

Definition 5.15. Zwei Folgen (ψn)n∈N und (ϕn)n∈N von Elementen aus H
heißen quadratisch nahe, falls

∞∑
n=1

∥ψn − ϕn∥2 < +∞

gilt. Weiters nennen wir eine quasinormierte Folge (ψn)n∈N von Elementen aus
H stark linear unabhängig, falls für alle Folgen (cn)n∈N ∈ ℓ2(N) \ {0} für welche
die Reihe

∑∞
n=1 cnψn konvergiert, gilt, dass

∞∑
n=1

cnψn ̸= 0.

Man beachte, dass die Eigenschaft, stark linear unabhängig zu sein, in der
Tat stärker als lineare Unabhängigkeit im Sinne der linearen Algebra ist.
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Satz 5.16. Sei (ψn)n∈N eine Riesz-Basis und (θn)n∈N eine Folge von Elementen
aus H, welche stark linear unabhängig und quadratisch nahe zu (ψn)n∈N ist.
Dann ist (θn)n∈N selbst eine Riesz-Basis.

Proof. Sei (ψn)n∈N eine Riesz-Basis vonH, also ψn = Aξn für eine ONB (ξn)n∈N
von H und einen Operator A ∈ Inv(H). Wir definieren einen Operator T : H →
H vermöge

T (f) =

∞∑
n=1

⟨f, ξn⟩ (ψn − θn) .

Nach Voraussetzung gilt

C :=

∞∑
n=1

∥ψn − θn∥2 < +∞.

Wegen

∥T (f)∥2 =

∥∥∥∥ ∞∑
n=1

⟨f, ξn⟩ (ψn − θn)

∥∥∥∥2

≤

( ∞∑
n=1

∥⟨f, ξn⟩ (ψn − θn) ∥

)2

≤


∞∑

n=1

|⟨f, ξn⟩|2︸ ︷︷ ︸
=∥f∥2




∞∑
n=1

∥ψn − θn∥2︸ ︷︷ ︸
=C


ist T wohldefiniert und beschränkt mit ∥T∥2 ≤ C. Der Operator T ist sogar
kompakt, denn für alle n ∈ N wird durch

Tn(f) :=

n∑
k=1

⟨f, ξk⟩ (ψk − θk)

ein kompakter Operator Tn : H → H definiert und die Folge (Tn)n∈N approx-
imiert T in der Operatornorm.

Folglich ist A− T ein beschränkter Operator auf H und nach Konstruktion
gilt für alle n ∈ N die Gleichung θn = (A−T )ξn. Für die Riesz-Basis-Eigenschaft
von (θn)n∈N bleibt noch zu zeigen, dass A− T invertierbar ist. Wegen

A− T = A(I −A−1T ) (11)

ist A−T genau dann invertierbar, wenn I−A−1T invertierbar ist. Man beachte,
dass, da A−1 beschränkt ist, mit T auch A−1T kompakt ist. Die Fredholm’sche
Alternative impliziert, dass der Operator I−A−1T genau dann invertierbar ist,
wenn ker(I−A−1T ) = {0} gilt. Da A invertierbar ist, folgt mit (11), dass A−T
genau dann invertierbar ist, wenn A− T trivialen Kern hat.
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Aus f ∈ H mit (A− T )f = 0 erhalten wir

0 = (A− T )f =

∞∑
n=1

⟨f, ξn⟩ψn −
∞∑

n=1

⟨f, ξn⟩ (ψn − θn) =

∞∑
n=1

⟨f, ξn⟩θn.

Da die Folge (θn)n∈N aber als stark linear unabhängig vorausgesetzt wurde, folgt
daraus ⟨f, ξn⟩ = 0 für alle n ∈ N und damit f = 0. Also ist A− T invertierbar.

5.3 Charakterisierung von Riesz-Basen

Als letzten Punkt zu den Riesz-Basen wollen wir noch eine interessante Charak-
terisierung von Riesz-Basen beweisen. Wir benötigen zunächst zwei Hilfsresul-
tate über unbedingt konvergente Reihen.

Lemma 5.17. Sei X ein Banachraum und
∑∞

n=1 xn eine unbedingt konvergente
Reihe in X. Dann existiert eine Konstante C > 0, sodass für alle N ∈ N und
alle γ1, ..., γN ∈ KC

1 (0) die Ungleichung∥∥∥∥∥
N∑

n=1

γnxn

∥∥∥∥∥ ≤ C

gilt. Hierbei bezeichnet KC
1 (0) die abgeschlossene Einheitskugel in C.

Proof. Für alle f ∈ X ′ ist die Reihe

∞∑
n=1

f(xn)

absolut konvergent. Somit ist der Operator

R :

{
X ′ → ℓ1(N)
f 7→ (f(xn))n∈N

wohldefiniert und linear. Mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt die
Beschränktheit von R. Wir schließen daraus, dass es eine Konstante C > 0 gibt,
mit

∞∑
n=1

|f(xn)| ≤ C∥f∥

für alle f ∈ X ′. Sind N ∈ N und γ1, ..., γN ∈ KC
1 (0) beliebig, so gibt es nach

dem Satz von Hahn-Banach ein f ∈ X ′ mit ∥f∥ = 1 und

f

(
N∑

n=1

γnxn

)
=

∥∥∥∥∥
N∑

n=1

γnxn

∥∥∥∥∥ ,
weshalb ∥∥∥∥∥

N∑
n=1

γnxn

∥∥∥∥∥ =

∣∣∣∣∣
N∑

n=1

γnf(xn)

∣∣∣∣∣ ≤
N∑

n=1

|f(xn)| ≤ C.
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Lemma 5.18. Sei H ein Hilbertraum und (fn)n∈N eine Folge aus H, sodass∑∞
n=1 fn unbedingt konvergiert. Dann gilt

∞∑
n=1

∥fn∥2 < +∞.

Proof. Für je zwei f, g ∈ H gibt es ein ε ∈ C mit |ε| = 1 und

∥f∥2 + ∥g∥2 ≤ ∥f + εg∥2,

da etwa für ε := exp(i arg⟨f, g⟩)

∥f + εg∥2 = ∥f∥2 + ∥g∥2 + 2|⟨f, g⟩| ≥ ∥f∥2 + ∥g∥2.

Induktiv folgt, dass es eine Folge (εn)n∈N von komplexen Zahlen von Betrag
eins gibt mit

N∑
n=1

∥fn∥2 ≤

∥∥∥∥∥
N∑

n=1

εnfn

∥∥∥∥∥
2

für alle N ∈ N. Aus Lemma 5.17 folgt

∞∑
n=1

∥fn∥2 = sup
N∈N

N∑
n=1

∥fn∥2 ≤ sup
N∈N

∥∥∥∥∥
N∑

n=1

εnfn

∥∥∥∥∥
2

< +∞.

Satz 5.19. Sei (ψn)n∈N eine Folge von Elementen aus einem separablen Hilber-
traum H. Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

i) Die Folge (ψn)n∈N ist eine Riesz-Basis von H.

ii) Die Folge (ψn)n∈N bildet eine quasinormierte unbedingte Schauderbasis
von H.

Proof. Sei (ψn)n∈N eine Riesz-Basis von H. In Bemerkung 5.11 wurde fest-
gestellt, dass (ψn)n∈N quasinormiert ist, und in Bemerkung 5.14 wurde gezeigt,
dass jede Riesz-Basis eine unbedingte Schauderbasis ist. Somit ist i) ⇒ ii)
bewiesen.

Die interessantere Richtung ist ii) ⇒ i). Dazu sei (ψn)n∈N eine quasi-
normierte unbedingte Schauderbasis von H mit biorthogonaler Basis (ϕn)n∈N
wie in Satz 5.6, womit auch

span{(ψn)n∈N} = H = span{(ϕn)n∈N}.

Für f ∈ H konvergiert

f =

∞∑
n=1

⟨f, ϕn⟩ψn
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unbedingt. Aus Lemma 5.18 erhalten wir

∞∑
n=1

|⟨f, ϕn⟩|2∥ψn∥2 < +∞.

Da (ψn)n∈N quasinormiert ist, folgt daraus

∞∑
n=1

|⟨f, ϕn⟩|2 < +∞.

In Bemerkung 5.8 wurde gezeigt, dass mit (ψn)n∈N auch (ϕn)n∈N eine quasi-
normierte unbedingte Schauderbasis ist. Somit folgt analog zu oben auch

∞∑
n=1

|⟨f, ψn⟩|2 < +∞.

Wegen Satz 5.13 stellt sich (ψn)n∈N als Riesz-Basis heraus.
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6 Frames

In diesem Abschnitt wollen wir eine Verallgemeinerung von Riesz-Basen, soge-
nannte Frames, vorstellen. In einem gewissen Sinn verhalten sich Frames zu
Riesz-Basen so ähnlich wie Erzeugendensysteme zu Basen in der linearen Al-
gebra. Für eine detaillierte und leicht lesbare Einführung zum Thema Frames
verweisen wir auf [Chr03].

Im Folgenden sei H wieder ein separabler Hilbertraum.

6.1 Definition von Frames und der Frameoperator

Wir beginnen mit der Definition und ersten Eigenschaften von Frames.

Definition 6.1. Sei (fn)n∈N eine Folge von Elementen ausH. Die Folge (fn)n∈N
heißt Frame von H, falls es Konstanten A,B > 0 gibt, sodass für alle f ∈ H die
Ungleichungen

A∥f∥2 ≤
∞∑

n=1

|⟨f, fn⟩|2 ≤ B∥f∥2 (12)

gelten. Die Konstanten A und B heißen Frameschranken von (fn)n∈N.

Klarerweise ist jede Orthonormalbasis von H ein Frame. Aus Satz 5.13 folgt,
dass jede Riesz-Basis von H ein Frame ist. Allerdings ist nicht jeder Frame eine
Riesz-Basis, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 6.2. Sei (ξn)n∈N eine Orthonormalbasis von H. Dann ist{
ξ1,

1√
2
ξ2,

1√
2
ξ2,

1√
3
ξ3,

1√
3
ξ3,

1√
3
ξ3,

1√
4
ξ4,

1√
4
ξ4,

1√
4
ξ4,

1√
4
ξ4, ...

}
ein Frame mit Frameschranken A = B = 1. Da dieser Frame nicht quasi-
normiert ist, ist er sicherlich keine Riesz-Basis.

Der folgende Satz impliziert, dass ein Frame stets einen beschränkte Oper-
ator auf ℓ2(N) induziert.

Satz 6.3. Sei (fn)n∈N eine Folge von Elementen aus H und B > 0. Dann sind
die folgenden beiden Aussagen äquivalent:

i) Für alle f ∈ H gilt
∞∑

n=1

|⟨f, fn⟩|2 ≤ B∥f∥.

ii) Der lineare Operator

T :

{
ℓ2(N) → H

(cn)n∈N 7→
∑∞

n=1 cnfn

ist wohldefiniert und beschränkt mit ∥T∥ ≤
√
B.
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In dem Fall ist der adjungierte Operator T ∗ gegeben durch

T ∗ :

{
H → ℓ2(N)
f 7→ (⟨f, fn⟩)n∈N

. (13)

Proof. Wir zeigen zunächst die behauptete Darstellung von T ∗, wenn T wohldefiniert
und beschränkt ist. Für alle Elemente f ∈ H und alle Folgen (cn)n∈N ∈ ℓ2(N)
gilt dann

⟨T ((cn)n∈N), f⟩ =

〈 ∞∑
n=1

cnfn, f

〉
=

∞∑
n=1

cn⟨fn, f⟩ =
∞∑

n=1

cn⟨f, fn⟩,

woraus T ∗(f) = (⟨f, fn⟩)n∈N folgt.

Als nächstes zeigen wir i) ⇒ ii). Wir beginnen mit der Wohldefiniertheit
von T . Erfülle (fn)n∈N die Konvergenzbedingung in i) und sei (cn)n∈N ∈ ℓ2(N)
beliebig. Wir müssen die Konvergenz der Reihe

∞∑
n=1

cnfn

nachweisen. Dazu zeigen wir, dass die zugehörige Partialsummenfolge eine
Cauchyfolge ist. Ist ε > 0 beliebig und M ∈ N so, dass

∞∑
n=M

|cn|2 ≤ ε2

B
,

dann folgt für all N ≥M

∥∥∥∥∥
N∑

n=M

cnfn

∥∥∥∥∥ = sup
∥g∥=1

∣∣∣∣∣
〈

N∑
n=M

cnfn, g

〉∣∣∣∣∣
≤ sup

∥g∥=1

N∑
n=M

|cn| |⟨fn, g⟩|.

Mithilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir daraus∥∥∥∥∥
N∑

n=M

cnfn

∥∥∥∥∥
2

≤

(
N∑

n=M

|cn|2
)(

sup
∥g∥=1

N∑
n=M

|⟨fn, g⟩|2
)

≤ ε2

B
sup

∥g∥=1

∞∑
n=1

|⟨fn, g⟩|2.

Von

sup
∥g∥=1

∞∑
n=1

|⟨fn, g⟩|2 ≤ B
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schließen wir auf ∥∥∥∥∥
N∑

n=M

cnfn

∥∥∥∥∥ ≤ ε.

Also ist der Operator T wohldefiniert. Als nächstes weisen wir die Beschränktheit
von T nach. Sei (cn)n∈N ∈ ℓ2(N). Eine analoge Rechnung wie oben zeigt

∥T ((cn)n∈N)∥2 =

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

cnfn

∥∥∥∥∥
2

≤

( ∞∑
n=1

|cn|2
)(

sup
∥g∥=1

∞∑
n=1

|⟨fn, g⟩|2
)

≤ B

∞∑
n=1

|cn|2.

Damit erhalten wir ∥T∥ ≤
√
B.

Es bleibt noch zu zeigen, dass ii) die Aussage i) impliziert. Sei also T
wohldefiniert und beschränkt mit ∥T∥ ≤

√
B. Mit T ist auch T ∗ beschränkt,

wobei ∥T ∗∥ = ∥T∥. Für alle f ∈ H folgt mit der bereits gezeigten Darstellung
von T ∗ die Ungleichung

∞∑
n=1

|⟨f, fn⟩|2 = ∥T ∗(f)∥2 ≤ ∥T ∗∥2∥f∥2 ≤ B∥f∥2.

Man beachte, dass jeder Frame per Definition die Aussage ii) in Satz 6.3
erfüllt. Damit ist der Operator T aus Satz 6.3 für jeden Frame (fn)n∈N wohldefiniert
und beschränkt. Für einen Frame wird T auch Syntheseoperator genannt. Der
adjungierte Operator T ∗ heißt auch Analyseoperator.

Unter Verwendung der unteren Frameschranke lassen sich weitergehende
Aussagen zu den Operatoren T und T ∗ treffen.

Lemma 6.4. Ist (fn)n∈N ein Frame von H, dann ist der zu (fn)n∈N gehörende
Analyseoperator T ∗ stets injektiv, also ist

T ∗ : H → ran(T ∗)

beschränkt invertierbar mit abgeschlossenem ran(T ∗).
Weiters gilt ran(T ∗) = ℓ2(N) genau dann, wenn (fn)n∈N eine Riesz-Basis

von H ist. Das heißt, T ∗ (und damit auch T ) ist genau dann invertierbar, wenn
(fn)n∈N eine Riesz-Basis von H ist.

Proof. Mithilfe der Darstellung von T ∗ aus Satz 6.3 lässt sich (12) schreiben als

A∥f∥2 ≤ ∥T ∗(f)∥2 ≤ B∥f∥2
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für alle f ∈ H. Daraus folgt sofort, dass T ∗ injektiv ist, dass die Inverse
von T ∗ als Abbildung von ran(T ∗) → H beschränkt und dass ran(T ∗) in H
abgeschlossen ist.

Im Fall ran(T ∗) = ℓ2(N) ist der Operator T ∗ : H → ℓ2(N) bijektiv. Damit
ist auch T : ℓ2(N) → H beschränkt invertierbar. Für n ∈ N gilt

T ((δn,k)k∈N) = fn,

wobei δn,k das Kronecker-Delta bezeichnet. Nach Bemerkung 5.12 ist (fn)n∈N
eine Riesz-Basis von H.

Ist (fn)n∈N eine Riesz-Basis von H, so folgt aus der Eindeutigkeit der Ko-
effizienten für die Schauderbasis-Darstellung eines jeden f ∈ H, dass ker(T ) =
{0}. Da ran(T ∗) abgeschlossen ist, folgt ran(T ∗) = ℓ2(N).

Definition 6.5. Sei (fn)n∈N ein Frame von H und der Operator T definiert wie
in Aussage ii) von Satz 6.3. Dann nennen wir den Operator S := TT ∗ den von
(fn)n∈N induzierten Frameoperator.

Der folgende Satz zeigt einige wichtige Eigenschaften des Frameoperators,
und dass es möglich ist, jedes f ∈ H in eine Reihe bezüglich des Frames (fn)n∈N
zu entwickeln.

Satz 6.6. Sei (fn)n∈N ein Frame mit zugehörigem Frameoperator S.

i) Der Operator S ist beschränkt, selbstadjungiert und invertierbar, wobei für
alle f ∈ H

Sf =

∞∑
n=1

⟨f, fn⟩fn.

ii) Für alle f ∈ H gilt

f =

∞∑
n=1

⟨f, S−1fn⟩fn.

Proof. Der Operator S = TT ∗ ist als Zusammensetzung beschränkter Opera-
toren selbst beschränkt. Für alle f, g ∈ H gilt

⟨TT ∗f, g⟩ = ⟨T ∗f, T ∗g⟩ = ⟨f, TT ∗g⟩,

womit S selbstadjungiert ist. Durch Einsetzen in die Definition von S folgt für
alle f ∈ H die Gleichheit

Sf = T ((⟨f, fn⟩)n∈N) =

∞∑
n=1

⟨f, fn⟩fn.

Um die Invertierbarkeit von S zu zeigen, verwenden wir die bekannte Tat-
sache, dass I−W invertierbar ist, fallsW ∈ Lb(H) mit ∥W∥ < 1. Seien A,B > 0
die untere bzw. obere Frameschranke von (fn)n∈N. Da für alle f ∈ H

∥f∥2 − 1

B

∞∑
n=1

|⟨f, fn⟩|2 ≥ 0
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gilt, und da mit S auch der Operator I − 1
BS selbstadjungiert ist, folgt∥∥∥∥I − 1

B
S

∥∥∥∥ = sup
∥f∥=1

∣∣∣∣〈f − 1

B
Sf, f

〉∣∣∣∣
= sup

∥f∥=1

{
∥f∥2 − 1

B

∞∑
n=1

|⟨f, fn⟩|2
}

≤ B −A

B
< 1.

Infolge ist I − (I − 1
BS) =

1
BS und damit auch S invertierbar.

Mit der Beschränktheit und Selbstadjungiertheit von S folgt auch

f = S(S−1f) =

∞∑
n=1

⟨S−1f, fn⟩fn =

∞∑
n=1

⟨f, S−1fn⟩fn, f ∈ H.

Der Beweis von Satz 6.6 zeigt, dass im Fall A = B stets S = BI gilt. Weiters
sei bemerkt, dass mit (fn)n∈N auch (S−1fn)n∈N ein Frame ist. In der Literatur
nennt man (S−1fn)n∈N auch den zu (fn)n∈N dualen Frame.

Bemerkung 6.7. Satz 6.6 impliziert, dass für einen Frame (fn)n∈N der zugehörige
Syntheseoperator T stets surjektiv ist. Aus Lemma 6.4 wissen wir bereits, dass
(fn)n∈N genau dann eine Riesz-Basis ist, wenn T invertierbar ist. Somit erhal-
ten wir die folgende Aussage: Ein Frame (fn)n∈N ist genau dann eine Riesz-
Basis von H, wenn der induzierte Syntheseoperator T injektiv ist.

Schlussendlich weisen wir noch darauf hin, dass sich gemäß Satz 6.6 zwar
jedes f ∈ H bezüglich einem Frame in eine Reihe entwickeln lässt, aber die Rei-
henkoeffizienten keineswegs eindeutig sein müssen. Damit offenbart sich eine
Analogie zwischen Frames und Riesz-Basen sowie Erzeugendensystemen und
Basen im Sinne der linearen Algebra: Jedes Element f ∈ H lässt sich (in all-
gemein nicht eindeutiger Weise) als Reihe bezüglich einem Frame schreiben,
während es bezüglich einer Riesz-Basis stets in eindeutiger Weise in eine Reihe
entwickelt werden kann. Analog dazu lässt sich jedes Element eines Vektor-
raumes stets (in allgemein nicht eindeutiger Weise) aus einem Erzeugendensys-
tem linearkombinieren, während es sich bezüglich einer Basis stets eindeutig
linearkombinieren lässt.

6.2 Frames und Riesz-Basen

Wir wissen bereits, dass jede Riesz-Basis ein Frame ist. In diesem Unterkapi-
tel diskutieren wir die Frage, wann ein Frame eine Riesz-Basis ist. In diesem
Zusammenhang werden wir auf weitere Analogien zur linearen Algebra stoßen.
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Wir haben bereits gezeigt, dass sich jedes Element f ∈ H bezüglich einem
Frame (fn)n∈N in eine Reihe entwickeln lässt. Wie wir gesehen haben, gilt

f =

∞∑
n=1

⟨f, S−1fn⟩fn, (14)

wobei S der zu (fn)n∈N gehörende Frameoperator ist. Wir haben auch erwähnt,
dass diese Reihendarstellung nicht eindeutig sein muss. Allerdings gibt es einen
Zusammenhang zwischen den Koeffizienten der verschiedenen Reihenentwick-
lungen.

Lemma 6.8. Sei (fn)n∈N ein Frame von H, f ∈ H beliebig, sowie (cn)n∈N ∈
ℓ2(N), sodass

f =

∞∑
n=1

cnfn.

Dann folgt

∞∑
n=1

|cn|2 =

∞∑
n=1

|⟨f, S−1fn⟩|2 +
∞∑

n=1

|cn − ⟨f, S−1fn⟩|2.

Proof. Wegen
∞∑

n=1

(cn − ⟨f, S−1fn⟩)fn = f − f = 0,

gilt (cn − ⟨f, S−1fn⟩)n∈N ∈ ker(T ), wobei T der von (fn)n∈N induzierte Syn-
theseoperator aus Satz 6.3 ist. Aufgrund der Selbstadjungiertheit von S folgt
(⟨f, S−1fn⟩)n∈N = (⟨S−1f, fn⟩)n∈N und damit (⟨f, S−1fn⟩)n∈N ∈ ran(T ∗). We-
gen ker(T ) = ran(T ∗)⊥, sind die Folgen (cn−⟨f, S−1fn⟩)n∈N und (⟨f, S−1fn⟩)n∈N
in ℓ2(N) zueinander orthogonal, wobei

(cn)n∈N = (⟨f, S−1fn⟩)n∈N + (cn − ⟨f, S−1fn⟩)n∈N.

Die Aussage des Lemmas folgt somit aus dem Satz des Pythagoras.

In diesem Kapitel werden sogenannte exakte Frames eine Rolle spielen.

Definition 6.9. Ein Frame (fn)n∈N von H heißt exakt, falls für alle k ∈ N die
durch

f̃n :=

{
fn, n < k,
fn+1, n ≥ k,

definierte Folge kein Frame mehr ist. In anderen Worten, die Entfernung eines
beliebigen Elements fk aus dem Frame (fn)n∈N führt zum Verlust der Frameeigen-
schaft.

Exakte Frames kann man sich in gewisser Weise als minimale Frames vorstellen.
Der folgende Satz zeigt, dass die Exaktheit eines Frames zur Existenz einer zu
dem Frame biorthogonalen Folge äquivalent ist.
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Satz 6.10. Sei (fn)n∈N Frame und S der von diesem Frame induzierte Frame-
operator. Falls der Frame (fn)n∈N exakt ist, so sind die Folgen (fn)n∈N und
(S−1fn)n∈N biorthogonal zueinander, also

⟨fj , S−1fn⟩ = δj,n

für alle j, n ∈ N.
Umgekehrt ist der Frame (fn)n∈N exakt, wenn es eine Folge von Elementen

aus H gibt, welche zu (fn)n∈N biorthogonal ist.

Proof. Sei j ∈ N beliebig und definiere für n ∈ N

αn := ⟨fj , S−1fn⟩.

Wir müssen zeigen, dass αn = δj,n gilt. Aus (14) folgt fj =
∑∞

n=1 αnfn,
wodurch gemäß Lemma 6.8

1 =

∞∑
n=1

δj,n =

∞∑
n=1

|αn|2 +
∞∑

n=1

|αn − δj,n|2

= |αj |2 +
∞∑

n=1
n ̸=j

|αn|2 + |αn − 1|2 +
∞∑

n=1
n ̸=j

|αn|2.
(15)

Im nächsten Schritt leiten wir aus der Exaktheit von (fn)n∈N die Gleichung

αj = 1 her. Seien A,B > 0 die Frameschranken von (fn)n∈N, und sei (f̃n)n∈N
die Folge, die entsteht, wenn wir fj aus (fn)n∈N entfernen, also

f̃n :=

{
fn, n < j,
fn+1, n ≥ j.

Wir zeigen, dass αj ̸= 1 die Frame-Eigenschaft der Folge (f̃n)n∈N impliziert.

Offenbar erfüllt (f̃n)n∈N für alle f ∈ H die Ungleichung

∞∑
n=1

|⟨f, f̃n⟩|2 ≤ B∥f∥2.

Wegen αj ̸= 1 gilt

fj =
1

1− αj

∞∑
n=1
n ̸=j

αnfn.

Für alle f ∈ H folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

|⟨f, fj⟩|2 =

∣∣∣∣∣∣∣
1

1− αj

∞∑
n=1
n̸=j

αn⟨f, fn⟩

∣∣∣∣∣∣∣
2

≤ 1

|1− αj |2
∞∑

n=1
n ̸=j

|αn|2
∞∑

n=1
n ̸=j

|⟨f, fn⟩|2 = C

∞∑
n=1
n ̸=j

|⟨f, fn⟩|2,
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wobei

C :=
1

|1− αj |2
∞∑

n=1
n ̸=j

|αn|2.

Man beachte, dass C unabhängig von f ist. Es folgt

A∥f∥2 ≤
∞∑

n=1

|⟨f, fn⟩|2 = |⟨f, fj⟩|2 +
∞∑

n=1
n ̸=j

|⟨f, fn⟩|2

≤ (1 + C)

∞∑
n=1
n ̸=j

|⟨f, fn⟩|2 = (1 + C)

∞∑
n=1

|⟨f, f̃n⟩|2.

Somit ist (1+C)−1A eine untere Frameschranke von (f̃n)n∈N und (f̃n)n∈N bildet
einen Frame. Dies ist aber ein Widerspruch, da (fn)n∈N als exakt vorausgesetzt
wurde. Wir haben damit gezeigt, dass αj = 1 gelten muss.

Mit αj = 1 folgt aus (15), dass für alle n ∈ N mit n ̸= j die Gleichung
αn = 0 gelten muss. Somit folgt αn = δj,n und die erste Aussage des Satzes ist
bewiesen.

Sei nun angenommen, dass es zu dem Frame (fn)n∈N eine biorthogonale
Folge gibt. Für beliebiges j ∈ N setzen wir

f̃n :=

{
fn, n < j,
fn+1, n ≥ j,

und zeigen, dass (f̃n)n∈N kein Frame ist. Gemäß Lemma 5.5 gilt

fj /∈ span{fn | n ∈ N, n ̸= j}.

Insbesondere ist die lineare Hülle von span{fn | n ∈ N, n ̸= j} nicht dicht in H.
Daher gibt es ein f ∈ H mit f ̸= 0 und ⟨f, fn⟩ = 0 für alle n ∈ N \ {j}. Dieses
f erfüllt ∥f∥ > 0 und

∞∑
n=1

|⟨f, f̃n⟩|2 =

∞∑
n=1
n ̸=j

|⟨f, fn⟩|2 = 0,

womit keine positive untere Frameschranke existieren kann. Für jedes j ∈ N ist
(f̃n)n∈N daher kein Frame, also ist (fn)n∈N exakt.

Mithilfe der obigen Resultate können wir untersuchen, wann ein Frame eine
Riesz-Basis von H ist.

Satz 6.11. Sei (fn)n∈N ein Frame von H. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:
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i) Der Frame (fn)n∈N ist eine Riesz-Basis von H.

ii) Der Frame (fn)n∈N ist eine Schauderbasis von H.

iii) Der Frame (fn)n∈N ist stark linear unabhängig.

iv) Für alle j ∈ N gilt

fj /∈ span{fn | n ∈ N, n ̸= j}.

v) Es existiert eine zu (fn)n∈N biorthogonale Folge.

vi) Der Frame (fn)n∈N ist exakt.

Proof. Aus Bemerkung 5.11 wissen wir, dass jede Riesz-Basis eine Schauderbasis
ist. Aus der Definition einer Schauderbasis folgt unmittelbar, dass jede Schaud-
erbasis stark linear unabhängig ist. Also haben wir i) ⇒ ii) und ii) ⇒ iii)
verifiziert.

Die starke lineare Unabhängigkeit des Frames (fn)n∈N heißt genau, dass der
zugehörige Syntheseoperator T injektiv ist. Nach Bemerkung 6.7 ist (fn)n∈N
eine Riesz-Basis; also gilt iii) ⇒ i).

Die Aussage i) ⇒ v) erhalten wir sofort aus Bemerkung 5.11.

Die Äquivalenz der Aussagen iv) und v) wurde in Lemma 5.5 gezeigt, und
Satz 6.10 besagt, dass die Aussagen v) und vi) aquivalent sind.

Es bleibt noch die Aussage v) ⇒ i) zu zeigen. Sei (fn)n∈N ein Frame mit
biorthogonaler Folge (gn)n∈N und induziertem Syntheseoperator T . Gemäß Be-
merkung 6.7 reicht es zu zeigen, dass T injektiv ist. Sei g ∈ H beliebig und
(cn)n∈N ∈ ℓ2(N) so, dass

f =

∞∑
n=1

cnfn.

Für alle j ∈ N folgt

⟨f, gj⟩ =
∞∑

n=1

cn⟨fn, gj⟩ = cj .

Somit gilt (cn)n∈N = (⟨f, gn⟩)n∈N, was die Injektivität von T beweist.

Zum Abschluss wollen wir noch gewisse Analogien zur linearen Algebra be-
tonen. Es ist bekannt, dass in der linearen Algebra eine Basis genau ein linear
unabhängiges Erzeugendensystem ist. Analog dazu ist eine Riesz-Basis genau
ein stark linear unabhängiger Frame.

In der linearen Algebra ist eine Basis genau ein minimales Erzeugendensys-
tem. Analog dazu ist eine Riesz-Basis genau ein exakter Frame.
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Aus der linearen Algebra ist auch bekannt, dass ein Erzeugendensystem
genau dann minimal ist, wenn es linear unabhängig ist. Analog dazu ist ein
Frame genau dann exakt, wenn er stark linear unabhängig ist.

Es sei noch bemerkt, dass nicht alle Aussagen bezüglich Erzeugendensyste-
men und Basen im Sinne der linearen Algebra analog für Frames und Riesz-
Basen gelten. Aus der linearen Algebra ist z. B. bekannt, dass jedes Erzeugen-
densystem eine Teilmenge enthält, welche eine Basis ist.

Die analoge Aussage für Frames gilt aber nicht. So ist z. B. keine abzählbare
Teilmenge des Frames in Beispiel 6.2 quasinormiert. Daher ist keine Teilmenge
dieses Frames eine Riesz-Basis.
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Der gesamte Inhalt basiert auf Kapitel 1 und 2 von [Dau92].

7 Wavelet-Transformation

7.1 Introduction

Die Fourier-Transformation ist eine Zerlegung eines Signals f in seine Frequen-
zkomponenten. Ein L1(R)-Signal wird auf das Vorkommen der Frequenz ξ ∈ R
durch Integration mit der Frequenzfunktion e−iξx = cos(ξx)− i sin(ξx) getestet.
Die gewählte Frequenzfunktion ist periodisch und hat damit nicht kompakten
Träger.

7.1.1 Fourier-Transformation

Definition 7.1 (Fourier-Transformation). Die klassische Fourier”=Transformation
F [f ] von f ∈ L1(R) an der Stelle ξ ∈ R ist gegeben durch

F [f ](ξ) =
1√
2π

∫
R
e−iξxf(x)dx.

Akustische Signale, wie z.B. Musik oder Sprache, kann man als eine Funk-
tion des Luftdrucks in der Zeit betrachten. Dieser Luftdruck wird von einem
Messgerät (Mikrofon) in ein elektrisches Signal umgewandelt. Dieses analoge,
kontinuierliche Signal wird mit Hilfe einer konstanten Abtastrate in ein digi-
tales, diskretes Signal transformiert. Das Abtasttheorem besagt, dass die Ab-
tastrate doppelt so hoch sein muss wie die maximal aufzulösende Frequenz. Da
das menschliche Gehör eine maximale Frequenz von ca. 22.000Hz wahrnehmen
kann, wird die Abtastrate bei mindestens 44.000Hz gewählt. Die Musikqualität
wird weiters durch die verwendete bit-Rate, also die Genauigkeit, mit der die
Amplitudenwerte gespeichert werden, bestimmt. Bei einem 16bit Stereo-Signal
werden pro Sekunde also 44.000Hz · 2 · 16bit = 176KiB/s bzw. 0, 634GiB/h ge-
braucht. Das Dateiformat .wav speichert akustische Signale genau in solchen
diskreten Zeitserien.

Um die Datenmenge einer Audiodatei, die als diskrete Zeitserie des Luft-
drucks gespeichert ist zu komprimieren, gibt es mehrere Ansätze. In der Musik
werden Notenblätter zur Speicherung von Tonabfolgen verwendet. Diese Noten
definieren eine bestimmte Frequenz für kompakte Zeiträume. Daher die Idee,
vorkommende Intervalle von gleichen oder ähnlichen Frequenzen zur Speicherung
von Musik zu nutzen. Die Fourier-Transformation ist dafür nicht geeignet, da
das gesamte Musikstück auf einmal auf vorkommende Frequenzen getestet wird.
Grund dafür ist, dass der Träger der Frequenzfunktion nicht kompakt ist. Um
eine Audioaufnahme von Musik auf Frequenzen in kompakten Teilintervallen
zu testen, ist es naheliegend eine Frequenzfunktion mit kompaktem Träger zu
verwenden.
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7.1.2 Window Fourier-Transformation

DieWindow Fourier-Transformation (Fenster Fourier”=Transformation) ändert
die Frequenzfunktion so, dass sie kompakten Träger hat. Hierbei wird als Fre-
quenzfunktion die Funktion e−iξx mit einer stetigen Funktion mit kompaktem
Träger g : R → R multipliziert. Durch Einführen eines zusätzlichen Parameters
t wird der Träger der Funktion g verschoben. Damit ist es möglich, die gesamte
Funktion f zu testen.

Definition 7.2 (Window Fourier-Transformation). Sei g ∈ L1(R) mit kompak-
tem Träger und f ∈ L1(R), dann ist die Window Fourier-Transformation der
Frequenz ξ ∈ R zum Zeitpunkt t ∈ R gegeben durch

[T win
t f ](ξ) =

1√
2π

∫
R
g(x− t)e−iξxf(x)dx.

Es stellt sich heraus, dass die fixe Fenstergröße der Funktion g ungeeignet
ist, um hohe Frequenzbandbreiten abzudecken. Gerade im Fall von akustis-
chen Signalen für das menschliche Gehör ist es notwendig, Signale auf Fre-
quenzen zwischen 20Hz und 22.000Hz mit hoher Genauigkeit zu testen. Durch
Skalieren des Trägers mittels einer Streckung der Funktion g wird die Fen-
stergröße verändert. Durch Koppelung der Frequenz ξ und der Skalierung
der Fenstergröße ist es möglich, die Funktion mit kompaktem Träger g und
die Frequenzfunktion e−ixξ zusammenzufassen zu einer Basis-Frequenzfunktion
1
2π g(

x−b
a ) exp(−ix−b

a ), die mit a gestreckt und mit b verschoben wird. Eine Ver-
allgemeinerung dieser zusammengefassten Frequenzfunktion ist die (kontinuier-
liche) Wavelet”=Transformation.

7.1.3 Kontinuierliche Wavelet-Transformation

Die Wavelet-Transformation testet ein Signal f mit der Frequenzfunktion Ψ,
die i.A. nicht periodisch ist. Durch Streckung und Translation wird die gesamte
Funktion getestet. Eine Basis-Frequenzfunktion Ψ wird anhand der Parameter
a, b ∈ R, a ̸= 0 mit Ψa,b(x) = |a|−1/2Ψ(x−b

a ) verschoben und gestreckt, während
die L2-Norm gleich bleibt.

Definition 7.3 (Wavelet, Wavelet-Transformation). EinWavelet ist eine Funk-
tion Ψ ∈ L2(R,C), die zusätzlich die Bedingung 0 < CΨ <∞ für

CΨ := 2π

∫
R
|ξ|−1|F [Ψ](ξ)|2dξ

erfüllt.
Die Wavelet-Transformatoin einer Funktion f ∈ L2(R) an a, b ∈ R, a ̸= 0 ist

gegeben durch

[T wavf ](a, b) =

∫
R
f(x)Ψa,b(x)dx = ⟨f,Ψa,b⟩L2(R) .
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(a) Fourier-Transformation von f (b) Wavelet-Transformation von f

Figure 3: Fourier- und Wavelet-Transformation in direktem Vergleich anhand
der Funktion f(x) = cos (2π(20 + 10x)x) + sin (2π100x)

7.2 Beispiele

In der linken Hälfte der Abbildung 3 wird die Fourier-Transformation eines Sig-
nals f dargestellt, welches vom Zeitintervall [0, 1] nach [−2, 2] abbildet. Der
Real- und Imaginärteil sind separat dargestellt. Die ungeraden Teile des Sig-
nals, also die sin-Terme, sind nur im Imaginärteil der Fourier-Transformierten
sichtbar. Die geraden Teile des Signals, also die cos-Terme, sind nur im Real-
teil der Fourier-Transformierten sichtbar. Die verändernde Frequenz der cos-
Terme wird von der Fourier-Transformation nur als ein Intervall an Frequenzen
zwischen 20 und 30 Herz erkannt. Eine zeitliche Trennung der verschiedenen
Frequenzen ist hier nicht möglich.

In der rechten Hälfte der Abbildung 3 ist die Wavelet-Transformation dargestellt.
In der ersten Box ist das Signal f , das transformiert wird, abgebildet. Die zweite
Box zeigt ein Wavelet Ψ, das für die komplexwertige Wavelet-Transformation
verwendet wurde. In der dritten Box ist der Absolutbetrag der Wavelet Trans-
formation farblich visualisiert. Man erkennt einen hellen horizontalen Streifen
am unteren Ende der Grafik, dieser kommt von dem hohen Integralwert beim
Testen des Signals f mit der Frequenzfunktion der Art Ψ4,b. Diese Komponen-
ten sind genau die sin-Komponenten. Der stärker erkennbare Streifen darüber,
der abfallend ist, visualisiert die Integralwerte beim Testen mit einer Frequenz-
funktion mit abfallendem Skalierungsfaktor a für steigenden Translationsfaktor
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b. Erkenntnisse über Symmetrieeigenschaften des Signals gehen verloren, dafür
wird ein Zusammenhang der Frequenz und dem zugehörigen Zeitpunkt dazuge-
wonnen.

In Abbildung 4 wird die Fenster-Fourier-Transformation und die Wavelet-
Transformation anhand eines kurzen hochfrequenten Signals f verglichen. Im
obersten Block ist das Signal f und das für die Wavelet-Transformation verwen-
dete Wavelet Ψ abgebildet. Im zweiten Block ist die Fourier-Transformation in
positiven und negativen Komponenten dargestellt. Im Vergleich zum Signal f
hat die Fouriertransformation nicht-lokalen Träger. Im dritten Block ist die
Fenster-Fourier-Transformation der Funktion f abgebildet. Als Funktion mit
kompaktem Träger wurde hier die Funktion

gt1,t2,ϵ(x) =


x−t1+ϵ

ϵ x ∈ (t1 − ϵ, t1)

1 x ∈ [t1, t2]
t2−x+ϵ

ϵ x ∈ (t2, t2 + ϵ)

0 sonst

verwendet. Dabei wurde ϵ > 0 als Zeitdauer zwischen zwei Abtastungen des
Signals gewählt, sodass die Werte an den Fensterübergängen an beiden Seiten
mitwirken. Die Werte t1, t2 wurden so gewählt, dass t2 − t1 + ϵ = 0.05, sodass
20 Fenster für die diskrete Fenster Fourier-Transformation verwendet werden.
Wenn der Verschiebungsparameter der Fenster Fourier-Transformation t gleich
0.5 ist, ist das verwendete Fenster [0.5− ϵ, 0.55+ ϵ] eine Obermenge des Trägers
der Funktion f . Damit ist diese diskrete Fenster Fourier-Transformation mit
t = 0.5 gleich der diskreten Fourier-Transformation von f ohne Fenster. In der
vierten Box ist die Wavelet-Transformation von f abgebildet. Hier erkennt man
die zeitliche Lokalität und die konstante Frequenz des Signals f in der Wavelet-
Transformation durch den kleinen hellen bereich in der mitte unten bei a = 3
und b = 0.5.

In Abbildung 5 ist eine Audiodatei mithilfe der Fenster Fourier”=Transformation
und der Wavelet-Transformation transformiert worden. Die Audiodatei ist eine
Aufnahme des Autors, Lorenz Fischl, der den Begriff Test in der 1.2s langen
Aufnahme spricht. Die Fourier-Transformation, in der zweiten Box, gibt die
Frequenzen an, die notwendig sind, um die gesamte Audiodatei als einen kon-
stanten Ton abzuspielen. Die Fenster-Fourier-Transformation und die Wavelet-
Transformation, in der dritten und vierten Box, sind gleich gewählt wie in
Abbildung 4. Man erkennt eindeutig, dass die Lokalität in der Zeit und die
Lokalität der verwendeten Frequenzen der männlichen Stimme bei der Wavelet-
Transformation erhalten bleiben konnten. Bei der Fenster-Fourier-Transformation
hingegen sind an großen Teilen Frequenzen im gesamten Frequenzspektrum
erkannt.

Es ist naheliegend, dass beim Komprimieren oder Analysieren von Signalen,
bei denen der zeitliche Zusammenhang der vorkommenden Frequenzen wichtig
ist, die Wavelet-Transformation bevorzugt werden kann.
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Figure 4: Ein Vergleich der Fenster-Fourier- und der Wavelet-Transformation
der Funktion f(x) = cos (2π100x) für x ∈ (0.5, 0.53) und f(x) = 0 sonst.
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Figure 5: Ein Vergleich der Fenster-Fourier- und der Wavelet-Transformation
anhand einer Audiodatei.
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7.3 Wavelet-(Rück)Transformation mit gleichem Basis-Wavelet

Wir wollen nun zeigen, dass aus der Wavelet-Transformation einer Funktion
f ∈ L2(R) die ursprüngliche Funktion durch

C−1
Ψ

∫
R

∫
R
[T wavf ](a, b)Ψa,b(x)

da

a2
db (16)

zurückgewonnen werden kann. Als Erstes wollen wir zeigen, dass dies im L2(R)-
Sinn funktioniert, dazu benötigen wir die folgende Proposition.

Proposition 7.4. Seien f, g ∈ L2(R) und Ψ ∈ L2(R) das Basis-Wavelet, das
0 < CΨ <∞ erfüllt. Dann folgt

C−1
Ψ

∫
R

∫
R
[T wavf ](a, b)[T wavg](a, b)

da

a2
db = ⟨f, g⟩L2(R). (17)

Proof. Der Beweis besteht aus drei Schritten:

1. Darstellung der Anwendung des Wavelet-Transformations-Operators als
Faltung

2. Umwandeln der Faltung in eine Multiplikation mithilfe der Fourier”=Transformation

3. Herausheben der Basis-Waveletfunktion Ψ

Schritt 1: Sei τb : C → C : z 7→ z− b der Translationsoperator und ηα : C → C :
z 7→ αz der Multiplikationsoperator, so kann das Strecken und Verschieben der
Waveletfunktion Ψa.b(x) = |a|−1/2Ψ(x−b

a ) zu

Ψa.b(x) = |a|−1/2Ψ ◦ ηa−1 ◦ τb(x)

umgeschrieben werden.
Damit formen wir nun den Wavelet-Transformations-Operator zu einer Fal-

tung um.

[T wavf ](a, b) = ⟨f,Ψa,b⟩L2(R)

= |a|−1/2 ⟨f,Ψ ◦ ηa−1 ◦ τb⟩L2(R)

= |a|−1/2
[
f ∗Ψ ◦ ηa−1

]
(b) (18)

Aus der Fourier-Analysis ist bekannt, dass der Operator F ein isometrischer
Isomorphismus und Automorphismus des L2 ist. Das zweifache Anwenden der
Fourier-Transformation verursacht eine Spiegelung (S = η−1), das bedeutet f =
F2[f ◦η−1] = F2[f ◦S] und damit auch F [f ◦S] = F−1[f ]. Das Vertauschen der
Konjugation und der Fourier-Transformation bewirkt ebenfalls eine Spiegelung,
das heißt F [f ] = F [f ◦ S].
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Für das Vertauschen einer Streckung von f mit α ∈ R, α ̸= 0 mit der Fourier-
Transformation gilt durch die Transformation y = αx,

F [f ] ◦ ηα(ξ) = (2π)−
1
2

∫
e−iαξxf(x)dx =

1

α
√
2π

∫
e−iξyf

( y
α

)
dy

=
1

α
F [f ◦ ηα−1 ](ξ). (19)

Der Faltungssatz besagt für zwei Funktionen, deren Fourier-Transformation
existiert, dass die Faltung der Fourier-transformierten Funktionen die Fourier-
Transformation ihres punktweisen Produkts gestreckt mit

√
2π ist. Es gilt also

für Funktionen h1, h2, für die F [h1] und F [h2] existiert, dass F [h1] ∗ F [h2] =√
2πF [h1h2].
Schritt 2: Wir wenden bei (18) an beiden Seiten der Faltung die zweifache

Fourier”=Transformation an. Da Ψ ∈ L2(R,C), ist auch Ψ ◦ η−a−1 ∈ L2(R,C)
und laut Voraussetzung ist auch f ∈ L2(R), womit auch F2[f ◦ S] ∈ L2(R) ist.
Da die Fourier-Transformation und die Konjugation Automorhpismen des L2

sind, ist der Faltungssatz anwendbar. Wir erhalten

[T wavf ](a, b) = |a|− 1
2

[
F2[f ◦ S] ∗ F2[Ψ ◦ ηa−1 ◦ S]

]
(b)

=
√
2π|a|− 1

2F
[
F [f ◦ S] · F [Ψ ◦ η−a−1 ]

]
(b).

Durch Anwenden der Fourier-Umformungen F [f◦S] = F−1[f ] und (19) erhalten
wir

[T wavf ](a, b) = −
√
2πa

1
2F
[
F−1[f ] · F [Ψ] ◦ η−a

]
(b). (20)

Schritt 3: Durch Einsetzen der Umformung des Wavelet”=Transformations”=Operators
als Produkt (20) sehen wir, dass die linke Seite von (17) sich darstellen lässt als

C−1
Ψ

∫
R

∫
R
2πaF

[
F−1[f ] · F [Ψ] ◦ η−a

]
(b)F

[
F−1[g] · F [Ψ] ◦ η−a

]
(b)

da

a2
db

Durch Anwenden der Isometrieeigenschaft der Fourier-Transformation erhalten
wir daraus

2πC−1
Ψ

∫
R

〈
a−1F−1[f ](b) · F [Ψ] ◦ η−a(b),F−1[g](b) · F [Ψ] ◦ η−a(b)

〉
L2

db.

Da F−1[f ] und F−1[g] unabhängig von a sind, können diese als Skalare aus dem
Skalarprodukt gezogen werden. Durch eine Transformation von a zu ã = −ab
erhalten wir aus

∫
R |F [Ψ](−ab)|2 da

a das Integral
∫
R |F [Ψ](ã)|2 dã

−ab = CΨ(2π)
−1
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und können dieses herausheben. Wir erhalten

2πC−1
Ψ

∫
R
F−1[f ](b)F−1[g](b)

〈
a−1F [Ψ] ◦ η−a(b),F [Ψ] ◦ η−a(b)

〉
L2

db

= 2πC−1
Ψ

∫
R
F−1[f ](b)F−1[g](b)

∫
R
|F [Ψ](−ab)|2 da

a︸ ︷︷ ︸
=CΨ(2π)−1

db

=

∫
R
F−1[f ](b)F−1[g](b)db

=
〈
F−1[f ],F−1[g]

〉
L2 .

Durch die Isometrieeigenschaft der Fourier-Transformation erhalten wir

⟨f, g⟩L2

und damit, was zu zeigen war.

Das Anwenden des Wavelet-Operators und das Integral über a und b mit
zwei verschiedenen Maßen in (17) ist ein Skalarprodukt von f und g, des Wavele-
traums. Damit ist die Proposition 7.4 eine Isometrieeigenschaft.

Nun zeigen wir, dass die inverse Wavelet-Transformation mit (16) auf beschränkten
Intervallen in der L2-Norm gegen f konvergiert. Das Intervall ist dabei so
gewählt, dass x−b

a überall definiert und beschränkt ist.

Satz 7.5. Sei f ∈ L2(R) und Ψ ∈ L2(R) ein Basis-Wavelet, das 0 < CΨ <∞
erfüllt, dann gilt

lim
A2,B→∞
A1→0+

∥∥∥∥∥∥∥∥∥f − C−1
Ψ

∫∫
A1<|a|<A2

|b|<B

[T wavf ](a, b)Ψa,b(·)
da

a2
db

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
L2(R)

= 0. (21)

Proof. Seien A1, A2, B ∈ R+ fest, dann setzen wir I = {(a, b) : A1 < |a| <
A2, |b| < B}. Wir nutzen die Hilbertraumeigenschaft ∥x∥ = sup∥y∥=1⟨x, y⟩ der
Norm in (21) und erhalten∥∥∥∥∥∥f − C−1

Ψ

∫∫
I

[T wavf ](a, b)Ψa,b
da

a2
db

∥∥∥∥∥∥
2

L2(R)

= sup
∥g∥=1

∣∣∣∣∣∣∣
〈
f − C−1

Ψ

∫∫
I

[T wavf ](a, b)Ψa,b
da

a2
db, g

〉
L2(R)

∣∣∣∣∣∣∣
= sup

∥g∥=1

∣∣∣∣∣∣⟨f, g⟩L2(R) −
∫
R
C−1

Ψ

∫∫
I

[T wavf ](a, b)Ψa,b(x)
da

a2
db g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ .
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Mit Hilfe des Satzes von Fubini können Ψa,b(x) und g(x) zu einer Anwendung
des Wavelet-Operators auf g zusammengefasst werden. Danach setzen wir in
Proposition 7.4 für ⟨f, g⟩L2(R) ein und subtrahieren die Integrale. Der Rest

des Integrals auf Ic wird mit der Hölderungleichung mit p = q = 1
2 an dem

Skalarprodukt des Waveletraumes abgeschätzt. Wir erhalten

sup
∥g∥=1

∣∣∣∣∣∣⟨f, g⟩L2(R) − C−1
Ψ

∫∫
I

[T wavf ](a, b)[T wavg](a, b)
da

a2
db

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

∥g∥=1

∣∣∣∣∣∣C−1
Ψ

∫∫
Ic

[T wavf ](a, b)[T wavg](a, b)
da

a2
db

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

∥g∥=1

C−1
Ψ

∫∫
Ic

|[T wavf ](a, b)|2 da
a2
db

 1
2

︸ ︷︷ ︸
→0 für A1→0 und A2,B→∞

∫∫
Ic

|[T wavg](a, b)|2 da
a2
db

 1
2

︸ ︷︷ ︸
≤1

Der zweite Term ist beschränkt durch das Integral auf ganz R. Durch Proposi-
tion 7.4 ist dieser gleich ∥g∥L2 = 1. Der Integrand im ersten Term ist integrier-
bar, damit verschwindet das Integral für A1 → 0+ und A2, B → ∞.

Satz 7.5 zeigt, dass aus der Wavelet-Transformation von f ∈ L2 mit einem
Wavelet in L2 das die Bedinung 0 < CΨ <∞ erfüllt, durch die Rücktransformation
die im L2-Sinn selbe Funktion zurückgewonnen werden kann.

7.4 Wavelet-(Rück)Transformation mit verschiedenen Basis-
Wavelets

Eine Sonderform der Wavelet-Transformation ist die Transformation mit einem
Wavelet Ψ1 und die Rücktransformation mit einem Wavelet Ψ2. Es ist möglich,
theoretische Resultate für die Rücktransformation mit starken Vorraussetzungen
an Ψ2 zu erhalten, obwohl für die Transformation nur schwache Vorraussetzun-
gen an Ψ1 gelten.

Gegeben ist ein Waveletpaar, zwei Funktionen Ψ1,Ψ2 ∈ L2(R), die die Be-
dingung 0 < CΨ1,Ψ2

<∞ für

CΨ1,Ψ2 = 2π

∫
R
|Ψ̂1(ξ)||Ψ̂2(ξ)|

dξ

|ξ|

erfüllen. Die Wavelet-Transformation mit einem Waveletpaar Ψ1,Ψ2 von f ∈
L2(R) an a, b ∈ R, a ̸= 0 ist gegeben durch die Transformation mit Ψ1

[T wav
Ψ1

f ](a, b) =

∫
R
f(x)Ψa,b

1 (x)dx =
〈
f,Ψa,b

1

〉
L2(R)
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und die Rücktransformation mit Ψ2 gegeben durch

C−1
Ψ1,Ψ2

∫∫
R2

[T wav
Ψ1

f ](a, b)Ψa,b
2 (x)

da

a2
db.

Noch wissen wir nicht, in welchem Sinne die Rücktransformation mit Ψ2 mit
der Transformation mit Ψ1 zusammenhängt.

Die Proposition 7.4 gilt in angepasster Form ebenfalls für die Wavelet”=Transformation
mit verschiedenen Wavelets. Der Beweis verläuft gleich, nur, dass am Ende der
Faktor CΨ1,Ψ2

, der von beiden Wavelets abhängt, herausgehoben wird. Es gilt
also ∫

R

∫
R
[T wav

Ψ1
f ](a, b)[T wav

Ψ2
g](a, b)

da

a2
db = CΨ1,Ψ2

⟨f, g⟩L2 . (22)

Satz 7.6. Seien Ψ1,Ψ2 ∈ L1(R) ∩ L2(R) mit Ψ̂1(0) = 0 = Ψ̂2(0) and 0 <
CΨ1,Ψ2 < ∞. Darüber hinaus sei Ψ2 differenzierbar mit Ψ′

2 ∈ L2(R) und
F [Ψ′

2] ∈ L1(R). Sei f ∈ L2(R) ∩ L∞(R), dann ist an allen Stetigkeitspunk-
ten von f

f(x) = C−1
Ψ1,Ψ2

∫
R

∫
R

[T wav
Ψ1

f ](a, b)Ψa,b
2 (x)

da

a2
db (23)

Proof. Im ersten Schritt wird die Rücktransformation auf dem beschränkten
Gebiet für a, nämlich I = {a : A1 < |a| < A2} für festes A1, A2 ∈ R, betrachtet
und dort die Hin- und Rücktransformation als eine Faltung dargestellt. Wir
schränken das Integral (23) auf I ein, wenden den Satz von Fubini an und

transformieren b̃ = b− y.

C−1
Ψ1,Ψ2

∫
I

∫
R

∫
R

f(y)Ψa,b
1 (y)Ψa,b

2 (x) dy
da

a2
db

= C−1
Ψ1,Ψ2

∫
I

∫
R

∫
R

f(y)
1

|a|
Ψ1 (−b̃

a )Ψ2

(
x−y−b̃

a

)
dy

da

a2
db

=

∫
R

f(y)C−1
Ψ1,Ψ2

∫
I

∫
R

Ψ1 (−b̃
a )Ψ2

(
x−y−b̃

a

) da

|a|3
db̃

︸ ︷︷ ︸
:=MA1,A2

(x−y)

dy = f ∗MA1,A2

(24)

Die Funktion MA1,A2
kann als das Integral einer weiteren Faltung dargestellt

werden. Wir formen um

MA1,A2(z) = (2π)−
1
2C−1

Ψ1,Ψ2

∫
I

∫
R

Ψ1 ◦ η−a−1(b)Ψ2 ◦ ηa−1(z − b) db
da

|a|3

= (2π)−
1
2C−1

Ψ1,Ψ2

∫
I

[
Ψ1 ◦ η−a−1 ∗Ψ2 ◦ ηa−1

]
(z)

da

|a|3
.

66



Die Fourier-Transformation vonMA1,A2 ist nun mit Hilfe des Faltungssatzes, der
Vertauschung von Multiplikationsoperator und Konjugation mit dem Fourier-
Transformations-Operator aus dem Beweis von Proposition 7.4 direkt zu berech-
nen durch

F [MA1,A2
](ξ) = (2π)−

1
2C−1

Ψ1,Ψ2

∫
I

F [Ψ1 ◦ η−a−1 ](ξ)F [Ψ2 ◦ ηa−1 ](ξ)
da

|a|3

= (2π)−
1
2C−1

Ψ1,Ψ2

∫
I

aF [Ψ1](aξ)aF [Ψ2](aξ)
da

|a|3
.

Durch Kürzen von a, Änderung der Integrationsmenge von der Menge I = {a :
A1 < |a| < A2} zu den Mengen I>A1

\I>A2
:= {a : |a| > A1}\{a : |a| > A2} und

der Transformation mit ã = aξ, die eine Verschiebung der Integrationsinter-
valle zu I>|ξA1|\I>|ξA2| bewirkt, kann die Fourier-Transformation von MA1,A2

vereinfacht werden zu

F [MA1,A2 ](ξ) = M̂(ξA1)− M̂(ξA2), wobei

M̂(Ξ) := (2π)−
1
2C−1

Ψ1,Ψ2

∫
I>|Ξ|

F [Ψ1](a)F [Ψ2](a)
da

|a|
. (25)

Bisher ist nur die Funktion M̂ als Funktion definiert worden, wir wollen nun
nachrechnen, dass sie tatsächlich die Fourier-Transformation einer Funktion M
ist. Dazu benötigen wir hilfreiche Eigenschaften von M̂ . Da Ψ′

2 ∈ L2(R),
ist auch ξF [Ψ2](ξ) = Ψ′

2 ∈ L2(R). Da Ψ1 ∈ L1(R), ist F [Ψ1] ∈ L∞(R).
Mit der Hölderungleichung mit p = q = 1

2 angewendet auf die Funktionen
a−2F [Ψ1](a) ∈ L2(R) und |a|F [Ψ2](a) ∈ L2(R) folgt

|M̂(ξ)|2 ≤ C

∫
I>|ξ|

|F [Ψ1](a)|2
da

|a|4

∫
I>|ξ|

|F [Ψ2](a)|2|a|2da

≤ C ∥F [Ψ1]∥∞
∫
I>|ξ|

da

|a|4

∫
R
|aF [Ψ2](a)|2 da︸ ︷︷ ︸

=∥Ψ′
2∥L2

≤ 6C∥Ψ1∥1∥Ψ′
2∥L2 |ξ|−3.

Da |M̂(ξ)| ≤ CΨ1,Ψ2
<∞, ist M̂ ∈ L∞(R). Zusammengefasst ist

|M̂(ξ)| ≤ Cmax(1, |ξ|− 3
2 )

und somit ist M̂ ∈ L1(R) und damit ist F−1
[
M̂
]
=:M wohldefiniert, beschränkt,

stetig und F [M ] = F
[
F−1

[
M̂
]]

= M̂ .

Im nächsten Schritt betrachten wir die Regularität von F [M ]. Da F [Ψ1]
und F [Ψ2] beide stetige L2(R) Funktionen sind gilt limξ→∞ F [Ψi](ξ) = 0 für
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i ∈ {1, 2}. Somit sind die Ableitungen von M für ξ ̸= 0 gegeben durch

d

dξ
[M̂ ](ξ) = (2π)−

1
2C−1

Ψ1,Ψ2

1

ξ

(
F [Ψ2](ξ)F [Ψ1](ξ) + F [Ψ2](−ξ)F [Ψ1](−ξ)

)
.

Der Grenzwert von | d
dξF [M ](ξ)| für ξ → 0 geht gegen 0. F [M ] ist also überall

differenzierbar. Da xΨ2 ∈ L1(R), kann mit

|F [Ψ2](ξ)| = |F [Ψ2](ξ)−F [Ψ2](0)| ≤ C

∫
R
|e−ixξ − 1|︸ ︷︷ ︸

≤xξ

|Ψ2(x)|dx

≤ C|ξ|
∫
R
|xΨ2(x)|dx ≤ C∥xΨ2∥L1 |ξ|

die Ableitung von M̂ mit
∣∣∣ d
dξ [M̂ ](ξ)

∣∣∣ ≤ C(|F [Ψ1](ξ)|+ |F [Ψ1](−ξ)|) allein durch

Ψ1 abgeschätzt werden, woraus folgt, dass d
dξ [M ] ∈ L2(R).

Durch Einfügen von 1+x2

1+x2 zeigen wir nun, dass M ∈ L1(R) ist. Durch

Einsetzen in die Hölderungleichung mit p = q = 1
2 erhalten wir

∥M∥2L1 ≤
∥∥∥(1 + x2)−1/2

∥∥∥
L2

∥∥∥(1 + x2)1/2|M |
∥∥∥
L2

≤ C

(∫
R
|M(x)|2dx+

∫
R
|xM(x)|2dx

)
= C (∥F [M ]∥L2 + ∥F [xM ]∥L2)

≤ C

(
∥F [M ]∥L2 +

∥∥∥∥ ddξF [M ]

∥∥∥∥
L2

)
<∞.

Außerdem ist F [M ](0) = (2π)−1/2 und damit
∫
RM(x)dx = 1.

Wir können nun den beschränkten Integrationsbereich von a auf ganz R
ausweiten. Wir haben die linke Seite von (23) bereits als Faltung f ∗MA1,A2

dargestellt. Wir wenden die Fourier-Transformation bei (25) auf beiden Seiten

an und erhalten folgende Darstellung von M̂ mit Hilfe von M

MA1,A2
(x) = F [F [MA1,A2

]] ◦ S(x) = F [F [M ] ◦ ηA1
−F [M ] ◦ ηA2

](x)

= A−1
1 M(−A−1

1 x)−A−1
2 M(−A−1

2 x).

Damit schätzen wir nun (24) ab[
f ∗MA1,A2

]
(b) =

∫
R
f(y)

1

A1
M

(
y − x

A1

)
︸ ︷︷ ︸

=I

− f(y)
1

A2
M

(
y − x

A2

)
︸ ︷︷ ︸

=II

dy. (26)

Der Term II in (26) geht für A2 → ∞ gegen 0, weil er, mit einer Anwendung
der Hölderungleichung, beschränkt ist durch ∥M∥L2 ∥f∥L2 A−1/2.

Der Term I in (26) lässt sich mit Hilfe der Subsitution ỹ = A1y+x umformen
zu ∫

R
f (A1ỹ + x)M (ỹ) dy
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Da der Integrand majorisiert wird durch ∥f∥∞|M(ỹ| ∈ L1(R) kann der Limes
A1 → 0 in das Integral gezogen werden. Da f stetig ist geht f(A1ỹ+x) → f(x)
und da M integral 1 hat geht der Term I in (26) gegen f(x).

Satz 7.6 zeigt, dass nach einer Transformation mit einem Wavelet das nur
in L1 ∩L2 ist und Ψ̂1 = 0 erfüllt, trotzdem die Rücktransformation punktweise
exakte Werte für alle Stetigkeitspunkte von f ∈ L2 ∩ L∞ liefert, sofern eine
zweites Wavelet existiert das differenzierbar, stark abfallend und die Bedingung
0 < CΨ1,Ψ2

<∞ erfüllt.
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8 Multiresolution approximation of L2(Rn)

In this section we follow [Mey92, Chapter 2].
Let us begin with the definition of the central object of this chapter:

Definition 8.1. A multiresolution approximation of L2(Rn) is an increasing
sequence (Vj)j∈Z of closed linear subspaces of L2(Rn) such that

• ⋂
j∈Z

Vj = {0} ,
⋃
j∈Z

Vj is dense in L2(Rn)

• for any f ∈ L2(Rn) and j ∈ Z,

f(x) ∈ Vj ⇔ f(2x) ∈ Vj+1 (27)

• for any f ∈ L2(Rn) and k ∈ Zn,

f(x) ∈ V0 ⇔ f(x− k) ∈ V0 (28)

• there exists g ∈ V0 such that (g(x− k))k∈Zn is a Riesz basis of V0

Intuitively, multiresolution approximations provide a sequence of spaces that
approximate L2(Rn) better and better thanks to an increase in maximum fre-
quency (see (27) of the definition). Because of (28), it is possible to achieve a
“space localization” of the Riesz basis functions by additionally imposing the
following:

Definition 8.2. A multiresolution approximation (Vj)j∈Z is called r-regular,
for r ∈ N, if the function g from Definition 8.1 satisfies

|∂αg(x)| ≤ Cm (1 + |x|)−m

for any m ∈ N and multi-index α ∈ Nd such that |α| :=
∑n

i=1 αi ≤ r.

Such r-regular multiresolution approximations can be seen as a “prototype”
for a wavelet approximation, which feature a sequence of disjoint (rather than
nested) spaces whose union approximates L2(Rn). In both objects, each space
features a localized-in-space basis.

Beispiel 8.3 (splines of order r in 1D). Fix r ∈ N. Let Γj = 2−jZ for any
j ∈ Z. Define as Vj the subspace of L2(Rn) consisting of order r splines with
respect to Γj, i.e.

Vj :=
{
v ∈ L2(Rn) ∩ Cr−1(Rn) : v|[2−jk,2−j(k+1)] ∈ Pr([2

−jk, 2−j(k + 1)]) ∀k ∈ Z
}

(if r = 0, we consider piecewise constants possibly discontinuous only on Γj).
To define a Riesz basis of V0, choose g = χ ⋆ · · · ⋆ χ (r + 1 times), where χ is
the characteristic function of the unit interval [0, 1]. Then (g(x− k))k∈Z is the
so called B-spline basis of V0.
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Bemerkung 8.4 (Basic facts on the Fourier transform). Let f ∈ L2(Rn). The
Fourier transform of f is an L2(Rn) function (see [Mey92, Chapter 1.3])

Ff(ξ) = f̂(ξ) :=

∫
Rn

f(x)e−ix·ξdx

The Fourier transform has the following (and many other) properties:

• Plancherel’s theorem: ∥f∥L2(Rn) = (2π)−n/2∥f̂∥L2(Rn)

• Let α ∈ Nn be a multi-index, f is sufficiently regular. Then

∂αf̂ = (−i)|α|F(xαf) (29)

The following theorem shows how to explicitly construct a canonical or-
thonormal basis of V0 starting from g which also has the “translation property”
of the Riesz basis above.

Satz 8.5. Let (Vj)j∈Z be a multiresolution approximation of L2(Rn). Then,

1. there exist c2 > c1 > 0 such that

c1 ≤

(∑
k∈Zn

|ĝ(ξ + 2πk)|2
)1/2

≤ c2 ∀ξ ∈ Rn.

2. Denote ω(ξ) :=
∑

k∈Zn |ĝ(ξ + 2πk)|2. Let ϕ ∈ L2(Rn) be the element of
L2(Rn) defined by

ϕ̂(ξ) = ĝ(ξ)ω(ξ)−1/2.

Then (ϕ(x− k))k∈Zn is an orthonormal basis of L2(Rn).

Bemerkung 8.6 (Fejér Kernel, see [Kör89, Chapter 2] ). The Fejér kernel of
order N ∈ N is defined as FN : R → C such that

FN (x) :=
1

N

N−1∑
k=0

Dk(x); Dk(x) :=
1

2π

k∑
s=−k

eisx.

The Fejér kernel can also be written as FN (x) = 1
2πN

(
sin(Nx/2)
sin(x/2)

)2
, so in par-

ticular it is positive. Another expression is

FN (x) =
1

2π

∑
|j|≤N−1

(
1− |j|

N

)
eijx. (30)

Denote (f ⋆ h) (x) :=
∫ 2π

0
f(y)h(x−y)dy the convolution of 2π-periodic functions

f, h. The Fejér kernel has the following convergence property: For any 2π-
periodic function g ∈ L1(0, 2π),

lim
N→∞

(FN ⋆ g) = g a. e. (31)
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The function can be generalized to n variables in a tensor-product fashion:

KN (x) :=

n∏
p=1

FN (xp), x ∈ Rn (32)

and the convergence property (31) holds analogously. For future use, we rewrite
(32) using (30):

KN (x) = (2π)−n
n∏

p=1

∑
|jp|≤N−1

(
1− |jp|

N

)
eijpxp = (2π)−n

∑
j∈QN

n∏
p=1

(
1− |jp|

N

)
eij·x

where QN := {j ∈ Zn : |j|ℓ∞ ≤ N − 1}. Denoting Tn := {k ∈ Zn : ∀i = 1 . . . , n 0 ≤ ki ≤ N},
it can easily be proved that

∀j ∈ Qn N

n∏
p=1

(
1− |jp|

N

)
=

n∏
p=1

(N − |jp|) = # {k, k′ ∈ TN : k − k′ = j} .

Thus, we can rewrite the Fejér kernel as the square modulus of a sum:

KN (x) =

∣∣∣∣∣(2πN)−n/2
∑
k∈TN

eik·x

∣∣∣∣∣
2

(33)

Proof of (1), Theorem 8.5. Let f(x) =
∑

k∈Zd αkg(x−k) ∈ V0. Since (g(x− k))k∈Zn

is a Riesz basis, there exist C,C ′ > 0 such that

C

(∑
k

|αk|2
)1/2

≤ ∥f∥L2(Rn) ≤ C ′

(∑
k

|αk|2
)1/2

.

We now work with the finite sums over Tn := {k ∈ Zn : ∀i = 1 . . . , n 0 ≤ ki ≤ N}.
Denote Q0 := [0, 2π)n and m(ξ) :=

∑
k∈Tn

αke
−ik·ξ. Since

(
(2π)

−n/2
eik·ξ

)
k∈Zn

is an orthonormal basis of L2(Q0),
(∑

k |αk|2
)1/2

= (2π)−n/2∥m∥L2(Q0).

Since the Fourier transform of f reads f̂(ξ) = ĝ(ξ)
∑

k∈Zd αke
ik·ξ, Plancherel’s

theorem implies that ∥f∥L2(Rn) = (2π)−n/2∥mĝ∥L2(Rn). Thus the previous chain
of inequalities becomes

C∥m∥L2(Q0) ≤
(∫

Rn

|m(ξ)|2|ĝ(ξ)|2dξ
)1/2

≤ C ′∥m∥L2(Q0).

We then observe that ω(ξ) ∈ L1(Q0) (since ĝ ∈ L2(Rn)) and use the 2π-
periodicity of m(ξ) to rewrite the middle term

C∥m∥L2(Q0) ≤
(∫

Q0

|m(ξ)|2ω(ξ)dξ
)1/2

≤ C ′∥m∥L2(Q0). (34)
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Fix ξ0 ∈ Rn. Assign now αk = (2πN)−n/2eik·(2ξ−ξ0) so that |m(ξ)|2 = mN (ξ −
ξ0), where mN (ξ) := (2πN)−n/2

∑
k∈TN

eik·ξ. As seen in (33), |m(ξ)|2 is the
Fejer kernel KN . The second term in (34) can be written as a convolution:

C ≤ (KN ⋆ ω)
1/2

(ξ0) ≤ C ′. (35)

The statement follows from the convergence property (31).

To prove point (2), we need the following lemma.

Lemma 8.7. Denote Q0 := [0, 2π)n. The operator U : V0 → L2(Q0, |Q0|−1dξ)
that maps
f(x) =

∑
k∈Zn αkg(x − k) to Uf(ξ) =

∑
k∈Zn αke

−ik·ξ is an isometric isomor-
phism

Proof. First, U is isometric. Indeed, for a finite sum f =
∑

k αkg(x− k),

∥f∥L2(Rn) = |Q0|−1/2

(∫
|f̂(ξ)|2dξ

)1/2

= |Q0|−1/2

(∫
|m(ξ)|2|ĝ(ξ)|2dξ

)1/2

= |Q0|−1/2

(∫
Q0

|m(ξ)|2ω(ξ)dξ
)1/2

= ∥Uf∥L2(Q0,|Q0|−1dξ),

where the first equality is Plancherel’s theorem and the third follows from the
periodicity ofm(ξ). Passing to the limit on the number of summands, the equal-
ity holds for any element of V0.
Moreover, U is surjective. Indeed, being c21 < ω(ξ) < c22, any q ∈ L2(Q0, |Q0|−1dξ)
is in the form m(ξ)ω(ξ)1/2 for some (αk)k∈Zn such that m(ξ) =

∑
k∈Zn αke

−ik·ξ

with
∑

k |αk|2 <∞. Thus the pre-image f(x) is well defined.

Proof of (2), Theorem 8.5. First observe that FV0 =
{
m(ξ)ĝ(ξ), m ∈ L2(Q0)

}
.

Denote by τk the translation by k ∈ Zn and by χk the multiplication by e−ik·ξ.
The isometry U from Lemma 8.7 has the property Uτk = χkU . Thus, having an
orthonormal basis {ϕ(x− k)}k∈Zn of V0 is equivalent to having an orthonormal

basis
{
e−ik·ξϕ̂(ξ)

}
k∈Zn

of L2(Q0, |Q0|−1dξ). We simply choose U(ϕ) = 1, so

m(ξ) = ω(ξ)−1/2 and ϕ̂(ξ) = ĝ(ξ)ω(ξ)−1/2 as required.

Satz 8.8. Let (Vj)j∈Z be an r-regular multiresolution approximation of L2(Rn).
The function ϕ defined as in Theorem 8.5 satisfies

|∂αϕ(x)| ≤ Cm (1 + |x|)−m

for any m ∈ N and multi-index α ∈ Nd such that |α| ≤ r.

To prove this, we will use the order m ∈ N Sobolev space

Hm(Rn) :=
{
v ∈ L2(Rn) : ∂αv ∈ L2(Rn) ∀α ∈ Nn : |α| ≤ m

}
,

73



which is a Hilbert space with the scalar product inducing the norm ∥v∥Hm(Rn) :=(∑
|α|≤m ∥∂αv∥2L2(Rn)

)1/2
. Also recall that C∞

c (Rn) denotes the set of infinitely-

many times differentiable functions with compact support in Rn. From now on,
denote

χ ∈ C∞
c (Rn) such that

∑
k∈Zn

|χ(x− k)| ≥ 1. (36)

Lemma 8.9. Let f ∈ Hm(Rn) and χ ∈ C∞
c (Rn). Then, the sequence (sk)k∈Zn

where sk := ∥f(ξ)χ(ξ − k)∥Hm(Rn) is in ℓ2(Zn).

Proof. Let C > 0 be a generic constant independent of f . Using the generalized
Leibniz rule for differentiation and simple estimates we have∑

k∈Zn

s2k =
∑
k∈Zn

∑
|α|≤m

∥∂α(f(ξ)χ(ξ − k))∥2L2(Rn)

=
∑
k∈Zn

∑
|α|≤m

∫
Rn

∑
β≤α

(
α

β

)
∂βf(x)∂α−βχ(x− k)

2

≤C
∑
k∈Zn

∑
|α|≤m

∫
Rn

∑
β≤α

(
α

β

)2 (
∂βf(x)∂α−βχ(x− k)

)2
≤C

∑
|α|≤m

∑
β≤α

(
α

β

)2

∥
∑
k∈Zn

(
∂α−βχ(x− k)

)2 ∥L∞(Rn)∥∂βf∥L2(Rn)

≤C∥f∥Hm(Rn).

For the last inequality, observe that the factor involving χ is bounded because
the support of χ is compact.

Lemma 8.10. If |g(x)| ≤ Cm(1 + |x|)−m for all m ∈ N, then :=
∑

k∈Zn |ĝ(ξ +
2πk)|2 ∈ C∞(Rn).

Proof. Fix m ∈ N. From the assumption we have∫
Rn

|g(x)|2(1 + |x|2)m <∞.

This implies ĝ ∈ Hm(Rn) (from Plancherel’s theorem and the identity (29)).
By Sobolev embedding theorem (see [Eva98, Chapter 5.6.3]), for s := m− ⌊n/2⌋
there exists a C > 0 such that ∥f∥Cs(Rn) ≤ C∥f∥Hm(Rn) holds for any f ∈
Hm(Rn). Therefore, Lemma 8.9 implies that

∑
k ∥ĝχ(· − k)∥2Cs(Rn) <∞.

Recalling the definition of χ in (36) and using a change of variable, it can
be proved that

∃C > 0 : ∥
∑
k

|ĝ(·+ 2πk)|2∥Cs(Rn) ≤ C
∑
k

∥ĝχ(· − k)∥2Cs(Rn).

In conclusion, the series
∑

k |ĝ(ξ + 2πk)|2 and its derivatives up to order s
converge uniformly on compact sets.
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Proof of Theorem 8.8. By the previous lemma, ω(ξ) ∈ C∞(Rn) and from The-
orem 8.1, ω(ξ)1/2 > c1 > 0. Thus ω−1/2(ξ) is a well defined C∞(Rn) function
and the coefficients of its Fourier series ω(ξ)−1/2 =

∑
k αke

ik·ξ have the property

lim
k→∞

αk(1 + k)p = 0 ∀p ∈ N. (37)

Recalling that ϕ̂(ξ) = ĝ(ξ)ω(ξ)−1/2, we can write ϕ(x) =
∑

k αkg(x − k). The
estimate follows immediately from (37) and the assumption on g.

Bemerkung 8.11. Observe that
(
2nj/2ϕ(2jx− k)

)
k∈Zn is an orthonormal basis

of Vj for all j ∈ Z. The orthogonal projection of L2(Rn) onto Vj is therefore
given by

Ejf(x) =
∑
k∈Zn

αj,kϕ(2
jx− k), where αj,k = 2nj/2

∫
Rn

f(y)ϕ̄(2jy − k)dy.

The approximation properties of the projection Ej depend on the index r ∈ N of
r-regularity of the multiresolution approximation (definition 8.2). For example,it
can be proved that if f ∈ Hs(Rn) for s < r, then (Ejf)j converges to f in the

Hs(Rn) norm (see [Mey92, Chapter 2, Theorem 7]).

9 Stabilität von Multiskalen Transformationen

Dieses Kapitel befasst sich mit den Ergebnissen aus [Dah96]. Für einen Hilber-
traum V betrachten wir eine dichte Folge geschachtelter Unterräume (Sj)j∈N0

und zugehörige Riesz-Basen. Für ein n ∈ N0 und fn ∈ Sn werden wir, neben
der Darstellung durch die zugehörigen Riesz-Basis, eine alternative Darstellung
durch Rize-Basen von Komplementen von Sj erhalten, welche multiskalen Zer-
legung genannt wird.
Unser Ergebnis wird zeigen, dass die Transformation, welche die Koeffizienten
der einen Darstellung in die Koeffizienten der anderen überführt, stabil ist.

9.1 Multiskalen Transformation

Seien

• V ein separabler Hilbertraum,

• S eine dichte Folge abgeschlossener, geschachtelter Unterräume (Sj)j∈N0
,

d.h.

S0 ⊂ S1 ⊂ · · · ⊂ V,
∞⋃
j=0

Sj = V,

• (Wj)j∈N eine Folge von Komplementen der Sj−1, d.h.

Sj = Sj−1 ⊕Wj , (38)

und zusätzlich W0 := S0,
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• für j ∈ N0 die Familie Φj = (ϕj,k)k∈Ij mit Indexmengen Ij eine Riesz-
Basis von Sj welche gleichmäßig stabil im folgenden Sinne sind:

∥c∥ℓ2(Ij) ∼

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈Ij

ckϕj,k

∥∥∥∥∥∥
V

(39)

bzw.

C1

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈Ij

ckϕj,k

∥∥∥∥∥∥
V

≤ ∥c∥ℓ2(Ij) ≤ C2

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈Ij

ckϕj,k

∥∥∥∥∥∥
V

für Konstanten C1, C2 > 0 unabhängig von j ∈ N0 und c ∈ ℓ2(Ij),

• für j ∈ N die Familie Ψj = (ψj,k)k∈Jj
mit Indexmengen Jj eine Riesz-Basis

von Wj , welche analoge Stabilität zu (39) erfüllen und Ψ0 := (ψ0,k)k∈I0 ,
wobei ψ0,k := ϕ0,k für k ∈ J0 := I0, eine Riesz-Basis von W0 = S0.

Die Eigenschaften (38) und W0 := S0 ermöglichen die Darstellung von Sj als
direkte Summe der (Wℓ)ℓ∈{0,...,j}, d.h.

Sj =W0 ⊕W1 ⊕ · · · ⊕Wj . (40)

Wir erhalten für ein fn ∈ Sn neben der Darstellung durch die Riesz Basis

fn =
∑
k∈In

ckϕn,k (41)

auch die Multiskalen Zerlegung

fn =

n∑
j=0

∑
k∈Jj

dj,kψj,k. (42)

Beispiel 9.1. Sei V := L2(R). Wir erzeugen S0 aus einer Funktion ϕ ∈ L2(R)
durch Translationen, also S0 := span{ϕ(· − k) | k ∈ Z}. Rekursiv konstruieren
wir

Sn+1 :=
{√

2ϕn(2 ·) | ϕn ∈ Sn

}
.

Die Komplemente können über das Haar-Wavelet

ψ := 1[0,1/2] − 1[1/2,1]

konstruiert werden, indem wir

ψj,k := 2j/2ψ(2j · −k)

als Basis nehmen und

Wj := span{ψj,k | k ∈ Jj}
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definieren.
Als Beispiel betrachten wir die obigen Räume konstruiert durch die Funktion
ϕ := 1[0,1]. Durch

ϕ̃ :=
ϕ+ ψ

2
= 1[0,1/2] = ϕ(2 ·)

erhalten wir ein Element von S1. Analog lassen sich die Elemente von Sn+1

durch Elemente von Sn und Wn+1 erzeugen.

Definition 9.2. Wir betrachten für n ∈ N0 die multiskalen Transformation Tn,
definiert durch die Abbildung

Tn : ℓ2(Jn) → ℓ2(In)

dn 7→ cn,

wobei Jn :=
⋃

j∈{0,...,n}{j} × Jj , d
n = {dj,k | j ∈ {0, . . . , n}, k ∈ Jj} und

cn = (ck)k∈In , sodass

n∑
j=0

∑
k∈Jj

dj,kψj,k =
∑
k∈In

ckϕj,k.

Unser Ziel in diesem Kapitel ist es, die folgende Stabilität zu beweisen

∥Tn∥+ ∥T−1
n ∥ = O(1), n→ ∞. (43)

Hierfür wird zunächst einiges an Vorarbeit benötigt, die im folgenden Unterkapi-
tel bewältigt wird.

9.2 Vorarbeit

Bemerkung 9.3. Bis hierhin haben wir einen Hilbertraum V betrachtet. Die
Resultate in diesem Kapitel gelten jedoch auch, wenn V nur ein reflexiver Ba-
nachraum ist. Die Beweise sind so gestaltet, dass sie auch in diesem Fall gültig
sind. Für einen reflexiven Banachraum V bezeichnen wir mit ⟨·, ·⟩ die duale
Paarung auf V × V ′.

Lemma 9.4. Tn erfüllt genau dann (43) für alle n ∈ N, wenn Ψ :=
⋃∞

j=0 Ψj

eine Riesz-Basis von V bildet. Es muss also für jedes f ∈ V eine (eindeutige)
Darstellung

f =

∞∑
j=0

∑
k∈Jj

dj,k(f)ψj,k (44)

geben, wobei die Stabilität

C1∥f∥V ≤

 ∞∑
j=0

∑
k∈Jj

|dj,k(f)|2
1/2

≤ C2∥f∥V (45)

für Konstanten C1, C2 > 0 erfüllt ist.
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Proof. • Wir setzen (43) voraus, d.h.

∥Tn∥ ≤ D, ∥T−1
n ∥ ≤ E

für Konstanten D,E > 0 unabhängig von n ∈ N.
Es gilt

∥dn∥ℓ2(Jn) = ∥T−1
n cn∥ℓ2(Jn) ≤ E∥cn∥ℓ2(In)

∥cn∥ℓ2(In) = ∥Tndn∥ℓ2(In) ≤ D∥dn∥ℓ2(Jn)

also
E−1∥dn∥ℓ2(Jn) ≤ ∥cn∥ℓ2(In) ≤ D∥dn∥ℓ2(Jn). (46)

Wir zeigen, dass Ψ :=
⋃∞

n=0 Ψn eine Riesz-Basis von V bildet. FürN ∈ N0

gilt

span

N⋃
n=0

Ψn =

N⊕
n=0

Wn = SN =

N⋃
n=0

Sn,

wie leicht zu sehen ist, gilt auch

span

∞⋃
n=0

Ψn =

∞⋃
n=0

Sn

und somit

span

∞⋃
n=0

Ψn =

∞⋃
n=0

Sn = V.

Es bleibt zu zeigen, dass a1, a2 > 0 existieren, sodass für n ∈ N beliebig
und dn ∈ ℓ2(Jn) gilt

a1∥
n∑

j=0

∑
k∈Jj

dj,kψj,k∥V ≤ ∥dn∥ℓ2(Jn) ≤ a2∥
n∑

j=0

∑
k∈Jj

dj,kψj,k∥V .

Für cn := Tnd
n gilt dank der gleichmäßigen Stbilität

C1∥
∑
j∈In

cnj ϕj,k∥V ≤ ∥cn∥ ≤ C2∥
∑
j∈In

cnj ϕj,k∥V

für Konstanten C1, C2 > 0 unabhängig von n ∈ N. Zusammen mit ∥Tn∥ ≤
D und ∥T−1

n ∥ ≤ E und (46) erhalten wir

∥
n∑

j=0

∑
k∈Jj

dj,kψj,k∥V = ∥
∑
j∈In

cnj ϕj,k∥V ≤ C1∥cn∥ ≤ DC1∥dn∥ = DC1

 n∑
j=0

∑
k∈Jj

|dj,k|2
1/2

und

∥
n∑

j=0

∑
k∈Jj

dj,kψj,k∥V = ∥
∑
j∈In

cnj ϕj,k∥V ≥ C2∥cn∥ ≤ E−1C2∥dn∥ = E−1C2

 n∑
j=0

∑
k∈Jj

|dj,k|2
1/2

und damit die gewünschten Abschätzungen.
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• Für die andere Richtung sei dn ∈ ℓ2(Jn) und c
n := Tnd

n, also

f :=

n∑
j=0

∑
k∈Jj

dj,kψj,k =
∑
j∈In

cjϕj .

Nach Annahme gilt
∥dn∥ℓ2(Jn) ∼ ∥f∥V

und aufgrund der Stabilität der Φn auch

∥cn∥ℓ2(In) ∼ ∥f∥V

und damit

∥dn∥ℓ2(Jn) ∼ ∥cn∥ℓ2(In).

Daraus folgt die gewünschte Aussage ∥Tn∥ = O(1) und ∥T−1
n ∥ = O(1).

Lemma 9.5. Ψ ist genau dann eine Riesz-Basis, wenn eine biorthogonale Riesz-
Basis Ψ̃ = (ψ̃j,k) existiert, also

⟨ψj,k, ψ̃j′,k′⟩ = δ(j,k),(j′,k′).

Proof. Der Beweis erfolgt ähnlich zu den Beweisen der Resultate in Section 5.
Die Koeffizienten erhalten wir hierbei über den Darstellungssatz von Riesz, d.h.

dj,k(f) := ⟨f, ψ̃j,k⟩.

.

Lemma 9.6. Sei Ψ eine Riesz-Basis und Ψ̃ die zugehörige biorthogonale Riesz-
Basis. Die Operatoren Qn definiert durch

Qnf :=

n∑
j=0

∑
k∈Jj

⟨f, ψ̃j,k⟩ψj,k, Q′
nf :=

n∑
j=0

∑
k∈Jj

⟨f, ψj,k⟩ψ̃j,k

sind gleichmäßig beschränkte Projektionen mit ∥Qn∥ ≤ C für eine Konstante C
unabhängig von n ∈ N0. Außerdem gilt ranQn = Sn und Q′

n ist die Adjungierte
zu Qn.

Proof. Die Eigenschaften von Qn und Q′
n sind leicht zu beweisen.

• Klarerweise sind Qn und Q′
n linear.

• Die Stetigkeit folgt aus (45).
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• Klarerweise gilt ranQn ⊆ Sn.

Aus (40) folgt für fn ∈ Sn

fn =

n∑
j=0

∑
k∈Jj

dj,k(f)ψj,k = Qnfn.

Also fn ∈ ranQn und damit ranQn = Sn.

• Dass Qn Projektionen sind, lässt sich leicht durch Rechnung überprüfen.

• Dass Q′
n die Adjungierte von Qn ist, lässt sich leicht durch Rechnung

überprüfen.

Lemma 9.7. Die Abschätzung (45) ist äquivalent zu

∥f∥V ∼

 ∞∑
j=0

∥(Qj −Qj−1)f∥2V

1/2

, (47)

wobei Q−1 := 0.

Proof. Da die Ψj gleichmäßig stabil sind, gilt

c1
∑
k∈Jj

|dj,k|2 ≤ ∥(Qj −Qj−1)f∥2V ≤ c2
∑
k∈Jj

|dj,k|2

und damit auch

∥f∥V =

 ∞∑
j=0

∑
k∈Jj

|dj,k(f)|2
1/2

∼

 ∞∑
j=0

∥(Qj −Qj−1)f∥2V

1/2

.

Bemerkung 9.8. Wir merken an, dass aus Lemma 9.7 insbesondere folgt, dass
(47) äquivalent zu unserem Ziel

∥Tn∥+ ∥T−1
n ∥ = O(1)

ist.
Unsere Hauptresultate in Section 9.3 werden sich mit Bedingungen befassen, die
(47) garantieren.

Lemma 9.9. Folgende Behauptungen sind äquivalent

(i) S̃j := ranQ′
j sind geschachtelt

80



(ii) Qn kommutieren und damit

QlQj = QjQl = Ql, l ≤ j (48)

(iii) Es gilt

(Qj −Qj−1)(Ql −Ql−1) = (Qj −Qj−1)δl,j (49)

Insbesondere sind Qj −Qj−1 Projektionen.

Proof. Da ranQj = Sj geschachtelt sind, gilt für l ≤ j, dass Qlv ∈ Sj und
damit

QjQlv = Qlv.

• (i) ⇒ (ii)
Wie bereits für Qn argumentiert, folgt aus (i) für l ≤ j, dass Q′

jQ
′
l = Q′

l

Wir setzen voraus, dass S̃j = ranQ′
j geschachtelt sind, dann gilt für l ≤ j

⟨QlQjv, w⟩ = ⟨v,Q′
jQ

′
lw⟩ = ⟨v,Q′

jw⟩ = ⟨Qjv, w⟩

für beliebe v, w ∈ V und damit

QlQj = Qj = QjQl.

• (ii) ⇒ (i)
Sei fj ∈ S̃j beliebig. Es folgt wegen fj = Q′

jfj

⟨Q′
j+1fj , g⟩ = ⟨Q′

j+1Q
′
jfj , g⟩ = ⟨fj , QjQj+1g⟩ = ⟨fj , Qjg⟩ = ⟨Q′

jfj , g⟩ = ⟨fj , g⟩

und damit fj = Q′
j+1fj und weiter fj ∈ S̃j+1.

• (ii) ⇒ (iii)
Für l = j gilt

(Qj −Qj−1)(Ql −Ql−1) = QjQj −Qj−1Qj −QjQj−1 +Qj−1Qj−1

= Qj −Qj−1 −Qj−1 +Qj−1

= Qj −Qj−1.

Für l < j gilt

(Qj −Qj−1)(Ql −Ql−1) = QjQl −Qj−1Ql −QjQl−1 +Qj−1Ql−1

= Ql −Ql −Ql−1 +Ql−1 = 0.

• (iii) ⇒ (ii)
Es gilt

Qn −Qn−1 = (Qn −Qn−1)(Qn −Qn−1)

= Qn −Qn−1Qn −QnQn−1 +Qn−1 = Qn −Qn−1Qn −Qn−1 +Qn−1
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und damit Qn−1Qn = QnQn−1 = Qn−1 und damit für l ≤ j

QlQj = QlQl−1Qj

= QlQl−1 · · ·Qn−1Qj

= QlQl−1 · · ·Qn−1

= Ql.

Lemma 9.10. Es gilt

∥Qnv − v∥V ≲ inf
v∈Sn

∥v − vn∥V .

Insbesondere gilt aufgrund der Dichtheit von S, dass

lim
n→∞

∥Qnv − v∥V = 0.

Proof. Für vn ∈ Sn beliebig gilt

∥Qnv − v∥V = ∥Qnv − vn + vn − v∥V
≤ ∥Qnv −Qnvn∥+ ∥vn − v∥V
≤ (1 + ∥Qn∥V ) inf

vn∈Sn

∥v − vn∥

≲ inf
vn∈Sn

∥v − vn∥V ,

dank der gleichmäßigen Beschränktheit von Qn. Insbesondere erhalten wir die
Konvergenz von Qnv.

Bemerkung 9.11. Wir befassen uns kurz mit den Eigenschaften von Q′
j und

S̃j := ranQ′
j ⊆ V ′. Da die Qj beschränkt sind, gilt selbiges für Q′

j und damit

sind die Unterräume S̃j abgeschlossen.

Ist (48) gegeben, ist die Folge (S̃j)j∈N0 geschachtelt.

Lemma 9.12. Erfüllt Q die Kommutativität (48), folgt, dass S :=
⋃

n∈N0
S̃n

dicht in V ′ ist.
Insbesondere gilt analog zu 9.10 für Q′

n, dass

lim
n→∞

∥v −Q′
nv∥ = 0. (50)

Proof. Der Beweis ist entnommen aus [Dah91].
Wir definieren

Ṽ :=
⋃
j∈N0

S̃j

und nehmen an, dass V ′ ̸= Ṽ .
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Wegen Ṽ ⊊ V ′ existiert ein f ′ ∈ V ′\Ṽ , wobei O.B.d.A. ∥f ′∥ = 1. Nach dem
Satz von Hahn-Banach existiert ein f ∈ V ′′ ∼= V , sodass für alle g′ ∈ Ṽ gilt

⟨f, f ′⟩ = 1, ⟨f, g′⟩ = 0.

Aufgrund von Qnf → f in V gilt

|⟨f, f ′ −Q′
nf

′⟩| = |⟨f −Qnf, f⟩| ≤ ∥f ′∥V ′∥f −Qnf∥V → 0

und wegen Q′
nf

′ ∈ Ṽ folgt

⟨f, f ′⟩ = lim
n→0

⟨f,Q′
nf

′⟩ = 0,

im Widerspruch zu ⟨f, f ′⟩ = 1.
Es folgt Ṽ = V ′.

Bemerkung 9.13. Der Beweis von Lemma 9.12 vereinfacht sich für Hilberträume,
da hier f ∈ Ṽ ⊥\{0} gewählt werden kann und sofort

∥f∥2V = ⟨f, f⟩ = lim⟨Qnf, f⟩ = lim⟨f,Q′
nf⟩ = 0

folgt.

Bemerkung 9.14. Wir merken an, dass mit

∥v −Qnv∥ → 0, ∥v −Q′
nv∥ → 0

insbesondere gilt

v =

∞∑
n=0

(Qn −Qn−1)v =

∞∑
n=0

(Q′
n −Q′

n−1)v (51)

in ∥ · ∥V .

9.3 Hauptresultat

Wir widmen uns den Hauptresultaten aus [Dah96].
Wir definieren

NQ(v) :=

 ∞∑
j=0

∥(Qj −Qj−1)v∥2V

1/2

. (52)

Unser Ziel ist nun die Normäquivalenz

∥ · ∥V ∼ NQ.

Wie bereits in Lemma 9.7 bzw. Bemerkung 9.8 erwähnt, ist dies äquivalent zu
unserem Ziel ∥Tn∥ ≤ C und ∥T−1

n ∥ ≤ C.
Das folgende Lemma zeigt uns, dass für die Äquivalenz der Normen (52) ausre-
icht, eine der Ungleichungen zu zeigen.
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Lemma 9.15. Sei V ein separabler Hilbertraum, S eine dichte, geschachtelte
Folge geschlossener Unterräume und Q eine zugehörige Folge gleichmäßig beschränkter
linearer Projektionen, welche (48) erfüllen. Folgende Behauptungen sind nun
äquivalent

•
NQ(v) ≲ ∥v∥V , NQ′(v) ≲ ∥v∥V , v ∈ V ;

•
∥v∥V ≲ NQ(v), ∥v∥V ≲ NQ′(v), v ∈ V ;

•
∥ · ∥V ∼ NQ or NQ ∼ ∥ · ∥V

•
∥ · ∥V ∼ NQ ∼ ∥ · ∥V

Proof. Folgt direkt aus dem folgenden Resultat Lemma 9.16.

Lemma 9.16. Unter den Bedingungen von Lemma 9.15 gilt

NQ′(v) ≲ ∥v∥V (53)

genau dann, wenn
∥v∥V ≲ NQ(v). (54)

Außerdem gilt
NQ(v) ≲ ∥v∥V

genau dann, wenn
∥v∥V ≲ NQ′(v).

Proof. • Sei (53) gegeben und ∥v∥ <∞, NQ <∞.

Aus (51), (49) und Cauchy Schwarz folgt

∥v∥2V =

〈 ∞∑
j=0

(Qj −Qj−1)v,

∞∑
k=0

(Q′
k −Q′

k−1)v

〉

=

∞∑
j=0

⟨(Qj −Qj−1)v, (Q
′
j −Q′

j−1)v⟩

≤
∞∑
j=0

∥(Qj −Qj−1)v∥V ∥(Q′
j −Q′

j−1)v∥V

≤

 ∞∑
j=0

∥(Qj −Qj−1)v∥2V

1/2  ∞∑
j=0

∥(Q′
j −Q′

j−1)v∥2V

1/2

= NQ(v)NQ′(v)

≲ NQ(v)∥v∥V

und wir erhalten (54), indem wir durch ∥v∥V dividieren.

84



• Sei nun (54) gegeben und ∥v∥ <∞, NQ <∞.

Wir betrachten

Nm
Q′(v) :=

 m∑
j=0

∥(Q′
j −Q′

j−1)v∥2V

1/2

.

Es gilt

(Nm
Q′(v))2 =

m∑
j=0

∥(Q′
j −Q′

j−1)v∥2V

=

m∑
j=0

⟨(Q′
j −Q′

j−1)v, (Q
′
j −Q′

j−1)v⟩

=

〈
m∑
j=0

(Qj −Qj−1)(Q
′
j −Q′

j−1)v, v

〉

≤ ∥
m∑
j=0

(Qj −Qj−1)(Q
′
j −Q′

j−1)v∥V ∥v∥.

Aus unserer Annahme und (49) folgt

∥
m∑
j=0

(Qj −Qj−1)(Q
′
j −Q′

j−1)v∥V ≤ NQ

 m∑
j=0

(Qj −Qj−1)(Q
′
j −Q′

j−1)v


=

 ∞∑
k=0

∥(Qk −Qk−1)

m∑
j=0

(Qj −Qj−1)(Q
′
j −Q′

j−1)v∥2V

1/2

=

 ∞∑
k=0

∥
m∑
j=0

δj,k(Qj −Qj−1)(Q
′
j −Q′

j−1)v∥2V

1/2

=

(
m∑

k=0

∥(Qj −Qj−1)(Q
′
j −Q′

j−1)v∥2V

)1/2

und mit Hilfe der gleichmäßigen Beschränktheit der Qj erhalten wir(
m∑

k=0

∥(Qj −Qj−1)(Q
′
j −Q′

j−1)v∥2V

)1/2

≲

(
m∑

k=0

∥(Q′
j −Q′

j−1)v∥2V

)1/2

= Nm
Q′(v).

Insgesamt erhalten wir
Nm

Q′(v) ≲ ∥v∥V
unabhängig von m ∈ N0 und schließlich durch m→ ∞

NQ′(v) ≲ ∥v∥V .
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Die zweite Äquivalenz

NQ(v) ≲ ∥v∥V genau dann, wenn ∥v∥V ≲ NQ′(v)

folgt analog.

Bemerkung 9.17. Im Folgenden betrachten wir neben dem Hilbertraum V
einen dichten, reflexiven Banachraum U ↪→ V , der mit V ein Gelfand-Tripel
U ↪→ V ↪→ U ′ bildet. Wir bezeichnen mit ⟨·, ·⟩V das Skalarprodukt auf V und
mit ⟨·, ·⟩U×U ′ die duale Paarung auf U × U ′. Für x ∈ U, y ∈ V gilt

⟨x, y⟩V = ⟨x, y⟩U×U ′ .

Wir schreiben im Folgenden ⟨·, ·⟩ sowohl für ⟨·, ·⟩V als auch für ⟨·, ·⟩U×U ′

Theorem 9.18. Sei V ein Hilbertraum, S eine Folge (Sj)j∈N0
geschachtel-

ter, abgeschlossener Unterräume und Q eine gleichmäßig beschränkte Folge von
Projektionen Qj : V → Sj, welche Kommutativität (48) erfüllen.
Existere nun ein dichter, reflexiver Banachraum U ⊆ V mit Sn ⊆ U für n ∈ N0,
welcher mit V ein Gelfand-Tripel U ↪→ V ↪→ U ′ bildet, sowie ρ > 1, sodass für
v ∈ U

inf
vn∈Sn

∥v − vn∥U ′ ≲ ρ−n∥v∥V ,

inf
vn∈Sn

∥v − vn∥V ≲ ρ−n∥v∥U

sowie für vn ∈ Sn

∥vn∥U ≲ ρn∥vn∥V ,
∥vn∥V ≲ ρn∥vn∥U ′ .

Zusätzlich sei Q gleichmäßig beschränkt auf U ′.
Dann gilt

∥ · ∥V ≲ NQ(·)

und
∥ · ∥V ≲ NQ′(·)

und die gewünschte Äquivalenz (52).

Proof. Im Folgenden verwenden wir die Cauchy Ungleichungen

⟨(Qj−Qj−1)v, (Qi−Qi−1v)⟩ ≤

{
∥(Qj −Qj−1)v∥U ′∥(Qi −Qi−1)v∥U , i ≤ j

∥(Qj −Qj−1)v∥U∥(Qi −Qi−1)v∥U ′ , i > j

(55)
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Die erste Ungleichung kann folgendermaßen gezeigt werden, wobei wir auf die
einzelnen Schritte genauer eingehen werden

∥v∥2V =

∞∑
i,j=0

⟨(Qj −Qj−1)v, (Qi −Qi−1)v⟩

≲
∞∑

i,j=0

ρ−|i−j|∥(Qj −Qj−1)v∥V ∥(Qj −Qj−1)v∥V

≲
∞∑
j=0

∥(Qj −Qj−1)v∥2V

= NQ(v).

Die erste Gleichheit folgt direkt aus (51).
• Die erste Abschätzung erhalten wir durch Anwenden von (55)

⟨(Qj −Qj−1)v, (Qj −Qj−1)v⟩ ≤ ρ−|i−j|∥(Qj −Qj−1)v∥V ∥(Qi −Qi−1)v∥V ,
(56)

da

∥(Qi −Qi−1)v∥U ≲ ρi∥(Qi −Qi−1)v∥U

und mit w := (Qj −Qj−1)v

∥(Qj −Qj−1)v∥U ′ = ∥(Qj −Qj−1)(Qj −Qj−1)v∥U ′

= ∥(Qj −Qj−1)w∥U ′

≤ ∥Qjw − w∥U ′ + ∥Qj−1 − w∥U ′

≲ inf
wj∈Sj

∥w − wj∥U ′ + inf
wj−1∈Sj−1

∥w − wj−1∥U ′

≤ (1 + ρ)ρ−j∥w∥V
≲ ρ−j∥w∥V
= ρ−j∥(Qj −Qj−1)v∥V ,

wobei verwendet wurde, dass (Qj −Qj−1) eine Projektion ist und

∥Qjv − v∥ ≲ inf
vj∈Sj

∥v − vj∥,

siehe Lemma 9.10. Hier ist wichtig, dass die Konstante aufgrund der gle-
ichmäßigen Beschränktheit der Qj unabhängig von j ist.
• Für die zweite Abschätzung zeigen wir für r < 1 und ai > 0

∞∑
i,j=0

r|i−j|aiaj ≲
∞∑
j=0

a2j . (57)

Mit r := ρ−1

aj := ∥(Qj −Qj−1)v∥V
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folgt unsere Aussage.
Es gilt

∞∑
i,j=0

r|i−j|aiaj ≲
∞∑

i,j=0

r|i−j|a2i =

∞∑
i=0

a2i

∞∑
j=0

r|i−j|

und weiter

∞∑
j=0

r|i−j| =

i−1∑
j=0

ri−j + 1 +

∞∑
j=i+1

rj−i

=

i∑
j=1

rj + 1 +

∞∑
j=1

rj

≤ 2

∞∑
j=0

rj

=
2

1− r
.

womit (57) bewiesen ist.
Es bleibt zu zeigen, dass

∥v∥V ≲ NQ′(v).

Es reicht zu zeigen, dass analoge Abschätzungen zu den Voraussetzungen für
S̃n gelten, also

inf
vn∈S̃n

∥v − vn∥U ′ ≲ ρ−n∥v∥V

und für vn ∈ S̃n

∥vn∥U ≲ ρn∥vn∥V .

Die zu zeigende Ungleichung folgt anschließend analog zum ersten Teil des Be-
weises.
Es gilt

inf
vn∈S̃n

∥v − vn∥U ′ ≤ ∥v −Q′
nv∥U ′

= sup
w∈U

⟨(1−Qn)
′v, w⟩

∥w∥U

= sup
w∈U

⟨v, (1−Qn)w⟩
∥w∥U

= ∥v∥V sup
w∈U

∥(1−Qn)w∥V
∥w∥U

≲ ∥v∥V sup
w∈U

infwn∈Sn ∥w − wn∥V
∥w∥U

≲ ρ−n∥v∥V
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wobei im vorletzten Schritt Lemma 9.10 angewendet wurde. Für vn ∈ S̃n folgt
die zweite Abschätzung folgt durch

∥vn∥U = sup
w∈U ′

⟨vn, w⟩
∥w∥U ′

= sup
w∈V

⟨Q′
nvn, w⟩
∥w∥U ′

= sup
w∈V

⟨vn, Qnw⟩
∥w∥U ′

≤ sup
w∈V

∥vn∥V ∥Qnw∥V
∥w∥U ′

≲ ρn∥vn∥V sup
w∈V

∥Qnw∥U ′

∥w∥U ′

≲ ρn∥vn∥V

wobei der letzte Schritt aus der gleichmäßigen Beschränktheit von Q auf U ′

folgt.
Es folgt nun analog zum ersten Teil des Beweises die zweite Ungleichung

∥ · ∥V ≲ NQ′ .

Nach Lemma 9.15 gilt nun bereits

∥ · ∥V ∼ NQ ∼ ∥ · ∥V .
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