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1 Definition Schauderbasis und Beispiele

1.1 Motivation fiir einen neuen Basisbegriff

Bevor wir uns neuen Konzepten zuwenden, sei zundchst an den Begriff der
Hamelbasis erinnert, welcher aus der Linearen Algebra bekannt ist:

Eine Menge B C X eines Vektorraumes X iiber dem Kérper K € {R,C} heifit
Hamelbasis, wenn alle x € X durch eine eindeutige (endliche!) Linearkombina-
tion von Vektoren aus B darstellbar ist.

Das folgende Beispiel soll veranschaulichen, warum Hamelbasen fiir unendlichdi-
mensionale Vektorrdume oft unpraktisch sind.

Beispiel 1.1. Sei X Banachraum mit dim(X )=occ und B eine normierte Hamel-
basis von X, also ||b]] = 1 fir alle b € B. FirY < X, sodass M C B eine
Hamelbasis von Y ist, gilt

(y+ %b) cU.(y)\Y firalleyey, b M.

Dabher ist das Innere von Y leer und folglich X\Y dicht in X.
Wire B abzdihlbar, also B = (by)nen mit einer Abzihlung von B, so wiirde fir

Y, =span{b;|i <n}, n €N,

auch X\Y,, dicht in X liegen. Da'Y,, ein endlichdimensionaler Untervektorraum
ist, ist auflerdem X\Y,, offen. Nach dem Satz von Baire ist dann

] X\Ya

neN

dicht in X. Andererseits gilt, da B eine Hamelbasis ist, dass es fir x € X ein
n € N gibt mit x € Y,,. Wir erhalten den Widerspruch, dass obiger Schnitt leer
ist. Folglich muss B 1iberabzdhlbar sein.

Die Existenz von Hamelbasen beruht auf einem Lemma von Zorn Argument.
Daher ist es oft gar nicht moglich oder nur sehr schwierig, eine Hamelbasis
fiir unendlichdimensionale Vektorrdume explizit anzugeben. Da nicht explizit
angegebene iiberabzahlbare Mengen recht unhandlich sind, wollen wir einen
neuen Basisbegriff einfithren. Wir betrachten im Folgenden stets Vektorraume
iber K € {R,C}.



1.2 Schauderbasen

Definition 1.2. Eine Folge (€;);en in einem normierten Vektorraum X nennen
wir Schauderbasis von X, falls

o0
fiir alle z € X genau ein (a;);eny € K existiert, sodass = = Z a;e;
i=1

gilt.
Fakta 1.3. Diese Definition hat einige unmittelbare Sachverhalte zur Folge.

e Die Eindeutigkeit der Koeffizientenfolge (a;)ien impliziert, dass Schaud-
erbasen linear unabhdngige Mengen sind.

e Hat X eine Schauderbasis, so ist X seperabel, da die Menge aller ra-
tionalen Linearkombinationen bzw. Linearkombinationen mit rationalen
Real- und Imagindrteil von Vektoren aus {e, : n € N} dicht in X ist.

e Die Funktionale e;: X — K mit

o
T = E a;e; —r a;
=1

sind wohldefiniert und linear. Die Wohldefiniertheit und Linearitdt folgen
wieder aus der Findeutigkeit der Koeffizientenfolge.

e FEine Schauderbasis definiert auf natirliche Weise Projektionen Pp,: X —
span{e;|i < n} durch

T = Zaiei — Zaiei.
i=1 i=1
Diese erfiillen dim(ranP, )=n, PPy = Pyingn,m} und lim, o Py (z) =
fur alle x € X.

Der folgende Satz charakerisiert, wann Selbstabbildungen in einem normierten
Raum die zu einer Schauderbasis zugehorigen Projektionen im Sinne des letzten
Faktums sind.

Satz 1.4. Sei (P,)nen eine Folge von beschrankten linearen Selbstabbildungen
in einem normierten Raum X mit den Eigenschaften

(i) dim(ranP,) = n,
(H) P, Py, = min{n,m};
(iii) lim, oo Pp(z) =2 fir alle z € X.

Setzen wir noch Py =0, dann ist (e;);eny mit e; € ranP; NkerP;_1, e; # 0, eine
Schauderbasis. Die zu (e;)ien gehorenden Projektionen im Sinne von Fakta 1.3
sind dabei gegeben durch (Pp)nen-



Proof. Fiir m = n liefert (ii), dass alle P, Projektionen, also X = ranP, ®kerP,.
Aus (i) und (ii) zusammen folgt dann weiters ranP,_; C ranP,. Ebenfalls
aus (i) erhalten wir damit dim(ranP, N kerP,_;) = 1. FEine Projektion auf
ranP, NkerP,_ ist offensichtlich gegeben durch P,, — P,,_;. Wir kénnen P, ()

als Teleskopsumme
n

Py(x) =) (P = Pi1)(x)
i=1
schreiben. Gemafl der Wahl der e; aus der Formulierung des Satzes gilt aufler-

dem
(Pl — Pl_l)(fli) = ai(x)ei

mit einem linearen Funktional «;. Zusammen mit (iii) und der Definition von
Reihen erhalten wir somit

n—oo

z = lim P,(z) = Zai(a:)ei, fiir alle z € X.
i=1

Es verbleibt noch die Eindeutigkeit der Koeffizienten nachzupriifen. Dazu sei
r € X und z = > 2, Bie;. Wegen P,(e;) = e; fiir n > i und P,(e;) = 0 sonst
folgt

an(x)en = (Pn - Pn—l) Zﬁzez n getig Zﬁz(Pn - Pn—l)(ei) = 6nen7

i=1 i=1
also a,(x) = B. O
Wir wollen Vorraussetzung (iii) in Satz 1.4 noch etwas abschwéchen:

Lemma 1.5. Sei X ein normierter Vektorraum, D C X eine dichte Teil-
menge, (I, =) eine gerichtete Menge und (P;)ic; ein Netz von beschrdnkten
linearen Selbstabbildungen in X. Ist (P;);cr gleichmdfig beschrinkt und gilt
lim;e; P;(x) = x fiir alle x € D, dann folgt

liHIlPi () =z furallex e X.

ic
Proof. Bezeichne mit M eine obere Schranke von {||P;|||i € I'}. Da D dicht ist
gibt es zu gegebenen x € X und € > 0 ein . € D mit ||z — z || < me.
Daraus erhalten wir

1Pi(2) — a|| = [|[Pi(2) — & + Pi(xe) — Pi(xe) + xe — x|
< lwe = zll + [ Pi(e = z)|| + | Pi(ze) — ]|

< oM P - el

SoMM+ 1) T o )T e T e
€

< 5 + ”PZ(xe) _er

S E

=37y ~°¢



fir alle ¢ = ig, wobei ig € I wegen lim;c; P;(z.) = x. derart ist, dass | P;(x.) —
x| < €/2 fiir i = ig. O

Korollar 1.6. Sei (P,)nen eine gleichmaflig beschrinkte Folge von linearen
Selbstabbildungen in einem normierten Vektorraum X mit Py Py = Puinfm,n)
und dim(ranP,,) = n. Wahlt man fir allei € N ein e; # 0, e; € ranP;NkerP;_;
aus, wobei Py =0, so st

(e;)ien Schauderbasis von Z = U ranP,,.

n=1
Proof. Gemafl der Wahl der e; folgt ranP,, = span{e, ..., e, }, wodurch

D= U ranP, = span{e;|[i € N} und Z = cls{e;|i € N}
n=1
gilt, wobei offensichtlich D dicht in Z ist. Fiir x € D gibt es ein k, € N, sodass
T = Efil a;e; fur gewisse Koeffizienten a; € K. Damit folgt

ks ks min{k,,n}
Po(x) = Py Y aiei =Y aiPuler) = Y aie,
i=1 i=1 i=1

wodurch P,(z) = z fiir n > k, gilt. Insbesondere gilt lim,, oo P, (z) = « fiir
alle z € D. Damit ist Lemma 1.5 anwendbar, was die fehlende Eigenschaft (iii)
von Satz 1.4 liefert und zur Folge hat, dass (e;);en eine Schauderbasis von Z
ist. O

Proposition 1.7. Sei (e;)ien eine Schauderbasis eines dichten Untervektor-
raumes Y von X, deren zugehorigen Projektionen (Pp)nen gleichmafig beschrdankt
sind. Dann ist

(ei)ien eine Schauderbasis von X.

Proof. Die Projektionen lassen sich, da sie auf einer dichten Teilmenge beschrankt
sind, auf ganz X stetig und abbildungsnormerhaltend fortsetzen. Da P, (Y)
ein endlichdimensionaler Untervektorraum und daher abgeschlossen ist, folgt
P,(X) = P,(Y), weshalb auch dim(ranP, (X)) = dim(ranP,(Y)) = n. Also
kann Korollar 1.6 angewandt werden, wodurch (e;);en eine Schauderbasis von
X ist. O

1.3 Unbedingte Schauderbasen

Bevor wir unbedingte Schauderbausen definieren, sei an die Menge £(N), der
Menge der endlichen Teilmengen von N erinnert. Diese wird mit der Mengenin-
klusion zu einer gerichteten Menge.



Definition 1.8. Eine Folge (e;);en in einem normierten Raum X nennen wir
unbedingte Schauderbasis, falls fiir alle x € X genau ein (a;);eny € KV existiert,

sodass
T = g a;€; <: lim a,;ei>
Ae&(N
€&( )'EA

1€EN i
gilt.

Fakta 1.9. Diese Definition hat dhnlich wie die der Schauderbasis ein paar
unmittelbare Sachverhalte zur Folge

o Fine unbedingte Schauderbasis ist insbesondere eine Schauderbasis, da
(X aseq)p>y ein Teilnetz von (3¢ 4 ai€;) ace(ny ist.

e [Line unbedingte Schauderbasis definiert auf natirliche Weise fir A € £(N)
Projektionen Pa: X — span{e;|i € A} durch

T = Zeiai — Zeiai.
€N icA
Fiir diese Abbildungen gilt dim(ranPy) = |A|, PAPp = Panp und
lim ey Pa(z) = 2 fiir alle x € X.

Der folgende Satz charakterisiert, wann Selbstabbildungen in einem normierten
Raum die zu einer unbedingten Schauderbasis zugehdrigen Projektionen im
Sinne des letzten Faktums sind und stellt daher ein Analogon zu Satz 1.4 dar.

Satz 1.10. Sei (Pa)aceq) ein Netz bestehend aus beschrdankten linearen Selb-
stabbildungen auf einem normierten Raum X mit

(i) dim(ranP4) = |A]
(ii) PaPp = Pangp
(iii) limgcemyPa(z) =z fiir alle z € X.

Dann ist (e;)ien mit e; € ranPypy, e; # 0, beliebig gewdhlt eine unbedingte
Schauderbasis von X. Zusditzlich sind die Abbildungen (Pa)ace ) wiederum
genau die zu (€;);en gehorigen Projektionen.

Proof. Aus (ii) folgt ranPg;y NranPy ;3 = {0} und ranPy;; C ranPy fiir {i} €
A. Dabher ist {e;|i € A} linear unabhéngig mit Méchtigkeit |A|, also eine Basis
von ranPy. Folglich gilt fiir x € X geméafl der Wahl der e;

Pa(z) = Z a;(z)e;
i€A

mit linearen Funktionalen «;, die wegen (ii) nicht von A abhingen. Aus (iii)
erhalten wir

x= lim Pa(z)= lim )Zai(:c)ei = Z%‘(@Qu
icA

AcE(N) A€E(N =



Es verbleibt die Eindeutigkeit der Koeflizientenfolge zu zeigen. Dazu nehmen
wir x = limacem) D ;e 4 Biei fiir gewisse 3; € K an und erhalten
stetig

. Py .
ai(z)e; = Ppy(z) = P{i}A‘lglg?N);/Bjej = Agg(lN)P{i} ;153'61' = Bies,

also a;(x) = B;. Damit ist (e;);en eine unbedingte Schauderbasis von X mit
(P4)aee(w) als zugehorige Projektionen. O

Korollar 1.11. Sei (e;);en eine unbedingte Schauderbasis eines dichten Unter-
vektorraumes Y C X, X normierter Vektorraum, deren Projektionen (PA)AGg(N)
gleichmaig beschrdankt sind. Dann ist

(e;)ien eine unbedingte Schauderbasis von X.

Proof. Da die Projektionen beschrankt und Y dicht sind, kénnen die Projek-
tionen auf ganz X stetig und normerhaltend fortgesetzt werden. Weil P4(Y)
bereits abgeschlossen ist, gilt Pa(X) = Pa(Y). Nach Lemma 1.5 konvergiert
daher (Pa(z))acem) gegen z fiir alle € X. Damit sind die Vorraussetzungen
von Satz 1.10 erfiillt, wodurch (e;);en eine unbedingte Schauderbasis von X
ist. O

1.4 Beispiele

Beispiel 1.12. Jede ONB eines separablen Hilbertraumes ist eine unbedingte
Schauderbasis

Beispiel 1.13. Die P—Rdume mitp € [1,400) haben (e;)ien mit e; == (0; j)jen
als eine unbedingte Schauderbasis. Fir (a;)ien € (P und N<,, C A C E(N) gilt

namlich )
0 P
[(ai)ien — Zaiein < < Z |ai|p) <e

1€EA i=n+1
fiir hinreichend grofies n € N.

Beispiel 1.14. Der Raum der Nullfolgen cq mit der Supremumsnorm hat dieselbe
unbedingte Schauderbasis wie in Beispiel 1.13, wie man mit einem analogen Ar-
gument zeigt.

Beispiel 1.15. Wir konstruieren eine Schauderbasis fir C([0,1],K):
Zundchst wahlen wir eine Folge (t;);en, deren Bild dicht in [0,1] liegt und die
t1 = 0 und to = 1 erfillt. Weiters definieren wir eine Familie von Selbstabbil-
dungen (Pp)nen auf C([0,1],K) durch

Pi(f)(x) == f(t1) = f(0) (konstante Funktion)

S f(t5) + P f(t , falls @ € (t;,t;), wobei
P.(f)(z) = tj—tif(J) tj—tif( i) alls z € (t;,t;), wobei

t; = minf{ty > x|k < n} und
t; = max{ty < zlk < n}.



Man beachte, dass P, einfach an den ersten n Knoten exakt approximiert und
zwischen benachbarten Knoten linear interpoliert. Man sieht unmittelbar, dass
1Pnflloo < ||flloo fiir alle n € N, wobei fir konstante f Gleichheit vorliegt,
also gilt ||Py|| = 1. Insbesondere ist (Py)nen gleichmdfig beschrinkt. Weiters
tiberzeugt man sich leicht davon, dass

Pan(f) = Pmpn(f) = Pmin{m,n} fiir alle f € C([Oa 1]7K)

Wir wollen die Vorraussetzungen von Satz 1.4 nachprifen, um zu zeigen, dass

die Abbildungen (P,)nen die zu einer Schauderbasis gehorenden Projektionen
sind.  Vorraussetzung (ii) ist gerade obige Gleichung. Dass es lineare und
beschrdankte Selbstabbildungen sind ist ebenfalls klar. Wegen Lemma 1.5 geniigt

es, Vorraussetzung (iii) fiir einen dichten Teilraum zu zeigen. Dieser soll C1([0,1],K)
sein.

Sei also f € C1([0,1],K) beliebig. Die Steigungen der stiickweise linearen Bere-
iche von P, (f) sind gegeben durch

tﬂ' 1)) T tﬂ' i .
- Jtr, @) — f( n,(z—&—l))’ i<n,

brn ) = brp (i41)

wobei T, € Sy, jene Permutation ist, die (t;)7—, der Grifle nach in aufsteigen-
der Reihenfolge ordnet. Also ist P,(f) eine lipschitzstetige Funktion mit Lips-
chitzkonstante
Sp = max|sy ;|.
<n

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert
sn < IR Mo + I1S(f)lloo = C,

wobei C' unabhdngig von n ist. Also sind die P,(f), n € N gleichgradig lips-
chitzstetig. Da (t;)ien dicht in [0,1] ist, finden wir zu jedem € > 0 ein k € N
mit

-

fiir alle = € [0, 1] existiert t , € (t;)F_,, sodass |z — ty .| < 50

Wir machen folgende Abschdtzung for n > k:

|Po(f) (@) = f()]
= |Pu(f) (@) = Pu(f)(tra) + Pu(f)(thw) = f(tra) + f(tea) — f(2)]
<|Pu(£)(@) = Pu(f) ()| + | f(2) = f(tha)] + [Pu(f)(the) = fltro)]
< COlz = the| + Clz — tro| + | Pu(f) (tra) — f (k)]

=0

<e

— )

wobei wir von der zweiten auf die dritte Zeile verwendet haben, dass die P, (f),
n € N und f lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante C sind. Von der vorletzten
auf die letzte Zeile haben wir verwendet, dass gemdf der Definition von (Pp,)nen



folgt, dass Po(f)(tkw) = f(tkw), fir n > k und daher der letzte Term in der
vorletzten Zeile dann 0 ist. Damit ist Vorraussetzung (iii) gezeigt.
Fir die Vorraussetzung dim(ranP,) = n betrachten wir lineare Funktionen

b ranP, — K"
e (F)),

Offensichtlich ist ¥, surjektitv, denn fiir beliebig vorgegeben Funktionswerte an
den Knoten liegt jene Funktion, die dazwischen linear interpoliert, in ranP,, und
wird unter v, auf dieses n— Tupel von Werten in K abgebildet. Andererseits ist
tn, ingektiv, denn stimmen f,g € ranP, auf allen Knoten (t;)7_, dberein, so
stimmen sie schon uberall uberein, da zwischen den Knoten beide linear inter-
polieren. Folglich sind die ,, Isomorphismen, weshalb dim(ranP,,) = dimK" =
n.
Somit hat C([0,1],K) eine Schauderbasis mit (Py)nen als zugehdrige Projektio-
nen. Wahlen wir die Knoten

21— 1

ST 1<1<2% keNu{o0},

t1=0, tg =1, loryy11 =
so nennt man die Schauderbasis (e;)ien, die wir gemdf Satz 1.4 aus den Pro-
jektionen erhalten, wobei e; normiert und nichtnegativ gewdhlt werden, Faber-
Schauder Basis und schreiben (s;);en dafir. Die Basisfunktionen der Faber-
Schauder Basis lassen sich beschreiben durch:

S1 = 1
S9 = id
(z = 352)2", 2 e [552, S),
82k+l+1( ) = (QI?Jlrl - x)2k+1’ T e [gfejr}’ 213%]’
0 sonst.

Beispiel 1.16. Wir konstruieren eine Schauderbasis fir LP ([0, 1], K)
mit p € [1,+00).
Zundachst definieren wir eine Funktionenfolge (h;);en in LP(]0,1],K) durch

hi =1 (konstante Funktion)
h2k+l ZZl[w 21—1]—1[21,—1 2L 1, 1§Z§2k, kENU{O}

okF1°5kF1 ok F175k+1

Weiters definieren wir H := span{h;|i € N} C LP([0,1],K). Man dberzeugt sich
elementar davon, dass H alle Indikatorfunktionen von Mengen der Form [2%, %]
enthilt, wobei i, j, k,1 € NU{0} mit [o%, &] C [0,1]. Da H ein Untervektorraum
ist, sind auch Indikatorfunktionen endlicher Vereinigungen solcher Mengen in
H. Aus der Analysis/MajfStheorie ist bekannt, dass somit H = LP([0,1],K). Wir
definieren Projektionen

H—H
Py m min{m,n}
Zi=1 a;hi — 21':1 aih;



0 ! 0 ! 0 ! 0 !
s1 52 83 S4

1 1 1 1

0 ! 0 1 0 L 0 1
S5 S6 S7 S8

Figure 1: Die ersten acht Basisfunktionen der Faber-Schauder Basis

firn € N. Wahlt man f € ranP, 41, also f = Z::ll a;hi, so unterscheidet sich
P, (f) von f nur auf supph,1 = [a,b] fir geeignete a,b € [0,1]. Offenbar ist
P, (f) auf [a,b] konstant mit einem Wert ¢ € K und fir f gilt

a+b a+b
)= et annd AU

f(a, b)) = {e—anpa}.

Da fiir p > 1 die Funktion x — |x|P konvex ist, gilt

1 1 1 1
el = 15 (c+ anen) + 3 e~ ana)P < gle+ ana P+ Sle— el
Damit konnen wir ||P,(f)||, abschdtzen:

Il = [

[0,a)U(b,1]

1 1
S/ |f|pd/\+/ *|C+an+1|pd/\+/ —|e — apt1|PdA
[0,a)U(b,1] la,b] 2 [a,b] 2

<[ i [ leranaPant [ o= analin
(0,a)u(b,1] [a,%52] [a£b )
= 7l

Mittels vollstandiger Induktion erhalten wir diese Abschdtzung fir alle f € H.
Andereseits gilt fiir konstante Funktionen Gleichheit, weshalb ||P,|| = 1. Gemdf
Lemma 1.5 ist Vorraussetzung (iii) von Satz 1.4 erfillt. Dass Vorraussetzungen
(i) und (ii) ebenfalls erfillt sind, erkennt man ganz elementar, wodurch (h;)ien
eine Schauderbasis von LP([0,1]) ist, welche man auch Haar Basis nennt.

|f|pd/\+/ le|PdA
[a,b]

Beispiel 1.17. Abschlieffend betrachten wir noch ein Beispiel einer Schauder-
basis, welche keine unbedingte Schauderbasis ist.
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h1 h2 h3 h4

e e

h5 h@ h7 h8

Figure 2: Die ersten acht Basisfunktionen der Haar Basis

Dazu sei H ein seperabler Hilbertraum, (e;)ien eine ONB von H, a € H, so-
dass a = Y oo, aie; mit a; # 0 fir alle i € N und Y2, B; eine nur bedingt
konvergente Reihe in R. Dann ist (w;);eny mit

wi::eiJr&el firi e N
i

eine Schauderbasis, welche keine unbedingte Schauderbasis ist, denn es gilt

Zaiwi = Zaiei + <2ﬂ1> e =a-+ (Zﬁl> e1 € H.
i=1 i=1 i=1 i=1

Da wir vorrausgesetzt haben, dass die Reihe auf der rechten Seite nur bedingt
konvergiert und sich die rechte Seite nur um einen unbedingten konvergenten
Teil von der linken Reihe unterscheidet, kann folglich die Reihe auf der linken
Seite nur bedingt konvergieren.
Um zu zeigen, dass es sich bei (w;);en tatsdchlich um eine Schauderbasis han-
delt, berechnen wir

Bi

€ =w; — —e1p = w; — &,
2

fiir geeignetes & € K da wy = (14 B1/a1)er. Explizit erhalten wir

ﬁz’ (€3]
=2 |
a;oq + B

Damit & wohldefiniert ist, muss gewdhrieistet sein, dass oy + 1 # 0 gilt. Das
konnen wir gewdhrleisten, indem wir c; = 1/i und B; = (—1)*/i fizieren. FEin
beliebiges © € H hat eine eindeutige Koeffizientenfolge (1;)ien € K beziiglich

11



der ONB (e;)ien. Fir eine Darstellung von x beziiglich (w;);en mittels einer
Koeffizientenfolge ((;)ien € K tiberzeugt man sich schnell, dass

gelten muss, wodurch sich auch ¢, berechnen ldsst

a8
Clial‘f'/Bl (771 ;mai>.

Fiir unsere Wahl von (8;)ien und (ov;)ien gilt Bi/a; = (—=1)%. Aus der Anal-
ysis wissen wir, dass Koeffizientenfolgen beziiglich einer ONB in ¢2(K) liegen,
insbesondere ist (7;);en eine Nullfolge. Nach dem Dirichlet’schen Konvergen-
zkriterium konvergiert also obige Summe. Damit ist (;);en die eindeutige Ko-
effizientenfolge von x beziiglich (w;);cny und daher (w;);cn eine Schauderbasis.
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2 Projektionen auf Partialsummen und Defini-
tion der Basiskonstante

Im Folgenden sei (e;);en eine Schauderbasis des Banachraums (X, ||.||) iber dem
Skalarkorper K. Bezeichne mit (P,)nen die Projektionen auf die Partialsum-
men, welche definiert sind durch

X —span{e; |[i=1,...n}
Pn : [e’e] n
Zi:l a;e; —r Zi:l a;€;.

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist, die gleichméflige Beschranktheit der Projek-
tionen (P, )nen zu zeigen. Ein tiblicher Weg dies zu beweisen, ist die Stetigkeit
der Koeffizientenabbildungen

,_{X—>K

e
j o ,
Doy Qi€ > a

nachzuweisen. Somit wére die Projektion P, als Linearkombination stetiger
Funktionen stetig. Die gleichméaflige Beschranktheit aller P,, n € N, wiirde aus

dem Principle of Uniform Boundedness (siehe | , Korollar 4.2.2]) folgen,
da wegen

lim P,(z) ==

n—oo

(Pp)nen fiir jedes © € X punktweise beschrinkt ist. Dieser Beweis wird in
[ , Proposition 1.1.4.] genau durchgefithrt. Wir werden die gleichméBige
Beschranktheit der (P,)nen jedoch anders beweisen. Dafiir benétigen wir fol-
gende Definition.

Definition 2.1. Fiir eine gerichtete Menge (I, <) definieren wir

oI, X):={feB(I,X)] henjlf(z) existiert in X},

wobei B(I, X) wie iiblich den Raum aller beschrinkten Funktionen f : I — X
bezeichnet und lim;ey f(7) in X beziiglich der Norm zu verstehen ist.

Da der Grenzwert linear von f abhingt und c¢(I, X) jedenfalls alle konstanten
Funktionen enthélt, ist ¢(I, X) ein linearer Teilraum von B(I, X). Es gilt sogar:

Lemma 2.2. Der Raum c(I, X) ist abgeschlossen. Insbesondere ist c(I,X) ein
Banachraum, wenn X einer ist.

Proof. Sei (fn)nen eine Folge in ¢(1, X), die gegen ein f € B(I, X) konvergiert.
Definiere H(i,n) := fn(i). Wegen f,, € c(I,X) existiert fiir jedes n € N der
Limes lim;e; H(i,n). Weiters konvergiert lim,,—, o, H(.,n) gleichméfig, da die
fn beziiglich ||.||oo konvergieren. Somit kénnen wir das Limes-Vertauschungs-
Lemma | , Lemma 8.7.1] anwenden und erhalten, dass der Grenzwert

lim lim H(i,n) =lim lim f,(i) = lim f(3)

i€l n—o0 i€l n—o0 i€l

13



existiert. Infolge gilt f € ¢(I, X), womit ¢(I, X) abgeschlossen ist. Aus | ,
Satz 6.6.11] ist bekannt, dass B(I, X) versehen mit der Supremumsnorm ||.||oo
ein Banachraum ist, wenn X ein Banachraum ist. Als abgeschlossener Unter-
vektorraum eines Banachraums ist ¢(I, X) auch ein Banachraum. O

Definition 2.3. Seien (I, <) eine gerichtete Menge und Z; < X fiir alle ¢ €
ein abgeschlossene Teilrdume vom Banachraum X. Weiters sei (4; ;)i<; eine
Familie von beschrankten linearen Operatoren, sodass

A Z; — Z; furalled,j el miti=<j
Wir definieren

B(I,(Ai )iz, X) ={f € B, X)|Viel: f(i)e Z;, Vi=2j: f(i)=Ai;f(5)}
(I, (Aij)izj, X) = B(I, (Ai)izj, X) Ne(l, X).

Bemerkung 2.4. Die Z; konnen in der Schreibweise B(I, (A; ;)i<j, X) wegge-
lassen werden, da sie implizit durch den Definitionsbereich von A;; gegeben
sind.

Da die Z; lineare Unterrdume von X und die Abbildungen (A4; ;);<; linear sind,
ist B(I, (A j)i=;,X) unter Linearkombinationen abgeschlossen und somit ein
linearer Teilraum von B(I, X). Es gilt sogar:

Lemma 2.5. Der Raum B(I,(A; ;)i<;, X) ist abgeschlossen und damit selbst
ein Banachraum. Dasselbe gilt fiir c(I,(A; ;)i<;, X).

Proof. Die Projektionen
B, X) = X
e fG)

sind offenbar linear und wegen

Il (O = 17O < 1l

beschrankt. Somit ist

Y= {feBI,X)|f(i)e Z Viel} =\ "(Z)
el

als Schnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Definieren wir ¢;; := (m; —
A;jom;)ly, so ist ¢;; als Zusammensetzung stetiger Funktionen stetig und
infolge

B(I,(Ai )iz, X) ={f €Y | ¢s;(f) =0 Vi 2 j} = () ker ¢y

127
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als Schnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Da ¢(I, X') nach Lemma 2.2
abgeschlossen ist, ist auch

o, (Ai )iz, X) = B(I, (Aij)i<;, X) Ne(l, X)
als Schnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen. O

Bemerkung 2.6. Ausgehend von der zur Schauderbasis gehérenden Folge (Py,)nen
von Projektionen setzen wir Z, :=ran P,, = span{e; | i =1,...n} und P, p, :==
P,lranp,, fir alle n < m. Wegen dim(ran P,,) = m < oo ist Z,, abgeschlossen
und P, m beschrankt. Auferdem gilt wegen Py y(Zy,) C ran P, = Z,

Pom i Zy — Zy, flirn,m e N mitn <m.

Somit erfillen Z,, und P, ,, mit der gerichteten Menge (N, <) alle Vorausset-
zungen an Z; und A; ; aus Definition 2.3, wodurch auch c¢(N, (Pp m)n<m, X) ein
wohldefinierter Banachraum ist.

Satz 2.7. Seien (X,|.||) ein Banachraum, (e;)ien eine Schauderbasis von X
und (Pp)nen die dazugehorigen Projektionen. Definiere Py := Pplyan p,, als
Abbildung von ran P, nach ran P, fir n < m. Dann ist die Abbildung

L C(Nv (Pn,m)n§m7X) — X
") f = lim, s £(n)

linear, bijektiv und in beide Richtungen beschrinkt, wobei L~ x = (Ppx)pen.

Proof. Nach Bemerkung 2.6 ist ¢(N, (Py,m )n<m, X ) ein wohldefinierter Banachraum.
Sei f € e(N, (Pnm)n<m, X). Wegen f(n) € ran P, existieren fir jedes n € N

eindeutige Koeffizienten (a’)?_; mit

fln) = Z ale;.
i=1

Aus P, f(m) = f(n) fiir alle n < m folgt

zn:a?ei = f(n) = Pn,mf(m) =P, ia;ﬂ@i = ia?ei.
=1 i=1 i=1

Aufgrund der Eindeutigkeit der Koeffizienten (a])?_; gilt a? = al*, i =1,...,n.
Fiir jedes f € ¢(N, (Pp.m)n<m,X) existiert also eine eindeutige Koeflizienten-
folge (a;);ien, sodass f = (ZLI aiei)neN. Gilt dabei L(f) = limy, 00 iy ai€; =
Yoo  aie; = 0, so muss aufgrund der Eindeutigkeit der Schauderbasisdarstel-
lung a; = 0 fiir alle i € N gelten, womit auch f = 0. Daraus erhalten wir
ker L = {0}, also die Injektivitdt von L. Fiir die Surjektivitat betrachten wir
ein beliebiges € X. Da (e;);en Schauderbasis ist, gilt lim, o P,z = x. Weil
konvergente Folgen beschrankt sind, erhalten wir f := (P,z)neny € B(N, X).
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AuBerdem gilt f(n) = P,x € Z, und P, ., f(m) = P,Pnx = P,x = f(n) fir
alle n < m, weshalb f € ¢(N, (Pym)n<m,X). Wegen L(f) = x ist somit auch
die Surjektivitdt von L gezeigt. Die Linearitdt von L folgt unmittelbar aus der
Linearitat der Grenzwertbildung. Wegen

ILHI = 1 Tim f(n)]| < sup [|f ()] = [[f]l
neN

ist L auch beschrankt. Mit dem Korollar des Satzes von der offenen Abbildung
[ , Korollar 4.3.3] folgt aus dem bisher Gezeigten die Beschrénktheit der
Inverse L1 O

Unser Hauptresultat erhalten wir als Korollar aus dem vorherigen Satz.

Korollar 2.8. Die Projektionen (Pp)nen einer Schauderbasis (e;)ien eines Ba-
nachraums X sind gleichmdj$ig beschrdnkt. Insbesondere sind die Koeffizienten-
abbildungen (€});en stetig.

Proof. Aus Satz 2.7 wissen wir, dass L' : X — ¢(N, (P,.m)n<m, X ) beschriinkt
ist, wobei L™ !z = (P,2)pen und somit

IL7H = sup [[(Pua)nenlloc = sup sup[|Pz| = sup sup |[Pazl| = sup [[Pul.

llzll=1 llzll=1neN neN ||lzf|=1

Insbesondere gilt sup,,cy || Pn|| < 400, also die gleichméflige Beschrénktheit der
(Pr)nen. Weiters erhalten wir fiir jedes z € X

len@)lllenll = llef(@)enll = [[(Pn = Poo1)z|l < 2sup [|Fulllz])

Division durch ||e,]|| liefert

2 SUPpeN ”Pn”

llenll

llenll <

< +o0.

O

Definition 2.9. Wir bezeichnen bc(e;) := sup,, ¢ || Py || als Basiskonstante der
Schauderbasis (e;);en. Gilt be(e;) = 1, so wird (e;);en auch als monoton beze-
ichnet.

Bemerkung 2.10. Normiert man eine Schauderbasis (€;)ien, S0 ist (€;)ien 1=
(”‘é—?u)ieN ebenfalls eine Schauderbasis. Die Koeffizientenabbildungen (€;')ien =

(lleslles)ien sind dann gleichmdfig beschrdankt mit
1€5"]1 = lle:llle]] < 2befed).

Bemerkung 2.11. Da jede unbedingte Schauderbasis eine Schauderbasis ist,
sind die Koeffizientenabbildungen einer unbedingten Schauderbasis ebenfalls stetig,
falls X ein Banachraum ist.
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Es stellt sich nun die Frage, ob auch die Projektionen

X — span{e; | i € A}
PA :
Doien @i€i 7 Y e 4 0

einer unbedingten Schauderbasis gleichméfig beschrénkt sind. Die Antwort ist
Ja, da der Beweis von Satz 2.7 analog fiir unbedingte Schauderbasen durchgefiihrt
werden kann. An einer Stelle im Beweis haben wir jedoch verwendet, dass die
Folge (P,x)nen beschrankt ist, weil sie konvergiert. Diese Aussage kann fiir
das Netz (Pax) ace(w) so nicht gefolgert werden. Deshalb benétigen wir fiir den
Beweis noch folgendes Lemma.

Lemma 2.12. Sei (e;);en eine unbedingte Schauderbasis eines normierten Vek-
torraums X und (Pa)ace) die zugehdrigen Projektionen. Dann ist fiir jedes
x € X das Netz (Pax)acew) beschrinkt.

Proof. Sei x € X. Wegen limycgn) Par = o existiert ein A9 € £(N), sodass
Paz € Up(z) fiir alle A D Aj. Setzen wir n := max Ay, N<,, := {1,...,n} und
c:=maxycn., [Py, so gilt offenbar

|Przl] < c fiir alle M C Ng,,.
Ist M € £(N) beliebig, so gilt

M= (MUAp)\ (A \ M) = A\ B.
=:A =:B

Wegen A D Ap und AN B = B C Ng,, folgt

||PM.’L'|| = Z a;e;l| = Zaiei— Z a;e;
i€A\B i€A i€ANB
< Zaiei + Z a;€;
icA i€ANB
< Zaieif:z: + ||z]| + Z aie;|| < 1+ |[jz] +c.
icA i€ANB
Da M € E(N) beliebig war, ist das Netz (Pax)acg(n) beschrinkt. O

Bemerkung 2.13. Fir alle A,B € £(N) mit A C B setze Z4 := ran Py =
span{e; | ¢ € A} und Pa p := Palran py- Wegen dim(ran Pp) = |B| < 0o ist Zp
abgeschlossen und Pa p beschrinkt. Auferdem gilt Pa p(Zp) C ran Py = Z 4,
also

Pap:Zp— Za firalle A,Be EN) mit AC B.

Somit erfillen Z4 und Pa g mit der gerichteten Menge (E(N),C) alle Voraus-
setzungen an Z; und A; ; aus Definition 2.3, wodurch ¢(E(N), (Pa,B)acn,X)
ein wohldefinierter Banachraum ist.
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Satz 2.14. Seien (X,|.||) ein Banachraum, (e;)ien eine unbedingte Schauder-
basis von X und (Pa)ace) die dazugehdrigen Projektionen. Zudem definieren
wir fir A C B die Abbildung Pa g := Palvan Py von ran Pg nach ran P4. Dann
ist die Abbildung

1. L€M), (Pap)acs, X) = X
YU f e limaceqy £(A)

linear, bijektiv und in beide Richtungen beschrinkt, wobei L™ 'z = (Pax) ace ) -

Proof. Wegen Bemerkung 2.13 ist ¢(E(N), (Pa,g)acp,X) ein wohldefinierter
Banachraum. Sei f € ¢(E(N),(Pa,g)acn,X). Wegen f(A) € ran P4 existieren
fiir jedes A € £(N) eindeutige Koeffizienten (af');c 4 mit

f(4) = Za?ei.

i€A

Aus P4 pf(B) = f(A) fiir alle A C B erhalten wir

Za?ei = f(A) =Pspf(B) = Pa Zafei = Zafei.

icA i€B icA
Aufgrund der Eindeutigkeit der Koeffizienten (af)ie A gilt somit af‘ = aP
fir alle ¢ € A. Fir jedes f € ¢(E(N),(Pa,p)acn,X) existiert also eine ein-
deutige Koeffizientenfolge (a;);en, sodass f = (ZiGA aiei)Aeg(N)' Gilt dabei
Ly(f) = limacem) D e @i€i = Y ;en@i€i = 0, so muss aufgrund der Ein-
deutigkeit der unbedingten Schauderbasisdarstellung a; = 0 fiir alle ¢ € N gel-
ten, womit auch f = 0. Daraus folgt ker L, = {0}, also die Injektivitdt von
L,. Fiir die Surjektivitit betrachten wir ein beliebiges z € X. Da (e;);en eine
unbedingte Schauderbasis ist, erhalten wir limsegv) Par = z. Wegen Lemma
212 gilt f:= (Paz)acew) € B(E(N), X). AuBlerdem ist f(A) = Paz € Z4 und
Papf(B) = PsPpx = Pax = f(A) fir alle A, B € £(N) mit A C B, weshalb
f € c(E(N),(Pa,B)acs,X). Da L,(f) = z, ist somit auch die Surjektivitit
von L, gezeigt. Die Linearitat von L, folgt unmittelbar aus der Linearitat der
Grenzwertbildung. Wegen

[Lu(OIF =1 Jim fCA) < sup [|f(A)] = [Iflle
Ae&(N)

AcE(N)

ist L,, auch beschrankt. Mit dem Korollar des Satzes von der offenen Abbildung
[ , Korollar 4.3.3] folgt aus dem bisher Gezeigten die Beschranktheit der
Inverse L. O

Korollar 2.15. Die Projektionen (Pa)acg ) einer unbedingten Schauderbasis
(ei)ien eines Banachraums X sind gleichmdfig beschrankt.
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Proof. Aus Satz 2.14 wissen wir, dass L;! : X — c(E(N),(Pa.g)acn,X)
beschrénkt ist, wobei Ly 'x = (Pax) acg () und somit

IL7H = sup [[(Paz)acellc = sup  sup |[|Paz|
llzll=1 lzll=1 AcE(N)
= sup sup ||Paz||= sup |Pal-
A€E(N) ||z||=1 AcE(N)

Insbesondere gilt sup 4c¢ ) [|Pall < +00, also die gleichméfige Beschréinktheit
der (Pa)aeeq)- O

Analog zur Basiskonstante lasst sich auch eine unbedingte Basiskonstante definieren.

Definition 2.16. Wir bezeichnen ubc(e;) := supegqn [[Pall als unbedingte
Basiskonstante der unbedingten Schauderbasis (e;);en-

Fiir den néachsten Satz 2.18 bendtigen wir:
Lemma 2.17. Fur eine Folge (x;);en in einem Banachraum X gilt:
o0
Zmi konvergiert unbedingt < Z Nix; konvergiert V(A;);en € £°°
i€N i=1

Proof. Da X ein Banachraum ist, konvergiert ), #; genau dann unbedingt,
wenn (3, 4 i) acevy ein Cauchy-Netz ist. Dies ist dquivalent zu

S

i€A

=: Zu ¢ > 0 wihlen wir Ag € £(N), sodass || >, 4 x| < § fiir alle A € £(N)
mit AN Ay = 0. Seien A € E(N) mit AN Ay =0 und f € X' mit ||f] <1
beliebig. Wir definieren

Ve > 034p € E(N) : <eVA e &EN) mit AN Ay = 0. (1)

Apr :={i € A|Re f(z;) 20} und Ay :={iec A|Ref(z;) <0}

Weil insbesondere Ag+ N Ag =0 und Ay- N Ay = 0 gilt, erhalten wir

> IRef(zi)l= Y Ref(x;)— > Ref(x)

i€A i€A Ly i€A,_
= Ref< g T — g a:i>
€A, €A,
<A DS = Y
€A1 €A,
€
< E Til| + E x| < 3
€A1 €A,
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Analog lasst sich ), , [Im f(2;)| < § zeigen. Also folgt

D@l <D | Re fla)| + D |m f(a)] < e (2)
i€A i€A i€A
fir alle f € X' mit ||f]| < 1. Zu (MN)ien € £° mit ||(Ai)ien]joo < 1 und
A € E(N) mit AN Ag = 0 gibt es nach einem Korollar des Satzes von Hahn-
Banach | , Korollar 5.2.4] ein f € X’ mit |[f|| = 1 und ||} ,c 4 M| =
f(Q ica Aiwi). Fiir dieses f und A € £(N) gilt wegen (2)

i€EA

= f(z i) = Z&'f(fi) < ZMU(%N <e

€A i€A €A <1

Aufgrund von (1) konvergiert Y, A;x; und infolge auch Y7, A;z;. Die Kon-

vergenz fiir beliebige A = (\;)ieny € £ folgt, indem man das bisher Gezeigte
Yoo Ai

auf \; := o9, o= anwendet.

<: Angenommen, ), x; konvergiert nicht unbedingt. Nach (1) existiert dann

ein € > 0, sodass fiir alle A € £(N) ein B € £(N) existiert mit

>

i€B

ANB =0 und >e. (3)

Wir definieren rekursiv Ay := {1}, Ag+1 := {1,...,max By}, wobei By zu A
stets so gewahlt wird, dass (3) erfiillt ist. Weiters setzen wir

_ {L J € Uren B
Hi =

0, sonst.

Klarerweise gilt (p;)ien € £°°. Geméf unserer Wahl existiert fiir alle N € N ein
k € N mit min B > N und

max By
E WiZil|| = E x;|| > €.
t=min By 1€ B

Somit ist (}_;; pi%i)nen keine Cauchy-Folge und daher Y :°, p1;2; nicht kon-
vergent, was einen Widerspruch bedeutet. O

Satz 2.18. Ist (e;)ien eine unbedingte Schauderbasis des Banachraums X, dann
existiert ein K > 0, sodass

> didi(@)ei|| < K|z
=1

fir alle x € X und (A;)ien € £°° mit ||(Ai)ien]|| < 1.
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Proof. Sei x € X. Wir definieren fiir alle n € N

e >° — X
"N = (Nien = S0 Mel(@)es

Die Operatoren A,, sind beschrinkt, weil ||A,|| < >0, |ei(x)|]|e:]] < 4oo fiir
alle n € N. Wegen Lemma 2.17 konvergiert (AnX)neN und ist daher beschrankt,
wodurch

sup || A, X < 4o00.

neN
Nach dem Principle of Uniform Boundedness sind die Operatoren (4, )nen gle-
ichméaBig beschréankt, also

sup || 4, | < +oo. (1)
neN
Wir betrachten die Operatorfamilie (Ry)x. K (0)) welche definiert ist durch
X=X
By T Yo ek (x)e;
i=1 M€\ L)€

Wegen Lemma 2.17 ist Ry wohldefiniert. Weil die Koeffizientenabbildungen e
beschrénkt sind, sind auch die Abbildungen

n
P.R; :x Z Aiel(z)e;
i=1

beschrankt. Auflerdem gilt

lim PnRXx = R;\'.T

n— oo

fiir alle x € X. Nach einem Korollar des Principle of Uniform Boundedness

( , Korollar 4.2.3]) ist jeder der Operatoren Ry beschrénkt. Weiters gilt
n
sup ||Rgz| < sup sup Z Aies(z)e;
Xl <1 [ Xlloo <1 PEN || 521
n (4)
=sup sup Z/\ie;»(x)ei = sup [|A,|| < +oo.
neN ||X\|oo§1 =1 neN

Wieder mit dem Principle of Uniform Boundedness folgt, dass die Operatorfam-
ilie (R5) 5 K (0) gleichmafig beschrankt ist. O

Bisher haben wir nur gezeigt, dass die Projektionen P4 fiir A € £(N) gleichméaBig
beschrénkt sind. Als Korollar von Satz 2.18 erhalten wir, dass die Projektionen
Py fir beliebige M C N gleichméflig beschrankt sind.

Korollar 2.19. Ist (e;);en eine unbedingte Schauderbasis des Banachraums X,
dann sind die Projektionen (Par)mcn gleichmdfSig beschrdnkt.
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Proof. Sei M C N beliebig. Mit

gilt
o0
Z ieh(r)e; = Z ei(x)e; = Pyx.
i=1 €M

Wegen Satz 2.18 existiert ein K > 0, sodass

sup [Pyl < K,
MCN

womit die Projektionen (Pas)arcn gleichméBig beschrénkt sind. O

3 Schwache Schauderbasen

In diesem Abschnitt wollen wir eine weitere Art von Schauderbasen besprechen.
Diese ist durch eine schwichere Eigenschaft definiert als die Schauderbasen aus
dem ersten Kapitel. Am Ende wird sich jedoch herausstellen, dass die beiden
Definitionen dquivalent sind. Im Weiteren bezeichnen wir mit X immer einen
Banachraum.

Definition 3.1. Eine Folge (e;);en in X heifit schwache Schauderbasis, wenn
fiir alle € X eine eindeutige Koeffizientenfolge (a;);eny € K" existiert mit

. o\ . /
lim ¢ <Zl alez> = ¢(z) fir alle ¢ € X',
Bemerkung 3.2. Auch fir schwache Schauderbasen existieren Projektionen

| X — span{e; | i € N}
Tl T Y ae ’

wobei (a;)ien die eindeutige Koeffizientenfolge aus obiger Definition ist. Zu-
dem folgt aus der Eindeutigkeit direkt, dass eine schwache Schauderbasis linear
unabhangig ist.

Bemerkung 3.3. Es sei erinnert, dass eine Folge (x,,)nen in einem Banachraum
X schwach gegen x konvergiert, wenn lim ¢(x,) = ¢(x) fur alle p € X'. Wir
n—oo

w
wollen dafiir im Weiteren auch lim x,, = x schreiben.
neN

Bevor wir uns genauer mit schwachen Schauderbasen beschéftigen kénnen, wollen
wir ein Resultat zu schwach konvergenten Folgen beweisen.

Lemma 3.4. Sei (zy,)nen eine gegen x € X schwach konvergente Folge, dann
ist (xn)nen beschrankt.
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Proof. Betrachte die kanonische Einbettung von X in dessen topologischen Bid-
ualraum X"/

. { X = X",
= (¢ = ¢(x)).

Wegen der vorausgesetzten Konvergenz gilt ¢(z,) — ¢(x) fiir alle ¢ € X'.
Daher existiert fiir jedes ¢ € X’ ein ng € N, sodass

|p(zn)| < |o(z)|+1 fir alle n > ng.
Damit folgt

sup [¢(zn ) (¢)| = sup [¢(zn )| < max{|g(zn)], |¢(x)] + 1} < +oo.
neN neN nsno

Nach dem Principle of Uniform Boundedness erhalten wir sup,,cy ||¢(zn)]] <
+00. Da ¢ eine Isometrie ist, ergibt sich die gewiinschte Aussage. O

Um zu zeigen, dass schwache Schauderbasen schon Schauderbasen im klassis-
chen Sinn sind, wollen wir die gleichmé&fige Beschrénktheit der Projektionen
verwenden. Diese wurde im vorherigen Kapitel schon fiir Schauderbasen und
unbedingte Schauderbasen gezeigt. Wir miissen sie aber nochmal fiir schwache
Schauderbasen nachweisen. Dazu bendtigen wir folgende Definition:

Definition 3.5. Fiir einen Banachraum X und eine gerichtete Menge (I, <)
definieren wir

co(I, X) := {feB(I,X) llzlllf(’t) =z fir ein x¢ GX}.

Folgendes Lemma zeigt, dass der eben definierte Raum ein Banachraum ist.

Lemma 3.6. Der Raum c, (I, X) ist ein abgeschlossener Unterraum von B(I, X).
Die Abbildung L, : c,(I,X) = X, f— lm;; f(i) ist linear mit ||L,|| = 1.

Proof. Konstante Funktionen sind in ¢, (I, X) enthalten. Weil der schwache
Limes linear ist, bildet ¢, (I, X) einen Unterraum.
Fiir die Abgeschlossenheit wollen wir die Abbildung L, verwenden und weisen
zunichst ihre Eigenschaften nach. Aus der Linearitit des schwachen Limes folgt,
dass L., linear ist. Fiir f € ¢,(I,X) gilt f(i) € Bj;_(0) fir alle i € I. Da
Kugeln konvex sind, stimmen die Abschliisse beziiglich der Normtopologie und
der schwachen Topologie iiberein, weshalb
et . —o(X,X") =X

Lo(f) =1im f(i) € By g, "(0) = Bjp), (0)-
Also folgt || L, ()|l < || f]loo- Da fiir konstante Funktionen Gleichheit gilt, haben
wir || L] = 1.
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Fiir die Abgeschlossenheit von ¢, (I, X) sei (fn)nen eine Folge in ¢, (I, X), die
gegen ein f € B(I, X) konvergiert. Fiir n,m € N erhalten wir

”Lw(fn) - Lw(fm)” = ||Lw(fn - fm)” < ||fn - meoo'

Also ist mit (fn)nen auch (L, (fn))nen eine Cauchy-Folge. Weil X ein Ba-
nachraum ist, konvergiert (L. (fn))nen gegen ein x5 € X. Wegen der gle-
ichméfigen Konvergenz von (f,, )nen konvergiert auch (¢o fy, )nen fiir alle ¢ € X’
gleichméafig. Aus der Stetigkeit von ¢ und dem Limesvertauschungslemma
ergibt sich

lin 6(/(1) = lim lim 6( (1) = lim iy 6( (1) = lim 6(Lu(f) = 6(z)

icl icl neN
fir alle ¢ € X’. Wir erhalten 1212111 f(i) = z; und daher f € ¢, (I, X). O
Definition 3.7. Analog zur Definition 2.3 kénnen wir
oL, (Ai )iz, X) = B(I, (Aij)i=;, X) New(l, X)
definieren.

Der Raum ¢, (I, (4; ;)i=;, X) ist in B(I, X) abgeschlossen und somit selbst ein
Banachraum. Der nédchste Satz liefert uns das Werkzeug, um die gleichméflige
Beschranktheit von (P,)nen zu zeigen. Dabei verlduft der Beweis grofiteils
analog zu Satz 2.7. Dennoch fithren wir ihn nochmal an, um besonders die
Unterschiede hervorzuheben.

Satz 3.8. Sei (e;)ien eine schwache Schauderbasis von X. Die dazugehdrigen
Projektionen notieren wir mit P,. Firn < m definieren wir

P [ ran P, —ran P,
m Pn,m = Pn|

ran P,

Der Operator L, : co(N, (Pym)n<m, X) = X, f lié% f(n) ist linear, bijektiv
n
und in beide Richtungen beschrinkt mit L, (x) = (Py(Z))nen-

Proof. Analog zu Bemerkung 2.6 erkennen wir, dass ¢, (N, (P, )n<m, X ) wohldefiniert
ist. Nach Lemma 3.6 ist L, linear und beschrankt. Wir zeigen die Injek-
tivitdt von L,,. Fir f € (N, (Pum)n<m,X) gilt f(n) € ran P, und daher
f(n)=>"" ale;. Wegen

n n
Za?ei = f(n) = Pymf(m) = Za?ei,
i=1 i=1

existiert eine eindeutige Koeffizientenfolge (a;)ien € KN mit f = (307, aies), o
und daher L, (f) = limfy > i, ase;. Da (e;);en eine schwache Schauderbasis
ist, folgt aus 0 = L, (f) = limf oy > i, a;e; direkt a; = 0 fiir alle ¢ € N, also
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f=0.

Fiir die Surjektivitdt betrachte € X. Die Folge f := (P (x))nen kon-
vergiert laut den Voraussetzungen schwach gegen x. Nach Lemma 3.4 ist f
beschrénkt. Wegen f(n) = P,(z) € ranP, und P, o Py, = Puintm,m) gilt
[ € cow(N, (Pom)n<m, X). Aus Ly(f) = lim,cy P,(z) = x folgt die Surjek-
tivitat von L.

Die Abbildung L, ist also bijektiv, linear und beschrinkt. Aus dem Satz der
offenen Abbildung folgt die Beschranktheit der Inversen. O

Korollar 3.9. Sei (e;)ien eine schwache Schauerbasis von X, dann ist (e;);en
eine Schauderbasis.

Proof. Aus dem letzten Satz folgt

IL5' ) = sup |ILG'(2)] = sup sup|[[Puz| = sup sup [Pyl =supl|Pyl,
[[z]|=1 |lz]|=1neN neN||z||=1 neN

womit die Projektionen (P,)nen gleichméfliig beschrankt sind. Da die Folge
(e;)ien linear unabhéngig ist, ist sie eine Schauderbasis von span{e; | i € N}.
Weil span{e; | i € N} konvex ist, ergibt sich

o(X,X")

- J— Y
X = span{e; | i € N} = span{e; | i € N} .

Somit ist (e;);eny Schauderbasis eines dichten Unterraums von X. Aus der
gleich”-méBigen Beschrianktheit der Projektionen folgt nach Proposition (1.7),
dass (e;)ien sogar Schauderbasis von X ist. O

4 Basisfolgen

X stehe in diesem Abschnitt wieder fir einen Banachraum.

Definition 4.1. Eine Folge (¢;)ien in einem Banachraum X heifit Basisfolge,
wenn sie Schauderbasis von cls{e; | i € N} := span{ei | i € N} ist.

Bemerkung 4.2. Die Resulatate aus den friheren Kapiteln fiir Schauderbasen
gelten entsprechend auch fur Basisfolgen. Daher sind die Koordinatenabbildun-
gen €} : cls{e; | i € N} = K stetige Funktionale und die Projektionen

P cls{e; | i € N} — span{e; | i <n}
Pl e Y e(w)e;

gleichmdfig beschrankt mit der Basiskonstante be(e;).

Das nachstehende Lemma liefert ein einfaches Kriterium fiir Basisfolgen. In den
meisten Féllen wird dieses der Definition von Basisfolgen vorgezogen.
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Lemma 4.3. Fine Folge (e;);en in X ist genau dann eine Basisfolge, wenn
e; # 0 fiir allei € N und ein K > 0 fir alle (a;)ien € KN und alle n,m €
N mit n < m existiert, sodass

n m
E a;€; E ;€4
i=1 =1

Die kleinste derartige Konstante K ist be(e;).

<K (5)

Proof. =: Seien (e;);en eine Basisfolge und (a;)sen € KN. Fiir n < m gilt

n m m
E a;e; P, E a;e; E a;e;
i=1 i=1 i=1

Da die e;,i € N, linear unabhéngig sind, gilt e; # 0 fir jedes i € N.

<: Wir wollen zundchst beweisen, dass eine Folge (e;);en, welche die Voraus-
setzungen erfiillt, linear unabhéngig ist, womit auch dimspan{e; | i < n} = n.
Wire (e;);en linear abhingig, dann existieren ng € N und a; € K fir i =
1,...,ng, sodass

< be(e;)

no—1

no
E a;e; = 0 und E Qi€ = —Qpyen, 7 0.
i=1 i=1

Das widerspricht der Voraussetzung (5). Die Projektionen

P . { span{e; | i € N} — span{e; | i < n},
" doin aieq Z;n:nll(n’m) a;€;,

sind wegen (5) gleichméBig durch K beschrankt. Weil die Folge (e;);en linear
unabhéngig ist, bildet sie eine Schauderbasis von span{e; | i € N}. Da die Pro-
jektionen gleichméBig beschrankt sind, besagt Proposition 1.7, dass (e;);en sogar
Schauderbasis von cls{e; | i € N} und somit eine Basisfolge ist. Aus der Defi-

nition der Basiskonstante und weil K die Projektionen gleichméfig beschrankt,
folgt be(e;) < K. O

Nicht jede Koeffizientenfolge korrespondiert zu einem x € X, was die néchste
Definition motiviert.

Definition 4.4. Sei (e;);en eine Basisfolge in X und (b;);en eine Folge in einem
weiteren Banachraum Y. (e;);cn heifit &quivalent zu (b;);cn, wenn fiir jede Folge
(a;)ien € KY die Existenz von

o0 o0
E a;e; zu der von g a;b; aquivalent ist.
i=1 i=1

Satz 4.5. Seien (e;)ien eine Basisfolge in X und (b;)ien eine Folge im Ba-
nachraum Y . Folgende Aussagen sind dquivalent.
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(i) (b;)ien ist eine zu (€;);en dquivalente Basisfolge.

(ii) Es gibt eine in beide Richtungen beschrinkte lineare Bijektion ® : cls{e; |
i € N} — cls{b; | i € N} mit ®(e;) = b; fiir alle i € N.

(i1i) Es existieren Konstante Cy,Cq > 0, sodass

n n n
E aie; E a;b; E a;e;
im1 i=1 i=1

Proof. (i) = (i#i): Wir definieren

fir alle (a;)7—, € K™
X

< Gy
Yy

1
ol <
! X
cls{e; | i € N} — cls{b; | i € N}
z =2 ei(x)ei = ) e(x)bs

i=1

i=1

(O3

Da die beiden Folgen &dquivalent sind, ist diese Abbildung wohldefiniert. Weil
(e:)ien eine Basisfolge ist, sind die Koeffizientenabbildungen e linear und somit
auch ®. Aus ®(x) = 0 und der Tatsache, dass (b;);en eine Basisfolge ist, folgt
ej(z) = 0 fur alle i € N und daher die Injetivitat. Fiir jedes y € cls{b; | i € N}
gilt y = 320 Vi(y)b;. Wegen der Aquivalenz konvergiert = := Y00 b (y)e;
und es ergibt sich ®(x) = y. Die Abbildung ® ist also bijektiv. Fiir die
Beschranktheit von ® wollen wir den Satz vom abgeschlossenen Graphen ver-
wenden. Dafiir sei ((zx, ®(zx)))ken gegen (z,y) € X x Y konvergent. Mit der

Stetigkeit der Koeffizientenabbildungen erhalten wir
lim ¢/ =e! lim e/ = lim b}(® = bl(y) fiir alle i .
lim e;(zr) = e;(x) und lim e;(xy) lim by (®(xr)) = b;(y) fir alle i € N

Also haben wir b}(y) = e;(x) fir alle i € N, womit ®(z) = y. Der Satz von der
offenen Abbildung impliziert die Stetigkeit von ®~!.

(i1) = (i4i): Die Aussage (iii) ergibt sich mit Cy := ||®~!|| und Cy := ||®|.

(791) = (i) : Wir zeigen zunéchst, dass (b;);en eine Basisfolge ist, indem wir
das Kriterium aus Lemma 4.3 iiberpriifen. Angenommen, es existiert ein j € N
mit b; = 0, dann folgt ||e;||x < Ci||bj|ly = 0 und somit e; = 0. Dies ist ein
Widerspruch zu der Annahme, dass (e;);en eine Basisfolge ist. Wir erhalten
also b; # 0 fiir alle ¢ € N. Da (e;);en eine Basisfolge ist, ergibt sich

m
E a;€;

Z aibi é CQ Z a;e; S CQ bc(ei)
=1 Y i=1 X i=1 X
m
S 0102 bc(ei) Z aibi
=1 Y

fiir n < m und beliebige Koeffizienten (a;);en. Nach Lemma 4.3 ist (b;);en eine
Basisfolge.
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Angenommen, Y 0, a;e; konvergiert. Aus dem Cauchy-Kriterium folgt

n

E a;€;

i=m-+1

<—furn>m>n
Cs o

Zu gegebenem m € N mit m > ng definieren wir

G a; 1< m,
71 0 sonst.

Fiir n > m folgt

ibi — i a;b;
i=1

Damit ist (37 asb;),, cn eine Cauchy-Folge in Y, also konvergent. Der Schluss
von der Konvergenz von Zf; a;b; auf jene von Zfil a;e; verlauft entsprechend.
Also sind (b;);eny und (e;);en dquivalent. O

n

E ;€4

1=m-+1

<Gy
y

<e.

Y =1

Definition 4.6. Seien X und Y Banachrdume. Zwei Folgen (z,)nen € XN und
(Yn)nen € YN heiBen kongruent beziiglich (X,Y), wenn ein bijketiver, linearer
und in beide Richtungen beschréankter Operator T : X — Y mit T'(z,,) = y,, fiir
alle n € N existiert. Im Fall X =Y sagen wir nur kongruent.

Bemerkung 4.7. Sei (b;)ien € YN eine zur Basisfolge (e;)ien € X" dquivalente
Basisfolge. Dann sind (€;)ien und (b;)ien laut Satz 4.5 kongruent beziiglich
(cls{e; | i € N}, cls{b; | i € N}).

Bemerkung 4.8. Seien (e;)ien und (b;);en kongruente Folgen beziiglich (X,Y).
Ist (e;)ien eine Schauderbasis bzw. Basisfolge, dann folgt unmittelbar aus den
jeweiligen Definitionen, dass auch (b;);en eine Schauderbasis bzw. Basisfolge
ist. Fiir die jeweiligen Basiskonstanten gilt dabei be(b;) < be(ey) || T T In
der Tat gilt fir z =32, a;e;

oo o
T l‘) = ZaiT(ei) = Zazbl
i=1 i=1
Bezeichne P% bzw. P% die n-te Projektion von (b;)ien bzw. (e;)ien. Dann folgt
Pb =T o P% oT~! und daher die Aussage.
Folgender Satz beruht auf | , Theorem 1.3.9].

Satz 4.9 (Prinzip der kleinen Abweichungen). Sei (e;);en eine Basisfolge in X
mit Basiskonstante be(e;). Ist (b;)ien eine Folge in X mit

i —bi
2befe ZHe I g, (6)

lesll

dann sind (e;);en und (b;)ien kongruent. Insbesondere ist (b;);cn eine Basisfolge
mit be(b;) < be(e)(1+ 0)(1 — 0)7L. Ist (e;)ien eine Schauderbasis, so auch
(bi)ien-
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Proof. Fiirn > 2und z € cls{e; | i € N} gilt e/, (v)e,, = Pp(x)— P,—1(z). Damit
exgibt sich [¢(@)llenl] = lel (z)enll < 2beer)o] und daher |, | < 2betes.
Fiir n = 1 folgt direkt ||e}|| < bc(h . Auch fir die Hahn-Banach Fortsetzungen
é, auf X von e gelten die glelchen Ungleichungen. Wegen (6) kénnen wir fiir

jedes reX somit

T(z) =2+ Zé;(x)(bi —e)

definieren. Die Abbildung T ist linear, da alle & linear sind. Des weiteren
gilt T'(e,,) = e, + (by, — ey) = by, fiir alle n € N. Mit den Abschitzungen der
Abbildungsnormen der é; erhalten wir

lei — bq|

el =146 < +o0.

1T < 1+Z||é’||Hb — el <1+ 2be(e Z lles = bill
Bezeichnet I die Identitat, dann folgt

. e; —b;
I - f||<2||e'||||b — el < 2be(e Z” o<

Alsogit T-' = -(I-T)) ' =X2,(I-T) mit |77 < (1-6)"'. Die
Abbildung T ist also linear, bijektiv und in beide Richtungen beschrankt, womit
(ei)ien und (b;);en kongruent sind. Aus der Bemerkung 4.8 folgen die restlichen
Aussagen. O
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5 Riesz-Basen

In den vorigen Abschnitten wurden allgemeine Definitionen und Tatsachen iiber
Schauderbasen in Banachrdumen festgehalten. In diesem Abschnitt befassen
wir uns damit, Schauderbasen in Hilbertraumen genauer untersuchen und auf
Schauderbasen einer speziellen Gestalt, sogenannte Riesz-Basen, einzugehen.
Dieses Kapitel basiert im Wesentlichen auf | , Chapter VL]. Eine leicht
lesbare Einfithrung zum Thema Riesz-Basen findet sich auch in | ].

Im Folgenden sei ‘H immer ein separabler Hilbertraum.

5.1 Schauderbasen in Hilbertraumen

Sei (1 )nen eine Schauderbasis von H, das heifit, fir alle f € H gibt es genau
eine Folge (An(f))nen, welche

f = Z /\n(f)¢7z

n=1
erfiillt.

Bemerkung 5.1. Die Tatsache, dass H ein separabler Hilbertraum ist, erlaubt
es uns, stirkere Aussagen iber (Vn)nen abzuleiten:

o Man beachte, dass H in jedem Fall tatsdchlich eine Schauderbasis be-
sitzt. Bekanntermafen hat jeder separable Hilbertraum eine abzdhlbare Or-
thonormalbasis, und abzdhlbare Orthonormalbasen sind insbesondere Schaud-
erbasen.

e Sei (Yn)nen eine Schauderbasis von H. Wir haben in den vorigen Ab-
schnitten gesehen, dass fiir alle n € N die Abbildungen

\ X =K,
ne x = A (),

linear und beschrankt sind. Nach dem Darstellungssatz von Riesz gibt es
zu der Folge (¢)nen eine eindeutige Folge (¢ )nen von Elementen aus H
mit {f, dn) = A (f) fir alle f € H und alle n € N, wobei ||¢]| = [|[\n]]. In
anderen Worten: Zu jeder Schauderbasis ({n)nen gibt es eine eindeutige
Folge (¢n)nen von Elementen aus H mit

F= {f,6n)tn (7)

n=1
fir alle f € H.

Die Folge (¢ )nen aus Bemerkung 5.1 hat mehrere wichtige Eigenschaften
und spielt eine zentrale Rolle.



Definition 5.2. Zwei Folgen (¢, )neny und (&5, )nen von Elementen aus H heiflen
biorthogonal, falls fiir alle k,n € N die Gleichung

<7/}ka ¢n> = 5k,n

gilt, wobei dj, ,, das Kronecker-Delta bezeichnet.

Bemerkung 5.3. Sind zwei Folgen (¢n,)nen und (¢n)nen biorthogonal, so ist
sowohl die Familie {1, | n € N}, als auch die Familie {¢,, | n € N} linear un-
abhdangig.

Neben der Biorthogonalitat zweier Folgen wird auch der Begriff der Quasi-
normiertheit einer Folge wichtig sein.

Definition 5.4. Eine Folge (1, )nen von Elementen aus H heifit quasinormiert,
falls

sup |||l < 400 und inf ||¢,]| >0
neN neN

gilt.
Wir wollen die Biorthogonalitidt zweier Folgen besser verstehen.

Lemma 5.5. Sei (v, )nen eine Folge von Elementen aus H. Die Folge (¥n)nen
hat genau dann eine biorthogonale Folge (¢ )nen, falls fir alle m € N

Ym ¢ span{e, | n € N,n # m}

gilt. Falls (1n)nen eine biorthogonale Folge hat, so ist diese genau dann ein-
deutig bestimmt, wenn

span{(Yn)nen} = H.

Proof. Angenommen (¢, )nen besitzt eine biorthogonale Folge (¢, )nen. Wir
nehmen weiters an, dass es ein m € N gibt mit

Ym € Span{l% | neNn# m}

Dann gibt es eine Folge (0;)ren von Elementen aus span{t,, | n € N;n # m}
mit

klggo O = Ym.

Dabei gilt (0, ¢r,) = 0 fiir alle k£ € N und infolge auch (¢, ¢,n) = 0, was einen
Widerspruch darstellt; also muss

m & span{t, | n € N,n # m}.

Gilt umgekehrt

Ym ¢ span{¢, | n € Nyn #m}

fiir alle m € N, so gibt es ein

Gm € span{ty, | n € N;n # m}+

31



mit (Y, dm) = 1, da im entgegengesetzten Fall

Ym € (span{thn | n € N,n#m}*) " =span{d, [ n € N,n # m},

im Widerspruch zur Voraussetzung. Somit hat (¢, )nen eine biorthogonale
Folge.

Angenommen, (¢, )nen hat eine biorthogonale Folge (¢, )nen und
Span{(q/)n)nEN} =H.

Dann ist wegen H = span{t,, | n € N,n # m} @ span{t,, } fiir jedes m € N der
Raum

span{tn | n € N, # m}+
eindimensional, und ¢,, ist durch (¥, ¢,) = 1 eindeutig festgelegt.

Ist umgekehrt die biorthogonale Folge (¢, )nen eindeutig festgelegt und ein
Element f € H so, dass fir alle n € N die Gleichung (f,,) = 0 gilt, dann
stellt auch (¢, + f)nen eine biorthogonale Folge zu (¢, )nen dar. Aufgrund der
Eindeutigkeit der biorthogonalen Folge muss f = 0 und damit

Span{(d)n)nEN} =H
gelten. O

Man beachte, dass es Folgen (1, )nen mit zugehorigen biorthogonalen Folgen
(édn)nen gibt, sodass die lineare Hiille von (¢, )nen in H dicht ist, aber

span{(¢n)nen} # H

gilt. Um das einzusehen, betrachte man eine beliebige Orthonormalbasis (&, )nen
von H. Dann gilt

span{&n, — &1 | n =2} =H,

denn fiir alle f € H und alle n > 2 folgt aus (f,&, — &) = 0 die Gleichung
(f,&n) = (f,&1) und damit, dass (f,&,) fir n € N konstant ist. Aus der Parse-
val’schen Gleichung folgt

AP =D 1A &P =D K&l
n=1 n=1

wodurch (f,&;) = 0 und daher f = 0 gelten muss. Also ist die lineare Hiille der
Familie {§,, —&; | n > 2} dicht in H. Die zu dieser Folge biorthogonale Folge ist
gegeben durch {&, | n > 2}, deren lineare Hiille ist aber nicht dicht in #; siehe

[ J:
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Satz 5.6. Sei (Y, )nen eine Schauderbasis von H und (¢n)nen definiert wie
in Bemerkung 5.1. Dann sind die Folgen ({n)nen und (¢n)nen biorthogonal
zueinander. Weiters ist (¢n)nen selbst eine Schauderbasis von H, wobei

F= {fvn)bn ®)

fir alle f € H.
Proof. Fir alle k € N gilt

Z wkad)n n — wk = Z 5n,k¢n~
n=1 n=1

Aus der Basiseigenschaft von (¢, )nen folgt (Y, dn) = 0k, fir alle k,n € N.
Bevor wir beweisen, dass (¢, )nen eine Basis ist, wollen wir zeigen, dass die
lineare Hille von (¢, )nen in H dicht ist. Ist f € H aus dem orthogonalen
Komplement von span{(¢,)nen}, dann gilt (f, ¢,) = 0 fiir alle n € N, was
wegen

F= {f,6n)tn
n=1

f = 0 impliziert; also -
span{(dn)ne} = H. ©)

Kommen wir zum Beweis der Basiseigenschaft von (¢, )nen. Fiir alle Elemente
fig € H gilt

[e%s} N
=D (f:6n)(¥n,g) = lim <f,Z<g,wn>¢n>. (10)
n=1

n=1

Ist fiir N € N die Abbildung Qy : H — H definiert durch

N

Qn(9) =D (9, tn)dn,

n=1

so zeigt (10), dass fiir jedes ¢ € H die Folge (Qn(g9))nen schwach gegen
g konvergiert. Da schwach konvergente Folgen nach Lemma 3.4 beschrankt
sind, ist (Qn)nen punktweise beschrankt. Mit dem Prinzip der gleichméBigen
Beschranktheit folgern wir

sup [|@n || < +oo.
NeN

Wegen Bemerkung 5.3 gilt dim(ran(@Qy)) = N und aufgrund der Biorthogo-

nalitdt von (vn)nen und (¢n)nen auch QnQnr = Qumingm,n}- Aufgrund von (9)
folgt aus Korollar 1.6, dass (¢, )nen eine Schauderbasis von H ist. Es bleibt
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zu zeigen, dass (8) gilt. Da (¢, )nen eine Schauderbasis ist, kénnen wir f € H

darstellen als -
f = Z Cn®n,
n=1

mit ¢, € K,n € N. Aus der Biorthogonalitit von (¢, )neny und (¢, )nen folgt
fiir alle k € N

o0

faq/)k = ch ¢n7¢k = Ck,

n=1

und damit (8). O
Satz 5.6 rechtfertigt Definition 5.7.

Definition 5.7. Ist (¢, )nen eine Schauderbasis von H, so nennen wir die Folge
(édn)nen aus Bemerkung 5.1 die zu (¢, )nen biorthogonale Basis.

Bemerkung 5.8. Die zu einer Schauderbasis ({ )nen zugehirige biorthogonale
Basis (¢n)nen hat noch weitere interessante Eigenschaften:

e Satz 5.0 zeigt, dass die zur biorthogonalen Basis (¢n)nen biorthogonale
Basis wieder (¢ )nen ist.

e Die biorthogonale Basis (¢n)nen ist genaw dann quasinormiert, wenn die
Basis (Vn)nen quasinormiert ist. In der Tat folgt fir alle n € N mit Hilfe
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

L= (¢, dn) < [[¢nllllonll

und damit

s oy S dnf [l
SuPpen [[¢nl !

Mit Bemerkung 5.1 und der letzten Gleichung im Beweis von Korollar 2.8
folgt, dass es zur Schauderbasis (V¥p,)nen eine Konstante C > 0 gibt mit

C
[fnl < =
[[¢n]]
fiir alle n € N, wodurch
C
sup d)n S T T
B L T T

Also ist (pn)nen quasinormiert, falls (Vn)nen quasinormiert ist. Analog
folgt die Quasinormiertheit von (¢¥p)nen aus der Quasinormiertheit von

(¢n)n€N .

34



e Sei (xy)nen eine Folge von Elementen aus einem Banachraum X. Es sei
daran erinnert, dass die Reihe ), Ty genau dann unbedingt konvergent
ist, wenn fir alle Bijektionen ¢ : N — N die Reihe

o
Z Tu(n)
n=1

konvergiert. Daraus folgt, dass eine Schauderbasis (¥ )nen von X genau
dann eine unbedingte Schauderbasis ist, wenn fir alle Bijektionen v : N —
N die Folge (1,(n))nen eine Schauderbasis von X ist. Fiir einen Hilber-
traum H folgt daraus, dass die zu einer Schauderbasis (¥ )nen biorthog-
onale Basis (¢n)nen genau dann eine unbedingte Schauderbasis ist, wenn
(¥Yn)nen eine unbedingte Schauderbasis ist.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass wir mithilfe von Orthonormalbasen und
invertierbaren Operatoren Schauderbasen von H erzeugen konnen. Wir beze-
ichnen die Menge aller beschrankten und invertierbaren Operatoren auf H mit
Inv(#), also

Inv(H) :={A € Ly(H) | A ist invertierbar}.

Man beachte, dass aufgrund des Satzes von der offenen Abbildung die Inverse
eines jeden invertierbaren Operators wiederum beschrankt ist. Es sei weiters
daran erinnert, dass A € Inv(H) dquivalent ist zu A* € Inv(H), wobei A* den
zu A adjungierten Operator bezeichnet.

Satz 5.9. Sei ({n)nen eine Orthonormalbasis von H und A € Inv(H). Die
Folge (¢¥n)nen definiert durch ¢, :== A&,, n € N ist eine Schauderbasis von H.
Fir die zu (¢n)nen biorthogonale Basis (¢n)nen gilt

¢n=ATTE,, nmeN
Proof. Fiir alle f € H gilt

oo

ATl f = Z &) =) (AT ),

n=1

und damit auch
f= Z FL AT )¢

Also kann jedes f € H als Relhe bezughch (¥ )nen geschrieben werden. Es
bleibt zu zeigen, dass dies in eindeutiger Weise moglich ist. Wir bemerken,
dass die Folgen (A~'"¢,)neny und (¢, )nen biorthogonal sind, denn fiir alle
natiirlichen Zahlen n,k € N gilt

(AY¢, ) = (A7Y€,, A& = (60, &) = G-

Somit folgt aus

%)
= Z Cn'(/)n
n=1
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fiir alle £ € N die Gleichung

5.2

Wir werden uns von nun an mit speziellen Schauderbasen in separablen Hilbertraumen

(f, A71*§k> = Z Cn{Un, A71*§k> = Ck-
n=1

Definition und Eigenschaften von Riesz-Basen

beschéftigen, ndmlich genau mit jenen, welche auf die in Satz 5.9 beschriebene
Weise entstehen.

Definition 5.10. Sei (¢, )nen eine Folge von Elementen aus . Wir nennen
(¥n)nen eine Riesz-Basis von H, falls es eine Orthonormalbasis (&, )nen von H
und einen Operator A € Inv(H) gibt, sodass 1, = A&, fiir alle n € N.

Bemerkung 5.11. Aus der Definition einer Riesz-Basis (¥n)nen folgen sofort
einige Eigenschaften.

Aus Satz 5.9 folgt, dass ({n)nen eine Schauderbasis ist.

Aus Satz 5.9 folgt weiters, dass mit (¥ )nen auch die zu (¥, )nen biorthog-
onale Basis (¢n)nen eine Riesz-Basis ist.

Die Folge (¥n)nen ist quasinormiert. In der Tat gilt ||¢n] < [|A| und
[4bnll > | A== fiir alle n € N,

Riesz-Basen lassen sich normieren, denn mit (¢y)nen ist auch die Folge

Un )
9, = (-

eine Riesz-Basis. Um das zu sehen, betrachte man den Operator

B: Span{(gn)neN} — H
N N f
Z’Ynfn = Z Tn o
2 2

Da die Folge (Yn)nen quasinormiert ist, sind die Abbildungen B und
B~! : ran(B) — span{(&,)nen} beschrinkt. Somit kann B zu einem
invertierbaren Operator auf H fortgesetzt werden, und es gilt 6, = ABE,
fur alle n € N.

Bemerkung 5.12. Mithilfe des Folgenraumes (?(N) ldsst sich eine dquivalente
Definition von Riesz-Basen angeben. Fiir alle natirlichen Zahlen n sei ¢, die
durch ¢, = (On.k)ken definierte Folge. Hierbei bezeichne 0y, ) das Kronecker-
Delta. Bekanntermafen ist (¢, )nen eine Orthonormalbasis von (%(N). Weiters
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wissen wir, dass es zu jeder Orthonormalbasis (&,)nen von H einen unitdren
Operator U : H — (%(N) gibt mit U(&,) = ¢, fiir alle n € N.

Damit folgt, dass eine Folge (1 )nen von Elementen aus H genau dann eine
Riesz-Basis ist, wenn es einen invertierbaren Operator A : (*(N) — H gibt mit

A(cn) =y, fiir alle n € N.

Um ein besseres Verstdndnis von Riesz-Basen zu vermitteln, wollen wir als
Nachstes einige dquivalente Definitionen von Riesz-Basen angeben.

Satz 5.13. Sei (¢n)nen eine Folge von Elementen aus H. Folgende Aussagen
sind dquivalent.

i) Die Folge (n)nen ist eine Riesz-Basis von H.

i1) Es gibt ein topologisch dquivalentes Skalarprodukt {-,-)1, sodass (¥n)nen
beziiglich (-,-)1 eine Orthonormalbasis ist. Ein Skalarprodukt (-,-)1 heifit
dabei topologisch dquivalent zu (-,-), falls es zwei Konstanten ci,co > 0
gibt, mit
Cl<f7f> < <f’f>1 < 02<f7f>

fiir alle f € H.

i) Es gilt span{(Yn)nen} = H und es existieren Konstanten ai,az > 0,
sodass fiir alle N € N und alle v1,...,yv € C

N 2 N
a1 ) ml* < <az )y |l
n=1 n=1

) Es gilt span{({n)nen} = H und es ezistiert eine zu (¢Yn)nen biorthogonale
Folge (¢n)nen deren lineare Hiille ebenfalls dicht in H ist, sodass zusdtzlich
fir alle f € H sowohl

Z| /s wn < +00,
n=1

als auch

Z (f, dn)]? < +o0

qgilt.
Proof. i) = ii) :
Sei (¢, )nen eine Riesz-Basis von #H, d. h. ¢,, = AE, fir eine ONB (&, )nen,
einen Operator A € Inv(H) und alle n € N. Wir definieren ein Skalarprodukt

(-,-)1 durch
(f.)1=(AT"f, A7 g)
fiir alle f, g € ‘H. Eine elementare Abschitzung zeigt

\|A|\2<f’f> (f, P < AT £)
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fir alle f € H, also (-,-)1 ist ein zu (-,-) dquivalentes Skalarprodukt. Weiters
gilt fiir alle n,m aus den natiirlichen Zahlen

<wn77pm>1 = <A_1A§nvA_1A§m> = 6n,m~

Also ist (1 )nen beztiglich (-, )1 ein Orthonormalsystem.
Da (v, )nen eine Riesz-Basis ist, gilt sicherlich

Span{(wn)nEN} =H.

Da sich der Abschluss einer Menge nicht dndert, wenn wir zu der von einem
dquivalentem Skalarprodukt induzierten Topologie tibergehen, ist die lineare
Hiille von (¥, )nen auch beziiglich der von (-, -); induzierten Topologie dicht in
H. Also bildet (¢, )nen beziiglich (-,-); eine ONB von H.

i) = iii) :

Sei (-,-)1 ein zu (-,-) &quivalentes Skalarprodukt auf H, sodass (¥ )nen
beziiglich diesem Skalarprodukt eine ONB abgibt. Da (¢, )nen beziiglich (-, )1
eine ONB ist, ist die lineare Hiille von (¢, )nen dicht in H beziiglich der von
(-,)1 induzierten Topologie. Aufgrund der Aquivalenz der Skalarprodukte folgt

Span{(wn)neN} =H,

wobei der Abschluss beziiglich dem urspriinglichen Skalarprodukt (-, ) gebildet
wird.
Seien c¢1,co > 0 derart, dass

alf, ) < (f, ) Scelf, f) firalle feH

Sind N € N und 4, ..., vyn € C, so folgt mit der Parseval’schen Gleichung

1 & 1 ol
2 _
2 g h/n| -2 E Tn¥n
2 n=1 2 n=1

wobei || - ||; die von (-,-); induzierte Norm bezeichnet. Also gilt

N
aj Z |'Yn|2 S
n=1

mit a; = ¢; 2. Analog folgt

N 2

<

2
)
1

Tn¥n
1

n=

N

Z Tn wn

n=1

2

2 N
< as Z |7n‘2
n=1

N
> At
n=1

mit as = cf2.
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i) = 1) :
Sei) (§n)ieN eine beliebige ONB von H. Wir definieren Operatoren A; und
Ay vermoge
A, :{ Span{(]én)neN} - Spfji\?{(wn)nel\l}
Yot a2y Yn¥n
und
Ay : { span{(Un)nen} = span{(én)nent
Zn:l Yothn > anl'yngn

Offenbar sind A; und As linear und zueinander invers. Mit den in Punkt i)
vorausgesetzten Ungleichungen und der Parseval’schen Gleichung folgt

N 2 N N 2
‘ Ay (Z 'Ynfn) < az Z |'Yn|2 = a2 Z'Ynén
n=1 n=1 n=1

Also ist Ay beschrénkt. Analog zeigt man die Beschréanktheit des zu A; inversen
Operators As. Da die lineare Hiille von (¢,,),en nach Voraussetzung in H dicht
ist, kénnen wir A; und A, auf H fortsetzen, und erkennen, dass A; invertierbar
ist mit A;l = Ay. Wegen v¢,, = A&, fir alle n € N folgt, dass (¢, )nen eine
Riesz-Basis ist.

Wir haben bisher die Aquivalenz der Aussagen i), i) und iii) gezeigt. Als
néchstes zeigen wir, dass 7) und 4ii) zusammen ¢v) implizieren:

Sei (¢ )nen eine Riesz-Basis von H und bezeichne mit (¢, )nen die geméaf
Bemerkung 5.11 existierende biorthogonale Basis. Als Schauderbasen erfiillen
diese

span{(¢¥n)nen}t = H und span{(¢,)nen} = H.
Aus 1) folgt fiir alle f € H und alle N € N die Ungleichung

N
ST en)l? <

WEeil die rechte Seite in der obigen Ungleichung fiir N gegen unendlich gegen
1/ay| f||? konvergiert, gilt

N 2

(72577.

2
< +o00.

) N N
Z f7¢n —SupZKfaan S—Sup va¢n
— NeN ‘T —

Da mit (¢, )nen auch (¥, )nen eine Riesz-Basis ist (siehe Satz 5.9), erhalten wir
analog

S I )P < 4oc.

n=1

) =1):
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Wir nehmen an, dass (¢,)neny die Voraussetzungen in iv) erfiillt. Infolge

sind die Operatoren
T . { H — ?(N)
b f = (<f71/)n>)n6N
und
T . { H — 2(N)
2 f = (<fa ¢n>)n€N
wohldefiniert und linear. Mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt,
dass T7 und 15 auch beschrankt sind.
Fir N € Nund 71, ..., 7 -, Vw € Kund 7, =, =0 fir n > N gilt
wegen der Biorthogonalitit von (¢, )neny und (¢n)nen

N N
<T2 (Zl '7n¢n> 7T1 (Zl 7;1¢n> > = <('7n)n€Na (7;)n€N>£2(N)
N
=S A
n_lN N
n=1

n=1

Da die linearen Hiillen von (¢, )nen und (¢, )nen in A dicht sind, folgt

(T2(f), Ta(9)) = (f,9)

fir alle f,g € H, und damit 757y = I, wobei I : H — H die identische
Abbildung bezeichne. Somit gilt ran(T5) = H. Der Operator T» hat dichtes
Bild, da (; )ien fir alle k € N in ran(75) liegt, womit ker(73) = {0}. Insgesamt
sind T35 und damit auch 77 und 75 invertierbar.

SchlieBlich ist wegen T5%, = (d;n)jen = UE, und daher ¢, = T2_1U§n7
wobei (&,)nen irgendeine ONB von H und U : H — ¢*(N) die dazugehérige
Fourier-Abbildung ist, (¥, )nen eine Riesz-Basis von H, vgl. Bemerkung 5.12.

O

Bemerkung 5.14. Die Aussage ii) von Satz 5.13 zeigt, dass Riesz-Basen genau
die Orthonormalbasen von H beziglich dquivalenter Skalarprodukte sind. Aus-
sage i) impliziert fir alle Riesz-Basen (¥, )nen die Ungleichung

ar Y [ fon) P < NP < a2 ) [(fwn)? | EH.

n=1 n=1

Dies kann als eine Art ”Parseval’sche Ungleichung” gesehen werden. Diese
Ungleichung ist dquivalent dazu, dass der Operator Ty aus dem Beweisschritt
iv) = i) ein invertierbarer Operator von H auf den (*>(N) ist.

40



Aus Aussage iii) ldsst sich auch ableiten, dass jede Riesz-Basis (¥n)nen €ine
unbedingte Schauderbasis von H ist. Es sei daran erinnert, dass fiur eine Folge
(Tn)nen von Elementen eines Banachraumes die Reihe ) _y*n genau dann
unbedingt konvergent ist, wenn fir alle Abbildungen § : N — {0,1} die Reihe
S | Ony konvergiert.

Sei e >0 und ng € N so, dass
y ¥'n < —
3ot < 2

gilt.  Mit Aussage i) folgt fiir alle Abbildungen 6 : N — {0,1} wund alle
natiirlichen Zahlen k > m > nyg

k m 2 k 2
D nlfsbn)tn — > Snlfrbntn|| = D Snlf.bn)tbn
n=1 n=1 n=m

k
< ag Z 6n|<f7 ¢n>|2
<as Y |[(f,én)* <e.

Somit konvergiert Y o> | 8,(f, n)tby fiir alle Abbildungen § : N — {0,1} und
(tn)nen ist eine unbedingte Schauderbasis.

Als néchstes wollen wir noch zeigen, dass eine Familie (¢, )nen automatisch
eine Riesz-Basis ist, wenn sie nur hinreichend nahe an einer Riesz-Basis (¢, )nen
liegt. Als Erstes wollen wir den Begriff ”hinreichend nahe” prézisieren.

Definition 5.15. Zwei Folgen (¢)nen und (¢, )neny von Elementen aus H
heiflen quadratisch nahe, falls

Z ”wn - ¢nH2 < 400

n=1

gilt. Weiters nennen wir eine quasinormierte Folge (¢, )nen von Elementen aus
H stark linear unabhéngig, falls fiir alle Folgen (c,,)nen € ¢2(N)\ {0} fiir welche
die Reihe Y7 | ¢ 9, konvergiert, gilt, dass

D cnthn #0.
n=1

Man beachte, dass die Eigenschaft, stark linear unabhéngig zu sein, in der
Tat stéarker als lineare Unabhéngigkeit im Sinne der linearen Algebra ist.
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Satz 5.16. Sei (¢, )nen eine Riesz-Basis und (0, )nen eine Folge von Elementen
aus H, welche stark linear unabhingig und quadratisch nahe zu (Yn)nen ist.
Dann ist (0,)nen selbst eine Riesz-Basis.

Proof. Sei (¢, )nen eine Riesz-Basis von H, also ¢,, = A&, fir eine ONB (&, )nen
von H und einen Operator A € Inv(H). Wir definieren einen Operator T': H —

H vermoge
(o]

T(f) = Z<f’ §n> (wn - Qn) .

n=1

Nach Voraussetzung gilt

C:= Z ||1/)n - 9n||2 < +00.

n=1
Wegen
o'} 2
< (Z 1(f+€n) (9n = 0n) ||>
<

= DA N DA
n=1 n=1

SIE =c

ist 7' wohldefiniert und beschréinkt mit || 7|2 < C. Der Operator T ist sogar
kompakt, denn fiir alle n € N wird durch

n

To(f) =Y _(f:&k) (r — Ok)

k=1

ein kompakter Operator T, : H — H definiert und die Folge (7},)nen approx-
imiert 7" in der Operatornorm.

Folglich ist A — T ein beschriankter Operator auf H und nach Konstruktion
gilt fiir alle n € N die Gleichung 0,, = (A—T)&,. Fir die Riesz-Basis-Eigenschaft
von (0,,)nen bleibt noch zu zeigen, dass A — T invertierbar ist. Wegen

A-T=AI—-A"'T) (11)

ist A—T genau dann invertierbar, wenn I — A~!T invertierbar ist. Man beachte,
dass, da A™! beschrinkt ist, mit 7 auch A~'T kompakt ist. Die Fredholm’sche
Alternative impliziert, dass der Operator I — A~'T genau dann invertierbar ist,
wenn ker(I — A71T) = {0} gilt. Da A invertierbar ist, folgt mit (11), dass A—T
genau dann invertierbar ist, wenn A — T trivialen Kern hat.
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Aus f € H mit (A—T)f =0 erhalten wir

0=(A-T)f=> (£:&)hn— Y (&) W@n —0n) =D (f,&)0n.

Da die Folge (6,,)nen aber als stark linear unabhéngig vorausgesetzt wurde, folgt
daraus (f,&,) = 0 fir alle n € N und damit f = 0. Also ist A — T invertierbar.
O

5.3 Charakterisierung von Riesz-Basen

Als letzten Punkt zu den Riesz-Basen wollen wir noch eine interessante Charak-
terisierung von Riesz-Basen beweisen. Wir bendtigen zunéchst zwei Hilfsresul-
tate iber unbedingt konvergente Reihen.

Lemma 5.17. Sei X ein Banachraum und Y.~ &, eine unbedingt konvergente
Reihe in X. Dann existiert eine Konstante C > 0, sodass fiir alle N € N und
alle v1,...,yn € KE(0) die Ungleichung

N
Z TnTn

n=1

<C

gilt. Hierbei bezeichnet KT (0) die abgeschlossene Einheitskugel in C.
Proof. Fiir alle f € X’ ist die Reihe

(oo}
n=1
absolut konvergent. Somit ist der Operator

[ X' — Y(N)
R { £ (F(n))nen

wohldefiniert und linear. Mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt die
Beschranktheit von R. Wir schliefen daraus, dass es eine Konstante C' > 0 gibt,

mit
o0

@) < Clf]

n=1
fiir alle f € X’. Sind N € N und 7, ...,y € KF(0) beliebig, so gibt es nach
dem Satz von Hahn-Banach ein f € X’ mit || f|| = 1 und

N N
f (Z 7n$n> = Z TnTn
n=1 n=1

)

weshalb

N
Z TnTn

n=1
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Lemma 5.18. Sei H ein Hilbertraum und (fn)nen eine Folge aus H, sodass
Yoo 1 fn unbedingt konvergiert. Dann gilt

o0
D lfall® < 400
n=1
Proof. Fiir je zwei f,g € H gibt es ein ¢ € C mit |¢] =1 und
IF1Z + Nlgll* < IIf +egl,
da etwa fiir € := exp(iarg(f, g))

1f +egl® = 112+ lgl® + 2, 0] = 117 + llgl>.

Induktiv folgt, dass es eine Folge (&, )neny von komplexen Zahlen von Betrag

eins gibt mit
2

N
ol <
n=1

fiir alle N € N. Aus Lemma 5.17 folgt

N
> et
n=1

2

< +o00.

N
> entn
n=1

0o N
fall? = sup fall? < sup
S5l = s 32117 < s
O

Satz 5.19. Sei (¢ )nen eine Folge von Elementen aus einem separablen Hilber-
traum H. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

i) Die Folge (n)nen ist eine Riesz-Basis von H.

1) Die Folge (Yn)nen bildet eine quasinormierte unbedingte Schauderbasis
von H.

Proof. Sei (1n)nen eine Riesz-Basis von H. In Bemerkung 5.11 wurde fest-
gestellt, dass (¢, )nen quasinormiert ist, und in Bemerkung 5.14 wurde gezeigt,
dass jede Riesz-Basis eine unbedingte Schauderbasis ist. Somit ist ) = i)
bewiesen.

Die interessantere Richtung ist #) = 4). Dazu sei (¢n)nen eine quasi-
normierte unbedingte Schauderbasis von H mit biorthogonaler Basis (¢ )nen
wie in Satz 5.6, womit auch

span{(Yn)nen}t = H = span{(¢n)nen}-

Fir f € H konvergiert

o0

= {f,6n)0n

n=1
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unbedingt. Aus Lemma 5.18 erhalten wir

Z (f,6n) P[> < +o0.

Da (¢ )nen quasinormiert ist, folgt daraus

Z (f, ¢n)[? < +oo.

In Bemerkung 5.8 wurde gezeigt, dass mit (¢, )nen auch (én)nen eine quasi-
normierte unbedingte Schauderbasis ist. Somit folgt analog zu oben auch

D [ F )P < oo
n=1

Wegen Satz 5.13 stellt sich (¢, )nen als Riesz-Basis heraus. O
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6 Frames

In diesem Abschnitt wollen wir eine Verallgemeinerung von Riesz-Basen, soge-
nannte Frames, vorstellen. In einem gewissen Sinn verhalten sich Frames zu
Riesz-Basen so &hnlich wie Erzeugendensysteme zu Basen in der linearen Al-
gebra. Fiir eine detaillierte und leicht lesbare Einfiihrung zum Thema Frames
verweisen wir auf | ]

Im Folgenden sei H wieder ein separabler Hilbertraum.

6.1 Definition von Frames und der Frameoperator
Wir beginnen mit der Definition und ersten Eigenschaften von Frames.

Definition 6.1. Sei (f,)nen eine Folge von Elementen aus #H. Die Folge ( f5,)nen
heifit Frame von H, falls es Konstanten A, B > 0 gibt, sodass fiir alle f € H die
Ungleichungen

AlIFIP < Y IF fP < BIFIP (12)
n=1

gelten. Die Konstanten A und B heiflen Frameschranken von (f,,)nen-

Klarerweise ist jede Orthonormalbasis von H ein Frame. Aus Satz 5.13 folgt,
dass jede Riesz-Basis von H ein Frame ist. Allerdings ist nicht jeder Frame eine
Riesz-Basis, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 6.2. Sei (fn)neN eine Orthonormalbasis von H. Dann ist

525 637 537 537 547 £4a 547

{51’f§2’f TR U g S e e 7 }

ein Frame mit Frameschranken A = B = 1. Da dieser Frame nicht quasi-
normiert ist, ist er sicherlich keine Riesz-Basis.

Der folgende Satz impliziert, dass ein Frame stets einen beschrankte Oper-
ator auf £2(N) induziert.

Satz 6.3. Sei (fn)nen eine Folge von Elementen aus H und B > 0. Dann sind
die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

i) Fir alle f € H gilt
> KF £ < BIIF-
n=1

it) Der lineare Operator

T { 2(N) —H
) (cn)nen — 220:1 cnfn

ist wohldefiniert und beschrinkt mit |T|| < vVB.
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In dem Fall ist der adjungierte Operator T* gegeben durch

Proof. Wir zeigen zunéchst die behauptete Darstellung von 7%, wenn T' wohldefiniert
und beschriinkt ist. Fiir alle Elemente f € H und alle Folgen (¢, )nen € ¢2(N)
gilt dann

<T((Cn Jnen), <chfm > = ch<fna ch I fn),
n=1 n=1

woraus T*(f) = ((f, fu)),en folgt.

Als néchstes zeigen wir i) = 4i). Wir beginnen mit der Wohldefiniertheit
von T. Erfiille (f,)nen die Konvergenzbedingung in i) und sei (¢, )nen € £2(N)
beliebig. Wir miissen die Konvergenz der Reihe

o0
> entn
n=1

nachweisen. Dazu zeigen wir, dass die zugehorige Partialsummenfolge eine
Cauchyfolge ist. Ist € > 0 beliebig und M € N so, dass

dann folgt fir all N > M

N N
Z Cnfn = sup Z Cnfnag
n=M lgll=1 |\ ,=2s

< sup Z |Cn| ‘ f'm

‘g_nM

Mithilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir daraus

2 N
> <Z |Cn|2> (bup Z | fna )
lgll=1, s
2
<5 suwp ZI fns9)

lgll=1 ;=1

N

Z Cn f”L

n=M

A

Von
sup ZI fn )P < B

llgll=17=1
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schliefen wir auf
N

> entn

n=M

<e.

Also ist der Operator T' wohldefiniert. Als ndchstes weisen wir die Beschranktheit
von T nach. Sei (¢,)nen € £2(N). Eine analoge Rechnung wie oben zeigt

Z cnfn
(Z Icnl2> < sup Y |<fn,g>|2>

llgll=1,,=1
o0
<BY el
n=1

Damit erhalten wir ||T]| < v/B.

IT((cn)nem)I?

IN

Es bleibt noch zu zeigen, dass ii) die Aussage i) impliziert. Sei also T
wohldefiniert und beschrénkt mit ||| < +/B. Mit T ist auch T* beschriinkt,
wobei |T*|| = ||T||. Fir alle f € H folgt mit der bereits gezeigten Darstellung
von 7™ die Ungleichung

UL =T O < IT P11 < Bl
n=1

O

Man beachte, dass jeder Frame per Definition die Aussage i) in Satz 6.3
erfiillt. Damit ist der Operator T aus Satz 6.3 fiir jeden Frame ( f,,)nen wohldefiniert
und beschrankt. Fiir einen Frame wird T auch Syntheseoperator genannt. Der
adjungierte Operator T* heifit auch Analyseoperator.

Unter Verwendung der unteren Frameschranke lassen sich weitergehende
Aussagen zu den Operatoren T und 7™ treffen.

Lemma 6.4. Ist (f)nen ein Frame von H, dann ist der zu (fn)nen gehorende
Analyseoperator T™ stets injektiv, also ist

T : H —ran(T")

beschrankt invertierbar mit abgeschlossenem ran(T™*).

Weiters gilt ran(T*) = ¢2(N) genau dann, wenn (f,)nen eine Riesz-Basis
von H ist. Das heifst, T* (und damit auch T') ist genau dann invertierbar, wenn
(fn)nen eine Riesz-Basis von H ist.

Proof. Mithilfe der Darstellung von T™* aus Satz 6.3 ldsst sich (12) schreiben als

AFIZ < IT*(HIP < BIFII?
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fir alle f € H. Daraus folgt sofort, dass T™ injektiv ist, dass die Inverse
von T* als Abbildung von ran(T*) — H beschrankt und dass ran(7*) in H
abgeschlossen ist.

Im Fall ran(7*) = ¢*(N) ist der Operator T* : H — ¢?(N) bijektiv. Damit
ist auch T : £2(N) — H beschrinkt invertierbar. Fiir n € N gilt

T((0n,k)ren) = [n,

wobei J,, , das Kronecker-Delta bezeichnet. Nach Bemerkung 5.12 ist (f5)nen
eine Riesz-Basis von H.

Ist (fn)nen eine Riesz-Basis von H, so folgt aus der Eindeutigkeit der Ko-
effizienten fiir die Schauderbasis-Darstellung eines jeden f € H, dass ker(T) =
{0}. Da ran(T*) abgeschlossen ist, folgt ran(7T*) = ¢2(N). O

Definition 6.5. Sei (f,,)nen ein Frame von H und der Operator T definiert wie
in Aussage ii) von Satz 6.3. Dann nennen wir den Operator S := TT* den von
(fn)nen induzierten Frameoperator.

Der folgende Satz zeigt einige wichtige Eigenschaften des Frameoperators,
und dass es moglich ist, jedes f € H in eine Reihe beziiglich des Frames (f;,)nen
zu entwickeln.

Satz 6.6. Sei (fn)nen ein Frame mit zugehorigem Frameoperator S.

i) Der Operator S ist beschrdnkt, selbstadjungiert und invertierbar, wobei fir
alle f € H

SF=Y Af, fa)fn

n=1

i) Fir alle f € H gilt
f= Z £.87 ) f

Proof. Der Operator S = TT* ist als Zusammensetzung beschrénkter Opera-
toren selbst beschrankt. Fir alle f,g € H gilt

<TT*f7g> = <T*fa T*g> = <fv TT*g>a

womit S selbstadjungiert ist. Durch Einsetzen in die Definition von S folgt fiir
alle f € H die Gleichheit

Sf:T((<fvfn nGN vafn

Um die Invertierbarkeit von S zu zeigen, verwenden wir die bekannte Tat-
sache, dass I —W invertierbar ist, falls W € Ly(#H) mit |[IW]| < 1. Seien A, B > 0
die untere bzw. obere Frameschranke von (f,,)nen. Da fiir alle f € H

1F12 = 5 S S 2 0
n=1

49



gilt, und da mit S auch der Operator I — %S selbstadjungiert ist, folgt

(- 3500)
HfH 1

= Ssup {||f|2 Z f7f7L }

Il fll=1
B—-A
<

<1.

Infolge ist I — (I — £5) = £S5 und damit auch S invertierbar.
Mit der Beschranktheit und Selbstadjungiertheit von S folgt auch

oo o0

f Z 1f’f" fn_z<f7871fn>fn7 fEH

n=1 n=1
O

Der Beweis von Satz 6.6 zeigt, dass im Fall A = B stets S = BI gilt. Weiters
sei bemerkt, dass mit (f,,)nen auch (S71f,)nen ein Frame ist. In der Literatur
nennt man (S7!f,)nen auch den zu (f,)nen dualen Frame.

Bemerkung 6.7. Satz 6.6 impliziert, dass fir einen Frame (f,)nen der zugehorige
Syntheseoperator T stets surjektiv ist. Aus Lemma 6.4 wissen wir bereits, dass
(fn)nen genau dann eine Riesz-Basis ist, wenn T invertierbar ist. Somit erhal-
ten wir die folgende Aussage: Fin Frame (fn)nen ist genau dann eine Riesz-
Basis von H, wenn der induzierte Syntheseoperator T injektiv ist.

Schlussendlich weisen wir noch darauf hin, dass sich gemafl Satz 6.6 zwar
jedes f € H beziiglich einem Frame in eine Reihe entwickeln lésst, aber die Rei-
henkoeffizienten keineswegs eindeutig sein miissen. Damit offenbart sich eine
Analogie zwischen Frames und Riesz-Basen sowie Erzeugendensystemen und
Basen im Sinne der linearen Algebra: Jedes Element f € H lésst sich (in all-
gemein nicht eindeutiger Weise) als Reihe beziiglich einem Frame schreiben,
wahrend es beziiglich einer Riesz-Basis stets in eindeutiger Weise in eine Reihe
entwickelt werden kann. Analog dazu léasst sich jedes Element eines Vektor-
raumes stets (in allgemein nicht eindeutiger Weise) aus einem Erzeugendensys-
tem linearkombinieren, wéahrend es sich beziiglich einer Basis stets eindeutig
linearkombinieren lasst.

6.2 Frames und Riesz-Basen

Wir wissen bereits, dass jede Riesz-Basis ein Frame ist. In diesem Unterkapi-
tel diskutieren wir die Frage, wann ein Frame eine Riesz-Basis ist. In diesem
Zusammenhang werden wir auf weitere Analogien zur linearen Algebra stoflen.
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Wir haben bereits gezeigt, dass sich jedes Element f € H beziiglich einem
Frame (f,)nen in eine Reihe entwickeln ldsst. Wie wir gesehen haben, gilt

F=Y 65 o) s (14)
n=1

wobei S der zu (fy,)nen gehorende Frameoperator ist. Wir haben auch erwéahnt,
dass diese Reihendarstellung nicht eindeutig sein muss. Allerdings gibt es einen
Zusammenhang zwischen den Koeflizienten der verschiedenen Reihenentwick-
lungen.

Lemma 6.8. Sei (fn)nen ein Frame von H, f € H beliebig, sowie (¢y)nen €

?%(N), sodass
[ = Z cn fn-

n=1

Dann folgt
Dolenl? =Y USRI+ D len — (£S5 )P
n=1 n=1 n=1

Proof. Wegen
Z(c’ﬂ - <fv S_lfn>)fn = f - f = 07
n=1

gilt (¢, — (f,S7 fu))nen € ker(T), wobei T der von (f,)nen induzierte Syn-
theseoperator aus Satz 6.3 ist. Aufgrund der Selbstadjungiertheit von S folgt

(<f7571fn>)n€N = (<Silf, fn>)n€N und damit (<fa Silfn))nGN € ran(T*). We-
gen ker(T) = ran(T*)*, sind die Folgen (¢,,—{(f, S™' fu))nen und ({f, S™* fu))nen
in £2(N) zueinander orthogonal, wobei

(Cn)neN = (<fa S_lfn>)neN + (Cn - <fa S_lfn>)n€N-
Die Aussage des Lemmas folgt somit aus dem Satz des Pythagoras. O
In diesem Kapitel werden sogenannte exakte Frames eine Rolle spielen.

Definition 6.9. Ein Frame (f,,)nen von H heifit exakt, falls fiir alle £ € N die

durch
f L fna n < k,
e fn+1; n Z k>

definierte Folge kein Frame mehr ist. In anderen Worten, die Entfernung eines
beliebigen Elements fj aus dem Frame (f,,)nen fiihrt zum Verlust der Frameeigen-
schaft.

Exakte Frames kann man sich in gewisser Weise als minimale Frames vorstellen.
Der folgende Satz zeigt, dass die Exaktheit eines Frames zur Existenz einer zu
dem Frame biorthogonalen Folge dquivalent ist.
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Satz 6.10. Sei (fn)nen Frame und S der von diesem Frame induzierte Frame-
operator. Falls der Frame (fn)nen exakt ist, so sind die Folgen (fn)nen und
(S7Yfu)nen biorthogonal zueinander, also

<fj75_1fn> = 5j,n

fir alle j,n € N.
Umgekehrt ist der Frame (fn)nen exakl, wenn es eine Folge von Elementen
aus H gibt, welche zu (fn)nen biorthogonal ist.

Proof. Sei j € N beliebig und definiere fiir n € N

Qp 1= <fj7S_1fn>‘

Wir miissen zeigen, dass a, = §;, gilt. Aus (14) folgt f; = Y o0, anfn,
wodurch geméfl Lemma 6.8

1= Zéj,n = Z o | + Z lotn — ;0]

n=1
(15)
= |ay|* + Z Joun? + Jam — 17 + Z o .
n#ﬂ n#]

Im néchsten Schritt leiten wir aus der Exaktheit von (f,,)nen die Gleichung
a; = 1 her. Seien A, B > 0 die Frameschranken von (fy)nen, und sei (fn)nen
die Folge, die entsteht, wenn wir f; aus (fn)nen entfernen, also

}Tn:: fna n<.7:7
fn-‘rla TLZ.]

Wir zeigen, dass a; # 1 die Frame-Eigenschaft der Folge (};)neN impliziert.
Offenbar erfiillt (f,)nen fir alle f € H die Ungleichung

ST B2 < Bl

Wegen o; # 1 gilt

i =
J 1-— Olj =1
n#j

Fiir alle f € H folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

2

|<f7f] f7f’n
nsﬁJ
Zlan| Z|f,fn CZIﬂfn :
n;ﬁj n#a nsﬁj
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wobei -
1
Ci=—— 2,
11— ayf? 2 laal
n=1
n#j
Man beachte, dass C' unabhéngig von f ist. Es folgt

AIFIP < D W SlP = LS+ DK fl

n=1 n=1

n#j
<O LI =+ S UL TP
=

Somit ist (14+C) 7! A eine untere Frameschranke von (fu)nen und (fn)nen bildet
einen Frame. Dies ist aber ein Widerspruch, da (f,,)nen als exakt vorausgesetzt
wurde. Wir haben damit gezeigt, dass a;; = 1 gelten muss.

Mit a; = 1 folgt aus (15), dass fiir alle n € N mit n # j die Gleichung
ay, = 0 gelten muss. Somit folgt o, = d;,, und die erste Aussage des Satzes ist
bewiesen.

Sei nun angenommen, dass es zu dem Frame (f,),en eine biorthogonale
Folge gibt. Fiir beliebiges j € N setzen wir

ra { fn7 n < j,

fn . fn-‘rla n 2 j7
und zeigen, dass (};)HGN kein Frame ist. Geméafl Lemma 5.5 gilt

i ¢ span{f, | n € N,n # j}.

Insbesondere ist die lineare Hiille von span{ f,, | n € N,n # j} nicht dicht in H.
Daher gibt es ein f € H mit f # 0 und (f, f,) = 0 fiir alle n € N\ {j}. Dieses
£ erfillt || £] > 0 und

o0 . oo
STREFIP =D I £ =0,
n=1 n=1
n#j
womit keine positive untere Frameschranke existieren kann. Fiir jedes j € N ist

(fn)nen daher kein Frame, also ist (f,,)nen exakt.
O

Mithilfe der obigen Resultate kénnen wir untersuchen, wann ein Frame eine
Riesz-Basis von H ist.

Satz 6.11. Sei (fn)nen ein Frame von H. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:
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i) Der Frame (fn)nen ist eine Riesz-Basis von H.
it) Der Frame (fn)nen ist eine Schauderbasis von H.
iii) Der Frame (fn)nen ist stark linear unabhingig.

iv) Fir alle j € N gilt

fi ¢ span{fn | n € N,n # j}.

v) Es existiert eine zu (fp)nen biorthogonale Folge.
vi) Der Frame (f,)nen ist exakt.

Proof. Aus Bemerkung 5.11 wissen wir, dass jede Riesz-Basis eine Schauderbasis
ist. Aus der Definition einer Schauderbasis folgt unmittelbar, dass jede Schaud-
erbasis stark linear unabhéingig ist. Also haben wir ¢) = i) und i) = i)
verifiziert.

Die starke lineare Unabhéngigkeit des Frames (f,,)nen heifit genau, dass der
zugehorige Syntheseoperator T' injektiv ist. Nach Bemerkung 6.7 ist (fp)nen
eine Riesz-Basis; also gilt i) = 7).

Die Aussage i) = v) erhalten wir sofort aus Bemerkung 5.11.

Die Aquivalenz der Aussagen iv) und v) wurde in Lemma 5.5 gezeigt, und
Satz 6.10 besagt, dass die Aussagen v) und vi) aquivalent sind.

Es bleibt noch die Aussage v) = i) zu zeigen. Sei (f,)nen €in Frame mit
biorthogonaler Folge (g, )nen und induziertem Syntheseoperator T'. Geméif Be-
merkung 6.7 reicht es zu zeigen, dass T injektiv ist. Sei g € H beliebig und

(¢n)nen € £2(N) so, dass
= Z cn f-
n=1

Fiir alle j € N folgt
oo
fvgj Z fnagj _CJ

Somit gilt (¢n)nen = ({f, gn))nen, was die Injektivitdt von T beweist. O

Zum Abschluss wollen wir noch gewisse Analogien zur linearen Algebra be-
tonen. Es ist bekannt, dass in der linearen Algebra eine Basis genau ein linear
unabhéngiges Erzeugendensystem ist. Analog dazu ist eine Riesz-Basis genau
ein stark linear unabhingiger Frame.

In der linearen Algebra ist eine Basis genau ein minimales Erzeugendensys-
tem. Analog dazu ist eine Riesz-Basis genau ein exakter Frame.
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Aus der linearen Algebra ist auch bekannt, dass ein Erzeugendensystem
genau dann minimal ist, wenn es linear unabhéngig ist. Analog dazu ist ein
Frame genau dann exakt, wenn er stark linear unabhingig ist.

Es sei noch bemerkt, dass nicht alle Aussagen beziiglich Erzeugendensyste-
men und Basen im Sinne der linearen Algebra analog fiir Frames und Riesz-
Basen gelten. Aus der linearen Algebra ist z. B. bekannt, dass jedes Erzeugen-
densystem eine Teilmenge enthélt, welche eine Basis ist.

Die analoge Aussage flir Frames gilt aber nicht. So ist z. B. keine abzéhlbare
Teilmenge des Frames in Beispiel 6.2 quasinormiert. Daher ist keine Teilmenge
dieses Frames eine Riesz-Basis.
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Der gesamte Inhalt basiert auf Kapitel 1 und 2 von | ].

7 Wavelet-Transformation

7.1 Introduction

Die Fourier-Transformation ist eine Zerlegung eines Signals f in seine Frequen-
zkomponenten. Ein L!(R)-Signal wird auf das Vorkommen der Frequenz ¢ € R
durch Integration mit der Frequenzfunktion e~%% = cos(£z) —isin(£x) getestet.
Die gewéhlte Frequenzfunktion ist periodisch und hat damit nicht kompakten
Trager.

7.1.1 Fourier-Transformation

Definition 7.1 (Fourier-Transformation). Die klassische Fourier” =Transformation
F[f] von f € L*(R) an der Stelle £ € R ist gegeben durch

FIAE) = J% / ¢ f(2)da.

Akustische Signale, wie z.B. Musik oder Sprache, kann man als eine Funk-
tion des Luftdrucks in der Zeit betrachten. Dieser Luftdruck wird von einem
Messgerdt (Mikrofon) in ein elektrisches Signal umgewandelt. Dieses analoge,
kontinuierliche Signal wird mit Hilfe einer konstanten Abtastrate in ein digi-
tales, diskretes Signal transformiert. Das Abtasttheorem besagt, dass die Ab-
tastrate doppelt so hoch sein muss wie die maximal aufzulésende Frequenz. Da
das menschliche Gehor eine maximale Frequenz von ca. 22.000Hz wahrnehmen
kann, wird die Abtastrate bei mindestens 44.000Hz gew&ahlt. Die Musikqualitét
wird weiters durch die verwendete bit-Rate, also die Genauigkeit, mit der die
Amplitudenwerte gespeichert werden, bestimmt. Bei einem 16bit Stereo-Signal
werden pro Sekunde also 44.000Hz - 2 - 16bit = 176KiB/s bzw. 0,634GiB/h ge-
braucht. Das Dateiformat .wav speichert akustische Signale genau in solchen
diskreten Zeitserien.

Um die Datenmenge einer Audiodatei, die als diskrete Zeitserie des Luft-
drucks gespeichert ist zu komprimieren, gibt es mehrere Ansédtze. In der Musik
werden Notenblatter zur Speicherung von Tonabfolgen verwendet. Diese Noten
definieren eine bestimmte Frequenz fiir kompakte Zeitraume. Daher die Idee,
vorkommende Intervalle von gleichen oder &hnlichen Frequenzen zur Speicherung
von Musik zu nutzen. Die Fourier-Transformation ist dafiir nicht geeignet, da
das gesamte Musikstiick auf einmal auf vorkommende Frequenzen getestet wird.
Grund dafiir ist, dass der Trager der Frequenzfunktion nicht kompakt ist. Um
eine Audioaufnahme von Musik auf Frequenzen in kompakten Teilintervallen
zu testen, ist es naheliegend eine Frequenzfunktion mit kompaktem Trager zu
verwenden.
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7.1.2 Window Fourier-Transformation

Die Window Fourier- Transformation (Fenster Fourier” =Transformation) &ndert
die Frequenzfunktion so, dass sie kompakten Trager hat. Hierbei wird als Fre-
quenzfunktion die Funktion e~%% mit einer stetigen Funktion mit kompaktem
Tréger g : R — R multipliziert. Durch Einfiihren eines zusétzlichen Parameters
t wird der Trager der Funktion g verschoben. Damit ist es moglich, die gesamte
Funktion f zu testen.

Definition 7.2 (Window Fourier-Transformation). Sei g € L!(R) mit kompak-
tem Triager und f € L'(R), dann ist die Window Fourier- Transformation der
Frequenz £ € R zum Zeitpunkt ¢t € R gegeben durch

win _L T — e*i&c 2)dz
T 116) = <= [ ate =0 (@),

Es stellt sich heraus, dass die fixe Fenstergroffe der Funktion g ungeeignet
ist, um hohe Frequenzbandbreiten abzudecken. Gerade im Fall von akustis-
chen Signalen fiir das menschliche Gehor ist es notwendig, Signale auf Fre-
quenzen zwischen 20Hz und 22.000Hz mit hoher Genauigkeit zu testen. Durch
Skalieren des Tragers mittels einer Streckung der Funktion g wird die Fen-
stergrofle verdndert. Durch Koppelung der Frequenz & und der Skalierung
der Fenstergrofie ist es moglich, die Funktion mit kompaktem Triger g und
die Frequenzfunktion e**¢ zusammenzufassen zu einer Basis-Frequenzfunktion
£ g(Z=b) exp(—i%=2), die mit a gestreckt und mit b verschoben wird. Eine Ver-
allgemeinerung dieser zusammengefassten Frequenzfunktion ist die (kontinuier-

liche) Wavelet”=Transformation.

7.1.3 Kontinuierliche Wavelet-Transformation

Die Wawvelet-Transformation testet ein Signal f mit der Frequenzfunktion U,
die i.A. nicht periodisch ist. Durch Streckung und Translation wird die gesamte
Funktion getestet. Eine Basis-Frequenzfunktion ¥ wird anhand der Parameter
a,b € R,a # 0 mit Uq(z) = |a|1/2¥(%L) verschoben und gestreckt, wihrend
die L2-Norm gleich bleibt.

Definition 7.3 (Wavelet, Wavelet-Transformation). Ein Wawvelet ist eine Funk-
tion ¥ € L*(R,C), die zusitzlich die Bedingung 0 < Cy < oo fiir

Cy = 2r / €[ F () 2de

erfiillt.
Die Wawvelet-Transformatoin einer Funktion f € L?(R) an a,b € R,a # 0 ist
gegeben durch

(T2 f)(a,b) = /R F @) Wan@de = (f, W) o
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Figure 3: Fourier- und Wavelet-Transformation in direktem Vergleich anhand
der Funktion f(z) = cos (2m(20 4 10x)z) + sin (27100x)

7.2 Beispiele

In der linken Hélfte der Abbildung 3 wird die Fourier-Transformation eines Sig-
nals f dargestellt, welches vom Zeitintervall [0,1] nach [—2,2] abbildet. Der
Real- und Imaginérteil sind separat dargestellt. Die ungeraden Teile des Sig-
nals, also die sin-Terme, sind nur im Imaginérteil der Fourier-Transformierten
sichtbar. Die geraden Teile des Signals, also die cos-Terme, sind nur im Real-
teil der Fourier-Transformierten sichtbar. Die verdndernde Frequenz der cos-
Terme wird von der Fourier-Transformation nur als ein Intervall an Frequenzen
zwischen 20 und 30 Herz erkannt. Eine zeitliche Trennung der verschiedenen
Frequenzen ist hier nicht moglich.
In der rechten Halfte der Abbildung 3 ist die Wavelet-Transformation dargestellt.

In der ersten Box ist das Signal f, das transformiert wird, abgebildet. Die zweite
Box zeigt ein Wavelet U, das fiir die komplexwertige Wavelet-Transformation
verwendet wurde. In der dritten Box ist der Absolutbetrag der Wavelet Trans-
formation farblich visualisiert. Man erkennt einen hellen horizontalen Streifen
am unteren Ende der Grafik, dieser kommt von dem hohen Integralwert beim
Testen des Signals f mit der Frequenzfunktion der Art ¥*?. Diese Komponen-
ten sind genau die sin-Komponenten. Der starker erkennbare Streifen dartiber,
der abfallend ist, visualisiert die Integralwerte beim Testen mit einer Frequenz-
funktion mit abfallendem Skalierungsfaktor a fiir steigenden Translationsfaktor
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b. Erkenntnisse iiber Symmetrieeigenschaften des Signals gehen verloren, dafiir
wird ein Zusammenhang der Frequenz und dem zugehorigen Zeitpunkt dazuge-
wonnen.

In Abbildung 4 wird die Fenster-Fourier-Transformation und die Wavelet-
Transformation anhand eines kurzen hochfrequenten Signals f verglichen. Im
obersten Block ist das Signal f und das fiir die Wavelet-Transformation verwen-
dete Wavelet ¥ abgebildet. Im zweiten Block ist die Fourier-Transformation in
positiven und negativen Komponenten dargestellt. Im Vergleich zum Signal f
hat die Fouriertransformation nicht-lokalen Trager. Im dritten Block ist die
Fenster-Fourier-Transformation der Funktion f abgebildet. Als Funktion mit
kompaktem Trager wurde hier die Funktion

zohite g ¢ (tl —6,751)

g (.’L‘) _ 1 T € [t17t2]
;52,6 7@75”6 x € (ta,la +€)
0 sonst

verwendet. Dabei wurde € > 0 als Zeitdauer zwischen zwei Abtastungen des
Signals gewahlt, sodass die Werte an den Fensteriibergéingen an beiden Seiten
mitwirken. Die Werte t1,t2 wurden so gewahlt, dass to — t; + € = 0.05, sodass
20 Fenster fiir die diskrete Fenster Fourier-Transformation verwendet werden.
Wenn der Verschiebungsparameter der Fenster Fourier-Transformation ¢ gleich
0.5 ist, ist das verwendete Fenster [0.5 — €, 0.55 + €] eine Obermenge des Trigers
der Funktion f. Damit ist diese diskrete Fenster Fourier-Transformation mit
t = 0.5 gleich der diskreten Fourier-Transformation von f ohne Fenster. In der
vierten Box ist die Wavelet-Transformation von f abgebildet. Hier erkennt man
die zeitliche Lokalitat und die konstante Frequenz des Signals f in der Wavelet-
Transformation durch den kleinen hellen bereich in der mitte unten bei a = 3
und b= 0.5.

In Abbildung 5 ist eine Audiodatei mithilfe der Fenster Fourier” =Transformation
und der Wavelet-Transformation transformiert worden. Die Audiodatei ist eine
Aufnahme des Autors, Lorenz Fischl, der den Begriff Test in der 1.2s langen
Aufnahme spricht. Die Fourier-Transformation, in der zweiten Box, gibt die
Frequenzen an, die notwendig sind, um die gesamte Audiodatei als einen kon-
stanten Ton abzuspielen. Die Fenster-Fourier-Transformation und die Wavelet-
Transformation, in der dritten und vierten Box, sind gleich gewahlt wie in
Abbildung 4. Man erkennt eindeutig, dass die Lokalitat in der Zeit und die
Lokalitat der verwendeten Frequenzen der méannlichen Stimme bei der Wavelet-
Transformation erhalten bleiben konnten. Bei der Fenster-Fourier-Transformation
hingegen sind an groflen Teilen Frequenzen im gesamten Frequenzspektrum
erkannt.

Es ist naheliegend, dass beim Komprimieren oder Analysieren von Signalen,
bei denen der zeitliche Zusammenhang der vorkommenden Frequenzen wichtig
ist, die Wavelet-Transformation bevorzugt werden kann.
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7.3 Wavelet-(Riick)Transformation mit gleichem Basis-Wavelet

Wir wollen nun zeigen, dass aus der Wavelet-Transformation einer Funktion
f € L3(R) die urspriingliche Funktion durch

-1 wav 7d7a
Cy /R/R[T f(a,0)T, () 2 db (16)

zuriickgewonnen werden kann. Als Erstes wollen wir zeigen, dass dies im L?(R)-
Sinn funktioniert, dazu benotigen wir die folgende Proposition.

Proposition 7.4. Seien f,g € L?*(R) und ¥ € L*(R) das Basis-Wavelet, das
0 < Cy < 0 erfillt. Dann folgt

a2

ngl/R/R[TwaUﬂ(a’b)W @ db = <fa 9>L2(R)~ (17)

Proof. Der Beweis besteht aus drei Schritten:

1. Darstellung der Anwendung des Wavelet-Transformations-Operators als
Faltung

2. Umwandeln der Faltung in eine Multiplikation mithilfe der Fourier” =Transformation
3. Herausheben der Basis-Waveletfunktion ¥

Schritt 1: Sei 7, : C — C: z — z — b der Translationsoperator und 7, : C — C :
z +— az der Multiplikationsoperator, so kann das Strecken und Verschieben der
Waveletfunktion W, ,(z) = |a|~1/?¥ (L) zu

Vo (a) = |a] /2T 0,1 07y ()

umgeschrieben werden.
Damit formen wir nun den Wavelet-Transformations-Operator zu einer Fal-
tung um.

[Twavf](av b) = <f7 qla,b>L2(]R)
= |a/|_1/2 <f, \II O 1g-1 0 Tb>L2(R)

=la| =2 [fx Wone1] (b) (18)

Aus der Fourier-Analysis ist bekannt, dass der Operator F ein isometrischer
Isomorphismus und Automorphismus des L? ist. Das zweifache Anwenden der
Fourier-Transformation verursacht eine Spiegelung (S = n_1), das bedeutet f =
F2[fon_1] = F?[foS] und damit auch F[foS] = F~1[f]. Das Vertauschen der
Konjugation und der Fourier-Transformation bewirkt ebenfalls eine Spiegelung,

das heit F[f] = F[f o S].
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Fiir das Vertauschen einer Streckung von f mit o € R, a # 0 mit der Fourier-
Transformation gilt durch die Transformation y = ax,

Fiflona(©) = 2m 4 [e e paytn = —— [eorp (L)a
= LFlfonarl(@) (19)

Der Faltungssatz besagt fiir zwei Funktionen, deren Fourier-Transformation
existiert, dass die Faltung der Fourier-transformierten Funktionen die Fourier-
Transformation ihres punktweisen Produkts gestreckt mit /27 ist. Es gilt also
fir Funktionen hq, he, fir die F[hi] und Flhs] existiert, dass Flhi] *x Flha] =
V21 Flhihs].

Schritt 2: Wir wenden bei (18) an beiden Seiten der Faltung die zweifache
Fourier” =Transformation an. Da ¥ € L%(R,C), ist auch ¥ on_,1 € L*(R,C)
und laut Voraussetzung ist auch f € L?(R), womit auch F2[f o S] € L?(R) ist.
Da die Fourier-Transformation und die Konjugation Automorhpismen des L2
sind, ist der Faltungssatz anwendbar. Wir erhalten

(T f)(a,b) = lal =% [F2([f 0 8]+ P2[@ o yr 0 5| (0)
— Varla| 1 F [FIf o 8] FWon o] ().
Durch Anwenden der Fourier-Umformungen F[foS] = F~'[f] und (19) erhalten
o [T f](a,b) = —v2rad F [ F7f]- F¥] o -a] (). (20)

Schritt 3: Durch Einsetzen der Umformung des Wavelet” =Transformations” =Operators
als Produkt (20) sehen wir, dass die linke Seite von (17) sich darstellen lasst als

cyt [ [ 2war [F1s) FWT o] (40F [F- ol W0 0-0] )% b

Durch Anwenden der Isometrieeigenschaft der Fourier-Transformation erhalten
wir daraus

21Cy / a ' FHAb) - F¥] on_a(b), f‘l[g](b)'m(b)>m -

Da F~![f] und F~![g] unabhéngig von a sind, konnen diese als Skalare aus dem
Skalarprodukt gezogen werden. Durch eine Transformation von a zu a = —ab

erhalten wir aus [, [F[W](—ab)|> 4 das Integral [, |F[¥](@)]* <& = Cy(27)~"
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und konnen dieses herausheben. Wir erhalten

2nCy! [ 7RG TR0 <a*1fm oo (0), FTon (b)) | db

L2
=270y " /R]-"‘l[f] / | F[¥)(—ab) | &
=Cy(2m)1
/ FOF 0
A, f‘l[g]>L2-
Durch die Isometrieeigenschaft der Fourier-Transformation erhalten wir
(f,9)r2
und damit, was zu zeigen war. O

Das Anwenden des Wavelet-Operators und das Integral iiber a und b mit
zwei verschiedenen Maflen in (17) ist ein Skalarprodukt von f und g, des Wavele-
traums. Damit ist die Proposition 7.4 eine Isometrieeigenschaft.

Nun zeigen wir, dass die inverse Wavelet-Transformation mit (16) auf beschriankten
Intervallen in der L2-Norm gegen f konvergiert. Das Intervall ist dabei so
gewahlt, dass ””T_b iiberall definiert und beschrankt ist.

Satz 7.5. Sei f € L*(R) und ¥ € L*(R) ein Basis-Wavelet, das 0 < Cy < oo
erfullt, dann gilt

da
. —1 wav _
Lim |-y // (7 f](a, ) Wa,p(-) 5 db = 0. (21)
A1 —07T A <|a|<As

|b|<B L2(R)

Proof. Seien A1, As, B € RT fest, dann setzen wir I = {(a,b) : A1 < |a|] <
As, |b| < B}. Wir nutzen die Hilbertraumeigenschaft ||z = sup, = (z,y) der
Norm in (21) und erhalten

2
f-ogt //[Tw“”f](a, b)@ayb%db
I

L2(R)

= sup <fC_1 // [T fl(a b)q/abd%db g>
llgll=1 L®)

= |V /C //T“"“’f J(a,b) W p(x ) b g(x) da|.
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Mit Hilfe des Satzes von Fubini kénnen ¥, ;(x) und g(z) zu einer Anwendung
des Wavelet-Operators auf g zusammengefasst werden. Danach setzen wir in
Proposition 7.4 fiir (f,g) L2(r) €n und subtrahieren die Integrale. Der Rest
des Integrals auf I¢ wird mit der Holderungleichung mit p = ¢ = % an dem
Skalarprodukt des Waveletraumes abgeschatzt. Wir erhalten

sup (/s 9) ) —Cil//[Tw“”f](a,b)W%db

llgll=1

llgll=1

I
< sup |Ogt / / [T f](a,b)[Tw““g}(a,b)%db
IC

[N

llgll=1

da , \ d
< sw ¢t [[iren@or Ga) | [[1ega e S
Ic Ic

—0 fiir A1—0 und A2,B—o00 <1

Der zweite Term ist beschrankt durch das Integral auf ganz R. Durch Proposi-
tion 7.4 ist dieser gleich ||g||z2 = 1. Der Integrand im ersten Term ist integrier-
bar, damit verschwindet das Integral fiir A; — 07 und Ay, B — oo. O

Satz 7.5 zeigt, dass aus der Wavelet-Transformation von f € L? mit einem
Wavelet in L? das die Bedinung 0 < Cg < oo erfiillt, durch die Riicktransformation
die im L2-Sinn selbe Funktion zuriickgewonnen werden kann.

7.4 Wavelet-(Riick) Transformation mit verschiedenen Basis-
Wavelets

Eine Sonderform der Wavelet-Transformation ist die Transformation mit einem
Wavelet ¥ und die Riicktransformation mit einem Wavelet Wo. Es ist moglich,
theoretische Resultate fiir die Riicktransformation mit starken Vorraussetzungen
an WU, zu erhalten, obwohl fiir die Transformation nur schwache Vorraussetzun-
gen an ¥; gelten.
Gegeben ist ein Waveletpaar, zwei Funktionen W1, Uy € L%(R), die die Be-
dingung 0 < Cy, v, < oo fiir
e o de
Corius =2 [ [T(OIT0) 5

erfiillen. Die Wavelet- Transformation mit einem Waveletpaar ¥, ¥y von f €
L?(R) an a,b € R,a # 0 ist gegeben durch die Transformation mit ¥

(T3 f](a,b) = / Faw T e = (1, w)

L2(R)
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und die Riicktransformation mit ¥ gegeben durch
da
1 a a,b
C\Dl\llz// To b)Us”(x )a2db.

Noch wissen wir nicht, in welchem Sinne die Riicktransformation mit ¥o mit
der Transformation mit ¥; zusammenh&ngt.
Die Proposition 7.4 gilt in angepasster Form ebenfalls fiir die Wavelet” =Transformation
mit verschiedenen Wavelets. Der Beweis verlauft gleich, nur, dass am Ende der
Faktor C'y, w,, der von beiden Wavelets abhéngt, herausgehoben wird. Es gilt
also

—_d
/ / Trav “’Q‘Wg}(a, b) ;121 db = 0\111,‘112 <f7 g>L2 : (22)

Satz 7.6. Seien Uy, Uy € LY(R) N L%(R) mit U1(0) = 0 = ¥5(0) and 0 <
Cy, w, < 00. Dariber hinaus sei Vo differenzierbar mit ¥, € L*(R) und
F[¥,] € LYR). Sei f € L*(R) N L*=(R), dann ist an allen Stetigkeitspunk-

ten von f J
- wav (l a
0\111,‘1/2 // ¥y b(z)gdb (23)

Proof. Im ersten Schritt wird die Riicktransformation auf dem beschrinkten
Gebiet fiir a, ndmlich T = {a: A; < |a| < A5} fiir festes A, A5 € R, betrachtet
und dort die Hin- und Riicktransformation als eine Faltung dargestellt. Wir
schrinken das Integral (23) auf I ein, wenden den Satz von Fubini an und
transformieren b = b — Y

q,@///f YO0 ()T () dy d—adb

I RR

Cil%///f T (s (=42) dy %2 ap

I RR
_ — _. da -
Z/f(y)cqfll,\lfg //‘1’1(?)‘1/2(“5*&) 1ol db dy = f+Ma, a,
R IR

=May, A, (z—vy)

(24)

Die Funktion My, 4, kann als das Integral einer weiteren Faltung dargestellt
werden. Wir formen um

1 _— da
MA17A2 (Z) = (27‘-) 20\111,\112 U0 U—a*l(b)‘l’z © nafl(z - b) db W

da

= (2m) 30 \Ill‘h/\lllonal*\I/Qona 1] )W
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Die Fourier-Transformation von My, 4, ist nun mit Hilfe des Faltungssatzes, der
Vertauschung von Multiplikationsoperator und Konjugation mit dem Fourier-
Transformations-Operator aus dem Beweis von Proposition 7.4 direkt zu berech-
nen durch

f[MAl,Az](f) — (QW)_%C\EE,\IJQ /]—‘[W](ﬁ)]—-[‘lb ona—l](f) %
I
— ) HCyly, [T o

I

Durch Kiirzen von a, Anderung der Integrationsmenge von der Menge I = {a:
Ay < |a| < A2} zu den Mengen Is 4, \Is 4, :={a: |a] > A1}\{a : |a] > A2} und
der Transformation mit @ = af, die eine Verschiebung der Integrationsinter-
valle zu I5ea,|\I>|ca,) bewirkt, kann die Fourier-Transformation von My, A,
vereinfacht werden zu

FMa, 4,](&) = M(fAl) - H(£A2), wobei

W) = 2m) iyl [ FT@F @)

I =)

da

PG

Bisher ist nur die Funktion M als Funktion definiert worden, wir wollen nun

nachrechnen, dass sie tatsiachlich die Fourier-Transformation einer Funktion M

ist. Dazu benétigen wir hilfreiche Eigenschaften von M. Da ¥, € L*(R),

ist auch EF[W,](€) = ¥y € L32(R). Da ¥, € LY(R), ist F[¥;] € L>®(R).
1

Mit der Holderungleichung mit p = ¢ = 5 angewendet auf die Funktionen

a"2F[¥1](a) € L*(R) und |a|F[¥3](a) € L*(R) folgt

IGEESe, / F 0] (a)

Is e

< C | F 0]l / d| / |aF([Ws)(a) da

Is g |

=151z,

< 6CW 1 WL, €]
Da \1\7(5)| < Cy, v, <00, ist Me L>(R). Zusammengefasst ist
= _3
[M(&)] < Cmax(1, |§]72)

und somit ist M € L! (R) und damit ist F'~* {Z\/Z } =: M wohldefiniert, beschrankt,
stetig und F[M] = F |71 [M]] = M.

Im néchsten Schritt betrachten wir die Regularitdt von F[M]. Da F[¥;]
und F[¥y] beide stetige L*(R) Funktionen sind gilt lime_, oo F[¥;](£) = 0 fiir
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i € {1,2}. Somit sind die Ableitungen von M fiir £ # 0 gegeben durch
d — 1 1
dff[M](f) = (2m) 20@3,%5

Der Grenzwert von |d%.7-'[M] (&)| fiir &€ — 0 geht gegen 0. F[M] ist also iiberall
differenzierbar. Da ¥y € L'(R), kann mit

(FLw2l(©FIE) + FIw)(-6 FI(-E))

| F[W2](§)] = |F[W2](§) — F[¥2](0)] < C/]R e — 1] [Us()|dx

<zg

< Cle| [ |oWa(a)ldz < Cllabal|uil¢
R

die Ableitung von M mit

d%[M](ﬁ)‘ < C(FMW] )]+ |F[P1](=8)]) allein durch
¥, abgeschétzt werden, woraus folgt, dass ch[M ] € L3(R).

1+§§ zeigen wir nun, dass M € L'(R) ist. Durch

Einsetzen in die Holderungleichung mit p = ¢ = % erhalten wir

Durch Einfiigen von

1M < |1+ %) 772

1+ 52

L2

<o [w@pa s [ a@pa) =cFmils + 17aml,.)
e (1. +| )<

AuBerdem ist F[M](0) = (2r) /2 und damit [, M (z)dz = 1.

Wir kénnen nun den beschrankten Integratlonsberelch von a auf ganz R
ausweiten. Wir haben die linke Seite von (23) bereits als Faltung f « My, a,
dargestellt. Wir wenden die Fourier-Transformation bei (25) auf beiden Seiten

4 Fa

an und erhalten folgende Darstellung von M mit Hilfe von M
May 4, (2) = FIF[Ma, a,]] 0 S(x) = FIF[M] 0 na, — FIM] ona,)(z)
= AT'M(-A7'2) — AT M (- Ay '2).
Damit schitzen wir nun (24) ab

0] 0= [ s () - s (S ) 2o)

=1 =II

Der Term I in (26) geht fiir Ay — oo gegen 0, weil er, mit einer Anwendung
der Hélderungleichung, beschriinkt ist durch || M|, || f]| 2 A~V/2.

Der Term I in (26) ldsst sich mit Hilfe der Subsitution y = A1y+2 umformen
zu

/Rf(AlﬂJr:r)M(?ﬁdy
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Da der Integrand majorisiert wird durch || f|s|M(g] € L*(R) kann der Limes
A1 — 0 in das Integral gezogen werden. Da f stetig ist geht f(A17+2x) — f(x)
und da M integral 1 hat geht der Term I in (26) gegen f(z). O

Satz 7.6 zeigt, dass nach einer Transformation mit einem Wavelet das nur
in L' N L? ist und ¥; = 0 erfiillt, trotzdem die Riicktransformation punktweise
exakte Werte fiir alle Stetigkeitspunkte von f € L% N L™ liefert, sofern eine
zweites Wavelet existiert das differenzierbar, stark abfallend und die Bedingung
0 < Cy,,w, < oo erfiillt.
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8 Multiresolution approximation of L?*(R")

In this section we follow | , Chapter 2].
Let us begin with the definition of the central object of this chapter:

Definition 8.1. A multiresolution approximation of L?(R™) is an increasing
sequence (V;);, of closed linear subspaces of L?(R™) such that

o
ﬂ V; = {0}, U V; is dense in L*(R™)
JEL JEL
e for any f € L2(R") and j € Z,
f(z) eVj & f(2z) € Vi (27)
e for any f € L?(R") and k € Z",
flx) eVo & flz—k) e Vo (28)

e there exists g € 1 such that (g(z — k)),cz» is a Riesz basis of 14

Intuitively, multiresolution approximations provide a sequence of spaces that
approximate L?(R™) better and better thanks to an increase in mazimum fre-
quency (see (27) of the definition). Because of (28), it is possible to achieve a
“space localization” of the Riesz basis functions by additionally imposing the
following:

Definition 8.2. A multiresolution approximation (Vj)jez is called r-regular,
for r € N, if the function g from Definition 8.1 satisfies

10%g(2)] < Cp (1 + [])™™
for any m € N and multi-index o € N¢ such that |a| := Yoo <

Such r-regular multiresolution approximations can be seen as a “prototype”
for a wavelet approximation, which feature a sequence of disjoint (rather than
nested) spaces whose union approximates L?(R™). In both objects, each space
features a localized-in-space basis.

Beispiel 8.3 (splines of order r in 1D). Fiz r € N. Let I'; = 279Z for any
j € Z. Define as V; the subspace of L*(R™) consisting of order r splines with
respect to I';, i.e.

Vy={ve L’ R")NC"  R") : vlg-ik2-it1) € Pr([277k, 277 (k+1)]) Vk € Z}

(if r = 0, we consider piecewise constants possibly discontinuous only on T';).
To define a Riesz basis of Vi, choose g = x x -+ % x (r+ 1 times), where x is
the characteristic function of the unit interval [0,1]. Then (9(x — k)),cq is the
so called B-spline basis of Vj.
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Bemerkung 8.4 (Basic facts on the Fourier transform). Let f € L?>(R™). The
Fourier transform of f is an L*(R™) function (see [ , Chapter 1.3])

FIO= 1) = [ J@e ™ de
The Fourier transform has the following (and many other) properties:

—n/2

e Plancherel’s theorem: || f||L2®ny = (27) Hf||L2(Rn)

o Let o € N” be a multi-index, f is sufficiently regular. Then
0°f = (=) F(a®f) (29)
The following theorem shows how to explicitly construct a canonical or-

thonormal basis of Vj starting from g which also has the “translation property”
of the Riesz basis above.

Satz 8.5. Let (Vj);., be a multiresolution approzimation of L?(R™). Then,

1. there exist co > c1 > 0 such that
1/2
¢ < (Z 1G(€ + 27rk:)2> <cp  VEER™
kezZm

2. Denote w(§) = >y cpn [9(§ + 27k)|*. Let ¢ € L*(R™) be the element of
L?(R™) defined by

5(6) = g(ew(e) ™12
Then (¢p(x — k))ezn is an orthonormal basis of L*(R™).

Bemerkung 8.6 (Fejér Kernel, see | , Chapter 2] ). The Fejér kernel of
order N € N is defined as Fy : R — C such that
| Nl 1k
Fn(z) =~ > Di(z);  Di(a)=— isa
N (2) N s k(); k() o Rt

. 2
The Fejér kernel can also be written as Fy(x) = ﬁ (%) , S0 in par-

ticular it is positive. Another expression is

Fn(z) = L > (1 - |JJV|) ez, (30)

2T
[JISN-1

Denote (f xh) (z) = 0% Fh(x—y)dy the convolution of 2w -periodic functions
f,h. The Fejér kernel has the following convergence property: For any 2mw-

periodic function g € L*(0,27),

lim (Fyxg)=g a. e. (31)

N—o0
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The function can be generalized to n variables in a tensor-product fashion:
n
=[] Fn(zp), zeR" (32)
p=1

and the convergence property (31) holds analogously. For future use, we rewrite
(32) using (30):

Ky =@ [ 3 (1_%1) G = (2m) " 3 H( Jp)

JEQN p=1
where Qn == {j € Z" : |jlgeo < N —1}. DenotingT,, ={k € Z”:Vi=1...,n 0<k; <N},
it can easily be proved that

n

Vj € Qn NH< “p') H —lipl) =#{k, K € Ty : bk — k' = j}.
p=1

Thus, we can rewrite the Fejér kernel as the square modulus of a sum:

(271’N)_n/2 Z eik»:v

keTN

2

KN({E) =

Proof of (1), Theorem 8.5. Let f(x) = > cpa arg(z—k) € Vy. Since (g(z — k))pczn
is a Riesz basis, there exist C,C’ > 0 such that

1/2
c (Z |0<k|2> < | fllL2@ny < C' (Z |0<k|2>
% %

We now work with the finite sumsover T,, .= {k € Z" : Vi=1...,n 0 < k; < N}.
Denote Qo = [0,2m)" and m(§) = Y, o are” . Since ((27‘1’)7”/2 eikf)
1/2

1/2

kezZm
is an orthonormal basis of L2(Qo), (34 [ew|?) " = (2m)™/2|m|| r2(q,)-

Since the Fourier transform of f reads f(&) = §(&) 3 4cz4 are™¢, Plancherel’s
theorem implies that || f||p2&n) = (27)~"/2||mg||p2(rn). Thus the previous chain
of inequalities becomes

1/2
Climlley < ([ Im@Pa©Ras) < lmlliaey.

We then observe that w(€) € L'(Qq) (since g € L?(R"™)) and use the 27-
periodicity of m(§) to rewrite the middle term

1/2
0||m||L2(QO>s</Q |m<s>2w<s>dg) < Clmlzoy.  (34)
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Fix & € R™. Assign now oy, = (2rN)~"/2eik(26=%0) 50 that |m(€)|?> = mn (€ —
&), where my (£) = (2aN)™"/23 . €. As seen in (33), [m(£)|? is the
Fejer kernel K. The second term in (34) can be written as a convolution:

C < (Ky*w)'* (&) <" (35)
The statement follows from the convergence property (31). O

To prove point (2), we need the following lemma.

Lemma 8.7. Denote Qo = [0,2m)". The operator U : Vo — L*(Qo, |Qo|~*d¢)
that maps

(@) = pepm ang(x — k) to UF(E) = Y epm ave™*¢ is an isometric isomor-
phism

Proof. First, U is isometric. Indeed, for a finite sum f = )", arg(z — k),

1/2

1122 ey = 1Qo| ™/ (/If(§)|2d€)1/2 =|Qo| /2 (/Im(f)l2lﬁ(§)2d§>

1/2
QY2 ( /Q |m<e>2w<s>de) S P

where the first equality is Plancherel’s theorem and the third follows from the
periodicity of m(&). Passing to the limit on the number of summands, the equal-
ity holds for any element of Vj.

Moreover, U is surjective. Indeed, being ¢? < w(§) < ¢3, any ¢ € L*(Qo, |Qo|~1d¢)
is in the form m(&)w(€)'/? for some (ay)rezn such that m(€) = >, 7. are ¢
with Y, |ax|? < co. Thus the pre-image f(z) is well defined. O

Proof of (2), Theorem 8.5. First observe that FVy = {m(€)g(&), m € L*(Qo)}.
Denote by 7 the translation by k € Z™ and by x;, the multiplication by e~ ¢
The isometry U from Lemma 8.7 has the property Uty = x1U. Thus, having an
orthonormal basis {¢(z — &)}, c4n of Vg is equivalent to having an orthonormal

basis {e‘ik'fé(f)}k ) of L%(Qo,|Qo|~1d€). We simply choose U(¢) = 1, so
czn
m(§) = w(€)~1/? and Qg(ﬁ) = §(&)w(€)~1/? as required. 0

Satz 8.8. Let (Vj)jez be an r-regular multiresolution approzimation of L?(R™).
The function ¢ defined as in Theorem 8.5 satisfies

0%¢(2)] < Cr (L +[2]) ™"
for any m € N and multi-inder o € N such that |a| < r.

To prove this, we will use the order m € N Sobolev space

H™R") == {v e L*(R") : 9%v € L*(R") Va € N" : |a| < m},
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which is a Hilbert space with the scalar product inducing the norm [|v|| gm gny =

1/2

(Zm\gm ||8av|\2L2(R")> . Also recall that C2°(R™) denotes the set of infinitely-
many times differentiable functions with compact support in R”. From now on,
denote

X € C(R™) such that Z Ix(z — k)| > 1. (36)

kezn

Lemma 8.9. Let f € H™(R") and x € CZ(R™). Then, the sequence (si),czn
where sy = || f(E)X (€ — k)| grm mny is in £2(Z™).

Proof. Let C' > 0 be a generic constant independent of f. Using the generalized
Leibniz rule for differentiation and simple estimates we have

dTsi=> >0 10 (FEx(E — Bz @n

kezm kEZ™ |a|<m
2
-y X [ Z (G-
kEZ™ |a|<m B<a

<0 D / (a> (0 F()0" x(a = b))’

kEZ™ a]<m

o 2

<C ) Z( ) 1Y (0* 7 x(@ = k)" [l zoe @) 10° fll 2 eny

la|<m B<La keZnr
<Clfllzm@ny-

For the last inequality, observe that the factor involving x is bounded because
the support of x is compact. O

Lemma 8.10. If |g(z)| < Cin(1+ |z|)™™ for all m € N, then := >, .5 [9(£ +
21k)|? € C°(R™).

Proof. Fix m € N. From the assumption we have

[P japy < oc.

This implies g € H™(R™) (from Plancherel’s theorem and the identity (29)).
By Sobolev embedding theorem (see | , Chapter 5.6.3]), for s := m — |n/2]
y < C|fllgm®ny holds for any f €
H™(R™). Therefore, Lemma 8.9 implies that Y, [|gx(- — k)2 s(rn) < 00

Recalling the definition of x in (36) and using a change of variable, it can
be proved that

30 >0: D 13C+27k)Plles@ny < C Y 19x( = k) [Ee gny-
k k

In conclusion, the series Y., |§(¢ + 27k)|? and its derivatives up to order s
converge uniformly on compact sets. U
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Proof of Theorem 8.8. By the previous lemma, w(£) € C*°(R™) and from The-
orem 8.1, w(€)Y/2 > ¢; > 0. Thus w™/2(¢) is a well defined C>°(R™) function
and the coefficients of its Fourier series w(£)™1/2 = 37, aye’*€ have the property

lim ax(1+ k)P =0 Vp € N. (37)
k—o0

Recalling that ¢(&) = §(&)w(€)~'/2, we can write ¢(z) = 3, arg(x — k). The
estimate follows immediately from (37) and the assumption on g. O

Bemerkung 8.11. Observe that (2"j/2¢(2j:17 — k))lcezn s an orthonormal basis
of Vj for all j € Z. The orthogonal projection of L*(R™) onto Vj is therefore

given by

Ejf(z) = Z a; k(2 — k), where ajp =22 [ f(y)d(2'y — k)dy.
kezn R

The approzimation properties of the projection E; depend on the index r € N of

r-regularity of the multiresolution approximation (definition 8.2). For example,it

can be proved that if f € H*(R™) for s < r, then (Ejf)j converges to f in the

H?*(R™) norm (see [ , Chapter 2, Theorem 7]).

9 Stabilitat von Multiskalen Transformationen

Dieses Kapitel befasst sich mit den Ergebnissen aus | ]. Fiir einen Hilber-
traum V' betrachten wir eine dichte Folge geschachtelter Unterrdume (S;) en,
und zugehorige Riesz-Basen. Fiir ein n € Ny und f,, € S, werden wir, neben
der Darstellung durch die zugehorigen Riesz-Basis, eine alternative Darstellung
durch Rize-Basen von Komplementen von S; erhalten, welche multiskalen Zer-
legung genannt wird.

Unser Ergebnis wird zeigen, dass die Transformation, welche die Koeffizienten
der einen Darstellung in die Koeffizienten der anderen tiberfiihrt, stabil ist.

9.1 Multiskalen Transformation
Seien
e V ein separabler Hilbertraum,

o S eine dichte Folge abgeschlossener, geschachtelter Unterrdume (S;) en,
d.h.

SoCcSC---CV, USj:V,
j=0

o (W;)jen eine Folge von Komplementen der S;_q, d.h.
S; =810 W, (38)

und zuséatzlich Wy := Sp,
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o fiir j € Ny die Familie ®; = (¢;1)rer, mit Indexmengen I; eine Riesz-
Basis von S; welche gleichmafig stabil im folgenden Sinne sind:

lelley(z;y ~ Z CkPjk (39)

kel; v

bzw.

Ch Z ckdik| < llelle;) < C2 Z CkPj.k

kel kel

\%4 14

fiir Konstanten C4, Cy > 0 unabhéngig von j € Ny und ¢ € £5(;),

o fiir j € N die Familie ¥; = (1 x)rc; mit Indexmengen .J; eine Riesz-Basis
von W;, welche analoge Stabilitat zu (39) erfiillen und ¥y := (Yo.x)ker,,
wobei g 1 1= ¢o; fiir k € Jy := Iy, eine Riesz-Basis von Wy = Sy.

Die Eigenschaften (38) und Wy := Sy erméglichen die Darstellung von S; als
direkte Summe der (W¢)eeqo,....j3, d-h.

Sj:WQ@Wl@-"@Wj. (40)

Wir erhalten fiir ein f,, € S, neben der Darstellung durch die Riesz Basis

fo =" ckbnk (41)

kel,
auch die Multiskalen Zerlegung
o= Z dj k) k- (42)
j=0 ke J;

Beispiel 9.1. Sei V := L%(R). Wir erzeugen Sy aus einer Funktion ¢ € L*(R)
durch Translationen, also Sy := span{¢(- — k) | k € Z}. Rekursiv konstruieren
wir

Sn+1 = {\/§¢n(2 ) | (bn S Sn} .
Die Komplemente kénnen uber das Haar- Wavelet

Y= T1p0,1/2) — L1/2,1]
konstruiert werden, indem wir

Yy = 279(27 - —k)
als Basis nehmen und

W; :=span{v; ;. | k € J;}

76



definieren.

Als Beispiel betrachten wir die obigen Rdume konstruiert durch die Funktion
¢ = 1jg,1). Durch

s o+
¢ = — = Lio,1/2) = #(2 *)

erhalten wir ein Element von S1. Analog lassen sich die Elemente von Sp,i1
durch Elemente von S, und W, 41 erzeugen.

Definition 9.2. Wir betrachten fiir n € Ny die multiskalen Transformation T,
definiert durch die Abbildung

T : 2(Tp) — (1)
d" — ",

wobei T = Ujeqo,. {0} x Jj, d" = {dj | j € {0,...,n},k € J;} und
" = (¢k)ker, , sodass

Z Z dj kK = Z CkPj k-

=0 keJ; keI,
Unser Ziel in diesem Kapitel ist es, die folgende Stabilitdt zu beweisen
Tl + 1T = O(1), n— oo (43)

Hierfiir wird zunéchst einiges an Vorarbeit benttigt, die im folgenden Unterkapi-
tel bewéltigt wird.

9.2 Vorarbeit

Bemerkung 9.3. Bis hierhin haben wir einen Hilbertraum V betrachtet. Die
Resultate in diesem Kapitel gelten jedoch auch, wenn V' nur ein reflexiver Ba-
nachraum ist. Die Beweise sind so gestaltet, dass sie auch in diesem Fall giiltig
sind. Fir einen reflexiven Banachraum V' bezeichnen wir mit (-,-) die duale
Paarung auf V x V'.

Lemma 9.4. T, erfillt genau dann (43) fir alle n € N, wenn ¥ := U;io U,
eine Riesz-Basis von V bildet. Es muss also fiir jedes f € V eine (eindeutige)

Darstellung

F=320 din(Nvin (44)

=0 keJ;
geben, wobei die Stabilitdt
1/2
Cullfllv < (DD ldiw(H)P < Collfllv (45)
j=0 ke J;

fir Konstanten C1,Cy > 0 erfillt ist.
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Proof. e Wir setzen (43) voraus, d.h.
ITall <D, T, M <E
fir Konstanten D, E > 0 unabhéngig von n € N.
Es gilt

ld™le2(7) = 1T " ez ) < Ell” ez,
I e2(ry = ITnd le2(z,y < Dlld™||e2(7,,)

also
E7Nd g,y < "2,y < DA le2(a,.)- (46)

Wir zeigen, dass ¥ := J;__, ¥, eine Riesz-Basis von V bildet. Fiir N € Ny

gilt
N N N
span U v, :@Wn =Sy = U Sh,
n=0 n=0 n=0

wie leicht zu sehen ist, gilt auch

span [j v, = [j Sy,
n=0 n=0

und somit

span G\I/n: GS,L:V.
n=0 n=0

Es bleibt zu zeigen, dass a1,as > 0 existieren, sodass fiir n € N beliebig
und d" € (2(J,) gilt

al YD dixtiklly < ld" ez, < a2l DD dixtikllv.

Jj=0keJ; j=0keJ;
Fiir ¢ := T,d"™ gilt dank der gleichmé&figen Stbilitét
Cill Y Gonllv <l < Call D fsnllv
JEIn Jj€ln

fiir Konstanten C4, Cy > 0 unabhéngig von n € N. Zusammen mit ||| <
D und ||T,;|| < E und (46) erhalten wir

1/2
n n
I distikllv = 11D fdirllv < Culle|| < DCy||d"|| = DCy [ D> ldjul?
j=0 ke J; jeln Jj=0keJ;
und
I distikllv = 11D bkl > Colle™(| < E7'Colld™|| = E'Ch ;x|
7=0 kGJj jel, =0 ke J

und damit die gewiinschten Abschétzungen.
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e Fiir die andere Richtung sei d" € ¢2(7,,) und ¢" := T,d", also
n
Fi=2 0 digtin=)_ o5
J=0 ke J; JEIn

Nach Annahme gilt
ld" e,y ~ [1fllv

und aufgrund der Stabilitdt der ®,, auch
€™ le2r,) ~ ILfllv

und damit

d" ez 7,y ~ €™ ez (x,.)-

Daraus folgt die gewiinschte Aussage ||T,,|| = O(1) und ||T,; Y| = O(1).

Lemma 9.5. V ist genau dann eine Riesz-Basis, wenn eine biorthogonale Riesz-
Basis U = (1) existiert, also

(W5, Vi k) = S5, )

Proof. Der Beweis erfolgt dhnlich zu den Beweisen der Resultate in Section 5.
Die Koeffizienten erhalten wir hierbei iiber den Darstellungssatz von Riesz, d.h.

di(f) = (f, ).
O

Lemma 9.6. Sei U eine Riesz-Basis und U die zugehorige biorthogonale Riesz-
Basis. Die Operatoren Q,, definiert durch

Quf =D (Fhimbins Quf = > (it a)thsn
J=0 ke, =0 ke,

sind gleichmdpig beschrinkte Projektionen mit ||Q,|| < C fir eine Konstante C
unabhdngig von n € No. Auflerdem gilt ran Q,, = S, und Q' ist die Adjungierte
2u Q.

Proof. Die Eigenschaften von @, und @/, sind leicht zu beweisen.
e Klarerweise sind @, und @), linear.

e Die Stetigkeit folgt aus (45).
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e Klarerweise gilt ran Q,, C S,.
Aus (40) folgt fur f, € S,

fn = Z Z dj,k(f)wj,k = ann

Also f, € ran@,, und damit ran @Q,, = S,.
e Dass @), Projektionen sind, lasst sich leicht durch Rechnung tiberpriifen.

e Dass ), die Adjungierte von @, ist, lasst sich leicht durch Rechnung

iiberpriifen.
O
Lemma 9.7. Die Abschdatzung (45) ist dquivalent zu
1/2
Ifllv ~ Z 1@ = Qi-0fI | (47)
wobei Q_1 := 0.
Proof. Da die ¥; gleichméafig stabil sind, gilt
er > Ndikl> Q5 — Q) fIIF <2 D Idjl®
keJ; keJ;
und damit auch
. 1/2 1/2
£l = { D2 ldir(HP ZII - Q;-)fI%
§=0 ke J;
O

Bemerkung 9.8. Wir merken an, dass aus Lemma 9.7 insbesondere folgt, dass
(47) dquivalent zu unserem Ziel

Tl + 1T = O(1)
15t.
Unsere Hauptresultate in Section 9.3 werden sich mit Bedingungen befassen, die
(47) garantieren.

Lemma 9.9. Folgende Behauptungen sind dquivalent

(i) S; :=ran Q) sind geschachtelt
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(i) Q. kommutieren und damit
QA =Q;Q=Q;, 1] (48)
(iii) Es gilt
Q) = Qi-1)(Q — Q1) = (Q; — Qj-1)d1 (49)
Insbesondere sind Q; — Qj—1 Projektionen.

Proof. Da ran@Q; = S; geschachtelt sind, gilt fir [ < j, dass Qv € S; und
damit

QR;Qv = Qv.
o (1) = (i)
Wie bereits fiir Q,, argumentiert, folgt aus (i) fiir I < j, dass Q}Q; = Q]
Wir setzen voraus, dass Sj =ran Q;- geschachtelt sind, dann gilt fir [ < j
<Q1ijvw> = <an;Q;w> = <’U7Q;’UJ> = <ijvw>

fiir beliebe v, w € V und damit

QQ; = Q; = Q;Qu.
Sei f; € S; beliebig. Es folgt wegen f; = Q' f;
Qi1 fir9) = Q511 Q fi59) = (£, QiQj419) = (£, Qi9) = (Q}fi,9) = ([, 9)
und damit f; = @', f; und weiter f; € Sit1.
o (i) = (iii)
Fiir | = j gilt

(Qj —Qj—1)(Q1 — Qi—1) = Q;Q; — Qj—1Q; — Q;Qj—1 + Qj—1Q;1
=Q; —Qj—1 —Qj—1+Qj—1
= Qj - Qj—1~

Fiir [ < j gilt

(Q —Qj—1)(Qi — Qi—1) = Q;Q1 — Qj—1Q1 — Q;Q1—1 + Q;—1Q11
=Q— Q1 — Qi1 +Qi—1 =0.

Es gilt

Qn - Qn—l = (Qn - Qn—l)(Qn - Qn—l)
= Qn - Qn—lQn - QnQn—l + Qn—l = Qn - Qn—lQn - Qn—l + Qn—l
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und damit Q,,_1Q, = Q@nQn_1 = @Q,_1 und damit fir [ < j

QiQ; = QQ1-1Q;

=QiQi—1 Qn-1Qj
= QiQi—1- Qn-1
= Q.

Lemma 9.10. FEs gilt
_ < inf — .
1Quo vy < inf flo = vallv
Insbesondere gilt aufgrund der Dichtheit von S, dass
lim ||Qnv —v|v =0.
n—oo
Proof. Fir v,, € S,, beliebig gilt

Qv —vlly = [|Qnv — vy + V5 — 0]y
<@Qnv = Quunl| + [[vn — v|lv
<A+ 1Qnllv) inf flv— vyl

Vn €Sn

S int o= wlv,

n n

dank der gleichméafigen Beschrianktheit von ,,. Insbesondere erhalten wir die
Konvergenz von Q,v. O

Bemerkung 9.11. Wir befassen uns kurz mit den Eigenschaften von Q; und
§j =ranQ; C V'. Da die Q; beschrinkt sind, gilt selbiges fiir Q'; und damit
sind die Unterrdume S; abgeschlossen.

Ist (48) gegeben, ist die Folge (S;);en, geschachtelt.

Lemma 9.12. Erfillt Q die Kommutativitat (48), folgt, dass S := U, cy, S,
dicht in V' ist.
Insbesondere gilt analog zu 9.10 fir Q.,, dass

. ’ o
Jim[lo — Qv = 0. (50)

Proof. Der Beweis ist entnommen aus | ].
Wir definieren

und nehmen an, dass V' # V.
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Wegen V C V' existiert ein f € V/\V, wobei O.B.d.A. ||f|| = 1. Nach dem
Satz von Hahn-Banach existiert ein f € V" =V, sodass fiir alle ¢’ € V gilt

(.fY=1, {f¢)=0
Aufgrund von Q,, f — f in V gilt
[ f = Quf) = = Quf OIS v Ilf = Qufllv =0
und wegen @', f’ € V folgt
(') = T (f, Q") =0,

im Widerspruch zu (f, f') = 1.
Es folgt V =V"'. O

Bemerkung 9.13. Der Beweis von Lemma 9.12 vereinfacht sich fir Hilbertraume,
da hier f € VA\{0} gewdhlt werden kann und sofort

LA = (f, f) = im(Qnf, ) = lim(f,Q,,f) =0

folgt.

Bemerkung 9.14. Wir merken an, dass mit
[ = @nvll =0, o —Quv| =0

insbesondere gilt

V= (Qn=Qu-1)v=> (Q,—Q,_1)v (51)

in || - lv-

9.3 Hauptresultat

Wir widmen uns den Hauptresultaten aus | ].

Wir definieren
1/2
oo

No(v):= [ > _II(Q; — Qj-1)vl% : (52)

Jj=0
Unser Ziel ist nun die Norméaquivalenz
|- 1lv ~ Ng.

Wie bereits in Lemma 9.7 bzw. Bemerkung 9.8 erwahnt, ist dies dquivalent zu
unserem Ziel ||T,| < C und ||T,;}]| < C.

Das folgende Lemma zeigt uns, dass fiir die Aquivalenz der Normen (52) ausre-
icht, eine der Ungleichungen zu zeigen.
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Lemma 9.15. Sei V' ein separabler Hilbertraum, S eine dichte, geschachtelte
Folge geschlossener Unterraume und Q eine zugehorige Folge gleichmdf$ig beschrankter
linearer Projektionen, welche (48) erfillen. Folgende Behauptungen sind nun
aquivalent

No(v) Sllvllv,  No(v) Sllllv, veV;

lollv S No(v), lvllv S Nor(v), veV;

°
| -llv ~Ng or No~|-lv
.
[-llv ~Nog~1-Illv
Proof. Folgt direkt aus dem folgenden Resultat Lemma 9.16. O

Lemma 9.16. Unter den Bedingungen von Lemma 9.15 gilt
No/(v) < llvllv (53)
genau dann, wenn
[vllv < No(v). (54)
Auflerdem gilt
No(v) < llvllv
genau dann, wenn
lollv < Nos(v).
Proof. o Sei (53) gegeben und ||v|| < 0o, Ng < o0.
Aus (51), (49) und Cauchy Schwarz folgt

ol = <Z( —Qj-1)v, > _(Qf — Qjy) >
=0 k=0

D Q5 — Qj—1)v, (Q — Q1 )v)

J

Il
o

M

Q) — Qi—1vllv Q) — @j-1)vllv

<
Il
o

1/2 1/2

ZII = Q-1 Do IN@5 = @l
§=0

o(v)Nor(v)
o(v)llvllv

22/—\

<

und wir erhalten (54), indem wir durch ||v||y dividieren.
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e Sei nun (54) gegeben und ||v]| < oo, Ng < cc.

Wir betrachten
1/2
Ngi(v) : (ZIIQ - Q1) I) :

Es gilt
(NB(0)? f}on@ Qi
=fj0<<cz Q) (@ — )
- <Zmo<czj - Q)(@) - Q;-1>v,v>
< I3Q; — Q)@ — @ )elly el

J

I
=)

Aus unserer Annahme und (49) folgt

1D (Q5 = Q5-1)(Q) = Qj_1)vllv < N (Z —Qj-

=0 =0

S @k — Q)
k=0

k=0 ;=0

- (z 1> 0@

m

= ( 1(Q; — Qj-1)

k=0
und mit Hilfe der gleichméfligen Beschranktheit der @); erhalten wir

1/2

1/2 m
(Z Q) — Qi-1)(Q) — Q) 1)vllv> S (ZI(Q}QQ_DUII%/) = Ng (v)-
k=0

Insgesamt erhalten wir
Ng:(v) < [[vllv

unabhéngig von m € Ny und schliefSlich durch m — oo

No/(v) < [[olv
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Die zweite Aquivalenz
No(v) < |lvllv  genau dann, wenn  ||v||y < Nor(v)

folgt analog.
O

Bemerkung 9.17. Im Folgenden betrachten wir neben dem Hilbertraum V.
einen dichten, reflexiven Banachraum U — V, der mit V ein Gelfand-Tripel
U=V < U bildet. Wir bezeichnen mit (-,-)y das Skalarprodukt auf V und
mit (-, Yuxu’ die duale Paarung auf U x U'. Firxz e Uy €V gilt

(@, y)v = (=, y)uxv
Wir schreiben im Folgenden {-,-) sowohl fir {-,-)v als auch fir (-, Yuxu

Theorem 9.18. Sei V' ein Hilbertraum, S eine Folge (S;);en, geschachtel-
ter, abgeschlossener Unterrdume und Q eine gleichmdf$ig beschrankte Folge von
Projektionen Q; : V — S, welche Kommutativitit (48) erfillen.

Ezistere nun ein dichter, reflexiver Banachraum U CV mit S,, C U fiirn € Ny,
welcher mit V' ein Gelfand-Tripel U — V < U’ bildet, sowie p > 1, sodass fir
velU

inf v —wvnllor S p " lvllv,

n n

inf v —onllv S p"|vllu

Un n

sowie fir v, € Sy,

lonllo < P"lonllv,
lonllv < p"[lonllor
Zusatzlich sei Q@ gleichmapig beschrankt auf U'.

Dann gilt

I [lv < Na()
und

[-llv S Nor()

und die gewiinschte Aquivalenz (52).

Proof. Im Folgenden verwenden wir die Cauchy Ungleichungen

1(Q; — Qj—)vllu (Qi — Qi—1)v|lu,  i<]
1(Q; — Qi—1)vllull(Qi — Qi—y)vllur, P>
(55)

(Qj—Qj-1)v, (Qi —Qi—1v)) < {
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Die erste Ungleichung kann folgendermafien gezeigt werden, wobei wir auf die
einzelnen Schritte genauer eingehen werden

o0

[lE =" (Q; — Qi—1)v, (Qi — Qi—1)v)

,j=0

SO o7 NQs = Qi )vllv (@) — Qi-1)vllv

i,j:O

<ZII = Qj-)lly

= NQ(U).

Die erste Gleichheit folgt direkt aus (51).
e Die erste Abschitzung erhalten wir durch Anwenden von (55)

((Qj = Qj-1)v, (Q; = Qj-1)v) < p~ " (Q; = Q-1)vllv (Qi = Qi-1)vllv,
(56)

da
Qi — Qi—)vllu S P I(Qi — Qi—1)vllu
und mit w := (Q; — Qj_1)v
(Qj — Qj—1)vllvr = [(Q; — Qj-1)(Q; — Qj—1)vv

= (Q; — @j-1)wllv
<Qjw — wllor + 1Qj-1 — wllur
S b o —willor+ b e = wialler

< (1+p)p~ wly
S pwllv
=p Q) — Qi—1)vllv,
wobei verwendet wurde, dass (Q; — Q;—1) eine Projektion ist und

Qv =vl S jnf v,

siche Lemma 9.10. Hier ist wichtig, dass die Konstante aufgrund der gle-
ichméfigen Beschrénktheit der (); unabhangig von j ist.
e Fiir die zweite Abschétzung zeigen wir fiir r < 1 und a; > 0

(oo} oo
Z rl=ilaa; < Za?. (57)
4,§=0 §=0

Mit 7 1= p~!
a;j = [[(Q; — Qj—1)v|v
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folgt unsere Aussage.

Es gilt
o0 oo o0 oo
E T|Z—J|aiaj < E rli=il ?: E a?i rli=il
1,j=0 4,j=0 i=0  j=0

und weiter

o) i—1 00
Zr“*ﬂ — Zri*j + 1 + Z Tj*i
j=0 j=0 j=i+1
i 00
— Z Tj + 1 + Z ’l"J
j=1 j=1
o0
<2 er
j=0
2
S l—7
womit (57) bewiesen ist.
Es bleibt zu zeigen, dass
lolly < Noy(v).

Es reicht zu zeigen, dass analoge Abschitzungen zu den Voraussetzungen fiir
S, gelten, also
inf lv —wvnllvr S o7 0llv

vy €Sp

und fiir v, € S,
lonllu S o™ l[onllv-
Die zu zeigende Ungleichung folgt anschliefend analog zum ersten Teil des Be-

weises.
Es gilt

A

inf [lv = vnllor < [l = Quullvs

UV €Sn
1 _ li
g (0= Qv w)
weU |w|les
1-0,
g (1= Quu)
weU l|w|les
(1 = Qn)wllv
|wllo
infy, es, Hw — wp ||y
[wllo

[o]lv sup
welU

S lvllv sup
welU

S e ellv
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wobei im vorletzten Schritt Lemma 9.10 angewendet wurde. Fir v, € S, folgt
die zweite Abschatzung folgt durch

||'Un||U = sup <Un7w>
wel’ ”w”U’

g (@)
weV ||w||U’
o <Unaan>
= sup —————+
wev  [lwllvr
[onllv [|@nwllv

< sup
wev |wl|o
Qnw
< o only sup 19l
wev  lwllo

S o llonllv

wobei der letzte Schritt aus der gleichméfigen Beschranktheit von @ auf U’

folgt.

Es folgt nun analog zum ersten Teil des Beweises die zweite Ungleichung

I-llv < No

Nach Lemma 9.15 gilt nun bereits

I llv ~ Ng ~ - v
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