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Kapitel 1

Mannigfaltigkeiten

1.1 Karten und Atlanten

Wir wollen eingangs Objekt®& mathematisch fassen, die anschaulich Geraden bzw.
Oberflachen entsprechen. Wir studieren diese Objekte agiérsannten Karten. Das
sind bijektive Abbildungen von dem beffiichen Objekt auf eine fiene Teilmenge
desRY, mit deren Hilfe man die Eigenschaften vivhzumindest lokal innerhalb eines
bekannten Settings studieren kann. Dazu einige grundiiegeafinitionen.

1.1.1 Definition.

—e SeiM ein topologischer Raum urdle N. Eine bijektive Abbildungy : U — D
heiRtKarte auf M mit Werten inRY, falls® # U € M und® # D ¢ RY offen
sind, und fallsy ein Homdomorphismus ist, wob&l und D jeweils mit der
Spurtopologie versehen wird.

— Isty : U — D eine Karte, so bezeichnet man die Abbildusg : D — U als
lokale Parametrisierung oder kurz als Einbettung.

—e Fir einr € N U {0, o} und eind € N ist ein d-dimensionaleC'-Atlas auf M
eine MengeA von Karteny : U, — D, auf M mit Werten inR?, sodass die
Definitionsbereiche der Karten gaht iiberdecken, d.h.

M= ]u,,
peA
und sodass fur alle,y € AmitU, n U, # 0
wog™ 1 p(Uy,NUy) (€ D) = ¥(U, NUy) (€ Dy). (1.1)
eineC'-Abbildung' ist.

—e Ist A ein d-dimensionaleC"-Atlas aufM und ist¢ eined-dimensionale Karte,
die in A liegt oder auch nicht, so nennen wirmit A vertraglich, wenn auch
AU {p} einC'-Atlas aufM ist.

Einen zweiten AtlasA’ auf M nennen wirdquivalentzu A, wenn auchA U A’
ein Atlas ist.

1Firr = 0 bedeuteC'-Abbildung, dass selbige stetig ist.
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2 KAPITEL 1. MANNIGFALTIGKEITEN

—e |st M ein topologischer Raum, der das Haustimhe Trennungsaxiom erfillt,
und der eine abzahlbare topologische Basis besitzt, ¢.lseé das zweite
Abzahlbarkeitsaxiom erfillt, sind € N U {0,00} undd € N und ist A
ein d-dimensionalelC'-Atlas auf M, so nennt man das Paa¥(A) eine d-
dimensionale€C’-Mannigfaltigkeit

Da manin (1.1}, ¥ € A vertauschen kann, bedeutet diese Forderung gerade, dass
Yo tim Fallr = 0 ein Homdomorphismus und im Fall > 0 ein r-mal stetig
differenzierbarer Dieomorphismus ist.

Wir werden uns hier ausschlie3lich mit-Mannigfaltigkeiten mir > 1 beschafti-
gen, d.h. mit sogenanntenfidirenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Meist beschrankt man
sich sogar auf den Fall= .

1.1.2 Bemerkunglst (M, A) eind-dimensional€’-Mannigfaltigkeit, so schreiben wir
in Hinkunft meist nurM dafiir und erwahnen meist nicht den dazugehdrigen Adas
Sprechen wir dann von einer Kargeauf M, dann meinen wir immer — aufRer es wird
explizit darauf hingewiesen — eine nit vertragliche Karte.

1.1.3 Beispiel.

~» FUrM = RYist idga : M — RY offensichtlich eine Karte untd = {idgd}
ist ein d-dimensionalelIC*-Atlas. Also ist M, A) eine d-dimensionaleC*-
Mannigfaltigkeit.

~» Nimmt manM = RY und irgendeinen Homdomorphismygs: RY — RS,
der nicht diterenzierbar ist, so ist auchM({¢}) eine d-dimensionaleC*-
Mannigfaltigkeit, da Bedingung (1.1) trivialerweise @tf’ist. Nun ist aber die
Karte idk« nicht vertraglich mit dem Atlagp}.

~> Ist M ein d-dimensionaler iiner Teilraum vorRP, und istf : RY — M eine
affine Abbildung der Bauart — y + Axmit einer injektiven linearen Abbildung
A : RY - RP und einem festey € M, so istA = {f~1} ein d-dimensionaler
C>-Atlas.

~» |Ist allgemeinerf : D — RP eine injektive und stetige Abbildung von einer
offenen Teilmeng® < RY nachRP, sodass™* : f(D) (€ RP) — D ebenfalls
stetig ist, soisM = f(D) versehen mit dem Atlad ~1} eined-dimensional&€™-
Mannigfaltigkeit. Wir wollen derartige Mannigfaltigkeit alsd-dimensionale
Flachenim RP bezeichnen.

~» SeiD = (-1,1)x (-1,1) undM := f(D) mit

L)

Diese Abbildung ist Gfensichtlich injektiv. Sie ist stetig, da alle Komponenten-
funktionen stetig sind. AuRerdem it : M — D nichts anderes als die Pro-
jektion auf die ersten beiden Koordinaten, und somit auetigst

Wir werden spater sehen, dass die Mannigfaltigkeiten augdalysis Il in unser
Schema hier passen.
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1.1.4 Fakta.

1. IstM eined-dimensional€"-Mannigfaltigkeit, so isM als topologischer Raum

lokalkompakt (und damit regular):

Istx e Mundy¢ : U — D eine (mit demM zugrunde liegenden Atlas ver-
tragliche) Karte mitx € U, so seie > 0 so klein, dass die abgeschlossene Kugel
Kc(¢(X) in D enthalten ist. Die Menge(K.(¢(X))) ist als stetiges Bild einer
kompakten Menge selbst kompakt und enthalt die in der Spalbgie dfene
Mengeg (U (¢(x))) > x. Also hatx eine kompakte Umgebung.

. SeiM eined-dimensionale&C"-Mannigfaltigkeit undy : U — D eine (mit dem
M zugrunde liegenden Atlas vertragliche) Karte us\dc U (€ M) offen und
nichtleer, so ist auch’ := ¢(U’) € D offen und nichtleer. Umgekehrt ist fur ein
offenes nichtleere®’ c D sicherlich auchJ’ := ¢~}(D’) € U (c M) offen und
nichtleer.

In jedem Fall ist dann aughly, : U’ — D’ eine (mit demM zugrunde liegenden
Atlas vertragliche) Karte, weil die Bedingung, dass dial&ion in (1.1)C" ist,
bei der Einschrankung auf einéfene Teilmenge erhalten bleibt.

. Aus dem letzen Punkt folgt sofort, dass, we) ) eined-dimensionaleC'-
Mannigfaltigkeit undO C M offen ist, dann auchd, A’) eined-dimensionale
C"-Mannigfaltigkeit ist, wobei

A = lglu,e0 1 @ €A, Uy N0 % 0).

. Ist (Mj, A),i € |, eine endliche oder abzahlbar unendliche Familie den
dimensionalerC'-Mannigfaltigkeiten, wobeM; N M; = 0 fur allei # j, und
versieht marM := | Jiq; M; mit der finalen Topologie beziiglich der Abbildungen
v - Mi > M, X X so ist M, A) eined-dimensionaleC’-Mannigfaltigkeit,

wobei
A = Uﬂi.
i€l
. SeiM eine d-dimensionaleC'-Mannigfaltigkeit. Isty : U, — D, eine (mit
demM zugrunde liegenden Atlas vertragliche) Karte und U,, so ist auch
y = oY) — ¢(X) eine (mit demM zugrunde liegenden Atlas vertragliche) Karte,
die zudenx auf 0e RY abbildet.

Istallgemeineh : D, — O (c RY) einC'-Diffeomorphismus, so istog : U, —
O ein (mit demM zugrunde liegenden Atlas vertragliche) Karte.

1.1.5 Lemma(Lindeldf). Sei U, i € I, eine gfeneUberdeckung eines topologischen
Raumeg X, 7), d.h. Uiq Ui = X. Hat (X, 7") eine abz&hlbare Basis, so gibt es eine

hochstens abzahlbare Teilmenge J, sodass U i € J, ebenfalls X iberdeckt.

Beweis. Sei 8 eine abzahlbare Basis voX,(/). Da jede dfene Menge als Vereinigung von Basismengen geschrieben

werden kann, gibt es zu jedenand jedemx € U; einBjx € 8 mit x € Bj x C U;. SeiA die Menge aller derart geffienen
Mengen ausB.
Da mit 8 auchA hochstens abzahlbar ist, gibt @), x(n)), n € N, sodass
A= {Bimxn : NeN}.
Ist nunx € X, so gibt es laut Voraussetzung eimit x € U;. WegenB; x € A gibt es eim, sodasx € B x = Bjn),xn) < Ui,
wobei i.A.i # i(n), x # X(n). Da aber auctBigm) xn < Uim), folgt x € Uy, und wir sehen, dass digj), n € N, ganzX

0

Uberdecken.
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1.1.6 Korollar. Ist (M, A) eine Mannigfaltigkeit, so gibt es einen TeilatlBsC A, der
aus abzahlbar vielen Karten besteht.

Beweis. Aus Lemma 1.1.5 angewandt duf, ¢ € A, folgt sofort die Aussage.

u

1.1.7 Lemma. Sei(M3, A;) eine d-dimensionale GMannigfaltigkeit und Mz, Ay)
eine @-dimensionale GMannigfaltigkeit. Versieht man M= M; x My mit der Pro-
dukttopologie und mit dem Atlas

A={p1 X2 ¢1 € A 2 € Az},

so ist auch(M, A) eine d + d,-dimensionale GMannigfaltigkeit, die sogenannte
Produktmannigfaltigkeivon My und M. Dabei istgy X ¢ : U, X U, (€ M) —
Dy, X Dy, (€ R%: x R% = R%+%) die Abbildung(x,y) = (¢1(X), 2(¥))-

Beweis. Bekannterweise is¥l versehen mit der Produkttopologie lokalkompakt und
Hausdoffsch, und erfullt das zweite Abzahlbarkeitsaxiom.
Fur g1 € A1, ¢ € A sind zudemU,, x Uy, und Dy, x D, offen in M bzw.
R%: x R% = RU+% undypy x @3 : Uy, x Uy, — Dy, X Dy, ist ein Homoomorphismus.
Sindey, Y1 € A, p2,¥2 € Az S0, dasd)y,, N Uy, #0, Uy, N Uy, # 0, so gilt

(W1 x2) o (prX¢2) t = (Wro¢r) X (W20 p3)

(1 X @2)(Ugy Uy, ) X (Ug, NU,)) = (2 X 42) (U, N Uy, ) X (Ug, NU,)),

womit diese Abbldung' ist. Wegen

M:MlxMzz{U UW]X[U Uwz]z L Uaxu,

p1€AL oA P1EAL, P2A

ist A ein Atlas.
U

Wie fast Uiberall in der Mathematik sind Funktionen, dielktarerhaltend sind, von
ganz besonderem Interesse. Bei den Mannigfaltigkeitehdss die dierenzierbaren
Abbildungen.

1.1.8 Definition. Seien M, A) und (N, B) zwei C'-Mannigfaltigkeiten mit einem <
N U {co}. Eine Abbildungf : M — N heiRtm-mal stetig djfferenzierbarmit einem
m e N U {co},m < r, wenn es zu jedemr € M eine mitA vertragliche Kartep mit
x € U, und eine mitB vertragliche Kartey mit f(x) € U, gibt, sodass(U,) € Uy,
und sodass

lﬁOfO(p_l:D¢—>D¢

m-mal stetig diferenzierbar ist. Die Menge allermal stetig diferenzierbaren Abbil-
dungen vorM nachN bezeichnen wir mi€™(M, N).

Ein bijektivesf : M — N heiRtC™-Diffeomorphismusvennf und f ! im Sinne von
oben inC™(M, N) bzw. inC™(N, M) liegen.

1.1.9 Fakta.
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1. Seif € C™(M, N), und seienp undy Karten wie in Definition 1.1.8 zu einem
gegebenen € M. DaU, often ist, und da

fl, =u oWofophop:U, —N

als Zusammensetzung stetiger Funktionen stetig ist, dddgbtetigkeit vorf bei
x. Dax beliebig war, istf : M — N auf ganzM stetig.

2. Istf : M — N ein C™-Diffeomorphismus, so ist wegen des letzten Punktes
auch ein Homdomorphismus.

3. Istf : M = Nin C™(M, N), und sindg bzw. ¢ zwei beliebige (mitA bzw. B
vertragliche) Karten aufl bzw. N, sodasd (Uz) € Uy, so ist auch

JOfoc,Za_l:D‘;,—)D‘/;

m-mal stetig diferenzierbar. Insbesondere bleibt diemalige Diferenzierbar-
keit von f erhalten, wenn man aldl und N jeweils zu aquivalenten Atlanten
Ubergeht.

Um das einzusehen sei Ug, und seierp undy Karten wie in Definition 1.1.8.
Also gilt f(U, nUgz) € Uy N Uy und damit geman (1.1)

Yofod™au,nuy=Wouw™ovofop™olpodu,nuy-

wobeig(U, N Ug) eine dfeneg(x) enthaltende Teilmenge vddy ist. Also ist
yofog™t:Ds— Dy lokal um jeden Punkt voD; — und daher Giberall — als
Zusammensetzung vai™-Abbildungen aucim-mal stetig diferenzierbar.

4. Aus 3 und 1 erkennt man leicht, dabs M — N genau danriC™ ist, wenn
f : M — N stetig ist und wenn fur alle Kartgpauf M undy auf N die Abbil-
dungy o f o ¢~ auf ihrem maximalen Definitionsbereigiif ~*(U,) N U,) eine
klassischeC™-Abbildung ist.

5. SindM C RP undN < RY offen versehen mit den Atlantéiuy, } bzw.{idy}, so
liegt einf : M — N genau dann if€™(M, N), wenn f als Abbildung vonM
nachRY im klassischen Sinne+mal stetig diferenzierbar ist.

6. Isty eine Karte auM, soisty : U, — D, ein C"-Diffeomorphismus, wobéi,,
fur sich eine Mannigfaltigkeit wie in Fakta 1.1.4, 3, ubg mit dem Atlas{idp, }
versehen ist.

7. Die Hintereinanderausfuhrung venmal stetig diferenzierbaren Funktionen
zwischen Mannigfaltigkeiten ist wiedermal stetig dfferenzierbar.

Insbesondere ist die Hintereinanderausfuhrung®@8+Diffeomorphismen zwi-
schen Mannigfaltigkeiten wieder e€@i"-Diffeomorphismus.

Dazu seienf : M — Nundh: N — Lin C™(M, N) bzw.C™(N,L). Zux e M
gibt es Kartery aufN und¢ aufL mit f(x) € Uy, h(f(X)) € U, undh(U,) € Uy,
sodasg o hoy~1: D, — D,y mrmal stetig diferenzierbar ist.

Ist nuny eine Karte aufM mit x € U, so ist wegen der Stetigkeit vohdie
MengeU’ := f=}(U,) n U, eine dfene Teilmenge voly, mit x € U’. Nach
Faktal.l.4istauch’ = ¢y : U" — ¢(U’) eine Karte, die zudeme U, = U’,
f(Uy) € Uy undho f(U,) € h(Uy) C Uy erfllt.
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Nach 3, ist zudeny o f o (¢')"* : D,, — D, und daher auch
(@ohoy™ oo fo(p))=gohofo(y)™:D, — D,
m-mal stetig diferenzierbar.

8. Mit der Notation von Lemma 1.1.7 ist die Projektiop: My x My — M; fiir
j = 1,2 einer-mal stetig diferenzierbare Abbildung.

Wegen 7 sind damit fur ein€™-Abbildung f : L — M; x My mit einerC'-
MannigfaltigkeitL die Abbildungenr;o f : L — M; auchm-mal stetig diferen-
zierbar und zwar fuj = 1, 2.

Man zeigt unschwer, dass auch die Umkehrung gilt; also & Abbildungf :
L — M;x M, genau danm-mal stetig diferenzierbar, wenn beide Abbildungen
mof:L— Mpundmo f:L— Msessind.

1.1.10 Bemerkunglst M = G gleichzeitig eined-dimensionaleC"-Mannigfaltigkeit
und eine Gruppe, sodass die MultiplikationG x G — G r-mal stetig dfferenzierbar
ist, so spricht man von ein€' -Liegruppe Ein Beispiel fur eine&C*-Liegruppe ist z.B.
GL(n,R).

Man zeigt leicht, dass dann z.B. auch die Abbildigngx — gx (Linkstranslation)
von G nachG fur jedesg € G ein C"-Diffeomorphismus ist.

Den Beweis des folgenden Lemmas iiberlassen wir dem Lesétaing; siehe
Analysis IIl.

1.1.11 Lemma. Ist O € RY offen, te O unde > so, dass K(t) c O, so gibt es ein
h e C*(0, R) mit kompaktem Tragesupph € O, mit (O) C [0, 1] und HK(t)) = {1}.

1.1.12 Satz.Sei M eine C-Mannigfaltigkeit.

1. Sei(O))iq eine gfeneUberdeckung von M. Dann gibt es ein&Zerlegung der
Eins d.h. abzahlbar viele GFunktioneny; : M — [0,1], j = 1,...,] mit
| e NU{oo}, sodass der Tragesuppf ;) = {x€ M : xj(x) # O} einer jeden dieser
Funktionen kompakt und in einemyenthalten ist, und sodass

|
1= Z/\/]‘(X), Xe M.
i=1

Dabei gibt es zu jedem& M eine Umgebung Mum x und einen Indext) € N,
sodassyj(y) = O fir alle j > I(x) und alle y e V, WomitZ'-zl)(,- lokal eine

j
endliche Summe ist.

2. Ist K eine kompakte Teilmenge von M (@), eine gfeneUberdeckung von
K, so gibt es endliche viele'@unktioneny; : M — [0,1], j = 1,...,I mit ei-
nem le N, sodass der Tragesuppf/;) = {(x € M : xj(X) # O} einer jeden dieser
Funktionen kompakt und in einemyenthalten ist, und sodass

|
Tk(X) < Z/\/]‘(X) <1, xeM.
=1
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Beweis. Folgender Beweis funktioniert fir beide Aussagen.

Zu jedemx € M bzw. x € K wahle man eine Karte, mit x € U,, und so, dass
Uy, € Oiy fur eini(x) € I, vgl. Fakta 1.1.4. Lemma 1.1.11 angewandt @(x)
ergibt eineC*-Funktionhy : D, — R mit kompakten Trager sugp < D, mit
hx(D,,) € [0, 1] undhy(Kc, (¢x(X))) = {1} fur ein e > 0, sodasK,, (¢x(X)) € Dy,.

Setzen wirhy o ¢4 durch Null auf ganzM fort, so folgt aus der Tatsache, dass
die Differenzierbarkeit eine lokale Eigenschaft ist, dass diestsétaungf, eineC'-
Funktion ist.

Klarerweise stellt ¢;*(Ue, (¢x(X))xek €ine dfene Uberdeckung vonM bzw.
K dar. Im ersten Fall folgt aus Lemma 1.1.5 bzw. im zweiten Falyjt aus der
Kompaktheit vonK, dass abzahlbar bzw. endliche viele dieséiemen Mengen
tp;il(ngj (ox, (X)), j =1,...,1 mit eineml € N U {0} schonM bzw. K tiberdecken.

Wir definieren nuny1 = fx, und furj <1

j
Xj+1 = fXj+1 1_[(1_ ka)
k=1

Klarerweise haben alle FunktiongnWerte in [Q 1], wobei der Trager vog; in dem
von fy, und somit kompakt und i@;x,) enthalten ist. Zudem sind dig ausC' (M, R).
SchlieBlich zeigt man unschwer durch ein induktives Argotnagass [ + 1 < 1)

i

j
Sre=1-]]@- ).
k=1

k=1

Insbesondere h@lj(zl)(k Werte im Intervall [Q1].

Firx € M bzw. x € K ist x in einemg; (U, (¢x (%)) enthalten. Ist ein in
einem solcheno;kl(uexk (¢x.(%0))) enthalten, so folgt fur allg € <,a;k1(uexk (x (X)),
dassfy (y) = 1 und damitzrj:l)(r(y) = 1furallej > k. Also isty;(y) = O fur alle

j >k

€xk

U

1.2 Tangentialraum

Wenn man an eind-dimensionale Flach& = ¢(D) im RP mit einem Homodomor-
phismusg : D — ¢(D), wobei¢ : D — ¢(D) stetig diferenzierbar mit randg(s) =

d, s e D ist, denkt, so ist der Tangentialraum in einem Punkt M definiert als der
d-dimensionale lineare Teilraud®(s) (RY) vonRP. Bei abstrakten Mannigfaltigkeiten
hat man keinefkP, worin M eingebettet liegt. Somit gestaltet sich schon die Definitio
des Tangentialraumes als nicht ganz einfach.

Die offensichtlichste Moglichkeit, den TangentialradigM bei einem Punkk auf
einerd-dimensionalen MannigfaltigkeM einzufuihren ist die, einfach eine Kopie des
RY herzunehmen. Das Problematische dabei ist, diesen Taalgamin in Verbindung
zur Abbildung in und aus der Mannigfaltigkeit zu setzen.

Wir fihren den TangentialraufiyM bei einem Punkk auf einerd-dimensionalen
Mannigfaltigkeit (M, A) ein, indem wir zunachst zumindest einmal alle stetiteden-
zierbaren Abbildungea: I — M mit einem dfenen reellen Intervall, sodass & I
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und c(0) = x, betrachten, wobdi; mit dem Atlas{id, } versehen ist, vgl. Definition
1.1.8, um dann die Menge

TxM = {c: ce Cl(lc, M) A ¢(0) = X}
aller solchen Abbildungen mit détquivalenzrelation
c~b:odpeA: xeU, A (poc)(0)=(pob)(0)(€RY

zu versehen. Man schlief3t leicht mit Hilfe der Kettenreggl.((1.2)), dass diese De-
finition nicht von der konkreten Kartg abhangt und dass in Folgetatsachlich eine
Aquivalenzrelation ist. AuRerdem gitt~ b, wennc undb auf irgendeiner Umgebung
der reellen Null Ubereinstimmen.

1.2.1 Definition. Fiur eined-dimensionale€C"-Mannigfaltigkeit (M, A) und einx € M
sei derTangentialraunbei x definiert als

TM = TxM/ ~

Fur eine stetig dferenzierbare Abbildung : | — M mit einem dtenenl C R wollen
wir g’(s) als die Restklasse

g =[trg(s+1) |. (€ TyyM)
definieren.

1.2.2 Bemerkunglst U € M offen undx € U, so istU gemal} Fakta 1.1.4, 3, selber
eine Mannigfaltigkeit. D& xM nur vom Aussehen der Wege lokal beabhangen, lasst
sichTxM mit TyU vermoge der Abbildungd . +— [cl; ]~ identifizieren, wobei. ein
offenes Intervall um die Null mid; C I. ist, sodasg(J;) <€ U.

1.2.3 BemerkungFur eine gegebene Kargemit x € U, ist

txp :[c]. = (p0¢)'(0)

offensichtlich eine injektive Abbildung vofi,M nachR¢. Sie ist sogar bijektiv, da zu
einemv € RY die Kurvec,(t) := ¢ 1(¢(X) + tv), ¢(X) + tv € D, sicherlich

(poc)(0)=v

erfullt. Somit kdbnnen wifTxM mit einer Vektorraumstruktur — also mitund- — ver-
sehen, indem wir fordern, dasg linear ist. Das Nullelement adfyM ist — wie man
sich leicht Uberzeugt — die von der Konstanten x aufgespannte Restklasse.

Diese Vektorraumstruktur hangt ad hoc yeab und machtxM zu einem Vektor-
raum der Dimensiod GiberR. Um die Unabhangigkeit vop nachzuweisen, seieine
zweite Karte, diex € U, erfullt. Nach der mehrdimensionalen Kettenregel (Anialys

1) gilt
(@00)(0)=((Bog ) o(po0)(0)=d(goe ) (e(¥) (poc)y(0). (1.2)

Dabei istd(¢ o ¢~ 1)(¢(X)) eine regulare, lineare Abbildung vy auf sich. Wir schlie-
Ren

tup = d(8 0 ¢ (p(X) © txe. (1.3)
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Wenn wir TyM wie oben beschrieben ausgehend yomit einer Vektorraumstruktur
versehen, dann ist die rechte Seite und damit @ygteine regulare, lineare Abbil-
dung vonT,M aufRY. Also stimmt die gegebene Vektorraumstruktur &g mit der
Uberein, wenn man eingangs verlangt, dagdinear ist.

Dac, : t = ¢ 1(p(X)+tv) sogar-mal stetig diferenzierbar ist und da die/] -, v €
RY ganzT«M aufspannen, gilt auchiyM = {[c]. : c € TxM, ce C'(I, M)}.

Somit macht folgende Definition Sinne.
1.2.4 Definition. SeiTxM mit jener Vektorraumstruktur{und-) versehen, sodass flir
alle Karteny auf M mit x € U, die Abbildungtyy linear ist.

Offensichtlich haf'yM dann Dimensiom.

1.2.5 Beispiel.Ist M eine dfene Teilmenge voiRY versehen mit dem Atlagidy},
und nimmt many = idy, so ist die Abbildungg]. — (¢ o ¢)’(0) nichts anderes als
txidym : [c]. — c/(0). Also erhalten wir eine kanonische Identifikation vBfM mit
RY.

1.2.6 Beispiel. Wir betrachten die Grupp& := GL(n,R) als bekannterweise of-
fene Teilmenge vorR™". Versehen mit{idg} ist G eine n’-dimensionaleC™-
Mannigfaltigkeit. Sie ist in der Tat eine Lie-Gruppe, denrc x G — G istC®.

Der Tangentialraum bei= idg» € GL(n, R), alsoT,G, ist vermoge

tiidg : /G - R™ = R™"
isomorph zWR™". Fur A € R™" und|t| < 1 liegt
ca(t) =1 +tA
in G mit ca(0) = |; also [ca]l~ € T|G. Nun gilt
trids([cal~) = CA(0) = A.

Ein Dimensionsvergleich ergiiG = {[ca]l. : A € R™"}, wobei die Zuordnung
A [ca]. gerade die Inverse vapidg ist.

Betrachtet man ein allgemeinBse G undca(t) = B + tA fur hinreichend kleines
[t], so folgt genauso, dassa]. € TgG und

tgidg([Cal~) = cA(0) = A

Also giltfuralleBe G
TG = {[Cal~ : Ae R™},

wobei auchA — [ca]. die Inverse vongidg ist. Um herauszuheben, dass wir den
Tangentialraum beB betrachten, schreiben wir fiag auchcﬁ.

1.2.7 BemerkungSei M eined-dimensionalerC’'-Mannigfaltigkeit. Isty eine Karte
aufM mit xe Uy undisti = 1,...,d, so sei

() = ¢ (e(¥) +ta), tels,

wobei ¢, ein dofenes Intervall um die Null ist, sodag$x) + te € D, fur allet € .
Dann giltc; € 7xM, und wir setzen
0

(9_4,0i|x = [Ci]~-
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Wegen { o ¢;)'(0) = typ([c]-) = g ist a%ilx, i =1,...,d, eine Vektorraumbasis von
T«M, vgl. Definition 1.2.4.

1.2.8 Definition. SeienM undN zwei C"-Mannigfaltigkeiten mit einem € N U {co}.
Ist f : M — N mindestens einmal stetigftkrenzierbar unck € M, so seiTyf :
TxM — T¢xN die Abbildung definiert durch

Txf([c].) :=[f oC]., [C]. € TM.
Diese Abbildung heif3t didbleitungvon f.

1.2.9 Beispiel.Sind M undN offene Teilmengen voR®% bzw.R% (versehen mit dem
Atlas {idy} bzw.{idn}), und wird firx € M der TangentialrauriiyM wie in Beispiel
1.2.5 vermogey idy mit R%: und TN vermogetty idy mit R% identifiziert, so gilt
wegen der Kettenregel aus der Analysis |l

treo idn o Txf([C].) = trx idn([f o C].) =
(f o €)’(0) = df(x)c’(0) = df(X) o txidm([c]-),
wobei dasd f(x) rechts in dieser Relation die Ableitung im Sinne der Aniglykist.

Wir sehen, dass in dem gegenwartigen Fall die Abbildlghder klassischen Ablei-
tungd f(x) entspricht.

1.2.10 Fakta.

1. Txf ist wohldefiniert, daf o ¢ € T7xN, und da fiurc ~ b und Karteny undy
aufM bzw.N mit x e U, f(x) € Uy, f(U,) € U, wie in Definition 1.1.8

(ofod)(0)=(Wofop™)o(po0)(0)=dy o fop™)p(X)(poc)(0)=
d( o f o ™) (@(X)) (¢ 0 b)Y (0) = (¥ o f o b)'(0),
alsofoc~ fobh.

2. Wir erkennen aus dieser Gleichung auch, dass

trpgw Txf =d( o f o ™)(@(X) tp, (1.4)

wobei rechts die Ableitung wie in der Analysis Il gemeint B die Vektor-
raumstruktur aufTyM und TN vermogetyp bzw. tr gy definiert ist, folgt
Txf € L(TXM,Tf(X)N).

Wir erkennen aus (1.4) auch, dass die lineare AbbildTinfgdie Koordinaten-

darstellungd(y o f o ¢7)(¢(X)) hat, wenn wirTxM undTx N mit den Basen
i| i=1 dimM, sowie i| i=1 dimN
6()0| Xo - e ’ alﬁl f(X)y - BN} ”

wie in Bemerkung 1.2.7 versehen.

3. Dad(y o f o ¢™1)(¢(x)) in (1.4) nur vom Aussehen vano f o o1 lokal beip(X)
abhangt, d.h. nur von der Einschrankung vonf o ¢! auf jede noch so kleine
Umgebung vorp(x), hangtT,f([c].) auch nur vom Aussehen vdnlokal beix
ab.
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4,

5.

Es g”tTXidM = idTXM-

Istin (1.4)y = idp, undf = ¢ : U, — D, — U, als Mannigfaltigkeit wie in
Fakta 1.1.4, 3, betrachtet —, so folgt

(tga(x) idD¢) Ty = txe.

. Ist auchL eineC'-Mannigfaltigkeit undg : N — L mindestens einmal stetig

differenzierbar, so gilt digettenregel
Tf(x)g Tuf = Tx(go f),

da fur [c]. € TxM sicherlich [f o c].. € T¢xN und daher

Tx(go f)([c].) =[(go f)oc]. =[go(foC)]. =
Tid([f ocl.) = Trxg Txf([c].).

. Istf : M = N mindestens ei€-Diffeomorphismus, so folgt aus den Punkten

6 und 4, dasT ¢ (f1) = (T«f)™%, woraus inbesondere folgt, dass und N
dieselbe Dimension besitzen miissen.

. Istl € R offen undg : | — M mindestens einmal stetigftirenzierbar, so gilt

g'(s) = Tsgo (tsid;)"%(1), vgl. Definition 1.2.1.

1.2.11 Definition. Sei M eine d-dimensionalerC’-Mannigfaltigkeit undx € M. Ist
f € C{(M,R™) —R™ mit dem Atlas{idzn} versehen — und isX, € TxM, so setzen wir
(vgl. Beispiel 1.2.5)

Xxf = tf(x) idRm Txf ) (E Rm),

und nennen das die Ableitung vdérin RichtungXx.

1.2.12 Fakta.

1. IstXy = [c]-, so gilt

Xf = tiy idzn([f o ¢].) = ( o c) (0). (1.5)

Ist dabeic = ¢; wie in Bemerkung 1.2.7 mit einer Karje soist g]. f = a%'xf
nichts anderes als die Ableitung vén ¢! : D, — R™nach dei-ten Variablen.

Fur %le schreibt man daher am%(x).

Aus der Kettenregel folgt fur eine weite@&-MannigfaltigkeitN, h € C"(M, N)
und f € CY(N,R™), dass

Txh(Xy) T = trony idzm Thix f Txh (Xy) =
———
ETh(x)N
tronx idrm Tx(f o h) (Xi) = X«(f o h).

. Aus (1.5) folgt sofort, das¥xf linear vonf abhangt. DaXy — X«f eine Zu-

sammensetzung zweier linearer Funktionen ist, hagggtauch linear vonXy
ab.
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4. SindXy, Yy € TyM und gilt X, f = Y f fur alle f € C}(M,R), S0 mussXy = Y.
Um das einzusehen, sgieine Karte auM mit x € U, und seih : R — R eine
C*-Funktion mit kompaktem, ilD,, enthaltenen Trager und sodds, () = 1
fureins > 0.

Fur jedesy € RY seif, : U, — R definiert durchfy(y) = (ho ¢(y)) - (vT&(Y)).
Wegen der Wahl voh lasst sichf, mit 0 aul3erhalb voll, zu einetC*®-Funktion
fortsetzen.

Ist nunXy = [c]. undYy = [b]., so folgt
Xxfy = (fvo €)' (0) = (VT o €)Y (0) = V' (¢ 0 €)' (0)

und Yy f, = v (¢ o b)’(0). Diese beiden Ausdriicke mussen fir alle R tiber-
einstimmen, und dahep( ¢)’(0) = (¢ o b)’(0) bzw. [c]. = [b]-.

Mengentheoretisch sind fur verschiedeqg € M die Tangentialraum&M und
TyM disjunkt.

1.2.13 Definition. Fir eined-dimensional€’-MannigfaltigkeitM sei

T™:= | JT.M
XeM
derTangentialraunvon M. Die Abbildung, die einenY € T M jenesx € M zuordnet,
sodassY € TxM, hei3tBundelprojektionr : TM — M. IstY € TM unda(Y) = X, SO
schreiben wir aucly = Y.

Man kann sichT M so denken, dass man zu jedemne M einend-dimensionalen
Vektorraum hangt. Nun wollen wif M mit einem Atlas versehen. Dazu betrachten wir
zunachst eine Kartgaus dem gegebenen Atlgsauf M. DaU, eine dfene Teilmenge
von M ist und somit selbst eing-dimensional&C"-Mannigfaltigkeit, kdnnen wiil U,
mit einer Teilmenge voit M identifizieren, siehe Bemerkung 1.2.2.

Die Abbildung

X typ(X)

ordnet einenX € TM mit x = n(X) € U,, d.h.X € TU,, ein Element au& zu, vgl.
Bemerkung 1.2.3. Also ordnet die Abbildung
$: Uz :=TU, - Dy 1= D, xR, X - (9(x(X)). trpe (X)). (1.6)

einemX € TU, ein Element aus derfienen Teilmeng®,, x RY vonRY x R4 = R
zu. Offensichtlich ist diese Abbildung bijektiv.

Seieng,y € Amit U, N Uy, # 0. Wegen (1.3) gilt fur{,7) € a(TU, N TU,) =
G(T(UyNUy)) = p(U, NUy) xRS (C Dy)

oMt T) = ¥ () T ) = (1.7)
N —’
€T, 1yMCTM

(W™ ). tyr¥ (tpme) 1) = (¥ 0 @7 X(1). d(w 0 ¢ ) ()7).

Also isty o gt eineC'-Abbildung von der irk?® offenen Menge(T U, N T U,) auf
die in R offene Menge)(T U, N TU,). Weil ihre Inverse von gleicher Bauart ist, ist
sie sogar eil€’~1-Diffeomorphismus im Sinne der Analysis llffénsichtlich gilt auch

Jue={JTU, =™

QEA peA
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SchlieRlich sell M versehen mit der Topologie, welche
{¢7Y(D) : D c R¥ offen ¢ € A} (1.8)

als Subbasis hat. Man sieht leicht, dass das die grobstdgip aufT M ist, sodass
alleU; = T U, offen und alle Abbildungep Stetig sind.

1.2.14 Lemma. Seig eine Karte aus dem gegebenen Atldsauf M. Dann ist ein
O ¢ U; genau dann gen bzgl. obiger Topologie, we@fO) offen inR ist.

Ist B8 irgendein zuA aquivalenter Atlas, so ist die durdvia (1.8)erzeugte Topo-
logie auf T M gleich wie die durck erzeugte.

Beweis. Ist $(0) offen inR%, so liegtO — dag injektiv ist — in der Subbasis (1.8) und
damit in der Topologie.

Sei umgekehrO C U; offen bzgl. der Topologie. Zu jedeme O gibt es somit
Y1, ..., ¥n aus dem Atlas undféeneDy, ..., D, € R, sodass

woraus

ﬂ@ef}ﬂ%ﬁ%ﬂW@ﬂWF=f}ﬂ%ﬂ&ﬂ%UWﬁﬁwmgﬂ@

j=1,...n j=1..,n

folgt. Wegeny(TU,, N TU,) = y;(Uy, N U,) x RY und dag’o ;" ein Homodomor-
phismus ist, ist die Menge links vomZeichen dfen inR%. Dag(x) beliebig ing(O)
ist, muss letztere Mengefen sein.

Beim Beweis der zweiten Aussage kdnnen wir wegen der Digliniton Aquiva-
lenz zweier Atlanten annehmen, d&8sc A. Der Beweis folgt nun sofort aus dem
ersten Teil, wenn man eine gegebene Teilme@ge TM alsO = J,esU; N O
schreibt.

0

1.2.15 Satz.Sei(M, A) eine d-dimensionale @annigfaltigkeit. Versehen wir TM
mit A = {¢ : ¢ € A} und mit der obigen Topologie, so i§T M, A) eine 2d-
dimensionale €*-Mannigfaltigkeit.

Beweis. Wegen Korollar 1.1.6 gibt es einen abzahlbaren Teilatagon A. Nach
Lemma 1.2.14 erzeugt dieser via (1.8) dieselbe Topologie.

Lasst man nun in (1.8) die Teilmeng& ¢ R nicht durch alle &enen Teil-
mengen sondern durch eine abzahlbare Badaufen, so erzeugt auch die abzahlbare
Subbasis

{pHD): DeB,peB)

dieselbe Topologie auf M. Die Menge aller Schnitte endlich vieler Mengen daraus ist
dann eine abzahlbare Basis der TopologieTaMf

SindX, Y € T M verschieden, so zeigt man leicht durch Fallunterscheiai(Xy=
7(Y) undn(X) # n(Y), dass es disjunkte Umgebungen wmindY gibt. Also ist die
Topologie auch Hausdfisch.

SchlieBlich sind die Abbildungep © TU, — Dg; wegen Lemma 1.2.14 alle
Homoomorphismen, und dass dag einen Atlas ergibt, haben wir schon oben
gesehen.

U



14 KAPITEL 1. MANNIGFALTIGKEITEN

1.2.16 Bemerkunglst ¢ eine mit dem AtlasA auf M vertragliche Karte, so folgt aus
dem zweiten Teil von Lemma 1.2.14 sowie (1.7), dassit" A vertraglich ist.

1.2.17 BemerkungDa g o 7o 71 : Dy (€ R?) — D, (€ RY) nichts anderes als die
Projektion auf die vordered Koordinaten ist, ist die Bundelprojektion: TM — M
eineC'1-Abbildung.

1.2.18 Beispiel.lst M ¢ RY offen versehen mit dem Atld&ly}, so gilt

idm(X) = (T(X), trx idm (X))

1.2.19 Proposition.Seien M und N zwei'@annigfaltigkeiten mit eineme N U {oo}
mit Dimensionen d bzw. m. Ist:fM — N eine C-Abbildung mitl < | <r, so ist

TF:TM TN X T f X
eine C1-Abbildung.

Beweis. SeienX € TM, x := n(X) und Karteny auf M undy auf N wie in Definition
1.1.8. Dann gilt fur{, ) € D geman (1.4)

JoTiod ™ 1) =Tl (trpe) 1) = (1.9)

(w(f«o—l(t»), tigray¥ Tt (t¢1(t)¢)_17) = (o fog(t).dwo fog™)(b)).

Als Funktion von {, 7) ist die rechte Seit€'~*. Nach Definition 1.1.8 isT f somit
eineC'-1-Abbildung.
Il

Man beachte, dass die Abbildufigf : TM — TN aus Proposition 1.2.19 bei
gleichemr(X) linear ist, d.hT f(X +Y) = T f(X) + T f(Y), wennna(X) = =(Y).

Wir wollen uns am Ende dieses Abschnittes noch den Tandentia einer Produkt-
mannigfaltigkeitM; x M, wie in Lemma 1.1.7 anschauen. Die genaue Verifikation sei
dem Leser Uberlassen.

1.2.20 Fakta.

1. Fur & y) € MixM; istdie Abbildungdiyy) : ([c1]~,[C2]~) = [t = (ci(t), c2(1))]~
eine wohldefinierte lineare und bijektive Abbildung vanM; x TyM, —
TxyM1 x M2, die fur Karteny; aufM; (j = 1,2) mitx € U,, undy € U,

txy) (p1 X ¢2) i(xy) (X Yy) = (txp1 Xx» typo Yy)
fur alle Xy € TxMy, Yy € TyM> erfillt.

2. Seif : My x My — L zumindest einmal stetig fierenzierbar mit eineC'-
MannigfaltigkeitL, x € M1 undy € M,. Fir [c;]. € TxM; folgt

Ty T iy (€~ 0 ) = [t flea(®). Y]~ = Txf(.y) [ea]-.

ETyMz
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Genauso sieht mafiyy) f ixy)(0,[c2]~) = Tyf(X,.) [co]~ fUr [c2]. € TyM,. Da
Txy f linear ist, gilt also

T(ny)f i(xy) (Xx, Yy) =Txf(,y) X« + Tyf(X, ) Yy
fur alle X« € TxMy, Yy € TyM,. Insbesondere folgt fif € C1(My x M2, R™)

i) (Ko Yy) T =X FLY) + Yy T(XL).

3. Die Abbildungi : TM; x TM, — TM; x My sei definiert durch(Xy, Yy) :=
iy) (Xx Yy), wennXy € TyM1, Yy € TyMy.
Sind ¢ Karten aufM; (j = 1,2) mitx € U,, undy € U,,, so gilt fur Xy €
TXM]_, Yy € TyMz.

P12 0 1 (X Yy) = (0109, 920): toxy) (01 X #2) f(xy) (Ko Yy)) =

o — oo

I 0
(100, 0200 (b1 Xtz %) = |9 7 g o|@1 X 2) (% Vo)
0 0 1

N——
cR4dx4d

Insbesondere ist: TM; x TM, — T M; x My ein C™-Diffeomorphismus.

4. Seif : My x My — L wieder zumindest einmal stetigftérenzierbar mit einer
C'-MannigfaltigkeitL, so gilt fur Xy € TyMz, Yy € TyM, mit (X, y) € M1 x My

T foi(Xx ¥y) = Toay F iy (X Vy) = (1.10)
Tef (oY) X+ Ty (%) Yy = TG W)X + T (%) (Yy).
TM-TL TMy—TL

1.3 Untermannigfaltigkeit

1.3.1 Definition. SeiM eined-dimensional&’-Mannigfaltigkeit mitr € N U {co} und
sei 1< k < d. Eine Teilmeng& € M heil3tk-dimensional&ntermannigfaltigkeibder
Teilmannigfaltigkeitvon M, falls es zu jedenx € N eine (mit dem auM gegebenen
Atlas vertragliche) Karte mit x € U, gibt, sodas®, N (R x {0)) = ¢(Uy N'N).

1.3.2 Fakta.

1. Man sieht unmittelbar, dass Teilmannigfaltigkeiten Banensionk = d genau
die ofenen Teilmengen vol sind.

2. Offensichtlich ist der Begfti Untermannigfaltigkeit ein lokaler Bed¥j d.h.N C
M ist genau dann eine Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jexen eine inM
offene Umgebunty von x gibt, sodas®N N U eine Untermannigfaltigkeit vot
(versehen mit dem Atlas wie in Fakta 1.1.4, 3) ist.

3. Elementar prift man auch nach, dass fir eine Teilmaaltizgkeit N von M eine
TeilmengeL € N genau dann eine Teilmannigfaltigkeit vbhist (Wir werden
gleich sehen, vgl. Bemerkung 1.3.6, dasals Untermannigfaltigkeit auch fur
sich selber eine Mannigfaltigkeit ist.), wenn sie eine kelgonM ist.
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1.3.3Lemma. N C M ist genau dann eine k-dimensionale Untermannigfaltigke
M, wenn es zu jedemeN eine Kartep mit x € U, gibt, sodasg(U, N N) eine (bzgl.
der Spurtopologie) fene Teilmenge vaR® x {0} (€ RY) ist.

In der Tat lasst sich der Definitionsbereich, @iner jeden Kartep mit U, " N = 0
und (bzgl. der Spurtopologie)fenemp(U, N N) € R* x {0} so verkleinern, dass der
neue gfenen Definitionsbereich (c U,)

¢(Uy N N) = g(U N N) = ¢U) N (R*x {0})
erfullt.

Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingung isffensichtlich. Um die Hinlanglich-
keit zu zeigen, sex € N undy eine Karte, sodasd x {0} := ¢(U, N N) (€ D,) offen
in Rk x {0} = RK ist.

FurU := ¢ 1((Ox R¥¥) n D,) gilt

@(UNN) =gUnU,NN) = (OxRY™ N (Ox{0}) = 0x {0}

sowie
(OxR¥™ N D, N (Rx {0}) = (Ox {0}) N D, = O x {0}.

Also erfullt die Kartep|y : U — (OxRY ) ND, die Bedingung aus Definition 1.3.1.
ad

1.3.4 Beispiel.Als ganz einfaches Beispiel sei an das letzte Beispiel isyiBei 1.1.3
erinnertM = f(D) mit D = (-1,1) x (-1,1) und

0Lt

ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit vénx R versehen mit dem Atlas
{idpxz}, dag(M) = D x {0}, wobeig : D x R — R® definiert durch

IRNE

eine mit{idpxr} vertragliche Karte ist.

1.3.5 Beispiel.Fur Mannigfaltigkeiteriv; und My ist M1 x {y} fur jedesy € M, eine
Untermannigfaltigkeit vorM; x M, definiert wie in Lemma 1.1.7.

1.3.6 BemerkungNimmt man zwei Karterp,y wie in Definition 1.3.1, sodasd n
U, NU, # 0, so gilte(N n U, NnUy) =: C x {0} mit einem dfenenC ¢ RX und

(P © ¥nnu,) © (Pk© @innu,) ™t = (ko o o™t oule,

wobeip : RY — RK die Projektion auf die erstenKoordinaten undy : R — RY die
Abbildungu ~ (u, 0)T ist.

Da die rechte Seit€" ist, sieht man leicht, dagé versehen mit der Spurtopologie
und mit dem Atlas aller Abbildungepn := pk © ¢Innu, , wobei diey wie in Definition
1.3.1 gelagert sind, selber eik@imensional€"-Mannigfaltigkeit ist.
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Man beachte schlieRlich, dass wir auch mit Kargemit der schwacheren Eigen-
schaft, dasg(N n U,) offene Teilmenge voRX x {0} ist, wie in Lemma 1.3.3 starten
konnen, um mitpy 1= px o ¢lnnu, €ine Karte vorN zu erhalten. Das folgt unmittelbar
aus der zweiten Aussage in Lemma 1.3.3.

1.3.7 Proposition. Ist N eine Untermannigfaltigkeit von M, so ist die Einbetsn
abbildungey : N — M, x +— x, eine C-Abbildung. Fur jedes x N ist dabei
Twn @ TxN — T4M die injektive Abbildundc]. ~ [c]., wobei c: I — N stetig
differenzierbar ist und die linke Restklasse bzgl. N und dieteeblagl. M gebildet
wird.

Beweis.Nehmen wir zux € N eine Kartep auf M wie in Definition 1.3.1, so ist
@ouno(pko ‘P|N0U¢)_l =gpowogpto (D, n@Ex(0) = Ll p(D,N(REx(0])

die Einbettungsabbildung deffenen Teilmenggx(D, N (RX x {0})) von Rk nachR®
hinein und als solche sicherlichmal stetig diferenzierbar. Ihre Ableitung (im Sinne
der Analysis Il) ist somit insbesondere immer injektiv.
Nach Definition 1.2.8 gilfTxn([c]~) = [in © €]~ = [c]~.. Wegen (1.4) angewandt
aufe und pg o ¢Innu, ist Txen injektiv.
|

1.3.8 Bemerkunglst x € N undg wie in Definition 1.3.1, so ist nach Bemerkung 1.3.6
¢N = Pk © ¢Innu, eine Karte aulN. Wegen (1.4) angewandt ayf; und e und wegen
poriyo cpgll(‘r) = (1,0)" (e R x {0}) folgt

txp o Tyin = tk 0 txpn,
und damit
@oTin = (kX tk) © PN,
WObeI Qk X Lk)(u’ V) = (Lk(u)7 Lk(v)) = ((u7 O)T7 (V7 O)T) fur’ u’ Ve Rk‘

1.3.9 BemerkungMit Hilfe von Proposition 1.3.7 zeigt man leicht, dass fimeC™-
Abbildung f : M — L mit MannigfaltigkeitenM, L auchfly : N — L eineC™-
Abbildung ist, wenmN eine Teilmannigfaltigkeit voiM ist.

Fur eine Abbildungy : L — N (€ M) ist g genau dan€™, wenniyog: L - M
eineC™-Abbildung ist.

Differenzierbare Abbildungen erzeugen Untermannigfaltigkdihn verschiedener
Art und Weise. Wichtiges Hilfsmittel dabei ist der

1.3.10 SatASatz uber die Inverse FunktipnSei f: C — R" mindestens r-mal stetig
differenzierbar auf der enen Menge & R". Weiters sei & C, sodass

detd f(c) # 0,

und sei EC R" offen mit d:= f(c) € E. Dann existieren flene Mengen G C und
R ¢ E mit den folgenden Eigenschaften:

(i) ce OunddeR.

(i) flo ist eine Bijektion von O auf R.
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(iii) Die inverse Abbildung g R — O von flp : O — R ist mindestens r-mal stetig
differenzierbar mit dgf (u)) = df(u)~ furu € O.

1.3.11 Korollar. Seien MN zwei d-dimensionale'@annigfaltigkeit. Au3erdem sei
f : M — N eine C"-Abbildung, sodasslf (¢ L(TxM, Tt N)) fir ein xe M vollen
Rang d hat. Dann existieren eingfene Umgebungen @ M von x und PC N von
f(x), sodass [ : Q — P ein C"-Diffeomorphismus ist.

Beweis. Sind ¢ undy Karten mitx € U, und f(x) € U, mit f(U,) € Uy, so wen-
den wir Satz 1.3.10 einfach ayib f o™t an und setze® = ¢~1(0) undP = ¢y (R).
0

1.3.12 Lemma. Seien pg, m e N mit m< min(p, g), und sei M eine ¢ p-Matrix vom
Rang m, sodass, wenn man M in der Blockgestalt

i=(c o

schreibt, wobei A& R™™M B ¢ R™(P-M C ¢ RE-Mxm O ¢ R@GMx(P-M dje Matrix A

regular ist.
Dann gilt

M(A B )‘1_(|mxm o)

0 lp-mxpm) —\CA* O

€RP*P

Beweis.Wie man leicht nachrechnet gilt

(A B )‘1_(A—1 —A‘lB)
0 l(p-mx(p-m) 0 l(p-mx(p-m

v (A B\ (I 0
I(q—m)x(p—m) “\cAal D-cAlB)

€RPxp

und damit

o

Da der Rang dieser Matrix aber auttsein muss, folgb - CA™'B = 0.
0

Firm < min(p, ) bezeichne im Folgendepy, : RP — R™ bzw. pp, : RY —» R™
die Projektion auf die erstam Koordinaten undp, : R™ — RP bzw.i, : R" — R% die

Einbettungx — X). Weiters seipg-m : R9 — RY™ die Projektion auf die hinteren
g — mKoordinaten.

(5

1.3.13 SatARangsatg Sei f: C — R eine C-Abbildung (im klassischen Sinne) auf
der gfenen Menge & RP, sodass dt) Rang kleiner oder gleich rfx min(p, q)) fur
allet e C hat.

Weiters seD € C und0 = f(0) € E fur eine gegebengfene Teilmenge E RA.
Wir nehmen auch an, dass die linke oberg m-Teilmatrix von d {0) Rang m hat, d.h.
Pm o d f(0) o ¢y ist regular.

Dann existieren gene Mengen EF, < RP, R,R, ¢ RY und C-
Diffeomorphismen (im klassischen Sinne)

S:Fi-oFundT:R->R
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mit0e F; € C,0e Ry C E, sodass 8) =0, T(0) =0, f(F1) € Ry und

tm©o pm'Fz =T ° f|F1 oSil;

o oSt § = §
anTetnest (9 = (]

—— ——
eF,CRP €RY

Beweis. Wir konnenC durchf~1(E) ersetzen, uni(C)  E annehmen zu dirfen.
Identifizieren wir derRP mit R™ x RP"™ undR? mit R™ x R%™, so hatd f(x) die

2 x 2-Blockgestalt
o (A0 B0
)

3 |
<) o)
SeiS : C — RP definiert durchS(X) = tmo pmo f(X) + (X — tm o pm(X)). Betrachtet
manC als Teilmenge voiR™ x RP~™ und zerlegt den Zielraum entsprechend, so wirkt

S wie
£)-1)

AG) B
][

'(p—m)x(p—m)]
Nach Satz 1.3.10 gibt edfene NullumgebungeRi, F, € C (C RP), sodassS|, :
F1 — F; ein C"-Diffeomorphismus ist. Indem wit; und F, notigenfalls kleiner ma-
chen, kbnnen wir annehmen, ddsg = Qi x Q. mit offenen Kugeln um die Null
Q1 CR™, Q. C RP™. Nach der Kettenregel und Lemma 1.3.12 gigt )7 € F1)

wobei f; = pno fund

|m><m

1 0
st-isersfof]) o) o) |y o o

n n

Daraus folgt einerseits, dass die Ableitung gan= pmo f o (S|g,) ™ : Q1 x Q; — R™
mit der von der linearen Funktit((j) — U Uibereinstimmt. Wegegy (0) = 0 muss somit
91(3) =Uu.

Andererseits folgt, dass fur jedes feste Q, die Funktionv — gz(\‘j) mit gy :=
Pg-m © T o SI! © Q1 x Q2 — RE™ Ableitung Null hat, d.hgz(s) = gz(g). Also ist
f o (S|r,)™t : F2 — R9von der Bauart

() e

\J 92(8) ’

Insbesondere gilf (F1) = f o (S|r,)"%(F2) € Qu x RI™,
SchlieRlich definieren Wi : Q; x R*™™ — Q; x R%™ durch

-l )

N——
eF,CRP
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Man sieht sofort, dasb ein C"-Diffeomorphismus ist, und dass

aily)\ ou(y) u

%(3) ) . ( o(3) - o) ) ] (92(3) - 92(8)) ) (3)

Zu guter Letzt seR; := EN (Q1 X RTM undR, := T(Ry).

(Tofo (S|F1)‘1)(\lj) - T(

U

1.3.14 Satz.Sei L eine I-dimensionale'@annigfaltigkeit, und sei M eine eine d-
dimensionale GMannigfaltigkeit. AuBerdem sei f M — L eine C-Abbildung, so-
dass Lf (e L(TxM, T¢yL)) fur alle xe M Rang n hat. Dann gilt:

— Fir jedes ae f(M) (c L) ist die Menge N= f~*{a} eine(d — n)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von M.
Istey : N — M die Einbettungsabbildung wie in Proposition 1.3.7 undXie N
dann Tuy : TxN — TxM die entsprechende (injektive) Ableitung, so gilt auch
Tun(TxN) = kerTyf.

—e Fur jedes xe M gibt es eine ene Umgebung U von X, sodasdJj eine n-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von L ist.

Ist Txf sogar injektiv, d.h. = d, soist f: U — f(U) ein C'-Diffeomorphismus.

Beweis.Seix € M, und seierp undy Karten aufM bzw.L mit x € U, f(x) € U, und
f(Uy) € U,. Nach Fakta 1.1.4, 5, konnen wifx) = 0 undy(f(x)) = 0 annehmen.
Nach (1.4) hatl(y o f o ¢"1)(t) € L(RY, R") Rangn (< min(, d)) fir allet € D,,.

Indem wir nétigenfallsy durch die Karter; o ¢ undy durch die Karter; o y er-
setzen, wobeir; € L(RY,RY) undo, € L(R', R') geeignete Koordinatenpermutationen
sind, kdnnen wir annehmen, dass die linke olmene- Teilmatrix vond(iyo f o) (¢(X))
Rangn hat, d.h. regular ist.

Wenden wir Satz 1.3.13 auf die Funktion¢ f o ¢™!) : C = D, —» E = D, an,
so erhalten wir (klassisch€) -Diffeomorphismei® : F1 (€ D,) — FoundT : Ry (C
D,) — Ry, sodass

Toyof ocp_loS_l = 1n © PnlF,-

GemaR Fakta 1.1.4, 5, sindd := T o ¢l : Uy = y"}(R) — Dy := R, und
$1=So¢l ) Ug i= ¢ }(F1) - D; := F, mit dem jeweiligen Atlas aufl bzw. L
vertragliche Karten, fur die

Jofod™=1opl, (1.11)
gilt. Insbesondere folgt
J(f(Ug)) = ¥(U; N F(Ug)) = p(Dg) x {0}
—_———
CRNxRI-N

Nach Lemma 1.3.3 ist damit(U;) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Ist dabei
n = d, so gilt p, = idga. Aus (1.11) folgt dann (vgl. Bemerkung 1.3.6)

Uli, o fog ™t =idp,,

womit f : Uz — f(Ug) ein Diffeomorphismus ist.
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Gilt andererseits € N := f~1{a} und damit 0= (f(x)) = ¢(a), so folgt
$(NAUz) = {te Dy : o fod(t) = 0) = {t € Dy : tno pu(t) = 0} = Dy N ({0} x RE™).

Also ist auchN eine @ — n)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

SchlieBlich gilt fur f]. € TxN, dassTyn([c].) die von der Kurvec in M auf-
gespannte Restklasse ist. Danur Werte inN hat, folgt f o ¢ = a, woraus sich
Ty f(Txn([c].)) = [al~ = 0 € TyL ergibt; alsoTxn(TxN) € kerTyf.

Andererseits hatyN Dimensiond — n, wodurchTn(TxN) ¢ kerTyf implizieren
wirde, dass der Rang vanf kleiner alsd — (d — n) = nware, vgl. Rangsatz aus der
Linearen Algebra.

u

1.3.15 Beispiel.Fur die Abbildungf : x ||x||§ vonRY \ {0} nachR (beide versehen
mit dem Atlas{id}) gilt df(x) = 2(X1,...,Xq), X € R%\ {0}, womit d f(x) und auch
Txf (vgl. (1.4)) Rang eins hat. Nach Satz 1.3.1498t* = {x € RY : ||x|| = 1} eine

(d — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit véd \ {0} und somit auch voie?.

1.3.16 Beispiel Wir betrachten di& = GL(n, R) als bekannterweisdiene Teilmenge
vonR™ wie in Beispiel 1.2.6. Die Abbildung

f=det:G—=R

ist sicherlich ein€C*-Abbildung, wobei furB € G undca(t) = B+ tA

. d
ti() idz oTef([ca]l.) = (detoca)’'(0) = d—tlt:o det® +tA) =

d 1
det(B) T ltzo (—t)" det(—YI -BlA) =
—,——

:X_B—IA(%)
d 1 1
det(B) . lico (~1)" (—1)“t—n + (—1)“—1tn—_1 tr(-B71A) + .. ) = det@®) tr(B~*A),

vgl. Lineare Algebra 2. Insbesondere gilg) idg oTef([cg].) = detB) tr(l) =
ndetB) # 0, womitTgf immer Rang 1 hat.

Nach Satz 1.3.14 ist dahkr := SL(n,R) = {B € R™" : detB = 1} eine (? — 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit vadd. Man zeigt unschwer, dass dann aug¢h
eine Lie-Gruppe ist.

Gemal Proposition 1.3.7 i¥gy : TgH — TgG fur jedesB € G eine injektive
Einbettung, wobei nach Satz 1.3.Tdy(TgH) = kerTgf. Fur [ca]~ € TgG gilt also

[cal- € Taw(TeH)  det®) tr(B™2A) = 0 & tr(B™2A) = 0.

FirB = | lasst sich insbesondefeH (vermdgeT | iy) mitsl(n) := {A € R™": tr A = 0}
identifizieren.

Man beachte, dass flrAr= 0 zwar [ca]~ € Ten(TgH), aber der Wega nicht in
H = S L(n, R) verlauft. Es gilt abec,(0) = d’(0) fir einen stetig dierenzierbaren Weg
d: (-6,6) > Nmitd(0) = I. In der Tat gilt das etwa fid(t) = exptA).

Folgendes Korollar zeigt insbesondere, dass der Bdgennigfaltigkeit aus der
Analysis 11l mit dem aktuellen BegffiUntermannigfaltigkeit (voiRP) iibereinstimmt.
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1.3.17 Korollar. Sei M eine p-dimensionale @lannigfaltigkeit mit re N U {co} und
seil < d < p. Eine Teilmenge Nt M ist eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von M genau dann, wenn es zu jedem X

—e ein gfenes DC RY, eine C-Abbildung f: D — M (D versehen mit dem Atlas
{idp}) mit f(D) € N, sodass If (€ L(TsD, T¢M)) fur alle se D vollen Rang
d hat,

—e und ein gfenes UC M mit x € U gibt, sodass £ D —» U n N ein Homdomor-
phismus ist, wobei h N mit der Spurtopologie versehen ist.

Beweis.Sei zunachga eined-dimensionale Untermannigfaltigkeit vav, x € N und
¢ eine Karte auM wie in Definition 1.3.1, d.hx € U, undD,N(R4%{0}) = p(U,NN).
Wir setzenD := pg(D,, N (RY x {0})) Wegen Fakta 1.1.9, 6, und Bemerkung 1.3.6 ist

oD - U, NN,

wobeign = Pgo¢lnnu, eian-Diﬂ%omorphismus,Wom‘lifst,oﬁ1 furalle s € D bijektiv
ist, vgl. Fakta 1.2.10, 7. Nach Fakta 1.2.10, 6, und Projoosit.3.7 ist auch

f:=LN0¢pﬁ1: D->M

eineC'-Abbildung mit injektivenTsf (€ L(TsD, TygM)), s e D. Offensichtlich istf
als Abbildung vorD aufU, n N = f(D) — alsog! — ein Homdomorphismus. Setzen
wir alsoU = U,, so haben wir alle gewiinschten Eigenschaften nachgewiese

Wir nehmen nun an, dass die Bedingungen aus dem aktuelleti#uozrfullt sind,

d.h. zux € N gibt es eine Abbildundg mit besagten Eigenschaften. Insbesondere ist
f(t) = xfureint € D.

Nach Satz 1.3.14 gibt es eindfene Umgebuny < D vont, sodassf(V) eine
d-dimensionalex enthaltende Untermannigfaltigkeit ist. Wegen der Homogphie-
eigenschatft istf (V) bzgl. der Spurtopologieften in N n U und daher ffen in N;
also f(V) = N n U’ fur ein in M offenesU’. Nach Fakta 1.3.2, 2, iftl dann eine
d-dimensionale Untermannigfaltigkeit va.

u



Kapitel 2

FlUusse

Wir wollen uns in diesem Kapitel ausschliel3lich i@t -Mannigfaltigkeiten beschafti-
gen.

2.1 \Vektorfelder

2.1.1 Definition. Ein Vektorfeld Xauf einerd-dimensionalen MannigfaltigkeM ist
eine Abbildung, die jedem € M ein ElementX(x) € TxM zuweist; also eine Abbil-
dung

X:M->TM mit moX(X)=X% xe M.

Mit ¥(M) wollen wir den Raum alle€>-Vektorfelder — also alle Vektorfelder, die als
Abbildung X : M — T M unendlich oft diferenzierbar sind — bezeichnen, vgl. Satz
1.2.15.

Fur ein VektorfeldX, eine Kartep auf M und die entsprechende Kagtealf T M
aus (1.6) gilt furt € D,

$oXog () = (p(r(Xo g™ (D). tyrp Xo ¢ (D) = (L ty1e Xo @ (D). (2.1)

Somit ist die erste Komponente vgno X o ¢! die Identitat, und es gilK € X(M)
genau dann, wentpo po Xop™ = t,1)¢ Xo () fur alle Kartenp aufM unendlich
oft differenzierbar ist.

Ist nunX wieder ein Vektorfeld und € C*(M, R), so gilt furx € M (siehe Defini-
tion 1.2.11 und Beispiel 1.2.18)

(F(39, X0 F) = (£, trgo ide Txf X(x)) = ide((T ) X(¥)). (2.2)

Fur eine Kartep auf M und die entsprechende KageaOf T M folgt daraus mit (1.9),
wobei dortyr = idg, dass

XM O) = 720 i o (T 1) 0 X0 7() = 23)
- fopl
mao e o (T1)0 7 o)) = d(f 0700 ax() = Fr ()
€D, xRd

23
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wobei rechts die Richtungsableitung vbr ¢! in Richtung des Vektors(t) (e RY)
steht und wobei : D, — D,, x RY mit

() i= §o Xo g (1) = (& tyrme X(e (1) (2.4)

=mpopoXop 1(t)=:ax(t)

2.1.2 Beispiel.Seiy ein Karte aufM. Die Abbildung

P s 2

w0 )
N——
eTyM

aus Bemerkung 1.2.7 ist ein Vektorfeld auf der MannigfaigU,,. Wegent,p a%'x =
g folgt

A~ le) i o) _1(t) = (t t i( —l(t))) _ (t Q)

09 07 VT Ui m)? gg = (L, &),
womit ﬁ%i sogarC® ist, also in¥(U,) liegt.

2.1.3 Lemma. Sei X: M — TM ein Vektorfeld auf M. Ist X X(M), so gilt fur jede
Funktion fe C*(M, R), dass die Funktion (vgl. Definition 1.2.11)

Xf: Mo R, XF(x) = XO)F (=t id Ty X(X)),

in C*(M,R) liegt.
Ist umgekehrt X £ C*(M, R) fiir alle f € C*(M,R), so folgt Xe X(M)?.

Beweis. Fir ein VektorfeldX auf M und f € C*(M, R) folgt aus (2.2)
Xf=moidg o (Tf)oX

womit wegen Proposition 1.2.19 und Fakta 1.2.10, 6,64usC*(M, TM), d.h.X €
X(M), folgt, dassX f € C*(M,R).

Ist nunXf € C*(M,R) fur jedesf € C*(M,R), so muss auch fir jedek e
C*(M,R) die linke und damit die rechte Seite von (2.3) eine klag&€z™-Funktion
furt € D, sein. Dap eine Karte ist, muss danst— dg(s) ax(s) furalleg € C*(D,, R),
sodass sich = g o ¢ zu einerC=(M, R)-Funktion fortsetzen lasst, unendlich offfet
renzierbar sein.

Ist g € C*(D,,R) beliebig,t € D, und h wie in Lemma 1.1.11, so liedt - g
auch inC*(D,, R), und (- g) o ¢ hat kompakten, itJ,, enthaltenen Trager, und lasst
sich damit zu eine€> (M, R)-Funktion fortsetzen. Da — dg(s) a»(s) lokal beit mit
st d(h-g)(s) az2(s) Ubereinstimmt, ist auch erstere Funktiofi lokal beit und damit
auf ganzD,.

Nimmt man furg nacheinander die Projektion@nauf die einzelnen Koordinaten,
so sieht man, dass dana = 72 o $ o X o ¢! unendlich oft diferenzierbar sein muss.
Dag eine beliebige mit dem Atlas aifl vertragliche Karte war, muss unendlich oft
differenzierbar sein.

0

Man beachte, dass wegen Fakta 1.2.12, 4Xein¥(M) eindeutig durch alle Funk-
tionenXf fur f € C*(M,R) bestimmt ist.

IFir die unendliche Dierenzierbarkeit voiX aufU,, fir eine Kartep reicht es, dass — X(x)f, xe U,
fir f =pjog, j=1,..., d, unendlich oft diferenzierbar aut),, ist.
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2.1.4 Lemma. ¥(M) versehen mit der punktweisen Addition bzw. skalaren Miltip
kation ist ein Vektorraum UbeR. Ist f € C*(M,R) und X € ¥(M), so ist auch das
punktweise Produkt X ein Element au&(M). Insbesondere is¢(M) ein C*(M, R)-
Modul.

Die Abbildung(f, X) — Xf ist eine bilineare Abbildung von'GM, R) x ¥(M) —
C*®(M,R). Dabei gilt(f - X)g = f - (Xg) und dieProduktregel

X(f-g)=f-Xg+g-Xf. (2.5)

Beweis. DassX f € C®(M,R), haben wir in Lemma 2.1.3 gesehen. BiY € ¥(M)
und f € C*(M,R) — f kann auch ein konstanter Skalar sein — une M gilt wegen
X(X),Y(X) € TxM

(f - X+ Y)(X) = £(X) - X(X) + Y(X) € TxM,

womit f - X+Y : M — TM ein Vektorfeld ist. Fur ein beliebigase C*(M, R) gilt
dann wegen Fakta 1.2.12, 3,

(f- X+Y)g(¥) = (f - X+ Y)(X¥g = f(x) - (X(¥)g) + Y(X¥)g = (f - (Xg) + YI(X).

Wegen Lemma 2.1.3 folgt- X+ Y € X(M). AuRBerdem folgt fuly = 0, dass { - X)g =

f - (Xg).
Aus (2.3) folgt furf,g € C*(M,R)

af-goy™

X O -0) = =5 s

(1),

wobei rechts die Richtungsableitung vdn-@) o ¢! in Richtung des Vektorsx(t) (e
RY) steht. Wegen der klassischen Produktregel folgt

of o (p’l
Oao(t)

dgo gt
Oay(t)

™ (1) - X ()9 + 9@ (V) - X(¢ )T

X(@ ™ O)F-9) = foe (1) O +goe(t)- (t) =

Also gilt (2.5).
U

2.1.5 Beispiel.Seig eine Karte auM und X € ¥(U,) sowiex € U, so existiert eine
zusammenhangende Umgebudg D, von ¢(x) und eineC®-Funktionh : D, — R
mit h(D,) ¢ [0, 1], kompaktem supp € D, undhip = 1.

Die Funktion fiog)- X liegt nun auch ir€(U,). Setzt man diese Funktion auf3erhalb
von U, mit O fort, so folgt aus der Tatsache, dass der Trager dakky ienthalten ist,
dass diese Fortsetzung(M) liegt und aufU := ¢~%(D) mit X|y ibereinstimmt.

Zusammengefasst gi#(U,)lu = ¥(M)|y. Insbesondere gibt es Vektorfeldéy e
X(M), die auf der éfenen und zusammenhangenden Mddgait dena%i aus Beispiel
2.1.2 Ubereinstimmen.

SeienX,Y € ¥(M) und f € C*(M,R). Nach der klassischen Produktregel fur das
Produkt einer Matrix-wertigen und einer Vektor-wertigamktion folgt aus (2.3)

A(Xf)op™)
0B2(t)

_ 9(s— d(f o g™h)(s) e(9)

Yl 0) (X1) = ®= o

(t) =
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d(s - d(f o p™)(9))
0B2(1)
d(s — d(f o )(9) aa(t))
dBa(t) 0B2(t)
fogp? o 1 Oar
5020 3520 ) T A0 G5O

wobeiaz(t) = m2 0 § 0 X o p7H(t) = tysye X(¢ (1) undpa(t) = m2(p o Y 0 7H(1) =
t1me Y(p H(t)). Wegen dem Satz von Schwarz folgt aus Symmetriegriinden f

M) =yeU,

(®) a2(t) + d(F 0 o)1) %(w -

6(1’2

O +d(f o™

(t) =

X0) (Y1) — YO)XT) = 26)
- B2 daz B
1 0670 (250 - eas() = Z)t,
wobei (vgl. (2.3))
26) = (490 s )~ s (9] € M. @7)

Man beachte dabei, dag¢y) ad hoc von der Karte abhangt. Da aber der Ausdruck
X(y)(Y f) = Y(y)(X ) von der Karte unabhangig ist, folgt aus Fakta 1.2.12, dsd¢))
doch nicht vonp abhangt, und damit auch auf gavizdefiniert ist. AuRerdem gilt (vgl.

@3 9B da
PoZoy ()= ( b (3028) ®- 5,32(20 (t)) )

Nach Lemma 2.1.4 ist som#tin C*(M, T M); alsoZ € ¥(M).

2.1.6 Definition. Fur X, Y € X(M) sei dieLie-Klammer X, Y] definiert durch K, Y] :=
Z,vgl. (2.7).

2.1.7 Lemma. Fur X,Y, Z € ¥(M) und ge C*(M, R) gilt

@) [X, Y] =-[Y, X] (Schiefsymmetrig

(i) XIY.Z]]+[Y.1Z X]] + [Z[X Y]] = 0 (Jakobi-Identitgt
(i) [g-XY]=g-[X Y] -(YIX

Beweis. Die Schiefsymmetrie folgt sofort aus (2.7). Um die Jakats+ititat nach-
zuweisen, geniigt es nach Fakta 1.2.12, 4, zu zeige,[daps Z]|f + [Y,[Z X]]f +
[Z,[X, Y]]f =0 furallef € C*(M,R). In der Tat folgt aus (2.6)

(XY ZIM = X(y) (Y. Z2]F) - [Y.ZI(W(XT) =

x0) x> (Y09 1) - 2090 ) -

Y(y) (x> ZM(XT)) + ZE) (x> YIXT)) =

x0) (x> Y6 @) - x0) (x> 2090 D) -

Y() (x - Z()(XT)) + Z)(x - YIXT)).
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Addiert man nun das mit den entsprechenden Ausdriucken[¥{Z, X]]f und
[Z,[X, Y]]f, so kiirzen sich alle Terme weg.

Beziglich der letzten Gleichheit wenden wig | X, Y] auf ein beliebigesf €
C*(M,R) an und erhalten mit Lemma 2.1.4

[9- X YY) = (g- X)) (Y - YO)((g-X)f) =
gy) - (XY H) = Y@ (XF) =
g) - (XO)(Y H) = g0 - (YWX ) = (XM F) - (Y(Y)9) =
(@ [X% YDO)f = (YD - X))

u

2.1.8 Beispiel.Sei¢ ein Karte aufM, und Seia% : U, = TU, das Vektorfeld wie
Beispiel 2.1.2. Wegen 6 6% o I(t) = (t,) folgt furi, j € {1,...,d} aus (2.7)

A 0 0 10 (08 oe
m20p0| oo w0 = (20~ S ) <0

Also gilt [a%i’ a%,] =0.

2.1.9 Beispiel.Aus Beispiel 1.2.6 wissen wir, dass fG& = GL(n,R) (versehen mit
dem Atlas{idg}) undB € G sowieA € R™" fur 8 := B + tA die Restklassecf] zu
TgG gehort, wobetg ids ([cB]) = A.

Fur festesA ist die AbbildungY : B +— [cB] nun ein C*-Vektorfeld. Um die
unendliche Diferenziebarkeit nachzurechnen, Bee G und iaG TG - G xR™N
sei die Karte aufT G, wobei ian = (B,tgidg X) mit X € TgG. Offensichtlich ist
idg o Y 0 idg}(B) = ids([c8] = (B, A) eineC™-Funktion. Furf € C*(G,R) gilt

oot
Y f(B) = [cal f = (f 0 cR)'(0) = a_A(B)'
FurA C e R™", Z(B) := [c8] und f € C*(G,R) gilt
G G

aasc B~ 5cpaf® =0

[Y,Z]f =YZf-2ZYf=

Also [Y,Z] = 0.

2.1.10 BeispielInteressanter sind Vektorfelder a@fder Bauarty : B — [c8,]. Auch
diese sindC*®, da . A
idg o Y 0idg}(B) = idg([c5Al) = (B, BA)

C* von B abhangt. @ensichtlich gilt auch

YH(E) =[BT = (T o B (0)= - (8).

FurA C e R™", Z(B) := [c5.] und f € C*(G,R) gilt

0 0 9 0
[Y.Z]f =YZf-2ZYf= @(DH 6D—Cf(D))(B)— mTC(DH 6D—Af(D))(B).
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Nun ist 2= aDc f(D) = df(D) DC, wobeidf(D) € L(R™",R) im Sinne der Analysis II.

Nach der Produktregel und weg8R=29 (B) = (t — (B + tBA)C)'(0) = BAC folgt

(T%\(D %f(D))(B) =

d(D — df(D)) (D + DC)
9BA JBA

d(D ~ df(D) BC) s
SBA (B) + df(B) BAC = SBAJBC

und mit dem Satz von Schwarz

(B) BC + d f(B) (B) =

f(B) + df(B) BAC

of

[v.Z]f = df(B) BAC-d(B) BCA= Zoi—cn

(B).

Somit gilt [Y, Z](B) = (B, [c B(AC- CA)])

Alsoist® : A - (B — [c],]) eine Abbildung vonR™" nachx(G), die wegen
tgidg ([cEA]) = (cB,)’(0) = BAinjektiv und linear ist, und die nach obiger Rechnung
sogar mit der | .] vertraglich ist, wenn wir p, C] := AC — CA aufR™" definieren.

Man beachte, dass — ®(A)(1) = [ch] wegent, idg ([c4]) = A sogar eine Bijekti-
on vonR™" aufT,G ist.

2.2 \Verwandte Vektorfelder

2.2.1 Definition. SeienM, N zwei C*-Mannigfaltigkeiten unch : M — N unendlich
oft differenzierbar. ISK € ¥(M) undY € X(N), so heilerX undY h-verwandtfalls
ThoX=Yoh,d.h.

™" TN
o]
M%N

Die Tatsaché-verwandt zu sein istffenbar mit+ und dem skalaren Multiplizieren
vertraglich. Es gilt sogar

2.2.2 Lemma. Sei he C*(M, N), f € C*(N,R), und seien XX e xX(M), YY e X(N).
Sind X und Y sowi& undV jeweils h-verwandt, so sind es aujch X] und[Y, Y],
X + X und Y+ Y sowieg(f oh)- X und f-Y.

Beweis. Seim € M,g € C*(N,R). Nach Fakta 1.2.12, 2, gilt fur jedes Vektorfeld
Z: M- TMimmerTh(Z(m)) g = (Twh Z(m))g = Z(m) (h ¢ g) und somit
(Tho [X, X)(m) g = [X, X](m)(g o h) =
€ThmN
X(M)(x = X(¥) (g o h)) = XM)(x = X(X) (go h) =
X(M)(x = (The X)(x) g) = X(m)(x = (Tho X)(X) g) =
X(M)(x = (Y o h)(¥) g) = X(M)(x = (Y o h)(X) g) =
=(Ygeoh(x) =(Ygoh(x)
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(Tho X)(m) (Y9 — (Tho X)(m) (Y =
(Y o h)(m) (Y9 — (Y o h)(m) (YQ) = [Y. ¥](h(m))g.

Die zweite Behauptung folgt sofort aus der Linearitat igh fur alle x € M, und die
dritte Behauptung zeigt man auch ganz elementar.
0

2.2.3 Beispiel.Ist G eine Liegruppe (vgl. Bemerkung 1.1.10) mit neutralen Eletrage
so nennt man ein Vektorfeld € X¥(G) linksinvariant wenn

Tlgo X =Xolg,

d.h. X'ist mit sich selbetg-verwandt, und zwar fir allg € G. Dabeiistly : G — G
die Linkstranslatiorx — gx.

Gemal Lemma 2.2.2 bildet die Mengaeller linksinvarianten Vektorfelder einen
unter [, .] abgeschlossenen Unterraum \&(&G).

Offensichtlich ist daniX — X(e) eine lineare Abbildung von nachT.G. Wegen

X(g) = X(Ig(€)) = Telg X(€)

ist diese Abbildung injektiv. Andererseits ist sie surjgktla man furX. € T<G das
Vektorfeld X(g) = Telg Xe betrachten kann. Dieses ist linksinvariant und — wie man
elementar zeigen kannG™. Also istg = TG.

2.2.4 Beispiel.Wir betrachtenG = GL(n,R). Aus Beispiel 2.1.10 ist bekannt, dass
Y = ®©(A) : B [cB,] mit cB,(t) = B+ tBAin X(G) liegt. FurC € G gilt

Tlc o Y(B) = Telc([caal) = [Ic o c3al = [cE5a = Y(CB) = Yo lc.

Also liegtYin g =: gl(n,R), d.h.® : R™" — gl(n, R).

Nun ist nach Beispiel 2.2.% — X(l) bijektiv von gl(n,R) auf T, G. Nach Beispiel
2.1.10 ist aber auch — [c,] = ®(A)(I) bijektiv. Also muss auckb : R™" — gl(n,R)
bijektiv sein.

2.25 Lemma. Sei h: M — N eine C°-Abbildung und Ye ¥(N). AuRerdem sei
Txh: TxM — ThyN fur alle xe M injektiv und Y(h(x)) € Txh(TxM). Dann existiert
genau ein Xe ¥(M), welches zu Y h-verwandt ist.

Beweis. Falls X zu Y hverwandt ist, so muss fur alle € M immer Tyh X(X) =
Y(h(X)), was voraussetzungsgemarX(x) := (Txh)"1Y(h(x)) aquivalent ist. Also ist
X eindeutig, falls es existiert. Daflir setzen wir

X(X) := (Txh)LY(h(X)), x € M,

und stellen soforX(x) € TxM fest, womitX : M — T M ein Vektorfeld ist. Um zu
zeigen, dasX unendlich oft dfferenzierbar ist, sei zunachét eine Untermannigfal-
tigkeit von N und h = ¢y sei die Einbettungsabbildung vavi nachN hinein, vgl.
Definition 1.3.1. Nach Proposition 1.3.7 erfillt ein sadsth die Voraussetzung, dass
Txh: TxM — TN immer injektiv ist.

Zu einemx € M gibt es gemaR Definition 1.3.1 eine Kageuf N mit x € U,
sodas®D, N (R x {0}) = p(U, N M) (€ RY), wobeik = dimM undd = dimN. Nach
Bemerkung 1.3.6 ist dann

oM = Peo @lunu, : M N U, = p(Dy N (R x {0}))
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eine Karte vorM mit x € U,,,. Nach Bemerkung 1.3.8 gi{t 6 Tem = (i X tk) © Pm-
Also gilt firy € U,,,

(X 1) © @m © X(y) = @ 0 Tum o X(Y) = @(Tyh X(y)) = @(Y(h(y))) = &(Y(¥)),
was zusammen mit; = ¢~ o i die Gleichheit
(X)) o@uoXogy =@oYopy =doYop oy

als Funktion vorD,,, = D, n (R¥ x {0}) nachD; = D,, x RY ergibt. Nun ist die rechte
Seite eineC~-Funktion und damit auch die linke. Das bedingt aber augh X oyl €
C*(Dgyy» Dgy), womit X € ¥(M).

Fur ein allgemeineb : M — N wie in der Behauptung sei an Satz 1.3.14 erinnert.
Daraus erkennen wir, dass es zu jedem M eine dfene Umgebungy € M von x
gibt, sodas$fi(U) eine Teilmannigfaltigkeit voN ist und sodash|y : U — h(U) ein
Diffeomorphismus ist.

Aush = Lh(u) Oh|U f0|gt Th(y)th(u)OTyh|U = Tyh und damltY(y) € Th(y)Lh(U) Th(y)h(U)
fury € U. Nach dem ersten Teil des Beweiseszistz — (Tnu)) *Y(2), z€ h(U) aus
X(h(V)). Dah|y : U — h(U) ein Diffeomorphismus ist, ist auch

X(y) = (T, Y (h(y)) = (Tyhlu) ™ (Thyenwy) Y () = (Thiu)™*Z o hiu(y)

als Funktion vory € U als Zusammensetzung v@¥-Funktionen selbeC>.

U

2.2.6 BemerkungSeih : M — N eineC*-Abbildung undX € ¥(M). Es muss nicht
immer einY € ¥(N) geben, sodas$ undY hverwandt sind. Ist abdrein Diffeomor-
phismus, so lieg¥ := Tho X o h™* offenbar in¥(N) und ist zuX h-verwandt.

In einem Spezialfall lassen sich verwandte Vektorfeldehnanders erzeugen.

2.2.7 Beispiel.Sei H eine Untermannigfaltigkeit einer Liegrupi@& sodas$H auch
eine Untergruppe vo@ ist. Weiters seiy die Einbettungsabbildung vdt nachG.

DaTep : TeH — TG injektivist, und da der Raum der linksinvarianten Vekttrfe
derd (C X(H)) (g (€ X(G))) vermdge der Abbildun¥ — X(€) isomorph zulreH (TG)
ist, lasst sich jedenX € b injektiv ein X € g derart zuordnen, das§(e) = Ten X(€).
Diese Zuordnung ist linear. AuBerdem gilt fgre H, dassiy o Iy = g oty bzw.
Tt o Tlg = Tlg o Tey, und damit

Tt X(@) = TatnX(lg(€) = Tytn Telg X(€) =
Tl Tetn X(€) = Tlg X(€) = X(I4(€)) = X(tr()).

Also gilt Tey o X = X 0 1, d.h. X und X sindu-verwandt. GemaR Lemma 2.2.2 ist
somit die Zuordnun& — X nicht nur linear, sondern auch mit ]| vertraglich.

2.2.8 Beispiel.SeiG = GL(n,R) undH = SL(n,R), vgl. Beispiel 1.3.16. Von dort
wissen wir auch, dask.G = {[c'A] A e R™M und

Titn TeH = {[ch] : Ae R™, tr(A) = 0}.

Dabei ist die Zuordnung (€ R™") - [cl] (€ T¢G) linear und bijektiv.

Ist X € b =: sl(n,R), so liegtT ey X(€) in Tiuy TeH. Also gilt Tey X(€) = [c)] fur
ein eindeutige®\ € R™" mit tr(A) = 0. Das entsprechende linksinvariante Vektorfeld
X € gl(n) ist nach Beispiel 2.2.4 gegeben duh- [cBAl.
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2.3 Integralkurven

2.3.1 Definition. SeiX € ¥(M) undc: | = (a,b) > M mit —c0o < a < b < + eine
C>-Abbildung, d.h. ein€€*-Kurve, und sek € M. Dann heil3t Integralkurve von X
durchx, wenn Oe | mit ¢(0) = x und

c'(t) = X)), tel,

vgl. Definition 1.2.1. Sie heilnaximale Integralkurve von Hurchx, falls es keine
echte Fortsetzung vanauf ein groReresftenes Intervall zu einer Integralkurve vin
gibt.

2.3.2 BemerkungSei ¢ eine Karte mitx € U,. Dann gilt firc : | — M, wobeil so
klein ist, das(l) € U,, wegen (1.6)

$oc(t) =(¢oct), troce([s > ct+9)])) = (¢ o c(b), (¢ o O)'(1)).

Also istc'(t) = X(c(t)) zu

(poc)(t) =mopoXoyp(poc(t), tel,

aquivalent.

Die Existenz von maximalen Integralkurven basiert auféoldem Resultat, das wir
aus der Theorie der gewdhnlichenff@rentialgleichungen importieren. Dabei handelt
es sich um eine Version d&atzes von Picard-Lindelof

2.3.3 Satz.Seien J ein fenes, Null enthaltendes, reelles Intervéll: D € RY offen,
und f: Jx D — RY mindestens m-mal stetigfiiirenzierbar mit np 1.

1. Dann existiert zu jedeghe D ein gfenes Intervall | um die Null und eine"€!-
Losung g: | — D des Anfangswertproblems

g®=ft.o®). tel, g0)=¢.

Die Losung ist eindeutig im folgenden Sinne: Jede weitér&hktiong :AIA -
D mit einem gfenen Intervalll um die Null, sodas§’(.) = f(.,g()) aufl und
9(0) = &, stimmt mit g auf h | Uberein.

2. Zu jedem¢ € D gibt es sogar eine ffene Umgebung [§) € D voné, ein
offenes Intervall | um die Null und eine m-mal stetigfelienzierbare Funktion
G: 1 xU(¢) — D, sodass gt) := G(t,¢), t e |, fur alle { € U(¢) eine Losung
vond = f(.,g) auf I mitg0) = ist.

Diese Losung ist fur allg € U(¢) auch eindeutig: Jede weitere! & unktion
g: 1 — D mit einem genen Intervall um die Null, sodas§'(.) = f(.,d(.)) auf
I und§(0) = ¢£, stimmt mit g auf I N | Uberein.

2.3.4 Lemma. Sei X € ¥(M) und x € M. Dann existiert eine eindeutige maximale
Integralkurve ¢ : Ix — M, d.h. k = (ax, bx) und ¢(t) = X(cx(t)) mit cx(0) = x. Jede
Integralkurve bei x ist eine Einschrankung vagn ¢

Fury := cy(s) mit einem s I, folgt zudemy = I, — s mit G(t) = cx(s+t), t e ly.
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Beweis. Zunachst sep eine Karte mitx € U,. Wenden wir Satz 2.3.3, 1, auf
D=D,, J=R und f(t,g) = m20 o Xo¢*(g)

an, so folgt die Existenz einedfenen Intervalld um die Null und einer Abbildung
g:1 — D, sodasy) = f(.,g) =m0poXogtogaufl mitg(0) = ¢(X). Nach
Bemerkung 2.3.2 ist = ¢! o g eine Integralkurve durck. Also gibt es iiberhaupt
Integralkurven durclx.

Sei nun3 die Menge aller Integralkurven: J. — M durchx, wobeiJ. ein vonc
abhangigesftenes Intervall um die Null ist. Sind nund € 3, so wollen wir zeigen,
dassc undd auf dem dfenen Intervall; N J4 um die Null Ubereinstimmen. Dazu sei

R:={re J.nJy:d(r) =c(r)}.

Aus Stetigkeitsgriinden i& abgeschlossen i N Jyg. Wegenc(0) = x = d(0) liegt 0
in R. Insbesondere ift nichtleer.

Sei nunr € R, ¢ eine Karte auM mit d(r) = c(r) € Uy, und seis > 0 so klein,
dass—d,r +6) € Je. N Jgundd(r — 6,r +6) € Uy sowiec(r — 6,1 +6) € Uy. Die
Funktionen

g(s)i=ygoc(r+s), und h(s) :=¢od(r +5s), se (-6, +9),

erfullen gemal Bemerkung 2.3.2 die Gleichungge: f(.,g;) bzw.h; = f(.,h;). Da
zusatzlichg; (0) = ¥ o c(r) = ¢ o d(r) = h;(0), folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in
Satz 2.3.3,1, dagp = h, auf einem kleinen Intervall um 0, bzg.= h und damitc = d
auf einem kleinen Intervall um Somit istR auch dfen. DaJ. N J4 zusammenhangend
ist, folgtR = J. N Jg.

Mit 1y := Uees Jc €rhalten wir dfensichtlich ein efenes, Null enthaltendes Inter-
vall. Furt € I definieren wircy(t) := c(t), wobeic € I mitt € J. ist. Wegen obiger
Uberlegung ist diese Definition nicht varabhangig, solange ntie J.. Da dieJ; alle
offen sind, und d&€* zu sein, eine lokale Eigenschaft ist, folgt awghe C=(l«, M).

Aus c'(t) = X(c(t)) furt € Iy undc € 3 so, dasg € J, folgt unmittelbar auch
C(t) = X(ck(t)). Dabei giltcy(0) = ¢(0) = x fur jedesc € J. Damitistcy : Ix — M eine
Integralkurve. Nach Konstruktion ist jede Integralkures b eine Einschrankung von
¢, aufly. Insbesondere ist, maximal.

Sei schlief3licty := cx(s) mit einems € . Nun erfulltd(t) := cx(t+s) furt e Iy—s
sicherlichd(0) = y undd’(t) = X(d(t)) auf I — s. Also istd eine Integralkurve bey,
die nach dem Bewiesenen die Einschrankungeyaaufly — sist; alsoly — sC Iy und
Cx(t+9) =d(t) = ¢y(t), te Iy —s Fur—se Iy —sC Iy folgt x = cx(0) = ¢y(-9).

Vertauscht man nun die Rollen vonund x = c¢,(-s), so folgt insbesondere
ly + s € Iy und damit schlief3licthy — s = Iy.

0

2.3.5 Beispiel.lst X(xX) = 0, so erfullt die konstante Funktian= x die Gleichung
¢ = 0= X(X). Also ist in dem Fall, = R undcy, = x.
2.3.6 BemerkungMit der Notation aus Lemma 2.3.4 gilt fur eihe R und dasC*™-
VektorfeldA - X nach der Kettenregel fiit € 14

Cx(4.)' (1) = AX(cx(a1)),

womit sicht — cx(At) mitt € % Iy als die maximale Integralkurve voh- X bei x
herausstellt. Dabei ist I = R, falls 1 = 0.
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2.3.7 Beispiel.lst ¢ eine Karte aufM, so gilt fur das Vektorfelda%j € ¥(U,), dass
m20§o - opHE) = 6.

Somit ist fur einx € U, die Funktiong o c,(t) Losung von ¢ o c)'(t) = € und
daherp o cy(t) = ¢(X) + te;.

2.3.8 Beispiel.Sei G eine Liegruppe (vgl. Bemerkung 1.1.10) mit neutralen Eleime
eundX € g, d.h. ein linksinvariantes Vektorfeld. Die Integralkurevon X durche
erfulltfurt € e

(Ig o Ce)' (1) = Tl Ce(t) = Tlg X(ce(t)) = X(Ig o ce(t))-

Also istlg o e eine Integralkurve voiX durchlg(e) = g. Indem man ahnlich argumen-
tiert, wenn man vorty ausgeht undi,» anwendet, sieht man, daks= | und darauf
lg o Ce = Cy.

Fur eins e le undg = ce(s) folgt aus Lemma 2.3.4, dass= lg = le — s. Das kann
aber nur gelten, wenk = R. Weiters hat man

lg o Ce(t) = Cy(t) = Ce(S+1t) und somitce(s) - Ce(t) = Ce(S+ 1).

Also istt — cg(t) sogar ein dierenzierbarer Gruppenhomomorphismus vVRnH)
nach G, -).

2.3.9 Beispiel.FurG = GL(n,R) wissen wir, dasé — (B~ [c&,]) ein Isomorphis-
mus vonR™" aufgl(n, R) ist.

Da ids eine Karte aufs ist, erfullt nach Bemerkung 2.3.2 eine Kurve genau dann
¢’ (t) = X(c(t)) (im Sinne von Definition 1.2.1) fiir eiX € X(G), wenn

c'(t) = m2 0 idg o X(c(t)) = to ida X(c(1)).

Im Falle X = (B — [c8,]) gilt teq ids X(c(t)) = c(t)A. Somit ist die Integralkurve,
von X durchl nichts anderes alg(t) = exp¢A), da diese Kurve bekannterweise die
eindeutige Losung vod (t) := c(t)A mit ¢c(0) = | ist.

Wir sehen fur diese Gruppe damit auch direkt, dass exptA) ein Gruppenho-
momorphismus vorR, +) nach G, -) ist, vgl. Beispiel 2.3.8.

2.4 Lokale und globale Flisse

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass es fir eintgages VektorfelX € X(M)
und einx € M eine maximale Integralkung; : Ix — M durchx gibt. Wir wollen nun
die Gesamtheit aller solchen Kurven betrachten.

2.4.1 Definition. Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit undX € ¥(M). Mit der Notation
aus Lemma 2.3.4 sei

X :={(t,x)eR><M:telx}=UIxx{x}.
XeM

Die Abbildung FK : DX — M definiert durch PI(t, X) = cx(t) heilt der zuX gehorige
lokale Fluss
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Fur eint € R wollen wir mit D den Schnitt
DX ={xeM:(tX) e D) ={xeM:tely
bezeichnen.

2.4.2 BemerkungDer lokale Fluss Pi(t, X) hat wegen Lemma 2.3.4 und Definition
2.4.1 folgende Eigenschaften:

(i) ©F = Mund FF(0,x) = x.
(i) Da furjedesx € M die Mengel ein nichtleeres fienes Intervall um die Null ist
il
* Uot=m [Jo=m
0 t<0
(i) Aus0< s<tbzw.t < s<0folgt®F c DX.
(iv) FIX(t,.) bildetD} bijektiv auf DX, ab.

(v) Fur beliebiges t € R ist der Definitionsbereickx € DF : FIX(t,x) € DX} von
FIX(s .) o FIX(t,.) in DX, enthalten, wobei F(s, .) o FIX(t,.) = FI*(s+ t,.) gilt.

Haben s und t dasselbe Vorzeichen, so stimmt der Definitionsbereich von
FIX(s,.) o FIX(t,.) mit DX, Uberein.

Insbesondere stimmt filkre N undt € R der Definitionsbereich von

FIX(t, )K= FIX(t, ) o -~ o FIX(t, .)

k-mal

mit D, iiberein, wobei F(t, .)k = FI*(kt, ).

Wir wollen noch die letzte Aussage nachweisen. Dazwsei®X mit FIX(t, X) =
cx(t) € DX. Wegen Lemma 2.3.4 iste I, = Ix—tund damits+t € I, bzw.x € L,
wobei FI(s,.) o FIX(t, X) = Co,)(S) = cx(S+1) = FIX(s+1, X).

Habens, t dasselbe Vorzeichen, so folgt aus D%, wegen (jii), dasx € D bzw.
tely. Ausxe Dg(ﬂ folgt auchs+t € Ix. Wieder wegen Lemma 2.3.4 gllf, ) = Ix—t
und damits € I¢ ), bzw. FE(t, x) € DX

2.4.3 Satz. Die MengeD* ist eine gfene Teilmenge voR x M (versehen mit der
Produkttopologie), undFl : ©* — M ist eine C°-Abbildung, wobeR x M gemaR
Lemma 1.1.7 un®* gemaR Fakta 1.1.4, 3, als Mannigfaltigkeit zu sehen ist.

Somit ist fur jedes te R die Bijektion FI*(t,.) : ©f — DX ein C-
Diffeomorphismus definiert auf deffenen Teilmeng®} C M.

Beweis. Seienx € M unds € |,. Setzey := c,(s) und wahle eine Karte mity € U,,.
Wir wenden Satz 2.3.3, 2, auf

D=D, J=R und f(t,g) = 120 po Xo e (Q)

an, so folgt die Existenz einedfenen Intervallsl, um die Null, einer éfenen Um-
gebungDy < D, von ¢(y) und einerC*-FunktionG : J, x Dy — D,, sodass
0,(t) = G(t,n), t € Jy, fur allen € Dy die eindeutige Losung vog = f(.,g) auf
Jy mit g(0) = n ist.
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Nach Bemerkung 2.3.2 und Lemma 2.3.4 gjltc I, fur allez € Uy := ¢ 1(Dy)
sowie, das ™ o g,(, die Einschrankung auf, der Integralkurve, durchzist. Insbe-
sondere gilt

Jyx Uy c®* und FI(t,2) = ¢ 1o G(t, (), (t,2) € Iy x Uy.

Zudem ist diese Funktion unendlich oft alyfx Uy als Abbildung nactM differenzier-
bar, vgl. Lemma 1.1.7 und Definition 1.1.8.

Ist nunKy C I« ein kompaktes Intervall mit & Ky, so lasst sich die kompakte
Mengecy(Ky) durch endlich vieldJy tiberdecken. SalV (2 c«(Ky)) die Vereinigung
dieser endlich vieletd,. Schneiden wir die entsprechendn so erhalten wir ein
offenes Intervall um die Null, sodasp(t,7) := FIX(t,2) aufO; := J x W (€ D¥)
unendlich oft diferenzierbar und daher insbesondere stetig ist. Die Menge

Oz := p1 (W) (€ 01 = Ix W)

ist damit dfen, und die Abbildung-(t, 2) := p1(t, pa(t, 2)) ist wohldefiniert aufo, und
ebenfalls unendlich oft ¢fierenzierbar. Setzen wir induktiv fort, so erhalten wiiene
MengenOx := p;}l(\/\/) (€ Ok.1 € -+ € 01 =Jx W) und daraufc=-Abbildungen

px(t,2) = pa(t, pr-1(t, 2), (t.2) € O

Man beachte, dass wegen Bemerkung 2.4.2@Qv)c {(t,2) : z€ D} und fur ¢, 2) €
O gilt die Beziehung
pk(t, 2) = FIX(kt, 2) = c(kt). (2.8)

Istk € N so groR, dasgK € J, so gilt

1KX)QW

pl(%Kx x {x}) = CX(E

und damitiK, x {x} € O,. Wegen (2.8) folgt
K g g

pa(Kex 1) = 2K € W

und daher Wiedet Kx % {x} € Oz. Verfahrt man so fort, so folgt induktiv

Pk—l(%Kx X {x}) = Cx(k - L) cw
bzw. 1Ky x {x} C Ok. In Folge ist die Abbildungt(2) - px(t,2) = FI*(kt, 2) auf der
offenen Obermeng®, von %KX x {x} definiert und unendlich oft éierenzierbar.
Somit hat Ff auf einer dfenen Obermenge vdf, x {x} dieselbe Eigenschaft. Da
Kyx C Iy und schlieRlich aucl € M beliebig war, istd* offen und F daraufC®.
Aus der Tatsache, dasgs® offen ist folgt unmittelbar die @enheit von®y. Als
Einschrankung auf eine Komponentexsts FIX(t, x) offensichtlich auciC>.

U

2.4.4 Korollar. Ist xe M und I, nach oben beschrankt, d.h.
Ix = (ax,bx) Mit — o0 <ay <0< by < 400,

so liegt ([0, by)) in keiner kompakten Teilmenge von M, dif ~,, Cx(t) = co, wenn
Mu{co} die Alexandrg-Kompaktifizierung ist. Entsprechendes gilt im Fadb < ay.
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Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an, so gibt es eine Folge ©§ ,~ by, sodass
limn_e Cx(tn) = zfir einz e M. Wegen .o DF = M gilt ze D fir ein festeg > 0.
Da D offen ist, giltck(tn) € DF fiir n hinreichend groR.
Fur solchenist dahett € I¢ ) = Ix — tn, bzw.t, +t € I} = (ax, bx). Das steht aber
im Widerspruch zu lims,o tn = by.
0

Besonders interessant ist nun der Fall, d@8s= R x M oder aquivalent, dass
Ix = R fur alle x e M. Man spricht dann von einegiobalen Fluss

2.4.5 BemerkungDer Fluss Ff ist genau dann global, wenn fiir je gin- 0 und ein
t < 0 gilt, dassD} = M.

In der Tat folgt auD* = R x M unmittelbard = M fur allet € R. Gilt umgekehrt
DX = M fuir eint # 0, so folgt aus Bemerkung 2.4.2, (v) und (iii), sof@af = M fur
alle se R mit sgn() = sgnt).

2.4.6 Beispiel.lst G eine Liegruppe un € g ein linksinvariantes Vektorfeld. Aus
Beispiel 2.3.8 wissen wir, dass der maximale Fluss denaid damit auch durch jedes
andereg € G aufle = Ig = R definiert ist. Also ist der entsprechende Flus$ &lf
ganzR x M definiert und daher ein globaler Fluss.

2.4.7 Beispiel.FirG = GL(n,R) und X = (B ~ [c§,]) € gl(n,R) ist nach Beispiel
2.3.9¢(t) = exptA) und damitcg(t) = BexptA), vgl. Beispiel 2.3.8. Also gilt

FIX(t, B) = BexptA).

2.4.8 Beispiel.SeiG wieder eine C*-)Liegruppe und bezeichne: G x G — G die
Gruppenmultiplikationf (g, h) = gh. Man sieht ganz leicht, dags— 0 (¢ Ty4G) ein
C>-Vektorfeld ist. Wegen Fakta 1.1.9, 8, ist damit auch die ifching

@ : (9, Xe) = (0,t7.6%Xe) € TGGX TG CTGX TG,

ausC>(G x T¢G, TG x TG). Beachte dabei, da3sG eine Untermannigfaltigkeit von
TG ist — wie man unschwer nachpriff,c : TeG — TG bezeichnet die Einbettungs-
abbildung.

Mit der Notation aus Fakta 1.2.20 ist daher auch die Zusamateandl foio ® :
G x TG — TG eineC>-Funktion und stimmt gemaf (8) mit

(9, Xe) = T1(g..) (Xe) = Tly (Xe) (€ TG) (2.9)
——

TG-TG

Uberein.

Damit haben wir insbesondere auch die Behauptung aus BEZSRi3 gezeigt, dass
X(9) := Tlg(Xe) fir jedes festeXe € TG ein linksinvariante€*-Vektorfeld ist, d.h.
X € g. Also ist gemal} Beispiel 2.28 — X(e) tatsachlich eine lineare Bijektion von
der Menge aller linksinvariant&>-Vektorfelderg auf T,G. Insbesondere singlund
TG diffeomorph, wenn wi vermoge einer linearen Bijektion aBfim® als Atlas zu
einer Mannigfaltigkeit machen.

Wegen Fakta 1.1.9, 8, folgt aus (2.9) auch, dass

Yi@X) - To(X@, _0 ) (eT(Gx(TG))

N——
=Tly(Xe) €Txe(TeG)
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ein C=-Vektorfeld aufG x (T<G) ist, wobeii : TG x T(TG) — T(G x (TeG)) der
Diffeomorphismus wie in Fakta 1.2.20 bezuglich der ManniigfieditenG und TG
ist. Wegen (see Fakta 1.2.20)

(FI*(.. @), Xe)'(t) = i(F*(., 9)' (1), @ ) = (X(FP(t. 9)). 0)
€TexgC  €Txe(TeG)

istt — (FIX(t,0), Xe), t € R, die Integralkurve vory durch den Punkig, Xe), womit
der Fluss FI(t, (g, Xe)) eineC®-Funktion in den Variablert(g, Xe) ist. Wir setzen
expXe) := FI'(L, (& Xe)) = FI*(L, @),

und sehen, dass exT¢G — G eineC®-Funktion ist.

SchlieBlich gilt fur X e g mit X(h) = Tly(Xe) und g € G bekannterweise
gexpXe) = gFIX(t,e) = FIX(t,g), siche Beispiel 2.3.8. Nach Bemerkung 2.3.6 gilt
exp(s- Xe) = FI*(s €) und daher

Toexp (s s Xe].) = [s exps- Xe)]. =
€To(TG) €TG
[s> FX(s 6]~ = FIX(.,&)/(0) = X(FIX(0, ) = Xe.

€TG

2.4.9 Korollar. Hat X einen kompakten Trager, d.h. der AbschkigspX der Menge
{x € M : X(x) # 0} istin M kompakt, so isEI* ein globaler Fluss.

Beweis. GemaR Satz 2.4.3 gilt).o DF = M = o DF. Laut Voraussetzung und
wegen Bemerkung 2.4.2, (iii), gibt &g > O,t; < 0 mit DX, D¥ 2 suppX. Fir
alle x ¢ suppX gilt wegen Beispiel 2.3.%¢ = R, d.h.x € Df, Df. Also insgesamt
o =M =D,

U

2.4.10 Lemma. Seien M und N beideGMannigfaltigkeiten, und sei b C*(M, N).
Weiters seien X X(M) und Y € ¥(N). Diese beiden sind genau dann h-verwandt,
wennFIY o (idg xh) = h o FI* auf einer gewissenenen Mengé& mit {0} x M € R C
DX N (idg xh)~1(DY).

Ist das der Fall, so gilD* C (idz xh)~1(DY) und darauf giltFI" o(idz xh) = hoFIX.
Also ist® = DX eine (und damit die groRte) zulassige Wahl.

Beweis. Gilt FI" o (idz xh) = h o FI* auf der dfenen Mengét 2 {0} x M, so folgt fur

x € M zunachst, dass-, ) x {x} C R fur eins > 0. Wegertik € DX n (idg xh)"1(DY)

gilt insbesondere<g, §) x {x} € DX und (=6, 8) x {h(x)} € DY bzw. (=6, 5) C Ix, In)-
Da furt e (-6, 8) sicher FY (t, h(X)) = h o FIX(t, X), folgt mit Fakta 1.2.10, 6, 7,

Y(h(x)) = FIY(., h(x))’(0) = (h o FIX(., X))’(0) = Txh FI*(.,X)"(0) = Tyxh X(x).
SindX undY hverwandt, so folgt fux € M undt € I,
(ho FIX(. %)) (1) = Texoh FX( %) (1) = Texggh X(FX(t X)) = Y(ho FIX(t, X)),

womit h o FI*(., x) in der maximalen Integralkurve vo¥i durchh o FI*(0, x) = h(x)
enthalten ist. Also folgtly x {h(X)} € DY und damit (ig xh)(D*) < DY, wobei
FIY o (idg xh) = ho FIX,

U
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2.4.11 Beispiel.Sei M eine Teilmannigfaltigkeit voiN und¢y die Einbettungsabbil-
dung. IstY € ¥(N) undX € ¥(M) das gemall Lemma 2.2.5 in eindeutiger Weise exis-
tierende zw (y-verwandte Vektorfeld, so folgt aus Lemma 2.4.10, dasétfig € DX
wegenx = (y(X) € M

FIY(t, x) = FIX(t, ).

Wir wollen uns anschauen, wie zwei Vektorfeldery € ¥(M) und ihre Flisse in
Verbindung stehen kdnnen. Dazu setzen wir zunachst

FIX := FIX(s,.) : DX - DX, (c M)

fir festess € R. Die AbleitungT FIX davon bildet damiff D% bijektiv auf TDX (<
TM) ab.

2.4.12 Lemma. Fur X, Y € ¥(M) und xe M gilt
0
S0t FIX, oY o FIX(x) = [X, Y](X), (2.10)

wobei TFIX, oY o FIX(x) fur alle in Frage kommendend I, (bzgl. X) Werte in TM
hat und damit die Ableitung dort zu bildenZsber Ausdruck links ir{2.10)heift die
Lie-Ableitung Lx von Y.

Beweis. Die Funktion & t,y) — FIX o FIX(y) ist auf der wegen der Stetigkeit von'Fl
offenen Teilmeng®** := {(s t,y) € R x D* : (s FIX(y)) € DX} vonR? x M definiert,
welche dfensichtlich{0} x {0} x M umfasst.

Seix € M und ¢ eine Karte auM mit x € U,. Wegen (00,X) € ©** und da
(s t,y) = FIX(X) o FIX(y) auf DX stetig ist, finden wir eird > 0 und eine fenen
UmgebungJ ¢ U, von x, sodass<é, §) x (—6,8) x U € DX und FE o FIX(y) € U,
und damit

FI¥(y) € U, T FIS oY o FIX(y) € U

furallest € (-6,6) undy € U.
Wir setzen nun fur jedes festes (-6, §) und variableg € D := ¢(U)

1(8) = ¢ o FIX(t,™1(£))

und erhalten damit ein@”-Funktiony, : D — D,,. Offensichtlich ist sogar die Funkti-
on (t, &) — yi(¢) eineC*-Funktion von 6, §) x D nachD,,. Wegen Bemerkung 2.3.2

gilt
D90 = 720 80 X0 67 (1) = aln(@))

=

mit a2 = 1 o @. Wegen dem Satz von Schwarz und der Kettenregel folgt

d
Gid7(8) = daz(n(€)) dn(&).
Aus (1.9) folgt andererseits figre (-6, 6)

o TFIZ og™ (£, 1) = (ys(&), dys(@)n)-

2Endlichdimensionale Vektorraume haben genau eine Tgpmldie sie zu topologischen Vektorraumen
machen.
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Setzen wir noclB := $ o Y o ¢t undp, := 13 0 3, so folgt

p(81.€) = m2 0§ o TFI oY o FIf o™ (¢) = dys(1(8)) B2(1(€))
mit der Ableitungdys(y:(¢)) im Sinne der Analysis II.
Zusammen mit B = id bzw.y, = id erhalten wir

20(5.0,8) = daz(ys&)) dys&) (o).
Aus dyo(&) = did(#) = id folgt

gp(o, t.£) = dB2(1(8)) a2 (8).

Somit folgt aus der Kettenregel fégr= ¢(X) wegen (2.7)

%It:op(—t, £ o(x)) = dBa(e(x))az(¢(x)) — daz(e(X))B2(¢(X)) = txe [X, YI(X).

Somit gilt

9 9
txtpahzo TFIX oY o FIX(X) = ah:o‘[xtp TFIX, oY o FIX(X) =

0 A
Eh:o mpo@oT Fl)ft oYo FltX(X) = txp [X, Y](X).

Datyp : TxM — RY eine lineare Bijektion ist, folgt (2.10). Das Vertauschem ¥y
mit %ltzo ist gerechtfertigt, da endlichdimensionale Vektorraume eine Topologie
haben, die sie zu topologischen Vektorraumen machen.

U

Wir betrachten nun die Funktiot, § x) — FIX o FIY(x) = FIX(t, FIY(s, X)) mit dem
Definitionsbereich

DX = {(t, s X) eRx DY : (t, FI'(s X)) € DX} (CRZXx M).

Als Urbild einer dfenen Menge unter einer stetigen Funktion ist diese Meffigs o
Genauso ist der Definitionsbereich

DY = {(t,sX) eRZX M : (s t,X) € R x DX, (s FIX(t,x)) € D'} (CR? x M).
von (¢, s, X) - FIY o FIX(x) = FIY(s, FIX(t, X)) offen.

2.4.13 Proposition. Sind XY € X¥(M), so gilt:
Es existiert eine flenen Meng& € %Y N DYX mit {0} x {0} x M C Q, sodass

FIX o FIZ(x) = FIY o FIX(x), furalle (t,s%) € Q, (2.11)

genau dann, wenfX, Y] = 0.
Man spricht in dem Fall volkommutierenden Fliissen

Beweis. Gelte zunachst (2.11). Zxe M gibt es weger0} x {0} x M € Qeind > 0
und eine &fene Umgebungy von x, sodass+d, 6) x (—6,6) x U C Q. Fir ein festes
t € (-6, 0) folgt fur

h:U — M, h(y) = FIX(y)



40 KAPITEL 2. FLUSSE

aus (2.11), dass His, h(y)) = ho FIY(s y) fir alle s € (=6, ) und alley € U.
Nach Beispiel 2.4.11 gilt fur die Einschranku¥ly : U — TU des Vektorfelde¥
aufU, dassd"v ¢ ©Y und (FI')|yv, = FI'V. Es folgt

FIY(s h(y)) = ho FI"V (s y)

fur alle (s,y) € ((=6,6) x U) n DV 2 {0} x U. Wenden wir Lemma 2.4.10 abfund
die Vektorfeldery|y undY an, so folgt

T(FIX|u)oYlu = Tho Y|y =Yoh=YoFIX|y.
N———
=(T FIX)lru

und zwar fur alle € (-6, 6).
Wegenx € U gibt es aus Stetigkeitsgriinden eirc® < ¢ mit FIX(x) € U fur alle
t| < ¢’. Fur solchd folgt dann

TFX o Y(FIX(X) = Y o FIX(FIX(X) = Y(x).

eTU

Aus (2.10) schlieRen wir aufq, Y](x) = %h:oY(x) = 0. Dax € M beliebig war, folgt

[X,Y] =0.
Umgekehrt bedingtX, Y] = O fur jedesx € M undt € |, wegen Bemerkung 2.4.2
die Gleichung

9 9
s st T FIX oY o FIX(x) = e lszoT FIX oY o FIX (X) =

0 9
als=oT FIX, oT FIX oY o FIX o FIX(X) = T FI%, o ls=oT FI*;oY o FIX o FIX(X) =

T FIX o[X, Y] o FIX(x) = 0.

Das Vertauschen vo|so und T FIX; ist gerechtfertigt, d& FIX; hier eine lineare
Abbildung von dem endlichdimensionalen Vektorratlipﬂx(x)M nachTyM und somit

stetig ist. Es folgfl FIX, oY o FIX(x) = TFIX,0Y o FIX(x) = Y fur allet € I. Anders
formuliert erhalten wir fiir jedese R

TFIZ oY o FIX(x) = Y(x), furalle x e D%,
Substituieren wix = FIX(y) und beachten Bemerkung 2.4.2, (iv), so folgt
TFIXoY(y) = Yo FIX(y), furalleye D).
Zu einem festerx € M wahles > 0 und eine ene UmgebundJ von x, sodass
(=6,8) x U ¢ DX. Damit giltU c D fur allet € (=3, ).
Fir ein festes aber beliebiges solchesetzen wirh = Fltxlu U - Mund
schrankery aufU ein. Wieder nach Beispiel 2.4.11 gilt dafor’v ¢ DY und
(FI)| vy = FIMv : v U (€ D)). (2.12)

Wenden wir Lemma 2.4.10 abifsowie auf die VektorfeldeY|y undY an, so folgt

(idg x FIX)(D"V) = (idg xh)(D"V) ¢ DY (2.13)
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und
FIX o FIY(y) = ho FI'U (s y) = FIY o(idz xh)(s.y) = FIY o FIX(y)

fur alle (s y) € D" (2 {0} x U) und fur beliebiges € (-6, 6).

Nun ist®"U offen inR x M und daher{s, §) x ©' offen inR? x M mit (0,0, X) €
(-6,6) x DYv, wobei wegen (2.12) dann-§,6) x DY ¢ D¥X und wegen (2.13) auch
(=6,6) x DYv C DXY,

Bezeichnet num die Vereinigung aller dieser Mengend, §) x D'v, wennx € M
lauft, so istQ eine dfene Teilmenge vo@*Y N DX, die {0} x {0} x M enthalt.

u

2.5 Distributionen, Satz von Frobenius

Hat man nicht nur zwei, sondern endlich vi€&-\VektorfelderXy, ..., Xi auf einer
Mannigfaltigkeit, so ist der Definitionsbereich vo, (.., t, X) = FI* o -+ - o FIY¥(X)
rekursiv nactk definiert durch®*: fur k = 1 und

Dxl;...;xk —

{(t 1 X) ER XM 2 (o, ..., b, X) € D2 (1, FRZ 0+ - 0 FR¥(x)) € D*)

fur k > 1. Man zeigt induktiv naclk leicht, dass die Menge®”: %« alle ofen in
R¥ x M sind, {0} x M enthalten, und dassy(...,t, X) = FI'o--- o FR¥(X) auf

X% gineC*-Abbildung ist.
Das folgendes Resultat ist eine Art Umkehrung von Beispiei&

2.5.1 Satz. Sei M eine d-dimensionaleGMannigfaltigkeit und seien X..., Xk €
X(M), sodass X(X), . . ., Xk(X) als Elemente von,M linear unabhéangig sind, und zwar
fur alle xe M. Weiters gelt¢X;, X;] =0, i, j € {1,...,k}.

Dann existiert um jeden Punkt aus M eine Kaptesodass auf |J

Beweis.Seix € M undy eine Karte mitx € U, undy/(x) = 0. Setzen wigy notigenfalls
mit einer geeigneten linearen Abbildung zusammen, so &dmwir dazu annehmen,
dasstyy Xi(X), . . ., txy Xk(X) zusammen mig,1, .. ., €y denRr? aufspannen.

GemaR deruberlegungen vor dem gegenwartigen Satz gibt essein0, sodass

Us(0) € Dy, 710, ...,0,t1,. .., tg) T € DXai-Xund damit
h(ty, ..., ta)" == Fl o+ o FI oy ™0, ..., 0, tiya, ..., ta) "

furalle (ty,...,tq)" € Us(0) wohldefiniert. Wegen der Stetigkeit vhrseis > 0 auch so
klein, dass das Bild vohin U, enthalten ist. Machen wit > 0 notigenfalls abermals
kleiner, so konnen wir auch annehmen, dass

W HO,..., 0t .. tg)" € DXXot

fur jede Permutationr von {1, ...,k}. SchlieBlich kbnnen wir voraussetzungsgeman
Proposition 2.4.13 anwenden auf alle Pa¥eX; und sehen, dass wér> 0 notigen-
falls ein letztes Mal kleiner machen kdnnen, sodass

h(tr.....ta)" = Fi® o o FIC op (0, ., 0ty .. )"
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auf Us(0) und fur jede Permutatiom von{1,...,k}. Somit gilt firj = 1,...,k wegen
Bemerkung 2.3.2

0
—yoh(ty,... tq)"
atj‘”” (tg,...,tq)

Xjfl
ti1

X

d ,
= EwoFlthJ oFR 0. o Fl t o Fl o o FIN oy ™1(0,..., 0, iy, ... to)]
]

i
+

X

Xi_
e Fl;.
j

:71'201pcan(F|tj'o|:|t)ilo---o|:|til

oo Flt):k ot,Vl(O, R O R PR T td)T)

i
+1
.....

Furj=k+1,...,dgilt (ﬁ%lpo h)(0,...,0)" = ﬁ%hj:o(o,...,O,Ij,...,O)T =g
Gemal unserer Wahl vanist dy o h(0, ..., 0) (Ableitung im Sinne der Analysis
II) invertierbar. Also gibt es fiene Nullumgebunge@, D ¢ Us(0), sodass

T:=¢oh:C—->D
einC*-Diffeomorphismus ist. In Folge igt:= T~1 oy = (hlc) eine Karte auM mit
U, = ¢~ }(D) > x. Zudem gilt firy = hic(ts, ..., t)T € U, undj = 1,...,k
_ _ 40
tye Xj(y) = (@THWW) tywr Xi(y) = @T(T o y(¥))) 1gl// oh(ty,....tg)" =
i

(dT(ty,..., td)T)fldT(tl, e, td)Tej = €.
Also gilt Xj = -
0

2.5.2 Korollar. Sei M eine d-dimensionale “GMannigfaltigkeit und seien
X1,..., Xk € ¥(M), sodass XX), ..., Xk(X) als Elemente von,M linear unabhangig
sind, und zwar fur alle x M. Weiters gelte fur alle x M und i j € {1,...,k}

[Xi. Xj1(X) € spartXy(x), ... Xx(x)}.

Dann existiert um jeden Punkt aus M eine Kaptesodass auf |J

x-—id-- 9 1.k
=20 g =K
i=1 6‘10I

wobei d; € C*(U,,R) furi, j=1,...,k.

Beweis.Seix € M undy eine Karte mitx € U,. Fir die Funktionen
al=mofoXjoy™t:D RY
p=moyoXjoy "Dy —

gilt a)(t) = tyamy Xj(¥1(t)). Damit sind die Vektorem3(t), ..., ak(t) € RY immer
linear unabhangig.

Ersetzen wiiy notigenfalls durclar oy fur eine geeignete Koordinatenpermutation
o, so kénnen wir annehmen, dass die ergt&intrage vonv(¥(X)), . . ., a5(¥(x) als
Elemente voiR¥ linear unabhangig sind. Wir definieréy) € R fury € Uy, so, dass
ihre Spalten geradel(y(y)), . .., a5(¥(y)) sind. Zudem seD(y) € R®* so, dass die
ersterk Zeilen vonA(y) und vonD(y) Ubereinstimmen. InsbesondereliXx) regular.
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Da die Determinante stetig ist, konnen wirauf einen neuen Definitionsbereich
U, einschranken, sodagXy) = (dij(y))i j-1..x fur alley € U, regular ist. MitB(y) =
(bij(Y))i,j=1...k wollen wir die InverseD(y)~* bezeichnen. Fiy € U, folgt

P80 = gy @.14)

.....

und auchy — B(y) eineC*-Funktion ist. Also sind auch=1,...,k

Yiry e ()t AY)B(Y)e) (€ TyM)

punktweise linear unabhangige -Vektorfelder autd,, vgl. (2.1), wobei wegen (2.14)
und wegen?-(y) = (ty) '

d
0 0
Yi(y) = —W) + Gi(y)=—(y).
M= v, v) i:§k+l 1\%e i )
Aus [6%' %] (y) = 0 (vgl. Beispiel 2.1.8) und den Rechenregeln in Lemma 2.0d# u

Lemma 2.1.7 folgt
d

Y Yel0) = D ) 5-0) (2.15)

n=k+1
fiar £ € C*(Uy, R).

,m
Andererseits folgt aus der Linearitat vapg) 1, dass

k k
Yi(y) = D by(y)Xiy) bzw. Xi(y) = > i (»)Yi(y). (2.16)
i=1 i=1

Aus der ersten Gleichheit, der Voraussetzung und den schavendeten Rechenre-
geln ergibt sich

k
[, Yad(y) = D 01X () (2.17)
i=1

fury € U, und mit Funktionerg:’m : Uy — R. Wenden wirtyy auf (2.15) und (2.17)
an, so folgt

0
s (Y) (i)
A(y) = tylﬁ [Y|7 Ym](y) = flkr;l(y) .
() o
i)

Nun sind aber die erstéaZeilen der Spalten voA(y) linear unabhangig, Wag%m(y) =

- g}fm(y) =0 bzw. [Y;, Yml(y) = 0 zur Folge hat.
Nach Satz 2.5.1 existiert zueine Kartep mit x € U, € Uy, sodass aufl,

was wegen der zweiten Gleichheit in (2.16) die Behauptumgpiss.
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2.5.3 Definition. SeiM eineC*-Mannigfaltigkeit. Eine Abbildund : M — P(T M)
heif3tDistribution, wenn es eirk € N mit 1 < k < dimM gibt, sodasD(x) fur alle
X € M eink-dimensionaler linearer Teilraum vai M ist. k heil3t dann die Dimension
vonD.

Eine DistributionD hei3tC> (oder glatt), falls es um jedes € M eine dfene
UmgebundJ von x undC>-VektorfelderYs, ..., Yx € X¥(U) gibt, sodass

D(y) = spantYi(y),..., Yk(y)} furalleye U.
Eine C*-Distribution D heif3tinvolutiv, falls ausX,Y € X¥(M) mit X(x), Y(X) € D(X)
fur alle x € M folgt, dass
[X,Y](x) € D(x), furalle xe M.

Eine TeilmannigfaltigkeitN von M heif3tIntegralmannigfaltigkeieiner Distribution
D: M — P(TM), falls
Tun (TxN) = D(X)

fur allex € N.

Der Begrif Integralmannigfaltigkeit ist eine Art Verallgemeinerudgs Begtites
der Integralkurve eines einzigen Vektorfeldes. In der d&gtfunmittelbar aus Beispiel
2.4.11 zusammen mit Lemma 2.2.5, dass furXia ¥(M) mit X(x) € D(x) fur alle
x € N der Fluss Pi(t, x) fiir alle x € N und betragsmaRig hinreichend kleine 1,
ganz inN verlauft.

254 Lemma.lst D : M — P(T M) eine C°-Distribution derart, dass es zu jedem
x € M eine Teilmannigfaltigkeit Nvon M gibt, sodass & Ny und sodass Nintegral-
mannigfaltigkeit von D, dann ist D involutiv.

Beweis. SeienX, Y € X¥(M) mit X(y), Y(y) € D(y) fur alley € M. Istx € M fest, so
gilt voraussetzungsgemadgy), Y(y) € D(y) = Ty, (TyNy) fur alley € Ny, womit wir
Lemma 2.2.5 anwenden kdnnen, um die Existenz zweier Vightiar X, Yy € X(Ny)
zu erhalten, sodass, und X sowieY, undY jeweils:y, -verwandt sind.

Nach Lemma 2.2.2 sind aucKj], Yy] und [X, Y] n,-verwandt, was aber

X, Y109 = [X YI(en (¥) = Ten, [Xxo Yul(X) € D(X)
€TyxNy

bedingt. Dax € M beliebig war, istD involutiv.

u

Der Satz vorfFrobeniusist unter anderem eine Umkehrung von Lemma 2.5.4.

255 Satz.Sei D: M — P(TM) C*-Distribution. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent.

(1) Distinvolutiv.

(2) Zu jedem xe M gibt es eine TeilmannigfaltigkeityNvon M, sodass x N, und
sodass N Integralmannigfaltigkeit von D ist.

(3) Zu jedem »x M gibt es eine Kartep mit x € U, sodass

00) = span{ 5= (... 500} 218
®1 Pk

fur alle y € U,. Dabei ist k die Dimension von D.
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Beweis.
(2) = (1) Dasistder Inhalt von Lemma 2.5.4.

(3) = (2) Seix € M undg eine Karte mit besagten Eigenschaften. Unmittelbar aus Defi
nition 1.3.1 folgt, dasdly := ¢~1((R* x {pa-k(¢(X))}) N D,) einek-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit vonM ist, die x enthalt.

Nach Bemerkung 1.3.6 igin, = pk © ¢ln, €ine Karte vorN, mit U, = Ny.
Nach Bemerkung 1.2.7 ist dann

0
A(en,) |

eine Basis vorTyNy fir alley € Ny. Nach Proposition 1.3.7 spannt damit

) = [t etleny) +te)l, j=1,....k

Ty, L(Y) = Ty, [t ot (on, (Y) + )]~ = [t = ont(en, (Y) + tey)]- =
(en,)j

_ 0 .
[to ¢ o) +te)l. = 5=0), =1k
Pij
ganzTy, (TyNy) auf. Voraussetzungsgeman gilt dafi@i, (TyNy) = D(y).

(1) = (3) Nach Definition 2.5.3 gibt es um jedes feste M eine dfene Umgebund)
von x und punktweise linear unabhangig&-VektorfelderYs, ..., Yk € ¥(U),
sodass

D(y) = spantYa(y),..., Yk(y)}, yeU.

Machen wirl notigenfalls kleiner, so konnen wit als Definitionsbereich einer
Karte annehmen. Nach Beispiel 2.1.5 gibt esgia C*(U,R) mit Werten in
[0, 1] und mit kompaktem Trager ibJ, sodasg|y = 1 fur eine gewissefene
UmgebungVv von x.

Die Vektorfelderg - Y; lassen sich dann 20*-Vektorfeldern aufM fortsetzen,
indem mary - Y; aul3erhalb votJ identisch Null setzt. Diese Fortsetzung — wir
bezeichnen sie auch ngt Y; — stimmt mitY; aufV tiberein. Gfensichtlich gilt
auch @ - Y;)(y) € D(y) fur alley € M, und firy € V spannen diese garix(y)
auf. Nach Voraussetzung gilt daher fur all¢ € {1, ..., k}

[9-Yi.g-Y{I(y) € D(y) = sparf(g - Y1)(¥).-...(9- Y)(y)}, furalle yeV.

Nach Korollar 2.5.2 angewandt aufgibt es eine Karte vonV und daher von
M mit x € U, und sodass fir allee {1,...,k}

0 0
Yi) = 9- Vi) € span{a—m(w,..., 6—w(y)}, yeu,

Da sowohl dieYi(y) € TyM, i € {1,...,k}, als auch dieﬁ%(y) e TyM, i €
{1,...,k} linear unabhangig sind folgt (2.18).
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Kapitel 3

Differentialformen

3.1 Etwas Lineare Algebra

3.1.1 Definition. Sei® ein Vektorraum UibeR undk € N. Eine Abbildung
w:B(=Vx---xB) >R
hei3tk-multilinear oder auctk-Formauf 3, wenn
WV, ..., AV +uuj, .. V) = AV, <L Vs e Vi) + (Vi - Uy V)
— e
j-te Stelle

furalleuj,vy,...,vc e B, alled,peRundallej = 1,...,k
Fir einek-Form w auf 8 und eine Permutatior € S({1,...,k}) der Menge
{1,...,k} setzen wir

oxw: VK-> R, (Vi,...,%) — w(V(r(l), o, Va(k))
Einek-multilineare Abbildungv heiRtalternierend falls

W =sgnE) - (o * w)

fur alle Permutationenr € S({1,...,k}) der Menge{l,...,k}. Dabei ist sgnf) das
Vorzeichen der Permutatian d.h.

_ 7o) — o)
Sgn@') = lI:][ T S {—1, +1}
Die Menge allek-multilinearen Abbildungen au werde mitMy () bezeichnet und
die Menge alleik-multilinearen alternierenden Abbildungen alifmit Ak(V). Wir
setzen auch nochMo(B) = Ap(B) = R.

Es sei bemerkt, dass wir schlussendlich hauptsachlichlg®) interessiert sein
werden, wobei es eher um die algebraischen Eigenschaftefid®) gehen wird als
um die Tatsache, dass es sich dabei um multilineare Abhileluhandelt.

Fir das Folgende wollen wir aus der Linearen Algebra in iigiang rufen, dass
sgn : G({1,...,k}) — {-1,+1} ein Gruppenhomomorphismus ist. AuRerdem werden
wir fur o € ({1, .. ., k}) oft auch kurzSy schreiben.

47
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3.1.2 Fakta.

1. Man Uberzeugt sich ganz leicht, das&(8) mit der punktweisen Addition und
skalaren Multiplikation ein Vektorraum tb&rund Ak (V) ein linearer Teilraum
davon ist. Gfensichtlich gilt auchM(B) = A1 (B) = V*, wobeiB* den alge-
braischen Dualraum vofi bezeichnet.

2. Mit w € M(B) ist offensichtlich auclrx w € My(B) furalleo € ({1, ..., k}).
Zudem qilt firo, 7 € ({1, ...,k})

ox (T*xw)=(0oT) % w.

Die Abildungw +— o * w als Abbildung vonMy(8B) nach M(D) ist linear.
Diese Abbildung aufAx(B) eingeschrankt stimmt mit sgnj - idz, ) Uberein.

3. Ist (b))jes eine Basis vorB, so istw € My(8) offenbar eindeutig dadurch be-
stimmt, welche Werte ad&sie den Tupelnlj,, ..., b;,) fur alle (j1, .. ., jx) € I
zuordnet.

,,,,,

definiert (diel,, . . ., Ik sind endliche Teilmengen vaR

w Z /ljlbjl’ cees Z /ljkbjk = Z Ajy - oo Wi,

ji€l1 k€l j1€l1,mm JkElK

offensichtlich ein&-Form, diew;,, . j, = w(bj,,...,b;) erflllt. Sie ist auch die
eindeutige solche Form.

4. Fur einw € M(B) gilt w € A(B) genau dann, wena(vy,...,v) = 0 fur
alle (v1, ..., ) € B, sodass; = v; fur zwei verschiedeng j € {1,...,k}, bzw.
genau dann, wenn

w(bil, ey bik) = sgn(r) . w(birr(l)’ Cee bi{,(k))

fur alle (i1,...,ix) € J*undo € S({1,...,k}), wobei ©;) ;e wieder eine Basis
von Y ist.

5. Sei nunB endlichdimensional und sefb{)c; mit #J = dim¥3 wieder eine Ba-

..........

.....

(Kroneckers) wohldefiniert ist. Fur einc € S({1,...,k}) gilt wegeni; =
jo.—l(l), ey ik = ju-—l(k) (=4 ig(l) = jl, ey ig—(k) = jk fur (il, ey ik), (jl, ey Jk) S Jk

ot x Qbil ,,,,, by, = O, » (3.2)

(1) Dok

In der Tat zeigt man durch Einsetzen von verschiedenen el . ., b;, , dass

diese@bil ,,,,, bi, linear unabhangig sind, und dass fur eir My ()
w= Z WO, ...0,) bbb, - (3.2)
(igoo.nig)ed

Insbesondere hat damitl,(3) Dimension (dinB).
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6. Furw € A(B) mitdimB < oo gilt sicherlichw(bi,, ..., b,) = 0, wenn mindes-
tens zwei der Indizess, ... ., ix gleich sind, d.h. fi4, ..., ik} <k

Sind alle Indizedy, ..., ik verschieden, d.h.{#,...,ik} = k, so gilt fur jedes
andere Tupeljg, ..., jx) € J¥, sodas$is, . .., ik} = {j1.. .., jk}, Sicherlich

(‘U(bjl’ M b]k) = Sgn(T) a)(bip MERR] bik),

wobeio € S mitiyg = js. Also folgt aus (3.2) (wir nehmen an, dadsotal
geordnetist; z.BJ C N)

w= Z w(bil,...,bik)-ngn@—)-e% ,,,,, - (3.3)

KCJI#K =k, oeCy
K={ip<-<ig}

=16k

Da sgn : &x — {-1,+1} ein Homomorphismus ist (siehe Lineare Algebra),
Uberprift man mit (3.1) unmittelbar, dags € Ax(V), vgl. (3.5). Somit bilden
diedy, K c J#K =k, eine Basis vow(®). Es folgt dim7i(®) = (}), wobei

n = dim%B. Insbesondere entha(B) nur die Nullform furk > n.

Man erkennt aus (3.3) auch sofort, dass Ax(V) eindeutig durch alle Aus-
drickew(by,, ..., bj), {j1 <--- < jk} € J, bestimmt ist.

Insbesondere igik jenes Element vorA(DB), fur dasék (bj,, ..., b;,) = 0, falls
K#{j1< <k Und@K(bjl,...,bjk) =1,fallsK = {j1 < -+ < ju}

7. Furk = nmitn = dim® ist A(®) = (3) = 1. Also gibt es bis auf skalare Viel-
fache genau eine alternierenai€orm auf einemn-dimensionalen Vektorraum.
Wie aus der Linearen Algebra bekannt, ist das die Deterrtemdorm.

Im FalleB = RX gilt daher fir jedesy € Ax(RK)

a)(Vl, e ,Vk) =d- Z sgn@-) C Qo)1 .- Aok (3.4)
U’E‘sk
=:A(V1,...,Vk)

fur ein vonw abhangigesd € R, wobeiv; =
(079}
3.1.3 Definition. Seien®B undW zwei Vektorraume UbeR undk € N U {0}. Weiters
seiA: B — W linear. Fir einw € My(2B) sei filr (1, ..., v) € BX
AT(@)(\1, -, W) = W(AW), . ..., A(W))-
Im Fallek = 0 istw eine reelle Zahl, die von keiner Variablen abhangt. Aldaesewir
sinnvollerweiseA" (w) = w.

Furk = 1 ist das nichts anderes, als die aus der Linearen Algebianbék Trans-
ponierte Abbildung.

3.1.4 Fakta.

1. Man Uberpriift leicht auch im allgemeinen Fall, dad$w) € M (B) und dass
AT M() — My(B) linear ist. Wir sprechen auch hier von deansponierten
Abbildung
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. Offensichtlich gilto x AT(w) = AT (0 % w) fur jedeso € ({1, ..., k}).

. Sind%B, W, $ drei Vektorraume und : B — W sowieB : W — $ linear, so gilt

(Bo A)T = AT o BT als Abbildung vonMy($) nachM(2). Insbesondere gilt
(AHT = (A1) fir bijektivesA.

. Jedesv € Ax(W) wird — wie man sich sofort tiberzeugt — auf eine alternideen

k-Form abgebildet, d.PAT| 4, | Ak(W) — Ak(B).

. Sei® ein endlichdimensionaler Vektorraum mit ditn= kund seiA: 8 — B

linear. Wegen din#Ax(L) = 1 hatAT : A(B) — Ax(B) einen Eigenwert, d.h.
Alw = - w, w € A(B). Den Eigenwert: bezeichnen wir al®eterminante der
Abbildung Aund schreiben auch datdafir, vgl. Lineare Algebra.

. Da Ao B)T = BT o AT auf AV) den Eigenwert (deB) - (detA) hat, folgt

unmittelbar detfB) = (detA) - (detB).

. DaA(ey,...,&) =1 (vgl. (3.4)) giltim FalleB = R¥

A(Aey,...,Aq) = AT(A)(eL, ..., &) = (detA) - A(ey, ..., &) = detA,

also die bekannte Formel zur Berechnung von Determinanten.

. IstR : RK — 9 linear und bijektiv, undA : 8 — ¥ linear, so hatR *:AR)T =

R" AT (R")™! auf A(R¥) den selben Eigenwert wi" auf Ay(B). Also gilt
detA = detR AR = A(R'ARe,...,R ARg).

Das bedeutet, dass sich die Determinante von AbbildungeHlitfeé von belie-
bigen Koordinaten berechnen lasst.

Um aus einek-Form eine alternierendeForm zu machen, wollen wir folgende

Abbildung definieren.

3.1.5 Definition. Sei®B ein Vektorraum. Fliw € M (B) mit k € N setzen wir

Alt(w) := % : Z sgnE) - (o * w).

O'E‘Ek

Furk = 0 sei Alt definiert als die Identitatsabbildung aufp(8) = Ap(B) = R.

3.1.6 Fakta.

1. DaAlt(w) Linearkombination vok-Formen ist, gilt Altw) € M(B). Aul3erdem

ist fur v € S die Abbildungw — 7 * w linear; also gilt wegen x (o *x w) =

(too)*xw
1

T Al(w) = -

D sgng) - 7x (0 % w) = (3.5)

O'E‘Ek

k_]i -sgnf) - Z sgnfo o) - (to o) * w = sgnf) - Alt(w),

(oS Gk

und damit Altw) € Ax(B).

2. IstA : 8 — W linear undw € M), so folgt aus Fakta 3.1.4, 2, dass

AT(Alt(w)) = Alt(AT (w)).
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3. Die Abbildung Alt : Mi(8) — A(V) (€ Mk(DB)) ist als Linearkombination
linearer Abbildungen selber linear. Wegen sgn(o x w = w fur alternierendes
w gilt sogar Alte Alt = Alt, d.h. Alt ist eine Projektion.

4. Istl C {1,...,k}, so kann man auch Al definiert durch

Alt(1)(w) = (#—T)!- > song)-oxw

D’EGk
Tl =iz,
betrachten. Genauso wie oben zeigt man, dass)Al) tatsachlich inM(B)
liegt, dass Alt() : Mk(B) —» M(DB) linear ist, dass All()(w) alternierend in
den Indized ist, und dass Alt()(w) = w fur ein in den Indizes alternierendes
w, d.h. Alt(l) o Alt(1) = Alt(l); alternierend fur einv € Mi(8) in den Indizes

,,,,,,,,,,

Offenbar gilt auch Alt{1, ..., k}) = Alt.

5. Da Alt(w) insbesondere alternierend in den Indizést, folgt Alt(1) o Alt = Alt.
Um auch Alto Alt(1) = Alt zu zeigen, rechnen wir

Alt o Alt(1)(w) = %‘ : Z sgnE) - o * Alt(1)(w) =
1
W;k 1;5;( Sgn(TOT).(O—OT)*(U-

Fur ein festes ist o — o o 7 eine Bijektion aufSy, womit die Summe Uber die
o’s genawk! - Alt(w) ergibt. Also folgt

AItoAIt(I)((u):(#I—;k! > K)AI(w) = Alt(w).

7€
Tl v =id |1,k

6. IstB endlichdimensional undx);c; eine Basis mit # = dim®, so gilt fur die
Basiselementéx von Ak(VB) bzw. b, b, von Mi(B) (vgl. (3.2) und (3.3)) die

..... i

Beziehung
sgne) - Ok, #K =k
Kl - Alt(6y, ..b,) = '
( Biy e b.k) {O, #K < k
wobeiK = {iy, ...k} undo € &, sodasK = {iyq) < -+ <iyw}

3.1.7 Definition. Sindw € M(B), @ € M;(B), so setzen wir
w® w(V:L, RN} Vk7 Vk+17 DR Vk+|) = (A)(Vl, BN} Vk) : w(vk+l’ BN} Vk+|)’
sowie im Fallew € A(V), w € AI(B)

WA= %Alt(w@w).

Man spricht vom sogenanntétackprodukt

Man beachte, dass ® @ und w A @ auch definiert sind, wenk = 0 oderl =
0. In dem Fall istw ® @w bzw. w A @ nichts anderes als die Multiplikation mit der
entsprechenden Konstanten.
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3.1.8 Fakta.

1. Offensichtlich istw ® @ € My (B), wennw € My(B), w € M(3). AuBerdem
ist® : Mi(B) x M(B) - My 1(B) bilinear. Schliel3lich ist assoziativ, d.h.
w® (w®h) = (wew)® 6. Man lasst daher hier die Klammern weg.

2. Ist® endlichdimensional k) je; eine Basis mit # = dim®, und ist }) e, die
dazu duale Basis voti*, d.h.bi(bi) = 6i j, so gilt fr die Basiselementg, _ p,
von My(9) (val. (3.2)), das#, = b’ (€ M1(B) = B*) und

b, = b, ®- @b

,,,,,

3. w A @ liegt in Ay (B), und als Zusammensetzung einer bilinearen und einer
linearen Abbildung ist : Ak(B) x A(V) — Ak (V) auch bilinear.

4. A ist ebenfalls assoziativ. Um das zu verifizieren, werden wir
((..(wLAW) A .. )Awr-1) Awr =

(ky + -+ k)!
Kyl oveoo k!

wi A (w2 A A(wr-1 A wy)...))

Altf(w1® - @ wy) = (3.6)

fur wj € A (), j = 1,...,r, durch vollstandige Induktion nacmachweisen.

Furr = 2 ist das die Definition vom; A w,. Gelte (3.6) furr, und seien nun
wj € A (), j=1,....r+1. Setzenwil ={1,...,k +--- + Kk}, so folgt aus
der Induktionsvoraussetzung

Kyl « oo - Kt (- (@1 A@2) A Awra) Awr) ® wria(Va - Vigeoskay) =

Z sgn@-)-a)l@- - Qwr ®Wr +1 (V(r(l)’ v Vor(ky etk ) s Vgt ko +1s « « + 5 Vk1+»-»+k,+1) =

U’E‘sk1+...+k,

Z sgn@-) w1 ® - Qwr ® Wri1 (Vu—(l), e, Vo’(k1+~-~+k”1)) =
J€6k1+...+k”1
Tl kg 4ty g N =IO (g etk N

(kg + -+ k) - Alt(1) (w1 ® - - - ® wr41).
(Kat-+Kria)!

Wenden wir darauf Alt an und multiplizieren -1+-~-+kr)!k1! _____ w1 SO folgt aus
Fakta 3.1.6, 5, dass

((C..(@LAw) A Awra) Awr) Awrig =

W Alt ((((. (@IAw) A L) Awra) Awr)® w,+1) -
e |
(kkll|+ .. .Tkl:rjll!). Alt(w1 ® - - - ® wr11).

Genauso zeigt man die rechte Seite von (3.6) fid. Wegen der Assoziativitat
werden wir im Folgenden meist die Klammern beim Hackprodvdglassen.
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5.

10.

Ist 8 endlichdimensional,byj)jc; eine Basis mit einer total geordneten Index-
mengeJ mit #J = dimQ, und ist b’lf)jej die dazu duale Basis vos*, d.h.
b*j‘(bi) = di j, so folgt aus 2, aus Fakta 3.1.6, 6, sowie aus (3.6), dass

-0k, #K =k
b A Al = {5916) b ,
! k 0, #K < k
wobeiK = {iy,...,ik} undo € S, sodasK = {iy1) < - <o)

Insbesondere ist danbi*l(/\ A bi*k)‘i1<...<ik|gj eine Basis vow € Ay(DB).

. Sindw € AB) undw € A (), so giltw A @ = (-1)¥@ A w. Ist namlich

o € G,, sodass

o) =k+1,....00)=k+l, ol +1)=1,...,0(+K =k

(k+l)!

so giltw ® @ = 0 * (@ ® w). Wenden wir = - Alt an, so folgt
WA= %ﬁ-) ngn(roa)-(‘roa)*(w@w)=Sgnb')-w/\w.

TE Gk

SchlieBlich Uberzeugt man sich leicht, dass siclals Produkt vorkl-vielen
Transpositionen schreiben lasst, d.h. sgné (1)

. FUrA: 8 — W linear undw € M (W) folgt unmittelbar aus der Definition von

®, dassAT (w ® @) = AT(w) ® AT (@) fir w € M(2W), w € M|(W). Sind diese
Formen sogar alternierend, so folgt aus Fakta 3.1.6, 2, aladsAT (w A @) =
AT(w) A AT ().

. Sindvy, ..., W% € Bundwy,...,wk € A1(B) = B*, so folgt mit (3.6)

w1 A Awk(Ve, .., W) =

Z sgnE) - o x (W1 ® - @ wy)(V1,..., V) =

O'E‘Ek

Z sgnE) - w1 (Vo) - -+ - - wk(Voy) = det(a)j(vi))

ij=1,...k
O'EBk

. Im Falle® = R* folgt daraus s, . . ., i € R¥)

€ A Ag(Ve, ..., V) = detB) = A(vy, ..., V),

wobeiB die kx k-Matrix ist, deren Spalten genau digs sind, undA wie in (3.4)
ist.

Wir betrachterg’ A --- A € € ARY) mit {ip < --- < ix} € {1,...,d} (total
geordnet) und@® € R®* als Abbildung vorR¥ nachR?. Nun liegtBTe’ A- - A€ €
A(RY), wobei wegen 8,

B'e A---A€ (€1,....8) =€ A--- A€ (Bey...,Ba) =
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.....

gleichiy, ..., iy streicht. DaA(R") eindimensional ist, foIgBTel*1 Ao A ei*k =

Fir eine allgemeines € Ax(RY) geschrieben in der Form

w= Z Aliyecciy) €, A A8 € ARY),

{ig<-<ik)c(l,....d}
folgt

BT(/.) = Z /l(i1<...<ik) . detB(il i |- Ae ﬂk(Rk)

{ig<-<ik)c(l,....d}

3.1.9 Definition. Sei® ein Vektorraum UbeR. Wir setzen

A®) = P AW,

0<k<dim®

und verseherA(B) mit A : A(B) x A(V) — A(V), indem wirA : A(B) X A (V) —
Ax+1(B) bilinear aufA(B) fortsetzen. Man nencfl(*V) einedulRere Algebra

Offensichtlich lassen sich auch die Abbildung€nund Alt auf ganzA(23) bzw.
A(B) definieren.

3.2 Differentialformen auf RY

3.2.1 Definition. Sei® # D c RY offen undr € N U {0} U {c0}. Mit C"(D, Ax(RY))
bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen D — Ak(RY), welche die Eigenschaft
haben, dass

(tm w®)(v....,w)) € C'(D,R), firalle vy, ..., v € R

ist —im Fallr = 0 bedeutet das einfach die Stetigkeit. Diese Abbildungelfewavir
auch alg-mal stetig diferenzierbar®ifferentialformen auR® bezeichnen.

3.2.2 Fakta.

1. C'(D, A(RY)) versehen mit der punktweisen Addition und skalaren Ndiika-
tion ist ofenbar eine Vektorraum Ub&, der alle konstantetfl, (RY)-wertigen
Funktionen enthalt. AuRerdem ist far e C'(D, Ac(RY)),w € C'(D, A (RY))
die Abbildungw A @ : D — Ak, (RY) auch punktweise definiert, d.h.

(w A @)(1) = w(t) A w(t).

Wie man leicht aus den jeweiligen Definitionen schlief3tt @il A @ €
C'(D, Ax:1(RY)). Dabei ist

A C'(D, ARY) x C"(D, A (RY)) — C"(D, Azt (RY))

bilinear. Qfensichtlich gilt C"(D, A(RY)) = {0} fur k > d sowie
C'(D, Ag(RY)) = C"(D, R).
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2. Wegen der Multilinearitat und wegen der Eigenschadiralerend zu sein, reicht
fir w € C'(D, Ax(RY)), dass

Bliresig = (L~ w(®)(@,.....8,)) € C'(D,R)

und zwar fur allefiy < --- < iy} € {1,...,d}, wobei @j)j=1,..a die kanonische
Basis voriRY ist.

Insbesondere lasst sich dann jedes C' (D, R) wegen Fakta 3.1.8, 5, eindeutig
schreiben als

Pliremci " 8, A NG,
{ip<--<ig}c(l,...,.d}
wobei diee’ und damite; A--- A€’ als konstanteAd; (RY)-wertige bzw.A(RY)-
wertige Funktionen aud aufzufassen sind. In dieser Summe lasst gjch..«i,; -
€ A--- A€ auchalspj<..<iy A€ A---A€ schreiben, da das Hackprodukt mit
0-Formen mit der skalaren Multiplikation mit der entsprectien reellen Zahl
Ubereinstimmt.

3. Andererseits ist auch wegen der Multilinearitat die sdahe, dassv €
C'(D, A(RY)) aquivalent dazu, dass

(t— w®)(a()... .. w(1)) € C'(D.R)

und zwar fiir alle moglichew(.), . .., vi(.) € C'(D,RY).

Definition 3.2.1 und Fakta 3.2.2 lassen sich auch auf anden&tl®nenklassen
ausdehnen wie etwa die Borel-messbaren Funktionen.

3.2.3 Definition. Fiir ofeneD € RY, Q C R' seiS : D — Q einC'*1-Abbildung. Fur
@ € C'(Q, Ax(R")) seiS*(w) € C'(D, Ax(RY)) definiert durchi{ e D undvy, ..., €
RY)

S @OV, . .., Vi) = F(SH)(ASE) va, . .., dS(E) Vi),
wobeidS(t) € R die Ableitung im Sinne der Analysis Il ist.

Aus Definition 3.2.1 folgt unmittelbar, dags— @ (S(t)) ausC" (D, Ax(R")) ist.
Wegen Fakta 3.2.2, 3, folgt dann, d&$w) tatsachlich irC' (D, Ax(RY)) liegt. Wegen
(vgl. Definition 3.1.3)

S (@) OV, - .., ) = ASO)T@(SD) (Vi .- -, Vi) (3.7)

ist S* : C'(Q, Ax(R")) — C'(D, A(RY)) auRerdem linear und mit vertraglich, vgl.
Fakta 3.1.4.

3.2.4 Bemerkunglm Spezialfall, das$ : D — Q ein C'*!-Diffeomorphismus zwi-
schen @fenen Teilmenge® und Q vonR¢ ist, und das = d ist, folgt aus (3.7) und
der Definition der Determinante einer Abbildung in Fakta8.1

S*(@)(t) = detdS(t) - w(S(L)).
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3.2.5 Definition. SeiD ¢ RY offen undw € C™*1(D, M (RY)), was wie beiA(RY)-
wertigen Funktior(t — w(t)(vy, .. .,vk)) e C™*}(D,R) furallevs, . .., Vi € RY bedeutet.

Wir definierendw : D — My, 1(RY) durch ¢ € D undvi, ..., v € RY)

6w(.)(V2, e Vk+1)
aV]_

(®).

dw(®)(vi, V2, . . ., Vi) =

Firw e C*(D, Ax(RY)) seidw € C'(D, Ax,1(RY)) definiert durch
dw(t) (Vi,V2,. .., Vie1) = (K+ 1) - Alt( aw(t)) (V1, Vo, ..., Vi)

Dassaa)(t) eine k+1)-Formist, folgt aus der Tatsache, dass die Richtungiabte
linear vom Richtungsvektor abhangtffénsichtlich ist auctft - 2202=Ye1) 1)) ¢

V1
C"(D,R) und damitdw € C'(D, A 1(RY)). Die Abbildungd hat interessante Eigen-
schaften.

3.2.6 Satz.Sei DC RY offen. Fiir die Abbildung
d: C"(D, A(R?)) - C'(D, A1 (RY)
gelten folgende Eigenschaften.

(i) Fur konstantew (€ C™(D, ARY))), d.h. w(t) = w(9) fur alle st € D, gilt
dw = 0.

(i) Fur f e C*Y(D, Ay(RY)) = C*Y(D,R) ist (d)(t) (€ A(RY) = (RY)* = R1xI)
nichts anderes, als die Ableitung von f an der Stelle t im &uher Analysis II.
Also ist

CHIVE zd: ﬂ('[) =
=1 681' !

(iii) distlinear.

(iv) d(w A @) = dw) A @ + (~1)w A d(w), wobeiw € C™*1(D, A®RY) und w €
C™(D, A(RY)).

(v) dod = 0.

(vi) Istw € C"*(D, A(RY)) gegeben in der Form (vgl. Fakta 3.2.2)

W=D Plccig AN A A
{ip<--<ig}c(d,...,d}
so gilt
do= > Abjocciy NG Ao AEL (3.8)
(iy<-<ig)C{L...d} —
€C' (D, A (RY))=C' (D,R1xd)
(Vi) d(S*(w)) = S*(d(w)) fur jede C*2-Abbildung S: D — Q (c R') und jedes
w € C™H(Q, A(R).

Beweis.
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(i) Wegen Alt= id auf A, (RY) folgt fur f € C"*1(D, Ay(RY)),
. of 4 ot 4ot
df(t)(v) = df()(v) = E(t) = 2, 6_ej(t)Vj = ; a_ej(t)ej (v) = df(t)v,

wobei rechts die Ableitung wie in der Analysis |l steht.

(i) Die Abbildungd : C™*1(D, Mi(R%)) — C'(D, My.1(RY)) ist offensichtlich linear.
Aus der Linearitat von Alt folgt daheat(1 - w) = 1 - dw undd(w + @) = dw + dw
fur 1 € R, w, @w € C*Y(D, A(RY)).

(iv) Furd e C+(D, M (RY)) folgt aus der Linearitat vod, dass

QAR DONO G- ) = 5 D SN6)- AW Voo Vogern) =

" reC((2,....k+1))

1 “
W Z SgNE) - A9 (1) (Ver(1)s Vor(2)s - - - » Vr(ke 1)) = (3.9)
T oes({d,... k+1})

Alt({2, ..., k+ 1}) do(t) (va, .. ., Vier)-

Firw e C*Y(D, A«RY)) undw € C"*1(D, A (RY)) folgt zunéchst aus der klassi-
schen Produktregel

0w @ w(.)(V2, ..., Visls+1) )

d(w ® @)(O)(V, . . ., Viei41) = Ve

(90)(.)(V2, ey Vk+1)
6V1

1) - () (V25 - - - s Visl+1)+

0w () (Vks2 - - -, Viel+1)
6V1

w(t)(va, ..., Vir1) - () =

(dw)(t) @ TA)(V1, Vo, - - ., Viei+2) + 0O @ (AD)(X) (Vas - . -, Vies 1, Vi, Vics2s - - -, Vicrl 1)
=(Vr(2)se o Ve(ke+1))

wobeit € Sy mit7(1)=2,...,7(K) = k+ Lr(k+1)=1,7(j) =], j > k+ 1.

Man rechnet leicht nach, dass sgn& (-1)K. Aus (3.9) sowie Fakta 3.1.6, 5,

folgt

(k+1)!
kIt

dlw A @)(t) = (k+ 1+ 1) Alt (6( Alt (w(.) ®w(.)))(t)) =
(K+1+1)!
k!
(k+1+1)!
k!

Al (AR((2,.... K+ 1+ 1) d(w() ® @()(1) =

(k+1+1)!

Alt ((dw)(t) ® w(t)) + k!

Alt (7 * (w(t) ® (dw)(1))).

=(-1k Alt(w(t)(dw))

Andererseits ist
(K+1+ 1)

i At © @ () =
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% Alt ((k+1)- Alt({1,....k+ 1}) (dw)(t) ® m(t)) =
H Alt ((dw)(t) ® w(1)) = d(w) A @ (D).

Ganz ahnlich sieht maﬁ% Alt(w(t) ® (dw)) = w A d(@)(t).
(v) Furdod = 0 verwenden wir wieder (3.9):
A(dw) () (Ve Va, - . ., Viw2) = (K+ 1) - Alt({2, . . ., k + 2})d(dw) () (Ve, Va, . . ., Vies2).
Wegen Fakta 3.1.6, 5, stimrd{dw)(t) mit
(k+ 2)(k+ 1) - Alt(Alt( {2, .. .,k + 2)d(dw) () = (k + 2)(k + 1) - Alt(d(dw)(t))
Uberein. Nach Schwarz ist aber

w()(Vs.. ., Vis2)

GOV Vi) = =750

(t)

symmetrisch in den ersten beiden Indizes, &(ﬁw)(t) =Tx% a(aw)(t), wobei

,,,,,,,,,,

Alt(d(daw)(D) = 2, SUn6) - o x (d(dw)(®) =

0€CKs2

1
(k+2)!

1

&2 Z sgneE) - (o o 7) % (d(dw)(t)) = - Alt(d(dw) (1)),

0€Cy2
bzw. Alt(d(dw)(t)) = 0.
(vi) Die Beziehung (3.8) folgt unmittelbar aus (iii), (i) und)i

(vii) SchlieRlich gilt fur eineC’*2-AbbildungS : D - Q (€ R) undw €
C™(Q, Ao(R") nach der klassischen Kettenregel im Mehrdimensionalen

Ow o S(.)

v (0 = ([dw)(S(1) dS(t) vi = (S*(dw))(1) (o).
1

d(S*(@)(®) (v1) =
Firw e C™*Y(Q, Ax(R")) schreiben wiw gemaR Fakta 3.2.2 als

w= Z Bliy<<ig NE, A AE
{ig<--<i}c{l,...l}

Aus (3.8), der Linearitat und der Vertraglichkeit mitvon S*, sowie dem schon
behandelten Spezialfdil= 0 folgt

Sw)= Y dS (Piueci) ASE) A AST(E). (3.10)

{iz<--<iy}c{l,...l}

Andererseits ist

S™(e))(®) (v) = & dS(H)v = d(e] SO)() (v),
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und damitdS*(e;) = 0, vgl. (v). Somit folgt aus der Linearitat und der Ver-
traglichkeit mitA von S* sowie (iii) und (iv), dass auch

d(S'(w)) =d D S @) ASTE) A ASTE) | =

fig<--<i}c{l,...I}

d(S™(rir<-<ic)) A ST(E) A--- AST(E))-

{iz<--<ik}c{l,...l}

3.3 Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

SeiM eineC®-Mannigfaltigkeit der Dimensiod.

3.3.1 Definition. Firk € N U {0} sei

AT = ] ATM)

die disjunkte Vereinigung der Vektorraunt (TxM). Seir : A(T M) — M die Ab-
bildung, die einw € Ax(TxM) aufx abbildet.
Wir nennen eine Abbildung : M — A(TM) mit w(X) € A(TxM) fur alle
X € M, d.h.row = idy, eineC*-Abbildung, wenn fur alle Kartep aus dem gegebenen
Atlas aufM
(¢7)'w € C¥(Dy, AKRY),

wobei (1) w(t) € A(RY) definiert ist durchy, . . ., vk € RY)
(1,0_1)*(/)(0 (Vj_, ey Vk) = a)(t,D_l(t)) ((J[Lp—l(t)(p)_lVl, ey (tp‘l(t)‘P)_le)-

Wir sprechen von eineDifferentialform kter Stufe aufM. Die Menge aller solchen
k-Differentialformen bezeichnen wir nit,(M).

Die Definition von C*-Abbildung oben konnte ad hoc vom speziellen Atlas
abhangen. In der Tat gilt aber fur zwei mit dem gegebendasAtertragliche Karten
@, aufM mit U, N Uy, # 0 undt € ¢(U, N U,) sowiex = ¢~1(t) (vgl. (1.3))

(¢ 0t) (Vi) = (@™ (1) ((bxe) Ve, () i) =

wW™ o (o @ )®) ((hap) MW o g )(tVa..... (hap) MW o ¢ (M) =  (3.11)
Wo ™) (W™ w)t) (Vi ..., Vi)
Dabei ist
W o™ 1 CoW(U, NUy), ARY) > C*(p(Uy N U,). AR)

im Sinne von Definition 3.2.3 zu verstehen. Nun wissen wissdatztere Abbildung
die C*-Eigenschaft erhalt, vgl. Definition 3.2.3. Damit andsich in Definition 3.3.1
nichts, wenn man von einem gegebenen Atlasvazii einem aquivalenten Atlas Uber-
geht.
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3.3.2 Fakta.

1. Offensichtlich giltQ,(M) = {0} fur k > d. Wegen ™ )*'w = wo gl firw €
Qo(M) folgt leicht, das€2o(M) = C*(M, R).

2. FurU, betrachtet als Mannigfaltigkeit giltftensichtlich, dass die Abbildung
(¢™h 1 Y (U,) — C=(D,, Ax(RY)) eine Bijektion ist, die wegen (vgl. Definiti-
on 3.1.3 und Fakta 3.1.4)

(@Y ) = ((terme) ™) wle™ 1)

fur jedes festé € D, mit den punktweise definierten Operationen wjekalares
Multiplizieren sowieA vertraglich ist.

3. (M) lasst sich somit als

(N {w: M- ATM) 70w =idu, wlu, € AU, (3.12)
3
schreiben. Dabei lauft durch irgendeinen mit dem ai vertraglichen Atlas.

Damit einw : M — A(TM) mit 7 o w = idy in Q(M) liegt, reicht es somit,
dass es um jedese M eine dfene Umgebuny gibt mit w|y € Qk(V).

Da{w: M - A(TM) : mow = idy} punktweise mit den Operationet) skala-

res Multiplizieren sowie\ versehen ist, erkennt man aus (3.12) auch, dass auch
Q«(M) diese Operationen tragt. Man beachte, dass dak@i)lu, < Q«(U,),

aber im Allgemeinen nicht Gleichheit herrscht.

4. Istx € M und ¢ eine Karte mitx € U,, so existiert eine Umgeburlg ¢ D,
von ¢(x) und eineC*-Funktionh : D, — R mit h(D,) < [0, 1], h(D) = {1} und
kompaktem Trager sugpc Dy, vgl. Lemma 1.1.11.

Furw e Q(Uy,) istauch fio ¢) - w € Q(U,), da

(e ((how) - w)=h-((¢™)w)

Setzen wir {i o ¢) - w auBerhalb vorJ, durch Null fort, so liegt diese Fortset-
zung inQx(M). Um das einzusehen, bemerken wir einfach, dass, weémer
gegebene Atlas al ist,

{p}u {¢|U¢\¢*1(supph) CPEA, ¢+ ¢}

ein Atlas ist, der mitA aquivalent ist. Nun ist furp # ¢ sicherlich

-1 * . _ o s . )
_(¢|U¢\Lp‘1(supph)) (ho¢)-w = 0 und damit ist die Fortsetzung voh ¢ ¢) - w
in Q(M).

Wegen ho ¢) - wly = w|y fir U := ¢~1(D) sehen wir, dass es zu jedete M
und jeder Kartep mit x € U, eine dfene Umgebuny < U, von x gibt, sodass

A(M)lu = (U)ly = C*(Dy, ARY)Ip.

Diese Tatsache zeigt, daQg(M) verhaltnismalig grol3 sein muss.
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5. Fir eine Funktiom : M — A(T M), 7 o w = idy und VektorfeldeiXy, ..., Xk :
M — TM, d.h.m o X = idy, sowie Kartenp gilt (t € D)

wo @ () X0 g (1), ..., Xko g (1) =
w0 @7 (t) (tp299) 3(D). - .. (tpr99) 2ah(D)) =

(™D w(t) (a3(), ..., a5(t)).
mit a'é(t) =tone Xjo ¢ X(t) = m20 p o Xj 0 g7 1(t) (€ RY), vgl. (2.4).

Ist nunw € Q(M), und sind dieX; aus X(M), so ist gemal Definition
3.3.1 und Fakta 3.2.2 wegen der Beliebigkeit wndie Abbildungx
w(X)(X1(X), ..., X(X)) in C*(M,R). Ist O ¢ M offen, so folgt genauso, dass
X w(X)(X1(X), . . ., Xk(X)) in C*(O, R) liegt, wenn dieX; aus¥(O) sind.

Ist umgekehrty : M — A(T M), 7 o w = idy derart, dass fur all&y, ..., X €
X(M) diese AbbildungC® ist, so folgtw € Qy(M).

Sind namlich{i(1) < --- < i(k)} € {1,...,d} undX; € ¥(M) so, dass fir eine
Karteyp, x € U, und fiir eine gewisse Umgebuhigvon x

Xjlu = —lu,
=7 deig)

vgl. Beispiel 2.1.2 und Beispiel 2.1.5, so folgt ftic ¢(U), dasst,1q¢ X o
¢ 1(t) = &() und damit

wo e (1) (X0 @7 (D), ..., Xk o o (D) = (™) w(t) (B, - - - BW)-

Somit ist die rechte Seite ay{U) eineC*-Funktion. Dax € U, beliebig war,
folgt w € Q(M).

3.3.3 Definition. Sind M und N zwei C*-Mannigfaltigkeiten unch : M — N eine
C>-Abbildung, so definieren wir fiw € Qy(N) fir jedesx e M

(M w)(X) (K1, ..., X)) = w(h(X)) (Txh Xq, ..., Txh X).

eTyM

mitt = (ty,...,tq)"
Fur Karteny auf M undy auf N mit h(U,) € U, und mitx = ¢ 1(t) gilt wegen
S:=yohoypteC>D,,D,)undwegerdS(t) = thxy Txh (txp)* (vgl. (1.4))
@H o) (i, ..., W) =
w(ho e 1(t)) (Txh (txe) v, ..., Txh (txe) ) = (3.13)
a)((/fl o S(t)) ((th(x)l//)fldS(t)Vl, ey (th(x)l//)fldS(t)Vk) =

S (W w(t) (i, - - ., Vi)
Mit Definition 3.2.3 folgt ¢o~1)*h*w € C*(D,, Ax(RY)) und damit b*w) € Q(M).
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Wegen b*w)(X) = (Txh)" w o h(x) (vgl. Definition 3.1.3) ist die Abbildung
h* 1 Qg(N) - Q(M) linear und mit der punktweisen Operatiarvertraglich. Schliel3-
lich Uberpruft man elementar, dass auch

g'(h"w) = (ho g) w, (3.14)
fir jedeC*-Abbildungg : L —» M mit einerC*-MannigfaltigkeitL.

Wir wollen nun eine Abbildungl : Q(M) — Qk.1(M) ahnlich wie die Abbildung
d : C®(D, ARY)) — C(D, Ax,1(RY)) definieren. Dazu seh eine Karte auM. Fur
w € Q(M) betrachten wid((¢~1)*w) € C*(D,, Ax.1(RY)). Wegen Fakta 3.3.2, 2, gilt

d((¢™Y*w) = (¢ V)w furein w = @y € Qui1(Uy).

Ist nuny eine weitere Karte mi,NU,, # 0, und istw, aufU, entsprechend definiert,
so folgt furt € (U, N Uy) wegen (3.11) und Satz 3.2.6, (vii),

(e @, ) = d((e™) w) () =d(Wo ™) (™) w)O =

W o™y d™) w)(t) = Woe™ ) (W™ @) (1) = (¢ ) @y (V).

Es folgtw, = @, aufU, N U,. Somitist firx € M und eine Kartep aus dem auM
gegebenen Atlas mi € U, durch

w@(X) = wy,(X)

eine FunktionM — Ak1(T M) mit w(X) € A1(TxM) wohldefiniert. Wegen Fakta
3.3.2, 3, giltw € Qy,1(M).

3.3.4 Definition. Fur w € Qy(M) seidw € Q1(M) definiert durchdw = w. Die
Abbildungd : Q(M) — Q,1(M) heil3t dieCartansche Ableitung

Also istdw jene Form au$.1(M), die eindeutig dadurch definiert ist, dass

(™)' (dw) () = d((¢™)"W)(1). t € D, (3.15)

fur alle Karteny aus einem Atlas au¥l bzw. aus einem dazu aquivalenten Atlas.
Aus dieser Charakterisierung werden wir folgendes AnaiogoSatz 3.2.6 herlei-
ten.

3.3.5 Satz.Fur die Abbildung
d: Qk(M) - Qk+1(|\/|)
gelten folgende Eigenschaften.

(i) Fur f € Qp(M) = C*(D,R) und xe M ist (d f)(x) nichts anderes, als die Ab-
bildungts(x(idr) Txf : TxM — R. AuBerdem lasst sie sich auch schreiben als
(Xx = X«f) (vgl. Definition 1.2.11), also

df(x) (X =tr(idz) ( TH(X) )-
—— —— ———
€(TxyM)*=A1(TxM) €TyM ETf(x)R,

definiert wie in Proposition 1.2.19
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(ii) distlinear.
(i) d(w A @) = dw) A @ + (-1)*w A d(w), wobeiw € Q(M).
(iv) ded=0.

(V) d(h*(w)) = h*(d(w)) fur eine C°-Abbildungh: M — N (M, N sind C°-
Mannigfaltigkeiten) und, € Qx(N).

Beweis. Wegen der Charakterisierung (3.15) zusammen mit der &fittikeit von
(¢™1)* mit den punktweisen Operationer; - und A folgen (ii), (iii) sowie (iv) unmit-
telbar aus den entsprechenden Eigenschaften in Satz 8/2.@eigen exemplarisch
(iii):

Fur Karteny gilt

d((@™ (@A @) = dle™) @) A ™) @)() =
d(@ Y )) A (¢ ) @O + DK wt) Ad((e ) @) =
(¢™)"(d(w) A @ + (~1)w A d@))(O),

und wegen (3.15) folgt (iii).
(v) zeigt man ahnlich. Aus (3.13) und Satz 3.2.6, (vii)gtahamlich

d((@™ ) M (@)(®) = d(S" ™) @) = Sd(W ) )(1) =

S' W™ ([dw)(® = (¢7) "N ([dw) (D).

Wieder folgt aus (3.15) angewandt auf alle Kargemit h(U,) € U, fur irgendeine
Kartey aufN — man zeigt leicht, dass das ein aquivalenter Atlas ist ss ¢ gilt.
Ist fur (i) schlieBlichf € Qo(M) = C*(M,R), so gilt (vgl. (1.4))

(™)@ = dle™) O = d(f o ¢™)(1) = (trw idz) Txf (te)™

mit x = ¢~1(t). Wegen Definition 1.2.11 stimmt das mK,(— X4f) Uiberein. Der Rest
folgt aus der Begffsbildung in Proposition 1.2.19.
U

3.4 Integration von Differentialformen

In diesem Kapitel wollen wir einy € Qq4(M) integrieren, wobeM eined-dimensionale
Mannigfaltigkeit ist. Leider funktioniert das nicht mitder derartigen Mannigfaltig-
keit. In der Tat funktioniert das nur, wenn man einen At@suf M findet, der orien-
tiert ist.

3.4.1 Definition. Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit. Zwei (mit dem auM gegebenen
Atlas vertragliche) Kartep undy heien im Punkk € U, N Uy, gleich orientiertbzw.
entgegengesetzt orientiefalls (Ableitung im Sinne der Analysis fi)

detd(y o o™ 2)(p(x)) > 0 bzw. det(y o ¢~1)(¢(X)) < O.

IMan beachte, dass diese Determinante imgerist.
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Die Karteny undy heiRengleich orientiert falls sie in allen Punkten vobl, n U,
gleich orientiert sinél Entsprechend sineéntgegengesetzt orientierte Karteefiniert.
Zwei MengenA und 8 von Karten nennt man gleich bzw. entgegengesetzt orien-
tiert, falls je zwei Karterp € A undy € B diese Eigenschaft haben.
Ein (mit dem aufM gegebenen Atlas vertraglicher) Atlasauf M heil3torientiert,
wenn je zweip, Y € A gleich orientiert sind. Gibt es abdl einen orientierten Atlas, so
spricht man von eineasrientierbaren Mannigfaltigkeit

3.4.2 Fakta.
1. Sindg, y zwei Karten mitx € U, N Uy, so folgt aus

A o e Y (e(0) = (deo v ™HUM)) .

dass die Beziehungen gleich und entgegengesetzt orieintigrsymmetrisch
sind. Ist¢ eine dritte Karte mik € U, N U, N Uy, so folgt aus

d(y 0 ¢™H)(8(x)) d(g 0 ¢~ H(e(¥) = d(¥ 0 ¢™)(¥(¥)

und der Multiplikativitat der Determinante, dass gleiaieatiert in x zu sein
auch transitiv ist.

2. Ist A ein orientierter Atlas und isB eine Menge von (mit dem Atlas vetragli-
chen) Karten, sodas8 und A gleich orientiert sind, so folgt aus 1, dass auch
AU B orientiert ist.

3. SeiA ein orientierter Atlas, und s¢ieine Karte. Isk € U, und isty in x gleich
orientiert zu einer Karte € A mit x € U,, so folgt aus 1, dasg zu allen Karten
ausA gleich orientiert ist.

Somit gilt auch, dass wenin x zu einer Karte au#l entgegengesetzt orientiert,
danny in x zu allen Karten ausl entgegengesetzt orientiert ist.

4. Sei wiederA ein orientierter Atlas, und s¢i eine Karte. Wegen 3 und wegen
der Stetigkeit der involvierten Ausdriicke ist sowoh! diemge allerx € Uy,
bei deneny zu allen Karten ausi gleich orientiert ist, als auch die Menge aller
x € Uy, bei denery zu allen Karten aust entgegengesetzt orientiert istfen.

IstU, (oder aquivalend,) zusammenhangend, so muss genau eine dieser Men-
gen leer sein und die andere rbfij, Uibereinstimmen. Also ist eine solche Karte
entweder zu allen Karten aug gleich orientiert, oder zu allen Karten aw
entgegengesetzt orientiert.

5. Ist schlieBlichy eine zu allen Karten augl entgegengesetzt orientierte Karte,
so sieht man leicht, dass dann diag(1, 1, —1) o ¢ eine zu allen Karten aud
gleich orientierte Karte ist.

Um o € Qg(M) sinnvoll ein Integral zuzuordnen sél ein abzahlbarer orientier-
ter Atlas aufM. Wegen Korollar 1.1.6 findet man zu jedem orientierten Adasen
abzahlbaren orientierten Teilatlas.

Nun seiQ,, ¢ € A, eine abzahlbare, paarweise disjunkte Familie von Teityee
von M mit Q, € U,, sodass(Q,) (S D,) eine Borelteiimenge voR ist und sodass

Lo, =m.

2Insbesondere ist das erfilillt, welly N Uy, = 0.




3.4. INTEGRATION VON DIFFERENTIALFORMEN 65

3.4.3 Definition. FUr messbare BC M — also liegtB in der von den ffenen Teil-
mengen vornM erzeugterv-Algebra, oder aquivaleniy(B) ist fur alle ¢ € A eine
Borelteilmenge voiR?® — nennen wip € Qq(M) integrierbar tibeB, wenn

[=3 [ e eldu<re @16
B

77 p(Qune)
In dem Fall setzen wir
[e=3 [ whene. . du
B 77 p(QenB)
und nennen diese Zahl das Integral yolozgl. des orientierten Atlantef.
3.4.4 Fakta.

1. Sei nunB ein weiterer orientierter und abzahlbarer Atlas, detgleich ori-
entiert ist. Nach Fakta 3.4.2, 2, ist dah U 8B auch orientiert. Weiters sei

Py. ¥ € B eine zuB passende Partition mit den entsprechenden Eigenscharf-

ten wieQ,, ¢ € A.
Furg e Aundy € BmitU,NnU, # 0folgtaus (3.11) und aus Bemerkung 3.2.4
angewandtaud = g oyt 1 y(U, N Uy) = (U, NUy)

@ o(t) = S"(e ™) o(t) = detdS(t) - (¢) o(S(1))-

Die Transformationsregel ergibt nun

I~ H o(t)(er, . . ., eq) dAg =
¢(Q¢0PwnB)

g™ o(SM)(Er, - ., €q)l - | detdS(t)| dAg = (3.17)
¥(Q,NP,NB)

g™ o()(er, .. ., )l ddg.
#(QuP,NB)

Summiert man in (3.17) links zuerst Uber alles A und dann tber allg € B
und rechts in umgekehrter Reihenfolge, so sieht man, dasktdigrierbarkeit
von w nicht vom konkreten Atlas und einer passenden Partitio&iadph

Im Falle der Integrierbarkeit gilt zudem

W o(t)(ew . .., eq) dig =
¥(Q,NP,NB)

(¢ ) a(SM)(er,. .., eq) - | detdS(t)| dAg =
¥(Q,NP,NB)

(@™ o). .., eq) dig.

©(Q,NP,NB)

Also hangt aucffB o nicht vom konkreten orientierten Atlas samt passender Par-

tition ab, solange der Atlas nur gleiche Orientierung hat.
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2. Man sieht leicht, dass die Relatiggleich orientiert' zu sein eindquivalenz-
relation auf der Menge aller orientierten Atlanten ist. Adem letzten Punkt
erkennt man auch, dass das Integral eingfeBéntialform nur von deAqui-
valenzklasse abhangt, in der der entsprechende abréhibd orientierte Atlas
liegt.

3. Falls ein orientierter Atlas existiert, so sieht man edarmar, dass man daraus
einen gleich orientierten und abzahlbaren Ati&onstruieren kann, sodass fir
alle ¢ € A die MengenD,, beschrankt irRY sind. Insbesondere sind dann alle
Ausdriicke

e e®(er - - -, €)l dAu(®)
#(QsNB)
in (3.16) endlich. Hap noch einen kompakten Trager — verschwindet also au-
Berhalb einer kompakten Menge —, so gibt es eine endlichmdeges c A
von Karten, deren Definitionsbereiche den Trager Ubdetec
Wahlt man dann noch di®, so, dass

Je=Uuv.
peF peF

so verschwinden fur alle ¢ € A \ F die Integrale
L(Q 8) (e HTo(t)(ey, ..., eq)l dAg(t). Also istw integrierbar, wobei

[e=3 [ wene....e i (3.18)

M ¢7 ¢(Q,nB)

3.4.5 Satz. Seien M und N zwei d-dimensional& ®annigfaltigkeiten und sei h
M — N ein C*-Diffeomorphismus. Dann ist M genau dann orientierbar — hat also
einen orientierten Atlas—, wenn N es ist. In der Tat#sgenau dann ein orientierter
Atlas auf N, wentA o h:= {p o h: ¢ € A} ein solcher auf M ist.

In dem Fall gilt fur jede € Q4(N)

[e=[re.

h(B) B
wobei links ein Integral bzgl. eines orientierten Atlant&mnind rechts ein Integral bzgl.
des orientierten Atlanter o h steht.

Beweis. Sei A ein abzahlbarer, orientierter Atlas aNf Man sieht unmittelbar, dass
dannA o h ein orientierter Atlas auM ist. IstQ,, ¢ € A, eine mitA vertragliche
Partition vonN, so ist aucth™(Q,), ¢ € A eine mitA o h vertragliche Partition von
M.

Fur eine Kartep € A gilt wegen (3.13) angewandt aufo h und ¢ die Beziehung
((p o h)™)*h o = (¢7)"0 und damit

(¢ ) ot)(er,. .., &) daq(t) = f ((poh) ™) ho(t)(er, .. ., ) dAu(t).

#(Q,Nh(B)) @oh(h(Q,)NB)

Die Gleichheit gilt auch, wenn man die Integranden in Bgraetzt. Aufsummieren
ergibt dann die Behauptung.
U
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3.5 Stokesscher Integralsatz

Man beachte, dass folgende Definition den R&l= O und damit verbundeéO = 0
nicht ausschlief3t.

3.5.1 Definition. Sei M eined-dimensionale Mannigfaltigkeit. I<D € M offen und
00 derart, dass man fur jedese 9O eine mit dem Atlas auM vertragliche Kartep
mit x € U,, findet, sodass

¢(U, N d0) = D, N ({0} x R¥™?), und ¢(U, N O) = D, N ((—e0,0) x R4,

dann nennen wi® eineberandete Teilmannigfaltigkeibn M.

3.5.2 BemerkungMan sieht ganz leicht, dass wenn wir fir eine Kgrteon der Bauart
wie in Definition 3.5.1 mitx € U, den Definitionsbereicty, um x derart kleiner
machen, dasd,, konvex ist, dann auch die neue Karte ebenfalls die Eigefischaie
in Definition 3.5.1 hat.

Im Folgenden bezeichngy_; : RY — R% 1 die Projektion auf die hintered — 1
Eintrage undg_; : R4 — RY die Einbettung; — (0,7)".

3.5.3 Proposition. Sei M eine Mannigfaltigkeit un® C M eine berandete Teilman-
nigfaltigkeit von M. Dann is®O eine Untermannigfaltigkeit mit der Dimension-d.

Falls M orientierbar ist, so ist es aua¥O. Genauer gilt fur jeden orientierten Atlas
Avon M, dass mafiO mit einer Meng€ von zuA gleich orientierten Karten mit der
Eigenschaft wie in Definition 3.5.1 abdecken kann. Dann ist

B ={pd-1° ¢loonu, : ¢ € C}
ein orientierter Atlas vodO.

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus Definition 1.3.1.

SeiA ein orientierter Atlas auM. Ist x € 9O und ¢ eine Karte mitx € U, und
zusammenhangendelh, (vgl. Bemerkung 3.5.2) von der Bauart wie in Definition
3.5.1, so folgt aus Fakta 3.4.2, 4, dgsgu A entweder gleich oder entgegengesetzt
orientiert ist, wobei wir im zweiten Fall zu diag(1 ., 1, —1) o y Ubergehen kénnen.

Somit erhalten wir zu jedeme 9O eine zuA gleich orientierte Karte mit x € U,
von der Bauart wie in Definition 3.5.1. S€idie Menge dieser Karten. Beachte, dass
nach Fakta 3.4.2, 2, auch U C ein orientierter Atlas ist.

Nach Bemerkung 1.3.6 ist dahein Atlas aufoO. Fur zwei Karten

¢j = Pd-1° @jloonu,» ] = 1.2,
ausB mit Uy, N Uy, # 0 gilt fir x e Uy, N Uy, die Beziehung
tg-1° ¢j(X) = ¢j(X)
und damit { = ¢1(X) € ¢1(Uy, N Uy,))
ta-10 20 677 (t) = @20 07" 01 a(t).
Durch Ableiten folgt f; ist die Projektion auf die erste Komponente)

d(prowzoprt)
dgz 0 o)) = |~ v (a-ill) d(s2 o?ﬁ’l)(t) '
1
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Aus der speziellen Bauart der Karten (siehe Definition 3 gyt fur kleinee > 0

P1 o @2 0 ¢ (ta-1(t) — €er)) € (o0, 0),
womit %;:“’Il)(td,l(t)) > 0 folgt. Dag; o <le ein Diffeomorphismus ist, kann dieser
Ausdruck aber nicht verschwinden. Es folgt déf, o ¢11)(t) > 0, womit B orientiert
und dahepO orientierbar ist.

0

3.5.4 Satz.Sei M eine orientierbare Mannigfaltigkeit der Dimensiorudgd selO eine

berandete Teilmannigfaltigkeit von M. Weiters Sekein orientierter Atlas auf M und

seiB der gemal Proposition 3.5.3 daraus hervorgegangene tigida Atlas aufO.
Hat o € Qq_1(M) kompakten Trager, so gilt bzgl. obiger orientierter Atiem®

[o=[ioe (3.19)
(@]

90

Beweis. Zu jedemx € O seipy € A mit x € U, und setzePy := O N Uy, . Zu jedem
x € 00 seigpyx € C (wie in Proposition 3.5.3 ausgehend vghkonstruiert) und setze
Py := Uy, . Nun ist

{Pyx: xe O}

eine dfeneUberdeckung !o@ und daher vorD N suppo. GemaRk Satz 1.1.12 gibt es
endlich vielexy, ..., X, € O undC®-Funktioneny, ..., xn, SOdaSSZ?:lXj = 1 auf

O N suppe und sodass der kompakte Trager sypm Py, enthalten ist.

Da beide Seiten in (3.19) linear verabhangen und dg’j‘:l/\/,— -0 = o sowohl aufo
also auch au®O, genugtes, (3.19) fur die Berentialformery;-o, j =1,...,n, zu be-
weisen. Damit reicht es, die Aussage des Satzes fffiei@ntialformerp zu beweisen,
deren Trager im Definitionsbereich einer einzigen Karthalten sind. Dabei kbnnen
wir auch annehmen, dass diese Karte@wie in Proposition 3.5.3 ausgehend v#in
konstruiert) ist, falls der Trager nicht ganz@enthalten ist.

Fir ein solcheg € Qq_1(M) und die entsprechende Kagteasst sich ¢1)*o €
C*(D,, Aqg-1(RY)) gemaR Fakta 3.2.2, 2, als

d
o= fa o AGA... € - Ag (3.20)
j:1 ——
fehlt

,,,,,

.....

.....

auf ganzRY, d.h. p1)*0 € C®(RY, Ag_1(RY)) mit kompaktem Tragec D,. Nach
(3.15) und Satz 3.2.6, (ii), gilt dann (siehe auch Fakta833 und 6)

d d
—1\x* —1\x* 6f1 ----- d j £ * ok *
(¢7)"do(t) = d(p 1)Q(t)=2{2%(t)/\e,]/\el/\... € ng =
== e' fehlt

SFir die rechte Seite schreibt man Ublicherwefﬁgg, was aber ungenau ist, deeine Diferentialform
auf M und nicht aubO ist.
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3f|1 ..... N} "
Z( T A A A e
[ —

=A
Ist nunp so, dass supp < O, so gilt zunachstﬁenbarfao tyo 0 = 0. Andererseits gilt

wegen suppt )"0 € D, = ¢(U, N O) zusammen mit (3.18) und nach dem Satz von
Fubini und dem Hauptsatz derfBérential- und Integralrechnung it (ty, ..., tg)"

f do = f (" dot) (6. .. &) daa(t) = f dle ) o(t) (e, .. €) dda(t) =

o} ©(U,NO)

d +00 +00
. of i
Z(—l)'*lf... fw(t) dt; dy ... dtj ... dtg=0.
= (9ej ——
—® - fehlt
1My oo (Fra )t tu)T
fu ..... Ay (Lo =10ta) ) = O

Ist dagegem so, dass supp ¢ O, so gilt aber supp < U, fur eine Kartep € C. Dann
gilt (U, N O) = D, N ((—o0,0) x R41) und suppg1)*e < D, womit

f do = f () do(t) (ex, ... &) dAa(t) = f dle ) olt) (e, . .. ) da(t) =
o #(U,nO) (—00,0)xR-1

+o0 0

f ff6f2 ..... d} (t)dtl dt2"'dtd+

—00 —00

=fiz..a)(Ot2,....ta) T

d : af,
Z(—l)”lf ff = d’\“ O dydty .. dy . diy=
j=2 s

T T fehlt

+00

f ff{g ,,,,, d)(O t,... td) dt, ... dtg.

—00

Andererseits gilt fur die Karg := pg_1 o ¢lsonu, vondo
SUPP;o 0 € suppo N A0 C U, N A0 = Uy,

und somit wegen (3.18)

f‘ao 0= f(¢ 1) ‘ao o(s) (el» ..., €4-1) dAg_1(9).

Rd 1
Wegeny o 150 0 ¢~* = 14-1Ip, folgt aus (3.13)
d
1 Ls
() o0 = ta- 1|D¢(‘P )o= Z(td 1|D¢ fdny) A ta- 1|D (€ A e’Jf A€,
j=1 — S~
=fa...anjot-1lo, fehlt

4pg-1 ist wieder die Projektion auf die hintereh- 1 Koordinaten.
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wobeig_1 : R4 — RY die Einbettung — (0,1)7 ist. Diese Abbildung ist linear
und lasst sich durch die Matrié? e R™E-D realisieren, wobel e RE-Dx(A-1) dje
Einheitsmatrix ist. Nach Fakta 3.1.8, 10, gilt dann

T
0
t-1lp, (B A... € A€ = (I EIA... € AEy=
S~ S~
fehit fehit
0
det . A =0j1- A
Va7
""" €Ag-1(R%1)

Also erhalten wir zusammen mid; = pg-1(D, N {0} X R%1) und der Tatsache, dass

.....

Fle) Dy

+00

f...ff,z ,,,,, 00,1, ..., 1) dbp ... diy.

—00

U

3.5.5 Beispiel.Als kleine Anwendung von Satz 3.5.4 wollen wir zeigen, daskeine
C*>-Abbildung f von der abgeschlossenen EinheitskuggD) im R4*! auf ihren Rand
Sd geben kann, welché|ss = id|se erfilllt. Dabei bedeuteE> auf K1(0), dassf die
Einschrankung ein€2*-Funktion auf einer gewissertfenen Obermengd von K (0)
ist.

Wir nehmen an, dass es ein solctfes M — S9 gibt. Fur jedesp € Qqg(SY) gilt
do = 0, was mit Satz 3.3.5y],d f* o = f* d o = 0 nach sich zieht. Nach Satz 3.5.4
angewandt aud = U4(0) mitdO = S folgt

ft’éd f*o=0.
gd
Andererseits gilt wegen (3.14)
te FPo=(fotg) 0=id[s0=0.
Also ware [, 0 = 0 firr jedeso € Qq4(SY). Mit Hilfe einer Kartey auf S¢ konstruiert
man aber leicht eip € Qq4(S%) mit kompaktem, ifJ,, enthaltenem Trager mit

Iy .
(¢ )o=h-_A ,

€A(RY)

wobeih eine Funktion der Bauart wie in Lemma 1.1.11 ist. Fur digse4(S9) gilt
aber [, 0 > 0.

3.5.6 Korollar. Es gibt keine stetige Funktion :f K1(0) (€ R™*Y) — S9 mit flge =
|d |Sd'
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Beweis. Gabe es eine solche Funktidn K;(0) —» S ¢ R, so kénnten wir nach
dem Satz von Stone-Weierstrass die Komponentenfunktibnen, fq,1 beliebig gut
durch Einschrankungen von Funktiongn. . ., gq+1 von Funktionen au€> (R4, R)
approximieren. Die Funktiog = (g, . . .,Jg+1)" ist dann au€® (R4, R41) mit

If — dik,oll < €
fur ein vorgegebenas> 0.
Andererseits isf auf dem Kompaktuni1(0) gleichgradig stetig. Also gibt es zu
jedeme > 0 eind(e) > 0 mit oBdA. 6(e) < e und mit|[f(x) - f(y)ll < 5 fur alle
[IX — ¥l < &(€). Insbesondere gilt wegeliss = id |sd

109 — Xl < [IF(%) - f(ﬁ)u ¥ ||”—§|| Xl <e,

fur alle x € K1(0) mit||% — Xl = ||x||(ﬁ —1)=1-IX| < &(e).

Zu € € (0,1) gibt es auch ein€*-Funktionh : R — R mit Werten in [Q 1], mit
supph C ((1-6(€))?, (1 +6(€))?) sowie mith(1) = 1. Zu jedenk € (0, 1) betrachte nun
die Funktion

¢(x) := (1= h(IXI%)g(3) + h(IxI*)x
definiert firx € R4*1. Offensichtlich istp eineC™(RY*1)-Funktion, die fiirx € S¢

¢(x) = (1= h(Ix%)g(x) + h(Ix*)x = x
erfullt. AuRerdem gilt
609 = FOIIl = 1L = h(IXIF))(G(x) — F(x)) + h(IXIF)(x — F)IT <
(1= h(IXEDIIGX) — TN+ h(XZ)lIx = T
Fur allex € K1(0) ist dabei immefig(x) — f(X)|| < e. Ist zusatzlich 1 ||x|| < 6(e), SO
gilt auch|ix — f(X)|| < 2e und damitjj¢(X) — f(X)|| < €. Im Falle||x|] < 1 - 6(e) gilt
dagegerhn(||x||?) = 0, womit ebenfallgip(x) — f(X)|| < e.
Fur ein festes & e < 1 folgt also
il = 1T O = 11 (X) — p(X)Il > O
fur alle x € K1(0). DaK;(0) kompakt ist, folgt aus Stetigkeitsgriinden, daég +# 0
fur eine gewisse fiene Obermeng® von K;(0). Die Funktion
X 1
llg(Xll

ware danrC*® auf M 2 Ky(0), hatte Werte ir§9 mit ¢|s« = id |50, was aber in Beispiel
3.5.5 ausgeschlossen wurde.

$(%)

U
Aus diesem Resultat folgt d&ixpunktsatz von Brouwer

3.5.7 Satz.Jede stetige Abbildung : K1(0) — K1(0), wobei K (0) die Einheitskugel
im R%1 ist, hat einen Fixpunkt.

Beweis. Angenommen wir hattep(x) # x fur alle x € K1(0), dann hat fur festesdie
Gleichungll¢(x) + 7 (x—¢(X))| = 1 mit der Unbekanntene R immer zwei Losungen,
wobei immer genau eine davon — wir bezeichnen sierfwit— positiv ist.

Nun hangt r(x) stetig von x ab, und damit auch die Funktiod(x) =
d(X) + 7(X) - (x — ¢(x)). Also ist f : K;(0) — S¢ stetig, was aber Korollar 3.5.6
widerspricht.

u
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3.6 Erganzendes zu orientierbaren Mannigfaltigkeiten

Der Inhalt diese Abschnittes ist nicht Teil der Vorlesurtg/lsaber eine interessante
Erganzung dar.

Wir wollen die Orientierung auf einer Mannigfaltigkeit aaine zweite Art an-
gehen. Dafur sei daran erinnert, daga(TxM) eindimensional ist und dass ein
w € Ag(TxM) eindeutig durchu(Xy, ..., Xq) fur jedes feste linear unabhangige Tupel
X1,..., X4 € TxM eindeutig bestimmt ist, vgl. Fakta 3.1.2, 6. Insbesonderschwin-
detw(Xy, ..., Xg) genau dann, wen@ = 0.

3.6.1 Definition. Sei M eine d-dimensionaleC*-Mannigfaltigkeit. Wir sagen, dass
man M mit einer Orientierung versehen kann, wenn esweia Q4(M) gibt, sodass
w(X) # 0 flrallex e M.

Falls wir M mit einer Orientierung versehen kdnnen und fallx) # 0 fur alle
X € M, so nennen wir die Funktion

w(X)(Xy, ..., Xq)
lw(X)(Xg, . .., Xg)I’

wobeix e M undXg, ..., X4 € TxM linear unabhangig sind. eir@rientierungauf M.
Eine Kartey heildt bzgl. der Orientierung aus (3.21)positiv orientiert falls

e (X Xg,...,Xg) — (3.21)

s(x; a%'x’-“’ai%h) > 0 fir allex € U,, wobei a%,-'x = (txp)"tej € TxM wie in
Bemerkung 1.2.7.
3.6.2 Fakta.

1. Fur ein festexist g(x; - - - - - ) eindeutig durche(x; Xy, ..., Xg) fur ein linear un-

abhangiges Tupédy, . . ., Xy festgelegt.
2. Iste eine Orientierung auf, so auch-«.

3. Fur eine Kartap auf M mit zusammenhéangendéh, (bzw. D,) ist entweder

w(x)(aimlx,...,a%&) > 0 auf ganzU, oderw(x)(ﬁimlx,...,ﬁiwlx) < 0 auf ganz

U,. Also ist entwedep oder diag(l..., 1, —1) o ¢ positiv orientiert bzgle.
. ) @)X, Xa)
4. Seierej(x Xu,. .., Xd) = Dt —xg
Zu einemx € M seigp eine Karte mitx € U, undU < U, offen und zusam-
menhangend uni; € ¥(M) wie in Beispiel 2.1.5, d.hx € U und aufU stimmt
X; mit den punktweise linear unabhéngigﬁ;ﬁ Uberein.

Nach Fakta 3.3.2, 5, ist nuy = wi(y;Xu(y),..., %)), | = 1,2,
stetig. Auf U verschwinden diese Funktionen nicht, haben also auf
U immer positives bzw. negatives \Vorzeichen. Insbesondeit emnt-
weder e1(y; Xa(y),.... Xa(y)) = &(y; Xa(y),..-. Xa(¥)), y € U, oder
e1(y; Xa(y), - - -, Xa(y)) = —e2(y; Xa(y), - ... Xa(y)), y€ U.

Wegen 1 stimmem; unde; entweder auf gan tUberein oder haben auf ganz
U entgegengesetztes Vorzeichen. Somit sind die Mengetz; woe, bzw. wo

&1 = —&, beide dfen.

j = 1,2, zwei Orientierungen au¥l.

Ist M zusammenhéangend, so gibt es also immer genau zwei Origmgien.

3.6.3 Lemma. Kann man M mit einer Orientierung versehen, so ist die Merilpe a
positiv orientierten KarteoA beziiglich einer Orientierungein orientierter Atlas, der
jede Karte enthalt, die gleich orientiert ist wie jede KadusA.
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Beweis. Seiz(X; X4, . .., Xa) = =24k Zunachst gilt wegen

(™ @ (@) (€1 ..., €1) = (k) ™) w(X) (€1, .. ., €1) = W(X)((txe) €1, . ., (txp) “ea)

fur eine Karteyp, dass
(e w= (o) (... ) AcC?(Dy, AR

nirgends auD,, verschwindet. Aus obiger Gleichung lesen wir auch ab, gagsnau
dann inA liegt, wenn ¢~1)*w auf ganzD,, ein positives Vielfaches voa ist.

Ist nunD,, zusammenhangend, so muss die stetige Funkgion)*w(.) (ei, . . ., €q)
darauf dasselbe Vorzeichen haben. Tauscht man notigenfalls gegen
diag(L...,1,-1) o ¢ aus, so folgt, dass jedes € M im Definitionsbereich
einer positiv orientierten Karte liegt.

Also ist A ein Atlas, wobei fir zwei Kartew,y € A mit U, N U, # 0 wegen
(3.11)

P Hw=Woe) (¥ w
und daherx e U, NUy)

(™) wle()(er, ... 1) = (U W) ([dWop ™) (@()er. . . .. dor™ ) (p(x))er) =

W w@())(EL - -, &) - A © ™) (@(¥)er - .. A 0 ¢ (p(x))e) =
@ 0@ ()(er, .. ., &) - detd(y o ¢ )(@(¥).

Also muss dedi( o o) (¢(x)) > 0. Aus dieser Gleichung folgt auch sofort, dass wenn
¢ € A undy eine mitA gleich orientierte Karte ist, dann aughe A.
U

3.6.4 Satz.Eine d-dimensionale ©Mannigfaltigkeit M kann genau dann mit einer
Orientierung versehen werden, wenn M orientierbar ist. &esr gibt es zu jedem
orientierten Atlas eine Orientierung bezuglicher deréesr Atlas positiv orientiert

ist. Diese Orientierung ist nach Lemma 3.6.3 eindeutig.

Beweis. Die Hinrichtung folgt aus Lemma 3.6.3.

Fur die Ruckrichtung sefl ein orientierter Atlas. Man wahle zu jedgpre A und
jedemx € U, ein ofenesU =: U,x mit x € U,x C U, wie in Fakta 3.3.2, 4. Wir
wissen dann, dass

Q4(M)ly,,, = Qa(Ulu,, = C(Dy, A(RM)lpu, s

wobeiQq4(U,) vermdge ¢~1)* isomorph zuC*(D,, A4(RY)) ist. Insbesondere gibt es
einw,x € Qa(M), sodassg ™) w, x = A.

Wegen Satz 1.1.12 gibt es zu déberdeckundJ,x, ¢ € A, x € U, von M eine
abzahlbare Zerlegung der Eins; also hdchstens abzavikba [0, +0)-wertige C*-
Funktioneny;j, j € {1,...,1} mit eineml € N U {co}, sodass supp; kompakt und in
einemU,(j) xj) €nthalten ist, und sodass

Z){j =1,

wobei die Summation lokal endlich ist. Definieren wir nun

w .= Z)(j " We(j),x(j)>
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so istw auf einer hinreichend kleinerfienen Umgebuny, um jeden Punkk € M ei-
ne endliche Summe von Produkten vo#i(M, R)-Funktionen und Formen a@fy(M).
Nach Fakta 3.3.2, 2, ist diese endliche Summe zuminde3 (). Da das fur allex
der Fall ist, folgtw € M, vgl. Fakta 3.3.2, 3.

Fur einx € M und jedesj mit yj(x) > 0 gilt x € suppy; S Uyx- Sind

%lx, o ﬁ& € TxM wie in Bemerkung 1.2.7, so gilt
9 P -
Wg(j).x(j)( )(3tp(]) 690(]) x) = (©(1)) @e(iyx(iy (D (X)) (E1, - . ., €4) = 1.

Fur jeden weiteren Indexmit y;i(x) > 0 gilt wegen (1.3) sowie Fakta 3.1.8, 9

0 0
We(i).xiiy (X) (&p(j)l'X’ " 5oa |x) =

()Y 000 (09 ()5 o el 5 ) =

(e(0) ™) e (€ (9) (d(e(i) 0 @(D)H(@(DOPer. - . d(e(i) o) (@ (D)(¥)es) =

=A

detd(e(i) © ¢())™)(@())(¥)) > 0.

Also ist w725 b e |) = (@)™ wexi)(@()() als endliche Summe
positiver Summanden posmv und damit nicht Null.
0

3.6.5 Lemma. Sei M eine orientierbare d-dimensionalé&®@lannigfaltigkeit, sei N
eine Untermannigfaltigkeit von M mit DimensidimM — 1 und sei¥ : N — P(T M)
eine Funktion derart, dasg(x) immer ein eindimensionaler zu,d xN komplimentarer
Unterraum von TM ist und dass diese AbbildungQst, was bedeutet, dass fur jedes
x € N auf einer gewissen UmgebungdJN von x in U

P(X) = spanYy(X)}

fur eine C°-Funktion Y) : U - TM mitz o Yy = idy, vgl. Definition 2.5.3.
Dann ist N genau dann orientierbar, wenn es eirfeRunktion Y: N — T M mit
moY =idy gibt, sodas&(x) = spanY(x)} fur alle xe N.

Beweis.Sei¢ = o eine Orientierung aufi.
Gibt es eine Funktioty : M — TM mit den erwahnten Eigenschaften, so liegt
w(X): (Z1,...,2Z4-1) = 0(X(Y(X), Ty, ..., TxZg-1) in Ag-1(TxN). AulRerdem zeigt

man unschwer ahnlich wie in (3.13), dass
X w(X)(Y(X), TxtZi(X), ..., TxZg-1(X)), X € N,

furallezy,...,Zy-1 € X(N) eineC*-Funktionist. Es folgtz € Qg_1(N), wobeiw(X) #
O furallex € N.

Sei umgekehrts € Qg_1(N) nirgends verschwindend. Wir definierenz0Y(x) €
Y(x) derart, dass

a)(X)(Y(X), TxtZs, ..., TXLZd,l) = W(X)(Zl, cee Zd—l),
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fur alle Zy,...,Z4-1 € TxN. Das ist moglich, da links fir jedes 8 Y(x) € ¥(X)
ein nichtverschwindendes Element vaty_1(T«N) steht, und daAy_1(TxN) ja nur
eindimensional ist.

Istx e NundU > x so klein, dass es eine Funkti¥p gibt, und sodass fur gewisse
Z;,...,2Z4-1 € ¥(N) diese aulJ punktweise linear unabhangig sind, so muss

Y(y) = @(Y)(Za(y), . - ., Za-1(Y))
w()Yuy), Tyt Za(y), . . .. Tyt Zg-1(y))

womit Y(y) aufU und in folge auf ganX eineC*-Funktion ist.

“Yu(y),

U

3.6.6 Beispiel.Sei M eine @ — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit vaf'. Ist ¢
eine Karte auM, so ist

1
Il d(em © e~ D)@l

ein auf den klassischen Tangentialrad(ry o ¢ 1)(¢(x))(R%1) von M in x normal
stehender Vektor iiR?. Wegen (vgl. (1.4))

n,(x) := xd(tm © ¢7)(e(¥)

d(tm © @) (@()RY) = teidze Teem TxM
it X > ty idge 1N, (X) eineC*-Funktion aufU,, mit Werten inTxRY, sodass
spaftyidze ™ N, (X)} = tyidps ™ d(im © ¢ (@(PRTHH =2 P(X).

Aus Lemma 3.6.5 erkennen wir, dabt genau dann orientierbar ist, wenn es eine
auf ganzM definierteC*-Funktiony : M — TM mit v(X) € TxM gibt, sodass G-

tx idga v(X) Lty idra Txem TxM. Da Normieren eirC>®-Vorgang ist, sehen wir, dass das
aquivalent dazu ist, dass es efd®@-Normalenfunktion auM gibt.
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