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Kapitel 1

Mannigfaltigkeiten

1.1 Karten und Atlanten

Wir wollen eingangs ObjekteM mathematisch fassen, die anschaulich Geraden bzw.
Oberflächen entsprechen. Wir studieren diese Objekte mit sogenannten Karten. Das
sind bijektive Abbildungen von dem betrefflichen Objekt auf eine offene Teilmenge
desRd, mit deren Hilfe man die Eigenschaften vonM zumindest lokal innerhalb eines
bekannten Settings studieren kann. Dazu einige grundlegende Definitionen.

1.1.1 Definition.

� SeiM ein topologischer Raum undd ∈ N. Eine bijektive Abbildungϕ : U → D
heißtKarte auf M mit Werten inRd, falls ∅ , U ⊆ M und∅ , D ⊆ Rd offen
sind, und fallsϕ ein Homöomorphismus ist, wobeiU und D jeweils mit der
Spurtopologie versehen wird.

� Ist ϕ : U → D eine Karte, so bezeichnet man die Abbildungϕ−1 : D → U als
lokale Parametrisierung oder kurz als Einbettung.

� Für ein r ∈ N ∪ {0,∞} und eind ∈ N ist ein d-dimensionalerCr -Atlas auf M
eine MengeA von Kartenϕ : Uϕ → Dϕ auf M mit Werten inRd, sodass die
Definitionsbereiche der Karten ganzM überdecken, d.h.

M =
⋃

ϕ∈A

Uϕ,

und sodass für alleϕ, ψ ∈ A mit Uϕ ∩ Uψ , ∅

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(Uϕ ∩ Uψ) (⊆ Dϕ)→ ψ(Uϕ ∩ Uψ) (⊆ Dψ), (1.1)

eineCr -Abbildung1 ist.

� IstA ein d-dimensionalerCr -Atlas aufM und istφ eined-dimensionale Karte,
die inA liegt oder auch nicht, so nennen wirφ mit A verträglich, wenn auch
A∪ {φ} einCr -Atlas aufM ist.

Einen zweiten AtlasA′ auf M nennen wir̈aquivalentzuA, wenn auchA∪A′

ein Atlas ist.
1Für r = 0 bedeutetCr -Abbildung, dass selbige stetig ist.

1



2 KAPITEL 1. MANNIGFALTIGKEITEN

� Ist M ein topologischer Raum, der das Hausdorffsche Trennungsaxiom erfüllt,
und der eine abzählbare topologische Basis besitzt, d.h. es sei das zweite
Abzählbarkeitsaxiom erfüllt, sindr ∈ N ∪ {0,∞} und d ∈ N und ist A
ein d-dimensionalerCr -Atlas auf M, so nennt man das Paar (M,A) eine d-
dimensionaleCr -Mannigfaltigkeit.

Da man in (1.1)ϕ, ψ ∈ A vertauschen kann, bedeutet diese Forderung gerade, dass
ψ ◦ ϕ−1 im Fall r = 0 ein Homöomorphismus und im Fallr > 0 ein r-mal stetig
differenzierbarer Diffeomorphismus ist.

Wir werden uns hier ausschließlich mitCr -Mannigfaltigkeiten mitr ≥ 1 beschäfti-
gen, d.h. mit sogenannten differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Meist beschränkt man
sich sogar auf den Fallr = ∞.

1.1.2 Bemerkung.Ist (M,A) eind-dimensionaleCr -Mannigfaltigkeit, so schreiben wir
in Hinkunft meist nurM dafür und erwähnen meist nicht den dazugehörigen AtlasA.
Sprechen wir dann von einer Karteϕ auf M, dann meinen wir immer – außer es wird
explizit darauf hingewiesen – eine mitA verträgliche Karte.

1.1.3 Beispiel.

 Für M = Rd ist idRd : M → Rd offensichtlich eine Karte undA = {idRd}

ist ein d-dimensionalerC∞-Atlas. Also ist (M,A) eine d-dimensionaleC∞-
Mannigfaltigkeit.

 Nimmt man M = Rd und irgendeinen Homöomorphismusφ : Rd → Rd,
der nicht differenzierbar ist, so ist auch (M, {φ}) eine d-dimensionaleC∞-
Mannigfaltigkeit, da Bedingung (1.1) trivialerweise erf¨ullt ist. Nun ist aber die
Karte idRd nicht verträglich mit dem Atlas{φ}.

 Ist M ein d-dimensionaler affiner Teilraum vonRp, und ist f : Rd → M eine
affine Abbildung der Bauartx 7→ y+ Axmit einer injektiven linearen Abbildung
A : Rd → Rp und einem festeny ∈ M, so istA = { f −1} ein d-dimensionaler
C∞-Atlas.

 Ist allgemeinerf : D → Rp eine injektive und stetige Abbildung von einer
offenen TeilmengeD ⊆ Rd nachRp, sodassf −1 : f (D) (⊆ Rp) → D ebenfalls
stetig ist, so istM = f (D) versehen mit dem Atlas{ f −1} eined-dimensionaleC∞-
Mannigfaltigkeit. Wir wollen derartige Mannigfaltigkeiten alsd-dimensionale
Flächenim Rp bezeichnen.

 SeiD = (−1, 1)× (−1, 1) undM := f (D) mit

f

(

ξ

η

)

:=





ξ

η

ξ2 + η2





Diese Abbildung ist offensichtlich injektiv. Sie ist stetig, da alle Komponenten-
funktionen stetig sind. Außerdem istf −1 : M → D nichts anderes als die Pro-
jektion auf die ersten beiden Koordinaten, und somit auch stetig.

Wir werden später sehen, dass die Mannigfaltigkeiten aus der Analysis III in unser
Schema hier passen.
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1.1.4 Fakta.

1. IstM eined-dimensionaleCr -Mannigfaltigkeit, so istM als topologischer Raum
lokalkompakt (und damit regulär):

Ist x ∈ M und ϕ : U → D eine (mit demM zugrunde liegenden Atlas ver-
trägliche) Karte mitx ∈ U, so seiǫ > 0 so klein, dass die abgeschlossene Kugel
Kǫ (ϕ(x)) in D enthalten ist. Die Mengeϕ−1(Kǫ (ϕ(x))) ist als stetiges Bild einer
kompakten Menge selbst kompakt und enthält die in der Spurtopologie offene
Mengeϕ−1(Uǫ(ϕ(x))) ∋ x. Also hatx eine kompakte Umgebung.

2. SeiM eined-dimensionaleCr -Mannigfaltigkeit undϕ : U → D eine (mit dem
M zugrunde liegenden Atlas verträgliche) Karte undU′ ⊆ U (⊆ M) offen und
nichtleer, so ist auchD′ := ϕ(U′) ⊆ D offen und nichtleer. Umgekehrt ist für ein
offenes nichtleeresD′ ⊆ D sicherlich auchU′ := ϕ−1(D′) ⊆ U (⊆ M) offen und
nichtleer.

In jedem Fall ist dann auchϕ|U′ : U′ → D′ eine (mit demM zugrunde liegenden
Atlas verträgliche) Karte, weil die Bedingung, dass die Funktion in (1.1)Cr ist,
bei der Einschränkung auf eine offene Teilmenge erhalten bleibt.

3. Aus dem letzen Punkt folgt sofort, dass, wenn (M,A) eined-dimensionaleCr -
Mannigfaltigkeit undO ⊆ M offen ist, dann auch (O,A′) eined-dimensionale
Cr -Mannigfaltigkeit ist, wobei

A′ := {ϕ|Uϕ∩O : ϕ ∈ A, Uϕ ∩O , ∅}.

4. Ist (Mi ,Ai), i ∈ I , eine endliche oder abzählbar unendliche Familie vond-
dimensionalenCr -Mannigfaltigkeiten, wobeiM j ∩ Mi = ∅ für alle i , j, und
versieht manM := ˙⋃

i∈I Mi mit der finalen Topologie bezüglich der Abbildungen
ιMi : Mi → M, x 7→ x, so ist (M,A) eined-dimensionaleCr -Mannigfaltigkeit,
wobei

A :=
⋃

i∈I

Ai .

5. Sei M eined-dimensionaleCr -Mannigfaltigkeit. Istϕ : Uϕ → Dϕ eine (mit
dem M zugrunde liegenden Atlas verträgliche) Karte undx ∈ Uϕ, so ist auch
y 7→ ϕ(y) − ϕ(x) eine (mit demM zugrunde liegenden Atlas verträgliche) Karte,
die zudemx auf 0∈ Rd abbildet.

Ist allgemeinerh : Dϕ → O (⊆ Rd) einCr -Diffeomorphismus, so isth◦ϕ : Uϕ →

O ein (mit demM zugrunde liegenden Atlas verträgliche) Karte.

1.1.5 Lemma(Lindelöf). Sei Ui , i ∈ I, eine offeneÜberdeckung eines topologischen
Raumes(X,T ), d.h.

⋃

i∈I Ui = X. Hat (X,T ) eine abzählbare Basis, so gibt es eine
höchstens abzählbare Teilmenge J⊆ I, sodass Ui , i ∈ J, ebenfalls X überdeckt.
Beweis. SeiB eine abzählbare Basis von (X,T ). Da jede offene Menge als Vereinigung von Basismengen geschrieben
werden kann, gibt es zu jedemi und jedemx ∈ Ui ein Bi,x ∈ B mit x ∈ Bi,x ⊆ Ui . SeiA die Menge aller derart getroffenen
Mengen ausB.

Da mitB auchA höchstens abzählbar ist, gibt es
(

i(n), x(n)
)

, n ∈ N, sodass

A = {Bi(n),x(n) : n ∈ N}.

Ist nunx ∈ X, so gibt es laut Voraussetzung eini mit x ∈ Ui . WegenBi,x ∈ A gibt es einn, sodassx ∈ Bi,x = Bi(n),x(n) ⊆ Ui ,

wobei i.A. i , i(n), x , x(n). Da aber auchBi(n),x(n) ⊆ Ui(n), folgt x ∈ Ui(n), und wir sehen, dass dieUi(n), n ∈ N, ganzX

überdecken.
❑
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1.1.6 Korollar. Ist (M,A) eine Mannigfaltigkeit, so gibt es einen TeilatlasB ⊆ A, der
aus abzählbar vielen Karten besteht.

Beweis.Aus Lemma 1.1.5 angewandt aufUϕ, ϕ ∈ A, folgt sofort die Aussage.
❑

1.1.7 Lemma. Sei(M1,A1) eine d1-dimensionale Cr -Mannigfaltigkeit und(M2,A2)
eine d2-dimensionale Cr -Mannigfaltigkeit. Versieht man M:= M1 × M2 mit der Pro-
dukttopologie und mit dem Atlas

A := {ϕ1 × ϕ2 : ϕ1 ∈ A1, ϕ2 ∈ A2},

so ist auch(M,A) eine d1 + d2-dimensionale Cr -Mannigfaltigkeit, die sogenannte
Produktmannigfaltigkeitvon M1 und M2. Dabei istϕ1 × ϕ2 : Uϕ1 × Uϕ2 (⊆ M) →
Dϕ1 × Dϕ2 (⊆ Rd1 × Rd2 � Rd1+d2) die Abbildung(x, y) 7→ (ϕ1(x), ϕ2(y)).

Beweis. Bekannterweise istM versehen mit der Produkttopologie lokalkompakt und
Hausdorffsch, und erfüllt das zweite Abzählbarkeitsaxiom.

Für ϕ1 ∈ A1, ϕ2 ∈ A2 sind zudemUϕ1 × Uϕ2 und Dϕ1 × Dϕ2 offen in M bzw.
Rd1 × Rd2 � Rd1+d2, undϕ1 × ϕ2 : Uϕ1 × Uϕ2 → Dϕ1 × Dϕ2 ist ein Homöomorphismus.

Sindϕ1, ψ1 ∈ A1, ϕ2, ψ2 ∈ A2 so, dassUϕ1 ∩ Uψ1 , ∅, Uϕ2 ∩Uψ2 , ∅, so gilt

(ψ1 × ψ2) ◦ (ϕ1 × ϕ2)−1 = (ψ1 ◦ ϕ
−1
1 ) × (ψ2 ◦ ϕ

−1
2 ) :

(ϕ1 × ϕ2)((Uϕ1 ∩ Uψ1) × (Uϕ2 ∩Uψ2))→ (ψ1 × ψ2)((Uϕ1 ∩ Uψ1) × (Uϕ2 ∩Uψ2)),

womit diese AbbldungCr ist. Wegen

M = M1 × M2 =





⋃

ϕ1∈A1

Uϕ1




×





⋃

ϕ2∈A2

Uϕ2




=

⋃

ϕ1∈A1, ϕ2∈A2

Uϕ1 × Uϕ2

istA ein Atlas.
❑

Wie fast überall in der Mathematik sind Funktionen, die strukturerhaltend sind, von
ganz besonderem Interesse. Bei den Mannigfaltigkeiten sind das die differenzierbaren
Abbildungen.

1.1.8 Definition. Seien (M,A) und (N,B) zwei Cr -Mannigfaltigkeiten mit einemr ∈
N ∪ {∞}. Eine Abbildung f : M → N heißtm-mal stetig differenzierbarmit einem
m ∈ N ∪ {∞},m ≤ r, wenn es zu jedemx ∈ M eine mitA verträgliche Karteϕ mit
x ∈ Uϕ und eine mitB verträgliche Karteψ mit f (x) ∈ Uψ gibt, sodassf (Uϕ) ⊆ Uψ

und sodass

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : Dϕ → Dψ

m-mal stetig differenzierbar ist. Die Menge allerm-mal stetig differenzierbaren Abbil-
dungen vonM nachN bezeichnen wir mitCm(M,N).
Ein bijektives f : M → N heißtCm-Diffeomorphismus, wenn f und f −1 im Sinne von
oben inCm(M,N) bzw. inCm(N,M) liegen.

1.1.9 Fakta.
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1. Sei f ∈ Cm(M,N), und seienϕ undψ Karten wie in Definition 1.1.8 zu einem
gegebenenx ∈ M. DaUϕ offen ist, und da

f |Uϕ
= ψ−1 ◦ (ψ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ ϕ : Uϕ → N

als Zusammensetzung stetiger Funktionen stetig ist, folgtdie Stetigkeit vonf bei
x. Da x beliebig war, istf : M → N auf ganzM stetig.

2. Ist f : M → N ein Cm-Diffeomorphismus, so istf wegen des letzten Punktes
auch ein Homöomorphismus.

3. Ist f : M → N in Cm(M,N), und sind ˜ϕ bzw. ψ̃ zwei beliebige (mitA bzw.B
verträgliche) Karten aufM bzw.N, sodassf (Uϕ̃) ⊆ Uψ̃, so ist auch

ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃−1 : Dϕ̃ → Dψ̃

m-mal stetig differenzierbar. Insbesondere bleibt diem-malige Differenzierbar-
keit von f erhalten, wenn man aufM und N jeweils zu äquivalenten Atlanten
übergeht.

Um das einzusehen seix ∈ Uϕ̃, und seienϕ undψ Karten wie in Definition 1.1.8.
Also gilt f (Uϕ ∩ Uϕ̃) ⊆ Uψ ∩ Uψ̃ und damit gemäß (1.1)

ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃−1|ϕ̃(Uϕ∩Uϕ̃) = (ψ̃ ◦ ψ−1) ◦ ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ◦ (ϕ ◦ ϕ̃−1)|ϕ̃(Uϕ∩Uϕ̃),

wobei ϕ̃(Uϕ ∩ Uϕ̃) eine offeneϕ̃(x) enthaltende Teilmenge vonDϕ̃ ist. Also ist
ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃−1 : Dϕ̃ → Dψ̃ lokal um jeden Punkt vonDϕ̃ – und daher überall – als
Zusammensetzung vonCm-Abbildungen auchm-mal stetig differenzierbar.

4. Aus 3 und 1 erkennt man leicht, dassf : M → N genau dannCm ist, wenn
f : M → N stetig ist und wenn für alle Kartenϕ auf M undψ auf N die Abbil-
dungψ ◦ f ◦ ϕ−1 auf ihrem maximalen Definitionsbereichϕ( f −1(Uψ) ∩Uϕ) eine
klassischeCm-Abbildung ist.

5. SindM ⊆ Rp undN ⊆ Rq offen versehen mit den Atlanten{idM} bzw. {idN}, so
liegt ein f : M → N genau dann inCm(M,N), wenn f als Abbildung vonM
nachRq im klassischen Sinnem-mal stetig differenzierbar ist.

6. Istϕ eine Karte aufM, so istϕ : Uϕ → Dϕ einCr -Diffeomorphismus, wobeiUϕ

für sich eine Mannigfaltigkeit wie in Fakta 1.1.4, 3, undDϕ mit dem Atlas{idDϕ
}

versehen ist.

7. Die Hintereinanderausführung vonm-mal stetig differenzierbaren Funktionen
zwischen Mannigfaltigkeiten ist wiederm-mal stetig differenzierbar.

Insbesondere ist die Hintereinanderausführung vonCm-Diffeomorphismen zwi-
schen Mannigfaltigkeiten wieder einCm-Diffeomorphismus.

Dazu seienf : M → N undh : N → L in Cm(M,N) bzw.Cm(N, L). Zu x ∈ M
gibt es Kartenψ aufN undφ aufL mit f (x) ∈ Uψ, h( f (x)) ∈ Uφ undh(Uψ) ⊆ Uφ,
sodassφ ◦ h ◦ ψ−1 : Dψ → Dφ m-mal stetig differenzierbar ist.

Ist nunϕ eine Karte aufM mit x ∈ Uϕ, so ist wegen der Stetigkeit vonf die
MengeU′ := f −1(Uψ) ∩ Uϕ eine offene Teilmenge vonUϕ mit x ∈ U′. Nach
Fakta 1.1.4 ist auchϕ′ := ϕ|U′ : U′ → ϕ(U′) eine Karte, die zudemx ∈ Uϕ′ = U′,
f (Uϕ′ ) ⊆ Uψ undh ◦ f (Uϕ′ ) ⊆ h(Uψ) ⊆ Uφ erfüllt.
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Nach 3, ist zudemψ ◦ f ◦ (ϕ′)−1 : Dϕ′ → Dψ und daher auch

(φ ◦ h ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ f ◦ (ϕ′)−1) = φ ◦ h ◦ f ◦ (ϕ′)−1 : Dϕ′ → Dφ.

m-mal stetig differenzierbar.

8. Mit der Notation von Lemma 1.1.7 ist die Projektionπ j : M1 × M2 → M j für
j = 1, 2 einer-mal stetig differenzierbare Abbildung.

Wegen 7 sind damit für eineCm-Abbildung f : L → M1 × M2 mit einerCr -
MannigfaltigkeitL die Abbildungenπ j ◦ f : L→ M j auchm-mal stetig differen-
zierbar und zwar fürj = 1, 2.

Man zeigt unschwer, dass auch die Umkehrung gilt; also ist eine Abbildungf :
L→ M1×M2 genau dannm-mal stetig differenzierbar, wenn beide Abbildungen
π1 ◦ f : L→ M1 undπ2 ◦ f : L→ M2 es sind.

1.1.10 Bemerkung.Ist M = G gleichzeitig eined-dimensionaleCr -Mannigfaltigkeit
und eine Gruppe, sodass die Multiplikation· : G ×G→ G r-mal stetig differenzierbar
ist, so spricht man von einerCr -Liegruppe. Ein Beispiel für eineC∞-Liegruppe ist z.B.
GL(n,R).

Man zeigt leicht, dass dann z.B. auch die Abbildunglg : x 7→ gx (Linkstranslation)
vonG nachG für jedesg ∈ G einCr -Diffeomorphismus ist.

Den Beweis des folgenden Lemmas überlassen wir dem Leser als Übung; siehe
Analysis III.

1.1.11 Lemma. Ist O ⊆ Rd offen, t ∈ O undǫ > so, dass Kǫ (t) ⊆ O, so gibt es ein
h ∈ C∞(O,R) mit kompaktem Trägersupph ⊆ O, mit h(O) ⊆ [0, 1] und h(Kǫ(t)) = {1}.

1.1.12 Satz.Sei M eine Cr -Mannigfaltigkeit.

1. Sei(Oi)i∈I eine offeneÜberdeckung von M. Dann gibt es eine Cr -Zerlegung der
Eins, d.h. abzählbar viele Cr -Funktionenχ j : M → [0, 1], j = 1, . . . , l mit
l ∈ N∪{∞}, sodass der Trägersupp(χ j) = {x ∈ M : χ j(x) , 0} einer jeden dieser
Funktionen kompakt und in einem Oi( j) enthalten ist, und sodass

1 =
l∑

j=1

χ j(x), x ∈ M.

Dabei gibt es zu jedem x∈ M eine Umgebung Vx um x und einen Index l(x) ∈ N,
sodassχ j(y) = 0 für alle j > l(x) und alle y ∈ Vx, womit

∑l
j=1χ j lokal eine

endliche Summe ist.

2. Ist K eine kompakte Teilmenge von M und(Oi)i∈I eine offeneÜberdeckung von
K, so gibt es endliche viele Cr -Funktionenχ j : M → [0, 1], j = 1, . . . , l mit ei-
nem l∈ N, sodass der Trägersupp(χ j) = {x ∈ M : χ j(x) , 0} einer jeden dieser
Funktionen kompakt und in einem Oi( j) enthalten ist, und sodass

1K(x) ≤
l∑

j=1

χ j(x) ≤ 1, x ∈ M.
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Beweis.Folgender Beweis funktioniert für beide Aussagen.
Zu jedemx ∈ M bzw. x ∈ K wähle man eine Karteϕx mit x ∈ Uϕx und so, dass

Uϕx ⊆ Oi(x) für ein i(x) ∈ I , vgl. Fakta 1.1.4. Lemma 1.1.11 angewandt aufϕx(x)
ergibt eineC∞-Funktionhx : Dϕx → R mit kompakten Träger supphx ⊆ Dϕx mit
hx(Dϕx) ⊆ [0, 1] undhx(Kǫx(ϕx(x))) = {1} für ein ǫx > 0, sodassKǫx(ϕx(x)) ⊆ Dϕx.

Setzen wirhx ◦ ϕx durch Null auf ganzM fort, so folgt aus der Tatsache, dass
die Differenzierbarkeit eine lokale Eigenschaft ist, dass diese Fortsetzungfx eineCr -
Funktion ist.

Klarerweise stellt (ϕ−1
x (Uǫx(ϕx(x))))x∈K eine offene Überdeckung vonM bzw.

K dar. Im ersten Fall folgt aus Lemma 1.1.5 bzw. im zweiten Fallfolgt aus der
Kompaktheit vonK, dass abzählbar bzw. endliche viele dieser offenen Mengen
ϕ−1

x j
(Uǫxj

(ϕx j (x j))), j = 1, . . . , l mit eineml ∈ N ∪ {∞} schonM bzw.K überdecken.
Wir definieren nunχ1 = fx1 und für j < l

χ j+1 = fx j+1

j∏

k=1

(1− fxk).

Klarerweise haben alle Funktionenχ j Werte in [0, 1], wobei der Träger vonχ j in dem
von fx j und somit kompakt und inOi(x j ) enthalten ist. Zudem sind dieχ j ausCr (M,R).

Schließlich zeigt man unschwer durch ein induktives Argument, dass (j + 1 < l)

j∑

k=1

χk = 1−
j∏

k=1

(1− fxk).

Insbesondere hat
∑ j

k=1χk Werte im Intervall [0, 1].
Für x ∈ M bzw. x ∈ K ist x in einemϕ−1

xk
(Uǫxk

(ϕxk(xk))) enthalten. Ist einx in
einem solchenϕ−1

xk
(Uǫxk

(ϕxk(xk))) enthalten, so folgt für alley ∈ ϕ−1
xk

(Uǫxk
(ϕxk(xk))),

dass fxk(y) = 1 und damit
∑ j

r=1 χr (y) = 1 für alle j ≥ k. Also ist χ j(y) = 0 für alle
j > k.

❑

1.2 Tangentialraum

Wenn man an eined-dimensionale FlächeM = φ(D) im Rp mit einem Homöomor-
phismusφ : D → φ(D), wobeiφ : D → φ(D) stetig differenzierbar mit rangdφ(s) =
d, s ∈ D ist, denkt, so ist der Tangentialraum in einem Punktx ∈ M definiert als der
d-dimensionale lineare Teilraumdφ(s) (Rd) vonRp. Bei abstrakten Mannigfaltigkeiten
hat man keinenRp, worin M eingebettet liegt. Somit gestaltet sich schon die Definition
des Tangentialraumes als nicht ganz einfach.

Die offensichtlichste Möglichkeit, den TangentialraumTxM bei einem Punktx auf
einerd-dimensionalen MannigfaltigkeitM einzuführen ist die, einfach eine Kopie des
Rd herzunehmen. Das Problematische dabei ist, diesen Tangentialraum in Verbindung
zur Abbildung in und aus der Mannigfaltigkeit zu setzen.

Wir führen den TangentialraumTxM bei einem Punktx auf einerd-dimensionalen
Mannigfaltigkeit (M,A) ein, indem wir zunächst zumindest einmal alle stetig differen-
zierbaren Abbildungenc : Ic→ M mit einem offenen reellen IntervallIc, sodass 0∈ Ic
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und c(0) = x, betrachten, wobeiIc mit dem Atlas{idIc} versehen ist, vgl. Definition
1.1.8, um dann die Menge

TxM := {c : c ∈ C1(Ic,M) ∧ c(0) = x}

aller solchen Abbildungen mit der̈Aquivalenzrelation

c ∼ b :⇔ ∃ϕ ∈ A : x ∈ Uϕ ∧ (ϕ ◦ c)′(0) = (ϕ ◦ b)′(0) (∈ Rd)

zu versehen. Man schließt leicht mit Hilfe der Kettenregel (vgl. (1.2)), dass diese De-
finition nicht von der konkreten Karteϕ abhängt und dass in Folge∼ tatsächlich eine
Äquivalenzrelation ist. Außerdem giltc ∼ b, wennc undb auf irgendeiner Umgebung
der reellen Null übereinstimmen.

1.2.1 Definition. Für eined-dimensionaleCr -Mannigfaltigkeit (M,A) und einx ∈ M
sei derTangentialraumbei x definiert als

TxM := TxM/ ∼

Für eine stetig differenzierbare Abbildungg : I → M mit einem offenenI ⊆ R wollen
wir g′(s) als die Restklasse

g′(s) :=
[ (

t 7→ g(s+ t)
) ]

∼ (∈ Tg(s)M)

definieren.

1.2.2 Bemerkung.Ist U ⊆ M offen undx ∈ U, so istU gemäß Fakta 1.1.4, 3, selber
eine Mannigfaltigkeit. DaTxM nur vom Aussehen der Wege lokal beix abhängen, lässt
sichTxM mit TxU vermöge der Abbildung [c]∼ 7→ [c|Jc]∼ identifizieren, wobeiJc ein
offenes Intervall um die Null mitJc ⊆ Ic ist, sodassc(Jc) ⊆ U.

1.2.3 Bemerkung.Für eine gegebene Karteϕ mit x ∈ Uϕ ist

txϕ : [c]∼ 7→ (ϕ ◦ c)′(0)

offensichtlich eine injektive Abbildung vonTxM nachRd. Sie ist sogar bijektiv, da zu
einemv ∈ Rd die Kurvecv(t) := ϕ−1(ϕ(x) + tv), ϕ(x) + tv ∈ Dϕ, sicherlich

(ϕ ◦ cv)′(0) = v

erfüllt. Somit können wirTxM mit einer Vektorraumstruktur – also mit+ und · – ver-
sehen, indem wir fordern, dasstxϕ linear ist. Das Nullelement aufTxM ist – wie man
sich leicht überzeugt – die von der Konstantenc ≡ x aufgespannte Restklasse.

Diese Vektorraumstruktur hängt ad hoc vonϕ ab und machtTxM zu einem Vektor-
raum der Dimensiond überR. Um die Unabhängigkeit vonϕ nachzuweisen, seiφ eine
zweite Karte, diex ∈ Uφ erfüllt. Nach der mehrdimensionalen Kettenregel (Analysis
II) gilt

(φ ◦ c)′(0) = ((φ ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ c))′(0) = d(φ ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) (ϕ ◦ c)′(0). (1.2)

Dabei istd(φ◦ϕ−1)(ϕ(x)) eine reguläre, lineare Abbildung vonRd auf sich. Wir schlie-
ßen

txφ = d(φ ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) ◦ txϕ. (1.3)
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Wenn wirTxM wie oben beschrieben ausgehend vonϕ mit einer Vektorraumstruktur
versehen, dann ist die rechte Seite und damit auchtxφ eine reguläre, lineare Abbil-
dung vonTxM aufRd. Also stimmt die gegebene Vektorraumstruktur aufTxM mit der
überein, wenn man eingangs verlangt, dasstxφ linear ist.

Dacv : t 7→ ϕ−1(ϕ(x)+ tv) sogarr-mal stetig differenzierbar ist und da die [cv]∼, v ∈
Rd ganzTxM aufspannen, gilt auchTxM = {[c]∼ : c ∈ TxM, c ∈ Cr (Ic,M)}.

Somit macht folgende Definition Sinne.

1.2.4 Definition. SeiTxM mit jener Vektorraumstruktur (+ und·) versehen, sodass für
alle Kartenϕ auf M mit x ∈ Uϕ die Abbildungtxϕ linear ist.

Offensichtlich hatTxM dann Dimensiond.

1.2.5 Beispiel.Ist M eine offene Teilmenge vonRd versehen mit dem Atlas{idM},
und nimmt manϕ = idM, so ist die Abbildung [c]∼ 7→ (ϕ ◦ c)′(0) nichts anderes als
tx idM : [c]∼ 7→ c′(0). Also erhalten wir eine kanonische Identifikation vonTxM mit
Rd.

1.2.6 Beispiel.Wir betrachten die GruppeG := GL(n,R) als bekannterweise of-
fene Teilmenge vonRn×n. Versehen mit{idG} ist G eine n2-dimensionaleC∞-
Mannigfaltigkeit. Sie ist in der Tat eine Lie-Gruppe, denn· : G ×G→ G ist C∞.

Der Tangentialraum beiI = idRn ∈ GL(n,R), alsoTIG, ist vermöge

tI idG : TIG→ R
n2
� Rn×n

isomorph zuRn×n. FürA ∈ Rn×n und |t| < 1
‖A‖ liegt

cA(t) := I + tA

in G mit cA(0) = I ; also [cA]∼ ∈ TIG. Nun gilt

tI idG([cA]∼) = c′A(0) = A.

Ein Dimensionsvergleich ergibtTIG = {[cA]∼ : A ∈ Rn×n}, wobei die Zuordnung
A 7→ [cA]∼ gerade die Inverse vontI idG ist.

Betrachtet man ein allgemeinesB ∈ G undcA(t) = B+ tA für hinreichend kleines
|t|, so folgt genauso, dass [cA]∼ ∈ TBG und

tB idG([cA]∼) = c′A(0) = A.

Also gilt für alle B ∈ G
TBG = {[cA]∼ : A ∈ Rn×n},

wobei auchA 7→ [cA]∼ die Inverse vontB idG ist. Um herauszuheben, dass wir den
Tangentialraum beiB betrachten, schreiben wir fürcA auchcB

A.

1.2.7 Bemerkung.Sei M eined-dimensionalenCr -Mannigfaltigkeit. Istϕ eine Karte
auf M mit x ∈ Uϕ und isti = 1, . . . , d, so sei

ci(t) := ϕ−1(ϕ(x) + tei), t ∈ Ici ,

wobei Ici ein offenes Intervall um die Null ist, sodassϕ(x) + tei ∈ Dϕ für alle t ∈ Ici .
Dann giltci ∈ TxM, und wir setzen

∂

∂ϕi
|x := [ci ]∼.
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Wegen (ϕ ◦ ci)′(0) = txϕ([ci ]∼) = ei ist ∂
∂ϕi
|x, i = 1, . . . , d, eine Vektorraumbasis von

TxM, vgl. Definition 1.2.4.

1.2.8 Definition. SeienM undN zweiCr -Mannigfaltigkeiten mit einemr ∈ N ∪ {∞}.
Ist f : M → N mindestens einmal stetig differenzierbar undx ∈ M, so seiTx f :
TxM → T f (x)N die Abbildung definiert durch

Tx f ([c]∼) := [ f ◦ c]∼, [c]∼ ∈ TxM.

Diese Abbildung heißt dieAbleitungvon f .

1.2.9 Beispiel.Sind M undN offene Teilmengen vonRd1 bzw.Rd2 (versehen mit dem
Atlas {idM} bzw. {idN}), und wird fürx ∈ M der TangentialraumTxM wie in Beispiel
1.2.5 vermögetx idM mit Rd1 undT f (x)N vermöget f (x) idN mit Rd2 identifiziert, so gilt
wegen der Kettenregel aus der Analysis II

t f (x) idN ◦Tx f ([c]∼) = t f (x) idN([ f ◦ c]∼) =

( f ◦ c)′(0) = d f(x)c′(0) = d f(x) ◦ tx idM([c]∼),

wobei dasd f(x) rechts in dieser Relation die Ableitung im Sinne der Analysis II ist.
Wir sehen, dass in dem gegenwärtigen Fall die AbbildungTx f der klassischen Ablei-
tungd f(x) entspricht.

1.2.10 Fakta.

1. Tx f ist wohldefiniert, daf ◦ c ∈ T f (x)N, und da fürc ∼ b und Kartenϕ undψ
auf M bzw.N mit x ∈ Uϕ, f (x) ∈ Uψ, f (Uϕ) ⊆ Uψ wie in Definition 1.1.8

(ψ ◦ f ◦ c)′(0) = ((ψ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ c))′(0) = d(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) (ϕ ◦ c)′(0) =

d(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) (ϕ ◦ b)′(0) = (ψ ◦ f ◦ b)′(0),

also f ◦ c ∼ f ◦ b.

2. Wir erkennen aus dieser Gleichung auch, dass

t f (x)ψ Tx f = d(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) txϕ, (1.4)

wobei rechts die Ableitung wie in der Analysis II gemeint ist. Da die Vektor-
raumstruktur aufTxM und T f (x)N vermögetxϕ bzw. t f (x)ψ definiert ist, folgt
Tx f ∈ L(TxM,T f (x)N).

Wir erkennen aus (1.4) auch, dass die lineare AbbildungTx f die Koordinaten-
darstellungd(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) hat, wenn wirTxM undT f (x)N mit den Basen

∂

∂ϕi
|x, i = 1 . . . , dim M, sowie

∂

∂ψi
| f (x), i = 1 . . . , dimN,

wie in Bemerkung 1.2.7 versehen.

3. Dad(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) in (1.4) nur vom Aussehen vonψ ◦ f ◦ϕ−1 lokal beiϕ(x)
abhängt, d.h. nur von der Einschränkung vonψ ◦ f ◦ ϕ−1 auf jede noch so kleine
Umgebung vonϕ(x), hängtTx f ([c]∼) auch nur vom Aussehen vonf lokal beix
ab.
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4. Es giltTxidM = idTxM.

5. Ist in (1.4)ψ = idDϕ
und f = ϕ : Uϕ → Dϕ – Uϕ als Mannigfaltigkeit wie in

Fakta 1.1.4, 3, betrachtet –, so folgt

(tϕ(x) idDϕ
) Txϕ = txϕ.

6. Ist auchL eineCr -Mannigfaltigkeit undg : N → L mindestens einmal stetig
differenzierbar, so gilt dieKettenregel

T f (x)g Tx f = Tx(g ◦ f ),

da für [c]∼ ∈ TxM sicherlich [f ◦ c]∼ ∈ T f (x)N und daher

Tx(g ◦ f )([c]∼) = [(g ◦ f ) ◦ c]∼ = [g ◦ ( f ◦ c)]∼ =

T f (x)g([ f ◦ c]∼) = T f (x)g Tx f ([c]∼).

7. Ist f : M → N mindestens einC1-Diffeomorphismus, so folgt aus den Punkten
6 und 4, dassT f (x)( f −1) = (Tx f )−1, woraus inbesondere folgt, dassM und N
dieselbe Dimension besitzen müssen.

8. Ist I ⊆ R offen undg : I → M mindestens einmal stetig differenzierbar, so gilt
g′(s) = Tsg ◦ (ts idI )−1(1), vgl. Definition 1.2.1.

1.2.11 Definition. Sei M eined-dimensionalenCr -Mannigfaltigkeit undx ∈ M. Ist
f ∈ C1(M,Rm) – Rm mit dem Atlas{idRm} versehen – und istXx ∈ TxM, so setzen wir
(vgl. Beispiel 1.2.5)

Xx f := t f (x) idRm Tx f Xx (∈ Rm),

und nennen das die Ableitung vonf in RichtungXx.

1.2.12 Fakta.

1. IstXx = [c]∼, so gilt

Xx f = t f (x) idRm([ f ◦ c]∼) = ( f ◦ c)′(0). (1.5)

Ist dabeic = ci wie in Bemerkung 1.2.7 mit einer Karteϕ, so ist [ci ]∼ f = ∂
∂ϕi
|x f

nichts anderes als die Ableitung vonf ◦ϕ−1 : Dϕ → R
m nach deri-ten Variablen.

Für ∂
∂ϕi
|x f schreibt man daher auch∂ f

∂ϕi
(x).

2. Aus der Kettenregel folgt für eine weitereCr -MannigfaltigkeitN, h ∈ Cr (M,N)
und f ∈ C1(N,Rm), dass

Txh(Xx)
︸   ︷︷   ︸

∈Th(x)N

f = t f◦h(x) idRm Th(x) f Txh (Xx) =

t f◦h(x) idRm Tx( f ◦ h) (Xx) = Xx( f ◦ h).

3. Aus (1.5) folgt sofort, dassXx f linear von f abhängt. DaXx 7→ Xx f eine Zu-
sammensetzung zweier linearer Funktionen ist, hängtXx f auch linear vonXx

ab.
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4. SindXx,Yx ∈ TxM und gilt Xx f = Yx f für alle f ∈ C1(M,R), so mussXx = Yx.
Um das einzusehen, seiϕ eine Karte aufM mit x ∈ Uϕ und seih : Rd → R eine
C∞-Funktion mit kompaktem, inDϕ enthaltenen Träger und sodassh|Uδ(ϕ(x)) ≡ 1
für einδ > 0.

Für jedesv ∈ Rd sei fv : Uϕ → R definiert durchfv(y) = (h ◦ ϕ(y)) · (vTϕ(y)).
Wegen der Wahl vonh lässt sichfv mit 0 außerhalb vonUϕ zu einerC∞-Funktion
fortsetzen.

Ist nunXx = [c]∼ undYx = [b]∼, so folgt

Xx fv = ( fv ◦ c)′(0) = (vTϕ ◦ c)′(0) = vT(ϕ ◦ c)′(0)

undYx fv = vT(ϕ ◦ b)′(0). Diese beiden Ausdrücke müssen für allev ∈ Rd über-
einstimmen, und daher (ϕ ◦ c)′(0) = (ϕ ◦ b)′(0) bzw. [c]∼ = [b]∼.

Mengentheoretisch sind für verschiedenex, y ∈ M die TangentialräumeTxM und
TyM disjunkt.

1.2.13 Definition. Für eined-dimensionaleCr -MannigfaltigkeitM sei

T M :=
˙⋃

x∈M

TxM

derTangentialraumvon M. Die Abbildung, die einemY ∈ T M jenesx ∈ M zuordnet,
sodassY ∈ TxM, heißtBündelprojektionπ : T M → M. Ist Y ∈ T M undπ(Y) = x, so
schreiben wir auchY = Yx.

Man kann sichT M so denken, dass man zu jedemx ∈ M einend-dimensionalen
Vektorraum hängt. Nun wollen wirT M mit einem Atlas versehen. Dazu betrachten wir
zunächst eine Karteϕ aus dem gegebenen AtlasA aufM. DaUϕ eine offene Teilmenge
von M ist und somit selbst eined-dimensionaleCr -Mannigfaltigkeit, können wirTUϕ

mit einer Teilmenge vonT M identifizieren, siehe Bemerkung 1.2.2.
Die Abbildung

X 7→ txϕ(X)

ordnet einemX ∈ T M mit x = π(X) ∈ Uϕ, d.h.X ∈ TUϕ, ein Element ausRd zu, vgl.
Bemerkung 1.2.3. Also ordnet die Abbildung

ϕ̂ : Uϕ̂ := TUϕ → Dϕ̂ := Dϕ × R
d, X 7→

(

ϕ(π(X)), tπ(X)ϕ (X)
)

, (1.6)

einemX ∈ TUϕ ein Element aus der offenen TeilmengeDϕ × R
d vonRd × Rd

� R2d

zu. Offensichtlich ist diese Abbildung bijektiv.
Seienϕ, ψ ∈ A mit Uϕ ∩ Uψ , ∅. Wegen (1.3) gilt für (t, τ) ∈ ϕ̂(TUϕ ∩ TUψ) =

ϕ̂(T(Uϕ ∩ Uψ)) = ϕ(Uϕ ∩Uψ) × Rd (⊆ Dϕ̂)

ψ̂ ◦ ϕ̂−1(t, τ) = ψ̂
( (

tϕ−1(t)ϕ
)−1
τ

︸        ︷︷        ︸

∈T
ϕ−1(t)M⊆T M

)

= (1.7)

(

ψ(ϕ−1(t)), tϕ−1(t)ψ
(

tϕ−1(t)ϕ
)−1
τ
)

=
(

ψ ◦ ϕ−1(t), d(ψ ◦ ϕ−1)(t)τ
)

.

Also ist ψ̂ ◦ ϕ̂−1 eineCr−1-Abbildung von der inR2d offenen Menge ˆϕ(TUϕ ∩TUψ) auf
die inR2d offene Mengêψ(TUϕ ∩ TUψ). Weil ihre Inverse von gleicher Bauart ist, ist
sie sogar einCr−1-Diffeomorphismus im Sinne der Analysis II. Offensichtlich gilt auch

⋃

ϕ∈A

Uϕ̂ =
⋃

ϕ∈A

TUϕ = T M.
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Schließlich seiT M versehen mit der Topologie, welche
{

ϕ̂−1(D) : D ⊆ R2d offen, ϕ ∈ A
}

(1.8)

als Subbasis hat. Man sieht leicht, dass das die gröbste Topologie aufT M ist, sodass
alle Uϕ̂ = TUϕ offen und alle Abbildungen ˆϕ stetig sind.

1.2.14 Lemma. Seiϕ eine Karte aus dem gegebenen AtlasA auf M. Dann ist ein
O ⊆ Uϕ̂ genau dann offen bzgl. obiger Topologie, wenn̂ϕ(O) offen inR2d ist.

IstB irgendein zuA äquivalenter Atlas, so ist die durchB via (1.8)erzeugte Topo-
logie auf T M gleich wie die durchA erzeugte.

Beweis. Ist ϕ̂(O) offen inR2d, so liegtO – daϕ injektiv ist – in der Subbasis (1.8) und
damit in der Topologie.

Sei umgekehrtO ⊆ Uϕ̂ offen bzgl. der Topologie. Zu jedemx ∈ O gibt es somit
ψ1, . . . , ψn aus dem Atlas und offeneD1, . . . ,Dn ⊆ R

2d, sodass

x ∈
⋂

j=1,...,n

ψ̂ j
−1

(D j) ⊆ O,

woraus

ϕ̂(x) ∈
⋂

j=1,...,n

ϕ̂(ψ̂ j
−1

(D j) ∩Uψ̂ j
∩Uϕ̂) =

⋂

j=1,...,n

ϕ̂
(

ψ̂ j
−1(

D j ∩ ψ̂ j(TUψ j ∩ TUϕ)
))

⊆ ϕ̂(O)

folgt. Wegenψ̂ j(TUψ j ∩ TUϕ) = ψ j(Uψ j ∩ Uϕ) × Rd und daϕ̂ ◦ ψ̂ j
−1

ein Homöomor-
phismus ist, ist die Menge links vom⊆ Zeichen offen inR2d. Da ϕ̂(x) beliebig inϕ̂(O)
ist, muss letztere Menge offen sein.

Beim Beweis der zweiten Aussage können wir wegen der Definition vonÄquiva-
lenz zweier Atlanten annehmen, dassB ⊆ A. Der Beweis folgt nun sofort aus dem
ersten Teil, wenn man eine gegebene TeilmengeO ⊆ T M als O =

⋃

ψ∈B Uψ̂ ∩ O
schreibt.

❑

1.2.15 Satz.Sei (M,A) eine d-dimensionale Cr -Mannigfaltigkeit. Versehen wir T M
mit Â := {ϕ̂ : ϕ ∈ A} und mit der obigen Topologie, so ist(T M, Â) eine 2d-
dimensionale Cr−1-Mannigfaltigkeit.

Beweis. Wegen Korollar 1.1.6 gibt es einen abzählbaren TeilatlasB von A. Nach
Lemma 1.2.14 erzeugt dieser via (1.8) dieselbe Topologie.

Lässt man nun in (1.8) die TeilmengenD ⊆ R2d nicht durch alle offenen Teil-
mengen sondern durch eine abzählbare BasisB laufen, so erzeugt auch die abzählbare
Subbasis

{

ϕ̂−1(D) : D ∈ B, ϕ ∈ B
}

dieselbe Topologie aufT M. Die Menge aller Schnitte endlich vieler Mengen daraus ist
dann eine abzählbare Basis der Topologie aufT M.

SindX,Y ∈ T M verschieden, so zeigt man leicht durch Fallunterscheidungπ(X) =
π(Y) undπ(X) , π(Y), dass es disjunkte Umgebungen vonX undY gibt. Also ist die
Topologie auch Hausdorffsch.

Schließlich sind die Abbildungen ˆϕ : TUϕ → Dϕ̂ wegen Lemma 1.2.14 alle
Homöomorphismen, und dass dann̂A einen Atlas ergibt, haben wir schon oben
gesehen.

❑
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1.2.16 Bemerkung.Ist ϕ eine mit dem AtlasA auf M verträgliche Karte, so folgt aus
dem zweiten Teil von Lemma 1.2.14 sowie (1.7), dass ˆϕ mit Â verträglich ist.

1.2.17 Bemerkung.Da ϕ ◦ π ◦ ϕ̂−1 : Dϕ̂ (⊆ R2d) → Dϕ (⊆ Rd) nichts anderes als die
Projektion auf die vorderend Koordinaten ist, ist die Bündelprojektionπ : T M → M
eineCr−1-Abbildung.

1.2.18 Beispiel.Ist M ⊆ Rd offen versehen mit dem Atlas{idM}, so gilt

ˆidM(X) = (π(X), tπ(X) idM (X))

1.2.19 Proposition.Seien M und N zwei Cr -Mannigfaltigkeiten mit einem r∈ N∪{∞}
mit Dimensionen d bzw. m. Ist f: M → N eine Cl-Abbildung mit1 ≤ l ≤ r, so ist

T f : T M→ T N, X 7→ Tπ(X) f X

eine Cl−1-Abbildung.

Beweis.SeienX ∈ T M, x := π(X) und Kartenϕ auf M undψ auf N wie in Definition
1.1.8. Dann gilt für (t, τ) ∈ Dϕ̂ gemäß (1.4)

ψ̂ ◦ T f ◦ ϕ̂−1(t, τ) = ψ̂
(

Tϕ−1(t) f
(

tϕ−1(t)ϕ
)−1
τ
)

= (1.9)

(

ψ
(

f (ϕ−1(t))
)

, t f (ϕ−1(t))ψ Tϕ−1(t) f
(

tϕ−1(t)ϕ
)−1
τ

)

=
(

ψ ◦ f ◦ ϕ−1(t), d(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(t)τ
)

.

Als Funktion von (t, τ) ist die rechte SeiteCl−1. Nach Definition 1.1.8 istT f somit
eineCl−1-Abbildung.

❑

Man beachte, dass die AbbildungT f : T M → T N aus Proposition 1.2.19 bei
gleichemπ(X) linear ist, d.h.T f(X + Y) = T f(X) + T f(Y), wennπ(X) = π(Y).

Wir wollen uns am Ende dieses Abschnittes noch den Tangentialraum einer Produkt-
mannigfaltigkeitM1 × M2 wie in Lemma 1.1.7 anschauen. Die genaue Verifikation sei
dem Leser überlassen.

1.2.20 Fakta.

1. Für (x, y) ∈ M1×M2 ist die Abbildungi(x,y) : ([c1]∼, [c2]∼) 7→ [t 7→ (c1(t), c2(t))]∼
eine wohldefinierte lineare und bijektive Abbildung vonTxM1 × TyM2 →

T(x,y)M1 × M2, die für Kartenϕ j auf M j ( j = 1, 2) mit x ∈ Uϕ1 undy ∈ Uϕ2

t(x,y)(ϕ1 × ϕ2) i(x,y) (Xx,Yy) = (txϕ1 Xx, tyϕ2 Yy)

für alle Xx ∈ TxM1,Yy ∈ TyM2 erfüllt.

2. Sei f : M1 × M2 → L zumindest einmal stetig differenzierbar mit einerCr -
MannigfaltigkeitL, x ∈ M1 undy ∈ M2. Für [c1]∼ ∈ TxM1 folgt

T(x,y) f i(x,y)([c1]∼, 0
︸︷︷︸

∈TyM2

) = [t 7→ f (c1(t), y)]∼ = Tx f (., y) [c1]∼.
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Genauso sieht manT(x,y) f i(x,y)(0, [c2]∼) = Ty f (x, .) [c2]∼ für [c2]∼ ∈ TyM2. Da
T(x,y) f linear ist, gilt also

T(x,y) f i(x,y) (Xx,Yy) = Tx f (., y) Xx + Ty f (x, .) Yy

für alle Xx ∈ TxM1,Yy ∈ TyM2. Insbesondere folgt fürf ∈ C1(M1 × M2,R
m)

i(x,y)(Xx,Yy) f = Xx f (., y) + Yy f (x, .).

3. Die Abbildungi : T M1 × T M2 → T M1 × M2 sei definiert durchi(Xx,Yy) :=
i(x,y) (Xx,Yy), wennXx ∈ TxM1,Yy ∈ TyM2.

Sind ϕ j Karten aufM j ( j = 1, 2) mit x ∈ Uϕ1 und y ∈ Uϕ2, so gilt für Xx ∈

TxM1,Yy ∈ TyM2.

̂ϕ1 × ϕ2 ◦ i (Xx,Yy) =
(

(ϕ1(x), ϕ2(y)), t(x,y)(ϕ1 × ϕ2) i(x,y) (Xx,Yy)
)

=

(

(ϕ1(x), ϕ2(y)), (txϕ1 Xx, tyϕ2 Yy)
)

=





I 0 0 0
0 0 I 0
0 I 0 0
0 0 0 I





︸            ︷︷            ︸

∈R4d×4d

(ϕ̂1 × ϕ̂2) (Xx,Yy).

Insbesondere isti : T M1 × T M2 → T M1 × M2 einCm-Diffeomorphismus.

4. Sei f : M1 × M2 → L wieder zumindest einmal stetig differenzierbar mit einer
Cr -MannigfaltigkeitL, so gilt fürXx ∈ TxM1,Yy ∈ TyM2 mit (x, y) ∈ M1 × M2

T f ◦ i(Xx,Yy) = T(x,y) f i(x,y)(Xx,Yy) = (1.10)

Tx f (., y) Xx + Ty f (x, .) Yy = T f(., y)
︸  ︷︷  ︸

T M1→TL

(Xx) + T f(x, .)
︸  ︷︷  ︸

T M2→TL

(Yy).

1.3 Untermannigfaltigkeit

1.3.1 Definition. SeiM eined-dimensionaleCr -Mannigfaltigkeit mitr ∈ N∪ {∞} und
sei 1≤ k ≤ d. Eine TeilmengeN ⊆ M heißtk-dimensionaleUntermannigfaltigkeitoder
Teilmannigfaltigkeitvon M, falls es zu jedemx ∈ N eine (mit dem aufM gegebenen
Atlas verträgliche) Karteϕ mit x ∈ Uϕ gibt, sodassDϕ ∩ (Rk × {0}) = ϕ(Uϕ ∩ N).

1.3.2 Fakta.

1. Man sieht unmittelbar, dass Teilmannigfaltigkeiten derDimensionk = d genau
die offenen Teilmengen vonM sind.

2. Offensichtlich ist der Begriff Untermannigfaltigkeit ein lokaler Begriff, d.h.N ⊆
M ist genau dann eine Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedemx ∈ N eine inM
offene UmgebungU von x gibt, sodassN∩U eine Untermannigfaltigkeit vonU
(versehen mit dem Atlas wie in Fakta 1.1.4, 3) ist.

3. Elementar prüft man auch nach, dass für eine Teilmannigfaltigkeit N von M eine
TeilmengeL ⊆ N genau dann eine Teilmannigfaltigkeit vonN ist (Wir werden
gleich sehen, vgl. Bemerkung 1.3.6, dassN als Untermannigfaltigkeit auch für
sich selber eine Mannigfaltigkeit ist.), wenn sie eine solche vonM ist.



16 KAPITEL 1. MANNIGFALTIGKEITEN

1.3.3 Lemma. N ⊆ M ist genau dann eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
M, wenn es zu jedem x∈ N eine Karteϕ mit x ∈ Uϕ gibt, sodassϕ(Uϕ ∩N) eine (bzgl.
der Spurtopologie) offene Teilmenge vonRk × {0} (⊆ Rd) ist.

In der Tat lässt sich der Definitionsbereich Uϕ einer jeden Karteϕ mit Uϕ ∩ N , ∅
und (bzgl. der Spurtopologie) offenemϕ(Uϕ ∩ N) ⊆ Rk × {0} so verkleinern, dass der
neue offenen Definitionsbereich U(⊆ Uϕ)

ϕ(Uϕ ∩ N) = ϕ(U ∩ N) = ϕ(U) ∩ (Rk × {0})

erfüllt.

Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist offensichtlich. Um die Hinlänglich-
keit zu zeigen, seix ∈ N undϕ eine Karte, sodassO× {0} := ϕ(Uϕ ∩ N) (⊆ Dϕ) offen
in Rk × {0} � Rk ist.

FürU := ϕ−1((O× Rd−k) ∩ Dϕ) gilt

ϕ(U ∩ N) = ϕ(U ∩ Uϕ ∩ N) = (O× Rd−k) ∩ (O× {0}) = O× {0}

sowie
(O× Rd−k) ∩ Dϕ ∩ (Rk × {0}) = (O× {0}) ∩ Dϕ = O× {0}.

Also erfüllt die Karteϕ|U : U → (O×Rd−k)∩Dϕ die Bedingung aus Definition 1.3.1.
❑

1.3.4 Beispiel.Als ganz einfaches Beispiel sei an das letzte Beispiel in Beispiel 1.1.3
erinnert.M = f (D) mit D = (−1, 1)× (−1, 1) und

f

(

ξ

η

)

:=





ξ

η

ξ2 + η2





ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit vonD × R versehen mit dem Atlas
{idD×R}, dag(M) = D × {0}, wobeig : D × R→ R3 definiert durch

g





α

β

γ




:=





α

β

γ − α2 − β2





eine mit{idD×R} verträgliche Karte ist.

1.3.5 Beispiel.Für MannigfaltigkeitenM1 und M2 ist M1 × {y} für jedesy ∈ M2 eine
Untermannigfaltigkeit vonM1 × M2 definiert wie in Lemma 1.1.7.

1.3.6 Bemerkung.Nimmt man zwei Kartenϕ, ψ wie in Definition 1.3.1, sodassN ∩
Uϕ ∩Uψ , ∅, so giltϕ(N ∩ Uϕ ∩Uψ) =: C × {0} mit einem offenenC ⊆ Rk und

(pk ◦ ψ|N∩Uψ
) ◦ (pk ◦ ϕ|N∩Uϕ

)−1 = (pk ◦ ψ ◦ ϕ
−1 ◦ ιk)|C,

wobei pk : Rd → Rk die Projektion auf die erstenk Koordinaten undιk : Rk → Rd die
Abbildungu 7→ (u, 0)T ist.

Da die rechte SeiteCr ist, sieht man leicht, dassN versehen mit der Spurtopologie
und mit dem Atlas aller AbbildungenϕN := pk ◦ ϕ|N∩Uϕ

, wobei dieϕ wie in Definition
1.3.1 gelagert sind, selber einek-dimensionaleCr -Mannigfaltigkeit ist.
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Man beachte schließlich, dass wir auch mit Kartenϕ mit der schwächeren Eigen-
schaft, dassϕ(N ∩ Uϕ) offene Teilmenge vonRk × {0} ist, wie in Lemma 1.3.3 starten
können, um mitϕN := pk ◦ ϕ|N∩Uϕ

eine Karte vonN zu erhalten. Das folgt unmittelbar
aus der zweiten Aussage in Lemma 1.3.3.

1.3.7 Proposition. Ist N eine Untermannigfaltigkeit von M, so ist die Einbettungs-
abbildung ιN : N → M, x 7→ x, eine Cr -Abbildung. Für jedes x∈ N ist dabei
TxιN : TxN → TxM die injektive Abbildung[c]∼ 7→ [c]∼, wobei c : Ic → N stetig
differenzierbar ist und die linke Restklasse bzgl. N und die rechte bzgl. M gebildet
wird.

Beweis.Nehmen wir zux ∈ N eine Karteϕ auf M wie in Definition 1.3.1, so ist

ϕ ◦ ιN ◦ (pk ◦ ϕ|N∩Uϕ
)−1 = ϕ ◦ ιN ◦ ϕ

−1 ◦ ιk|pk(Dϕ∩(Rk×{0})) = ιk|pk(Dϕ∩(Rk×{0}))

die Einbettungsabbildung der offenen Teilmengepk(Dϕ ∩ (Rk × {0})) vonRk nachRd

hinein und als solche sicherlichr-mal stetig differenzierbar. Ihre Ableitung (im Sinne
der Analysis II) ist somit insbesondere immer injektiv.

Nach Definition 1.2.8 giltTxιN([c]∼) = [ιN ◦ c]∼ = [c]∼. Wegen (1.4) angewandt
aufϕ und pk ◦ ϕ|N∩Uϕ

ist TxιN injektiv.
❑

1.3.8 Bemerkung.Ist x ∈ N undϕ wie in Definition 1.3.1, so ist nach Bemerkung 1.3.6
ϕN = pk ◦ ϕ|N∩Uϕ

eine Karte aufN. Wegen (1.4) angewandt aufϕN undϕ und wegen
ϕ ◦ ιN ◦ ϕ

−1
N (τ) = (τ, 0)T (∈ Rk × {0}) folgt

txϕ ◦ TxιN = ιk ◦ txϕN,

und damit
ϕ̂ ◦ TιN = (ιk × ιk) ◦ ϕ̂N,

wobei (ιk × ιk)(u, v) = (ιk(u), ιk(v)) = ((u, 0)T, (v, 0)T) für, u, v ∈ Rk.

1.3.9 Bemerkung.Mit Hilfe von Proposition 1.3.7 zeigt man leicht, dass für eine Cm-
Abbildung f : M → L mit MannigfaltigkeitenM, L auch f |N : N → L eineCm-
Abbildung ist, wennN eine Teilmannigfaltigkeit vonM ist.

Für eine Abbildungg : L → N (⊆ M) ist g genau dannCm, wennιN ◦ g : L → M
eineCm-Abbildung ist.

Differenzierbare Abbildungen erzeugen Untermannigfaltigkeiten in verschiedener
Art und Weise. Wichtiges Hilfsmittel dabei ist der

1.3.10 Satz(Satz über die Inverse Funktion). Sei f : C → Rn mindestens r-mal stetig
differenzierbar auf der offenen Menge C⊆ Rn. Weiters sei c∈ C, sodass

detd f(c) , 0,

und sei E⊆ Rn offen mit d := f (c) ∈ E. Dann existieren offene Mengen O⊆ C und
R⊆ E mit den folgenden Eigenschaften:

(i) c ∈ O und d∈ R.

(ii ) f |O ist eine Bijektion von O auf R.
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(iii ) Die inverse Abbildung g: R→ O von f|O : O → R ist mindestens r-mal stetig
differenzierbar mit dg

(

f (u)
)

= d f(u)−1 für u ∈ O.

1.3.11 Korollar. Seien M,N zwei d-dimensionale Cr -Mannigfaltigkeit. Außerdem sei
f : M → N eine Cm-Abbildung, sodass Tx f (∈ L(TxM,T f (x)N)) für ein x ∈ M vollen
Rang d hat. Dann existieren eine offene Umgebungen Q⊆ M von x und P⊆ N von
f (x), sodass f|Q : Q→ P ein Cm-Diffeomorphismus ist.

Beweis. Sindϕ undψ Karten mitx ∈ Uϕ und f (x) ∈ Uψ mit f (Uϕ) ⊆ Uψ, so wen-
den wir Satz 1.3.10 einfach aufψ◦ f ◦ϕ−1 an und setzenQ = ϕ−1(O) undP = ψ−1(R).

❑

1.3.12 Lemma.Seien p, q,m∈ Nmit m≤ min(p, q), und sei M eine q× p-Matrix vom
Rang m, sodass, wenn man M in der Blockgestalt

M =

(

A B
C D

)

schreibt, wobei A∈ Rm×m, B ∈ Rm×(p−m),C ∈ R(q−m)×m,D ∈ R(q−m)×(p−m), die Matrix A
regulär ist.

Dann gilt

M

(

A B
0 I(p−m)×(p−m)

)−1

︸                  ︷︷                  ︸

∈Rp×p

=

(

Im×m 0
CA−1 0

)

.

Beweis.Wie man leicht nachrechnet gilt

(

A B
0 I(p−m)×(p−m)

)−1

=

(

A−1 −A−1B
0 I(p−m)×(p−m)

)

und damit

M

(

A B
0 I(q−m)×(p−m)

)−1

︸                  ︷︷                  ︸

∈Rp×p

=

(

Im×m 0
CA−1 D −CA−1B

)

.

Da der Rang dieser Matrix aber auchm sein muss, folgtD −CA−1B = 0.
❑

Für m ≤ min(p, q) bezeichne im Folgendenpm : Rp → Rm bzw. pm : Rq → Rm

die Projektion auf die erstenm Koordinaten undιm : Rm→ Rp bzw. ιm : Rm→ Rq die
Einbettungx 7→

(
x
0

)

. Weiters seip(q−m) : Rq → Rq−m die Projektion auf die hinteren
q−m Koordinaten.

1.3.13 Satz(Rangsatz). Sei f : C→ Rq eine Cr -Abbildung (im klassischen Sinne) auf
der offenen Menge C⊆ Rp, sodass d f(t) Rang kleiner oder gleich m(≤ min(p, q)) für
alle t ∈ C hat.

Weiters sei0 ∈ C und0 = f (0) ∈ E für eine gegebene offene Teilmenge E⊆ Rq.
Wir nehmen auch an, dass die linke obere m×m-Teilmatrix von d f(0) Rang m hat, d.h.
pm ◦ d f(0) ◦ ιm ist regulär.

Dann existieren offene Mengen F1, F2 ⊆ Rp, R1,R2 ⊆ Rq und Cr -
Diffeomorphismen (im klassischen Sinne)

S : F1 → F2 und T : R1→ R2
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mit 0 ∈ F1 ⊆ C, 0 ∈ R1 ⊆ E, sodass S(0) = 0, T(0) = 0, f (F1) ⊆ R1 und

ιm ◦ pm |F2 = T ◦ f |F1 ◦ S−1;

d.h. T◦ f |F1 ◦ S−1

(

ξ

η

)

︸︷︷︸

∈F2⊆R
p

=

(

ξ

0

)

︸︷︷︸

∈Rq

.

Beweis.Wir könnenC durch f −1(E) ersetzen, umf (C) ⊆ E annehmen zu dürfen.
Identifizieren wir denRp mit Rm × Rp−m undRq mit Rm × Rq−m, so hatd f(x) die

2× 2-Blockgestalt

d f

(

ξ

η

)

=





A
(
ξ

η

)

B
(
ξ

η

)

C
(
ξ

η

)

D
(
ξ

η

)





.

SeiS : C → Rp definiert durchS(x) = ιm ◦ pm ◦ f (x) +
(

x − ιm ◦ pm(x)
)

. Betrachtet
manC als Teilmenge vonRm × Rp−m und zerlegt den Zielraum entsprechend, so wirkt
S wie

S

(

ξ

η

)

=

(

f1
(
ξ

η

)

η

)

,

wobei f1 = pm ◦ f und

dS

(

ξ

η

)

=





A
(
ξ

η

)

B
(
ξ

η

)

0 I(p−m)×(p−m)





.

Nach Satz 1.3.10 gibt es offene NullumgebungenF1, F2 ⊆ C (⊆ Rp), sodassS|F1 :
F1 → F2 einCr -Diffeomorphismus ist. Indem wirF1 undF2 nötigenfalls kleiner ma-
chen, können wir annehmen, dassF2 = Q1 × Q2 mit offenen Kugeln um die Null
Q1 ⊆ R

m, Q2 ⊆ R
p−m. Nach der Kettenregel und Lemma 1.3.12 gilt ((ξ, η)T ∈ F1)

d( f ◦ (S|F1)
−1)

(

S

(

ξ

η

))

= d f

(

ξ

η

) (

dS

(

ξ

η

))−1

=





Im×m 0

C
(
ξ
η

) (

A
(
ξ
η

))−1
0





.

Daraus folgt einerseits, dass die Ableitung vong1 := pm◦ f ◦ (S|F1)
−1 : Q1×Q2→ R

m

mit der von der linearen Funktion
(
u
v

)

7→ u übereinstimmt. Wegeng1(0) = 0 muss somit

g1

(
u
v

)

= u.

Andererseits folgt, dass für jedes festeu ∈ Q1 die Funktionv 7→ g2

(
u
v

)

mit g2 :=

p(q−m) ◦ f ◦ S|−1
F1

: Q1 × Q2 → R
q−m Ableitung Null hat, d.h.g2

(
u
v

)

= g2

(
u
0

)

. Also ist

f ◦ (S|F1)
−1 : F2→ R

q von der Bauart
(

u
v

)

7→

(

u

g2

(
u
0

)

)

.

Insbesondere giltf (F1) = f ◦ (S|F1)
−1(F2) ⊆ Q1 × R

q−m.
Schließlich definieren wirT : Q1 × R

q−m→ Q1 × R
q−m durch

T

(

α

β

)

=

(
α

β − g2

(

α

0

)

︸︷︷︸

∈F2⊆R
p

)

.
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Man sieht sofort, dassT einCr -Diffeomorphismus ist, und dass

(T ◦ f ◦ (S|F1)
−1)

(

u
v

)

= T

( g1

(
u
v

)

g2

(
u
v

)

)

=

( g1

(
u
v

)

g2

(
u
v

)

− g2

(
g1(u

v)
0

)

)

=

(

u

g2

(
u
v

)

− g2

(
u
0

)

)

=

(

u
0

)

.

Zu guter Letzt seiR1 := E ∩ (Q1 × R
q−m) undR2 := T(R1).

❑

1.3.14 Satz.Sei L eine l-dimensionale Cr -Mannigfaltigkeit, und sei M eine eine d-
dimensionale Cr -Mannigfaltigkeit. Außerdem sei f: M → L eine Cr -Abbildung, so-
dass Tx f (∈ L(TxM,T f (x)L)) für alle x ∈ M Rang n hat. Dann gilt:

� Für jedes a∈ f (M) (⊆ L) ist die Menge N:= f −1{a} eine(d − n)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von M.

Ist ιN : N → M die Einbettungsabbildung wie in Proposition 1.3.7 und für x ∈ N
dann TxιN : TxN → TxM die entsprechende (injektive) Ableitung, so gilt auch
TxιN(TxN) = kerTx f .

� Für jedes x∈ M gibt es eine offene Umgebung U von x, sodass f(U) eine n-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von L ist.

Ist Tx f sogar injektiv, d.h. n= d, so ist f : U → f (U) ein Cr -Diffeomorphismus.

Beweis.Seix ∈ M, und seienϕ undψ Karten aufM bzw.L mit x ∈ Uϕ, f (x) ∈ Uψ und
f (Uϕ) ⊆ Uψ. Nach Fakta 1.1.4, 5, können wirϕ(x) = 0 undψ( f (x)) = 0 annehmen.
Nach (1.4) hatd(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(t) ∈ L(Rd,Rl) Rangn (≤ min(l, d)) für alle t ∈ Dϕ.

Indem wir nötigenfallsϕ durch die Karteσ1 ◦ ϕ undψ durch die Karteσ2 ◦ ψ er-
setzen, wobeiσ1 ∈ L(Rd,Rd) undσ2 ∈ L(Rl ,Rl) geeignete Koordinatenpermutationen
sind, können wir annehmen, dass die linke oberen×n-Teilmatrix vond(ψ◦ f ◦ϕ−1)(ϕ(x))
Rangn hat, d.h. regulär ist.

Wenden wir Satz 1.3.13 auf die Funktion (ψ ◦ f ◦ ϕ−1) : C = Dϕ → E = Dψ an,
so erhalten wir (klassische)Cr -DiffeomorphismenS : F1 (⊆ Dϕ) → F2 undT : R1 (⊆
Dψ)→ R2, sodass

T ◦ ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ◦ S−1 = ιn ◦ pn|F2 .

Gemäß Fakta 1.1.4, 5, sind̃ψ := T ◦ ψ|ψ−1(R1) : Uψ̃ := ψ−1(R1) → Dψ̃ := R2 und
ϕ̃ := S ◦ ϕ|ϕ−1(F1) : Uϕ̃ := ϕ−1(F1)→ Dϕ̃ := F2 mit dem jeweiligen Atlas aufM bzw.L
verträgliche Karten, für die

ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃−1 = ιn ◦ pn|Dϕ̃
(1.11)

gilt. Insbesondere folgt

ψ̃( f (Uϕ̃)) = ψ̃(Uψ̃ ∩ f (Uϕ̃)) = pn(Dϕ̃) × {0}
︸         ︷︷         ︸

⊆Rn×Rl−n

.

Nach Lemma 1.3.3 ist damitf (Uϕ̃) einen-dimensionale Mannigfaltigkeit. Ist dabei
n = d, so gilt pn = idRd. Aus (1.11) folgt dann (vgl. Bemerkung 1.3.6)

ψ̃| f (Uϕ̃ ) ◦ f ◦ ϕ̃−1 = idDϕ̃
,

womit f : Uϕ̃ → f (Uϕ̃) ein Diffeomorphismus ist.
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Gilt andererseitsx ∈ N := f −1{a} und damit 0= ψ̃( f (x)) = ψ̃(a), so folgt

ϕ̃(N∩Uϕ̃) = {t ∈ Dϕ̃ : ψ̃◦ f ◦ ϕ̃−1(t) = 0} = {t ∈ Dϕ̃ : ιn◦ pn(t) = 0} = Dϕ̃∩ ({0}×Rd−n).

Also ist auchN eine (d− n)-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Schließlich gilt für [c]∼ ∈ TxN, dassTxιN([c]∼) die von der Kurvec in M auf-

gespannte Restklasse ist. Dac nur Werte inN hat, folgt f ◦ c ≡ a, woraus sich
Tx f (TxιN([c]∼)) = [a]∼ = 0 ∈ T f (x)L ergibt; alsoTxιN(TxN) ⊆ kerTx f .

Andererseits hatTxN Dimensiond− n, wodurchTxιN(TxN) ( kerTx f implizieren
würde, dass der Rang vonTx f kleiner alsd − (d − n) = n wäre, vgl. Rangsatz aus der
Linearen Algebra.

❑

1.3.15 Beispiel.Für die Abbildungf : x 7→ ‖x‖22 vonRd \ {0} nachR (beide versehen
mit dem Atlas{id}) gilt d f(x) = 2(x1, . . . , xd), x ∈ Rd \ {0}, womit d f(x) und auch
Tx f (vgl. (1.4)) Rang eins hat. Nach Satz 1.3.14 istSd−1 = {x ∈ Rd : ‖x‖ = 1} eine
(d− 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit vonRd \ {0} und somit auch vonRd.

1.3.16 Beispiel.Wir betrachten dieG = GL(n,R) als bekannterweise offene Teilmenge
vonRn2

wie in Beispiel 1.2.6. Die Abbildung

f = det :G→ R

ist sicherlich eineC∞-Abbildung, wobei fürB ∈ G undcA(t) = B+ tA

t f (B) idR ◦TB f ([cA]∼) = (det◦cA)′(0) =
d
dt
|t=0 det(B+ tA) =

det(B)
d
dt
|t=0 (−t)n det(−

1
t
I − B−1A)

︸               ︷︷               ︸

=χ
−B−1A( 1

t )

=

det(B)
d
dt
|t=0 (−t)n

(

(−1)n
1
tn
+ (−1)n−1 1

tn−1
tr(−B−1A) + . . .

)

= det(B) tr(B−1A),

vgl. Lineare Algebra 2. Insbesondere giltt f (B) idR ◦TB f ([cB]∼) = det(B) tr(I ) =
ndet(B) , 0, womitTB f immer Rang 1 hat.

Nach Satz 1.3.14 ist daherH := S L(n,R) = {B ∈ Rn×n : detB = 1} eine (n2 − 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit vonG. Man zeigt unschwer, dass dann auchH
eine Lie-Gruppe ist.

Gemäß Proposition 1.3.7 istTBιH : TBH → TBG für jedesB ∈ G eine injektive
Einbettung, wobei nach Satz 1.3.14TBιH(TBH) = kerTB f . Für [cA]∼ ∈ TBG gilt also

[cA]∼ ∈ TBιH(TBH)⇔ det(B) tr(B−1A) = 0⇔ tr(B−1A) = 0.

FürB = I lässt sich insbesondereTI H (vermögeTI ιH) mit sl(n) := {A ∈ Rn×n : tr A = 0}
identifizieren.

Man beachte, dass für trA = 0 zwar [cA]∼ ∈ TBιH(TBH), aber der WegcA nicht in
H = S L(n,R) verläuft. Es gilt aberc′A(0) = d′(0) für einen stetig differenzierbaren Weg
d : (−δ, δ)→ N mit d(0) = I . In der Tat gilt das etwa fürd(t) = exp(tA).

Folgendes Korollar zeigt insbesondere, dass der Begriff Mannigfaltigkeit aus der
Analysis III mit dem aktuellen Begriff Untermannigfaltigkeit (vonRp) übereinstimmt.
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1.3.17 Korollar. Sei M eine p-dimensionale Cr -Mannigfaltigkeit mit r∈ N ∪ {∞} und
sei1 ≤ d ≤ p. Eine Teilmenge N⊆ M ist eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von M genau dann, wenn es zu jedem x∈ N

� ein offenes D⊆ Rd, eine Cr -Abbildung f : D → M (D versehen mit dem Atlas
{idD}) mit f(D) ⊆ N, sodass Ts f (∈ L(TsD,T f (s)M)) für alle s∈ D vollen Rang
d hat,

� und ein offenes U⊆ M mit x ∈ U gibt, sodass f: D → U ∩ N ein Homöomor-
phismus ist, wobei U∩ N mit der Spurtopologie versehen ist.

Beweis.Sei zunächstN eined-dimensionale Untermannigfaltigkeit vonM, x ∈ N und
ϕ eine Karte aufM wie in Definition 1.3.1, d.h.x ∈ Uϕ undDϕ∩(Rd×{0}) = ϕ(Uϕ∩N).
Wir setzenD := pd(Dϕ ∩ (Rd × {0})) Wegen Fakta 1.1.9, 6, und Bemerkung 1.3.6 ist

ϕ−1
N : D→ Uϕ ∩ N,

wobeiϕN := pd◦ϕ|N∩Uϕ
, einCr -Diffeomorphismus, womitTsϕ

−1
N für alle s ∈ D bijektiv

ist, vgl. Fakta 1.2.10, 7. Nach Fakta 1.2.10, 6, und Proposition 1.3.7 ist auch

f := ιN ◦ ϕ
−1
N : D→ M

eineCr -Abbildung mit injektivenTs f (∈ L(TsD,T f (s)M)), s ∈ D. Offensichtlich istf
als Abbildung vonD auf Uϕ ∩ N = f (D) – alsoϕ−1

N – ein Homöomorphismus. Setzen
wir alsoU = Uϕ, so haben wir alle gewünschten Eigenschaften nachgewiesen.

Wir nehmen nun an, dass die Bedingungen aus dem aktuellen Korollar erfüllt sind,
d.h. zux ∈ N gibt es eine Abbildungf mit besagten Eigenschaften. Insbesondere ist
f (t) = x für ein t ∈ D.

Nach Satz 1.3.14 gibt es eine offene UmgebungV ⊆ D von t, sodassf (V) eine
d-dimensionale,x enthaltende Untermannigfaltigkeit ist. Wegen der Homöomorphie-
eigenschaft istf (V) bzgl. der Spurtopologie offen in N ∩ U und daher offen in N;
also f (V) = N ∩ U′ für ein in M offenesU′. Nach Fakta 1.3.2, 2, istN dann eine
d-dimensionale Untermannigfaltigkeit vonM.

❑



Kapitel 2

Flüsse

Wir wollen uns in diesem Kapitel ausschließlich mitC∞-Mannigfaltigkeiten beschäfti-
gen.

2.1 Vektorfelder

2.1.1 Definition. Ein Vektorfeld Xauf einerd-dimensionalen MannigfaltigkeitM ist
eine Abbildung, die jedemx ∈ M ein ElementX(x) ∈ TxM zuweist; also eine Abbil-
dung

X : M → T M mit π ◦ X(x) = x, x ∈ M.

Mit X(M) wollen wir den Raum allerC∞-Vektorfelder – also alle Vektorfelder, die als
Abbildung X : M → T M unendlich oft differenzierbar sind – bezeichnen, vgl. Satz
1.2.15.

Für ein VektorfeldX, eine Karteϕ auf M und die entsprechende Karte ˆϕ auf T M
aus (1.6) gilt fürt ∈ Dϕ

ϕ̂ ◦ X ◦ ϕ−1(t) = (ϕ(π(X ◦ ϕ−1(t))), tϕ−1(t)ϕ X ◦ ϕ−1(t)) = (t, tϕ−1(t)ϕ X ◦ ϕ−1(t)). (2.1)

Somit ist die erste Komponente von ˆϕ ◦ X ◦ ϕ−1 die Identität, und es giltX ∈ X(M)
genau dann, wennπ2◦ ϕ̂◦X◦ϕ−1 = tϕ−1(.)ϕ X◦ϕ−1(.) für alle Kartenϕ auf M unendlich
oft differenzierbar ist.

Ist nunX wieder ein Vektorfeld undf ∈ C∞(M,R), so gilt für x ∈ M (siehe Defini-
tion 1.2.11 und Beispiel 1.2.18)

(

f (x),X(x) f
)

=
(

f (x), t f (x) idR Tx f X(x)
)

= ˆidR
(

(T f) X(x)
)

. (2.2)

Für eine Karteϕ auf M und die entsprechende Karte ˆϕ auf T M folgt daraus mit (1.9),
wobei dortψ = idR, dass

X(ϕ−1(t)) f = π2 ◦ ˆidR ◦ (T f) ◦ X ◦ ϕ−1(t) = (2.3)

π2 ◦ ˆidR ◦ (T f) ◦ ϕ̂−1( α(t)
︸︷︷︸

∈Dϕ×R
d

) = d( f ◦ ϕ−1)(t) α2(t) =
∂ f ◦ ϕ−1

∂α2(t)
(t),

23



24 KAPITEL 2. FLÜSSE

wobei rechts die Richtungsableitung vonf ◦ ϕ−1 in Richtung des Vektorsα2(t) (∈ Rd)
steht und wobeiα : Dϕ → Dϕ × R

d mit

α(t) := ϕ̂ ◦ X ◦ ϕ−1(t) = (t, tϕ−1(t)ϕ X
(

ϕ−1(t)
)

︸               ︷︷               ︸

=π2◦ϕ̂◦X◦ϕ−1(t)=:α2(t)

). (2.4)

2.1.2 Beispiel.Seiϕ ein Karte aufM. Die Abbildung

∂

∂ϕi
:=

(

x 7→
∂

∂ϕi
|x

︸︷︷︸

∈TxM

)

aus Bemerkung 1.2.7 ist ein Vektorfeld auf der MannigfaltigkeitUϕ. Wegentxϕ ∂
∂ϕi
|x =

ei folgt

ϕ̂ ◦
∂

∂ϕi
◦ ϕ−1(t) =

(

t, t
π
(

∂
∂ϕi

(ϕ−1(t))
)ϕ

∂

∂ϕi
(ϕ−1(t))

)

= (t, ei),

womit ∂
∂ϕi

sogarC∞ ist, also inX(Uϕ) liegt.

2.1.3 Lemma. Sei X : M → T M ein Vektorfeld auf M. Ist X∈ X(M), so gilt für jede
Funktion f ∈ C∞(M,R), dass die Funktion (vgl. Definition 1.2.11)

X f : M → R, X f (x) := X(x) f (= t f (x) idR Tx f X(x)),

in C∞(M,R) liegt.
Ist umgekehrt X f∈ C∞(M,R) für alle f ∈ C∞(M,R), so folgt X∈ X(M)1.

Beweis.Für ein VektorfeldX auf M und f ∈ C∞(M,R) folgt aus (2.2)

X f = π2 ◦ ˆidR ◦ (T f) ◦ X,

womit wegen Proposition 1.2.19 und Fakta 1.2.10, 6, ausX ∈ C∞(M,T M), d.h.X ∈
X(M), folgt, dassX f ∈ C∞(M,R).

Ist nun X f ∈ C∞(M,R) für jedes f ∈ C∞(M,R), so muss auch für jedesf ∈
C∞(M,R) die linke und damit die rechte Seite von (2.3) eine klassischeC∞-Funktion
für t ∈ Dϕ sein. Daϕ eine Karte ist, muss damits 7→ dg(s) α2(s) für alleg ∈ C∞(Dϕ,R),
sodass sichf = g ◦ ϕ zu einerC∞(M,R)-Funktion fortsetzen lässt, unendlich oft diffe-
renzierbar sein.

Ist g ∈ C∞(Dϕ,R) beliebig, t ∈ Dϕ und h wie in Lemma 1.1.11, so liegth · g
auch inC∞(Dϕ,R), und (h · g) ◦ ϕ hat kompakten, inUϕ enthaltenen Träger, und lässt
sich damit zu einerC∞(M,R)-Funktion fortsetzen. Das 7→ dg(s) α2(s) lokal bei t mit
s 7→ d(h ·g)(s) α2(s) übereinstimmt, ist auch erstere FunktionC∞ lokal beit und damit
auf ganzDϕ.

Nimmt man fürg nacheinander die Projektionenp j auf die einzelnen Koordinaten,
so sieht man, dass dannα2 = π2 ◦ ϕ̂ ◦ X ◦ ϕ−1 unendlich oft differenzierbar sein muss.
Daϕ eine beliebige mit dem Atlas aufM verträgliche Karte war, mussX unendlich oft
differenzierbar sein.

❑

Man beachte, dass wegen Fakta 1.2.12, 4, einX ∈ X(M) eindeutig durch alle Funk-
tionenX f für f ∈ C∞(M,R) bestimmt ist.

1Für die unendliche Differenzierbarkeit vonX aufUϕ für eine Karteϕ reicht es, dassx 7→ X(x) f , x ∈ Uϕ

für f = pj ◦ ϕ, j = 1, . . . , d, unendlich oft differenzierbar aufUϕ ist.
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2.1.4 Lemma. X(M) versehen mit der punktweisen Addition bzw. skalaren Multipli-
kation ist ein Vektorraum überR. Ist f ∈ C∞(M,R) und X ∈ X(M), so ist auch das
punktweise Produkt f· X ein Element ausX(M). Insbesondere istX(M) ein C∞(M,R)-
Modul.

Die Abbildung( f ,X) 7→ X f ist eine bilineare Abbildung von C∞(M,R) × X(M) →
C∞(M,R). Dabei gilt( f · X)g = f · (Xg) und dieProduktregel

X( f · g) = f · Xg+ g · X f. (2.5)

Beweis. DassX f ∈ C∞(M,R), haben wir in Lemma 2.1.3 gesehen. FürX,Y ∈ X(M)
und f ∈ C∞(M,R) – f kann auch ein konstanter Skalar sein – undx ∈ M gilt wegen
X(x),Y(x) ∈ TxM

( f · X + Y)(x) = f (x) · X(x) + Y(x) ∈ TxM,

womit f · X + Y : M → T M ein Vektorfeld ist. Für ein beliebigesg ∈ C∞(M,R) gilt
dann wegen Fakta 1.2.12, 3,

( f · X + Y)g (x) = ( f · X + Y)(x)g = f (x) · (X(x)g) + Y(x)g =
(

f · (Xg) + Yg
)

(x).

Wegen Lemma 2.1.3 folgtf ·X+Y ∈ X(M). Außerdem folgt fürY = 0, dass (f ·X)g =
f · (Xg).

Aus (2.3) folgt für f , g ∈ C∞(M,R)

X(ϕ−1(t))( f · g) =
∂( f · g) ◦ ϕ−1

∂α2(t)
(t),

wobei rechts die Richtungsableitung von (f · g) ◦ ϕ−1 in Richtung des Vektorsα2(t) (∈
Rd) steht. Wegen der klassischen Produktregel folgt

X(ϕ−1(t))( f · g) = f ◦ ϕ−1(t) ·
∂g ◦ ϕ−1

∂α2(t)
(t) + g ◦ ϕ−1(t) ·

∂ f ◦ ϕ−1

∂α2(t)
(t) =

f (ϕ−1(t)) · X(ϕ−1(t))g+ g(ϕ−1(t)) · X(ϕ−1(t)) f .

Also gilt (2.5).
❑

2.1.5 Beispiel.Seiϕ eine Karte aufM undX ∈ X(Uϕ) sowiex ∈ Uϕ, so existiert eine
zusammenhängende UmgebungD ⊆ Dϕ vonϕ(x) und eineC∞-Funktionh : Dϕ → R

mit h(Dϕ) ⊆ [0, 1], kompaktem supph ⊆ Dϕ undh|D = 1.
Die Funktion (h◦ϕ) ·X liegt nun auch inX(Uϕ). Setzt man diese Funktion außerhalb

von Uϕ mit 0 fort, so folgt aus der Tatsache, dass der Träger dann inUϕ enthalten ist,
dass diese Fortsetzung inX(M) liegt und aufU := ϕ−1(D) mit X|U übereinstimmt.

Zusammengefasst giltX(Uϕ)|U = X(M)|U . Insbesondere gibt es VektorfelderX j ∈

X(M), die auf der offenen und zusammenhängenden MengeU mit den ∂
∂ϕi

aus Beispiel
2.1.2 übereinstimmen.

SeienX,Y ∈ X(M) und f ∈ C∞(M,R). Nach der klassischen Produktregel für das
Produkt einer Matrix-wertigen und einer Vektor-wertigen Funktion folgt aus (2.3)

Y(ϕ−1(t)) (X f) =
∂
(

(X f) ◦ ϕ−1)

∂β2(t)
(t) =

∂
(

s 7→ d( f ◦ ϕ−1)(s) α2(s)
)

∂β2(t)
(t) =
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∂
(

s 7→ d( f ◦ ϕ−1)(s)
)

∂β2(t)
(t) α2(t) + d( f ◦ ϕ−1)(t)

∂α2

∂β2(t)
(t) =

∂
(

s 7→ d( f ◦ ϕ−1)(s) α2(t)
)

∂β2(t)
(t) + d( f ◦ ϕ−1)(t)

∂α2

∂β2(t)
(t) =

∂2 f ◦ ϕ−1

∂α2(t) ∂β2(t)
(t) + d( f ◦ ϕ−1)(t)

∂α2

∂β2(t)
(t).

wobeiα2(t) = π2 ◦ ϕ̂ ◦ X ◦ ϕ−1(t) = tϕ−1(t)ϕ X(ϕ−1(t)) undβ2(t) = π2(ϕ̂ ◦ Y ◦ ϕ−1(t)) =
tϕ−1(t)ϕ Y(ϕ−1(t)). Wegen dem Satz von Schwarz folgt aus Symmetriegründen für
ϕ−1(t) = y ∈ Uϕ

X(y) (Y f) − Y(y)(X f) = (2.6)

d( f ◦ ϕ−1)(t)

(

∂β2

∂α2(t)
(t) −

∂α2

∂β2(t)
(t)

)

= Z(y) f ,

wobei (vgl. (2.3))

Z(y) = (tyϕ)−1

(

∂β2

∂α2(t)
(t) −

∂α2

∂β2(t)
(t)

)

∈ TyM. (2.7)

Man beachte dabei, dassZ(y) ad hoc von der Karteϕ abhängt. Da aber der Ausdruck
X(y)(Y f) −Y(y)(X f) von der Karte unabhängig ist, folgt aus Fakta 1.2.12, 4, dassZ(y)
doch nicht vonϕ abhängt, und damit auch auf ganzM definiert ist. Außerdem gilt (vgl.
(2.1))

ϕ̂ ◦ Z ◦ ϕ−1(t) =

(

t,

(

∂β2

∂α2(t)
(t) −

∂α2

∂β2(t)
(t)

) )

.

Nach Lemma 2.1.4 ist somitZ in C∞(M,T M); alsoZ ∈ X(M).

2.1.6 Definition. FürX,Y ∈ X(M) sei dieLie-Klammer[X,Y] definiert durch [X,Y] :=
Z, vgl. (2.7).

2.1.7 Lemma. Für X,Y,Z ∈ X(M) und g∈ C∞(M,R) gilt

(i) [X,Y] = −[Y,X] (Schiefsymmetrie)

(ii)
[

X, [Y,Z]
]

+
[

Y, [Z,X]
]

+
[

Z, [X,Y]
]

= 0 (Jakobi-Identität)

(iii) [g · X,Y] = g · [X,Y] − (Yg)X

Beweis. Die Schiefsymmetrie folgt sofort aus (2.7). Um die Jakobi-Identität nach-
zuweisen, genügt es nach Fakta 1.2.12, 4, zu zeige, dass

[

X, [Y,Z]
]

f +
[

Y, [Z,X]
]

f +
[

Z, [X,Y]
]

f = 0 für alle f ∈ C∞(M,R). In der Tat folgt aus (2.6)
[

X, [Y,Z]
]

(y) f = X(y) ([Y,Z] f ) − [Y,Z](y)(X f) =

X(y)

(

x 7→
(

Y(x) (Z f) − Z(x)(Y f)
)
)

−

Y(y)
(

x 7→ Z(x)(X f)
)

+ Z(y)
(

x 7→ Y(x)(X f)
)

=

X(y)

(

x 7→ Y(x) (Z f)

)

− X(y)

(

x 7→ Z(x)(Y f)

)

−

Y(y)
(

x 7→ Z(x)(X f)
)

+ Z(y)
(

x 7→ Y(x)(X f)
)

.
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Addiert man nun das mit den entsprechenden Ausdrücken für
[

Y, [Z,X]
]

f und
[

Z, [X,Y]
]

f , so kürzen sich alle Terme weg.
Bezüglich der letzten Gleichheit wenden wir [g · X,Y] auf ein beliebigesf ∈

C∞(M,R) an und erhalten mit Lemma 2.1.4

[g · X,Y](y) f = (g · X)(y) (Y f) − Y(y)((g · X) f ) =

g(y) ·
(

X(y)(Y f)
)

− Y(y)(g · (X f)) =

g(y) ·
(

X(y)(Y f)
)

− g(y) ·
(

Y(y)(X f)
)

− (X(y) f ) · (Y(y)g) =

(g · [X,Y])(y) f − ((Yg) · X)(y) f .

❑

2.1.8 Beispiel.Seiϕ ein Karte aufM, und sei ∂
∂ϕi

: Uϕ → TUϕ das Vektorfeld wie

Beispiel 2.1.2. Wegen ˆϕ ◦ ∂
∂ϕi
◦ ϕ−1(t) = (t, ei) folgt für i, j ∈ {1, . . . , d} aus (2.7)

π2 ◦ ϕ̂ ◦

[

∂

∂ϕi
,
∂

∂ϕ j

]

◦ ϕ−1(t) =

(
∂ej

∂ei
(t) −

∂ei

∂ej
(t)

)

= 0.

Also gilt
[

∂
∂ϕi
, ∂
∂ϕ j

]

= 0.

2.1.9 Beispiel.Aus Beispiel 1.2.6 wissen wir, dass fürG = GL(n,R) (versehen mit
dem Atlas{idG}) und B ∈ G sowieA ∈ Rn×n für cB

A := B+ tA die Restklasse [cB
A] zu

TBG gehört, wobeitB idG ([cB
A]) = A.

Für festesA ist die AbbildungY : B 7→ [cB
A] nun ein C∞-Vektorfeld. Um die

unendliche Differenziebarkeit nachzurechnen, seiB ∈ G und ˆidG : TG → G × Rn×n

sei die Karte aufTG, wobei ˆidGX = (B, tB idG X) mit X ∈ TBG. Offensichtlich ist
ˆidG ◦ Y ◦ id−1

G (B) = ˆidG([cB
A] = (B,A) eineC∞-Funktion. Fürf ∈ C∞(G,R) gilt

Y f(B) = [cB
A] f = ( f ◦ cB

A)′(0) =
∂ f
∂A

(B).

Für A,C ∈ Rn×n, Z(B) := [cB
C] und f ∈ C∞(G,R) gilt

[Y,Z] f = YZ f − ZY f =
∂2

∂A∂C
f (B) −

∂2

∂C∂A
f (B) = 0.

Also [Y,Z] = 0.

2.1.10 Beispiel.Interessanter sind Vektorfelder aufG der BauartY : B 7→ [cB
BA]. Auch

diese sindC∞, da
ˆidG ◦ Y ◦ id−1

G (B) = ˆidG([cB
BA]) = (B, BA)

C∞ von B abhängt. Offensichtlich gilt auch

Y f(B) = [cB
BA] f = ( f ◦ cB

BA)′(0) =
∂ f
∂BA

(B).

Für A,C ∈ Rn×n, Z(B) := [cB
BC] und f ∈ C∞(G,R) gilt

[Y,Z] f = YZ f − ZY f =
∂

∂BA

(

D 7→
∂

∂DC
f (D)

)

(B) −
∂

∂BC

(

D 7→
∂

∂DA
f (D)

)

(B).
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Nun ist ∂
∂DC f (D) = d f(D) DC, wobeid f(D) ∈ L(Rn×n,R) im Sinne der Analysis II.

Nach der Produktregel und wegen∂(D 7→DC)
∂BA (B) = (t 7→ (B+ tBA)C)′(0) = BAC folgt

∂

∂BA

(

D 7→
∂

∂DC
f (D)

)

(B) =

∂(D 7→ d f(D))
∂BA

(B) BC+ d f(B)
∂(D 7→ DC)

∂BA
(B) =

∂(D 7→ d f(D) BC)
∂BA

(B) + d f(B) BAC=
∂2

∂BA∂BC
f (B) + d f(B) BAC

und mit dem Satz von Schwarz

[Y,Z] f = d f(B) BAC− d f(B) BCA=
∂ f

∂B(AC−CA)
(B).

Somit gilt [Y,Z](B) = (B, [cB
B(AC−CA)]).

Also ist Φ : A 7→ (B 7→ [cB
BA]) eine Abbildung vonRn×n nachX(G), die wegen

tB idG ([cB
BA]) = (cB

BA)′(0) = BA injektiv und linear ist, und die nach obiger Rechnung
sogar mit der [., .] verträglich ist, wenn wir [A,C] := AC−CA aufRn×n definieren.

Man beachte, dassA 7→ Φ(A)(I ) = [cI
A] wegentI idG ([cI

A]) = A sogar eine Bijekti-
on vonRn×n aufTIG ist.

2.2 Verwandte Vektorfelder

2.2.1 Definition. SeienM,N zweiC∞-Mannigfaltigkeiten undh : M → N unendlich
oft differenzierbar. IstX ∈ X(M) undY ∈ X(N), so heißenX undY h-verwandt, falls
Th◦ X = Y ◦ h, d.h.

T M
Th

// T N

M

X

OO

h
// N

Y

OO

Die Tatsacheh-verwandt zu sein ist offenbar mit+ und dem skalaren Multiplizieren
verträglich. Es gilt sogar

2.2.2 Lemma. Sei h∈ C∞(M,N), f ∈ C∞(N,R), und seien X, X̃ ∈ X(M), Y, Ỹ ∈ X(N).
Sind X und Y sowiẽX undỸ jeweils h-verwandt, so sind es auch[X, X̃] und [Y, Ỹ],
X + X̃ und Y+ Ỹ sowie( f ◦ h) · X und f · Y.

Beweis. Sei m ∈ M, g ∈ C∞(N,R). Nach Fakta 1.2.12, 2, gilt für jedes Vektorfeld
Z : M → T M immerTh(Z(m)) g = (Tmh Z(m))g = Z(m) (h ◦ g) und somit

(Th◦ [X, X̃])(m)
︸              ︷︷              ︸

∈Th(m)N

g = [X, X̃](m)(g◦ h) =

X(m)(x 7→ X̃(x) (g ◦ h)) − X̃(m)(x 7→ X(x) (g ◦ h)) =

X(m)(x 7→ (Th◦ X̃)(x) g) − X̃(m)(x 7→ (Th◦ X)(x) g) =

X(m)(x 7→ (Ỹ ◦ h)(x) g
︸        ︷︷        ︸

=(Ỹg)◦h(x)

) − X̃(m)(x 7→ (Y ◦ h)(x) g
︸        ︷︷        ︸

=(Yg)◦h(x)

) =
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(Th◦ X)(m) (Ỹg) − (Th◦ X̃)(m) (Yg) =

(Y ◦ h)(m) (Ỹg) − (Ỹ ◦ h)(m) (Yg) = [Y, Ỹ](h(m))g .

Die zweite Behauptung folgt sofort aus der Linearität vonTxh für alle x ∈ M, und die
dritte Behauptung zeigt man auch ganz elementar.

❑

2.2.3 Beispiel.Ist G eine Liegruppe (vgl. Bemerkung 1.1.10) mit neutralen Element e,
so nennt man ein VektorfeldX ∈ X(G) linksinvariant, wenn

Tlg ◦ X = X ◦ lg,

d.h. X ist mit sich selberlg-verwandt, und zwar für alleg ∈ G. Dabei istlg : G → G
die Linkstranslationx 7→ gx.

Gemäß Lemma 2.2.2 bildet die Mengeg aller linksinvarianten Vektorfelder einen
unter [., .] abgeschlossenen Unterraum vonX(G).

Offensichtlich ist dannX 7→ X(e) eine lineare Abbildung vong nachTeG. Wegen

X(g) = X(lg(e)) = Telg X(e)

ist diese Abbildung injektiv. Andererseits ist sie surjektiv, da man fürXe ∈ TeG das
Vektorfeld X(g) = Telg Xe betrachten kann. Dieses ist linksinvariant und – wie man
elementar zeigen kann –C∞. Also istg � TeG.

2.2.4 Beispiel.Wir betrachtenG = GL(n,R). Aus Beispiel 2.1.10 ist bekannt, dass
Y = Φ(A) : B 7→ [cB

BA] mit cB
BA(t) = B+ tBA in X(G) liegt. FürC ∈ G gilt

TlC ◦ Y(B) = TBlC([cB
BA]) = [lC ◦ cB

BA] = [cCB
CBA] = Y(CB) = Y ◦ lC.

Also liegtY in g =: gl(n,R), d.h.Φ : Rn×n → gl(n,R).
Nun ist nach Beispiel 2.2.3X 7→ X(I ) bijektiv vongl(n,R) aufTIG. Nach Beispiel

2.1.10 ist aber auchA 7→ [cI
A] = Φ(A)(I ) bijektiv. Also muss auchΦ : Rn×n → gl(n,R)

bijektiv sein.

2.2.5 Lemma. Sei h : M → N eine C∞-Abbildung und Y∈ X(N). Außerdem sei
Txh : TxM → Th(x)N für alle x ∈ M injektiv und Y(h(x)) ∈ Txh(TxM). Dann existiert
genau ein X∈ X(M), welches zu Y h-verwandt ist.

Beweis. Falls X zu Y h-verwandt ist, so muss für allex ∈ M immer Txh X(x) =
Y(h(x)), was voraussetzungsgemäß zuX(x) := (Txh)−1Y(h(x)) äquivalent ist. Also ist
X eindeutig, falls es existiert. Dafür setzen wir

X(x) := (Txh)−1Y(h(x)), x ∈ M,

und stellen sofortX(x) ∈ TxM fest, womitX : M → T M ein Vektorfeld ist. Um zu
zeigen, dassX unendlich oft differenzierbar ist, sei zunächstM eine Untermannigfal-
tigkeit von N und h = ιM sei die Einbettungsabbildung vonM nachN hinein, vgl.
Definition 1.3.1. Nach Proposition 1.3.7 erfüllt ein solchesh die Voraussetzung, dass
Txh : TxM → Th(x)N immer injektiv ist.

Zu einemx ∈ M gibt es gemäß Definition 1.3.1 eine Karteϕ auf N mit x ∈ Uϕ,
sodassDϕ ∩ (Rk × {0}) = ϕ(Uϕ ∩ M) (⊆ Rd), wobeik = dim M undd = dimN. Nach
Bemerkung 1.3.6 ist dann

ϕM = pk ◦ ϕ|M∩Uϕ
: M ∩ Uϕ → pk

(

Dϕ ∩ (Rk × {0})
)
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eine Karte vonM mit x ∈ UϕM . Nach Bemerkung 1.3.8 gilt ˆϕ ◦ TιM = (ιk × ιk) ◦ ϕ̂M.
Also gilt für y ∈ UϕM

(ιk × ιk) ◦ ϕ̂M ◦ X(y) = ϕ̂ ◦ TιM ◦ X(y) = ϕ̂
(

Tyh X(y)
)

= ϕ̂
(

Y(h(y))
)

= ϕ̂
(

Y(y)
)

,

was zusammen mitϕ−1
M = ϕ

−1 ◦ ιk die Gleichheit

(ιk × ιk) ◦ ϕ̂M ◦ X ◦ ϕ−1
M = ϕ̂ ◦ Y ◦ ϕ−1

M = ϕ̂ ◦ Y ◦ ϕ−1 ◦ ιk

als Funktion vonDϕM = Dϕ ∩ (Rk × {0}) nachDϕ̂ = Dϕ × R
d ergibt. Nun ist die rechte

Seite eineC∞-Funktion und damit auch die linke. Das bedingt aber auch ˆϕM ◦X◦ϕ−1
M ∈

C∞(DϕM ,Dϕ̂M ), womit X ∈ X(M).
Für ein allgemeinesh : M → N wie in der Behauptung sei an Satz 1.3.14 erinnert.

Daraus erkennen wir, dass es zu jedemx ∈ M eine offene UmgebungU ⊆ M von x
gibt, sodassh(U) eine Teilmannigfaltigkeit vonN ist und sodassh|U : U → h(U) ein
Diffeomorphismus ist.

Aush = ιh(U)◦h|U folgt Th(y)ιh(U)◦Tyh|U = Tyh und damitY(y) ∈ Th(y)ιh(U) Th(y)h(U)
für y ∈ U. Nach dem ersten Teil des Beweises istZ : z 7→ (Tzιh(U))−1Y(z), z ∈ h(U) aus
X(h(U)). Dah|U : U → h(U) ein Diffeomorphismus ist, ist auch

X(y) = (Tyh)−1Y(h(y)) = (Tyh|U)−1(Th(y)ιh(U))−1Y(h(y)) = (Th|U)−1Z ◦ h|U(y)

als Funktion vony ∈ U als Zusammensetzung vonC∞-Funktionen selberC∞.
❑

2.2.6 Bemerkung.Seih : M → N eineC∞-Abbildung undX ∈ X(M). Es muss nicht
immer einY ∈ X(N) geben, sodassX undY h-verwandt sind. Ist aberh ein Diffeomor-
phismus, so liegtY := Th◦ X ◦ h−1 offenbar inX(N) und ist zuX h-verwandt.

In einem Spezialfall lassen sich verwandte Vektorfelder noch anders erzeugen.

2.2.7 Beispiel.Sei H eine Untermannigfaltigkeit einer LiegruppeG, sodassH auch
eine Untergruppe vonG ist. Weiters seiιH die Einbettungsabbildung vonH nachG.

DaTeιH : TeH → TeG injektiv ist, und da der Raum der linksinvarianten Vektorfel-
derh (⊆ X(H)) (g (⊆ X(G))) vermöge der AbbildungX 7→ X(e) isomorph zuTeH (TeG)
ist, lässt sich jedemX ∈ h injektiv ein X̃ ∈ g derart zuordnen, dass̃X(e) = TeιH X(e).
Diese Zuordnung ist linear. Außerdem gilt fürg ∈ H, dassιH ◦ lg = lg ◦ ιH bzw.
TιH ◦ Tlg = Tlg ◦ TιH , und damit

TgιHX(g) = TgιHX(lg(e)) = TgιH Telg X(e) =

Tlg TeιH X(e) = Tlg X̃(e) = X̃(lg(e)) = X̃(ιH(g)).

Also gilt TιH ◦ X = X̃ ◦ ιH, d.h.X und X̃ sind ιH-verwandt. Gemäß Lemma 2.2.2 ist
somit die ZuordnungX 7→ X̃ nicht nur linear, sondern auch mit [., .] verträglich.

2.2.8 Beispiel.Sei G = GL(n,R) und H = S L(n,R), vgl. Beispiel 1.3.16. Von dort
wissen wir auch, dassTeG = {[cI

A] : A ∈ Rn×n} und

TI ιH TeH = {[cI
A] : A ∈ Rn×n, tr(A) = 0}.

Dabei ist die ZuordnungA (∈ Rn×n) 7→ [cI
A] (∈ TeG) linear und bijektiv.

Ist X ∈ h =: sl(n,R), so liegtTI ιH X(e) in TI ιH TeH. Also gilt TI ιH X(e) = [cI
A] für

ein eindeutigesA ∈ Rn×n mit tr(A) = 0. Das entsprechende linksinvariante Vektorfeld
X̃ ∈ gl(n) ist nach Beispiel 2.2.4 gegeben durchB 7→ [cB

BA].
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2.3 Integralkurven

2.3.1 Definition. SeiX ∈ X(M) undc : I = (a, b) → M mit −∞ ≤ a < b ≤ +∞ eine
C∞-Abbildung, d.h. eineC∞-Kurve, und seix ∈ M. Dann heißtc Integralkurve von X
durchx, wenn 0∈ I mit c(0) = x und

c′(t) = X(c(t)), t ∈ I ,

vgl. Definition 1.2.1. Sie heißtmaximale Integralkurve von Xdurch x, falls es keine
echte Fortsetzung vonc auf ein größeres offenes Intervall zu einer Integralkurve vonX
gibt.

2.3.2 Bemerkung.Seiϕ eine Karte mitx ∈ Uϕ. Dann gilt fürc : I → M, wobei I so
klein ist, dassc(I ) ⊆ Uϕ, wegen (1.6)

ϕ̂ ◦ c′(t) =
(

ϕ ◦ c(t), tϕ◦c(t)ϕ([s 7→ c(t + s)])
)

=
(

ϕ ◦ c(t), (ϕ ◦ c)′(t)
)

.

Also ist c′(t) = X(c(t)) zu

(ϕ ◦ c)′(t) = π2 ◦ ϕ̂ ◦ X ◦ ϕ−1(ϕ ◦ c(t)), t ∈ I ,

äquivalent.

Die Existenz von maximalen Integralkurvenbasiert auf folgendem Resultat, das wir
aus der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen importieren. Dabei handelt
es sich um eine Version desSatzes von Picard-Lindelöf.

2.3.3 Satz.Seien J ein offenes, Null enthaltendes, reelles Intervall,∅ , D ⊆ Rd offen,
und f : J × D→ Rd mindestens m-mal stetig differenzierbar mit m≥ 1.

1. Dann existiert zu jedemξ ∈ D ein offenes Intervall I um die Null und eine Cm+1-
Lösung g: I → D des Anfangswertproblems

g′(t) = f (t, g(t)), t ∈ I , g(0) = ξ.

Die Lösung ist eindeutig im folgenden Sinne: Jede weitere C1-Funktionĝ : Î →
D mit einem offenen IntervallÎ um die Null, sodasŝg′(.) = f (., ĝ(.)) auf Î und
ĝ(0) = ξ, stimmt mit g auf I∩ Î überein.

2. Zu jedemξ ∈ D gibt es sogar eine offene Umgebung U(ξ) ⊆ D von ξ, ein
offenes Intervall I um die Null und eine m-mal stetig differenzierbare Funktion
G : I × U(ξ) → D, sodass gζ(t) := G(t, ζ), t ∈ I, für alle ζ ∈ U(ξ) eine Lösung
von g′ = f (., g) auf I mit g(0) = ζ ist.

Diese Lösung ist für alleζ ∈ U(ξ) auch eindeutig: Jede weitere C1-Funktion
ĝ : Î → D mit einem offenen IntervallÎ um die Null, sodasŝg′(.) = f (., ĝ(.)) auf
Î und ĝ(0) = ζ, stimmt mit gζ auf I ∩ Î überein.

2.3.4 Lemma. Sei X ∈ X(M) und x ∈ M. Dann existiert eine eindeutige maximale
Integralkurve cx : Ix → M, d.h. Ix = (ax, bx) und c′x(t) = X(cx(t)) mit cx(0) = x. Jede
Integralkurve bei x ist eine Einschränkung von cx.
Für y := cx(s) mit einem s∈ Ix folgt zudem Iy = Ix − s mit cy(t) = cx(s+ t), t ∈ Iy.
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Beweis.Zunächst seiϕ eine Karte mitx ∈ Uϕ. Wenden wir Satz 2.3.3, 1, auf

D = Dϕ, J = R und f (t, g) = π2 ◦ ϕ̂ ◦ X ◦ ϕ−1(g)

an, so folgt die Existenz eines offenen IntervallsI um die Null und einer Abbildung
g : I → Dϕ, sodassg′ = f (., g) = π2 ◦ ϕ̂ ◦ X ◦ ϕ−1 ◦ g auf I mit g(0) = ϕ(x). Nach
Bemerkung 2.3.2 istc = ϕ−1 ◦ g eine Integralkurve durchx. Also gibt es überhaupt
Integralkurven durchx.

Sei nunI die Menge aller Integralkurvenc : Jc → M durchx, wobeiJc ein vonc
abhängiges offenes Intervall um die Null ist. Sind nunc, d ∈ I, so wollen wir zeigen,
dassc undd auf dem offenen IntervallJc ∩ Jd um die Null übereinstimmen. Dazu sei

R := {τ ∈ Jc ∩ Jd : d(τ) = c(τ)}.

Aus Stetigkeitsgründen istR abgeschlossen inJc ∩ Jd. Wegenc(0) = x = d(0) liegt 0
in R. Insbesondere istR nichtleer.

Sei nunr ∈ R, ψ eine Karte aufM mit d(r) = c(r) ∈ Uψ, und seiδ > 0 so klein,
dass (r − δ, r + δ) ⊆ Jc ∩ Jd undd(r − δ, r + δ) ⊆ Uψ sowiec(r − δ, r + δ) ⊆ Uψ. Die
Funktionen

gr(s) := ψ ◦ c(r + s), und hr (s) := ψ ◦ d(r + s), s ∈ (−δ,+δ),

erfüllen gemäß Bemerkung 2.3.2 die Gleichungeng′r = f (., gr) bzw. h′r = f (., hr). Da
zusätzlichgr(0) = ψ ◦ c(r) = ψ ◦ d(r) = hr (0), folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in
Satz 2.3.3, 1, dassgr = hr auf einem kleinen Intervall um 0, bzw.g = h und damitc = d
auf einem kleinen Intervall umr. Somit istRauch offen. DaJc∩ Jd zusammenhängend
ist, folgt R= Jc ∩ Jd.

Mit Ix :=
⋃

c∈I Jc erhalten wir offensichtlich ein offenes, Null enthaltendes Inter-
vall. Für t ∈ Ix definieren wircx(t) := c(t), wobeic ∈ I mit t ∈ Jc ist. Wegen obiger
Überlegung ist diese Definition nicht vonc abhängig, solange nurt ∈ Jc. Da dieJc alle
offen sind, und daC∞ zu sein, eine lokale Eigenschaft ist, folgt auchcx ∈ C∞(Ix,M).

Aus c′(t) = X(c(t)) für t ∈ Ix und c ∈ I so, dasst ∈ Jc, folgt unmittelbar auch
c′x(t) = X(cx(t)). Dabei giltcx(0) = c(0) = x für jedesc ∈ I. Damit istcx : Ix→ M eine
Integralkurve. Nach Konstruktion ist jede Integralkurve bei x eine Einschränkung von
cx auf Ix. Insbesondere istcx maximal.

Sei schließlichy := cx(s) mit einems ∈ Ix. Nun erfülltd(t) := cx(t+ s) für t ∈ Ix− s
sicherlichd(0) = y undd′(t) = X(d(t)) auf Ix − s. Also ist d eine Integralkurve beiy,
die nach dem Bewiesenen die Einschränkung voncy auf Ix − s ist; alsoIx − s⊆ Iy und
cx(t + s) = d(t) = cy(t), t ∈ Ix − s. Für−s ∈ Ix − s⊆ Iy folgt x = cx(0) = cy(−s).

Vertauscht man nun die Rollen vony und x = cy(−s), so folgt insbesondere
Iy + s⊆ Ix und damit schließlichIx − s= Iy.

❑

2.3.5 Beispiel.Ist X(x) = 0, so erfüllt die konstante Funktionc ≡ x die Gleichung
c′ = 0 = X(x). Also ist in dem FallIx = R undcx ≡ x.

2.3.6 Bemerkung.Mit der Notation aus Lemma 2.3.4 gilt für einλ ∈ R und dasC∞-
Vektorfeldλ · X nach der Kettenregel fürλt ∈ Ix

cx(λ .)′(t) = λX(cx(λt)),

womit sich t 7→ cx(λt) mit t ∈ 1
λ

Ix als die maximale Integralkurve vonλ · X bei x
herausstellt. Dabei ist1

λ
Ix = R, falls λ = 0.
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2.3.7 Beispiel.Ist ϕ eine Karte aufM, so gilt für das Vektorfeld ∂
∂ϕ j
∈ X(Uϕ), dass

π2 ◦ ϕ̂ ◦
∂
∂ϕ j
◦ ϕ−1(ξ) = ej .

Somit ist für einx ∈ Uϕ die Funktionϕ ◦ cx(t) Lösung von (ϕ ◦ cx)′(t) = ej und
daherϕ ◦ cx(t) = ϕ(x) + tej .

2.3.8 Beispiel.SeiG eine Liegruppe (vgl. Bemerkung 1.1.10) mit neutralen Element
e und X ∈ g, d.h. ein linksinvariantes Vektorfeld. Die Integralkurvece von X durche
erfüllt für t ∈ Ie

(lg ◦ ce)′(t) = Tlg c′e(t) = Tlg X(ce(t)) = X(lg ◦ ce(t)).

Also ist lg ◦ ce eine Integralkurve vonX durchlg(e) = g. Indem man ähnlich argumen-
tiert, wenn man voncg ausgeht undlg−1 anwendet, sieht man, dassIg = Ie und darauf
lg ◦ ce = cg.

Für eins ∈ Ie undg = ce(s) folgt aus Lemma 2.3.4, dassIe = Ig = Ie− s. Das kann
aber nur gelten, wennIe = R. Weiters hat man

lg ◦ ce(t) = cg(t) = ce(s+ t) und somit ce(s) · ce(t) = ce(s+ t).

Also ist t 7→ ce(t) sogar ein differenzierbarer Gruppenhomomorphismus von (R,+)
nach (G, ·).

2.3.9 Beispiel.Für G = GL(n,R) wissen wir, dassA 7→ (B 7→ [cB
BA]) ein Isomorphis-

mus vonRn×n aufgl(n,R) ist.
Da idG eine Karte aufG ist, erfüllt nach Bemerkung 2.3.2 eine Kurve genau dann

c′(t) = X(c(t)) (im Sinne von Definition 1.2.1) für einX ∈ X(G), wenn

c′(t) = π2 ◦ ˆidG ◦ X(c(t)) = tc(t) idG X(c(t)).

Im Falle X = (B 7→ [cB
BA]) gilt tc(t) idG X(c(t)) = c(t)A. Somit ist die IntegralkurvecI

von X durch I nichts anderes alsc(t) = exp(tA), da diese Kurve bekannterweise die
eindeutige Lösung vonc′(t) := c(t)A mit c(0) = I ist.

Wir sehen für diese Gruppe damit auch direkt, dasst 7→ exp(tA) ein Gruppenho-
momorphismus von (R,+) nach (G, ·) ist, vgl. Beispiel 2.3.8.

2.4 Lokale und globale Fl̈usse

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass es für ein gegebenes VektorfeldX ∈ X(M)
und einx ∈ M eine maximale Integralkurvecx : Ix→ M durchx gibt. Wir wollen nun
die Gesamtheit aller solchen Kurven betrachten.

2.4.1 Definition. Sei M eineC∞-Mannigfaltigkeit undX ∈ X(M). Mit der Notation
aus Lemma 2.3.4 sei

DX := {(t, x) ∈ R × M : t ∈ Ix} =
⋃

x∈M

Ix × {x}.

Die Abbildung FlX : DX → M definiert durch FlX(t, x) = cx(t) heißt der zuX gehörige
lokale Fluss.
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Für eint ∈ R wollen wir mitDX
t den Schnitt

DX
t = {x ∈ M : (t, x) ∈ DX} = {x ∈ M : t ∈ Ix}

bezeichnen.

2.4.2 Bemerkung.Der lokale Fluss FlX(t, x) hat wegen Lemma 2.3.4 und Definition
2.4.1 folgende Eigenschaften:

(i) DX
0 = M und FlX(0, x) = x.

(ii ) Da für jedesx ∈ M die MengeIx ein nichtleeres offenes Intervall um die Null ist
gilt

⋃

t>0

DX
t = M,

⋃

t<0

DX
t = M.

(iii ) Aus 0≤ s≤ t bzw. t ≤ s≤ 0 folgtDX
t ⊆ D

X
s .

(iv) FlX(t, .) bildetDX
t bijektiv aufDX

−t ab.

(v) Für beliebiges, t ∈ R ist der Definitionsbereich{x ∈ DX
t : FlX(t, x) ∈ DX

s } von
FlX(s, .) ◦ FlX(t, .) in DX

s+t enthalten, wobei FlX(s, .) ◦ FlX(t, .) = FlX(s+ t, .) gilt.

Haben s und t dasselbe Vorzeichen, so stimmt der Definitionsbereich von
FlX(s, .) ◦ FlX(t, .) mit DX

s+t überein.

Insbesondere stimmt fürk ∈ N undt ∈ R der Definitionsbereich von

FlX(t, .)k := FlX(t, .) ◦ · · · ◦ FlX(t, .)
︸                       ︷︷                       ︸

k−mal

mit DX
kt überein, wobei FlX(t, .)k = FlX(kt, .).

Wir wollen noch die letzte Aussage nachweisen. Dazu seix ∈ DX
t mit FlX(t, x) =

cx(t) ∈ DX
s . Wegen Lemma 2.3.4 ists ∈ Icx(t) = Ix− t und damits+ t ∈ Ix bzw.x ∈ DX

s+t,
wobei FlX(s, .) ◦ FlX(t, x) = ccx(t)(s) = cx(s+ t) = FlX(s+ t, x).

Habens, t dasselbe Vorzeichen, so folgt ausx ∈ DX
s+t wegen (iii), dassx ∈ DX

t bzw.
t ∈ Ix. Aus x ∈ DX

s+t folgt auchs+ t ∈ Ix. Wieder wegen Lemma 2.3.4 giltIcx(t) = Ix − t
und damits ∈ Icx(t), bzw. FlX(t, x) ∈ DX

s .

2.4.3 Satz. Die MengeDX ist eine offene Teilmenge vonR × M (versehen mit der
Produkttopologie), undFl : DX → M ist eine C∞-Abbildung, wobeiR × M gemäß
Lemma 1.1.7 undDX gemäß Fakta 1.1.4, 3, als Mannigfaltigkeit zu sehen ist.

Somit ist für jedes t ∈ R die Bijektion FlX(t, .) : DX
t → DX

−t ein C∞-
Diffeomorphismus definiert auf der offenen TeilmengeDX

t ⊆ M.

Beweis.Seienx ∈ M unds ∈ Ix. Setzey := cx(s) und wähle eine Karteϕ mit y ∈ Uϕ.
Wir wenden Satz 2.3.3, 2, auf

D = Dϕ, J = R und f (t, g) = π2 ◦ ϕ̂ ◦ X ◦ ϕ−1(g)

an, so folgt die Existenz eines offenen IntervallsJy um die Null, einer offenen Um-
gebungDy ⊆ Dϕ von ϕ(y) und einerC∞-Funktion G : Jy × Dy → Dϕ, sodass
gη(t) := G(t, η), t ∈ Jy, für alle η ∈ Dy die eindeutige Lösung vong′ = f (., g) auf
Jy mit g(0) = η ist.
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Nach Bemerkung 2.3.2 und Lemma 2.3.4 giltJy ⊆ Iz für alle z ∈ Uy := ϕ−1(Dy)
sowie, dassϕ−1 ◦ gϕ(z) die Einschränkung aufJy der Integralkurvecz durchz ist. Insbe-
sondere gilt

Jy × Uy ⊆ D
X und FlX(t, z) = ϕ−1 ◦G(t, ϕ(z)), (t, z) ∈ Jy × Uy.

Zudem ist diese Funktion unendlich oft aufJy×Uy als Abbildung nachM differenzier-
bar, vgl. Lemma 1.1.7 und Definition 1.1.8.

Ist nunKx ⊆ Ix ein kompaktes Intervall mit 0∈ Kx, so lässt sich die kompakte
Mengecx(Kx) durch endlich vieleUy überdecken. SeiW (⊇ cx(Kx)) die Vereinigung
dieser endlich vielenUy. Schneiden wir die entsprechendenJy, so erhalten wir ein
offenes IntervallJ um die Null, sodassρ1(t, z) := FlX(t, z) auf O1 := J ×W (⊆ DX)
unendlich oft differenzierbar und daher insbesondere stetig ist. Die Menge

O2 := ρ−1
1 (W) (⊆ O1 = J ×W)

ist damit offen, und die Abbildungρ2(t, z) := ρ1(t, ρ1(t, z)) ist wohldefiniert aufO2 und
ebenfalls unendlich oft differenzierbar. Setzen wir induktiv fort, so erhalten wir offene
MengenOk := ρ−1

k−1(W) (⊆ Ok−1 ⊆ · · · ⊆ O1 = J ×W) und daraufC∞-Abbildungen

ρk(t, z) := ρ1(t, ρk−1(t, z)), (t, z) ∈ Ok.

Man beachte, dass wegen Bemerkung 2.4.2, (v),Ok ⊆ {(t, z) : z ∈ DX
kt} und für (t, z) ∈

Ok gilt die Beziehung
ρk(t, z) = FlX(kt, z) = cz(kt). (2.8)

Ist k ∈ N so groß, dass1k Kx ⊆ J, so gilt

ρ1

(1
k

Kx × {x}
)

= cx

(1
k

Kx

)

⊆W

und damit1k Kx × {x} ⊆ O2. Wegen (2.8) folgt

ρ2

(1
k

Kx × {x}
)

= cx

(2
k

Kx

)

⊆W

und daher wieder1k Kx × {x} ⊆ O3. Verfährt man so fort, so folgt induktiv

ρk−1

(1
k

Kx × {x}
)

= cx

(k− 1
k

Kx

)

⊆W

bzw. 1
k Kx × {x} ⊆ Ok. In Folge ist die Abbildung (t, z) 7→ ρk(t, z) = FlX(kt, z) auf der

offenen ObermengeOk von 1
k Kx × {x} definiert und unendlich oft differenzierbar.

Somit hat FlX auf einer offenen Obermenge vonKx × {x} dieselbe Eigenschaft. Da
Kx ⊆ Ix und schließlich auchx ∈ M beliebig war, istDX offen und FlX daraufC∞.

Aus der Tatsache, dassDX offen ist folgt unmittelbar die Offenheit vonDX
t . Als

Einschränkung auf eine Komponente istx 7→ FlX(t, x) offensichtlich auchC∞.
❑

2.4.4 Korollar. Ist x ∈ M und Ix nach oben beschränkt, d.h.

Ix = (ax, bx) mit − ∞ ≤ ax < 0 < bx < +∞,

so liegt cx([0, bx)) in keiner kompakten Teilmenge von M, d.h.limtրbx cx(t) = ∞, wenn
M∪̇{∞} die Alexandroff-Kompaktifizierung ist. Entsprechendes gilt im Fall−∞ < ax.
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Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an, so gibt es eine Folge 0< tn ր bx, sodass
limn→∞ cx(tn) = z für ein z ∈ M. Wegen

⋃

t>0D
X
t = M gilt z ∈ DX

t für ein festest > 0.
DaDX

t offen ist, giltcx(tn) ∈ DX
t für n hinreichend groß.

Für solchen ist dahert ∈ Icx(tn) = Ix − tn, bzw. tn + t ∈ Ix = (ax, bx). Das steht aber
im Widerspruch zu limn→∞ tn = bx.

❑

Besonders interessant ist nun der Fall, dassDX = R × M oder äquivalent, dass
Ix = R für alle x ∈ M. Man spricht dann von einemglobalen Fluss.

2.4.5 Bemerkung.Der Fluss FlX ist genau dann global, wenn für je eint > 0 und ein
t < 0 gilt, dassDX

t = M.
In der Tat folgt ausDX = R×M unmittelbarDX

t = M für alle t ∈ R. Gilt umgekehrt
DX

t = M für ein t , 0, so folgt aus Bemerkung 2.4.2, (v) und (iii), sofortDX
s = M für

alle s ∈ Rmit sgn(s) = sgn(t).

2.4.6 Beispiel.Ist G eine Liegruppe undX ∈ g ein linksinvariantes Vektorfeld. Aus
Beispiel 2.3.8 wissen wir, dass der maximale Fluss durcheund damit auch durch jedes
andereg ∈ G auf Ie = Ig = R definiert ist. Also ist der entsprechende Fluss FlX auf
ganzR × M definiert und daher ein globaler Fluss.

2.4.7 Beispiel.Für G = GL(n,R) und X = (B 7→ [cB
BA]) ∈ gl(n,R) ist nach Beispiel

2.3.9cI (t) = exp(tA) und damitcB(t) = Bexp(tA), vgl. Beispiel 2.3.8. Also gilt

FlX(t, B) = Bexp(tA).

2.4.8 Beispiel.SeiG wieder eine (C∞-)Liegruppe und bezeichnef : G ×G → G die
Gruppenmultiplikationf (g, h) = gh. Man sieht ganz leicht, dassg 7→ 0 (∈ TgG) ein
C∞-Vektorfeld ist. Wegen Fakta 1.1.9, 8, ist damit auch die Abbildung

Φ : (g,Xe) 7→ (0, ιTeGXe) ∈ TgG × TeG ⊆ TG× TG,

ausC∞(G× TeG,TG× TG). Beachte dabei, dassTeG eine Untermannigfaltigkeit von
TG ist – wie man unschwer nachprüft.ιTeG : TeG → TG bezeichnet die Einbettungs-
abbildung.

Mit der Notation aus Fakta 1.2.20 ist daher auch die ZusammensetzungT f ◦ i ◦Φ :
G× TeG→ TG eineC∞-Funktion und stimmt gemäß (8) mit

(g,Xe) 7→ T f(g, .)
︸  ︷︷  ︸

TG→TG

(Xe) = Tlg (Xe) (∈ TG) (2.9)

überein.
Damit haben wir insbesondere auch die Behauptung aus Beispiel 2.2.3 gezeigt, dass

X(g) := Tlg(Xe) für jedes festeXe ∈ TeG ein linksinvariantesC∞-Vektorfeld ist, d.h.
X ∈ g. Also ist gemäß Beispiel 2.2.3X 7→ X(e) tatsächlich eine lineare Bijektion von
der Menge aller linksinvarianterC∞-Vektorfelderg auf TeG. Insbesondere sindg und
TeG diffeomorph, wenn wirg vermöge einer linearen Bijektion aufRdimG als Atlas zu
einer Mannigfaltigkeit machen.

Wegen Fakta 1.1.9, 8, folgt aus (2.9) auch, dass

Y : (g,Xe) 7→ ĩ ◦ ( X(g)
︸︷︷︸

=Tlg(Xe)

, 0
︸︷︷︸

∈TXe(TeG)

) ( ∈ T
(

G× (TeG)
)

)
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ein C∞-Vektorfeld aufG × (TeG) ist, wobei ĩ : TG × T(TeG) → T
(

G × (TeG)
)

der
Diffeomorphismus wie in Fakta 1.2.20 bezüglich der MannigfaltigkeitenG und TeG
ist. Wegen (see Fakta 1.2.20)

(FlX(., g),Xe)′(t) = ĩ(FlX(., g)′(t)
︸       ︷︷       ︸

∈TFlX (t,g)G

, X′e(t)
︸︷︷︸

∈TXe(TeG)

) = ĩ(X(FlX(t, g)), 0)

ist t 7→ (FlX(t, g),Xe), t ∈ R, die Integralkurve vonY durch den Punkt (g,Xe), womit
der Fluss FlY(t, (g,Xe)) eineC∞-Funktion in den Variablen (t, g,Xe) ist. Wir setzen

exp(Xe) := FlY(1, (e,Xe)) = FlX(1, e),

und sehen, dass exp :TeG→ G eineC∞-Funktion ist.
Schließlich gilt für X ∈ g mit X(h) := Tlh(Xe) und g ∈ G bekannterweise

gexp(Xe) = gFlX(t, e) = FlX(t, g), siehe Beispiel 2.3.8. Nach Bemerkung 2.3.6 gilt
exp(s · Xe) = FlX(s, e) und daher

T0 exp ([s 7→ s · Xe]∼)
︸            ︷︷            ︸

∈T0(TeG)

= [s 7→ exp(s · Xe)]∼
︸                 ︷︷                 ︸

∈TeG

=

[s 7→ FlX(s, e)]∼
︸              ︷︷              ︸

∈TeG

= FlX(., e)′(0) = X(FlX(0, e)) = Xe.

2.4.9 Korollar. Hat X einen kompakten Träger, d.h. der AbschlusssuppX der Menge
{x ∈ M : X(x) , 0} ist in M kompakt, so istFlX ein globaler Fluss.

Beweis. Gemäß Satz 2.4.3 gilt
⋃

t>0D
X
t = M =

⋃

t<0D
X
t . Laut Voraussetzung und

wegen Bemerkung 2.4.2, (iii), gibt est1 > 0, t2 < 0 mit DX
t1 ,D

X
t2 ⊇ suppX. Für

alle x < suppX gilt wegen Beispiel 2.3.5Ix = R, d.h. x ∈ DX
t1 ,D

X
t2. Also insgesamt

DX
t1 = M = DX

t2.
❑

2.4.10 Lemma. Seien M und N beide C∞-Mannigfaltigkeiten, und sei h∈ C∞(M,N).
Weiters seien X∈ X(M) und Y ∈ X(N). Diese beiden sind genau dann h-verwandt,
wennFlY ◦ (idR ×h) = h ◦ FlX auf einer gewissen offenen MengeR mit {0} × M ⊆ R ⊆
DX ∩ (idR ×h)−1(DY).

Ist das der Fall, so giltDX ⊆ (idR ×h)−1(DY) und darauf giltFlY ◦(idR ×h) = h◦FlX.
Also istR = DX eine (und damit die größte) zulässige Wahl.

Beweis.Gilt FlY ◦ (idR ×h) = h ◦ FlX auf der offenen MengeR ⊇ {0} × M, so folgt für
x ∈ M zunächst, dass (−δ, δ) × {x} ⊆ R für einδ > 0. WegenR ⊆ DX ∩ (idR ×h)−1(DY)
gilt insbesondere (−δ, δ) × {x} ⊆ DX und (−δ, δ) × {h(x)} ⊆ DY bzw. (−δ, δ) ⊆ Ix, Ih(x).

Da für t ∈ (−δ, δ) sicher FlY(t, h(x)) = h ◦ FlX(t, x), folgt mit Fakta 1.2.10, 6, 7,

Y(h(x)) = FlY(., h(x))′(0) = (h ◦ FlX(., x))′(0) = Txh FlX(., x)′(0) = Txh X(x).

SindX undY h-verwandt, so folgt fürx ∈ M undt ∈ Ix

(h ◦ FlX(., x))′(t) = TFlX(t,x)h FlX(., x)′(t) = TFlX(t,x)h X(FlX(t, x)) = Y(h ◦ FlX(t, x)),

womit h ◦ FlX(., x) in der maximalen Integralkurve vonY durchh ◦ FlX(0, x) = h(x)
enthalten ist. Also folgtIx × {h(x)} ⊆ DY und damit (idR ×h)(DX) ⊆ DY, wobei
FlY ◦ (idR ×h) = h ◦ FlX.

❑
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2.4.11 Beispiel.Sei M eine Teilmannigfaltigkeit vonN und ιM die Einbettungsabbil-
dung. IstY ∈ X(N) undX ∈ X(M) das gemäß Lemma 2.2.5 in eindeutiger Weise exis-
tierende zuY ιM-verwandte Vektorfeld, so folgt aus Lemma 2.4.10, dass für(t, x) ∈ DX

wegenx = ιM(x) ∈ M
FlY(t, x) = FlX(t, x).

Wir wollen uns anschauen, wie zwei VektorfelderX,Y ∈ X(M) und ihre Flüsse in
Verbindung stehen können. Dazu setzen wir zunächst

FlXs := FlX(s, .) : DX
s → D

X
−s (⊆ M)

für festess ∈ R. Die AbleitungT FlXs davon bildet damitTDX
s bijektiv auf TDX

−s (⊆
T M) ab.

2.4.12 Lemma. Für X,Y ∈ X(M) und x∈ M gilt

∂

∂t
|t=0T FlX−t ◦Y ◦ FlXt (x) = [X,Y](x), (2.10)

wobei TFlX−t ◦Y ◦ FlXt (x) für alle in Frage kommenden t∈ Ix (bzgl. X) Werte in TxM
hat und damit die Ableitung dort zu bilden ist2. Der Ausdruck links in(2.10)heißt die
Lie-AbleitungLX von Y.

Beweis.Die Funktion (s, t, y) 7→ FlXs ◦FlXt (y) ist auf der wegen der Stetigkeit von FlX

offenen TeilmengeDX;X := {(s, t, y) ∈ R×DX : (s,FlXt (y)) ∈ DX} vonR2 ×M definiert,
welche offensichtlich{0} × {0} × M umfasst.

Sei x ∈ M undϕ eine Karte aufM mit x ∈ Uϕ. Wegen (0, 0, x) ∈ DX;X und da
(s, t, y) 7→ FlXs (x) ◦ FlXt (y) aufDX;X stetig ist, finden wir einδ > 0 und eine offenen
UmgebungU ⊆ Uϕ von x, sodass (−δ, δ) × (−δ, δ) × U ⊆ DX;X und FlXs ◦FlXt (y) ∈ Uϕ

und damit
FlXt (y) ∈ Uϕ,T FlXs ◦Y ◦ FlXt (y) ∈ Uϕ̂

für alle s, t ∈ (−δ, δ) undy ∈ U.
Wir setzen nun für jedes festet ∈ (−δ, δ) und variablesξ ∈ D := ϕ(U)

γt(ξ) := ϕ ◦ FlX(t, ϕ−1(ξ))

und erhalten damit eineC∞-Funktionγt : D→ Dϕ. Offensichtlich ist sogar die Funkti-
on (t, ξ) 7→ γt(ξ) eineC∞-Funktion von (−δ, δ) × D nachDϕ. Wegen Bemerkung 2.3.2
gilt

d
dt
γt(ξ) = π2 ◦ ϕ̂ ◦ X ◦ ϕ−1

︸       ︷︷       ︸

=:α

(γt(ξ)) = α2(γt(ξ))

mit α2 = π2 ◦ α. Wegen dem Satz von Schwarz und der Kettenregel folgt

d
dt

dγt(ξ) = dα2(γt(ξ)) dγt(ξ).

Aus (1.9) folgt andererseits fürs ∈ (−δ, δ)

ϕ̂ ◦ T FlXs ◦ϕ̂
−1(ξ, η) = (γs(ξ), dγs(ξ)η).

2Endlichdimensionale Vektorräume haben genau eine Topologie, die sie zu topologischen Vektorräumen
machen.
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Setzen wir nochβ := ϕ̂ ◦ Y ◦ ϕ−1 undβ2 := π2 ◦ β, so folgt

ρ(s, t, ξ) := π2 ◦ ϕ̂ ◦ T FlXs ◦Y ◦ FlXt ◦ϕ
−1(ξ) = dγs(γt(ξ)) β2(γt(ξ))

mit der Ableitungdγs(γt(ξ)) im Sinne der Analysis II.
Zusammen mit FlX

0 = id bzw.γ0 = id erhalten wir

∂

∂s
ρ(s, 0, ξ) = dα2(γs(ξ)) dγs(ξ) β2(ξ).

Ausdγ0(ξ) = d id(ξ) = id folgt

∂

∂t
ρ(0, t, ξ) = dβ2(γt(ξ)) α2(γt(ξ)).

Somit folgt aus der Kettenregel fürξ = ϕ(x) wegen (2.7)

∂

∂t
|t=0ρ(−t, t, ϕ(x)) = dβ2(ϕ(x))α2(ϕ(x)) − dα2(ϕ(x))β2(ϕ(x)) = txϕ [X,Y](x).

Somit gilt

txϕ
∂

∂t
|t=0 T FlX−t ◦Y ◦ FlXt (x) =

∂

∂t
|t=0txϕ T FlX−t ◦Y ◦ FlXt (x) =

∂

∂t
|t=0 π2 ◦ ϕ̂ ◦ T FlX−t ◦Y ◦ FlXt (x) = txϕ [X,Y](x).

Da txϕ : TxM → Rd eine lineare Bijektion ist, folgt (2.10). Das Vertauschen von txϕ
mit ∂

∂t |t=0 ist gerechtfertigt, da endlichdimensionale Vektorräumenur eine Topologie
haben, die sie zu topologischen Vektorräumen machen.

❑

Wir betrachten nun die Funktion (t, s, x) 7→ FlXt ◦FlYs (x) = FlX(t,FlY(s, x)) mit dem
Definitionsbereich

DY;X := {(t, s, x) ∈ R ×DY : (t,FlY(s, x)) ∈ DX} (⊆ R2 × M).

Als Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Funktion ist diese Menge offen.
Genauso ist der Definitionsbereich

DX;Y := {(t, s, x) ∈ R2 × M : (s, t, x) ∈ R × DX, (s,FlX(t, x)) ∈ DY} (⊆ R2 × M).

von (t, s, x) 7→ FlYs ◦FlXt (x) = FlY(s,FlX(t, x)) offen.

2.4.13 Proposition.Sind X,Y ∈ X(M), so gilt:
Es existiert eine offenen MengeQ ⊆ DX;Y ∩DY;X mit {0} × {0} × M ⊆ Q, sodass

FlXt ◦FlYs (x) = FlYs ◦FlXt (x), für alle (t, s, x) ∈ Q, (2.11)

genau dann, wenn[X,Y] = 0.
Man spricht in dem Fall vonkommutierenden Flüssen.

Beweis. Gelte zunächst (2.11). Zux ∈ M gibt es wegen{0} × {0} × M ⊆ Q ein δ > 0
und eine offene UmgebungU von x, sodass (−δ, δ) × (−δ, δ) × U ⊆ Q. Für ein festes
t ∈ (−δ, δ) folgt für

h : U → M, h(y) = FlXt (y)
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aus (2.11), dass FlY(s, h(y)) = h ◦ FlY(s, y) für alle s ∈ (−δ, δ) und alley ∈ U.
Nach Beispiel 2.4.11 gilt für die EinschränkungY|U : U → TU des VektorfeldesY

aufU, dassDY|U ⊆ DY und (FlY)|DY|U = FlY|U . Es folgt

FlY(s, h(y)) = h ◦ FlY|U (s, y)

für alle (s, y) ∈ ((−δ, δ) × U) ∩ DY|U ⊇ {0} × U. Wenden wir Lemma 2.4.10 aufh und
die VektorfelderY|U undY an, so folgt

T(FlXt |U)
︸    ︷︷    ︸

=(T FlXt )|TU

◦Y|U = Th◦ Y|U = Y ◦ h = Y ◦ FlXt |U .

und zwar für allet ∈ (−δ, δ).
Wegenx ∈ U gibt es aus Stetigkeitsgründen ein 0< δ′ ≤ δ mit FlXt (x) ∈ U für alle

|t| < δ′. Für solchet folgt dann

T FlX−t ◦Y(FlXt (x))
︸     ︷︷     ︸

∈TU

= Y ◦ FlX−t(FlXt (x)) = Y(x).

Aus (2.10) schließen wir auf [X,Y](x) = ∂
∂t |t=0Y(x) = 0. Dax ∈ M beliebig war, folgt

[X,Y] = 0.
Umgekehrt bedingt [X,Y] = 0 für jedesx ∈ M und t ∈ Ix wegen Bemerkung 2.4.2

die Gleichung

∂

∂s
|s=tT FlX−s◦Y ◦ FlXs (x) =

∂

∂s
|s=0T FlX−s−t ◦Y ◦ FlXs+t(x) =

∂

∂s
|s=0T FlX−t ◦T FlX−s◦Y ◦ FlXs ◦FlXt (x) = T FlX−t ◦

∂

∂s
|s=0T FlX−s◦Y ◦ FlXs ◦FlXt (x) =

T FlX−t ◦[X,Y] ◦ FlXt (x) = 0.

Das Vertauschen von∂
∂s|s=0 und T FlX−t ist gerechtfertigt, daT FlX−t hier eine lineare

Abbildung von dem endlichdimensionalen VektorraumTFlXt (x)M nachTxM und somit

stetig ist. Es folgtT FlX−t ◦Y ◦ FlXt (x) = T FlX−0 ◦Y ◦ FlX0 (x) = Y für alle t ∈ Ix. Anders
formuliert erhalten wir für jedest ∈ R

T FlXt ◦Y ◦ FlX−t(x) = Y(x), für alle x ∈ DX
−t.

Substituieren wirx = FlXt (y) und beachten Bemerkung 2.4.2, (iv), so folgt

T FlXt ◦Y(y) = Y ◦ FlXt (y), für alle y ∈ DX
t .

Zu einem festenx ∈ M wähleδ > 0 und eine offene UmgebungU von x, sodass
(−δ, δ) × U ⊆ DX. Damit gilt U ⊆ DX

t für alle t ∈ (−δ, δ).
Für ein festes aber beliebiges solchest setzen wirh = FlXt |U : U → M und

schränkenY aufU ein. Wieder nach Beispiel 2.4.11 gilt dafürDY|U ⊆ DY und

(FlY)|DY|U = FlY|U : DY|U → U (⊆ DX
t ). (2.12)

Wenden wir Lemma 2.4.10 aufh sowie auf die VektorfelderY|U undY an, so folgt

(idR ×FlXt )(DY|U ) = (idR ×h)(DY|U ) ⊆ DY (2.13)
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und
FlXt ◦FlYs (y) = h ◦ FlY|U (s, y) = FlY ◦(idR ×h)(s, y) = FlYs ◦FlXt (y)

für alle (s, y) ∈ DY|U (⊇ {0} × U) und für beliebigest ∈ (−δ, δ).
Nun istDY|U offen inR×M und daher (−δ, δ)×DY|U offen inR2×M mit (0, 0, x) ∈

(−δ, δ) ×DY|U , wobei wegen (2.12) dann (−δ, δ) ×DY|U ⊆ DY;X und wegen (2.13) auch
(−δ, δ) ×DY|U ⊆ DX;Y.

Bezeichnet nunQ die Vereinigung aller dieser Mengen (−δ, δ)×DY|U , wennx ∈ M
läuft, so istQ eine offene Teilmenge vonDX;Y ∩DY;X, die {0} × {0} × M enthält.

❑

2.5 Distributionen, Satz von Frobenius

Hat man nicht nur zwei, sondern endlich vieleC∞-VektorfelderX1, . . . ,Xk auf einer
Mannigfaltigkeit, so ist der Definitionsbereich von (t1, . . . , tk, x) 7→ FlX1

t1 ◦ · · · ◦ FlXk
tk (x)

rekursiv nachk definiert durchDX1 für k = 1 und

DX1;...;Xk :=

{(t1, . . . , tk, x) ∈ Rk × M : (t2, . . . , tk, x) ∈ DX2;...;Xk , (t1,FlX2
t2 ◦ · · · ◦ FlXk

tk (x)) ∈ DX1}

für k > 1. Man zeigt induktiv nachk leicht, dass die MengenDX1;...;Xk alle offen in
Rk × M sind, {0}k × M enthalten, und dass (t1, . . . , tk, x) 7→ FlX1

t1 ◦ · · · ◦ FlXk
tk (x) auf

DX1;...;Xk eineC∞-Abbildung ist.
Das folgendes Resultat ist eine Art Umkehrung von Beispiel 2.1.8.

2.5.1 Satz.Sei M eine d-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit und seien X1, . . . ,Xk ∈

X(M), sodass X1(x), . . . ,Xk(x) als Elemente von TxM linear unabhängig sind, und zwar
für alle x ∈ M. Weiters gelte[Xi,X j ] = 0, i, j ∈ {1, . . . , k}.

Dann existiert um jeden Punkt aus M eine Karteϕ, sodass auf Uϕ

Xi =
∂

∂ϕi
, i = 1, . . . , k.

Beweis.Seix ∈ M undψ eine Karte mitx ∈ Uψ undψ(x) = 0. Setzen wirψ nötigenfalls
mit einer geeigneten linearen Abbildung zusammen, so können wir dazu annehmen,
dasstxψ X1(x), . . . , txψ Xk(x) zusammen mitek+1, . . . , ed denRd aufspannen.

Gemäß den̈Uberlegungen vor dem gegenwärtigen Satz gibt es einδ > 0, sodass
Uδ(0) ⊆ Dψ, ψ−1(0, . . . , 0, tk+1, . . . , td)T ∈ DX1;...;Xk und damit

h(t1, . . . , td)T := FlX1
t1 ◦ · · · ◦ FlXk

tk ◦ψ
−1(0, . . . , 0, tk+1, . . . , td)T

für alle (t1, . . . , td)T ∈ Uδ(0) wohldefiniert. Wegen der Stetigkeit vonh seiδ > 0 auch so
klein, dass das Bild vonh in Uψ enthalten ist. Machen wirδ > 0 nötigenfalls abermals
kleiner, so können wir auch annehmen, dass

ψ−1(0, . . . , 0, tk+1, . . . , td)T ∈ DXσ(1);...;Xσ(k)

für jede Permutationσ von {1, . . . , k}. Schließlich können wir voraussetzungsgemäß
Proposition 2.4.13 anwenden auf alle PaareXi ,X j und sehen, dass wirδ > 0 nötigen-
falls ein letztes Mal kleiner machen können, sodass

h(t1, . . . , td)T = FlXσ(1)

tσ(1)
◦ · · · ◦ FlXσ(k)

tσ(k)
◦ψ−1(0, . . . , 0, tk+1, . . . , td)T
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auf Uδ(0) und für jede Permutationσ von {1, . . . , k}. Somit gilt für j = 1, . . . , k wegen
Bemerkung 2.3.2

∂

∂t j
ψ ◦ h(t1, . . . , td)T

=
∂

∂t j
ψ ◦ Fl

X j

t j
◦FlX1

t1 ◦ · · · ◦ Fl
X j−1

t j−1
◦Fl

X j+1

t j+1
◦ · · · ◦ FlXk

tk ◦ψ
−1(0, . . . , 0, tk+1, . . . , td)T

= π2 ◦ ψ̂ ◦ X j
(

Fl
X j

t j
◦FlX1

t1 ◦ · · · ◦ Fl
X j−1

t j−1
◦Fl

X j+1

t j+1
◦ · · · ◦ FlXk

tk ◦ψ
−1(0, . . . , 0, tk+1, . . . , td)T)

= π2 ◦ ψ̂ ◦ X j(h(t1, . . . , td)) = th(t1,...,td)Tψ X j(h(t1, . . . , td)T).

Für j = k+ 1, . . . , d gilt ( ∂
∂t j
ψ ◦ h)(0, . . . , 0)T = ∂

∂t j
|t j=0(0, . . . , 0, t j, . . . , 0)T = ej .

Gemäß unserer Wahl vonψ ist dψ ◦ h(0, . . . , 0) (Ableitung im Sinne der Analysis
II) invertierbar. Also gibt es offene NullumgebungenC,D ⊆ Uδ(0), sodass

T := ψ ◦ h : C→ D

einC∞-Diffeomorphismus ist. In Folge istϕ := T−1 ◦ψ = (h|C)−1 eine Karte aufM mit
Uϕ = ψ

−1(D) ∋ x. Zudem gilt füry = h|C(t1, . . . , td)T ∈ Uϕ und j = 1, . . . , k

tyϕ X j(y) = (dT−1)(ψ(y)) tyψ X j(y) = (dT(T−1 ◦ ψ(y)))−1 ∂

∂t j
ψ ◦ h(t1, . . . , td)T =

(dT(t1, . . . , td)T)−1dT(t1, . . . , td)Tej = ej .

Also gilt X j =
∂
∂ϕ j

.
❑

2.5.2 Korollar. Sei M eine d-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit und seien
X1, . . . ,Xk ∈ X(M), sodass X1(x), . . . ,Xk(x) als Elemente von TxM linear unabhängig
sind, und zwar für alle x∈ M. Weiters gelte für alle x∈ M und i, j ∈ {1, . . . , k}

[Xi ,X j ](x) ∈ span{X1(x), . . . ,Xk(x)}.

Dann existiert um jeden Punkt aus M eine Karteϕ, sodass auf Uϕ

X j =

k∑

i=1

di j ·
∂

∂ϕi
, j = 1, . . . , k,

wobei di j ∈ C∞(Uϕ,R) für i, j = 1, . . . , k.

Beweis.Seix ∈ M undψ eine Karte mitx ∈ Uψ. Für die Funktionen

α
j
2 = π2 ◦ ψ̂ ◦ X j ◦ ψ

−1 : Dψ → R
d

gilt α j
2(t) = tψ−1(t)ψ X j(ψ−1(t)). Damit sind die Vektorenα1

2(t), . . . , αk
2(t) ∈ Rd immer

linear unabhängig.
Ersetzen wirψ nötigenfalls durchσ◦ψ für eine geeignete Koordinatenpermutation

σ, so können wir annehmen, dass die erstenk Einträge vonα1
2(ψ(x)), . . . , αk

2(ψ(x)) als
Elemente vonRk linear unabhängig sind. Wir definierenA(y) ∈ Rd×k für y ∈ Uψ so, dass
ihre Spalten geradeα1

2(ψ(y)), . . . , αk
2(ψ(y)) sind. Zudem seiD(y) ∈ Rk×k so, dass die

erstenk Zeilen vonA(y) und vonD(y) übereinstimmen. Insbesondere istD(x) regulär.
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Da die Determinante stetig ist, können wirψ auf einen neuen Definitionsbereich
Uψ einschränken, sodassD(y) = (di j (y))i, j=1,...,k für alle y ∈ Uψ regulär ist. MitB(y) =
(bi j (y))i, j=1,...,k wollen wir die InverseD(y)−1 bezeichnen. Füry ∈ Uψ folgt

A(y)B(y) =

(

I
C(y)

)

, (2.14)

wobeiy 7→ C(y) = (ci j (y))i=k+1,...,d; j=1,...,k ∈ R
(d−k)×k genauso wiey 7→ A(y), y 7→ D(y)

und auchy 7→ B(y) eineC∞-Funktion ist. Also sind auchj = 1, . . . , k

Yj : y 7→ (tyψ)−1 A(y)B(y)ej (∈ TyM)

punktweise linear unabhängigeC∞-Vektorfelder aufUψ, vgl. (2.1), wobei wegen (2.14)
und wegen ∂

∂ψi
(y) = (tyψ)−1 ei

Yj(y) =
∂

∂ψ j
(y) +

d∑

i=k+1

ci j (y)
∂

∂ψi
(y).

Aus
[
∂
∂ψl
, ∂
∂ψm

]

(y) = 0 (vgl. Beispiel 2.1.8) und den Rechenregeln in Lemma 2.1.4 und
Lemma 2.1.7 folgt

[Yl ,Ym](y) =
d∑

n=k+1

f n
l,m(y) ·

∂

∂ψn
(y) (2.15)

für f n
l,m ∈ C∞(Uψ,R).

Andererseits folgt aus der Linearität von (tyψ)−1, dass

Yj(y) =
k∑

i=1

bi j (y)Xi(y) bzw. X j(y) =
k∑

i=1

di j (y)Yi(y). (2.16)

Aus der ersten Gleichheit, der Voraussetzung und den schon verwendeten Rechenre-
geln ergibt sich

[Yl ,Ym](y) =
k∑

i=1

gi
l,m(y)Xi(y) (2.17)

für y ∈ Uψ und mit Funktionengi
l,m : Uψ → R. Wenden wirtyψ auf (2.15) und (2.17)

an, so folgt

A(y)





g1
l,m(y)
...

gk
l,m(y)





= tyψ [Yl ,Ym](y) =





0
...

0
f k+1
l,m (y)
...

f d
l,m(y)





.

Nun sind aber die erstenk-Zeilen der Spalten vonA(y) linear unabhängig, wasg1
l,m(y) =

· · · = gk
l,m(y) = 0 bzw. [Yl ,Ym](y) = 0 zur Folge hat.

Nach Satz 2.5.1 existiert zux eine Karteϕ mit x ∈ Uϕ ⊆ Uψ, sodass aufUϕ

Yi =
∂

∂ϕi
, i = 1, . . . , k,

was wegen der zweiten Gleichheit in (2.16) die Behauptung beweist.
❑
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2.5.3 Definition. Sei M eineC∞-Mannigfaltigkeit. Eine AbbildungD : M → P(T M)
heißtDistribution, wenn es eink ∈ N mit 1 ≤ k ≤ dim M gibt, sodassD(x) für alle
x ∈ M ein k-dimensionaler linearer Teilraum vonTxM ist. k heißt dann die Dimension
von D.

Eine DistributionD heißtC∞ (oder glatt), falls es um jedesx ∈ M eine offene
UmgebungU von x undC∞-VektorfelderY1, . . . ,Yk ∈ X(U) gibt, sodass

D(y) = span{Y1(y), . . . ,Yk(y)} für alle y ∈ U.

EineC∞-Distribution D heißt involutiv, falls ausX,Y ∈ X(M) mit X(x),Y(x) ∈ D(x)
für alle x ∈ M folgt, dass

[X,Y](x) ∈ D(x), für alle x ∈ M.

Eine TeilmannigfaltigkeitN von M heißt Integralmannigfaltigkeiteiner Distribution
D : M → P(T M), falls

TxιN (TxN) = D(x)

für alle x ∈ N.

Der Begriff Integralmannigfaltigkeit ist eine Art Verallgemeinerungdes Begriffes
der Integralkurve eines einzigen Vektorfeldes. In der Tat folgt unmittelbar aus Beispiel
2.4.11 zusammen mit Lemma 2.2.5, dass für einX ∈ X(M) mit X(x) ∈ D(x) für alle
x ∈ N der Fluss FlX(t, x) für alle x ∈ N und betragsmäßig hinreichend kleinet ∈ Ix

ganz inN verläuft.

2.5.4 Lemma. Ist D : M → P(T M) eine C∞-Distribution derart, dass es zu jedem
x ∈ M eine Teilmannigfaltigkeit Nx von M gibt, sodass x∈ Nx und sodass Nx Integral-
mannigfaltigkeit von D, dann ist D involutiv.

Beweis. SeienX,Y ∈ X(M) mit X(y),Y(y) ∈ D(y) für alle y ∈ M. Ist x ∈ M fest, so
gilt voraussetzungsgemäßX(y),Y(y) ∈ D(y) = TyιNx (TyNx) für alle y ∈ Nx, womit wir
Lemma 2.2.5 anwenden können, um die Existenz zweier VektorfelderXx,Yx ∈ X(Nx)
zu erhalten, sodassXx undX sowieYx undY jeweilsιNx-verwandt sind.

Nach Lemma 2.2.2 sind auch [Xx,Yx] und [X,Y] ιNx-verwandt, was aber

[X,Y](x) = [X,Y](ιNx(x)) = TxιNx [Xx,Yx](x)
︸      ︷︷      ︸

∈TxNx

∈ D(x)

bedingt. Dax ∈ M beliebig war, istD involutiv.
❑

Der Satz vonFrobeniusist unter anderem eine Umkehrung von Lemma 2.5.4.

2.5.5 Satz. Sei D : M → P(T M) C∞-Distribution. Dann sind folgende Aussagen
äquivalent.

(1) D ist involutiv.

(2) Zu jedem x∈ M gibt es eine Teilmannigfaltigkeit Nx von M, sodass x∈ Nx und
sodass Nx Integralmannigfaltigkeit von D ist.

(3) Zu jedem x∈ M gibt es eine Karteϕ mit x ∈ Uϕ, sodass

D(y) = span

{

∂

∂ϕ1
(y), . . . ,

∂

∂ϕk
(y)

}

, (2.18)

für alle y ∈ Uϕ. Dabei ist k die Dimension von D.
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Beweis.

(2)⇒ (1) Das ist der Inhalt von Lemma 2.5.4.

(3)⇒ (2) Seix ∈ M undϕ eine Karte mit besagten Eigenschaften. Unmittelbar aus Defi-
nition 1.3.1 folgt, dassNx := ϕ−1((Rk × {pd−k

(

ϕ(x)
)

}) ∩ Dϕ) einek-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit vonM ist, diex enthält.

Nach Bemerkung 1.3.6 istϕNx := pk ◦ ϕ|Nx eine Karte vonNx mit UϕNx
= Nx.

Nach Bemerkung 1.2.7 ist dann

∂

∂(ϕNx) j
(y) = [t 7→ ϕ−1

Nx
(ϕNx(y) + tej)]∼, j = 1, . . . , k,

eine Basis vonTyNx für alley ∈ Nx. Nach Proposition 1.3.7 spannt damit

TyιNx

∂

∂(ϕNx) j
(y) = TyιNx [t 7→ ϕ−1

Nx
(ϕNx(y) + tej)]∼ = [t 7→ ϕ−1

Nx
(ϕNx(y) + tej)]∼ =

[t 7→ ϕ−1(ϕ(y) + tej)]∼ =
∂

∂ϕ j
(y), j = 1, . . . , k,

ganzTyιNx (TyNx) auf. Voraussetzungsgemäß gilt daherTyιNx (TyNx) = D(y).

(1)⇒ (3) Nach Definition 2.5.3 gibt es um jedes festex ∈ M eine offene UmgebungU
von x und punktweise linear unabhängigeC∞-VektorfelderY1, . . . ,Yk ∈ X(U),
sodass

D(y) = span{Y1(y), . . . ,Yk(y)}, y ∈ U.

Machen wirU nötigenfalls kleiner, so können wirU als Definitionsbereich einer
Karte annehmen. Nach Beispiel 2.1.5 gibt es eing ∈ C∞(U,R) mit Werten in
[0, 1] und mit kompaktem Träger inU, sodassg|V ≡ 1 für eine gewisse offene
UmgebungV von x.

Die Vektorfelderg · Yj lassen sich dann zuC∞-Vektorfeldern aufM fortsetzen,
indem mang · Yj außerhalb vonU identisch Null setzt. Diese Fortsetzung – wir
bezeichnen sie auch mitg · Yj – stimmt mitYj auf V überein. Offensichtlich gilt
auch (g · Yj)(y) ∈ D(y) für alle y ∈ M, und füry ∈ V spannen diese ganzD(y)
auf. Nach Voraussetzung gilt daher für allei, j ∈ {1, . . . , k}

[g · Yi , g · Yj ](y) ∈ D(y) = span{(g · Y1)(y), . . . , (g · Yk)(y)}, für alle y ∈ V.

Nach Korollar 2.5.2 angewandt aufV gibt es eine Karteϕ von V und daher von
M mit x ∈ Uϕ und sodass für allei ∈ {1, . . . , k}

Yi(y) = g · Yi(y) ∈ span

{

∂

∂ϕ1
(y), . . . ,

∂

∂ϕk
(y)

}

, y ∈ Uϕ.

Da sowohl dieYi(y) ∈ TyM, i ∈ {1, . . . , k}, als auch die ∂
∂ϕi

(y) ∈ TyM, i ∈
{1, . . . , k} linear unabhängig sind folgt (2.18).

❑
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Kapitel 3

Differentialformen

3.1 Etwas Lineare Algebra

3.1.1 Definition. SeiV ein Vektorraum überR undk ∈ N. Eine Abbildung

ω : Vk (= V × · · · ×V)→ R

heißtk-multilinear oder auchk-FormaufV, wenn

ω(v1, . . . , λv j + µu j
︸     ︷︷     ︸

j-te Stelle

, . . . , vk) = λω(v1, . . . , v j , . . . , vk) + µω(v1, . . . , u j, . . . , vk)

für alle u j, v1, . . . , vk ∈ V, alleλ, µ ∈ R und alle j = 1, . . . , k.
Für einek-Form ω auf V und eine Permutationσ ∈ S({1, . . . , k}) der Menge

{1, . . . , k} setzen wir

σ ⋆ ω : Vk → R, (v1, . . . , vk) 7→ ω(vσ(1), . . . , vσ(k))

Einek-multilineare Abbildungω heißtalternierend, falls

ω = sgn(σ) · (σ ⋆ ω)

für alle Permutationenσ ∈ S({1, . . . , k}) der Menge{1, . . . , k}. Dabei ist sgn(σ) das
Vorzeichen der Permutationσ, d.h.

sgn(σ) =
∏

i< j

σ( j) − σ(i)
j − i

∈ {−1,+1}.

Die Menge allerk-multilinearen Abbildungen aufV werde mitMk(V) bezeichnet und
die Menge allerk-multilinearen alternierenden Abbildungen aufV mit Ak(V). Wir
setzen auch nochM0(V) = A0(V) = R.

Es sei bemerkt, dass wir schlussendlich hauptsächlich anAk(V) interessiert sein
werden, wobei es eher um die algebraischen Eigenschaften vonAk(V) gehen wird als
um die Tatsache, dass es sich dabei um multilineare Abbildungen handelt.

Für das Folgende wollen wir aus der Linearen Algebra in Erinnerung rufen, dass
sgn :S({1, . . . , k}) → {−1,+1} ein Gruppenhomomorphismus ist. Außerdem werden
wir für σ ∈ S({1, . . . , k}) oft auch kurzSk schreiben.

47
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3.1.2 Fakta.

1. Man überzeugt sich ganz leicht, dassMk(V) mit der punktweisen Addition und
skalaren Multiplikation ein Vektorraum überR undAk(V) ein linearer Teilraum
davon ist. Offensichtlich gilt auchM1(V) = A1(V) = V∗, wobeiV∗ den alge-
braischen Dualraum vonV bezeichnet.

2. Mit ω ∈ Mk(V) ist offensichtlich auchσ⋆ω ∈ Mk(V) für alleσ ∈ S({1, . . . , k}).
Zudem gilt fürσ, τ ∈ S({1, . . . , k})

σ ⋆ (τ ⋆ ω) = (σ ◦ τ) ⋆ ω.

Die Abildungω 7→ σ ⋆ ω als Abbildung vonMk(V) nachMk(V) ist linear.
Diese Abbildung aufAk(V) eingeschränkt stimmt mit sgn(σ) · idAk(V) überein.

3. Ist (b j) j∈J eine Basis vonV, so istω ∈ Mk(V) offenbar eindeutig dadurch be-
stimmt, welche Werte ausR sie den Tupeln (b j1, . . . , b jk) für alle (j1, . . . , jk) ∈ Jk

zuordnet.

Ist umgekehrt zu jedem (j1, . . . , jk) ∈ Jk eine reelle Zahlω j1,..., jk gegeben, so
definiert (dieI1, . . . , Ik sind endliche Teilmengen vonJ)

ω





∑

j1∈I1

λ j1b j1, . . . ,
∑

jk∈Ik

λ jkb jk




:=

∑

j1∈I1,..., jk∈Ik

λ j1 · . . . · λ jkω j1,..., jk

offensichtlich einek-Form, dieω j1,..., jk = ω(b j1, . . . , b jk) erfüllt. Sie ist auch die
eindeutige solche Form.

4. Für einω ∈ Mk(V) gilt ω ∈ Ak(V) genau dann, wennω(v1, . . . , vk) = 0 für
alle (v1, . . . , vk) ∈ Vk, sodassvi = v j für zwei verschiedenei, j ∈ {1, . . . , k}, bzw.
genau dann, wenn

ω(bi1, . . . , bik) = sgn(σ) · ω(biσ(1), . . . , biσ(k))

für alle (i1, . . . , ik) ∈ Jk undσ ∈ S({1, . . . , k}), wobei (b j) j∈J wieder eine Basis
vonV ist.

5. Sei nunV endlichdimensional und sei (b j) j∈J mit #J = dimV wieder eine Ba-
sis. Aus 3 folgt leicht, dass (θbi1 ,...,bik

)(i1,...,ik)∈Jk eine Basis vonMk(V) ist, wobei
θbi1 ,...,bik

∈ Mk(V) jene Form ist, die durch

θbi1 ,...,bik
(b j1, . . . , b jk) = δi1 j1 · . . . · δik jk

(Kronecker-δ) wohldefiniert ist. Für einσ ∈ S({1, . . . , k}) gilt wegen i1 =
jσ−1(1), . . . , ik = jσ−1(k) ⇔ iσ(1) = j1, . . . , iσ(k) = jk für (i1, . . . , ik), ( j1, . . . , jk) ∈ Jk

σ−1 ⋆ θbi1 ,...,bik
= θbiσ(1) ,...,biσ(k)

(3.1)

In der Tat zeigt man durch Einsetzen von verschiedenen Tupeln b j1, . . . , b jk, dass
dieseθbi1 ,...,bik

linear unabhängig sind, und dass für einω ∈ Mk(V)

ω =
∑

(i1,...,ik)∈Jk

ω(bi1, . . . , bik) · θbi1 ,...,bik
. (3.2)

Insbesondere hat damitMk(V) Dimension (dimV)k.
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6. Fürω ∈ Ak(V) mit dimV < ∞ gilt sicherlichω(bi1, . . . , bik) = 0, wenn mindes-
tens zwei der Indizesi1, . . . , ik gleich sind, d.h. #{i1, . . . , ik} < k.

Sind alle Indizesi1, . . . , ik verschieden, d.h. #{i1, . . . , ik} = k, so gilt für jedes
andere Tupel (j1, . . . , jk) ∈ Jk, sodass{i1, . . . , ik} = { j1, . . . , jk}, sicherlich

ω(b j1, . . . , b jk) = sgn(σ) ω(bi1, . . . , bik),

wobeiσ ∈ Sk mit iσ(s) = js. Also folgt aus (3.2) (wir nehmen an, dassJ total
geordnet ist; z.B.J ⊆ N)

ω =
∑

K⊆J,#K=k,
K={i1<···<ik}

ω(bi1, . . . , bik) ·
∑

σ∈Sk

sgn(σ) · θbiσ(1) ,...,biσ(k)

︸                         ︷︷                         ︸

=:θK

(3.3)

Da sgn :Sk → {−1,+1} ein Homomorphismus ist (siehe Lineare Algebra),
überprüft man mit (3.1) unmittelbar, dassθK ∈ Ak(V), vgl. (3.5). Somit bilden
die θK , K ⊆ J, #K = k, eine Basis vonAk(V). Es folgt dimAk(V) =

(
n
k

)

, wobei
n = dimV. Insbesondere enthältAk(V) nur die Nullform fürk > n.

Man erkennt aus (3.3) auch sofort, dassω ∈ Ak(V) eindeutig durch alle Aus-
drückeω(b j1, . . . , b jk), { j1 < · · · < jk} ⊆ J, bestimmt ist.

Insbesondere istθK jenes Element vonAk(V), für dasθK(b j1, . . . , b jk) = 0, falls
K , { j1 < · · · < jk} undθK(b j1, . . . , b jk) = 1, fallsK = { j1 < · · · < jk}.

7. Fürk = n mit n = dimV istAk(V) =
(
n
k

)

= 1. Also gibt es bis auf skalare Viel-
fache genau eine alternierenden-Form auf einemn-dimensionalen Vektorraum.
Wie aus der Linearen Algebra bekannt, ist das die Determinantenform.

Im FalleV = Rk gilt daher für jedesω ∈ Ak(Rk)

ω(v1, . . . , vk) = d ·
∑

σ∈Sk

sgn(σ) · ασ(1)1 · . . . · ασ(k)k

︸                                    ︷︷                                    ︸

=:∆(v1,...,vk)

(3.4)

für ein vonω abhängigesd ∈ R, wobeiv j =





α1 j
...

αk j





.

3.1.3 Definition. SeienV undW zwei Vektorräume überR undk ∈ N ∪ {0}. Weiters
seiA : V→ W linear. Für einω ∈ Mk(W) sei für (v1, . . . , vk) ∈ Vk

AT(ω)(v1, . . . , vk) := ω(A(v1), . . . ,A(vk)).

Im Fallek = 0 istω eine reelle Zahl, die von keiner Variablen abhängt. Also setzen wir
sinnvollerweiseAT(ω) := ω.

Für k = 1 ist das nichts anderes, als die aus der Linearen Algebra bekannte Trans-
ponierte Abbildung.

3.1.4 Fakta.

1. Man überprüft leicht auch im allgemeinen Fall, dassAT(ω) ∈ Mk(V) und dass
AT :Mk(W)→Mk(V) linear ist. Wir sprechen auch hier von derTransponierten
Abbildung.
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2. Offensichtlich giltσ ⋆ AT(ω) = AT(σ ⋆ ω) für jedesσ ∈ S({1, . . . , k}).

3. SindV,W, H drei Vektorräume undA : V→ W sowieB : W→ H linear, so gilt
(B ◦ A)T = AT ◦ BT als Abbildung vonMk(H) nachMk(V). Insbesondere gilt
(A−1)T = (AT)−1 für bijektivesA.

4. Jedesω ∈ Ak(W) wird – wie man sich sofort überzeugt – auf eine alternierende
k-Form abgebildet, d.h.AT |Ak(W) : Ak(W)→ Ak(V).

5. SeiV ein endlichdimensionaler Vektorraum mit dimV = k und seiA : V → V
linear. Wegen dimAk(V) = 1 hatAT : Ak(V)→ Ak(V) einen Eigenwertµ, d.h.
ATω = µ ·ω, ω ∈ Ak(V). Den Eigenwertµ bezeichnen wir alsDeterminante der
Abbildung Aund schreiben auch detA dafür, vgl. Lineare Algebra.

6. Da (A ◦ B)T = BT ◦ AT aufAk(V) den Eigenwert (detB) · (detA) hat, folgt
unmittelbar det(AB) = (detA) · (detB).

7. Da∆(e1, . . . , ek) = 1 (vgl. (3.4)) gilt im FalleV = Rk

∆(Ae1, . . . ,Aek) = AT(∆)(e1, . . . , ek) = (detA) · ∆(e1, . . . , ek) = detA,

also die bekannte Formel zur Berechnung von Determinanten.

8. Ist R : Rk → V linear und bijektiv, undA : V → V linear, so hat (R−1AR)T =

RT AT (RT)−1 aufAk(Rk) den selben Eigenwert wieAT aufAk(V). Also gilt

detA = det(R−1AR) = ∆(R−1ARe1, . . . ,R
−1ARek).

Das bedeutet, dass sich die Determinante von Abbildungen mit Hilfe von belie-
bigen Koordinaten berechnen lässt.

Um aus einerk-Form eine alternierendek-Form zu machen, wollen wir folgende
Abbildung definieren.

3.1.5 Definition. SeiV ein Vektorraum. Fürω ∈ Mk(V) mit k ∈ N setzen wir

Alt(ω) :=
1
k!
·
∑

σ∈Sk

sgn(σ) · (σ ⋆ ω).

Fürk = 0 sei Alt definiert als die Identitätsabbildung aufM0(V) = A0(V) = R.

3.1.6 Fakta.

1. Da Alt(ω) Linearkombinationvonk-Formen ist, gilt Alt(ω) ∈ Mk(V). Außerdem
ist für τ ∈ Sk die Abbildungω 7→ τ ⋆ ω linear; also gilt wegenτ ⋆ (σ ⋆ ω) =
(τ ◦ σ) ⋆ ω

τ ⋆ Alt(ω) =
1
k!
·
∑

σ∈Sk

sgn(σ) · τ ⋆ (σ ⋆ ω) = (3.5)

1
k!
· sgn(τ) ·

∑

σ∈Sk

sgn(τ ◦ σ) · (τ ◦ σ) ⋆ ω = sgn(τ) · Alt(ω),

und damit Alt(ω) ∈ Ak(V).

2. Ist A : V → W linear undω ∈ Mk(W), so folgt aus Fakta 3.1.4, 2, dass
AT (Alt(ω)) = Alt( AT(ω)).
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3. Die Abbildung Alt :Mk(V) → Ak(V) (⊆ Mk(V)) ist als Linearkombination
linearer Abbildungen selber linear. Wegen sgn(σ) ·σ⋆ω = ω für alternierendes
ω gilt sogar Alt◦Alt = Alt, d.h. Alt ist eine Projektion.

4. Ist I ⊆ {1, . . . , k}, so kann man auch Alt(I ) definiert durch

Alt( I )(ω) =
1

(#I )!
·

∑

σ∈Sk
σ|{1,...,k}\I=id |{1,...,k}\I

sgn(σ) · σ ⋆ ω

betrachten. Genauso wie oben zeigt man, dass Alt(I )(ω) tatsächlich inMk(V)
liegt, dass Alt(I ) : Mk(V) → Mk(V) linear ist, dass Alt(I )(ω) alternierend in
den IndizesI ist, und dass Alt(I )(ω) = ω für ein in den IndizesI alternierendes
ω, d.h. Alt(I ) ◦ Alt( I ) = Alt( I ); alternierend für einω ∈ Mk(V) in den Indizes
I bedeutet dabeiτ ⋆ ω = sgn(τ) · ω für alle τ ∈ Sk mit τ|{1,...,k}\I = id |{1,...,k}\I .
Offenbar gilt auch Alt({1, . . . , k}) = Alt.

5. Da Alt(ω) insbesondere alternierend in den IndizesI ist, folgt Alt(I ) ◦Alt = Alt.
Um auch Alt◦Alt( I ) = Alt zu zeigen, rechnen wir

Alt ◦Alt( I )(ω) =
1
k!
·
∑

σ∈Sk

sgn(σ) · σ ⋆ Alt( I )(ω) =

1
(#I )!k!

∑

σ∈Sk

∑

τ∈Sk
τ|{1,...,k}\I=id |{1,...,k}\I

sgn(σ ◦ τ) · (σ ◦ τ) ⋆ ω.

Für ein festesτ istσ 7→ σ ◦ τ eine Bijektion aufSk, womit die Summe über die
σ’s genauk! · Alt(ω) ergibt. Also folgt

Alt ◦Alt( I )(ω) =
1

(#I )!k!

∑

τ∈Sk
τ|{1,...,k}\I=id |{1,...,k}\I

(k!) Alt(ω) = Alt(ω).

6. IstV endlichdimensional und (b j) j∈J eine Basis mit #J = dimV, so gilt für die
BasiselementeθK vonAk(V) bzw.θbi1 ,...,bik

vonMk(V) (vgl. (3.2) und (3.3)) die
Beziehung

k! · Alt(θbi1 ,...,bik
) =






sgn(σ) · θK , #K = k

0, #K < k
,

wobeiK = {i1, . . . , ik} undσ ∈ Sk, sodassK = {iσ(1) < · · · < iσ(k)}.

3.1.7 Definition. Sindω ∈ Mk(V), ̟ ∈ Ml(V), so setzen wir

ω ⊗̟(v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vk+l) := ω(v1, . . . , vk) ·̟(vk+1, . . . , vk+l),

sowie im Falleω ∈ Ak(V), ̟ ∈ Al(V)

ω ∧̟ :=
(k+ l)!

k!l!
Alt(ω ⊗̟).

Man spricht vom sogenanntenHackprodukt.

Man beachte, dassω ⊗ ̟ undω ∧ ̟ auch definiert sind, wennk = 0 oderl =
0. In dem Fall istω ⊗ ̟ bzw. ω ∧ ̟ nichts anderes als die Multiplikation mit der
entsprechenden Konstanten.
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3.1.8 Fakta.

1. Offensichtlich istω ⊗̟ ∈ Mk+l(V), wennω ∈ Mk(V), ̟ ∈ Ml(V). Außerdem
ist ⊗ : Mk(V) × Ml(V) → Mk+l(V) bilinear. Schließlich ist⊗ assoziativ, d.h.
ω ⊗ (̟ ⊗ θ) = (ω ⊗̟) ⊗ θ. Man lässt daher hier die Klammern weg.

2. IstV endlichdimensional, (b j) j∈J eine Basis mit #J = dimV, und ist (b∗j ) j∈J die
dazu duale Basis vonV∗, d.h.b∗j (bi) = δi, j, so gilt für die Basiselementeθbi1 ,...,bik

vonMk(V) (vgl. (3.2)), dassθbi = b∗i (∈ M1(V) = V∗) und

θbi1 ,...,bik
= b∗i1 ⊗ · · · ⊗ b∗ik .

3. ω ∧ ̟ liegt in Ak+l(V), und als Zusammensetzung einer bilinearen und einer
linearen Abbildung ist∧ : Ak(V) × Al(V)→ Ak+l(V) auch bilinear.

4. ∧ ist ebenfalls assoziativ. Um das zu verifizieren, werden wir

((. . . (ω1 ∧ ω2) ∧ . . . ) ∧ ωr−1) ∧ ωr =

(k1 + · · · + kr )!
k1! · · · · · kr !

Alt(ω1 ⊗ · · · ⊗ ωr ) = (3.6)

ω1 ∧ (ω2 ∧ (· · · ∧ (ωr−1 ∧ ωr ) . . . ))

für ω j ∈ Ak j (V), j = 1, . . . , r, durch vollständige Induktion nachr nachweisen.

Für r = 2 ist das die Definition vonω1 ∧ ω2. Gelte (3.6) fürr, und seien nun
ω j ∈ Ak j (V), j = 1, . . . , r + 1. Setzen wirI = {1, . . . , k1 + · · · + kr }, so folgt aus
der Induktionsvoraussetzung

k1! · · · · · kr ! ·
(

((. . . (ω1 ∧ ω2) ∧ . . . ) ∧ ωr−1) ∧ ωr

)

⊗ ωr+1(v1, . . . , vk1+···+kr+1) =

∑

σ∈Sk1+···+kr

sgn(σ)·ω1⊗· · ·⊗ωr⊗ωr+1 (vσ(1), . . . , vσ(k1+···+kr ), vk1+···+kr+1, . . . , vk1+···+kr+1) =

∑

σ∈Sk1+···+kr+1
σ|{1,...,k1+···+kr+1}\I=id |{1,...,k1+···+kr+1}\I

sgn(σ) · ω1 ⊗ · · · ⊗ ωr ⊗ ωr+1 (vσ(1), . . . , vσ(k1+···+kr+1)) =

(k1 + · · · + kr )! · Alt( I )(ω1 ⊗ · · · ⊗ ωr+1).

Wenden wir darauf Alt an und multiplizieren mit (k1+···+kr+1)!
(k1+···+kr )!k1!·····kr+1! , so folgt aus

Fakta 3.1.6, 5, dass
(

((. . . (ω1 ∧ ω2) ∧ . . . ) ∧ ωr−1) ∧ ωr

)

∧ ωr+1 =

(k1 + · · · + kr+1)!
k1! · · · · · kr+1!

Alt

(
(

((. . . (ω1 ∧ ω2) ∧ . . . ) ∧ ωr−1) ∧ ωr

)

⊗ ωr+1

)

=

(k1 + · · · + kr+1)!
k1! · · · · · kr+1!

Alt(ω1 ⊗ · · · ⊗ ωr+1).

Genauso zeigt man die rechte Seite von (3.6) fürr + 1. Wegen der Assoziativität
werden wir im Folgenden meist die Klammern beim Hackproduktweglassen.
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5. IstV endlichdimensional, (b j) j∈J eine Basis mit einer total geordneten Index-
mengeJ mit #J = dimV, und ist (b∗j ) j∈J die dazu duale Basis vonV∗, d.h.
b∗j (bi) = δi, j, so folgt aus 2, aus Fakta 3.1.6, 6, sowie aus (3.6), dass

b∗i1 ∧ · · · ∧ b∗ik =






sgn(σ) · θK , #K = k

0, #K < k
,

wobeiK = {i1, . . . , ik} undσ ∈ Sk, sodassK = {iσ(1) < · · · < iσ(k)}.

Insbesondere ist dann (b∗i1 ∧ · · · ∧ b∗ik){i1<···<ik}⊆J eine Basis vonω ∈ Ak(V).

6. Sindω ∈ Ak(V) und̟ ∈ Al(V), so gilt ω ∧ ̟ = (−1)kl̟ ∧ ω. Ist nämlich
σ ∈ Sk+l , sodass

σ(1) = k+ 1, . . . , σ(l) = k+ l, σ(l + 1) = 1, . . . , σ(l + k) = k,

so giltω ⊗̟ = σ ⋆ (̟ ⊗ ω). Wenden wir(k+l)!
k!l! · Alt an, so folgt

ω ∧̟ =
sgn(σ)

k!l!

∑

τ∈Sk

sgn(τ ◦ σ) · (τ ◦ σ) ⋆ (̟ ⊗ ω) = sgn(σ) ·̟ ∧ ω.

Schließlich überzeugt man sich leicht, dass sichσ als Produkt vonkl-vielen
Transpositionen schreiben lässt, d.h. sgn(σ) = (−1)kl.

7. FürA : V → W linear undω ∈ Mk(W) folgt unmittelbar aus der Definition von
⊗, dassAT(ω ⊗̟) = AT(ω) ⊗ AT(̟) für ω ∈ Mk(W), ̟ ∈ Ml(W). Sind diese
Formen sogar alternierend, so folgt aus Fakta 3.1.6, 2, dassauchAT(ω ∧ ̟) =
AT(ω) ∧ AT(̟).

8. Sindv1, . . . , vk ∈ V undω1, . . . , ωk ∈ A1(V) = V∗, so folgt mit (3.6)

ω1 ∧ · · · ∧ ωk(v1, . . . , vk) =
∑

σ∈Sk

sgn(σ) · σ ⋆ (ω1 ⊗ · · · ⊗ ωk)(v1, . . . , vk) =

∑

σ∈Sk

sgn(σ) · ω1(vσ(1)) · · · · · ωk(vσ(k)) = det
(

ω j(vi)
)

i, j=1,...,k
.

9. Im FalleV = Rk folgt daraus (v1, . . . , vk ∈ R
k)

e∗1 ∧ · · · ∧ e∗k(v1, . . . , vk) = det(B) = ∆(v1, . . . , vk),

wobeiB diek×k-Matrix ist, deren Spalten genau diev j ’s sind, und∆wie in (3.4)
ist.

10. Wir betrachtene∗i1 ∧ · · · ∧ e∗ik ∈ Ak(Rd) mit {i1 < · · · < ik} ⊆ {1, . . . , d} (total
geordnet) undB ∈ Rd×k als Abbildung vonRk nachRd. Nun liegtBTe∗i1∧· · ·∧e∗ik ∈
Ak(Rk), wobei wegen 8,

BTe∗i1 ∧ · · · ∧ e∗ik (e1, . . . , ek) = e∗i1 ∧ · · · ∧ e∗ik(Be1, . . . , Bek) =

det(e∗imBen)m,n=1,...,k = detB{i1,...,ik},
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wobei B{i1,...,ik} die k × k-Matrix, die ausB entsteht, wenn man alle Zeilen un-
gleich i1, . . . , ik streicht. DaAk(Rk) eindimensional ist, folgtBTe∗i1 ∧ · · · ∧ e∗ik =
detB{i1,...,ik} · ∆.

Für eine allgemeinesω ∈ Ak(Rd) geschrieben in der Form

ω =
∑

{i1<···<ik}⊆{1,...,d}

λ{i1<···<ik} · e
∗
i1
∧ · · · ∧ e∗ik ∈ Ak(Rd),

folgt

BTω =





∑

{i1<···<ik}⊆{1,...,d}

λ{i1<···<ik} · detB{i1,...,ik}




· ∆ ∈ Ak(R

k).

3.1.9 Definition. SeiV ein Vektorraum überR. Wir setzen

A(V) :=
⊕

0≤k≤dimV

Ak(V),

und versehenA(V) mit ∧ : A(V) ×A(V)→ A(V), indem wir∧ : Ak(V) ×Al(V)→
Ak+l(V) bilinear aufA(V) fortsetzen. Man nenntA(V) eineäußere Algebra.

Offensichtlich lassen sich auch die AbbildungenAT und Alt auf ganzA(W) bzw.
A(V) definieren.

3.2 Differentialformen auf Rd

3.2.1 Definition. Sei ∅ , D ⊆ Rd offen undr ∈ N ∪ {0} ∪ {∞}. Mit Cr (D,Ak(Rd))
bezeichnen wir die Menge aller Abbildungenω : D→ Ak(Rd), welche die Eigenschaft
haben, dass

(

t 7→ ω(t)(v1, . . . , vk)
)

∈ Cr (D,R), für alle v1, . . . , vk ∈ R
d

ist – im Fall r = 0 bedeutet das einfach die Stetigkeit. Diese Abbildungen wollen wir
auch alsr-mal stetig differenzierbareDifferentialformen aufRd bezeichnen.

3.2.2 Fakta.

1. Cr (D,Ak(Rd)) versehen mit der punktweisen Addition und skalaren Multiplika-
tion ist offenbar eine Vektorraum überR, der alle konstantenAk(Rd)-wertigen
Funktionen enthält. Außerdem ist fürω ∈ Cr (D,Ak(Rd)), ̟ ∈ Cr (D,Al(Rd))
die Abbildungω ∧̟ : D→ Ak+l(Rd) auch punktweise definiert, d.h.

(ω ∧̟)(t) := ω(t) ∧̟(t).

Wie man leicht aus den jeweiligen Definitionen schließt, gilt ω ∧ ̟ ∈

Cr (D,Ak+l(Rd)). Dabei ist

∧ : Cr (D,Ak(Rd)) ×Cr (D,Al(Rd))→ Cr (D,Ak+l(Rd))

bilinear. Offensichtlich gilt Cr (D,Ak(Rd)) = {0} für k > d sowie
Cr (D,A0(Rd)) = Cr (D,R).
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2. Wegen der Multilinearität und wegen der Eigenschaft alternierend zu sein, reicht
für ω ∈ Cr (D,Ak(Rd)), dass

φ{i1<···<ik} :=
(

t 7→ ω(t)(ei1, . . . , eik)
)

∈ Cr (D,R)

und zwar für alle{i1 < · · · < ik} ⊆ {1, . . . , d}, wobei (ej) j=1,...,d die kanonische
Basis vonRd ist.

Insbesondere lässt sich dann jedesω ∈ Cr (D,R) wegen Fakta 3.1.8, 5, eindeutig
schreiben als

∑

{i1<···<ik}⊆{1,...,d}

φ{i1<···<ik} · e
∗
i1 ∧ · · · ∧ e∗ik ,

wobei diee∗ir und damite∗i1 ∧· · ·∧e∗ik als konstanteA1(Rd)-wertige bzw.Ak(Rd)-
wertige Funktionen aufD aufzufassen sind. In dieser Summe lässt sichφ{i1<···<ik} ·

e∗i1 ∧ · · · ∧e∗ik auch alsφ{i1<···<ik} ∧e∗i1 ∧ · · · ∧e∗ik schreiben, da das Hackprodukt mit
0-Formen mit der skalaren Multiplikation mit der entsprechenden reellen Zahl
übereinstimmt.

3. Andererseits ist auch wegen der Multilinearität die Tatsache, dassω ∈

Cr (D,Ak(Rd)) äquivalent dazu, dass

(

t 7→ ω(t)(v1(t), . . . , vk(t))
)

∈ Cr (D,R)

und zwar für alle möglichenv1(.), . . . , vk(.) ∈ Cr (D,Rd).

Definition 3.2.1 und Fakta 3.2.2 lassen sich auch auf andere Funktionenklassen
ausdehnen wie etwa die Borel-messbaren Funktionen.

3.2.3 Definition. Für offeneD ⊆ Rd,Q ⊆ Rl seiS : D → Q einCr+1-Abbildung. Für
̟ ∈ Cr (Q,Ak(Rl)) seiS∗(̟) ∈ Cr (D,Ak(Rd)) definiert durch (t ∈ D undv1, . . . , vk ∈

Rd)
S∗(̟)(t)(v1, . . . , vk) := ̟(S(t))(dS(t) v1, . . . , dS(t) vk),

wobeidS(t) ∈ Rl×d die Ableitung im Sinne der Analysis II ist.

Aus Definition 3.2.1 folgt unmittelbar, dasst 7→ ̟(S(t)) ausCr (D,Ak(Rl)) ist.
Wegen Fakta 3.2.2, 3, folgt dann, dassS∗(̟) tatsächlich inCr (D,Ak(Rd)) liegt. Wegen
(vgl. Definition 3.1.3)

S∗(̟)(t)(v1, . . . , vk) = dS(t)T̟(S(t)) (v1, . . . , vk) (3.7)

ist S∗ : Cr (Q,Ak(Rl)) → Cr (D,Ak(Rd)) außerdem linear und mit∧ verträglich, vgl.
Fakta 3.1.4.

3.2.4 Bemerkung.Im Spezialfall, dassS : D → Q ein Cr+1-Diffeomorphismus zwi-
schen offenen TeilmengenD undQ vonRd ist, und dassk = d ist, folgt aus (3.7) und
der Definition der Determinante einer Abbildung in Fakta 3.1.4

S∗(̟)(t) = detdS(t) ·̟(S(t)).
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3.2.5 Definition. Sei D ⊆ Rd offen undω ∈ Cr+1(D,Mk(Rd)), was wie beiAk(Rd)-
wertigen Funktion

(

t 7→ ω(t)(v1, . . . , vk)
)

∈ Cr+1(D,R) für allev1, . . . , vk ∈ R
d bedeutet.

Wir definierend̂ω : D →Mk+1(Rd) durch (t ∈ D undv1, . . . , vk ∈ R
d)

d̂ω(t)(v1, v2, . . . , vk+1) =
∂ω(.)(v2, . . . , vk+1)

∂v1
(t).

Fürω ∈ Cr+1(D,Ak(Rd)) seidω ∈ Cr (D,Ak+1(Rd)) definiert durch

dω(t) (v1, v2, . . . , vk+1) = (k+ 1) · Alt( d̂ω(t)) (v1, v2, . . . , vk+1).

Dassd̂ω(t) eine (k+1)-Form ist, folgt aus der Tatsache, dass die Richtungsableitung
linear vom Richtungsvektor abhängt. Offensichtlich ist auch

(

t 7→ ∂ω(.)(v2,...,vk+1)
∂v1

(t)
)

∈

Cr (D,R) und damitdω ∈ Cr (D,Ak+1(Rd)). Die Abbildungd hat interessante Eigen-
schaften.

3.2.6 Satz.Sei D⊆ Rd offen. Für die Abbildung

d : Cr+1(D,Ak(Rd))→ Cr (D,Ak+1(Rd))

gelten folgende Eigenschaften.

(i) Für konstanteω (∈ Cr+1(D,Ak(Rd))), d.h.ω(t) = ω(s) für alle s, t ∈ D, gilt
dω = 0.

(ii ) Für f ∈ Cr+1(D,A0(Rd)) = Cr+1(D,R) ist (d f)(t) (∈ A1(Rd) = (Rd)∗ � R1×d)
nichts anderes, als die Ableitung von f an der Stelle t im Sinne der Analysis II.
Also ist

(d f)(t) =
d∑

j=1

∂ f
∂ej

(t) · e∗j .

(iii ) d ist linear.

(iv) d(ω ∧ ̟) = d(ω) ∧ ̟ + (−1)kω ∧ d(̟), wobeiω ∈ Cr+1(D,Ak(Rd)) und̟ ∈
Cr+1(D,Al(Rd)).

(v) d ◦ d = 0.

(vi) Istω ∈ Cr+1(D,Ak(Rd)) gegeben in der Form (vgl. Fakta 3.2.2)

ω =
∑

{i1<···<ik}⊆{1,...,d}

φ{i1<···<ik} ∧ e∗i1 ∧ · · · ∧ e∗ik ,

so gilt
dω =

∑

{i1<···<ik}⊆{1,...,d}

dφ{i1<···<ik}
︸     ︷︷     ︸

∈Cr (D,A1(Rd))�Cr (D,R1×d)

∧e∗i1 ∧ · · · ∧ e∗ik . (3.8)

(vii) d(S∗(ω)) = S∗(d(ω)) für jede Cr+2-Abbildung S : D → Q (⊆ Rl) und jedes
ω ∈ Cr+1(Q,Ak(Rl)).

Beweis.

(i) Istω ∈ Cr+1(D,Ak(Rd)) konstant, so folgt∂ω(.)(v2,...,vk+1)
∂v1

= 0 und daherdω = 0.
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(ii ) Wegen Alt= id aufA1(Rd) folgt für f ∈ Cr+1(D,A0(Rd)),

d f(t)(v) = d̂ f(t)(v) =
∂ f
∂v

(t) =
d∑

j=1

∂ f
∂ej

(t)v j =

d∑

j=1

∂ f
∂ej

(t)e∗j (v) = d f(t)v,

wobei rechts die Ableitung wie in der Analysis II steht.

(iii ) Die Abbildungd̂ : Cr+1(D,Mk(Rd))→ Cr (D,Mk+1(Rd)) ist offensichtlich linear.
Aus der Linearität von Alt folgt daherd(λ ·ω) = λ · dω undd(ω+̟) = dω+ d̟
für λ ∈ R, ω,̟ ∈ Cr+1(D,Ak(Rd)).

(iv) Fürϑ ∈ Cr+1(D,Mk(Rd)) folgt aus der Linearität von̂d, dass

d̂(Alt ϑ(.))(t) (v1, . . . , vk+1) =
1
k!

∑

σ∈S({2,...,k+1})

sgn(σ) · d̂ϑ(t)(v1, vσ(2), . . . , vσ(k+1)) =

1
k!

∑

σ∈S({1,...,k+1})
σ(1)=1

sgn(σ) · d̂ϑ(t)(vσ(1), vσ(2), . . . , vσ(k+1)) = (3.9)

Alt( {2, . . . , k+ 1}) d̂ϑ(t) (v1, . . . , vk+1).

Fürω ∈ Cr+1(D,Ak(Rd)) und̟ ∈ Cr+1(D,Al(Rd)) folgt zunächst aus der klassi-
schen Produktregel

d̂(ω ⊗̟)(t)(v1, . . . , vk+l+1) =
∂ω ⊗̟(.)(v2, . . . , vk+l+1)

∂v1
(t) =

∂ω(.)(v2, . . . , vk+1)
∂v1

(t) ·̟(t)(vk+2, . . . , vk+l+1)+

ω(t)(v2, . . . , vk+1) ·
∂̟(.)(vk+2 . . . , vk+l+1)

∂v1
(t) =

(d̂ω)(t)⊗̟(t)(v1, v2, . . . , vk+l+1)+ω(t)⊗ (d̟̂)(t) (v2, . . . , vk+1, v1, vk+2, . . . , vk+l+1)
︸                                    ︷︷                                    ︸

=(vτ(1),...,vτ(k+l+1))

,

wobeiτ ∈ Sk+l+1 mit τ(1) = 2, . . . , τ(k) = k+ 1, τ(k+ 1) = 1, τ( j) = j, j > k+ 1.
Man rechnet leicht nach, dass sgn(τ) = (−1)k. Aus (3.9) sowie Fakta 3.1.6, 5,
folgt

d(ω ∧̟)(t) = (k+ l + 1) · Alt

(

d̂
( (k+ l)!

k!l!
Alt

(

ω(.) ⊗̟(.)
))

(t)

)

=

(k+ l + 1)!
k!l!

· Alt
(

Alt( {2, . . . , k+ l + 1}) d̂
(

ω(.) ⊗̟(.)
)

(t)
)

=

(k+ l + 1)!
k!l!

Alt
(

(d̂ω)(t) ⊗̟(t)
)

+
(k+ l + 1)!

k!l!
Alt

(

τ ⋆ (ω(t) ⊗ (d̟̂)(t))
)

︸                           ︷︷                           ︸

=(−1)k Alt(ω(t)⊗(d̟̂))

.

Andererseits ist
(k+ l + 1)!

k!l!
Alt(( d̂ω)(t) ⊗̟(t)) =
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(k+ l + 1)!
(k+ 1)!l!

Alt
(

(k+ 1) · Alt( {1, . . . , k+ 1}) (d̂ω)(t) ⊗̟(t)
)

=

(k+ l + 1)!
(k+ 1)!l!

Alt
(

(dω)(t) ⊗̟(t)
)

= d(ω) ∧̟(t).

Ganz ähnlich sieht man(k+l+1)!
k!l! Alt(ω(t) ⊗ (d̟̂)) = ω ∧ d(̟)(t).

(v) Fürd ◦ d = 0 verwenden wir wieder (3.9):

d̂(dω)(t)(v1, v2, . . . , vk+2) = (k+ 1) · Alt( {2, . . . , k+ 2})d̂(d̂ω)(t)(v1, v2, . . . , vk+2).

Wegen Fakta 3.1.6, 5, stimmtd(dω)(t) mit

(k+ 2)(k+ 1) · Alt(Alt( {2, . . . , k+ 2})d̂(d̂ω)(t)) = (k+ 2)(k+ 1) · Alt( d̂(d̂ω)(t))

überein. Nach Schwarz ist aber

d̂(d̂ω)(t)(v1, v2, . . . , vk+2) =
∂2ω(.)(v3 . . . , vk+2)

∂v2∂v1
(t)

symmetrisch in den ersten beiden Indizes, d.h.d̂(d̂ω)(t) = τ ⋆ d̂(d̂ω)(t), wobei
τ(1) = 2, τ(2) = 1, τ|{3,...,k+2} = id |{3,...,k+2}. Damit folgt

Alt( d̂(d̂ω)(t)) =
1

(k+ 2)!
·

∑

σ∈Sk+2

sgn(σ) · σ ⋆ (d̂(d̂ω)(t)) =

1
(k+ 2)!

·
∑

σ∈Sk+2

sgn(σ) · (σ ◦ τ) ⋆ (d̂(d̂ω)(t)) = −Alt( d̂(d̂ω)(t)),

bzw. Alt(d̂(d̂ω)(t)) = 0.

(vi) Die Beziehung (3.8) folgt unmittelbar aus (iii), (i) und (iv).

(vii) Schließlich gilt für eineCr+2-Abbildung S : D → Q (⊆ Rl) und ω ∈

Cr+1(Q,A0(Rl)) nach der klassischen Kettenregel im Mehrdimensionalen

d(S∗(ω))(t) (v1) =
∂ω ◦ S(.)
∂v1

(t) = (dω)(S(t)) dS(t) v1 = (S∗(dω))(t) (v1).

Fürω ∈ Cr+1(Q,Ak(Rl)) schreiben wirω gemäß Fakta 3.2.2 als

ω =
∑

{i1<···<ik}⊆{1,...,l}

φ{i1<···<ik} ∧ e∗i1 ∧ · · · ∧ e∗ik .

Aus (3.8), der Linearität und der Verträglichkeit mit∧ von S∗, sowie dem schon
behandelten Spezialfallk = 0 folgt

S∗(dω) =
∑

{i1<···<ik}⊆{1,...,l}

d(S∗(φ{i1<···<ik})) ∧ S∗(e∗i1) ∧ · · · ∧ S∗(e∗ik). (3.10)

Andererseits ist

S∗(e∗ir )(t) (v) = e∗ir dS(t)v = d(eT
ir
S(.))(t) (v),
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und damitdS∗(e∗ir ) = 0, vgl. (v). Somit folgt aus der Linearität und der Ver-
träglichkeit mit∧ vonS∗ sowie (iii) und (iv), dass auch

d(S∗(ω)) = d





∑

{i1<···<ik}⊆{1,...,l}

S∗(φ{i1<···<ik}) ∧ S∗(e∗i1) ∧ · · · ∧ S∗(e∗ik)




=

∑

{i1<···<ik}⊆{1,...,l}

d(S∗(φ{i1<···<ik})) ∧ S∗(e∗i1) ∧ · · · ∧ S∗(e∗ik).

❑

3.3 Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

SeiM eineC∞-Mannigfaltigkeit der Dimensiond.

3.3.1 Definition. Fürk ∈ N ∪ {0} sei

Ak(T M) :=
˙⋃

x∈M
Ak(TxM)

die disjunkte Vereinigung der VektorräumeAk(TxM). Seiπ : Ak(T M) → M die Ab-
bildung, die einω ∈ Ak(TxM) auf x abbildet.

Wir nennen eine Abbildungω : M → Ak(T M) mit ω(x) ∈ Ak(TxM) für alle
x ∈ M, d.h.π◦ω = idM, eineC∞-Abbildung, wenn für alle Kartenϕ aus dem gegebenen
Atlas aufM

(ϕ−1)∗ω ∈ C∞(Dϕ,Ak(Rd)),

wobei (ϕ−1)∗ω(t) ∈ Ak(Rd) definiert ist durch (v1, . . . , vk ∈ R
d)

(ϕ−1)∗ω(t) (v1, . . . , vk) = ω(ϕ−1(t))
(

(tϕ−1(t)ϕ)−1v1, . . . , (tϕ−1(t)ϕ)−1vk

)

.

Wir sprechen von einerDifferentialform k-ter Stufe aufM. Die Menge aller solchen
k-Differentialformen bezeichnen wir mitΩk(M).

Die Definition von C∞-Abbildung oben könnte ad hoc vom speziellen Atlas
abhängen. In der Tat gilt aber für zwei mit dem gegebenen Atlas verträgliche Karten
ϕ, ψ auf M mit Uϕ ∩Uψ , ∅ undt ∈ ϕ(Uϕ ∩Uψ) sowiex = ϕ−1(t) (vgl. (1.3))

(ϕ−1)∗ω(t) (v1, . . . , vk) = ω(ϕ−1(t))
(

(txϕ)−1v1, . . . , (txϕ)−1vk

)

=

ω(ψ−1 ◦ (ψ ◦ ϕ−1)(t))
(

(txψ)−1d(ψ ◦ ϕ−1)(t)v1, . . . , (txψ)−1d(ψ ◦ ϕ−1)(t)vk

)

= (3.11)

(ψ ◦ ϕ−1)∗((ψ−1)∗ω)(t) (v1, . . . , vk).

Dabei ist

(ψ ◦ ϕ−1)∗ : C∞(ψ(Uϕ ∩Uψ),Ak(Rd))→ C∞(ϕ(Uϕ ∩ Uψ),Ak(Rd))

im Sinne von Definition 3.2.3 zu verstehen. Nun wissen wir, dass letztere Abbildung
die C∞-Eigenschaft erhält, vgl. Definition 3.2.3. Damit ändertsich in Definition 3.3.1
nichts, wenn man von einem gegebenen Atlas aufM zu einem äquivalenten Atlas über-
geht.
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3.3.2 Fakta.

1. Offensichtlich giltΩk(M) = {0} für k > d. Wegen (ϕ−1)∗ω = ω ◦ ϕ−1 für ω ∈
Ω0(M) folgt leicht, dassΩ0(M) = C∞(M,R).

2. Für Uϕ betrachtet als Mannigfaltigkeit gilt offensichtlich, dass die Abbildung
(ϕ−1)∗ : Ωk(Uϕ) → C∞(Dϕ,Ak(Rd)) eine Bijektion ist, die wegen (vgl. Definiti-
on 3.1.3 und Fakta 3.1.4)

(ϕ−1)∗ω(t) =
(

(tϕ−1(t)ϕ)−1)Tω(ϕ−1(t))

für jedes festet ∈ Dϕ mit den punktweise definierten Operationen wie+, skalares
Multiplizieren sowie∧ verträglich ist.

3. Ωk(M) lässt sich somit als

⋂

ϕ

{

ω : M → Ak(T M) : π ◦ ω = idM , ω|Uϕ
∈ Ωk(Uϕ)

}

(3.12)

schreiben. Dabei läuftϕ durch irgendeinen mit dem aufM verträglichen Atlas.

Damit einω : M → Ak(T M) mit π ◦ ω = idM in Ωk(M) liegt, reicht es somit,
dass es um jedesx ∈ M eine offene UmgebungV gibt mitω|V ∈ Ωk(V).

Da {ω : M → Ak(T M) : π ◦ω = idM} punktweise mit den Operationen+, skala-
res Multiplizieren sowie∧ versehen ist, erkennt man aus (3.12) auch, dass auch
Ωk(M) diese Operationen trägt. Man beachte, dass dabeiΩk(M)|Uϕ

⊆ Ωk(Uϕ),
aber im Allgemeinen nicht Gleichheit herrscht.

4. Ist x ∈ M undϕ eine Karte mitx ∈ Uϕ, so existiert eine UmgebungD ⊆ Dϕ

vonϕ(x) und eineC∞-Funktionh : Dϕ → R mit h(Dϕ) ⊆ [0, 1], h(D) = {1} und
kompaktem Träger supph ⊆ Dϕ, vgl. Lemma 1.1.11.

Fürω ∈ Ωk(Uϕ) ist auch (h ◦ ϕ) · ω ∈ Ωk(Uϕ), da

(ϕ−1)∗
(

(h ◦ ϕ) · ω
)

= h · ((ϕ−1)∗ω).

Setzen wir (h ◦ ϕ) · ω außerhalb vonUϕ durch Null fort, so liegt diese Fortset-
zung inΩk(M). Um das einzusehen, bemerken wir einfach, dass, wennA der
gegebene Atlas aufM ist,

{ϕ} ∪ {φ|Uφ\ϕ−1(supph) : φ ∈ A, φ , ϕ}

ein Atlas ist, der mitA äquivalent ist. Nun ist fürφ , ϕ sicherlich
(φ|−1

Uφ\ϕ−1(supph)
)∗(h ◦ ϕ) · ω = 0 und damit ist die Fortsetzung von (h ◦ ϕ) · ω

in Ωk(M).

Wegen (h ◦ ϕ) · ω|U = ω|U für U := ϕ−1(D) sehen wir, dass es zu jedemx ∈ M
und jeder Karteϕ mit x ∈ Uϕ eine offene UmgebungU ⊆ Uϕ von x gibt, sodass

Ωk(M)|U = Ωk(Uϕ)|U � C∞(Dϕ,Ak(Rd))|D.

Diese Tatsache zeigt, dassΩk(M) verhältnismäßig groß sein muss.
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5. Für eine Funktionω : M → Ak(T M), π ◦ ω = idM und VektorfelderX1, . . . ,Xk :
M → T M, d.h.π ◦ X j = idM, sowie Kartenϕ gilt (t ∈ Dϕ)

ω ◦ ϕ−1(t) (X1 ◦ ϕ
−1(t), . . . ,Xk ◦ ϕ

−1(t)) =

ω ◦ ϕ−1(t)
(

(tϕ−1(t)ϕ)−1α1
2(t), . . . , (tϕ−1(t)ϕ)−1αk

2(t)
)

=

(ϕ−1)∗ω(t)
(

α1
2(t), . . . , αk

2(t)
)

.

mit α j
2(t) := tϕ−1(t)ϕ X j ◦ ϕ

−1(t) = π2 ◦ ϕ̂ ◦ X j ◦ ϕ
−1(t) (∈ Rd), vgl. (2.4).

Ist nun ω ∈ Ωk(M), und sind dieX j aus X(M), so ist gemäß Definition
3.3.1 und Fakta 3.2.2 wegen der Beliebigkeit vonϕ die Abbildung x 7→
ω(x)(X1(x), . . . ,Xk(x)) in C∞(M,R). Ist O ⊆ M offen, so folgt genauso, dass
x 7→ ω(x)(X1(x), . . . ,Xk(x)) in C∞(O,R) liegt, wenn dieX j ausX(O) sind.

Ist umgekehrtω : M → Ak(T M), π ◦ ω = idM derart, dass für alleX1, . . . ,Xk ∈

X(M) diese AbbildungC∞ ist, so folgtω ∈ Ωk(M).

Sind nämlich{i(1) < · · · < i(k)} ⊆ {1, . . . , d} und X j ∈ X(M) so, dass für eine
Karteϕ, x ∈ Uϕ und für eine gewisse UmgebungU von x

X j |U =
∂

∂ϕi( j)
|U ,

vgl. Beispiel 2.1.2 und Beispiel 2.1.5, so folgt fürt ∈ ϕ(U), dasstϕ−1(t)ϕ X j ◦

ϕ−1(t) = ei( j) und damit

ω ◦ ϕ−1(t) (X1 ◦ ϕ
−1(t), . . . ,Xk ◦ ϕ

−1(t)) = (ϕ−1)∗ω(t) (ei(1), . . . , ei(k)).

Somit ist die rechte Seite aufϕ(U) eineC∞-Funktion. Dax ∈ Uϕ beliebig war,
folgt ω ∈ Ωk(M).

3.3.3 Definition. Sind M und N zwei C∞-Mannigfaltigkeiten undh : M → N eine
C∞-Abbildung, so definieren wir fürω ∈ Ωk(N) für jedesx ∈ M

(h∗ω)(x) (X1, . . . ,Xk
︸      ︷︷      ︸

∈TxM

) = ω(h(x)) (Txh X1, . . . ,Txh Xk).

mit t = (t1, . . . , td)T

Für Kartenϕ auf M undψ auf N mit h(Uϕ) ⊆ Uψ und mit x = ϕ−1(t) gilt wegen
S := ψ ◦ h ◦ ϕ−1 ∈ C∞(Dϕ,Dψ) und wegendS(t) = th(x)ψ Txh (txϕ)−1 (vgl. (1.4))

(ϕ−1)∗h∗ω(t) (v1, . . . , vk) =

ω(h ◦ ϕ−1(t)) (Txh (txϕ)−1v1, . . . ,Txh (txϕ)−1vk) = (3.13)

ω(ψ−1 ◦ S(t))
(

(th(x)ψ)−1dS(t)v1, . . . , (th(x)ψ)−1dS(t)vk

)

=

S∗(ψ−1)∗ω(t) (v1, . . . , vk).

Mit Definition 3.2.3 folgt (ϕ−1)∗h∗ω ∈ C∞(Dϕ,Ak(Rd)) und damit (h∗ω) ∈ Ωk(M).



62 KAPITEL 3. DIFFERENTIALFORMEN

Wegen (h∗ω)(x) = (Txh)T ω ◦ h(x) (vgl. Definition 3.1.3) ist die Abbildung
h∗ : Ωk(N)→ Ωk(M) linear und mit der punktweisen Operation∧ verträglich. Schließ-
lich überprüft man elementar, dass auch

g∗(h∗ω) = (h ◦ g)∗ω, (3.14)

für jedeC∞-Abbildungg : L→ M mit einerC∞-MannigfaltigkeitL.

Wir wollen nun eine Abbildungd : Ωk(M) → Ωk+1(M) ähnlich wie die Abbildung
d : C∞(D,Ak(Rd)) → C∞(D,Ak+1(Rd)) definieren. Dazu seiϕ eine Karte aufM. Für
ω ∈ Ωk(M) betrachten wird((ϕ−1)∗ω) ∈ C∞(Dϕ,Ak+1(Rd)). Wegen Fakta 3.3.2, 2, gilt

d((ϕ−1)∗ω) = (ϕ−1)∗̟ für ein ̟ = ̟ϕ ∈ Ωk+1(Uϕ).

Ist nunψ eine weitere Karte mitUϕ∩Uψ , ∅, und ist̟ψ aufUψ entsprechend definiert,
so folgt fürt ∈ ϕ(Uϕ ∩ Uψ) wegen (3.11) und Satz 3.2.6, (vii),

(ϕ−1)∗̟ϕ (t) = d((ϕ−1)∗ω) (t) = d
(

(ψ ◦ ϕ−1)∗((ψ−1)∗ ω)
)

(t) =

(ψ ◦ ϕ−1)∗d((ψ−1)∗ ω)(t) = (ψ ◦ ϕ−1)∗((ψ−1)∗ ̟ψ) (t) = (ϕ−1)∗̟ψ (t).

Es folgt̟ϕ = ̟ψ auf Uϕ ∩ Uψ. Somit ist fürx ∈ M und eine Karteϕ aus dem aufM
gegebenen Atlas mitx ∈ Uϕ durch

̟(x) := ̟ϕ(x)

eine FunktionM → Ak+1(T M) mit ̟(x) ∈ Ak+1(TxM) wohldefiniert. Wegen Fakta
3.3.2, 3, gilt̟ ∈ Ωk+1(M).

3.3.4 Definition. Für ω ∈ Ωk(M) sei dω ∈ Ωk+1(M) definiert durchdω := ̟. Die
Abbildungd : Ωk(M)→ Ωk+1(M) heißt dieCartansche Ableitung.

Also ist dω jene Form ausΩk+1(M), die eindeutig dadurch definiert ist, dass

(ϕ−1)∗(dω) (t) = d((ϕ−1)∗ω)(t), t ∈ Dϕ. (3.15)

für alle Kartenϕ aus einem Atlas aufM bzw. aus einem dazu äquivalenten Atlas.
Aus dieser Charakterisierung werden wir folgendes Analogon zu Satz 3.2.6 herlei-

ten.

3.3.5 Satz.Für die Abbildung

d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)

gelten folgende Eigenschaften.

(i) Für f ∈ Ω0(M) = C∞(D,R) und x ∈ M ist (d f)(x) nichts anderes, als die Ab-
bildung t f (x)(idR) Tx f : TxM → R. Außerdem lässt sie sich auch schreiben als
(Xx 7→ Xx f ) (vgl. Definition 1.2.11), also

d f(x)
︸︷︷︸

∈(TxM)∗=A1(TxM)

(Xx)
︸︷︷︸

∈TxM

= t f (x)(idR)
(

T f(Xx)
︸  ︷︷  ︸

∈T f (x)R,

definiert wie in Proposition 1.2.19

)

.
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(ii ) d ist linear.

(iii ) d(ω ∧̟) = d(ω) ∧̟ + (−1)kω ∧ d(̟), wobeiω ∈ Ωk(M).

(iv) d ◦ d = 0.

(v) d(h∗(ω)) = h∗(d(ω)) für eine C∞-Abbildung h : M → N (M, N sind C∞-
Mannigfaltigkeiten) undω ∈ Ωk(N).

Beweis. Wegen der Charakterisierung (3.15) zusammen mit der Vertr¨aglichkeit von
(ϕ−1)∗ mit den punktweisen Operationen+, · und∧ folgen (ii), (iii) sowie (iv) unmit-
telbar aus den entsprechenden Eigenschaften in Satz 3.2.6.Wir zeigen exemplarisch
(iii):

Für Kartenϕ gilt

d
(

(ϕ−1)∗(ω ∧̟)
)

(t) = d((ϕ−1)∗(ω) ∧ (ϕ−1)∗(̟))(t) =

d((ϕ−1)∗ω)(t) ∧ (ϕ−1)∗̟(t) + (−1)k(ϕ−1)∗ω(t) ∧ d((ϕ−1)∗̟)(t) =

(ϕ−1)∗(d(ω) ∧̟ + (−1)kω ∧ d(̟))(t),

und wegen (3.15) folgt (iii).
(v) zeigt man ähnlich. Aus (3.13) und Satz 3.2.6, (vii), folgt nämlich

d((ϕ−1)∗h∗(ω))(t) = d(S∗(ψ−1)∗ω)(t) = S∗d((ψ−1)∗ω)(t) =

S∗(ψ−1)∗(dω)(t) = (ϕ−1)∗h∗(dω)(t).

Wieder folgt aus (3.15) angewandt auf alle Kartenϕ mit h(Uϕ) ⊆ Uψ für irgendeine
Karteψ auf N – man zeigt leicht, dass das ein äquivalenter Atlas ist –, dass (v) gilt.

Ist für (i) schließlichf ∈ Ω0(M) = C∞(M,R), so gilt (vgl. (1.4))

(ϕ−1)∗(d f)(t) = d((ϕ−1)∗ f )(t) = d( f ◦ ϕ−1)(t) = (t f (x) idR) Tx f (txϕ)−1

mit x = ϕ−1(t). Wegen Definition 1.2.11 stimmt das mit (Xx 7→ Xx f ) überein. Der Rest
folgt aus der Begriffsbildung in Proposition 1.2.19.

❑

3.4 Integration von Differentialformen

In diesem Kapitel wollen wir einω ∈ Ωd(M) integrieren, wobeiM eined-dimensionale
Mannigfaltigkeit ist. Leider funktioniert das nicht mit jeder derartigen Mannigfaltig-
keit. In der Tat funktioniert das nur, wenn man einen AtlasA auf M findet, der orien-
tiert ist.

3.4.1 Definition. Sei M eineC∞-Mannigfaltigkeit. Zwei (mit dem aufM gegebenen
Atlas verträgliche) Kartenϕ undψ heißen im Punktx ∈ Uϕ ∩Uψ gleich orientiertbzw.
entgegengesetzt orientiert, falls (Ableitung im Sinne der Analysis II)1

detd(ψ ◦ ϕ−1)
(

ϕ(x)
)

> 0 bzw. detd(ψ ◦ ϕ−1)
(

ϕ(x)
)

< 0.

1Man beachte, dass diese Determinante immer, 0 ist.
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Die Kartenϕ undψ heißengleich orientiert, falls sie in allen Punkten vonUϕ ∩ Uψ

gleich orientiert sind2. Entsprechend sindentgegengesetzt orientierte Kartendefiniert.
Zwei MengenA undB von Karten nennt man gleich bzw. entgegengesetzt orien-

tiert, falls je zwei Kartenϕ ∈ A undψ ∈ B diese Eigenschaft haben.
Ein (mit dem aufM gegebenen Atlas verträglicher) AtlasA auf M heißtorientiert,

wenn je zweiϕ, ψ ∈ A gleich orientiert sind. Gibt es aufM einen orientierten Atlas, so
spricht man von einerorientierbaren Mannigfaltigkeit.

3.4.2 Fakta.

1. Sindϕ, ψ zwei Karten mitx ∈ Uϕ ∩ Uψ, so folgt aus

d(ψ ◦ ϕ−1)
(

ϕ(x)
)

=
(

d(ϕ ◦ ψ−1)
(

ψ(x)
))−1

,

dass die Beziehungen gleich und entgegengesetzt orientiert in x symmetrisch
sind. Istφ eine dritte Karte mitx ∈ Uϕ ∩ Uψ ∩ Uφ, so folgt aus

d(ψ ◦ φ−1)(φ(x)) d(φ ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) = d(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x))

und der Multiplikativität der Determinante, dass gleich orientiert in x zu sein
auch transitiv ist.

2. IstA ein orientierter Atlas und istB eine Menge von (mit dem Atlas veträgli-
chen) Karten, sodassB undA gleich orientiert sind, so folgt aus 1, dass auch
A∪ B orientiert ist.

3. SeiA ein orientierter Atlas, und seiψ eine Karte. Istx ∈ Uψ, und istψ in x gleich
orientiert zu einer Karteϕ ∈ Amit x ∈ Uϕ, so folgt aus 1, dassψ zu allen Karten
ausA gleich orientiert ist.

Somit gilt auch, dass wennψ in xzu einer Karte ausA entgegengesetzt orientiert,
dannψ in x zu allen Karten ausA entgegengesetzt orientiert ist.

4. Sei wiederA ein orientierter Atlas, und seiψ eine Karte. Wegen 3 und wegen
der Stetigkeit der involvierten Ausdrücke ist sowohl die Menge allerx ∈ Uψ,
bei denenψ zu allen Karten ausA gleich orientiert ist, als auch die Menge aller
x ∈ Uψ, bei denenψ zu allen Karten ausA entgegengesetzt orientiert ist, offen.

Ist Uψ (oder äquivalentDψ) zusammenhängend, so muss genau eine dieser Men-
gen leer sein und die andere mitUψ übereinstimmen. Also ist eine solche Karte
entweder zu allen Karten ausA gleich orientiert, oder zu allen Karten ausA
entgegengesetzt orientiert.

5. Ist schließlichψ eine zu allen Karten ausA entgegengesetzt orientierte Karte,
so sieht man leicht, dass dann diag(1, . . . , 1,−1) ◦ ψ eine zu allen Karten ausA
gleich orientierte Karte ist.

Um ̺ ∈ Ωd(M) sinnvoll ein Integral zuzuordnen seiA ein abzählbarer orientier-
ter Atlas aufM. Wegen Korollar 1.1.6 findet man zu jedem orientierten Atlaseinen
abzählbaren orientierten Teilatlas.

Nun seiQϕ, ϕ ∈ A, eine abzählbare, paarweise disjunkte Familie von Teilmengen
von M mit Qϕ ⊆ Uϕ, sodassϕ(Qϕ) (⊆ Dϕ) eine Borelteilmenge vonRd ist und sodass

˙⋃
Qϕ = M.

2Insbesondere ist das erfüllt, wennUϕ ∩ Uψ = ∅.
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3.4.3 Definition. Für messbare B⊆ M – also liegtB in der von den offenen Teil-
mengen vonM erzeugtenσ-Algebra, oder äquivalent,ϕ(B) ist für alle ϕ ∈ A eine
Borelteilmenge vonRd – nennen wir̺ ∈ Ωd(M) integrierbar überB, wenn

∫

B

|̺| :=
∑

ϕ∈A

∫

ϕ(Qϕ∩B)

|(ϕ−1)∗̺(t)(e1, . . . , ed)| dλd(t) < +∞. (3.16)

In dem Fall setzen wir
∫

B

̺ :=
∑

ϕ∈A

∫

ϕ(Qϕ∩B)

(ϕ−1)∗̺(t)(e1, . . . , ed) dλd(t)

und nennen diese Zahl das Integral von̺ bzgl. des orientierten AtlantenA.

3.4.4 Fakta.

1. Sei nunB ein weiterer orientierter und abzählbarer Atlas, der zuA gleich ori-
entiert ist. Nach Fakta 3.4.2, 2, ist dannA ∪ B auch orientiert. Weiters sei
Pψ, ψ ∈ B eine zuB passende Partition mit den entsprechenden Eigenschaf-
ten wieQϕ, ϕ ∈ A.

Fürϕ ∈ A undψ ∈ Bmit Uϕ∩Uψ , ∅ folgt aus (3.11) und aus Bemerkung 3.2.4
angewandt aufS = ϕ ◦ ψ−1 : ψ(Uϕ ∩ Uψ)→ ϕ(Uϕ ∩Uψ)

(ψ−1)∗̺(t) = S∗(ϕ−1)∗̺(t) = detdS(t) · (ϕ−1)∗̺(S(t)).

Die Transformationsregel ergibt nun
∫

ψ(Qϕ∩Pψ∩B)

|(ψ−1)∗̺(t)(e1, . . . , ed)| dλd =

∫

ψ(Qϕ∩Pψ∩B)

|(ϕ−1)∗̺(S(t))(e1, . . . , ed)| · | detdS(t)| dλd = (3.17)

∫

ϕ(Qϕ∩Pψ∩B)

|(ϕ−1)∗̺(t)(e1, . . . , ed)| dλd.

Summiert man in (3.17) links zuerst über alleϕ ∈ A und dann über alleψ ∈ B
und rechts in umgekehrter Reihenfolge, so sieht man, dass die Integrierbarkeit
von̟ nicht vom konkreten Atlas und einer passenden Partition abhängt.

Im Falle der Integrierbarkeit gilt zudem
∫

ψ(Qϕ∩Pψ∩B)

(ψ−1)∗̺(t)(e1, . . . , ed) dλd =

∫

ψ(Qϕ∩Pψ∩B)

(ϕ−1)∗̺(S(t))(e1, . . . , ed) · | detdS(t)| dλd =

∫

ϕ(Qϕ∩Pψ∩B)

(ϕ−1)∗̺(t)(e1, . . . , ed) dλd.

Also hängt auch
∫

B
̺ nicht vom konkreten orientierten Atlas samt passender Par-

tition ab, solange der Atlas nur gleiche Orientierung hat.
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2. Man sieht leicht, dass die Relation
’
gleich orientiert‘ zu sein einëAquivalenz-

relation auf der Menge aller orientierten Atlanten ist. Ausdem letzten Punkt
erkennt man auch, dass das Integral einer Differentialform nur von der̈Aqui-
valenzklasse abhängt, in der der entsprechende abzählbare und orientierte Atlas
liegt.

3. Falls ein orientierter Atlas existiert, so sieht man elementar, dass man daraus
einen gleich orientierten und abzählbaren AtlasA konstruieren kann, sodass für
alle ϕ ∈ A die MengenDϕ beschränkt inRd sind. Insbesondere sind dann alle
Ausdrücke ∫

ϕ(Qϕ∩B)

|(ϕ−1)∗̺(t)(e1, . . . , ed)| dλd(t)

in (3.16) endlich. Hat̺ noch einen kompakten Träger – verschwindet also au-
ßerhalb einer kompakten Menge –, so gibt es eine endliche TeilmengeF ⊆ A
von Karten, deren Definitionsbereiche den Träger überdecken.

Wählt man dann noch dieQϕ so, dass

˙⋃

ϕ∈F

Qϕ =
⋃

ϕ∈F

Uϕ,

so verschwinden für alle ϕ ∈ A \ F die Integrale
∫

ϕ(Qϕ∩B)
|(ϕ−1)T̺(t)(e1, . . . , ed)| dλd(t). Also istω integrierbar, wobei

∫

M

̺ :=
∑

ϕ∈F

∫

ϕ(Qϕ∩B)

(ϕ−1)∗̺(t)(e1, . . . , ed) dλd(t). (3.18)

3.4.5 Satz.Seien M und N zwei d-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeiten und sei h:
M → N ein C∞-Diffeomorphismus. Dann ist M genau dann orientierbar – hat also
einen orientierten Atlas–, wenn N es ist. In der Tat istA genau dann ein orientierter
Atlas auf N, wennA ◦ h := {ϕ ◦ h : ϕ ∈ A} ein solcher auf M ist.

In dem Fall gilt für jedes̺ ∈ Ωd(N)
∫

h(B)

̺ =

∫

B

h∗(̺),

wobei links ein Integral bzgl. eines orientierten AtlantenA und rechts ein Integral bzgl.
des orientierten AtlantenA ◦ h steht.

Beweis. SeiA ein abzählbarer, orientierter Atlas aufN. Man sieht unmittelbar, dass
dannA ◦ h ein orientierter Atlas aufM ist. Ist Qϕ, ϕ ∈ A, eine mitA verträgliche
Partition vonN, so ist auchh−1(Qϕ), ϕ ∈ A eine mitA ◦ h verträgliche Partition von
M.

Für eine Karteϕ ∈ A gilt wegen (3.13) angewandt aufϕ ◦ h undϕ die Beziehung
((ϕ ◦ h)−1)∗h∗̺ = (ϕ−1)∗̺ und damit

∫

ϕ(Qϕ∩h(B))

(ϕ−1)∗̺(t)(e1, . . . , ed) dλd(t) =
∫

ϕ◦h(h−1(Qϕ)∩B)

((ϕ◦h)−1)∗h∗̺(t)(e1, . . . , ed) dλd(t).

Die Gleichheit gilt auch, wenn man die Integranden in Beträge setzt. Aufsummieren
ergibt dann die Behauptung.

❑
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3.5 Stokesscher Integralsatz

Man beachte, dass folgende Definition den FallM = O und damit verbunden∂O = ∅
nicht ausschließt.

3.5.1 Definition. Sei M eined-dimensionale Mannigfaltigkeit. IstO ⊆ M offen und
∂O derart, dass man für jedesx ∈ ∂O eine mit dem Atlas aufM verträgliche Karteϕ
mit x ∈ Uϕ findet, sodass

ϕ(Uϕ ∩ ∂O) = Dϕ ∩ ({0} × Rd−1), und ϕ(Uϕ ∩O) = Dϕ ∩ ((−∞, 0)× Rd−1),

dann nennen wirO eineberandete Teilmannigfaltigkeitvon M.

3.5.2 Bemerkung.Man sieht ganz leicht, dass wenn wir für eine Karteϕ von der Bauart
wie in Definition 3.5.1 mitx ∈ Uϕ den DefinitionsbereichUϕ um x derart kleiner
machen, dassUϕ konvex ist, dann auch die neue Karte ebenfalls die Eigenschaften wie
in Definition 3.5.1 hat.

Im Folgenden bezeichnepd−1 : Rd → Rd−1 die Projektion auf die hinterend − 1
Einträge undιd−1 : Rd−1 → Rd die Einbettungη 7→ (0, η)T.

3.5.3 Proposition. Sei M eine Mannigfaltigkeit undO ⊆ M eine berandete Teilman-
nigfaltigkeit von M. Dann ist∂O eine Untermannigfaltigkeit mit der Dimension d− 1.

Falls M orientierbar ist, so ist es auch∂O. Genauer gilt für jeden orientierten Atlas
A von M, dass man∂O mit einer MengeC von zuA gleich orientierten Karten mit der
Eigenschaft wie in Definition 3.5.1 abdecken kann. Dann ist

B = {pd−1 ◦ ϕ|∂O∩Uϕ
: ϕ ∈ C}

ein orientierter Atlas von∂O.

Beweis.Die erste Aussage folgt unmittelbar aus Definition 1.3.1.
SeiA ein orientierter Atlas aufM. Ist x ∈ ∂O undϕ eine Karte mitx ∈ Uϕ und

zusammenhängendemUϕ (vgl. Bemerkung 3.5.2) von der Bauart wie in Definition
3.5.1, so folgt aus Fakta 3.4.2, 4, dassϕ zuA entweder gleich oder entgegengesetzt
orientiert ist, wobei wir im zweiten Fall zu diag(1, . . . , 1,−1) ◦ ψ übergehen können.

Somit erhalten wir zu jedemx ∈ ∂Oeine zuA gleich orientierte Karteϕmit x ∈ Uϕ

von der Bauart wie in Definition 3.5.1. SeiC die Menge dieser Karten. Beachte, dass
nach Fakta 3.4.2, 2, auchA∪ C ein orientierter Atlas ist.

Nach Bemerkung 1.3.6 ist dannB ein Atlas auf∂O. Für zwei Karten

φ j := pd−1 ◦ ϕ j |∂O∩Uϕ j
, j = 1, 2,

ausBmit Uφ1 ∩ Uφ2 , ∅ gilt für x ∈ Uφ1 ∩Uφ2 die Beziehung

ιd−1 ◦ φ j(x) = ϕ j(x)

und damit (t = φ1(x) ∈ φ1(Uφ1 ∩ Uφ2))

ιd−1 ◦ φ2 ◦ φ
−1
1 (t) = ϕ2 ◦ ϕ

−1
1 ◦ ιd−1(t).

Durch Ableiten folgt (p1 ist die Projektion auf die erste Komponente)

d(ϕ2 ◦ ϕ
−1
1 )(ιd−1(t)) =





∂(p1◦ϕ2◦ϕ
−1
1 )

∂e1
(ιd−1(t)) 0
∗ d(φ2 ◦ φ

−1
1 )(t)



 .
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Aus der speziellen Bauart der Karten (siehe Definition 3.5.1) folgt für kleineǫ > 0

p1 ◦ ϕ2 ◦ ϕ
−1
1 (ιd−1(t) − ǫe1)) ∈ (−∞, 0),

womit
∂(p1◦ϕ2◦ϕ

−1
1 )

∂e1
(ιd−1(t)) ≥ 0 folgt. Daϕ2 ◦ ϕ

−1
1 ein Diffeomorphismus ist, kann dieser

Ausdruck aber nicht verschwinden. Es folgt detd(φ2 ◦ φ
−1
1 )(t) > 0, womitB orientiert

und daher∂O orientierbar ist.
❑

3.5.4 Satz.Sei M eine orientierbare Mannigfaltigkeit der Dimension d,und seiO eine
berandete Teilmannigfaltigkeit von M. Weiters seiA ein orientierter Atlas auf M und
seiB der gemäß Proposition 3.5.3 daraus hervorgegangene orientierte Atlas auf∂O.

Hat ̺ ∈ Ωd−1(M) kompakten Träger, so gilt bzgl. obiger orientierter Atlanten3

∫

O

d̺ =
∫

∂O

ι∗∂O ̺. (3.19)

Beweis.Zu jedemx ∈ O seiϕx ∈ A mit x ∈ Uϕx und setzePx := O∩ Uϕx. Zu jedem
x ∈ ∂O seiϕx ∈ C (wie in Proposition 3.5.3 ausgehend vonA konstruiert) und setze
Px := Uϕx. Nun ist

{Px : x ∈ O}

eine offeneÜberdeckung vonO und daher vonO∩ supp̺ . Gemäß Satz 1.1.12 gibt es
endlich vielex1, . . . , xn ∈ O undC∞-Funktionenχ1, . . . , χn, sodass

∑n
j=1χ j = 1 auf

O∩ supp̺ und sodass der kompakte Träger suppχ j in Px j enthalten ist.
Da beide Seiten in (3.19) linear von̺ abhängen und da

∑n
j=1χ j ·̺ = ̺ sowohl aufO

also auch auf∂O, genügt es, (3.19) für die Differentialformenχ j ·̺, j = 1, . . . , n, zu be-
weisen. Damit reicht es, die Aussage des Satzes für Differentialformen̺ zu beweisen,
deren Träger im Definitionsbereich einer einzigen Karte enthalten sind. Dabei können
wir auch annehmen, dass diese Karte ausC (wie in Proposition 3.5.3 ausgehend vonA
konstruiert) ist, falls der Träger nicht ganz inO enthalten ist.

Für ein solches̺ ∈ Ωd−1(M) und die entsprechende Karteϕ lässt sich (ϕ−1)∗̺ ∈
C∞(Dϕ,Ad−1(Rd)) gemäß Fakta 3.2.2, 2, als

(ϕ−1)∗̺ =
d∑

j=1

f{1,...,d}\{ j} ∧ e∗1 ∧ . . . e∗j
︸︷︷︸

fehlt

· · · ∧ e∗d (3.20)

schreiben, wobei dief{1,...,d}\{ j} in C∞(Dϕ,R) liegen. Da der Träger von (ϕ−1)∗̺ kompakt
und inDϕ enthalten ist, haben die Funktionenf{1,...,d}\{ j} dieselbe Eigenschaft.

Setzen wir diese Funktionen außerhalb vonDϕ durch Null fort, so erhalten wir
Funktion f{1,...,d}\{ j} ∈ C∞(Rd,R), und mit (3.20) auch eineC∞-Fortsetzung von (ϕ−1)∗̺
auf ganzRd, d.h. (ϕ−1)∗̺ ∈ C∞(Rd,Ad−1(Rd)) mit kompaktem Träger⊆ Dϕ. Nach
(3.15) und Satz 3.2.6, (ii), gilt dann (siehe auch Fakta 3.1.8, 5 und 6)

(ϕ−1)∗d̺(t) = d(ϕ−1)∗̺(t) =
d∑

j=1





d∑

i=1

∂ f{1,...,d}\{ j}
∂ei

(t) ∧ e∗i




∧ e∗1 ∧ . . . e∗j

︸︷︷︸

fehlt

· · · ∧ e∗d =

3Für die rechte Seite schreibt man üblicherweise
∫

∂O
̺, was aber ungenau ist, da̺ eine Differentialform

auf M und nicht auf∂O ist.
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d∑

j=1

(−1) j−1∂ f{1,...,d}\{ j}
∂ej

(t) ∧ e∗1 ∧ · · · ∧ e∗d
︸         ︷︷         ︸

=∆

.

Ist nun̺ so, dass supp̺⊆ O, so gilt zunächst offenbar
∫

∂O
ι∗
∂O ̺ = 0. Andererseits gilt

wegen supp(ϕ−1)∗̺ ⊆ Dϕ = ϕ(Uϕ ∩ O) zusammen mit (3.18) und nach dem Satz von
Fubini und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung mitt = (t1, . . . , td)T

∫

O

d̺ =
∫

ϕ(Uϕ∩O)

(ϕ−1)∗d̺(t) (e1, . . . , ed) dλd(t) =
∫

Rd

d(ϕ−1)∗̺(t) (e1, . . . , ed) dλd(t) =

d∑

j=1

(−1) j−1

+∞∫

−∞

. . .

+∞∫

−∞

∂ f{1,...,d}\{ j}
∂ej

(t) dt j

︸                   ︷︷                   ︸

limη→+∞( f{1,...,d}\{ j}(t1,...,η,...,td)T−

f{1,...,d}\{ j}(t1,...,−η,...,td)T ) = 0

dt1 . . . dt j
︸︷︷︸

fehlt

. . . dtd = 0.

Ist dagegen̺ so, dass supp̺* O, so gilt aber supp̺ ⊆ Uϕ für eine Karteϕ ∈ C. Dann
gilt ϕ(Uϕ ∩O) = Dϕ ∩ ((−∞, 0)× Rd−1) und supp(ϕ−1)∗̺ ⊆ Dϕ, womit
∫

O

d̺ =
∫

ϕ(Uϕ∩O)

(ϕ−1)∗d̺(t) (e1, . . . , ed) dλd(t) =
∫

(−∞,0)×Rd−1

d(ϕ−1)∗̺(t) (e1, . . . , ed) dλd(t) =

+∞∫

−∞

. . .

+∞∫

−∞

0∫

−∞

∂ f{2,...,d}
∂e1

(t) dt1

︸                ︷︷                ︸

= f{2,...,d}(0,t2,...,td)T

dt2 . . . dtd+

d∑

j=2

(−1) j−1

+∞∫

−∞

. . .

0∫

−∞

+∞∫

−∞

∂ f{1,...,d}\{ j}
∂ej

(t) dt j

︸                   ︷︷                   ︸

=0

dt1 . . . dt j
︸︷︷︸

fehlt

. . . dtd =

+∞∫

−∞

. . .

+∞∫

−∞

f{2,...,d}(0, t2, . . . , td)T dt2 . . . dtd.

Andererseits gilt für die Karte4φ := pd−1 ◦ ϕ|∂O∩Uϕ
von∂O

suppι∗∂O ̺ ⊆ supp̺ ∩ ∂O ⊆ Uϕ ∩ ∂O = Uφ,

und somit wegen (3.18)
∫

∂O

ι∗∂O ̺ =

∫

Dφ

(φ−1)∗ι∗∂O ̺(s) (e1, . . . , ed−1
︸        ︷︷        ︸

∈Rd−1

) dλd−1(s).

Wegenϕ ◦ ι∂O ◦ φ
−1 = ιd−1|Dφ

folgt aus (3.13)

(φ−1)∗ι∗∂O ̺ = ιd−1|
∗
Dφ

(ϕ−1)∗ ̺ =
d∑

j=1

(ιd−1|
∗
Dφ

f{1,...,d}\{ j}
︸             ︷︷             ︸

= f{1,...,d}\{ j}◦ιd−1|Dφ

) ∧ ιd−1|
∗
Dφ

(e∗1 ∧ . . . e∗j
︸︷︷︸

fehlt

· · · ∧ e∗d),

4pd−1 ist wieder die Projektion auf die hinterend − 1 Koordinaten.
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wobei ιd−1 : Rd−1 → Rd die Einbettungt 7→ (0, t)T ist. Diese Abbildung ist linear
und lässt sich durch die Matrix

(
0
I

)

∈ Rd×(d−1) realisieren, wobeiI ∈ R(d−1)×(d−1) die
Einheitsmatrix ist. Nach Fakta 3.1.8, 10, gilt dann

ιd−1|
∗
Dφ

(e∗1 ∧ . . . e∗j
︸︷︷︸

fehlt

· · · ∧ e∗d) =

(

0
I

)T

e∗1 ∧ . . . e∗j
︸︷︷︸

fehlt

· · · ∧ e∗d =

det

(

0
I

)

{1,...,d}\{ j}

· ∆
︸︷︷︸

∈Ad−1(Rd−1)

= δ j1 · ∆.

Also erhalten wir zusammen mitDφ = pd−1(Dϕ ∩ {0} × Rd−1) und der Tatsache, dass
f{2,...,d} kompakten Träger inDϕ hat,

∫

∂O

ι∗∂O ̺ =

∫

Dφ

f{2,...,d} ◦ ιd−1|Dφ
(s) · ∆(e1, . . . , ed−1) dλd−1(s) =

+∞∫

−∞

. . .

+∞∫

−∞

f{2,...,d}(0, t2, . . . , td)T dt2 . . . dtd.

❑

3.5.5 Beispiel.Als kleine Anwendung von Satz 3.5.4 wollen wir zeigen, dass es keine
C∞-Abbildung f von der abgeschlossenen EinheitskugelK1(0) imRd+1 auf ihren Rand
Sd geben kann, welchef |Sd = id |Sd erfüllt. Dabei bedeutetC∞ auf K1(0), dassf die
Einschränkung einerC∞-Funktion auf einer gewissen offenen ObermengeM vonK1(0)
ist.

Wir nehmen an, dass es ein solchesf : M → Sd gibt. Für jedes̺ ∈ Ωd(Sd) gilt
d̺ = 0, was mit Satz 3.3.5, (v), d f∗ ̺ = f ∗ d ̺ = 0 nach sich zieht. Nach Satz 3.5.4
angewandt aufO = U1(0) mit ∂O = Sd folgt

∫

Sd

ι∗Sd f ∗ ̺ = 0.

Andererseits gilt wegen (3.14)

ι∗Sd f ∗ ̺ = ( f ◦ ιSd)∗ ̺ = id |∗Sd ̺ = ̺.

Also wäre
∫

Sd ̺ = 0 für jedes̺ ∈ Ωd(Sd). Mit Hilfe einer Karteϕ auf Sd konstruiert
man aber leicht ein̺ ∈ Ωd(Sd) mit kompaktem, inUϕ enthaltenem Träger mit

(ϕ−1)∗ ̺ = h · ∆
︸︷︷︸

∈Ad(Rd)

,

wobeih eine Funktion der Bauart wie in Lemma 1.1.11 ist. Für dieses̺ ∈ Ωd(Sd) gilt
aber

∫

Sd ̺ > 0.

3.5.6 Korollar. Es gibt keine stetige Funktion f: K1(0) (⊆ Rd+1) → Sd mit f |Sd =

id |Sd.
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Beweis. Gäbe es eine solche Funktionf : K1(0) → Sd ⊆ Rd+1, so könnten wir nach
dem Satz von Stone-Weierstrass die Komponentenfunktionenf1, . . . , fd+1 beliebig gut
durch Einschränkungen von Funktioneng1, . . . , gd+1 von Funktionen ausC∞(Rd+1,R)
approximieren. Die Funktiong = (g1, . . . , gd+1)T ist dann ausC∞(Rd+1,Rd+1) mit

‖ f − g|K1(0)‖ < ǫ

für ein vorgegebenesǫ > 0.
Andererseits istf auf dem KompaktumK1(0) gleichgradig stetig. Also gibt es zu

jedemǫ > 0 ein δ(ǫ) > 0 mit oBdA. δ(ǫ) ≤ ǫ und mit ‖ f (x) − f (y)‖ < ǫ
2 für alle

‖x− y‖ < δ(ǫ). Insbesondere gilt wegenf |Sd = id |Sd

‖ f (x) − x‖ ≤ ‖ f (x) − f (
x
‖x‖

)‖ + ‖
x
‖x‖
− x‖ < ǫ,

für alle x ∈ K1(0) mit ‖ x
‖x‖ − x‖ = ‖x‖( 1

‖x‖ − 1) = 1− ‖x‖ < δ(ǫ).
Zu ǫ ∈ (0, 1) gibt es auch eineC∞-Funktionh : R → R mit Werten in [0, 1], mit

supph ⊆
(

(1− δ(ǫ))2, (1+ δ(ǫ))2) sowie mith(1) = 1. Zu jedemǫ ∈ (0, 1) betrachte nun
die Funktion

φ(x) := (1− h(‖x‖2))g(x) + h(‖x‖2)x

definiert fürx ∈ Rd+1. Offensichtlich istφ eineC∞(Rd+1)-Funktion, die fürx ∈ Sd

φ(x) = (1− h(‖x‖2))g(x) + h(‖x‖2)x = x

erfüllt. Außerdem gilt

‖φ(x) − f (x)‖ = ‖(1− h(‖x‖2))(g(x) − f (x)) + h(‖x‖2)(x− f (x))‖ ≤

(1− h(‖x‖2))‖g(x) − f (x)‖ + h(‖x‖2)‖x− f (x)‖.

Für allex ∈ K1(0) ist dabei immer‖g(x) − f (x)‖ < ǫ. Ist zusätzlich 1− ‖x‖ < δ(ǫ), so
gilt auch‖x − f (x)‖ < 2ǫ und damit‖φ(x) − f (x)‖ < ǫ. Im Falle ‖x‖ ≤ 1 − δ(ǫ) gilt
dagegenh(‖x‖2) = 0, womit ebenfalls‖φ(x) − f (x)‖ < ǫ.

Für ein festes 0< ǫ < 1 folgt also

‖φ(x)‖ ≥ ‖ f (x)‖ − ‖ f (x) − φ(x)‖ > 0

für alle x ∈ K1(0). DaK1(0) kompakt ist, folgt aus Stetigkeitsgründen, dassφ(x) , 0
für eine gewisse offene ObermengeM von K1(0). Die Funktion

x 7→
1
‖φ(x)‖

φ(x)

wäre dannC∞ auf M ⊇ K1(0), hätte Werte inSd mit φ|Sd = id |Sd, was aber in Beispiel
3.5.5 ausgeschlossen wurde.

❑

Aus diesem Resultat folgt derFixpunktsatz von Brouwer.

3.5.7 Satz.Jede stetige Abbildungφ : K1(0)→ K1(0), wobei K1(0) die Einheitskugel
imRd+1 ist, hat einen Fixpunkt.

Beweis.Angenommen wir hättenφ(x) , x für alle x ∈ K1(0), dann hat für festesx die
Gleichung‖φ(x)+τ · (x−φ(x))| = 1 mit der Unbekanntenτ ∈ R immer zwei Lösungen,
wobei immer genau eine davon – wir bezeichnen sie mitτ(x) – positiv ist.

Nun hängt τ(x) stetig von x ab, und damit auch die Funktionf (x) =

φ(x) + τ(x) · (x − φ(x)). Also ist f : K1(0) → Sd stetig, was aber Korollar 3.5.6
widerspricht.

❑
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3.6 Ergänzendes zu orientierbaren Mannigfaltigkeiten

Der Inhalt diese Abschnittes ist nicht Teil der Vorlesung, stellt aber eine interessante
Ergänzung dar.

Wir wollen die Orientierung auf einer Mannigfaltigkeit aufeine zweite Art an-
gehen. Dafür sei daran erinnert, dassAd(TxM) eindimensional ist und dass ein
ω ∈ Ad(TxM) eindeutig durchω(X1, . . . ,Xd) für jedes feste linear unabhängige Tupel
X1, . . . ,Xd ∈ TxM eindeutig bestimmt ist, vgl. Fakta 3.1.2, 6. Insbesondere verschwin-
detω(X1, . . . ,Xd) genau dann, wennω = 0.

3.6.1 Definition. Sei M eined-dimensionaleC∞-Mannigfaltigkeit. Wir sagen, dass
man M mit einer Orientierung versehen kann, wenn es einω ∈ Ωd(M) gibt, sodass
ω(x) , 0 für allex ∈ M.

Falls wir M mit einer Orientierung versehen können und fallsω(x) , 0 für alle
x ∈ M, so nennen wir die Funktion

ε : (x; X1, . . . ,Xd) 7→
ω(x)(X1, . . . ,Xd)
|ω(x)(X1, . . . ,Xd)|

, (3.21)

wobeix ∈ M undX1, . . . ,Xd ∈ TxM linear unabhängig sind. eineOrientierungauf M.
Eine Karteϕ heißt bzgl. der Orientierungε aus (3.21)positiv orientiert, falls

ε
(

x; ∂
∂ϕ1
|x, . . . ,

∂
∂ϕd
|x
)

> 0 für alle x ∈ Uϕ, wobei ∂
∂ϕ j
|x = (txϕ)−1ej ∈ TxM wie in

Bemerkung 1.2.7.

3.6.2 Fakta.

1. Für ein festesx ist ε(x; · · · · ·) eindeutig durchε(x; X1, . . . ,Xd) für ein linear un-
abhängiges TupelX1, . . . ,Xd festgelegt.

2. Istε eine Orientierung aufM, so auch−ε.

3. Für eine Karteϕ auf M mit zusammenhängendenUϕ (bzw. Dϕ) ist entweder

ω(x)
(
∂
∂ϕ1
|x, . . . ,

∂
∂ϕd
|x
)

> 0 auf ganzUϕ oderω(x)
(
∂
∂ϕ1
|x, . . . ,

∂
∂ϕd
|x
)

< 0 auf ganz
Uϕ. Also ist entwederϕ oder diag(1, . . . , 1,−1)◦ ϕ positiv orientiert bzgl.ε.

4. Seienε j(x; X1, . . . ,Xd) = ω j (x)(X1,...,Xd)
|ω(x)(X1,...,Xd)| , j = 1, 2, zwei Orientierungen aufM.

Zu einemx ∈ M seiϕ eine Karte mitx ∈ Uϕ undU ⊆ Uϕ offen und zusam-
menhängend undX j ∈ X(M) wie in Beispiel 2.1.5, d.h.x ∈ U und aufU stimmt
X j mit den punktweise linear unabhängigen∂

∂ϕ j
überein.

Nach Fakta 3.3.2, 5, ist nuny 7→ ω j(y; X1(y), . . . ,Xd(y)), j = 1, 2,
stetig. Auf U verschwinden diese Funktionen nicht, haben also auf
U immer positives bzw. negatives Vorzeichen. Insbesondere gilt ent-
weder ε1(y; X1(y), . . . ,Xd(y)) = ε2(y; X1(y), . . . ,Xd(y)), y ∈ U, oder
ε1(y; X1(y), . . . ,Xd(y)) = −ε2(y; X1(y), . . . ,Xd(y)), y ∈ U.

Wegen 1 stimmenε1 undε2 entweder auf ganzU überein oder haben auf ganz
U entgegengesetztes Vorzeichen. Somit sind die Mengen, woε1 = ε2 bzw. wo
ε1 = −ε2, beide offen.

Ist M zusammenhängend, so gibt es also immer genau zwei Orientierungen.

3.6.3 Lemma. Kann man M mit einer Orientierung versehen, so ist die Menge aller
positiv orientierten KartenA bezüglich einer Orientierungε ein orientierter Atlas, der
jede Karte enthält, die gleich orientiert ist wie jede Karte ausA.
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Beweis.Seiε(x; X1, . . . ,Xd) = ω(x)(X1,...,Xd)
|ω(x)(X1,...,Xd)| . Zunächst gilt wegen

(ϕ−1)∗ω (ϕ(x)) (e1, . . . , ed) =
(

(txϕ)−1)T
ω(x) (e1, . . . , ed) = ω(x)

(

(txϕ)−1e1, . . . , (txϕ)−1ed
)

für eine Karteϕ, dass

(ϕ−1)∗ω = (ϕ−1)∗ω(.) (e1, . . . , ed) · ∆ ∈ C∞(Dϕ,Ad(Rd))

nirgends aufDϕ verschwindet. Aus obiger Gleichung lesen wir auch ab, dassϕ genau
dann inA liegt, wenn (ϕ−1)∗ω auf ganzDϕ ein positives Vielfaches von∆ ist.

Ist nunDϕ zusammenhängend, so muss die stetige Funktion (ϕ−1)∗ω(.) (e1, . . . , ed)
darauf dasselbe Vorzeichen haben. Tauscht manϕ nötigenfalls gegen
diag(1, . . . , 1,−1) ◦ ϕ aus, so folgt, dass jedesx ∈ M im Definitionsbereich
einer positiv orientierten Karte liegt.

Also istA ein Atlas, wobei für zwei Kartenϕ, ψ ∈ A mit Uϕ ∩ Uψ , ∅ wegen
(3.11)

(ϕ−1)∗ω = (ψ ◦ ϕ−1)∗((ψ−1)∗ω)

und daher (x ∈ Uϕ ∩ Uψ)

(ϕ−1)∗ω(ϕ(x))(e1, . . . , ed) = (ψ−1)∗ω(ψ(x))(d(ψ◦ϕ−1)(ϕ(x))e1, . . . , d(ψ◦ϕ−1)(ϕ(x))ed) =

(ψ−1)∗ω(ψ(x))(e1, . . . , ed) · ∆(d(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x))e1, . . . , d(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x))ed) =

(ψ−1)∗ω(ψ(x))(e1, . . . , ed) · detd(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x)).

Also muss detd(ψ ◦ϕ−1)(ϕ(x)) > 0. Aus dieser Gleichung folgt auch sofort, dass wenn
ϕ ∈ A undψ eine mitA gleich orientierte Karte ist, dann auchψ ∈ A.

❑

3.6.4 Satz.Eine d-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit M kann genau dann mit einer
Orientierung versehen werden, wenn M orientierbar ist. Genauer gibt es zu jedem
orientierten Atlas eine Orientierung bezüglicher derer dieser Atlas positiv orientiert
ist. Diese Orientierung ist nach Lemma 3.6.3 eindeutig.

Beweis.Die Hinrichtung folgt aus Lemma 3.6.3.
Für die Rückrichtung seiA ein orientierter Atlas. Man wähle zu jedemϕ ∈ A und

jedemx ∈ Uϕ ein offenesU =: Uϕ,x mit x ∈ Uϕ,x ⊆ Uϕ wie in Fakta 3.3.2, 4. Wir
wissen dann, dass

Ωd(M)|Uϕ,x = Ωd(Uϕ)|Uϕ,x � C∞(Dϕ,Ad(Rd))|ϕ(Uϕ,x),

wobeiΩd(Uϕ) vermöge (ϕ−1)∗ isomorph zuC∞(Dϕ,Ad(Rd)) ist. Insbesondere gibt es
einωϕ,x ∈ Ωd(M), sodass (ϕ−1)∗ωϕ,x = ∆.

Wegen Satz 1.1.12 gibt es zu derÜberdeckungUϕ,x, ϕ ∈ A, x ∈ Uϕ, von M eine
abzählbare Zerlegung der Eins; also höchstens abzählbar viele [0,+∞)-wertigeC∞-
Funktionenχ j , j ∈ {1, . . . , l} mit eineml ∈ N ∪ {∞}, sodass suppχ j kompakt und in
einemUϕ( j),x( j) enthalten ist, und sodass

∑

χ j = 1,

wobei die Summation lokal endlich ist. Definieren wir nun

ω :=
∑

χ j · ωϕ( j),x( j),
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so istω auf einer hinreichend kleinen offenen UmgebungVx um jeden Punktx ∈ M ei-
ne endliche Summe von Produkten vonC∞(M,R)-Funktionen und Formen aufΩd(M).
Nach Fakta 3.3.2, 2, ist diese endliche Summe zumindest inΩd(Vx). Da das für allex
der Fall ist, folgtω ∈ M, vgl. Fakta 3.3.2, 3.

Für ein x ∈ M und jedesj mit χ j(x) > 0 gilt x ∈ suppχ j ⊆ Uϕ( j),x( j). Sind
∂

∂ϕ( j)1
|x, . . . ,

∂
∂ϕ( j)d
|x ∈ TxM wie in Bemerkung 1.2.7, so gilt

ωϕ( j),x( j)(x)(
∂

∂ϕ( j)1
|x, . . . ,

∂

∂ϕ( j)d
|x) = (ϕ( j)−1)∗ωϕ( j),x( j)(ϕ( j)(x))(e1, . . . , ed) = 1.

Für jeden weiteren Indexi mit χi(x) > 0 gilt wegen (1.3) sowie Fakta 3.1.8, 9

ωϕ(i),x(i)(x)

(

∂

∂ϕ( j)1
|x, . . . ,

∂

∂ϕ( j)d
|x

)

=

(ϕ(i)−1)∗ωϕ(i),x(i)(ϕ(i)(x))

(

txϕ(i)
∂

∂ϕ( j)1
|x, . . . , txϕ(i)

∂

∂ϕ( j)d
|x

)

=

(ϕ(i)−1)∗ωϕ(i),x(i)(ϕ(i)(x))
︸                         ︷︷                         ︸

=∆

(

d(ϕ(i)◦ϕ( j)−1)(ϕ( j)(x))e1, . . . , d(ϕ(i)◦ϕ( j)−1)(ϕ( j)(x))ed
)

=

detd(ϕ(i) ◦ ϕ( j)−1)(ϕ( j)(x)) > 0.

Also ist ω
(

∂
∂ϕ( j)1
|x, . . . ,

∂
∂ϕ( j)d
|x
)

= (ϕ(i)−1)∗ωϕ(i),x(i)(ϕ(i)(x)) als endliche Summe
positiver Summanden positiv und damit nicht Null.

❑

3.6.5 Lemma. Sei M eine orientierbare d-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit, sei N
eine Untermannigfaltigkeit von M mit Dimensiondim M − 1 und seiΨ : N → P(T M)
eine Funktion derart, dassΨ(x) immer ein eindimensionaler zu dιxTxN komplimentärer
Unterraum von TxM ist und dass diese Abbildung C∞ ist, was bedeutet, dass für jedes
x ∈ N auf einer gewissen Umgebung U⊆ N von x in U

Ψ(x) = span{YU(x)}

für eine C∞-Funktion YU : U → T M mitπ ◦ YU = idU , vgl. Definition 2.5.3.
Dann ist N genau dann orientierbar, wenn es eine C∞-Funktion Y: N → T M mit

π ◦ Y = idN gibt, sodassΨ(x) = span{Y(x)} für alle x ∈ N.

Beweis.Seiε = ω
|ω|

eine Orientierung aufM.
Gibt es eine FunktionY : M → T M mit den erwähnten Eigenschaften, so liegt

̟(x) : (Z1, . . . ,Zd−1) 7→ ω(x)(Y(x),TxιZ1, . . . ,TxιZd−1) inAd−1(TxN). Außerdem zeigt
man unschwer ähnlich wie in (3.13), dass

x 7→ ω(x)(Y(x),TxιZ1(x), . . . ,TxιZd−1(x)), x ∈ N,

für alleZ1, . . . ,Zd−1 ∈ X(N) eineC∞-Funktion ist. Es folgt̟ ∈ Ωd−1(N), wobei̟(x) ,
0 für allex ∈ N.

Sei umgekehrt̟ ∈ Ωd−1(N) nirgends verschwindend. Wir definieren 0, Y(x) ∈
Ψ(x) derart, dass

ω(x)(Y(x),TxιZ1, . . . ,TxιZd−1) = ̟(x)(Z1, . . . ,Zd−1),
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für alle Z1, . . . ,Zd−1 ∈ TxN. Das ist möglich, da links für jedes 0, Y(x) ∈ Ψ(x)
ein nichtverschwindendes Element vonAd−1(TxN) steht, und daAd−1(TxN) ja nur
eindimensional ist.

Ist x ∈ N undU ∋ x so klein, dass es eine FunktionYU gibt, und sodass für gewisse
Z1, . . . ,Zd−1 ∈ X(N) diese aufU punktweise linear unabhängig sind, so muss

Y(y) =
̟(y)(Z1(y), . . . ,Zd−1(y))

ω(y)(YU(y),Tyι Z1(y), . . . ,Tyι Zd−1(y))
· YU(y),

womit Y(y) aufU und in folge auf ganzN eineC∞-Funktion ist.
❑

3.6.6 Beispiel.Sei M eine (d − 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit vonRd. Ist ϕ
eine Karte aufM, so ist

nϕ(x) :=
1

‖ × d(ιM ◦ ϕ−1)(ϕ(x))‖
· ×d(ιM ◦ ϕ−1)(ϕ(x))

ein auf den klassischen Tangentialraumd(ιM ◦ ϕ−1)(ϕ(x))(Rd−1) von M in x normal
stehender Vektor inRd. Wegen (vgl. (1.4))

d(ιM ◦ ϕ
−1)(ϕ(x))(Rd−1) = tx idRd TxιM TxM

ist x 7→ tx idRd
−1nϕ(x) eineC∞-Funktion aufUϕ mit Werten inTxR

d, sodass

span{tx idRd
−1nϕ(x)} = tx idRd

−1d(ιM ◦ ϕ−1)(ϕ(x))(Rd−1)⊥ =: Ψ(x).

Aus Lemma 3.6.5 erkennen wir, dassM genau dann orientierbar ist, wenn es eine
auf ganzM definierteC∞-Funktionν : M → T M mit ν(x) ∈ TxM gibt, sodass 0,
tx idRd ν(x)⊥tx idRd TxιMTxM. Da Normieren einC∞-Vorgang ist, sehen wir, dass das
äquivalent dazu ist, dass es eineC∞-Normalenfunktion aufM gibt.
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