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0. Einleitung

In dieser Arbeit werden einige Aspekte des inversen Spektralproblems fiir zweidi-
mensionale singuldre kanonische Differentialgleichungssysteme behandelt.

Es sei H eine auf [0,00) gegebene reelle, symmetrische und nichtnegativ definite
(2 x 2)-Matrixfunktion, deren Elemente lokal integrierbare Funktionen sind. Wei-
terhin soll H spurnormiert sein, d.h., die Summe der Diagonalelemente von H sei
stets 1. Eine solche Matrixfunktion H wird kurz Hamiltonian genannt.

Es sei J = (? _01) Mit dem Hamiltonian H betrachten wir folgende An-
fangswertaufgabe fiir eine (2 x 2)-Matrixfunktion W:

dW

%J =2W(z,2)H(z), W(0,z)=1,z€ C,z € [0,00). (0.1)

Die Matrixfunktion W wird als Matrizant bezeichnet. Der Matrizant W (z, z) hat
fiir festes z mit Sz > 0 und x mit = > 0 die Eigenschaft, dal die gebrochen—lineare
Transformation
w1 (x, 2)w + wia(z, 2)
wa1 (T, 2)w + waa(z, 2)’

Sw > 0, (0.2)

die abgeschlossene obere Halbebene C* auf einen Kreis in der oberen Halbebene
abbildet. Es sei r(z, z) der Radius dieses Kreises. Aus der Spurnormiertheit des
Hamiltonians H folgt nach [dB2] die Beziehung lim, ., r(z, z) = 0. Damit liegt
der Weylsche Grenzpunktfall vor. Durch

Q(2) = lim w1 (x, 2)w + wia(z, 2)
T oz—oo wgl(x,z)w +w22($,2)

. Sw >0, (0.3)

wird flir &z > 0 eine von w unabhéangige Funktion definiert, die als Weylscher
Koeffizient bezeichnet wird. Der Weylsche Koeffizient () ist eine Nevanlinnafunk-
tion, d.h. eine auf der oberen Halbebene analytische Funktion, welche die obere
Halbebene in die abgeschlossene obere Halbebene abbildet. Deshalb 148t sich @
in der Form

+o0
Q(z):bz—l—a—i—/()\iz—l_:\v)da (0.4)

mit Konstanten b > 0 und ¢ € R und einem nichtnegativen Mafl ¢ mit der

Eigenschaft
+00

do

darstellen. Das nichtnegative Mafl o nennen wir das Spektralmaf$ des kanonischen
Systems mit dem Hamiltonian H.



In [dB2] hat L. de Branges gezeigt, daf es zu jedem nichtnegativen Mafl o mit der
Eigenschaft (0.5) einen Hamiltonian H gibt, so da§ o das Spektralmaf} des durch
H bestimmten kanonischen Systems ist. Damit entsteht die Frage, inwiefern der
Hamiltonian H durch den Weylschen Koeffizienten () oder das Spektralmafl o bes-
timmt ist und wie H gegebenenfalls aus diesen Gr” oflen konstruiert werden kann.
Derartige Problemstellungen werden als inverses Spektralproblem fiir kanonische
Systeme bezeichnet.

In den 40er und 50er Jahren dieses Jahrhunderts entwickelte M.G. Krein eine
Spektraltheorie fiir Saiten mit nichthomogenen Massenverteilungen. Eine Saite
S|[l, M] ist durch eine positive Zahl [ (< co) und eine auf [0,1) oder [0, ] gegebene
nichtfallende Funktion M mit M (0) > 0 gegeben. Dabei wird [ die Lange der
Saite und M ihre Massenfunktion genannt, d.h. M (z) ist die Gesamtmasse des
Intervalls [0, z]. Die Gleichung

dy'(x) + \y(z)dM(x) = 0 (0.6)

wird als Differentialgleichung der Saite bezeichnet.

Zwischen kanonischen Systemen und Saiten bestehen enge Beziehungen. Es 1af3t
sich zeigen, daf} eine Saite und ein kanonisches System mit einem Hamiltonian
von diagonaler Form #quivalent sind. In [K2] hat M.G. Krein den Weylschen
Koeffizienten einer Saite betrachtet. Er hat gezeigt, dal zwischen Saiten und
ihren Weylschen Koeffizienten eine eineindeutige Beziehung besteht.

Dieses Ergebnis von M.G. Krein 148t sich mit einfachen Mitteln unter Verwendung
von tiefliegenden Resultaten von L. de Branges in [dB1-4] auf kanonische Systeme
iibertragen. Als ein Ergebnis dieser Arbeit zeigen wir, dafl es zu jeder Nevanlin-
nafunktion ) genau einen Hamiltonian H gibt, so dafl () der Weylsche Koeffizient
des durch H gegebenen kanonischen Systems ist (s.Theorem 2.6).

Zur expliziten Bestimmung von Saiten hat M.G. Krein in [K3] (siehe auch [DM])
eine Reihe von Transformationsformeln angegeben. Das Anliegen dieser Transfor-
mationsformeln ist, aus bekannten Spektralmaflen einfacher Saiten mittels einan-
der entsprechender Transformationen des Spektralmafles und der Massen-und Lan-
genfunktion der Saite die zum transformierten Spektralmafl geh” orende Saite zu er-
mitteln. Aufgrund der dquivalenz von Saiten und kanonischen Systemen mit einem
Hamiltonian von diagonaler Form gelten die entsprechend adaptierten Transfor-
mationsregeln auch fiir diese speziellen kanonischen Systeme. Es ist ein Anliegen
dieser Arbeit, einige analoge Transformationsformeln fiir allgemeine kanonische
Systeme anzugeben.

Wir erlautern nun den Inhalt der einzelnen Abschnitte der Arbeit.

Unabhéngig von L. de Branges entwickelte I.S. Kac in [Ka] eine Spektraltheo-
rie zweidimensionaler kanonischer Systeme. Als Hauptergebnis konstruiert er dort
einen wesentlich selbstadjungierten Operator S, fiir den er die Existenz eines Spek-
tralmafles mit der Methode der richtenden Funktionale von M.G. Krein zeigen



kann. Im Abschnitt 1.1 werden neben grundlegenden Begriffen die Ergebnisse von
[.S. Kac zusammengestellt.

Im Abschnitt 1.2 werden Eigenschaften des Matrizanten W gezeigt, die im wesent-
lichen in der Arbeit [KL] zusammengestellt sind. Wir beweisen, dal W (z, z) fiir
festes x eine normierte p-Matrix (s. Def.1.9) ist. Als eigensténdiges Ergebnis wird
eine Beziehung zwischen der oberen und der unteren Zeile des Matrizanten W
gezeigt.

Im Abschnitt 1.3 werden zunéchst Grundlagen aus L. de Branges Arbeiten [dB1-4]
iibernommen. Dabei wird gezeigt, dafl aus der Spurnormiertheit des Hamiltonians
H der Weylsche Grenzpunktfall folgt, und der Weylsche Koeffizient wird konstru-
iert. Anschliefend werden einfache Beziehungen fiir Weylsche Koeffizienten gezeigt
und die mit dem Operator S assoziierte Fouriertransformation wird auf spezielle
Funktionen angewandt.

Die oben erwédhnte dquivalenz zwischen Saiten und kanonischen Systemen mit
einem Hamiltonian H von diagonaler Form wird in Abschnitt 1.4 dargelegt. Somit
k”onnen kanonische Systeme als Verallgemeinerungen von Saiten betrachtet wer-
den.

Ein Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit ist die eineindeutige Beziehung zwi-
schen Hamiltonian und Weylschem Koeffizienten . Dazu zeigen wir in Abschnitt
2.1 zunéchst, dafl in der Darstellung des Weylschen Koeffizienten () genau dann
ein lineares Glied bz mit b > 0 auftritt, wenn fiir den zugeh” origen Hamiltonian die

Beziehung H(z) = < fir x € [0, b] gilt. Ein anscheinend neues Ergebnis ist

1 0

0
eine Beziehung zwischen den Hamiltonianen und Matrizanten zweier kanonischer
Systeme, deren Weylsche Koeffizienten sich um eine reelle Konstante unterschei-

den. Anschlieflend wird die Eineindeutigkeitsbeziehung gezeigt.

Der Beweis dieses Theorems stiitzt sich wesentlich auf Ergebnisse von L. de Branges
in [dB1-4], die er im Zusammenhang mit Untersuchungen zu Hilbertrdumen von
ganzen Funktionen erhalten hat. In den Arbeiten [dB1-4] betrachtet L. de Branges
ganze Funktionen F mit der Eigenschaft |E(z)| > |E(2)| fiir Sz > 0, sogenannte de
Branges-Funktionen. Mit einer derartigen Funktion F ist ein Hilbertraum K (FE)
assoziiert, dessen Elemente ganze Funktionen sind (s.Abschnitt 1.3).

Ein offenes Intervall I C (0,00), auf dem der Hamiltonian H konstant und nicht
invertierbar ist, nennen wir H-unteilbares Intervall. Ein Punkt z € [0, 00), der
nicht in einem H-unteilbaren Intervall liegt, heifle dB-regulir. Durch E(z,-) =
waz(x, -) + twar (z, -) wird fiir dB-regulére Punkte = eine Familie von de Branges-
Funktionen gegeben, deren zugeh”orige Hilbertraume K(FE(x,-) die Eigenschaft
haben, da8 fiir dB-regulére Punkte a und b mit a < b der Hilbertraum K (E(a,-)) in
K(E(b,-)) isometrisch enthalten ist und die Vereinigung aller dieser Hilbertraume
K(E(z,-) dicht in L2 liegt, wobei o das Spektralmaf des durch den Hamiltonian H
bestimmten kanonischen Systems ist. Ein tiefliegendes Ergebnis von L. de Branges
in [dB4] besagt, da es in L2 genau eine derartige Familie von Hilbertrdumen



ganzer Funktionen gibt. Dieses Ergebnis von L. de Branges liegt dem Beweis des
Theorems 2.6 zugrunde. Im Abschnitt 2.2 zeigen wir, wie zu einem Spektralmafl
o der Gestalt do = p(\)~1d\, wobei p ein Polynom mit der Eigenschaft p > 0 ist,
ein zugeh”origer Hamiltonian H konstruiert werden kann. Damit verallgemeinern
wir ein Ergebnis von M.G. Krein in [K3].

In [DM] geben H. Dym und H.P. Mc Kean eine Reihe von Transformationsformeln
fiir die Hauptspektralmafle von Saiten an, die zum Teil schon von M.G. Krein
in [K3] formuliert wurden. Wir geben im 3. Kapitel einige Verallgemeinerungen
dieser Transformationsformeln fiir kanonische Systeme an.

In [K4] wendet M.G. Krein seine Untersuchungen iiber Saiten in der Extrapola-
tionstheorie stationarer stochastischer Prozesse an. Er 1”ost dort das Problem der
“Vorhersage der Zukunft” eines reellen, im schwachen Sinne stationaren Prozesses
x von zweiter Ordnung, wenn der Prozefl auf einem gegebenen endlichen Zeitinter-
vall [T, 0] mit 7" > 0 bekannt ist. Dabei geht es um die Projektion von x(¢) mit
t > 0 auf den von den Prozefiwerten {x(t)|t € [-T,0]} erzeugten Raum. Im Fall
nichtreeller Prozesse werden anstelle von Saiten bei der L”osung dieses Problems
kanonische Systeme verwendet.

Meinem Lehrer, Herrn Prof. Dr. H. Langer, m”ochte ich an dieser Stelle fiir seine
zahlreichen Anregungen und Hinweise und die stédndige hilfsbereite Unterstiitzung
dieser Arbeit ganz herzlich danken.



1. Grundlagen
1.1 Kanonische Systeme und zugeh”orige Operatoren

Es sei H eine auf [0,L) mit 0 < L < oo gegebene reelle, symmetrische und
nichtnegativ-definite (2 x 2)-Matrixfunktion: H(z) = H(z)T > 0, = € [0, L),
deren Elemente hii, hias = hoy und hoy auf [0, L) lokal integrierbare Funktionen

sind:
_ (hii(z)  hia(2)
H(:B)—(hi;(x) h;z(x)) z€(0,L).

Weiterhin soll H auf [0, L) spurnormiert sein, d.h., es gelte
trH(z) = hy1(x) + hoa(z) =1 fir x €[0,L).

Im folgenden wird eine solche Matrixfunktion H als ein (spurnormierter) Hamil-
tonian bezeichnet,

Mit J = <(1] _01) betrachten wir das Differentialgleichungssystem
d
J :Zl(;:) = —zH(x)y(z), z€C, x€]0,L), (1.1)

mit der Anfangswertbedingung

y(0) € zs@

wobei als L”osung y(z) = (y1(z) y2(z))T eine lokal absolutstetige Vektorfunktion
mit Werten in C? gesucht ist. (Bekanntlich ist die L”osung eindeutig, s.[At].)
Falls L = oo ist, heifit das System singular, anderenfalls nennen wir es regular.
Im weiteren werden wir uns auf die Betrachtung singulidrer Systeme beschranken.
Wenn nicht anders angegeben, soll stets L = oo gelten.

Mit dem Hamiltonian H wird folgender Hilbertraum gebildet:

Definition 1.1: Der Hilbertraum L% sei die Menge aller dquivalenzklassen
der auf [0,00) gegebenen mefsbaren, f. 1. endlichen Vektorfunktionen f(z) =
(fi(z) fo(x))T mit der Eigenschaft

/ f(x)"H(z) f(x)dr < +o0, (1.2)
0
wobei das innere Produkt durch

(fg) = / " g(@)H(o) f(2)da (1.3)



gegeben sei.

Fiir eine solche Vektorfunktion f folgt aus fooo f(z)*H(z) f(x)dx = 0 nicht not-
wendig f = 0, so daf die Bildung von dquivalenzklassen notwendig ist. Im weiteren
wird jedoch zwischen Klassen und sie reprasentierenden Funktionen h&ufig nicht
unterschieden.

Eine auf [0, co0) gegebene Funktion f heifle rechts finit, wenn es eine Zahl x ¢ gibt,
so daB f(z) =0f i fir z >z gilt.

Der Gleichung (1.1) kann die folgende lineare Relation S in L% zugeordnet werden:

Definition 1.2: Das geordnete Paar (f,g), f,g € L%, geh”ore zu der Relation
S, wenn f rechts finit ist und folgende Beziehung gilt:

de;(j) — _H(z)g(z), z€0,00), F(0) el.s.<(1]). (1.4)

Der Definitionsbereich von S werde mit D(S) bezeichnet.

In [Ka] entwickelt I.S.Kac eine Spektraltheorie kanonischer Systeme, deren Ergeb-
nisse wir im weiteren benutzen werden. Als hauptsichliches Resultat konstruiert

A

er zu einem kanonischen System einen wesentlich selbstadjungierten Operator S,
fiir den er die Existenz eines Spektralmafles zeigen kann.

Bei der Untersuchung von D(S) spielen folgende Intervalle eine besondere Rolle:

Definition 1.3: Das offene Intervall I C [0,00) heifst H-unteilbares Intervall,
wenn fir ein ¢ € [0,7) die Beziehung

cos @\ [cos ¢ T
H(z) = (sin¢) (sin¢) fir alle x el (1.5)

gilt; daber wird ¢ der Typ des Intervalls I genannt. Fin H-unteilbares Inter-

vall vom Typ ¢ (kurz I,) heiffe maximal, wenn es keine echte Teilmenge eines
H-unteilbaren Intervalls ist.

Insbesondere gilt det H(z) =0 fiir z € I,.
cos ¢
sin ¢
Lemma 1.4: Fir eine Funktion f € D(S) und ein beliebiges H-unteilbares In-
tervall 14 gibt es eine Konstante cr, y € C, so daf§ die Beziehung

Im folgenden sei &, := < ) Das Lemma 2.1 aus [Ka| besagt:

S;ff(a:) =cr,,r firalle xcly
gilt.

Beweis: Durch Differenzieren von qu (z) erhalten wir wegen {g:J §¢ = 0 fiir alle
¢ € [0,m):

%(ﬁgf(a:)) = IH(z)g(x) = £ &6 g(x) = 0.



Mit L2 bezeichnen wir die lineare Hiille aller (Aquivalenzklassen von) Vektor-
funktionen f € L%, so daf fiir jedes I, eine Konstante c; ».f € C existiert mit

£5f(x) = cr, 5 fiir alle z € Iy, In [Ka] (Lemma 3.1) wird gezeigt, daf L3
vollstandig ist. Folglich gilt:

Lemma 1.5: Der Raum IA/%{ ist ein Hilbertraum.

Wegen Lemma 1.4 ist der Definitionsbereich D(S) in L% enthalten. Die Ein-
schrankung von S auf L% werden wir mit S bezeichnen, d.h., es gilt (f,g) € S,
wenn die Beziehungen (f,g) € S und g € L% erfiillt sind.

Die zu S adjungierte Relation S* wird bekanntlich wie folgt definiert:
S :={(f.9) | f.ge Ly, (fv)={(gu) firalle (uv)eS} (1.6)
Lemma 1.6: Die Relation S ist symmetrisch, d.h., aus der Beziehung (f,g) € S

folgt (f,g) € S*.

Beweis: Es sei (f,g) € S. Wir miissen zeigen, da$ fiir alle (u,v) € S die
Beziehung (f,v) = (g, u) gilt. Dazu betrachten wir die Gleichung

d

o (f(2)"Ju(z)) = —f(2) H(z)o(z) + g(z) " H(z)u(2),

woraus die gesuchte Beziehung folgt:
/ 9(x)" H(z)u(x)dz —/ @) (z)v(z)de = f*(x)Ju(z) [°= 0.
0 0

Bis zum Ende dieses Abschnitts soll der Hamiltonian H die folgenden zwei Bedin-
gungen a) und b) erfiillen, die in dieser Arbeit oft benutzt werden:

a) Fiir jedes € > 0 gelte [; hoo(z)dz > 0.

b) Es gibt eine Zahl b > 0, so daf} die Beziehung rg (fob H(az)d:p) = 2 gilt.

Die Bedingung a) besagt, da H nicht mit einem H-unteilbaren Intervall vom Typ

¢ = 0 beginnt, d.h., es gibt kein Intervall [0,z9) mit o > 0, so daf
1 0

H(z) = 0 0

daB der "erste Ausnahmefall“ nicht eintritt.

auf [0, ) ist. In der Terminologie von I.S. Kac bedeutet a),

Ist der Hamiltonian H invertierbar (insbesondere existieren dann keine
H-unteilbaren Intervalle), so ergibt sich aus Jf’ = —Hg sofort die Beziehung
g=—-H7'Jf"  dh., S ist injektiv und somit ein Operator. Im allgemeinen Fall
zeigt 1.S. Kac in [Kal, daf8§ S stets, d.h. auch bei Vorliegen von H-unteilbaren
Intervallen, ein wesentlich selbstadjungierter Operator in IA/%I ist:



Theorem 1.7:  Der Definitionsbereich D(S) liegt dicht in ﬁif und der Abschluf
von S ist gleich S*.

Fiir den Operator S wird nun eine Spektraldarstellung gesucht, dazu definieren
wir:

Definition 1.8:  Ein auf R gegebenes, nichinegatives Mafy o heifit Spektralmafs
des Operators S, falls eine isometrische lineare Abbildung T : L% — L% ex-

istiert mit TST™! C M,, wobei My der Multiplikationsoperator in L? ist:
MA(f(N) = Af(N),  feL?.

In [Ka] wird die Existenz eines derartigen MaBles 0 mit Hilfe der Methode der “rich-
tenden Funktionale” von M.G. Krein [K1] gezeigt. Dazu wird folgendes Funktional
betrachtet:

Fiir ein rechts finites f € ﬁ%[ sei

®(f.2) = [ (.2 H) (@) (1.7)
0
wobei u die L”osung der Anfangswertaufgabe
d 0\ "
J%u(aj, z) = —zH(x)u(z,2), u(0,2) = 1 (1.8)

ist.

Das Funktional ® hat folgende Eigenschaften:

1) ®(-,2) ist linear

2) ®(f,-) ist analytisch

3) Fiir ein rechts finites fy € IZ%{ und zy € R hat die Gleichung (S — 20)g = fo

A

genau dann eine L”osung g € D(S), wenn ®( fy, 29) = 0 gilt.

Damit ist @ ein richtendes Funktional fiir den Operator S und nach [K1] existiert
eine nichtnegatives Mafl o mit

+oo
| wnpa =112, (19)
fiir alle rechts finiten Funktionen f € I:%,

Da die Menge der rechts finiten Funktionen in IA/%, dicht liegt, kann @ zu einer
isometrischen Abbildung auf L% erweitert werden, so dafi die Beziehung (1.9) im
Sinne der Norm von L% fiir alle Funktionen f € L%, gilt.

Fiir g € D(S) und A € R erhalt man mit f := (S — \)g aus 1) — 3):

®(Sg,\) — AP (g,\) = B(f,\) =0 (1.10)



In den Arbeiten [dB1] - [dB4] fiihrt L. de Branges kanonische Systeme in Verbindung
mit Untersuchungen zu Hilbertraumen von ganzen Funktionen ein. Operatoren-
theoretische Methoden wie in [Ka] bleiben dabei etwas im Hintergrund. Bei
L. de Branges wird allerdings die Spektralfunktion aus dem Weyl‘schen Koeffizien-
ten des kanonischen Systems explizit konstruiert, so dafl wir uns nach dieser kurzen
Darstellung der Ergebnisse von [Ka] im weiteren auf die Theorie von L. de Branges
stiitzen werden.

1.2 Kanonische Systeme und p-Matrizen

1.2.1 Matrizanten als p-Matrizen

Der Matrizant W(x, z) eines kanonischen Systems mit dem Hamiltonian H(z),
x € ]0,00), wird durch folgende Anfangswertaufgabe definiert:

%W@:, 23 = 2W(z, 2)H(z), W(0,2)=1— (é ‘f) (1.11)

In [KL] werden Eigenschaften der Matrixfunktion W (z, z) zusammengestellt. Da-
zu definieren wir:

Definition 1.9: Fine Matrizfunktion W (z), z € C, heifit p-Matriz, wenn sie
die folgenden Bedingungen 1), 2) und 3) erfillt:

1) Die Komponenten w;;(-), 4,j=1,2, sind reelle ganze Funktionen.
2) detW(z) =1 firallezeC

3) T(W(R)IW(2)*=J) >0 firIz>0

Gilt dariber hinaus die Bedingung

4) W(0) =1,

so heifit W eine normierte p-Matriz.

Im weiteren wollen wir zeigen, dafl der durch (1.11) definierte Matrizant W (z, 2)
fir festes © € [0,00) eine normierte p-Matrix ist (s.[KL]). Bekanntlich ist die
Bedingung 1) erfiillt (s.[At]). Mit JT = —J = J* erhalten wir

%(W(m, 2)IW (z,2)") = 2W(z, 2)H(2)W (2, 2)T — 2W (2, 2)H(2)W (z,2)T =0

woraus

W (z, 2)IW(z,2)T =7 (1.12)

resultiert. Diese Beziehung ist zu 2) dquivalent, was unmittelbar ersichtlich ist,
wenn man die Beziehung (1.12) komponentenweise betrachtet. Aus

%(W(az, 2 JIW(x,2)") = (2 — 2)W(z, 2) H(x)W(z, 2)*

10



ergibt sich

W(z,2)JW(z,2)" —=J = (2 — z)/ W (t, 2)H(t)W (¢, z)*dt, (1.13)
0
woraus 3) folgt.
Aufgrund von 1) gilt fiir eine p-Matrix W(z) die Beziehung W(2)* = W(z)T,
womit man JW (z)~! = W(2)*J und W(z)~*J = JW(Z) erhilt. Mlttels (1.13)

folgt dann fiir Sz # 0:
(z = 2) 7' IW(2) " H(W(2)IW (2)* — )W (2)*J* >0,
(z—2) Y I +IW(2) 1 ITW(2)*J) >0,
(z—2)"" (=T + W(2)*JIW(z) >0
und damit
3a) L(W(2)*JW(z) —J) >0 fiir 3z > 0.

Allgemein gilt fiir (2x2)-Matrizen, dal die Bedingungen 3) und 3a) &quivalent
sind.

Ist W(z) eine p-Matrix, so sind auch

Witz = (1) O g = (Ul el

—wi2(z)  wii(2) wa1(2)  wi1(2)

und

—wlg(Z) w22(Z>

Wi(z) = ( w11 (2) —w21(2)>

p-Matrizen. Dabei ist W1 (z) = JTW(2)J und mit M := (? (1)) gelten die
Beziehungen Wy(2) = MW (2)M und W3(2) = JTMW (2)M.J.

Da fiir W;(z), i =1,2,3, die Bedingungen 1) und 2) offensichtlich erfiillt sind,
ist noch 3) oder 3a) zu zeigen. Aus

(z—2) " IT(W(R)IW ()" =T >0

folgt
(2= 2) " (Wi(2)IWy(2)* = J) >0,

und mit MJM = —J und
(Z—2) 'MW (2)MIMW (2)*M — J) > 0
folgt mit W(z)* = W(2)T die Beziehung

(2= 2)"H(W2(2)"IW3(2) = J) >0,
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welche zu 3a) dquivalent ist. Die Giiltigkeit der Beziehung 3) fiir W3(z) folgt in
analoger Weise. Ist W3(z) eine p-Matrix, so ist W(z) ebenfalls eine p-Matrix.
Damit wurde gezeigt, dafl die Abbildungen

W(z) & Wi(z) & Wsy(z) & W3(z) (1.14)

auf der Menge aller p-Matrizen bijektiv sind.
Aus 3a) 148t sich folgende Aussage ableiten:
3b) Fiir festes z mit 3z > 0 bildet die gebrochen lineare Transformation

W11 (z)w + wlg(Z)

, cCt 1.15
U)21<Z)w + U)QQ(Z) W ( )

die abgeschlossene obere Halbebene C+ := { w | Sw > 0} in sich ab.
Zum Beweis benutzen wir [dB1], Lemmal.

Lemma 1.10: Die gebrochen lineare Transformation

Aw+ B
w
Cw—+D

(AD — BC # 0) (1.16)

bildet genau dann CT in sich ab, wenn die Beziehungen
i(AC — AC) >0, i(BD-BD)>0 und
AD — BC + AD — BC > 2|AD — BC|

gelten.
Aus der Beziehung L(z) := }(W(2)*JW (z) — J) > 0 folgen die Bedingungen des
Lemmas fir A = was(z), B = —ws1(2), C = —wi2(z) und D = wy1(2), denn

L(z) > 0 ist dquivalent zu l11(z) > 0, l22(2) > 0, l12(2) = l21(z) und det L(z) > 0.
Wegen

( ) w11(2’>w21(2’> — w11(2’>w21(2’> wll(z)wgg(z) — wlg(z)wgl(z) -1
L(z) =1
wi2(2)war (2) —wir(2)waz(2) + 1 wiz(2)waa(z) — wiz(2)waz(2)

entsprechen die Beziehungen l11(z) > 0 und l22(z) > 0 gerade den ersten beiden
Bedingungen von Lemma 1.10. Weiter gilt

det L(z) = — 1 — | det W (2)]? + w11 (2)waz(2) — wiz(2)wa; (2)

+ w11 (2)waz(z) — wia(2)wai(z) > 0,

daraus folgt wegen 1 + |det W (2)|? > 2|det W(z)| gerade die dritte Bedingung
von Lemma 1.10.
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Da die Transformation w — —w™! die abgeschlossene obere Halbebene C* auf
sich abbildet, folgt, dafl die gebrochen lineare Transformation

" (A(—w‘l) + B) w1 (2)w 4+ wia(2)
C(—w=YH)+D wo1 (2)w + waz(2)

die Halbebene C't in sich abbildet.

Wir erhalten andererseits, dafl aus 3b) und det W(z) = 1 die Bezichung 3a)
folgt, denn dann sind die dritte Beziehung von Lemma 1.10 und die Beziehung
det L(z) > 0 wegen 1+ | det W(2)|? = 2| det W(z)| = 2 dquivalent.

Insgesamt wurde gezeigt:

Lemma 1.11: Gelten die Bedingungen 1) und 2) fir eine Matrizfunktion W (z),
so sind die Bedingungen 3), 3a) und 3b) dquivalent.

1.2.2 Analytische Eigenschaften des Matrizanten

Mit N bezeichnen wir die Klasse aller Funktionen F', die analytisch in der oberen
Halbebene C* sind und C+ in Ct abbilden, weiter sei N := N U {co}. (Hier
bezeichnet oo die Funktion F' = 0o.) Mit der Beziehung F(z) = F(Z) werden alle
Funktionen F' € N auf die untere Halbebene fortgesetzt. Eine Funktion F' € N
wird auch als Nevanlinnafunktion bezeichnet.

Fiir eine p-Matrix W(z) geh”oren die Funktionen

~—

w11(2‘) w12(2‘) w11(2) _w21(2

wa1(2)”  waa(2)’ wiz(2)’ w2 (2)

(1.17)

zur Klasse N, wie sich durch Einsetzen von w = 0 oder w = co aus 3b) fiir W (z)
oder W,(z), i =1,2,3, ergibt.

Allgemein folgt aus F' € N auch —F~! € N.

Eine ganze Funktion F' geh”ore zur Cartwright-Klasse mit dem Exponentialtyp
h(F), falls

h(F) = lim sup, |='In|F(z)| und fjo(?(l + 22)|In |F(z)||dz < oo

z|—o0 ‘Z
gilt.

In [KL] (siehe auch [Ak]) wird gezeigt, dafl die Funktionen w;;, 1,5 = 1,2, einer p-
Matrix W(z) zur Cartwright-Klasse desselben Exponentialtyps geh”oren. Fiir den
Matrizanten W (z, z) eines kanonischen Systems erhdlt man den Exponentialtyp
h fiir festes x aus der Beziehung (s.[KL],[dB2])

h = /I V/det H(t)dt. (1.18)
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Fiir eine normierte p-Matrix W(z) definieren wir folgendes Funktional:

s(W) = tr (J%W(z)|z_0) . (1.19)

Ist die p-Matrix insbesondere der Matrizant W eines kanonischen Systems mit
dem Hamiltonian H, so ergibt sich die Beziehung

s(W(z,-)) = tr (J%W(m,z)\z_o) = tr ( /0 ’ JH(t)Jdt) =z (1.20)

Weil fiir normierte p-Matrizen W1 (z) und Wy(z) die Bezichung (s.[KL])
S(W1W2) = S(Wl) + S(WQ) (121)

gilt, ist es naheliegend, das Funktional s als “Lange” fiir normierte p-Matrizen zu
betrachten.

Zwischen der oberen und unteren Zeile des Matrizanten W (z, z) besteht folgende
Beziehung;:

Lemma 1.12: Ist W(x, z) der Matrizant eines kanonischen Systems mit dem
Hamiltonian H(x), dann gilt fir Sz # 0:

x

wiz(x, 2) =zwas(x, z)/wgg(t,z)_Qhu(t)dt,

0 (1.22)

x

w11 (z, 2) :wgg(a:,z)_l + zway (x, 2) /’Ujgg(t,z)_thl(t)dt.
0

Beweis: Wir miissen zeigen, dafl wi1(z, 2) und wia(z,2) der Gleichung (1.11)
gentigen:

dU)%‘(;E,Z) = z(wll(a:, Z)h11(33> + wlZ(xa Z>h12(x)>
und 4
% = —z(w11 (7, 2)h12(x) + wi2(z, 2)haa(z)).

Aus den Beziehungen

W%(Z,Z) = —z(wa1(z, 2)h12(x) + waa(z, 2)haz(z))
und d
% = z(wgl(a:, Z)h11(33> + wgg(l', Z>h12(x)>
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erhalten wir mit (1.22):

‘h"%?”@ =2°(wo1 (2, 2)h11 () + waa(, 2)h12(x)) /w22<t,z)_2h11<t)dt
0
+ ngg(x,z)_lhll(aj>
=z(w11 (2, 2)h11 (2) + wia(z, 2)hra(z))
und
dw%f:’z) = — 2wy (z, 2) " hia(x) — 22war (x, 2) /wgg(t, 2)"2hy1 (t)dt
0

xT

— z2w22(33, Z)hgg (.’13) /wgg(t, Z)_2h11<t)dt
0
= — z(w11(z, 2)hi2(x) + wia(x, 2)haa(x)).

Unmittelbar aus (1.11) ergeben sich die folgenden Beziehungen:

xT

dw21<.’13, Z) .
— = —/hzz(t)dt
2=0 0
dwas(z, 2) B i
— —/hlz(t)dt
z=0 0
dwis(z, 2) B i
— —/hll(t)dt
z=0 0
dwii (zx, 2) B r
— = —/hlg(t)dt.
z=0 0

(1.23)

Als néchstes wollen wir die Theorie von L. de Branges [dB1-4] {iber Hilbertréu-
me ganzer Funktionen betrachten, die tiefliegende Resultate zur Spektraltheorie

kanonischer Systeme enthélt.

1.3 Spektraltheorie kanonischer Systeme

1.3.1 De Branges-Funktionen

In den Arbeiten [dB1-4] untersucht L. de Branges bestimmte Hilbertraume, deren
Elemente ganze Funktionen sind. Ein derartiger Hilbertraum K hat dabei folgende

Eigenschaften:
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(H1) Geh”ort eine ganze Funktion F(z) mit einer nichtreellen Nullstelle w zu
dem Hilbertraum K, dann geh”ort die Funktion F(2)(z — @)(z — w)~! ebenfalls
zu K und hat die gleiche Norm wie F(z).

(H2) Fiir jedes nichtreelle w ist das auf dem Hilbertraum K durch I(F(-)) :=
F(w) definierte lineare Funktional [ stetig.

(H3) Geh”ort die Funktion F(z) zu dem Hilbertraum K, so liegt F'*(z) := F(Z2)
ebenfalls in K und hat die gleiche Norm wie F'(z).

Eine ganze Funktion E mit der Eigenschaft
|E(2)| > |E(2)] fir Sz2>0 (1.24)

wird im weiteren als de Branges-Funktion bezeichnet. Die de Branges-Funktion
E(z) 148t sich in der Form F(z) = A(z) — iB(z) mit reellen ganzen Funktionen
A(z) und B(z) darstellen. Weiterhin definieren wir:
B — A(2)B
K(w, 2) = (2)A(w) — A(2) B(w) (1.25)

m(z — @)

Die Menge K (F) von ganzen Funktionen F'(z), die bei einer gegebenen de Branges-
Funktion E(z) die Bedingungen

+00
IFI7:= [ IF@PIE@] 2 < o0 (1.26)
und
|F(2)]* <||[F|*K (2 2) (1.27)

erflillen, wird mit dem inneren Produkt fiir F, G € K(FE):

(F,G) := / o F)G*(£)| B(t)|2dt (1.28)

zu einem Hilbertraum, fiir den die Bedingungen (H1)-(H3) gelten.

Es seien K7 und K5 zwei Hilbertraume ganzer Funktionen. Der Hilbertraum K,
ist in Ko isometrisch enthalten, wenn aus F' € K; die Beziehung F € K, folgt
und ||F||x, = || F| k, gilt. Die Hilbertraume K; und K5 heiflen isometrisch gleich,
wenn K7 isometrisch in K5 und K5 isometrisch in K; enthalten ist.

Eine Beantwortung der Frage, welche de Branges-Funktionen E isometrisch gleiche
Hilbertrdume erzeugen, liefert Theorem 1 von [dB1]:

Theorem 1.13: FEs sei E1(z) = A1(z) — iB1(z) eine de Branges-Funktion und
Co,C1, S50, 51 seien reelle Konstanten mit CoCh + SgS1 = 1. Dann ist die durch

(A2(2) Ba(2)) = (A1) Bu(2)) (—0501 ffi)
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definierte Funktion Fo(z) = As(z) — iBa(z) eine de Branges-Funktion und die
Hilbertraume K(FE7) und K(E2) sind isometrisch gleich.

Sind fiir eine de Branges Funktion E(z) die Hilbertriume K(E) und K(E1) iso-
metrisch gleich, dann gilt E(z) = Es(2) fir eine bestimmte Wahl der Konstanten
Co, C1, So, S1-

L. de Branges untersucht nun in [dB2-4] kanonische Differentialgleichungssysteme,
die im Zusammenhang mit Hilbertriumen K (F) stehen, allerdings unterscheiden
sich seine Bezeichnungen von unseren. Mit

Wi (z,2) :=J"W(z,2)J und Hy (z) :=J7 [ H(t)dtJ

erhalten wir ein kanonisches System in der Form
(Wi(z,2) = 1)J = z/ Wi (t,2)dHq (1), (1.29)
0

wie es bei L. de Branges benutzt wird. (In [dB1-4] wird die Matrixfunktion H; (t)
mit m(t) bezeichnet und Wy (z,z) mit M (x,z). Mit den bei de Branges be-
nutzten Funktionen A, B, C und D bestehen die Beziechungen A(z, z) = wes(z, 2),
B(x,z) = —wai(x, 2), C(z,2) = —wia(z, 2) und D(z, 2) = wi1(z, z).) Aufgrund
der Spurnormiertheit des Hamiltonians H gelten automatisch die Bedingungen (7)-
(10) von [dB2]. Bei der Formulierung der von [dB1-4] iibernommenen Theoreme
werden diese Bedingungen folglich nicht ben” otigt.

Ein Punkt € [0, 00) wird als de Branges-singuldr (kurz: dB-singuldr) bezeichnet,
wenn er in einem H-unteilbaren Intervall I, liegt, anderenfalls soll er dB-reguldr
heiflen.

Theorem 4 von [dB2] besagt :

Theorem 1.14: Erfillt der Hamiltonian H eines kanonischen Systems die Be-
dingung a), dann wird durch den Matrizanten W (z, z) ein System von de Branges-
Funktionen E(x, z) = was(x, z) +iway (x, 2) erzeugt, so daf fiir dB-requldre Punkte
a,b mit a < b der Hilbertraum K(FE(a,-)) isometrisch in K(E(b,-)) enthalten ist.

Sind a und b Endpunkte eines maximalen H-unteilbaren Intervalls, so ist das or-
thogonale Komplement von K(E(a,-)) in K(E(b,-)) eindimensional.

Fiir das System von de Branges-Funktionen E(z, z) sei die Funktion K (z,w, z) wie
in (1.25) definiert. Weiter besagt Theorem 8 von [dB2], dafl unter der Bedingung
a) folgende Beziehung gilt:

lim K(z,z,z) =00 fiiralle z€ C\R. (1.30)

r— 00

1.3.2 Die Konstruktion des Weylschen Koeffizienten

Wir betrachten nun die gebrochen lineare Abbildung (1.15) fiir festes  und z mit
Sz > 0, welche die obere Halbebene auf einen in der oberen Halbebene gelegenen
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Kreis R(x, z) abbildet. Aus bekannten Eigenschaften der M”obiustransformation
folgt, dafl wy = —w2a(@2) auf den Mittelpunkt von R(zx, z) abgebildet wird. Fiir

w21 (x,2)

den Radius r(x, z) des Kreises R(x, z) ergibt sich:

wiz(z,z)  wi(z, 2)wa(w, 2) — wiz(w, 2)wa (2, 2)

waz (7, 2) w1 (x, 2)waz(x, 2) — was(x, 2)wsa (x, 2)

r(x,z) =

=[ wa1(z, 2)waa(z, 2) — waz(x, 2)woy (x,2) |

= (z - 2)rK(x,2,2)" L.
Mit der Beziehung (1.30) folgt:

lim r(z,2) =0 fir Sz >0. (1.31)

Damit liegt der Weylsche Grenzpunktfall vor und wir erhalten folgende Aussage:

Theorem 1.15:  Fiir eine beliebige Funktion Q € N und z € C gilt mit

wn(w, 2)Q2) + wia(z, 2)
Walz, 2) := wor (2, 2)Q(2) + wes(x, 2)

die Beziehung
lim Wo(z,2) =: Q(2) (1.32)

mit von €0 unabhdngigem () € N.

Die Nevanlinnafunktion @) wird als der Weylsche Koeffizient des kanonischen Sys-
tems mit dem Hamiltonian H bezeichnet.

In [AG], S.150, wird gezeigt, daB} sich jede Nevanlinnafunktion @ in eindeutiger
Weise in der Form

+oo
Q(z):bz-l—a-l-/_ ()\iz_l-:\)\?)dg (1.33)

mit Konstanten b6 > 0 und a € R und einem nichtnegativen Mafl ¢ mit der
Eigenschaft

T do
_ < 0 1.34
/OO 1+ )2 < (1.34)

darstellen 1aft.

Ist die Nevanlinnafunktion @) der Weylsche Koeffizient eines kanonischen Systems
mit dem Hamiltonian H, so wird das Mafl ¢ das Spektralmafl des kanonischen
Systems mit dem Hamiltonian H genannt.
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Fiir eine gegebene Funktion () € N lafit sich o mit der Stieltjes-Livshits’schen
Inversionsformel bestimmen (s.[Ak]): Es gilt mit A(z) := [ do die Beziehung
0

A Ab-0) A Afa — L
(b—l—O)—;— (b-0) (a+0);r (a 0):1{%} SQ(t +ie)dt. (1.35)

Bei L.de Branges wird die Spektralfunktion etwas anders eingefiihrt, Theorem 9
von [dB2] besagt:

Gilt die Beziehung fom hao(t)dt > 0 fiir alle z > 0, dann existiert ein eindeutiges
nichtnegatives Mafl u auf den Borelmengen von R mit den Eigenschaften

+oo
/ f’i(i)z < (1.36)

— 0

und (fiir z =z +1iy, y>0)

+oo ;
y du(A) o iwia(t, 2)
Z " R lim ——2 1.
W/_oo Do+ A T ) (1.37)

Ist a > 0 ein dB-regulérer Punkt, dann ist K (E(a, -)) isometrisch in L? enthalten,
und die Vereinigung aller Réume K (E(a,)), a dB-regulér, liegt dicht in L?.

Die Mafle  und o stimmen tiberein, was aus der Beziehung

lim — iw12 (t, Z)

R (HOO W) = 3Q(2) (1.38)

folgt.
Als néachstes geben wir einige einfache Beziehungen fiir Weylsche Koeffizienten an.

Lemma 1.16: Gegeben seien zwei kanonische Systeme mit den Hamiltonianen
H und H, wobei H(l + x) = H(x) fiir ein 1 > 0 und x € [0,00) gelten soll. Fiir
die Weylschen Koeffizienten @ und @ folgt dann:

oy wnd, 2)Q(2) + wi2(l, 2)
Q(2) war (1, 2)Q(2) 4+ waa (1, 2) (1.39)

Ist (0,1) insbesondere ein H-unteilbares Intervall vom Typ ¢, so gilt fir ¢ # 0:

Q(z) = cot(¢p) + o ! i (1.40)
O 5 o

und fir ¢ = 0:
Q(z) =1z + Q(z). (1.41)



Beweis: Aus den Beziehungen

dW(l + z, 2)

T J=:2W(+z2)H()

und

d(W(l, Z;Z)j/—(w, Z))J = 2 W(l, Z)W(% z2)H(x)

folgt, daBl die Matrixfunktionen W (Il + x, z) und W(l, 2)W(z, z) derselben An-

fangswertaufgabe geniigen. Folglich gilt W (Il + z, z) = W(l, 2) W (z, 2) fiir = > 0.
Mit

Q(z) = lim w1 (I + x, 2) _ lim w1 (1, 2)W11(x, 2) + wia(l, 2)Wa (x, 2)

v—oo wiz(l+x,2)  w—o0 war(l, 2)W11(z, 2) + waa(l, 2)w2i(z, 2)

erhalten wir (1.39). Ist (0,!) ein H-unteibares Intervall vom Typ ¢, folgt

—_— o 2
W(l,z) =1-2IHJ = (1 zlsin ¢ cos ¢ zl cos® ¢ )

—zlsin® ¢ 1+ zl sin ¢ cos ¢

Setzen wir die Komponenten von W (I, z) in (1.39) ein, 1a8t sich die Kettenbruch-
entwicklung (1.40) durch folgende Rechnung bestimmen:

(1 — zlsin ¢ cos ¢)Q(z) + zl cos? ¢ — ot + Q(z) — cot ¢
—zlsin® ¢pQ(z) + 1 + 2l sin ¢ cos ¢ B —zlsin® $(Q(z) — cot @) + 1
N
Beispiele:
1) Sei H(z) = 31 fiir € [0, 00), dann ist

cos(%)  sin(
4

Wi(z,2) = (_smf%) Cosé;)'

Weiter erhalten wir fir Sz > 0

Tz T2\ _q

Q2) = Jim —cos(")(sin( %))t =

und mit der Stieltjes-Livshits’schen Inversionsformel folgt do = dA.

2) Ist H(z) = %I fir x > I, [ > 0 und vom Typ ¢ auf [0,1), so folgt nach

Lemma 15 fiir ¢ # 0 bzw. ¢ = 0:

1
Q(z) = cot(p) +
(2) (¢) _zlsin2(¢)+m
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bzw.
Q(z) =lz+1.

Wir erhalten dann fiir ¢ # 0 die Beziehung

1 1
lim SQ(x + 1y) = —
y\0 Q v) 71+ 2xlsin ¢ cos ¢ + 2212 sin® ¢

und damit
1 d\

71+ 2\ sin ¢ cos ¢ + A212sin? ¢’

bzw. fir ¢ = 0:
do = d\.

1.3.3 Die Fouriertransformation

Mit dem in Abschnitt.1.1 definierten Operator S ist folgende Fouriertransforma-

tion verbunden:(s.Th.3 von [dB3], [Ka]) Die Bedingungen a) und b) von Abschnitt

1.1 seien erfiillt. Fir eine rechts finite Funktion u € L% sei:

F(u,z) = /Ooo(wgl(t, 2)wao(t, z) ) H(t)u(t)dt. (1.42)

Dann definiert die Abbildung u +— F'(u, z) eine Isometrie von f)% in L2,

Nach ([Ka], Th.12.2) ist die zu (1.42) inverse Transformation, die L2 auf L2
abbildet, durch

+oo
F Y F )= /(wgl(:z:,A)wgg(a:,)\))TF()\)da, Fel? (1.43)

— 00

. . 2
im Sinne von L%, gegeben.

Im weiteren wollen wir die Fouriertransformation fiir spezielle Funktionen be-
trachten.

Der Punkt 2 > 0 sei dB-regulér. Fiir die Funktionen u;(t) := (x[o,2)(¢) 0)7 und
us(t) := (0 x[0,)(t))”, erhalten wir aus (1.42) unter Verwendung von (1.11) die fol-
genden Beziehungen: F(uy,2) = 27 (wee(x, 2) —1) und F(usg, 2) = —z~ twai (2, 2).

Unter Ausnutzung der Isometrie

o) —+ o0
/ui(t)TH(t)uj(t)dt = / F(ui, \)F(uj, \)do 4,5 =1,2
0 —00
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ergeben sich die Beziehungen:

T(W)zd" :/Om has(t)dt
70(%)2650 :/Om hai (t)dt (1.44)
+/Oow21(:c, S /0 " haalt)dt

Hat das Spektralma$l o im Nullpunkt eine positive Masse o ([0]) > 0, erhélt man
mit

(o)t fiir A=0
F(A)_{o fiir A #0

aus (1.43) die Beziehung u(z) = (0 1)T fiir alle z € [0, 00). Die Fouriertransfor-
mation (1.42) ergibt dann:

o(0]) " = / " haa(t)dt, (1.45)

womit wir eine direkte Beziehung zwischen Hamiltonian und Spektralmaf erhalten
haben.

1.4 Saiten und kanonische Systeme

Eine Saite S[l, M] ist durch eine positive Zahl [ (< co) und eine auf [0,1) oder [0, (]
gegebene nichtfallende Funktion M mit M (0) > 0 gegeben. Dabei wird [ die Lénge

der Saite und M ihre Massenverteilung genannt, d.h., M (x) ist die Gesamtmasse
von [0, z] (vgl.[KL]). Die Gleichung

dy'(x) + \y(z)dM (x) = 0 (1.46)

wird als Differentialgleichung der Saite bezeichnet. Im folgenden betrachten wir
eine Saite mit freiem linken Ende, d.h. in (1.46) gelte die Randbedingung

y' (0) = 0.

Die Saite S[l, M] wird singulér genannt, falls [ + M(l) = oo ist, anderenfalls
(I + M(l) < co) wird sie als regulér bezeichnet.

Die Funktionen ¢(z,A) und (x, A) seien L”osungen von (1.46) mit folgenden
Anfangsbedingungen:

#(0,\)=1 ¢ (0,N)=0 ¥(0,\)=0 " (0,\)=1. (1.47)
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Insbesondere erfiillt die Funktion ¢ die vorgegebenen Randbedingungen bei x = 0.
Die Funktionen ¢ und v geniigen den Integralgleichungen

d(x,\) =1+ /\/(az — 8)o(s, \)dM (s), (1.48)
0
vl ) =+ [ s)0s, VM (o)
0
Die Saite S[l, M] sei nun singulér mit M (x) > 0 fiir alle x > 0, dann gilt (vgl.[KL])

() 7617(#)
1 = 1.4
0
mit einem nichtnegativen Mafl 7, das die Bedingung
[ dr(w)
1.
/ T <o (1.50)
0

erfiillt.

Das Mafi 7 wird Hauptspektralmafl der singuldren Saite S[l, M] genannt. (Einer
reguléren Saite 1a8t sich auch ein Hauptspektralmaf zuordnen s.[KL].)

Zwischen einer Saite und einem kanonischen System mit einem Hamiltonian von
diagonaler Form gibt es enge Beziechungen (s.[KL]), die wir im weiteren angeben.
Dazu betrachten wir die Gleichung (1.11) mit einem diagonalen Hamiltonian

10 = ("7 gt

(Vs () (enn i) vl e} g,

way(@,2)  —wy (@, 2) wa1 (2, 2)h11(x)  waa(x, 2)ha2(x)

Aus dieser Gleichung lassen sich leicht die Beziehungen wii(x, z) = wii(z, —2),
wao(x,2) = wos(x, —2), wia(x,2) = —wia(x,—2z) und woy(x, 2) = —wao(z, —2)
ablesen. Daraus erhélt man Q(z) = —Q(—z) und mit der Stieltjes-Livshits’schen
Inversionsformel folgt, wenn sie auch auf der unteren Halbebene unter Beachtung

von Q(z) = Q(z), dh. JQ(z) = —YQ(Z) angewandt wird, dal das zugeh”orige
Spektralmafl o symmetrisch ist, dh. do = —do(—\).

Definieren wir

max{z;£(x)=£}
éle) = [huat M) = [ haa (1)t



und

P(€,2%) =win(z,2) 2(2°%) = wia(w, 2)

2P (€,2%) = war(x,2)  @(€, 22) = wia(x, 2) (1.52)

so 1iBt sich zeigen, daB fiir A = 2?2 die Funktionen ¢(&, \) und (&, \) L”osungen
von (1.48) sind. (vgl.[KL])

Aus (1.49) ergibt sich:

[e%e) 400
dr(p) 1 / do a([0]) /OO do
—— = — 2 —_ 1.
/u—zQ z A—2z 22 * 0+ A2 — 22 (1.53)
0 —o0

mit 7([0]) = o([0]) und dr(\?) = 2do.

Definieren wir umgekehrt fiir eine Saite S[l, M]:

_ a4
T d’

_dM

ri=&§+ M), p(r) q(z) == e

so gilt p(x) + ¢(z) = 1 f.i. und der S[l, M| entsprechende Hamiltonian ist

H@-):(Z’(Ox) 0 )

q()

Wiéhrend das Spektralma$l 7 in den Arbeiten von M.G. Krein [K2-3] zur Unter-
suchung von Saiten verwendet wird, benutzen H. Dym und H.P. McKean in [DM]
das symmetrische Spektralmaf o.

M.G. Krein hat in [K3] gezeigt, dafl zu jedem Mafl 7, das der Bedingung (1.50)
geniigt, genau eine (regulére oder singuldre) Saite S[l, M| mit M (z) > 0 fir alle
x > 0 existiert, deren Hauptspektralmafl 7 ist. (Ein Beweis dieser Aussage ist
auch in [DM] enthalten.)

Beginnt die Saite S|[l, M| mit einem massefreien Intervall der Lange b, so ist durch
die Beziehung

dr ()
w—z

Qs(z) =b+ /OOO (1.54)

der Weylsche Koeffizient Qg der Saite S[l, M| gegeben. Somit ist die Saite S[l, M]
durch ihren Weylschen Koeffizienten Qg eindeutig bestimmt.
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2. Inverse Probleme

2.1 Das inverse Spektralproblem

2.1.1 Die linearen Glieder des Weylschen Koeffizienten

Jedem durch einen Hamiltonian H bestimmten kanonischen System lassen sich
gemafl Abschnitt 1.3 in eindeutiger Weise ein Weylscher Koeffizient @ und ein
Spektralmafl o zuordnen. Damit entsteht die Frage, inwiefern der Hamiltonian
H durch den Weylschen Koeffizienten oder das Spektralmafl bestimmt ist. Dieses
Problem wird auch als inverses Spektralproblem bezeichnet. Wir werden in diesem
Abschnitt zeigen, dafl der Hamiltonian durch den Weylschen Koeffizienten ein-
deutig gegeben ist.

Da der Weylsche Koeffizient @ nach (1.33) durch das Spektralmafl o und die li-
nearen Glieder bz+a festgelegt wird, gibt es dann zu einem gegebenen Spektralmafl
o eine durch die Groflen b und a parametrisierte Familie von kanonischen Systemen.
Zunachst werden wir zeigen, welche Bedeutung das Glied bz fiir die Gestalt des
Hamiltonians H hat.

Lemma 2.1:  Der Weylsche Koeffizient Q(z) eines kanonischen Systems mit dem
Hamiltonian H hat in der Darstellung (1.33) genau dann ein lineares Glied bz mit
b> 0, wenn (0,b) ein maximales H-unteilbares Intervall vom Typ ¢ = 0 ist.

Beweis:  Zu néchst nehmen wir an, dafl der Hamiltonian H die Bedingung a)
aus Abschnitt 1.1 erfiillt. Wegen b = lim,_,o ¥y 'SQ(iy) folgt dann aus (1.35)
und (1.36) die Beziehung

+oo d
. o
b= e T

Andererseits folgt aus b = 0, daf die Bedingung a) erfiillt ist. Ansonsten gébe es

ein z > 0 mit [ hoo(t)dt = 0, folglich wére (0, ) ein H-unteilbares Intervall vom
0

Typ ¢ = 0 und nach Lemma (1.16) wére b > 0.

Ist nun (0,b) ein maximales H-unteilbares Intervall vom Typ ¢ = 0, so folgt
nach Lemma (1.16) die Beziehung Q(z) = bz + Q(z), dabei gehort Q(z) zu einem
Hamiltonian, der die Bedingung a) erfiillt, folglich hat (z) kein in z lineares Glied
der obigen Form und bz tritt in der Darstellung (1.33) auf.

Existiert in (1.33) ein Glied bz mit b > 0, so ist nach Lemma (1.16) das Intervall
(0,b) vom Typ ¢ = 0 und auch maximal, denn sonst hétte Q(z) ein Glied bz mit

b > 0, was ausgeschlossen ist.
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Der folgende Satz von de Branges besagt, dafl die Hilbertrdume K(E(a,-)) bei
gegebenem Spektralmafl o eindeutig bestimmt sind. (Theorem 7 aus [dB4])

Theorem 2.2: Gegeben sei ein kanonisches System mit einem Hamiltonian H,
der die Bedingung a) aus Abschnitt 1.1 erfillt. Das zugehdrige Spektralmafl sei
o und K(E(a,-)) die Familie isometrisch in L? eingebetteter Hilbertriume ganzer
Funktionen. Weiter sei Ey eine de Branges-Funktion der Cartwright-Klasse ohne
reelle Nullstellen und K(E1) liege isometrisch in L2.

Dann gibt es einen dB-requldren Punkt a > 0, so daf§ K(E7) isometrisch gleich
K(E(a,-)) ist.

Zu einem Spektralmafl o gibt es also genau eine Familie beziiglich der Inklu-

sion vollstindig geordneter, in L2 eingebetteter Hilbertriume ganzer Funktionen
K(E(a7 ) ) :

Ein weiteres interessantes Ergebnis, dafl sich unter Ausnutzung von Resultaten
aus [dB1-2] beweisen 1&8t, ist Theorem 3.1 von [KL]:

Theorem 2.3:  FEine Matrizfunktion W (z) # I ist genau dann eine normierte
p-Matriz, wenn sie fir ein L > 0 und einen auf [0, L] gegebenen Hamiltonian H

der Matrizant an der Stelle L ist, dh. W (z) = W (L, z).
Dabei sind L und der Hamiltonian H auf [0, L] eindeutig bestimmdt.

Nach diesem Theorem kann man folglich eine beliebige normierte p-Matrix W (z)
als Matrizant W (L, z) eines kanonischen Systems auffassen.

Als néchstes wollen wir zeigen, welche Bedeutung die Konstante a in der Darstel-
lung (1.33) des Weylschen Koeffizienten @ fiir die Gestalt des Hamiltonians H
hat.

Lemma 2.4: Gegeben sei ein kanonisches System mit einem Hamiltonian H(x),
dem zugehdrigen Matrizanten W (z, z) sowie dem Weylschen Koeffizienten Q(z).

Firse R und S = <(1) i) wird durch
H*(2*)dz® := SH(z)STdx (2.1)
ein kanonisches System mit dem Matrizanten
W*(z*, 2) = SW(z,2)S™! (2.2)
und dem Weylschen Koeffizienten
Q*(2) =Q(2) + s (2.3)
definiert.

(Die Groflen des neuen Systems werden wie in [DM] mit e markiert.)
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Beweis: Da H® spurnormiert sein soll, sei
x
z®* =tr | S / H(t)dtST
0

Eine elementare Rechnung zeigt, daf§ x® > pz mit
0<p:= Orgigl{szt —2|s[y/t(1 —t)+ 1}

gilt. Somit ist H® auf [0, co) definiert.

Daf} die durch (2.2) gegebene Matrixfunktion W*(z*, z) der Matrizant von H® ist,
ergibt sich aus der Gleichung (1.11), denn es gilt

dW*(z*,2)J = SAW (z, 2)S™'J = 2SW (z, 2)H(2)J TS~ Jdx
und mit ST = JTS~1J folgt
dW*(2°,2)J = 2SW (z, 2)STISH (2)STdx = 2W*(2°, 2)H*(2°*)dz"*.
Die Beziehung (2.3) erhélt man aus den Gleichungen
wiy (2%, 2) = win(z, 2) + swa1(w,2), w3 (2°,2) = wa(, 2)

und

Bemerkung: Aus der Beziehung (2.1) ergibt sich

° xT

/Ox S5o(t)dt = /hgg(t)dt,

0

so daf} in iibereinstimmung mit (1.43)

(o @]

| st = [ hastoyi (2.4)

0

folgt, da eine anderung der Konstanten a das Spektralmafl o nicht beeinfluf3t.

Wir moéchten nun zeigen, dafl zu jeder Nevanlinnafunktion () genau ein Hamilto-
nian existiert, so dafl @) der zugehorige Weylsche Koeffizient ist. Das Theorem
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12 von [dB2] besagt dafl es zu jedem nichtnegativen Borelmafl o auf R mit der

Eigenschaft f T + T3z < oo ein kanonisches System gibt, dessen Spektralmaf o ist.

Da eine Nevanlinnafunktion ) durch ihr Spektralmafl und die linearen Glieder
bz und a eindeutig bestimmt ist, haben wir mit Lemma (2.1) und Lemma (2.4)
bereits gezeigt, dal zu jeder Nevanlinnafunktion () ein kanonisches System mit
als Weylschem Koeffizienten existiert. Um die Eindeutigkeit zu zeigen, benotigen
wir noch einen Hilfssatz.

2.1.2 Eine Beziehung fiir p-Matrizen

Lemma 2.5: Gegeben sei eine normierte p-Matriz W (z).
Fiir beliebiges o € [0, ) ist jede der Funktionen

?1.0(2) = wi1(2) cos a + wi2(2) sin

und
$2.0(2) = wa1(z) cos o + waz(2) sin « (2.5)

entweder konstant (mdéglicherweise Null) oder hat mindestens eine Nullstelle. Alle
Nullstellen dieser Funktionen sind reell und einfach. Fir festes a liegt zwischen
zwei benachbarten Nullstellen der einen Funktion genau eine Nullstelle der an-
deren.

Gilt ¢2.o(2) = const. = sina (bzw. ¢1,4(2) = const. = cosa), so gibt es ein
L >0 und ein |l € [0,L], so daff W(z) gleich dem Matrizanten W (L, z) eines
kanonischen Systems mit dem Hamiltonian

(1 0) fur 0 <z <l,
H(z) = .
( cos? o smq;:osa) firl <z <L,
sin a cos « sin” «
bzw.
( ) fur 0 <ax <l,
H(z) = .
sin“ «v sin oz cos a .
<
(smacosa cos? a ) firl <z <L
18t.
Beweis: a Zl’agzi eine Nevanlinnafunktion ist, miissen die Nullstellen von
2,alZ

®1,0(2) und ¢2 (z) bekanntlich einfach und reell sein, und zwischen zwei benach-
barten Nullstellen der einen Funktion muf3 eine Nullstelle der anderen liegen.

Wir nehmen an, dafl ¢2 o(2) = wa1(2) cos a + waa(2) sin a keine Nullstelle hat.
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w32 (2) # — cot o, und da w32 (2)
wo1( 2 wgl(z)

Nevanlinnafunktion ist, gibt es folgende Moglichkeiten:

Zunéchst sei a # 0: Dann gilt eine meromorphe

w2 (2) — —cota— < mita>0
wa1(2) z

oder

b) w2 (?) = const. = oo wegen W(0) = 1.
U)Ql(Z)

Im Fall a) erhalten wir

woa(2) =(za~ ! cot a4+ 1) f(2)
wo1(2) = — za™ ' f(2) (2.6)
$2.0(2) =sinaf(z)

mit einer nullstellenfreien reellen ganzen Funktion f(z), die der Bedingung

f(0) = 1 geniigt. Da ZLO‘EZ; eine polstellenfreie meromorphe Nevanlinnafunk-
2,al\Z
tion ist, mufl ?QZ; = bz 4+ c mit b > 0 gelten. Aus ¢y o(z) = sinaf(z)(bz + ¢)
2,

folgt ¢ = cot a.
Mit det W(z) = 1 erhalten wir folgendes Gleichungssystem:

wy1(2)(za"  cot o+ 1) f(2) + wia(2)za L f(2) =1

w11 (2) cos a + wia(2) sinw =(bz + cot ) f(z) sin a.
Daraus folgt:

wi1(2) =f(2)7 = za7 f(2)(bz + cot a)
wya(2) = — cotaf(2)"t + (za” P cot a + 1) f(2)(bz + cot ).

Wir erhalten

wll(Z) 1 .
=b ta+————€N.D Folge (2,). |2 ;
wa1 (2) Fhcotadt —za~1f(2)2 a eine Folge (z,,), |2n| — oo flir n — oo

existiert mit lim —————- =0, ist za~" f(2)? eine Nevanlinnafunktion, folg-
n—o0 [zna~ f(2n)?|

lich gilt f(z) = const. = 1.

Damit erhalten wir die Darstellungen:

wi1(2) =1 —za"H(bz + cot a) wi2(z) = za~* cot a(bz + cot ) + bz

—1

wo1(2) = —za waa(z) =1+ za~ ! cot
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Es ist leicht zu sehen, dafl W(z) der Matrizant W (z, z) des kanonischen Systems
an der Stelle 2 = b+ a—1sin~? a mit dem Hamiltonian

((1) 8) firo<t<bd
H(t) - cos? a sin o cos o
( . . 9 ) firb<t<b+a—1sin?a
sin o cos av sin” «

ist. Im Fall b) gilt ws(2) = 0.
Fiir sina = 0 erhalten wir wegen ¢ ¢(0) = 0 ebenfalls wq;(z) = 0.

Aus det W(z) =1 folgt, daBl wy1(z) und was(z) keine Nullstellen haben, somit hat

die Nevanlinnafunktion wlzg'z; keine Polstellen, deshalb gilt wia(z) = bzwaa(2)
Wwo2( 2
mit b > 0.
U)12<Z)

Sei b > 0: Wegen ( = bzwsyy(2)? erhalten wir wyq(2) = 1, waz(2) = 1 und
w112

wi2(z) = bz, folglich ist (0,!) H-unteilbar vom Typ 0. Fiir b = 0 folgt W(z) = L.

Fiir ¢1 o lassen sich alle Betrachtungen analog durchfiihren.

N
¢1,a(z)

2,a(2)
die Kettenbruchentwicklung (s.[Pe])

Folgerung : Die Funktion sei rational und habe fir a # 0 bzw. o =0

¢17a(2’> =lpz+ a1 + ! 1
¢27a(2’> —m1z + 1
liz 4+ az + 1
—MoZ + -+ 1
—Mpz + ———
an + An+1
bzw.
¢1’O(Z) =lpz+a1 + L 1
$2,0(2) S .
liz+as + i
—MoZ + -+
—Mp 2

lo>0, mp>0, x>0, lkz+ar1Z0 k=1,...,n

Es ses

k k
Cotgbk:Zai, xo =0, xk:Zli_l-i-misin_qui E=1,---,n
i=1

=1
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und L = x,, +1,,.

Dann gehiren ¢1.4(2) und ¢2.q(z) 2zu einem Matrizanten W (x, z) mit x > L,
dessen zugehoriger Hamiltonian folgende Gestalt hat:

Furl <k <n sei

1 0 .
(0 0) fir xp—1 <o < xp—1 + lk—1,
H(z) = cos? ¢y, sin ¢y, cos @y,
. <
(Sin Qf. COS @ sin? Ok ) Jiir w1 + -1 < @ < g,
und
((1) 8) furz, <x <L,
H(z) = cos® a sin avcos «
( . . 9 ) fur L < x,
sin v cos « sin” «v
bzw.
1 0 .
— <z
H(z) (0 0) fir x, <z
Beweis: Ist die Funktion %EZ; linear, so folgt die Aussage aus Lemma 2.5.
2,a\%
Ist ZLO‘EZ; bereits ein Matrizant W (z, z) mit einem Hamiltonian H(x) zugeordnet,
2,a\%

so folgt wie im Beweis von Lemma 1.16, dafli dem Hamiltonian

cos ¢ [cos ¢ r
H(z) = (sin ¢) (sin ¢) fir 0 <z <l

H(z —1) firl <z
die Funktion
7?1’0‘('2) = cot ¢ + 1 i
$2,0(2) —sin? ¢lz +
P1.0(2) —cot ¢
(;52’&(2)
fiir ¢ # 0 und 3
$1,0(2) ?1,0(2)
. = ’
(ZSQ’Q(Z) T ¢2,o¢(z>
fiir ¢ = 0 entspricht.
¢1,a(z)

Durch die Betrachtung der Kettenbruchentwicklung von folgt dann die

$2,0(2)
Behauptung.
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Wir kommen nun zum wesentlichen Ergebnis dieses Abschnittes:
2.1.3 Das Hauptergebnis

Theorem 2.6: Zu jeder Funktion Q € N gibt es genau einen auf [0, 00) definier-
ten Hamiltonian H, so daf$ QQ der Weylsche Koeffizient des zu H gehorenden kano-
nischen Systems ist.

Zum Beweis von Theorem 2.6 bendtigen wir Theorem 6 von [dB4]:

Theorem 2.7: FEs sei W(x,z) der Matrizant eines kanonischen Systems, und
W (z) sei eine normierte p-Matriz mit der Eigenschaft, dafs W (z)"*W (b, z) fiir
ein b > 0 ebenfalls eine p-Matriz ist.

Dann gilt W (z) = W (a, z) fir ein a mit 0 < a <b.

Beweis von Theorem 2.6: Zu zeigen ist die Eindeutigkeit von H bei gegeben-
em Weylschen Koeffizienten ). Wegen Lemma 2.1 kénnen wir voraussetzen, daf3
die Bedingung a) erfiillt ist. Damit kénnen wir Theorem 2.2 anwenden.

Angenommen, es existieren zwei kanonische Syteme mit den Hamiltonianen H und
H und dem gleichen Weylschen Koeffizienten Q. B

Sei L < oo ein dB-regularer Punkt von H. Da H und H das gleiche Spektralmafl
do entspricht, gibt es nach Theorem 2.2 einen dB-regulidren Punkt L von H,
so daB die de Branges-Funktionen E(z) = waa(L,2) + iwy (L, 2) und E(z) =
oo (L, 2) +itho1 (L, 2) isometrisch gleiche Hilbertraume K (E) und K (E) erzeugen.

Aufgrund von Theorem 1.12 und W (L, 0) = W(L, 0) = I folgt

(w21(L7Z) w22(L7 Z)) = (UN)Ql(iv Z) u~}22(£’ Z>)S mit S = <é 810)

Wir betrachten nun das nach Lemma 2.4 transformierte System mit

A ~

W(z,z2) := SW(&,2)S™ 1, (2.7)

dann gilt W(L, z) = W(L, z) und durch Anwendung des Funktionals s(W) aus
Abschnitt 1.2 folgt

A A

L=s(W(L,z))=s(W(L,z2)) = L.
Es sei 0 < [ < L. Dann ist W(I, 2)"*W(L, z) eine p-Matrix, da es der Matrizant
des kanonischen Systems mit auf [I, L] eingeschrénktem H an der Stelle L ist.
Unter Anwendung von Theorem 2.7 folgt W (I, 2)=W (1, z) fiir ein [ mit 0 <[ < L
und wie oben folgt [ = [.

Damit gilt W (z, z) = W (z, 2) fiir alle z € [0, L], und es folgt sy = const. fiir alle
Intervalle [0, L] mit dB-reguldrem L.

Im weiteren unterscheiden wir zwei Falle.
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1) Es existiert eine Folge dB-regulérer Punkte L, mit L, — oo.

Dann gilt Q(z) = Q(z) und aufgrund der Transformation (2.7) auch Q(z) =

Q(2) + so, somit gilt sp =0, W(z,2) = W(z, z) und damit H = H.

2) Es existiert ein dB-reguléres b > 0, so daf} (b, 00) ein H-unteilbares Intervall
ist.

Dann gilt W (b, z) = W (b, z), und nach Theorem 2.2 muB (b, c0) auch beziiglich
H unteilbar sein. Wir nehmen an, dafl H auf (b, c0) vom Typ ¢ und H vom Typ

(& ist. Mit t = cot ¢ und t = coté erhalten wir dann:

w11<b, Z)t =+ wlg(b, Z) A U)ll(b, Z)f + U)12<b, Z)
= Q(Z) + Sg = =
wa1 (b, 2)t + waz (b, 2) w21(b, 2)t + w22 (b, 2)

Qz) = +2 (28)

Fiir z = 0 folgt ¢ = £ + so. Fiir t = ¢ erhalten wir sy = 0 und es folgt H = H. Fiir
t # t folgt aus (2.8) wegen det W(b, z) = 1 die Beziehung

1= (wgl(b, Z)t + wzz(b, Z))(wgl(b, Z)f + wgg(b, Z))

Somit hat w1 (b, 2)t + was (b, z) keine Nullstelle und aus Lemma 2.5 folgt die Glei-
chung way (b, 2)t + waa(b, 2) = const. = 1

Demnach ist W (b, z) der Matrizant eines kanonischen Systems mit

10 fir 0 < x < by,
Haz)={ 5"
- cos? ¢ singcos@ \ .
<
(singbcosgb sin? [0} fiir by < <b

was ausgeschlossen ist.

Damit haben wir auch im Fall 2) die Beziehung H = H gezeigt.
N

Die Zuordnung der Hamiltoniane zu einem gegebenem Spektralmafl wird durch
die Lemmata 2.1 und 2.4 bestimmt.
2.1.4 Endliche Spektralmaf} e
+00
Hat das Spektralmaf} o ein endliches Gesamtmaf sq, sg := / do < 00, so kann der

— 00

+o0 +oo
Weylsche Koeffizient Q wegen [ % < oo in der Form Q(z) =bz+a+ [ ,\dfz

dargestellt werden.
Lemma 2.8: Der Weylsche Koeffizient QQ eines kanonischen Systems, dessen
Spektralmafl o ein positives endliches Gesamtmaf$ sq habe, sei in der Form

—+ o0
Q(z):a-i-/)\d_az a€R

— 0
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gegeben. Mit den durch cot ¢ := a und 1 := (sosin® )~ gegebenen Grifien ¢ und
I gilt fir den Hamiltonian H des kanonischen Systems:

Das Intervall (0,1) ist H-unteilbar und maximal vom Typ ¢.

Beweis: Zunachst zeigen wir, dafl die durch

Qu(2) 1= S (2.9)

40

— / do
A—2z

— OO

bestimmte Funktion Q,, genau dann zu N gehort, wenn m < Sy L gilt. Aus (2.9)
ergibt sich die Beziehung (fiir 3z > 0):

+o0 —2 +o0 +o00 2
SQm(z) 2 / do / do o / do
SV A—z A — z|? A—z
Aus der Cauchyschen Ungleichung
o0 2 o0 +oo
/ do < / do / o
A—z| — A — 2|2

folgt fiir m < sal die Beziehung SQ,,(z) > 0 fiir Sz > 0. Aus Q,, € N folgt

+o00 ~+o00 -2
< / do / do
- A — 2|2 A— 2z

Mit z = iy erhalten wir fiir y — oo die Beziehung

400

/ y?do
)\2 + y2 .
S 2 +o0 27 Fo
yAdo y2\do [ do
+ —o
/\2 + y2 )\2 + y2

und damit m < 351.
Aus (2.9) ergibt sich fiir den Weylschen Koeffizienten Q:

1 ~
Q(z) =a+ T QmeN fir m<sg.

—mz + Qm(Z)

Daraus folgt mit Lemma 1.16 und dem Eindeutigkeitstheorem 2.6, da8 (0,[) ein
maximales H-unteilbares Intervall vom Typ ¢ ist.
|
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2.2 Die Verallgemeinerung eines Ergebnisses von M.G. Krein

In [K3] hat M.G. Krein gezeigt, wie man fiir Saiten mit einem gegebenen speziellen
Spektralmafl d7(\) = p(\)~1d)\, wobei p ein positives Polynom ist, die zugeh” orige
Massenfunktion bestimmen kann. In diesem Abschnitt wollen wir dieses Verfahren
fiir kanonische Systeme verallgemeinern.

Dazu ben”otigen wir folgendes Lemma:

Lemma 2.9:  Gegeben sei ein kanonisches System mit einem Hamiltonian H(z)
und dem zugeh”origen Matrizanten W (x, z). Firl > 0 sei

. H(l—2z) fir0o<z<lI
H'(z) := ((1) 8) firl <z

Dann ist H(x) der Hamiltonian eines kanonischen Systems mit dem Weylschen

) [, —
Koeffizienten Q'(z) = —%.
waill, —

Beweis: Wir zeigen, dafl

W(l,—2)"*W(l —x,—2) fir 0 <z <l

Wi(z,2) = W(l,—z)_1<(1) (a:—ll)z) Fir | < 1 (2.10)

der Matrizant des kanonischen Sytems mit dem Hamiltonian H ist. Fiir 0 < ¢ <[
erhalten wir aus

W(t,—
AW =2) 5 _ _ owie —2H()
dt
mit ¢ = [ — x die Beziehung
dW(l —z, —
Uk Z)J =zW(l —z,—2)H(l — x)
dx
und damit ,
dW'(x, z)

I J = 2Wi(z, 2)H (z) W0,2) =L

Fiir > [ ist (2.10) offensichtlich. Aus W¥(l,2) = W(Il,—2)~! und
; l,—z) —wia(l,—2)
W?, l — w22(7 12\ )
( ’ Z> (—wgl(l, —Z) wll(l, —Z)

ergibt sich
w22(l, —Z)
w21<l, —Z) '

Q) = -
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Der Hamiltonian H eines gegebenen kanonischen Systems gentige fiir [ > 0 der
Beziehung H(z) = i1 fiir z > [.
Dann gilt fiir den Matrizanten W (z, z):

cos(zz(z —1)) sin(5z(z —1))
W (z,z) = W(,2) fir alle = > 1.
—sin(3z(z — 1)) cos(3z(z —1))

N[

Fiir den Weylschen Koeffizienten () erhalten wir

_U)11<l, Z)Z + U)12<l, Z)
_w21<l, Z)Z + w22(l, Z)
_i(win(l, R)waa(l, 2) — wia(l, 2)wai (I, 2))
Q) = war (1, 2)i + waa(l, 2) 2
wi1 (1, 2)w21(l, 2) + wia(l, 2)waa(l, 2)
‘w21<l, Z)Z + w22(l, Z)‘Q

Q(z)

Y

und damit fir Sz > 0:

1
lim SO(z) =
05 SQ(2) war (1, N)i + waz (1, V)2

Aus der Stieltjes—Livshits’schen Inversionsformel folgt:

d\

do = )
7 wa1 (I, A)? + waa (I, N)?

Ist [0,1] die abgeschlossene Vereinigung endlich vieler maximaler H-unteilbarer
Intervalle, dann sind ws1 (I, A) und waa (I, A) Polynome in A, und es ergibt sich

do = p(\)"td),

wobei p ein Polynom mit den Eigenschaften p(A) > 0 und p(0) = 1 ist.

Ein derartiges Polynom p lifit sich in der Form p()\) = |g(\)|? mit einem Polynom

q darstellen, dessen sdmtliche Nullstellen einen negativen Imaginarteil haben. Es

Sel no -
q(A>:<1—i) -.-(1—1) ,
20 2k

wobei {z; | i =0,...,k} die Menge der Nullstellen von p(\) mit negativem Ima-
ginarteil ist.

Aus |z — z;| > |z — 2| fir Sz > 0 folgt fiir ¢ die Beziehung

lg(z)| > |q(2)| fur Sz > 0.
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Damit ist g eine de Branges-Funktion.

Weiter definieren wir:

_ 1 _

o) 1= 3(a() + a0 h(=) = o (a(=) — a0B))

woraus g(z) = g(z) und h(z) = h(z) folgt.

Somit sind g und h reelle Polynome mit den Eigenschaften
q(z) = g(2) +ih(2), ¢(0) =1, h(0) =0.

Weiter folgt

womit wir die Beziehung & (— zE_Z; >0 fir Sz > 0 erhalten. Damit ist
—z

gezeigt, dafl — zg_z; eine Nevanlinnafunktion ist.

—z
Die Funktion —zg_z; hat eine Kettenbruchentwicklung der Gestalt

—z

— 1

‘;’;E_z; =lhz+a + i

loz4+as+ -+

—MmMrz
mit m; >0, [ >0 fir ¢=1,....k lLiz+a; Z0 fir i=2,...,k,
denn hétte das letzte Glied des Kettenbruches die Gestalt [z 4+ ap, so ware

k
zE:z; = Z a;, was wegen ¢g(0) = 1 und h(0) = 0 ausgeschlossen ist.
i=1

limz—>0 -

Hier ist n = k + Zle sgn(l;) mit sgn(l;) = 0 fiir ; = 0 und sgn(l;) = 1
fir [; > 0. Der zu dem kanonischen System mit dem Weylschen Koeffizienten
9(=2)
h(=2)

Mit cot qf)z = Zé‘:l Qj, Ty = 0, T, = ll +m; Sin_2 ¢1 + X1 gﬂt flir 1 = 1, ey k:

geh”orige Hamiltonian H 148t sich folgendermafen konstruieren:

((1) 8) fir « € [zi—1,2i—1 + 1;), 2 € [2K, 0)
H(z) = )
cos” ¢; sin ¢; cos ¢; . . o
<sin ¢; cOs ¢; sin? ¢; ) fir x € (21 +1;, 2;)
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Nach Lemma (2.9) sind g(z) = waa(x, 2) und h(z) = wa (zk, z) die Elemente des
zu dem “umgekehrten” Hamiltonian H(z) = H(z, —z), z € [0, %] geh”orenden
Matrizanten W (zy, z). Wird H(z) = 11 fiir # > x, gesetzt, ergibt sich als Spek-
tralmaf} folglich do = p(\)~td\.

Damit wurde folgendes gezeigt:
Theorem 2.10: Zu einem Spektralmaf$ der Gestalt
do = p(\)"td),
wobei p ein Polynom mit p(A) > 0, p(0) = 1 und degp = 2n ist, gibt es einen

Hamiltonian der folgenden Gestalt:

Es gibt ein I > 0 mit H(z) = 11 fir x > | und [0,1] ist die (abgeschlossene)
Vereinigung von n mazximalen H-unteilbaren Intervallen, wobei fiir den Typ ¢ des
ersten Intervalls ¢ # 0 gilt.

Umgekehrt geh”ort zu jedem derartigen Hamiltonian ein Spektralmaf der obigen
Gestalt.

Gleichzeitig k”onnen wir mit Hilfe der Nullstellen von p(A) den zugeh”origen
Hamiltonian explizit konstruieren.

Beispiel: Wir betrachten das Spektralmafl o mit
do =\ =22 + 20 + 1) an.

Die Nullstellen von A* — 2\3 4 2\ 4 1 mit negativem Imaginirteil sind

1 1, T L.
— 4 2 ¥(cos(D) — isin( T
21,2 5 2\/7(COS(8> 28111(8)),

und wir erhalten

(1—2) (1—2) =2 (1-i)z 1
g(z) = =22+ 2+1 h(z) =z —zE:z; — 21—

(1 1) fir x € [0,2)
1
0

) fiir z € [2,3)

o O

(1
2
H(z) = (
11 fir x € [3,00)

\

ein zu dem Spektralmafl o geh”orender Hamiltonian ist.
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3. Transformationen kanonischer Systeme
3.1 Erste Transformationsformeln

Zur expliziten Bestimmung von Saiten, die bei der Extrapolationstheorie sta-
tiondrer Prozesse ben”otigt werden, hat M.G. Krein in [K3| (siehe auch [DM])
eine Reihe von Transformationsformeln fiir Saiten angegeben. Das Anliegen dieser
Formeln besteht darin, aus “einfachen” Spektralmaflen mit bekannten zugeh” origen
Saiten durch einander entsprechende Transformationen des Spektralmafles und
der Massen- und Langenfunktion der Saite die zum transformierten Spektralmaf
geh”orende Saite explizit zu berechnen. Aufgrund der dquivalenz von Saiten und
kanonischen Systemen mit einem Hamiltonian von diagonaler Form gelten die
Transformationsregeln auch fiir diese speziellen kanonischen Systeme. In diesem
Kapitel verallgemeinern wir einige dieser Transformationsregeln fiir beliebige kano-
nische Systeme. Zunachst geben wir einige einfache Regeln an.

Regel 1: Gegeben sei ein kanonisches System mit einem Hamiltonian H, dem
Matrizanten W, dem Weylschen Koeffizienten () und dem Spektralmafl o. Weiter
sei K eine positive Konstante.
Fiir das durch

H*(z*) =H(z) und z*=Kuz (3.1)

bestimmte kanonische System gilt:
W*(z* z) =W(x, Kz)
Q*(2) =Q(Kz) (3.2)
do®(\) =do(KN).
Beweis: Das transformierte System mufl der Gleichung (1.11) geniigen:
dW* (2%, 2)J =dW (z, K2)J = zKW (z, Kz)H(z)dx
=2W?*(z*, 2)H®(2*)dz"®.

Die restlichen Beziehungen sind leicht ersichtlich.

Regel 2: Gegeben sei ein kanonisches System mit einem Hamiltonian H, dem
Matrizanten W, dem Weylschen Koeffizienten ) und dem Spektralmafl o.
Fiir das durch

H®(2%)dz® = PH(z)PTdz, P = (IO( Ko_l) , K>0 (3.3)

bestimmte kanonische System gilt:
W*(2°,2) =PW(z,2)P!

Q*(2) =K*Q(2) (3.4)
do®*(\) =K?do.
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Beweis:

dW?*(z*,2)J = — PdW (z, 2)JIP~1J
= — 2PW(z, 2)H(2)JP ' Jdx
=2PW(z, )P 'PH(z)Pdz
=2W*(z2*, 2)H®(2*)dz"*

Aus wl (2%, 2) = wii(z, 2) und ws; (z°, 2) = K 2wy (x,2) folgt die Formel fiir

Q*(2).
|

Fiir die “Verschiebung” des Spektralmafles o gilt folgende Regel:

Regel 3: Gegeben sei ein kanonisches System mit einem Hamiltonian H, dem
Matrizanten W, dem Weylschen Koeffizienten ) und dem Spektralmafl o.
Fir a € R ist durch

H® (2*)dz®* =W (2, —a)H(2)W (z, —a)Tdz

x®(z) =tr /W(t, —a)H(t)W(t, a)Tdt) (3.5)

ein kanonisches System mit
W*(z*,2) =W(z, 2z — a)W(z, —a)™*
Q*(2) =Q(z — a) (3.6)
do®(\) =do (A — a)
bestimmt.

Beweis: Zunéchst zeigen wir, dafl das transformierte System der Gleichung
(1.11) geniigt.

Mit W (z, 2)T = ~IW (z, 2)"1J und d(JW (z, 2)T) = —2H(2)W (x, 2)T dz folgt:
dW*(2*,2)J =d(W (z, 2z — )W (x, —a) ' J)
=d(W(z,z — a) )W (z, —a)T + W(z, 2z — a)d(JW (z, —a)T)
=(z — a)W(z, 2z — a)H(z)W (2, —a)Tdz
+aW (z, 2z — a)H(z)W (z, —a)Tdx
=W (2,2 — a)H(2)W (z, —a)Tdz
=W (z, 2z — a)W(z, —a) *W(z, —a)H(z)W(z, —a) T dz
=2W?*(x°*, 2)H®(2*)dz"®.
Fiir t € R gilt
wiy (x°, 2)t + wiy (2, 2) =w11(x, 2 — a)(wee(x, —a)t — wia(z, —a))
+ wi2(x, 2z — a)(—wa1 (z, —a)t + w11 (x, —a))
way (2%, 2)t + w3y (2%, 2) =wei(x, 2 — a)(wee(x, —a)t — wiz(z, —a))

+ wos(x, z — a)(—way (x, —a)t + w1 (z, —a)).
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Mit der Beziehung

was(x, —a)t — wiz(x, —a)

t) =
R, t) = = o =)t + wn (@, —a)

folgt
wiy (2®, 2)t +wiy(2®,2)  wn(zr,z—a)R(x,t) +wia(r, 2z —a)
w (x®, 2)t + w3y (2%, 2)  war(x,z —a)R(x,t) + wea(z, 2 — a)

Fiir x — oo ergibt die rechte Seite wegen R(z,t) € R U {oco} fiir alle ¢ € R den
Grenzwert Q(z — a).
Aus lim,_,~ 2°(x) < co wiirde folgen, dafl das mit einem H-unteilbaren Intervall
vom Typ ¢ mit cot ¢ = t fortgesetzte transformierte System den Weylschen Koef-
fizienten Q(z — a) hat. Weil ¢ beliebig sein kann, ergibt sich ein Widerspruch zu
dem Eindeutigkeitssatz (2.6).
Demnach ist das transformierte System auf [0, 00) definiert und es gilt
Q°(2) = Q(z —a).

|

Nun wollen wir zeigen, wie sich das kanonische System &andert, wenn dem Spek-
tralmafl o eine (positive oder negative) Punktmasse im Nullpunkt hinzugefiigt
wird. Im weiteren bezeichne §, das Einheitsmafl im Punkt x.

Regel 4: Gegeben sei ein kanonisches System mit einem Hamiltonian H, dem
Matrizanten W, dem Weylschen Koeffizienten ) und dem Spektralmafl o.
Fiir m € R mit m 4 o([0]) > 0 definieren wir:

S(«f) =1 +m/h22(t>dt
0

Az) =2 0/ S()ha(1)dt (3.7)
Py (51 St
Welter sl H*(2*)dz® =P(2)H(z)P(z)  dz
z®(x) =tr /w P(t)Ht)P(t)Tdt (3.8)
* :mlin;j z* ()
s (4 Y (77T
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und
Q*(2) =Q(z) —mz""

. (3.10)
o® =0 + mdg.

Durch (3.8) und (3.9) ist ein kanonisches System auf [0, [®] gegeben. Falls I* < oo
ist, sei ([*, 00) ein H*-unteilbares Intervall vom Typ ¢ = 0. Dann ist H®* der Hamil-
tonian eines kanonischen Systems mit dem durch (3.10) gegebenen Weylschen Ko-
effizienten Q*(z) und dem Spektralmafl o°.

Beweis: Zunéchst zeigen wir, dal durch (3.8) und (3.9) ein kanonisches System
auf [0,1°) gegeben ist. Wegen W*(0, z) =TI und H® > 0 bleibt die Bezichung

dW?*(z*, 2) = —2W*(2*, 2)H® (2°*)Jdz*

zu zeigen. Es gilt

a1
dW'(az',z)z(é mlz )d

S(z)~t mS(z)tA(x) + mz~!
W (z, 2)
0 S(x)

1 —ma! S(z)"t mS(z)tA(x) + mz~!
=- <O ) W (z,2)zH(x)J de

Mit der Beziehung
S(x)™t mS(x)"tA(x) + mz~?
d
0 S(x)

—S(2) 2hga(x)  2hia(x) — mS(x) 2 A(2)hoo(x)
=m dzx
0 h22 (.’13)

erhalten wir:

a1
dW*(z*%,2) = — (é 17712 ) W (z, z)dxx

(Zslhlz + m5_2h22 —2zShi1 + (zmS_lA — m)hlz + mQSQAhQQ)
X

ZS_thQ —ZSh12 + sz‘lAhgg
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Aus
—z2W?*(z*, 2)H®*(2*)Jdz*

S(z) —mS(z)A(z) S(z) —mS(x)Ax)\ "
X H(z) dz
0 S(x)~1

erhalten wir ebenfalls:

—2W*(z*, 2)H®(2*)Jdz® = — (1 e

~1
0 1 ) W (z, z)dz X

<251h12 + mS_2h22 —ZShll + (zmS‘lA — m)h12 + m252Ah22)
X

ZS_thQ —2zShio + mZS_lAhQQ

Setzen wir zunéchst o ([0]) +m > 0 voraus, gilt S(x) > 0 fur alle x > 0. Aus (3.9)
folgt

wy (2°, 2) _ w11 (T, 2) — sl

wd(z*,2) wia(z, 2) ’
und wir bekommen: ..

lim wh (2% 2) =Q(z) —mz L.

T—oo w51 ($.7 Z)
Daraus ist ersichtlich, daf fiir [* < oo der Hamiltonian H® mit einem H-unteilbaren
Intervall vom Typ 0 fortgesetzt werden mufl; in diesem Fall gilt ndmlich:

Q*(z) = =Q(z) —mz"!

Fiir o(][0]) +m = 0 muf ein Fall gesondert betrachtet werden:
Ist (lp, 00) unteilbar vom Typ 0, so gilt fiir o([0]) > 0 die Beziehung

/OO ho (#)dt = o ([0]) .

Dann wird S(x)~! fiir  — ly unendlich, und wegen

wIl(l.v Z)
w51(1.7 Z)

€T

° i . _ T —1
> /0 hy(t)dt = 5(x) 0/ haa(t)dt

folgt x® — oo fiir x — .

Da in diesem Fall Q(2) = w1 (lo, 2)

gilt, folgt wiederum die Beziehung (3.10).
wi2(lo, 2)
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In [DM] findet sich eine analoge Transformationsregel fiir Saiten, die sich aus der
Regel 4 sofort ergibt, wenn man einen diagonalen Hamiltonian H betrachtet.

Nun wollen wir eine Transformationsregel fiir den Fall herleiten, daf§ dem Spek-
tralmafl do an einer von Null verschiedenen Stelle a eine (positive oder negative)
Punktmasse m mit o([a]) +m > 0 hinzugefiigt wird.

Hier ergeben sich die Transformationsformeln durch eine Kombination der Regeln
3 und 4, denn durch “Verschieben” des Spektralmafles um —a, dem Hinzufiigen
einer Punktmasse m im Nullpunkt und anschlieBendem “Zuriickschieben” ergibt
sich gerade die geforderte Transformation des Hinzufiigens einer Punktmasse m
im Punkt a.

Wir erhalten somit fiir den Hamiltonian H® des transformierten Systems:

H*(z*%)dz® = Wy (z1, —a)H1(x1) W1 (21, —a)Tdazl

1 —1
fry (0 mc]li )WQ(J?Q,Z)

0 S(QZQ)
S(z0) —mS(w2)A(zs) S(zs) —mS(x2)A(z2)\ "
X Hg(l’g)
0 S(xo)~t 0 S(xg) ™t

1 mat T
XWQ(I’Q,Z) (O 1 ) dl’g

Dabei muf§ beachtet werden, dafl Hy n”otigenfalls mit einem H-unteilbaren Inter-
vall vom Typ 0 erganzt wird.

Mit v(z) := (wgl(a:, CL)) und S(z) =1+ m [v(t)TH(t)v(t)dt ergibt sich weiter:
wao(x, a) o

1 —ma=1S(z)!

—1
H'(:L")da:':(l ma )W(:)s,a)_l W (z,a)H(x)x
0 1
0 1
1 —ma 1S(z)? T 1 NT
x W (z,a)T W(:z:,a)_T( ma ) dx
0 1 0 1
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Eine leichte Umformung ergibt mit P(z) = I+ Jv(z)v(z)TmS(z) " ta™t:

H* (2°)da® — (é mﬁ_l) P(2)H(2)P(2)" (é mc{_l )qu; eqno(3.11)

In dem Fall, dal H; fiir /; > 0 mit einem H-unteilbaren Intervall vom Typ 0
erganzt wird, folgt aus der Regel 3, dal H® mit einem Intervall des Typs ¢g
fortgesetzt werden muf}, wobei ¢y durch

(1)
wyy (I, —a
cot g = 7}11)( ! )

=Q(0 -1
wsyy’ (I, —a) @QO)ma

bestimmt ist.

Fir x1 > 17 gilt namlich
W1 (.’131, —CL) = Wl(ll, —CL)(I + CL(.’El — ll)H1<$1)J)
und damit folgt fiir x* > [*:

1 0

H®(2*)dz®* = W1(l1, —a) (O 0

) Wl(ll, —CL)le’l

woraus der Typ von H® fiir x® > [* ersichtlich ist.

Den Weylschen Koeffizienten Q*(z) und das Spektralmafl o® des transformierten
Systems erhalt man aus

Q*(2) =Q(2) + m(a —2)~"

! (3.12)
0® =0+ md,

Der Matrizant W*(x°®, z) wird analog dem Hamiltonian H® bestimmt, es gilt

W*(2*, 2) = <(1) a?z ) Wz, 2) (1 ~ Jo(@)u(z)TS(z) ! (% + ZT’@)) ((1) ‘%) ,
(3.13)

womit die Gr”oflen des transformierten Systems gegeben sind.

3.2 Transformationen mittels rationaler Dichte

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie sich das kanonische System transformiert,
wenn man von einem Spektralmafl o zu einem Spektralmafl o® der Gestalt do®(\) =
p(\)do iibergeht, wobei p(A\) oder p(A\)~! ein positives Polynom zweiten Grades
sein soll. Zuerst verifizieren wir die Transformationsformeln fiir Veranderungen
des SpektralmaBes der Form do®(\) = (|2zg]? — 2R20\ + A?)do durch einen Ansatz
unter Verwendung von Resultaten von [dB1-4] und [DM].
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Im weiteren sei zg eine komplexe Zahl mit negativem Imaginarteil: 3z < 0.
Fiir die de Branges-Funktion e(z) gelte e(zg) = 0. Aus [Bo] S.230 folgt, daf die

Funktion B
e*(2) = e(2) <|zo\ (1 - ZZ_O)) (3.14)

dann wiederum eine de Branges-Funktion ist. Fiir reelles A € R erhalten wir:
1e* (V)% = e(N)]?(|z0]* — 2RzoX + A1 (3.15)
Eine ganze Funktion f® € K(e®) hat dann die Eigenschaft, dafl die Funktion

z

1) = 1ol (1- ) (3.16)

in K (e) enthalten ist und in diesem Raum wegen

+o0 oo
[ #0000 2an= [ 15 I ol? — 207 + X

+oo
- / FO)le(A)|2dA

die gleiche Norm wie f*® in K(e®) hat.
Ist der Hilbertraum K (e) isometrisch in L? enthalten, so ergibt sich mit

do®*(\) = (|20]? = 2R20\ + A\?)do (3.17)
[15 020" ) = [ 1500 P (0l — 2020+ 32)do = [ 1) o
0 0 0

die Beziehung K (e®) C L2..

Folglich findet man einen Ansatz fiir eine Transformationsregel der angegebenen
Form, indem man zu E(z,z) = waa(x, 2) + iwei(z, 2z) mit regulirem x eine de
Branges-Funktion e(z) mit e(zp) = 0 und K(E(z,-)) = K(e) bestimmt und zu
e®(z) dann eine zu einem Matrizanten geh” orende de Branges-Funktion E®(z°, z)
ermittelt.

Nach Theorem 1.14 miissen wir z.B. reelle Funktionen C'(x) und S(z) finden, so
dafl wir mit

(wo1(x, 2) waa(x, 2)) <OE)$) C?ng) = (e1(x, 2) ea(z, 2))
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und e(z, z) = ea(x, z) + ie1(x, z) die Beziehung e(z, zg) = 0 erhalten. Aus
iC(z)wa1 (z, 20) + S(x) w2 (z, 20) + S(x) twas(z, 20) = 0
folgt die Beziehung

iC(x)? + 5(z)C(z) = —%igi zg;
und damit
2 _% wgg(IIJ,ZO) " ) = — U)QQ(.’E, Z())
C(x)* = (71021(%%)) S(z)C(z) R (711)21(33, ZO)) . (3.18)
Mit

e* (2, 2) =e(2) <|Zo\ (1 - i))_l

=iC(x)way (x, 2) + S(x)wai(z, 2) + C(x)  twaa(x, 2) X

2z
x (J20]* — 22R20 + 2%) 7| 20| <1 — ﬁ)

und dem Ansatz
e*(2°,2) = iC% (2*) w3, (2°, 2) + S*(a w3, (2°,0) + C*(a*) " w3y (2*, 2)
erhalten wir wegen e®(x°®,0) = C*(2*)~! die Beziehung C*(2*) = |2|C(z).
Mit
G(2) := (J2o]? — 2Rz + 237! (3.19)

erhalten wir durch die Betrachtung der Imaginarteile in den Beziehungen von
e®(x*, z) fiir reelles z:

S(z) PR

. /e z x
U)21<.’L' ,Z) = G(Z) (1 — |ZO|2 (%ZO O(,’L‘) + %ZO) 'LUQl(fIJ,Z) — WWQ2<.’E, Z))
Der Ansatz S®(x°®) = |29|S(z) ergibt in analoger Weise:
wiy (22, 2) =G(2) (2320 (S(2)? + C(z)*)war (2, 2))

+G(2) <\zo\2 2 <%z0 gig _ afezo)) was(, 2)

Das Spektralmafl o sei endlich mit sg = +fooda. Eine leichte Rechnung ergibt
folgende Beziehung: -
T A B T Alz0l2 = 1) — 2Rz
/()\—z_l-l—)\?)G()\) dazsoz-l—/ T2 do+
o ‘°°+OO N (3.20)
+G(2)7! / Ry

— 00
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Daraus ist ersichtlich, daf fiir die Nevanlinnafunktion ) mit der Darstellung

—+o0

ae) = [ 37

— o0

die Funktion Q°® mit
Q°(2) = zs0 + G(2) 7' Q(2)

eine Nevanlinnafunktion mit dem Spektralma8l do®(\) = G(A\) " do ist.
Durch diese Betrachtungen wird folgende Transformationsregel motiviert:

Regel 5: Gegeben sei ein kanonisches System mit dem Hamiltonian H, dem
Matrizanten W, dem Weylschen Koeffizienten () und dem Spektralmafl o.

0 0

Es gelte sg = f do < oo und H(z) = <O 1

)fiir()ga:gsal.

Fir zg € C mit Sz5 < 0 und =z > 351 sei:

Rzo = “ZOC(ZC;; %
P(o) 0 S(@) (3.22)
Sz (5(33)2 + C(l‘)Z) |Zo|_2 (é}hzo + Szg C’(a:))

z®(x) =tr ( / xl P(t)TH(t)P(t)dt) I* = lim 2°(x) (3.23)

H*(2°)dz* =P (z)"H(z)P(x)dx (3.24)

i (%ZO S5) | §Rz0> 232 (S(2)? + C(x)?)

NEREE C(x)
R(J?, Z) - B 2320 | |2 n <<\ S(l') R )
[20]2C (x)? OETE 0@ T
W* (2%, 2) = (é Soég)'z)) W(z, 2)R(x, 2). (3.25)

w22({13, Z)

definiert.
wa (x, 2)

Die Nevanlinnafunktion F'(z) sei durch F'(2) := lim,_
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Weiter sei

Q°(2) =s0z + G(2) 7' Q(2) (3.26)
do®(N\) =(|z0|> — 2Rz0\ 4+ A\2)do '
Dann gilt:

Durch (3.21)-(3.25) wird auf [0,{°®) ein kanonisches System mit dem Hamiltonian
H*(z*) und dem Matrizanten W*(z°, z) gegeben.

Die Beziehungen (3.21)-(3.25) und (3.26) sind vertraglich, d.h. der Hamiltonian
des kanonischen Systems mit dem Weylschen Koeffizienten Q°®(z) stimmt auf [0, *)
mit H® tberein.

Insbesondere gilt: Fiir 0 < SF(Zy) < oo folgt [* = oo.
Ist (L,00) ein H-unteilbares Intervall vom Typ ¢, dann gilt [* < oco. Wird in
diesem Fall H® so ergénzt, dafl (I°,00) ein H®-unteilbares Intervall vom Typ ¢°

mit cot ¢ := |zg|? cot ¢ ist, so gelten die Beziehungen (3.26).

Beweis: Zuerst zeigen wir, dafl durch (3.21)-(3.25) ein kanonisches System auf
[0,1°] gegeben ist:

Fﬁr xr = 30_1 fOlgt W(SO_I,Z) = (_Z]';_l g) , 0(861)2 — _30%2’0
0

_ _ soRz _ 1 —S02
S50 ) = T R = (L L )

Damit erhilt man aus (3.25) und 2* = 0 fiir z = s ' die Beziehung W*(0, 2) = L.
Wegen det R(x,2) = G(2)7! folgt det W®(x*,2) = 1.
Als néchstes zeigen wir, dal W*®(z*, z) der Matrizant von H®(z*) ist:

wa2 (2, 20)
wa1 (7, 20
Imaginarteil ergeben sich folgende Beziehungen:

Durch Differenzieren von — und anschliefender Trennung von Real- und

dcd(?Q =Sz0 (—hn1 () + 29(2)C(2)h1a(z) + (C(z)* — S(2)2C(2)?) haa(x))
Rz (20(2)2h1a(z) — 28(2)C(2)3haa ()
d5 %LC@) =Sz (~2C(2)*haa (@) + 25(2)C () haa () )
+ Rz (—ha1 (z) + 28(2)C(2)hia(z) + (C(2)* — S(2)2C(2)%) has(x)) .
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Daraus folgt weiter:

Mit Hilfe dieser Beziehungen erhalten wir durch eine elementare Rechnung die
folgende Identitat:

d
2H Cem
|20 “"H(x) + Sz o

(6 e ) P@ PG (3 0,)

Daraus folgt mit

e = -1 (10 )9 (o )

und
2 ,  S=)
S(x)* + C(x)
d _ d C(x) 1 0
—P(x) = Q20— ( ) ( _2)
dx dx S(x) )2 0 |20
C) C(x)

die Beziehung



Weiter erhalten wir mit P(z)7JP(z) = J die Beziehung

K | 0\2) +ZJP<$)J] “‘J%P(a:)J -
0

— KO ol )+zJP( )J] P(z)"H(z)P(z)J.

Wegen

Rz, 2) = ((1) |Zg|2) + 2JP(2)J

ergibt sich

(iW(x, z)) R(z, z2)+W(x, z)iR(x, 2) = —2W(z, 2)R(z, 2)P(z) TH(z)P(z)J,

dx dx

woraus die Beziehung
dW?*(z*,2)J = —2W*(z*, 2)H® (2*)dz*

folgt, welche zu zeigen war.

A(z,z) B(z,z2)

Mit R(z, z) = (C(Qg,z) D(z, z)

) folgt aus (3.25) fiir t € R:

wi (22, 2)t + wiy(2°, 2) _

w3y (2%, 2)t + w3y (22, 2)

_ywii(z, 2)(A(z, 2)t + B(x, 2)) + wiz(z, 2)(C(z, 2)t + D(z, 2
(

G(2) wor(z, 2)(A(z, 2)t + B(x, 2)) + was(x, 2)(C(x, 2)t + D(z, 2))

+ So%

(3.27)
Im weiteren betrachten wir den Fall, dafl F'(z) keine reelle Konstante oder un-
endlich ist. Wegen 0 < SF(Zp) < oo existiert der Grenzwert Py := lim,_,o, P(z)
und aus det P(x) = 1 folgt det Py = 1.

Es sei M eine beliebige nichtnegativ-definite reelle Matrix M > 0 mit ¢tr(M) = 1.
Aus det M > 0 folgt wegen det PTMP, = det M die Beziehung tr (P{MPy) > 0.
Gilt det M = 0, ist M von der Gestalt

T
cos ¢\ [ cos ¢
M = 0, 7).
(sin ¢) (sin ¢) , ¢€lom
Daraus folgt ebenfalls ¢tr (PFMPg) > 0, denn tr (P{MPy) = 0 impliziert

Pl (C?S ¢) = 0, im Widerspruch zu det P}’ = 1.
sin ¢

Da tr (POTMPO) eine stetige Funktion in den Komponenten mq1, mq2, moy auf
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dem durch miq + maog = 1, m%Q < mi1ma2 gegebenen kompakten Gebiet in R?
ist, folgt infnpy {tr (PTMPg)} > € > 0. Dann gibt es ein L > 0 mit

inf {tr (P(z)"MP(z))} >

< fir alle x> L,
{M3} 2

woraus [* = oo folgt.

A B
In (3.27) sei t € R so gewahlt, daBl mlLrglo - C’g: 3; ::: DE?LZ': 2

artige Wahl von t ist stets m”oglich, da wegen det R(x, z) = G(z)~! die Beziehung

A(:ZJ, Z) . B({IJ, Z) .
1 It. D ,
P C(z,2) i D(z, z) &l ann folgt (3.26) aus

# F(z) gilt. Eine der-

wy (2%, 2)t + wis(2®, 2

Q*(z) = lim

)
x* =00 w3, (2%, 2)1 + wiy(2*, 2)

) (e 9
()T iy P12 w1 (x, 2)
_G( ) x1—>oo w21(1‘, Z) (wgz(x,z)
(z,2)
=G(2)7'Q(2) + 50z

Im weiteren setzen wir voraus, dafl (I, 00) ein H-unteilbares Intervall vom Typ ¢
ist. Wir zeigen, dafl dann

/l Y P <CoS ¢) <Cos ¢) e« o o

sin ¢ / \ sin ¢

gilt.
Dazu betrachten wir (cos ¢ sin ¢)P(x). Zunéchst sei sin¢ # 0. Fir x > [ gilt:

was (0, 2) =wor (1, 2)2(x — 1) cos® ¢ 4+ waz (1, 2) (1 + z(z — 1) sin ¢ cos @)

w1 (2, 2) =wo1 (1, 2)(1 — z(x — 1) sin ¢ cos @) + waa (1, 2)(—z(z — 1) sin? ¢) (3.29)
Schreiben wir kurz
wo = Warllszo)y oy =Waall o), £ == 0= wo cosig jinw(é sin ¢ (3.30)
so ergibt sich
Ziig Z; N _(S:?ji@) = 201 v (3.31)

und wir erhalten

.2
Cla)? = Q3 (g — 2ot sin d)) ’
g — zot sin® |2

— 1 2
S(@)Cla) = 522 Rlg = zfsin 9)

|g — 2ot sin® ¢
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0
folgende Beziehungen:

Wegen & ﬁ) < 0 gilt hier Ig > 0. Mit u(t) = g — zotsin® ¢ ergeben sich
w

S(x) cosolu(t)]®  Rul(t)

C(z) sing Su(t) Su(t)’
S(.’E)Q + C(IIJ)Q :COS Qb |U(t> _ 2COS¢ %u(t) 1

sin? ¢ Su(t) sing Su(t)  Su(t)

Fiir die erste Komponente von (cos ¢ sin ¢)P(z) erhalten wir damit:

cos ¢ (9%20 L gii;

_ cos ¢ (—SzoRg + IgNzg) + sin ¢3S zg
B Q3 (g — 2ot sin? d)) '

) + sin ¢Sz (5(33)2 + 0(5’3')2)

Fiir die zweite Komponente ergibt sich analog:

™ <_ cos $320C(w)* +sin¢ <§RZO + Sz gg)) ))

—SzoRg + RNz0Sg

—2 .
=|2 sin .
& ¢%(g—zotsin2¢)

Fiir sin ¢ = 0 erhalten wir fiir x > [:
w22($, Zo) = zgtwg + wy, U)Ql(l’, Z()) = wWo.

Aus g = bt folgen die Beziehungen:
Wo

C(z)? = =Szt — g, S(x)C(x) = —Rzot — Rg
und

o S(x)  —Szo¥g + N2zSg Sz 5 Sz
C(z) S (g + 20t) |20[?C () S (g + 20t)

Durch die Betrachtung der erhaltenen Ausdriicke fiir (cos¢ sin@)P(x) ist die
Beziehung (3.28) offensichtlich.

Damit ist bewiesen, dafl in diesem Fall [* < oo gilt. Als néchstes werden wir die
Beziehung (3.26) unter der Voraussetzung zeigen, daff (I®,o00) ein H-unteilbares
Intervall vom Typ ¢® mit cot ¢* = |zg|? cot ¢ ist.

Zunéchst sei sin ¢ # 0:
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Mit t(x) := |20]|?>S(2)C(x) erhalten wir:

Az, 2)t(z) + Bz, z) = (|20]> — 2R20) S(2)C () + 282C(z)?
C(z, 2)t(x) + D(x, 2) =|20|* — 2R20

Az, 2)t(z) + B(x,2) O 2S29C ()2

C(z, 2)t(x) + D(x, 2) =5(@)C0(z) + 20|12 — 2Rz

Daraus folgt

&
_|_
S
—~~
8
&

wi(x, 2)(A(z, 2)t(x) + B(x, 2)) + wiz(z, 2)(C(z, 2)t(

wa1(w, 2)(A(x, 2)t(x) + B(z, 2)) + waa(x, 2)(C(z, 2)t(z) + D(z, 2))
w1 (z,2)8(2)C(x) + wiz(z,2)  wii(z,2) 2320 C(z)?
- way (2, 2)S(2)C(x) + waa (2, 2)  war(a, 2) [20]> — 2R20 §(2)C(x) + Zifm
- 220 C(r)? :
o 20/* = 2R20 S(2)C(z) + 32?83

Wir untersuchen nun das Grenzverhalten von

fir. £ — o0

Mit der Beziehung (3.31) folgt

1 1 1
lim C(x)? _ 2 <_ 2 sin? ¢ * Zo sin? <;5)
T () + 2 1( L L ) -
21(, 2) 2 \zg8in“ ¢  Zpsin® ¢ zsin® ¢
B PR
202 — 2Rz

Wegen
lim t(x) = |20|* cot ¢ := cot ¢°

r— 00

ergibt sich aus (3.27):

2320 2
st eeorer units 9990 ()
" . = G(2) 5 + S0z
w3 (1%, 2) cot ¢* + w3y (1°, 2) 1+ 2320
|20]? — 2Rz0

= G(2)7'Q(2) + s02.
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Daraus ist ersichtlich, daf} (I®,00) ein H®-unteilbares Intervall vom Typ ¢® sein
muB, damit sich (3.26) ergibt.

Nun sei sin ¢ = 0. Wir betrachten

w1 (z, Z)A(x )+ wiz(x, 2) wea(z, 2) Cla, 2)
wIl(x.7 Z) — G(Z)_l w21<.’13, Z) ’ w22({13, Z) U)21<.’13, Z) , + S0%
wh (2%, 2) Az, 2) + IwUQQEi’z;C(x, 2)

21 )
Mit
lim S5()C(x) _ Rz und  lim wgg(a:,z)c(x 2) &
emo C(z)2 Sz z—00 Wa1 (T, 2) ’ |20|2

erhalten wir

zRzo 22
1
wIl(l.wz) :G(Z)_IQ(Z) ( |ZO|2 |ZO|2> + 502
w3, (1%, 2) 2Rz 22
20> |20[?

=G(2)7'Q(2) + 50z,

woraus ersichtlich ist, da8 (I°, co) H®-unteilbar vom Typ 0 sein muf, damit (3.26)
gilt.

Insbesondere wurde gezeigt, dafl die Beziehungen (3.21)—(3.26) fiir Spektralmafe
gelten, deren Trager eine endliche Punktmenge ist. Ein kanonisches System mit
einem derartigen Spektralmafl wird mit einem H-unteilbaren Intervall beendet.

Zu einem kanonischen System mit den fiir diese Regel geforderten Eigenschaften
werden wir nun mit einem in [dB2] S.151 benutzten Stetigkeitsprinzip zeigen, daf
die Beziehungen (3.21)—(3.25) und die Beziehung (3.26) miteinander vertréglich
sind. Dazu wird dieses kanonische System in einem bestimmten Sinn durch Sy-
steme approximiert, fiir die diese Beziehungen bereits gelten.

In [dB2] wird gezeigt, dafl zu einem kanonischen System mit einem Hamiltonian
H, einem Weylschen Koeffizienten () und dem Matrizanten W eine Folge kano-
nischer Systeme mit Spektralmaflen o, mit endlichem Trager existiert, so daf3
die Weylschen Koeffizienten @,, dieser Folge gegen Q(z) lokal gleichméfig in Ct
konvergieren. Weiter gilt H,, — H in folgendem Sinne: Fiir beschrénkte Mengen
B C [0,00) gilt

/Hn(t)dt—>/ H(t)dt gleichméaBig fir = € B. (3.32)

Fiir festes x konvergiert W, (x, z) lokal gleichméfig in C' gegen W(x, z). Werden
die Weylschen Koeffizienten gemaf (3.26) transformiert, so folgt unmittelbar Q? —
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Q@°. Aus der Konvergenz der Matrizanten folgt P, (x) — P(x) punktweise. Damit
folgt PITH,P,, — PTHP im Sinne von (3.32). Fiir den zu Q2 geh”orenden
Hamiltonian H? gilt die Beziehung (3.24). Weiter konvergiert H? gegen H® im
Sinne von (3.32). Daraus erhalten wir die Beziehung (3.24) mit dem Hamiltonian
H*, was zu zeigen war.

Setzen wir zg = iy, so k”onnen wir fiir y — 0 eine weitere Transformationsregel
aus der Regel 5 ableiten.
Unter Beachtung von

2 f f(; h22 (S)dshlg(t)dt

(bf hgg(t)dt) 2

x

lim —yS (M) _ / hos (t)dt (3.34)

y—0 wa (x, iy) /

lim —R (w”(x’ iy)) (3.33)

y—0 war (x, 1y)

und

erhalten wir mit

x x

M(z) == / hos(t)dt und  K(z) =2 / M (£)ho(t)dt (3.35)

die folgenden Beziehungen:

Regel 6: Gegeben sei ein kanonisches System mit dem Hamiltonian H, dem
Matrizanten W, dem Weylschen Koeffizienten ) und dem Spektralmafl o.

0 0

+oo
Es gelte s = fda<ooundH(x):<O 1

)fiir()ga:gsgl.

Fir x > sal gilt:

Durch
0 M(x)
P = (Lt i) .
H*(2*)dz® :=P(z)"H(z)P(z)dx (3.37)
x®(z) =tr </$1 P(t)TH(t)P(t)dt> [*:= xh—>nolo z*(x) (3.38)
We(a*, 2) —((1) Sgil)vw , )(HZ%E%WI _ZMo(x)_l)<3.39>



ist ein kanonisches System auf [0,1®) gegeben.
Fiir [* < oo sei (I°,00) ein H-unteilbares Intervall vom Typ g

Dann gilt
Q°(2) = 50z + 2°Q(2) do*(N\) = Ndo. (3.40)

Beweis: Zuerst zeigen wir, dafl durch (3.35)-(3.39) ein kanonisches System auf
[0,1°) gegeben ist.
Aus der Beziehung

d . —hgg(fl))M(.’lﬁ)_2 2h12(.’13) — hgg(.’lﬁ)K(fl))M(.’lﬁ)_2
J%P(aj) = ( 0 o () )

folgt durch eine leichte Rechnung

_H(2)J ((1) 8) J +J%P(w) — ((1) 8) P(a)TH(z)P ().

1 0

Daraus erhalten wir mit R(z, z) = <0 0

) + 2JP(x)J und PJPT = J:

—H(z)JR(z, 2) + J%P(w)J = —R(z, 2)P(2)"H(z)P(2)J,
woraus sich
(dW (z, 2))R(z, 2) + W (z, 2)dR(z, 2) = —2W (z, 2)R(z, 2)P(z) T H(z)P(x)Idx
ergibt. Dieser Ausdruck ist zu der Beziehung
dW?*(z*, 2) = —2W*(2*, 2)H® (2°*)Jdz*

aquivalent.

Aus (3.39) folgt

wiy(x°, 2) _ Z2w11(5€az) + 502
w3y (z*, 2) way (x, 2)

Gilt [®* < oo, erhalten wir

2Q(2) + sz,

woraus ersichtlich ist, dafl das Intervall (I*, c0) vom Typ g sein muB, damit (3.40)

gilt.
N
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Insbesondere folgt aus (3.37) die Beziehung

/x. 1 (t)dt = / M () 2haa(t)dt = —M ()" + so.

+00
Mit s = / da)\2()\) +0([0]) und lim,_,o M (z)~! = o([0]) erhalten wir damit die
Beziehuné
a T dot (A
/ e, (t)dt = / "Xg ). (3.41)
0

Durch eine Riicktransformation der Regel 5 ergibt sich eine weitere Transforma-
tionsregel. Aus (3.25) folgt ndmlich:

wis (2%, 2) — spzwsy (2, 2) = wi1(x, 2)B(x, 2) + wia(z, 2)D(x, 2)

wiy (2%, 2) — spzw3; (2%, 2) = wi1(x, 2) A(z, 2) + wi2(x, 2)C(z, 2)

Wegen det R(x, 29) = G(29)~! = 0 gilt

= |zof* (iC(2)* = 8(2)C(x)),

und wir erhalten folgende Ausdriicke fiir C'(z)? und S(x)C(z) im transformierten
System:

Cla)? = 1 o (w52($'7 20) — 8020w52(37°720))
12012~ \wii (2, 20) — s020w3; (2, 20)
S(a)Ca) = - o (LT Z it )
EN wiy (7*, 20) — So20ws; (7°, 20)

Indem man in (3.22)-(3.26) das gegebene kanonische System durch das trans-
formierte System ausdriickt, ergibt sich folgende Regel:

Regel 7: Gegeben sei ein kanonisches System mit einem Spektralmafl o. Es sei

+o00
So = /(|zo|2—2§rez0A+A2)—1da.

— 00

(Wegen (1.34) gilt sp < 00.) Durch eine einfache Transformation geméafi Lemma
2.4 sei das lineare Glied des Weylschen Koeffizienten @) so gewahlt, daf3 die durch

Q% (2) = G(2) (Q(2) = 502) (3.42)
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bestimmte Funktion Q°® eine Nevanlinnafunktion ist. (Aufgrund der Beziehung
(3.20) ist eine derartige Wahl des linearen Gliedes stets m”oglich.) Fiir die Spek-
tralmafle o von ) und ¢® von Q° gilt dann:

do* () = (|20]® — 2Rz0A + A2) ' do. (3.43)

Fir0<z® < 351 gelte

W’(a:’,z)z(_;x, (1)) H'(a:’):<g (1))

Durch die Beziehungen

2 1 % wlg(IIJ,ZO) — 802011)22(.’13, Z())
C($> - |Zo‘2 (wll(:c, Zo) — 802011)21(.’13, Zo)) (344)
_ 1 wlg(l’, Z()) — Sp20W22 (l‘, Z())
S(.’E)C(IIJ) N |Zo|2 R (wll(x, Z()) — S()Z()wgl(l’, ZO)) (345)
S(x) Sz
—= | Rzo + Sz —~ —_——
Py = | o ( ’ 0C(w)) IZO|2C(:L';2($) (3.45)
—%ZO (S(IIJ)Z + C(IIJ)Z) §RZO — %ZO O(.’E)
H*(2°)dz* =P (z)"H(z)P(x)dx (3.46)

z®(z) =55 +tr / P(t)TH(t)P(t)dt) (3.47)

20| + 2 (—?Rzo + 32 g(az) ) —2S70 (S(2)? + C(x)?)
R(z,z) = o~ (=) S(z)
202C(2)? P (% " gZ°c<ac>)
W* (2%, 2) = <Géz) _SOjG@) W (z, 2)R(z, ) (3.48)

wird ein kanonisches System bestimmt, das mit (3.42) vertraglich ist. Setzen wir
zp = 1y, so ergibt sich fiir y — 0 eine weitere Transformationsregel.

Regel 8: Es gelte

Mit

0
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sei

Im Sinne der Umkehrung von Regel 6 gilt dann

Beweis: Zunichst zeigen wir, dal auf [0,[°®) ein kanonisches System gegeben ist.
Mit der Beziehung

T p () ( s o) h0<>)
J—P(z) = T T T
dx 2h1a(x) + L(a:1)12 - Ll(lx)z
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