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Kurzfassung

Wir bezeichnen mit Nκ die Klasse aller in der oberen Halbebene meromor-
phen Funktionen f , für die der Nevanlinna-Kern

Nf (z, z′) =
f(z) − f (z ′)

z − z ′

genau κ negative Quadrate hat. Seien n paarweise verschiedene Punkte
z1, . . . ,zn und n Punkte w1, . . . ,wn der oberen Halbebene gegeben, so daß
die zugehörige Pick-Matrix

IP =

(

wi − wj

zi − zj

)n

j,i=1

genau κ1 negative Eigenwerte hat und singulär ist. Dann zeigen wir, daß es
in der Klasse Nκ für κ < κ1 und κ1 < κ < κ1 + def IP keine Lösungen,
für κ = κ1 genau eine Lösung und für κ ≥ κ1 + def IP i.a. unendlich viele
Lösungen gibt. Wir geben eine qualitative Beschreibung der Lösungen durch
verallgemeinerte Resolventen selbstadjungierter Operatoren.

Wir erhalten diese Ergebnisse mit Hilfe operatortheoretischer Metho-
den, indem wir einem gegebenen Interpolationsproblem einen symmetri-
schen Operator S in einem Skalarproduktraum H zuordnen und eine modulo
unitärer Äquvivalenz eineindeutige Beziehung zwischen den Lösungen des In-
terpolationsproblems und den selbstadjungierten Erweiterungen S̃ des sym-
metrischen Operators S herstellen. Diese wird durch die Zuordnung S̃ 7→ f

S̃
mit

f
S̃
(z) = w1 +

ℑw1

ℑz1
(z − z1 ) + (z − z1 )(z − z1)[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ]

gegeben, wobei S̃ eine selbstadjungierte Erweiterung von S in einem (von
der Erweiterung abhhängigen) Pontrjaginraum H̃ ⊇ H und ~ez1 ein gewisses
Element von H ist. Weiters gelangen wir zu einer Beschreibung der Lösungen
durch einen Parameter, nämlich durch Matrixfunktionen der Klasse N

k×k
κ′ ,

wobei k = def IP + 1 und κ′ = κ − κ1 − def IP ist.
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Einleitung

Das Nevanlinna-Pick Interpolationsproblem in seiner klassischen Version be-
handelt die folgende Fragestellung: Seien n paarweise verschiedene Punkte
z1, . . . ,zn und n Punkte w1, . . . ,wn der oberen Halbebene C+ gegeben. Gibt
es eine in C+ analytische Funktion f mit der Eigenschaft ℑf(z) ≥ 0 für
z ∈ C+ (wir schreiben dafür auch f ∈ N0 und bemerken, daß f genau dann

in N0 liegt, wenn der Kern Nf (z, z′) = f(z)−f (z ′)

z−z ′
positiv semidefinit ist), so

daß f(zi) = wi für i = 1, . . . ,n gilt. Bekanntlich gibt es eine solche Funktion
f genau dann, wenn die Pick-Matrix

IP =

(

wi − wj

zi − zj

)n

j,i=1

keine negativen Eigenwerte besitzt. Ist IP singulär, so gibt es genau eine
Funktion f mit den genannten Eigenschaften, ist IP regulär, so gibt es un-
endlich viele solche Funktionen f .

Um das in der vorliegenden Arbeit betrachtete Interpolationsproblem
formulieren zu können, bezeichnen wir mit Nκ die Klasse aller in der oberen
Halbebene meromorphen Funktionen f , für die der Nevanlinna-Kern

Nf (z, z′) =
f(z) − f (z ′)

z − z ′

genau κ negative Quadrate hat (siehe Definition 1.2). Gegeben seien jetzt In-
terpolationspunkte z1, . . . ,zn und w1, . . . ,wn wie oben, so daß die zugehörige
Pick-Matrix IP positiv semidefinit und singulär ist. Dann hat nach den oben
zitierten klassischen Ergebnissen das Nevanlinna-Pick Interpolationsproblem
genau eine Lösung in der Klasse N0; wir fragen jedoch nach Lösungen in
den Klassen Nκ für κ > 0. Dabei stellt sich heraus, daß für 0 < κ < def IP
keine Lösungen existieren, es für κ ≥ def IP aber i.a. unendlich viele Lösun-
gen gibt. Diese Fragestellung wird sogar in der erweiterten Form betrachtet,

iii



iv EINLEITUNG

nämlich daß die Pick-Matrix IP bereits eine gewisse Anzahl κ1 negativer
Eigenwerte hat. Dann zeigen wir, daß es in der Klasse Nκ für κ < κ1 und
κ1 < κ < κ1 + def IP keine Lösungen, für κ = κ1 genau eine Lösung und
für κ ≥ κ1 + def IP i.a. unendlich viele Lösungen gibt. Wir geben eine qua-
litative Beschreibung der Lösungen durch selbstadjungierte Operatoren, ob
tatsächlich immer

”
unendlich viele“ Lösungen vorliegen, bleibt offen.

Wir erhalten diese Ergebnisse mit Hilfe operatortheoretischer Metho-
den, indem wir einem gegebenen Interpolationsproblem einen symmetrischen
Operator S in einem Skalarproduktraum H zuordnen und eine in gewissem
Sinne eineindeutige Beziehung zwischen den Lösungen des Interpolations-
problems und den selbstadjungierten Erweiterungen S̃ des symmetrischen
Operators S herstellen. Die Erweiterung S̃ operiert dabei in einem, von der
Erweiterung abhängigen Pontrjaginraum H̃ ⊇ H. Die Beziehung wird durch
die Zuordnung S̃ 7→ f

S̃
mit

f
S̃
(z) = w1 +

ℑw1

ℑz1
(z − z1 ) + (z − z1 )(z − z1)[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ]

gegeben, wobei S̃ eine selbstadjungierte Erweiterung und ~ez1 ein gewisses
Element von H ist. Weiters gelangen wir zu einer Beschreibung der Lösungen
durch einen Parameter, nämlich einer Matrixfunktion mit gewissen zusätz-
lichen Eigenschaften.

Im folgenden geben wir eine kurze Übersicht über den Inhalt der einzel-
nen Kapitel dieser Arbeit.

Im ersten Kapitel formulieren wir das von uns behandelte Problem ex-
akt und in voller Allgemeinheit (Abschnitt 1.1). Einige, ebenfalls mit dem
Nevanlinna-Pick Interpolationsproblem verwandte Fragestellungen und eini-
ge Bemerkungen zur Entwicklung des gesamten Problemkreises geben wir
in Abschnitt 1.2 an. In den verbleibenden beiden Abschnitten des ersten
Kapitels stellen wir (ohne Beweis) die von uns benötigten Bezeichnungen,
Begriffe und Sätze aus der Theorie der Pontrjaginräume (Abschnitt 1.3) und
der linearen Algebra (Abschnitt 1.4) zusammen.

Das zweite Kapitel befaßt sich mit dem Fall κ < κ1+def IP. Dabei ordnen
wir einem gegebenen Interpolationsproblem einen Skalarproduktraum H und
einer meromorphen Funktion einen Skalarproduktraum Hf zu (Abschnitt
2.1). Wir zeigen in Abschnitt 2.1, daß für κ = κ1 genau eine Lösung existiert
(Satz 2.1 gemeinsam mit Satz 2.3). Für κ1 < κ < κ1 +def IP gibt es dagegen
keine Lösungen, wie wir in Abschnitt 2.3 (Satz 2.9) sehen. Wir erhalten
auch eine Charakterisierung rationaler Funktionen durch Eigenschaften ihres
zugeordneten Skalarproduktraumes Hf (Satz 2.7).
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Das dritte Kapitel beschäftigt sich mit dem verbleibenden Fall κ ≥
κ1 + def IP. In Abschnitt 3.1 ordnen wir einem Interpolationsproblem einen
nicht dicht definierten symmetrischen Operator S im Skalarproduktraum H

zu. Dann zeigen wir, daß die Lösungen des gegebenen Problems in einer,
in gewissem Sinne bijektiven Beziehung zu den selbstadjungierten Erweite-
rungen des konstruierten Operators stehen. Die ausführliche Untersuchung
der Zuordnung S̃ 7→ f

S̃
ist Anliegen von Abschnitt 3.2 (vgl. Satz 3.3,3.4

oder auch die Sätze 3.8,3.9 und 3.14). In Abschnitt 3.3 behandeln wir die
umgekehrte Frage, ob man nämlich eine beliebige Lösung des Interpolati-
onsproblems in der Form f

S̃
erhält (siehe Satz 3.15). Schließlich wird in

Abschnitt 3.4 die Eineindeutigkeit der vorher hergestellten Beziehung unter-
sucht. Die Zusammenfassung der wesentlichen, in diesem Kapitel gemachten
Überlegungen findet man in Satz 3.16.

Bei der Behandlung des Nevanlinna-Pick Interpolationsproblems mit un-
serer Methode wird man in natürlicher Weise auf selbstadjungierte Erwei-
terungen bzw. deren verallgemeinerte Resolventen geführt. Im vierten Ka-
pitel beschreiben wir solche Erweiterungen, wobei eine Matrixfunktion mit
gewissen Eigenschaften (siehe Abschnitt 4.1) als Parameter auftritt. Um zu
dieser Beschreibung zu gelangen unterscheiden wir drei Fälle. Als Unterschei-
dungskriterium wird dabei die geometrische Lage des Definitionsbereichs des
Operators S und des isotropen Teilraumes von H zueinander verwendet. In
den Abschnitten 4.2,4.3 und 4.4 werden diese drei Fälle diskutiert. Wir ge-
langen damit zu expliziten Formeln für die verallgemeinerten Resolventen
selbstadjungierter Erweiterungen.

Im fünften und letzten Kapitel dieser Arbeit kombinieren wir zunächst
(Abschnitt 5.1) unter gewissen Einschränkungen an die Daten des gegebe-
nen Interpolationsproblems die Ergebnisse von Kapitel 3 und 4. So gelangen
wir zu expliziten Lösungsformeln für ein Interpolationsproblem vom behan-
delten Typ. Dabei stossen wir auch wieder auf die in Kapitel 2 behandelte
Lösung. Zum Abschluß (Abschnitt 5.2) werden wir an einigen konkreten In-
terpolationsaufgaben die in den Kapiteln 2, 3 und 4 entwickelten Methoden
demonstrieren.
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Kapitel 1

Das Nevanlinna-Pick

Interpolationsproblem und

verwandte Fragestellungen

1.1 Die Funktionenklassen Nκ und das Nevanlinna-

Pick Interpolationsproblem

Wir betrachten Klassen von komplexwertigen Funktionen, die auf der obe-
ren Halbebene oder im Einheitskreis definiert und dort analytisch sind, und
deren Werte in der oberen Halbebene, im Einheitskreis bzw. in der rechten
Halbebene liegen. Diese in der Funktionentheorie auftretenden Klassen von
Funktionen sind, nun genauer formuliert:

1. Die Nevanlinna-Klasse N0 aller in der offenen oberen Halbebene C+

analytischer Funktionen, deren Werte in der abgeschlossenen oberen
Halbebene liegen, also nichtnegativen Imaginärteil haben.

2. Die Schur-Klasse S0 aller im offenen Einheitskreis ID analytischer
Funktionen, deren Werte im abgeschlossenen Einheitskreis liegen, also
betragsmäßig durch Eins beschränkt sind.

3. Die Carathéodory-Klasse C0 aller im offenen Einheitskreis ID analy-
tischer Funktionen, deren Werte in der abgeschlossenen rechten Halb-
ebene liegen, also nichtnegativen Realteil haben.

Für uns wesentlich ist eine algebraische Charakterisierung der Klassen N0,
S0 bzw. C0. Dazu benötigen wir noch eine Bezeichnung, die in der folgenden

1



2 KAPITEL 1. NEVANLINNA-PICK INTERPOLATION

Definition gegeben wird.

Definition 1.1 Sei K(z, z′) eine komplexwertige Funktion, die auf einem
gewissen Gebiet ρ2 mit ρ ⊆ C definiert ist. Dann wollen wir die Funktion K
einen (symmetrischen) Kern nennen, falls die Bedingung

K(z, z′) = K (z ′, z ) für z, z′ ∈ ρ

erfüllt ist.

Definition 1.2 Wir nennen einen Kern K(z, z′) positiv semidefinit, falls
für je endlich viele Punkte ζ1, . . . ,ζm (m ∈ IN) die hermitesche Matrix
(K(ζi, ζj))

m
i,j=1 positiv semidefinit ist.

Für eine Zahl κ ∈ IN0 sagen wir der Kern K(z, z′) hat genau κ negative
Quadrate, falls für je endlich viele Punkte ζ1, . . . ,ζm (m ∈ IN) die hermi-
tesche Matrix (K(ζi, ζj))

m
i,j=1 höchstens κ negative Eigenwerte, und für eine

gewisse Wahl von m und ζ1, . . . ,ζm genau κ negative Eigenwerte besitzt.

Sei f eine komplexwertige Funtion. Wir betrachten spezielle Kerne, nämlich

1. den Nevanlinna-Kern Nf (z, z′) = f(z)−f (z ′)

z−z ′
, definiert auf C+2

,

2. den Schur-Kern Sf (z, z′) = 1−f(z)f (z ′)

1−zz ′
, definiert auf ID2 und

3. den Carathéodory-Kern Cf (z, z′) = f(z)+f (z)

1−zz ′
, definiert auf ID2.

Nun formulieren wir die bereits angekündigte algebraische Charakteri-
sierung der Klassen N0, S0 bzw. C0.

Satz 1.1 Sei f analytisch in der offenen oberen Halbebene C+. Dann ist f
genau dann in der Nevanlinna-Klasse N0, wenn der Nevanlinna-Kern Nf

positiv semidefinit ist, d.h., falls jede der quadratischen Formen

m∑

i,j=1

f(ζi) − f (ζj )

ζi − ζj

ξiξj ,

wobei ζ1, . . . , ζm ∈ C+ irgendwelche Punkte der oberen Halbebene sind, po-
sitiv semidefinit ist.

In analoger Weise gilt für eine im Einheitskreis ID analytische Funktion
f , daß f genau dann in der Klasse S0 liegt, wenn der Schur-Kern Sf positiv
semidefinit ist. Weiters ist die Funktion f genau dann in der Klasse C0,
falls der Carathéodory-Kern Cf positiv semidefinit ist.
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Einen Beweis für diese Aussagen findet man zum Beispiel in [16] oder [38].
Die Funktionenklassen N0, S0 bzw. C0 lassen sich auch analytisch cha-

rakterisieren.

Satz 1.2 Sei f analytisch in offenen oberen Halbebene C+. Dann ist f ge-
nau dann in der Nevanlinna-Klasse N0, wenn es eine beschränkte nichtab-
nehmende Funktion σ(t), und reelle Konstanten α, µ ∈ IR mit µ ≥ 0 gibt,
so daß

f(z) = α + µz +

∞∫

−∞

1 + tz

t − z
dσ(t) (1.1)

gilt.

Entsprechendes gilt auch für die anderen Funktionenklassen dieses Typs.
Zum Beispiel ist eine in ID analytische Funktion f genau dann in der Klasse
C0, wenn es eine beschränkte nichtabnehmende Funktion σ(t) und eine reelle
Konstante β ∈ IR gibt, so daß f die Darstellung

f(z) = ıβ +

2π∫

0

eıt + z

eıt − z
dσ(t) (1.2)

besitzt. Beweise für diese Aussagen findet man zum Beispiel in [1] (S. 188ff).
Allgemein kann man neben den oben definierten Funktionenklassen auch

Klassen von in einer offenen Kreisscheibe (oder Halbebene) definierten und
dort analytischen Funktionen betrachten, deren Werte in einer abgeschlos-
senen Kreisscheibe (oder Halbebene) liegen. Zwischen den Klassen N0, S0,
C0 und ähnlichen anderen, kann man vermöge Verknüpfung mit geeigneten
Möbiustransformationen Bijektionen herstellen. Dabei hat man jedoch bei
Klassen zu unbeschränktem Wertebereich noch die Funktion f(z) ≡ ∞ hin-
zuzufügen. Bei diesen Transformationen gehen auch die entsprechenden Ker-
ne ineinander über. Wir wollen im folgenden nur Funktionen der Nevanlinna-
Klasse betrachten, unsere Überlegungen gelten aber auch entsprechend für
andere Funktionenklassen dieses Typs.

Die algebraische Definition der Klasse N0 erlaubt eine unmittelbare Ver-
allgemeinerung.

Definition 1.3 Sei Nκ für κ ∈ IN0 die Klasse aller komplexwertigen, in
der offenen oberen Halbebene C+ meromorphen Funktionen f , für die der
Nevanlinna-Kern

Nf (z, z′) =
f(z) − f (z ′)

z − z ′
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genau κ negative Quadrate besitzt. Dieser Kern ist dabei auf dem Gebiet
ρ(f)2 definiert, wobei ρ(f) das Holomorphiegebiet von f in C+ bezeichnet.

Ist eine Funktion f in der Klasse Nκ so sagen wir auch f hat κ negative
Quadrate.

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen sind wir nun in der Lage jenes
Problem, das in dieser Arbeit studiert werden soll, zu formulieren.

Verallgemeinertes Nevanlinna-Pick
Interpolationsproblem:

Seien z1, . . . , zn ∈ C+ paarweise verschiedene Punkte der of-
fenen oberen Halbebene und w1, . . . , wn ∈ C beliebige Punk-
te der komplexen Ebene. Wir fragen für eine Zahl κ ∈ IN0

nach der Existenz einer Funktion f in der Klasse Nκ mit
der Eigenschaft

f(zi) = wi für i = 1, . . . , n.

Weiters ist eine Beschreibung aller solcher Funktionen f ge-
sucht.

(1.3)

Für κ = 0 und in einigen anderen Fällen ist die Lösung dieses Problems
bekannt1. Um sie anzugeben benötigen wir noch eine Bezeichnung.

Definition 1.4 Zu gegebenen Daten z1, . . . , zn ∈ C+ und w1, . . . , wn ∈ C
bezeichne IP die sogenannte Pick-Matrix

IP =

(

wi − wj

zi − zj

)n

j,i=1

.

Die Lösung des klassischen Nevanlinna-Pick Interpolationsproblems, d.h. des
Interpolationsproblems (1.3) für den Fall κ = 0, ist nun im folgenden Satz
formuliert.

Satz 1.3 Es gibt genau dann eine Funktion f ∈ N0 mit

f(zi) = wi für i = 1, . . . , n ,

falls die Pick-Matrix IP positiv semidefinit ist. Ist IP dabei singulär, so gibt
es genau eine Lösung, ist IP positiv definit, so gibt es unendlich viele Lösun-
gen in der Klasse N0.

1vgl. den zweiten Abschnitt dieses Kapitels.
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Beweise dieses Satzes findet man zum Beispiel in [38], [36], [33] oder [34].

Wir betrachten die folgenden Fragestellung. Die Pick-Matrix sei positiv
semidefinit und singulär. Dann gibt es genau eine Lösung des klassischen
Nevanlinna-Pick Interpolationsproblems. Gibt es Lösungen (und im Falle
ihrer Existenz

”
wie viele“) in den Klassen N1,N2,N3, . . . ? Es zeigt sich, daß

sich die von uns verwendeten Methoden zur Beantwortung dieser Frage in
natürlicher Weise auf jenen Fall verallgemeinern, in dem IP auch negative
Eigenwerte besitzt. Wir können daher die Voraussetzung IP ≥ 0 fallenlassen.
Dafür müssen wir eine gewisse Beschränktheitseigenschaft der Lösung für
z → ∞ fordern. Wir betrachten nur solche Lösungen, für die eine Folge von
Punkten (ζi)i∈IN mit ℜζi = 0 und ζi → ı∞ existiert, so daß der Grenzwert

limi→∞
f(ζi)
ℑζi

gleich Null ist.

Bemerkung 1.1 Die obige Beschränktheitsforderung ist mit der von uns
verwendeten Methode verbunden (vgl. Satz 3.2 ). Im Fall κ = 0 entspricht
diese Forderung der Beschränkung auf Funktionen mit µ = 0 in der Darstel-
lung (1.1) .

Wir werden die obige Beschränktheitsforderung nur an manchen Stellen,
nämlich bei der operatortheoretischen Methode in Abschnitt 3.3 bzw. 3.4
benützen. Möchte man diese Forderung auch dort beseitigen, so muß man
neben linearen Operatoren auch lineare Relationen betrachten.

Die Aufgabenstellung dieser Arbeit läßt sich nun endgültig so formulie-
ren: Sind paarweise verschiedene Punkte z1, . . . , zn ∈ C+ und w1, . . . , wn ∈
C derart gegeben, daß die Pick-Matrix IP singulär ist, also det IP = 0 gilt,
so untersuchen wir (mit operatortheoretischen Mitteln) die Existenz einer
Lösung des Interpolationsproblems (1.3) in der Klasse Nκ für κ ∈ IN0. Im
Falle der Existenz solcher Lösungen interessiert auch eine Beschreibung der
Gesamtheit aller solcher Lösungen des Interpolationsproblems, die zusätzlich
obige Beschränktheitsbedingung erfüllen.

Hat die Matrix IP genau κ1 negative Eigenwerte, so ist es offensichtlich
nicht möglich, daß Interpolationsproblem (1.3) in einer der Klassen Nκ

mit κ < κ1 zu lösen. Im folgenden bezeichnen wir mit def IP den Defekt
der Matrix IP, also die Vielfachheit des Eigenwertes Null. Um das Interpo-
lationsproblem (1.3) vollständig zu diskutieren unterscheiden wir die drei
folgenden Fälle:

1. κ = κ1,

2. κ1 < κ < κ1 + def IP,
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3. κ1 + def IP ≤ κ.

1.2 Dem Nevanlinna-Pick Problem verwandte Fra-

gestellungen

In diesem Abschnitt wollen wir einige Verallgemeinerungen und verwand-
te Fragestellungen zum (klassischen) Nevanlinna-Pick Interpolationsproblem
formulieren.

Das von uns verwendete Material stammt hauptsächlich aus [12] und
[5], sowie diversen Originalarbeiten. In den oben zitierten Werken findet
man auch ausführliche Literaturlisten und Bemerkungen zur geschichtlichen
Entwicklung des Problemkreises um das Nevanlinna-Pick Interpolationspro-
blem. Besonders wollen wir auf die Literaturliste von M.Heins ([15]) verwei-
sen, wo über 350 Titel bis zum Jahre 1982 gesammelt sind.

Wir wollen nun einige verwandte Fragestellungen zu formulieren. Anfang
unseres Jahrhunderts hat man in der Funktionentheorie Funktionenklassen
vom Typ der Nevanlinna-, Schur- oder Carathéodory-Klasse untersucht. Zum
Beispiel war eine Fragestellung (in unserer Notation formuliert) das soge-
nannte

Carathéodory Problem

Seien endlich viele Zahlen a0, . . . ,an ∈ C vorgegeben. Gibt es
eine Funktion aus C0 deren Potenzreihenentwicklung um Null
mit a0 + a1z + . . . + anzn beginnt.

Man beschreibe die Gesamtheit aller solcher Funktionen. Wann
ist insbesondere die Funktion durch die gegebenen Daten eindeu-
tig festgelegt.

Hier wird in gewissem Sinne ein
”
Interpolationsproblem“ formuliert. Diese

Fragestellung wurde zum Beispiel in [8], [9], [11], [16], [42], [46] oder [49]
behandelt.

Als nächstes nennen wir die Arbeit [38] von G.Pick, in der ein Interpo-
lationsproblem in unserem Sinne für Funktionen der Klasse C0 behandelt
wird. G.Pick fragt also nach Funktionen f mit f(zi) = wi für gegebene
Punkte z1, . . . ,zn und w1, . . . ,wn. In dieser Arbeit wird auch die Verall-
gemeinerung von C0 auf Klassen von Funktionen mit beliebigen Kreisen
als Definitions- bzw. Bildbereich durchgeführt. Weiters erhält G.Pick durch
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einen Grenzübergang, indem er die Punkte z1, . . . ,zn und w1, . . . ,wn jeweils
gegen einen Punkt konvergieren läßt, die Ergebnisse über das Carathéodory
Problem.

Ebenfalls auf die Carathéodoryschen Sätze bezug nehmend entwickelt
I.Schur in [43] ein Verfahren zur Untersuchung der Taylorschen Koeffizien-
ten einer Funktion der Klasse S0. Auch er erhält durch Anwendung seines

”
kettenbruchartigen Algorithmus“ die Sätze von Carathéodory. In der Nach-

folgearbeit [44] untersucht I.Schur jedoch größtenteils rein funktionentheo-
retische Fragestellungen.

Nach G.Pick untersucht nun R.Nevanlinna wieder ein Interpolationspro-
blem.

Nevanlinna Problem

Gegeben seien Punkte z1, z2, . . . mit |zi| < 1 und w1, w2, . . . mit
|wi| ≤ 1. Wann gibt es eine Funktion f der Klasse S0 für die
f(zi) = wi für jedes i ∈ IN gilt.

Man beschreibe die Gesamtheit aller solcher Funktionen. Wann
ist insbesondere die Funktion durch die gegebenen Daten eindeu-
tig festgelegt.

Nachdem sich R.Nevanlinna schon in seiner Dissertation mit diesem Pro-
blem beschäftigt hat, gibt er in [36] eine vollständige Lösung in einer in sich
geschlossenen Darstellung. In dieser Arbeit wird zum Teil auch die Schur-
sche Methode weiterentwickelt. Die Ergebnisse von Carathéodory sind bei
R.Nevanlinna als Grenzfälle enthalten. Ebenfalls als Grenzfall ergibt sich
auch die Lösung des sogenannten Stieltjesschen Momentenproblems.

Momentenprobleme

Sei ∆ ein Intervall der reellen Achse und (sn)n∈IN0
eine Folge

reeller Zahlen. Gibt es ein Borelmaß µ, das sn als n-tes Moment
hat

sn =

∫

∆

zn dµ für n = 0, 1, 2, . . . .

Man beschreibe die Gesamtheit aller solcher Maße. Wann ist ins-
besondere das Maß durch die gegebenen Daten eindeutig festge-
legt.
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Im Fall ∆ = [0,∞) ist das Momentenproblem nach T.J.Stieltjes, im Fall
∆ = IR nach H.L.Hamburger benannt.

Für unsere Arbeit sind die Methoden von B.Sz.-Nagy und A.Korany von
Bedeutung. Sie behandeln in [33] und [34] die (klassischen) Interpolations-
probleme in den Klassen N0, S0 und C0 mit Hilfe operatortheoretischer
Methoden.

Wir haben gesehen, daß G.Pick Interpolation auf einer endlichen Menge
von Daten, R.Nevanlinna dagegen die Interpolationseigenschaften auf einer
unendlichen Punktmenge untersucht. Eine Verallgemeinerung anderer Art
nimmt Löwner in [32] vor. Er betrachtet das nach ihm benannte

Löwner Problem

Sei I ein Intervall der reellen Achse, und f eine auf I definierte
reellwertige Funktion. Gibt es eine Funktion der Klasse N0, die
eine stetige Fortsetzung auf I gestattet, die dort mit f überein-
stimmt.

Man beschreibe die Gesamtheit aller solcher Funktionen. Wann
ist insbesondere die Funktion durch die gegebenen Daten eindeu-
tig festgelegt.

Löwners Arbeit war aus physikalischen Betrachtungen motiviert. Er wur-
de durch Fragen aus der Relativitätstheorie auf dieses Problem geführt.
Zusammenhänge mit der Quantenmechanik wurden durch E.P.Wigner und
J.v.Neumann in [50] entdeckt.

Ein Problem, das die Fragestellungen von Schur, Nevanlinna und Pick
als Spezialfälle enthält, ist das sogenannte Nehari Problem.

Nehari Problem

Sei (dn)n∈IN eine Folge komplexer Zahlen. Gibt es eine auf der
Einheitskreislinie definierte, beschränkte borelmeßbare komplex-
wertige Funktion φ, welche den Bedingungen ||φ||∞ = 1, sowie

dn =
1

2π

∫

|z|=1

znφ(z) dz für n = 1, 2, . . .

genügt.

Man beschreibe die Gesamtheit aller solcher Funktionen. Wann
ist insbesondere die Funktion durch die gegebenen Daten eindeu-
tig festgelegt.
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Zur Behandlung des Nehari Problems siehe zum Beispiel [35].

Alle bisher formulierten Probleme wurden in den letzten Jahrzehnten
auf matrix- oder operatorwertige Funktionen verallgemeinert. Zum Beispiel
verweisen wir auf [4] oder [7].

Ausführlich werden Interpolationsprobleme der oben genannten Typen
für rationale Matrixfunktionen in [5] behandelt. Wir verweisen auch noch
einmal auf [12], wo man insbesondere eine ausführliche Literaturliste auch
der in russischer Sprache erschienenen Originalarbeiten findet.

1.3 Skalarprodukte und Pontrjaginräume

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Begriffe und Aussagen aus der Theo-
rie der Skalarprodukträume zusammenstellen. Sämtliche hier angegebenen
Definitionen und Sätze findet man zum Beispiel in [6] oder [21]. Dort kann
man auch alle hier nicht geführten Beweise nachlesen.

Definition 1.5 Sei L ein Vektorraum über dem Körper C der komplexen
Zahlen. Unter einem Skalarprodukt auf L verstehen wir eine Abbildung

[., .] : L2 → C,

die für beliebige Elemente ~x1, ~x2, ~x, ~y ∈ L und jede komplexe Zahl a ∈ C den
Bedingungen

1. [~x1 + ~x2, ~y] = [~x1, ~y] + [~x2, ~y],

2. [a~x, ~y] = a[~x, ~y],

3. [~x, ~y] = [~y , ~x ]

genügt. Einen Vektorraum, der mit einem Skalarprodukt versehen ist, nen-
nen wir einen Skalarproduktraum.

Wir nennen den Vektor ~x ∈ L eines Skalarproduktraumes positiv, falls
[~x, ~x] > 0 ist, neutral, falls [~x, ~x] = 0 ist und negativ, falls [~x, ~x] < 0 ist.
Ein Teilraum M ⊆ L heißt positiv (neutral bzw. negativ), falls jeder von
Null verschiedene Vektor aus M positiv (neutral bzw. negativ) ist.

Definition 1.6 Sei L ein Skalarproduktraum, M,N ⊆ L. Dann heißt M
orthogonal auf N , geschrieben als M ⊥ N , falls für je zwei Vektoren ~x ∈ M
und ~y ∈ N die Beziehung [~x, ~y] = 0 gilt.
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Besteht M aus nur einem Vektor M = {~x}, so schreibt man anstatt {~x} ⊥ N
auch ~x ⊥ N . Für eine beliebige Teilmenge M ⊆ L bezeichnen wir die Menge
aller Vektoren ~x ∈ L mit ~x ⊥ M mit M⊥.

Wir definieren nun L◦ = L ∩ L⊥ und nennen L◦ den isotropen Teilraum
von L. Wir nennen den Skalarproduktraum L entartet, falls L◦ 6= {0} ist.
Im Fall eines indefiniten Skalarproduktraumes läßt sich für einen beliebigen
Teilraum M ⊆ L der Raum L nicht darstellen als direkte Summe von M
und M⊥. Es gilt jedoch der

Satz 1.4 Sei L ein Skalarproduktraum und M ⊆ L ein endlichdimensiona-
ler nicht entarteter Teilraum von L. Dann gilt

L = M+̇M⊥.

Nun wollen wir Skalarprodukträume mit gewissen geometrischen und
topologischen Eigenschaften betrachten.

Definition 1.7 Sei L ein nicht entarteter Skalarproduktraum mit dem Ska-
larprodukt [., .]. Es existiere eine Zerlegung von L in die orthogonale direkte
Summe

L = L+[+̇]L−

eines positiven und eines negativen Teilraumes L+ bzw. L−. Der Teilraum
L+ sei mit dem Skalarprodukt [., .]|(L+)2 ein Hilbertraum und L− sei end-
lichdimensional: dimL− = κ ∈ IN0. Dann heißt L ein Pontrjaginraum vom
Index κ. Wir schreiben dann auch abkürzend, L sei ein Πκ-Raum.

Seien ~x = ~x+ + ~x− und ~y = ~y+ + ~y− zwei Vektoren aus L und ~x±, ~y± ∈ L±

die Komponenten von ~x und ~y in L+ bzw. L−. Der Vektorraum L wird mit
dem Skalarprodukt, definiert durch

(~x, ~y) = [~x+, ~y+] − [~x−, ~y−]

zu einem Hilbertraum. Topologische Aussagen bezüglich des Raumes L be-
ziehen sich stets auf die von (., .) induzierte Normtopologie.

Für Πκ-Räume gilt die folgende Veschärfung von Satz 1.4 :

Satz 1.5 Sei L ein Πκ-Raum, M ⊆ L ein nicht entarteter abgeschlossener
Teilraum. Dann besitzt M ein orthogonales Komplement.

Wir werden oft die folgende geometrische Eigenschaft von Pontrjaginräumen
benützen.
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Satz 1.6 Sei M ein neutraler Teilraum des Πκ-Raumes L. Dann gibt es
einen weiteren neutralen Teilraum M̂ von L mit den Eigenschaften

1. zu jedem Vektor ~x 6= 0 aus M gibt es einen Vektor ~y aus M̂ , so daß
[~x, ~y] 6= 0 ist, und

2. zu jedem Vektor ~y 6= 0 aus M̂ gibt es einen Vektor ~x aus M , so daß
[~x, ~y] 6= 0 ist.

Zwei Teilräume M und M̂ mit den in Satz 1.6 formulierten Eigenschaf-
ten heißen schief verbunden. In Formeln ausgedrückt bedeutet die schiefe
Verbundenheit von M mit M̂ , daß M ∩ M̂⊥ = {0} und M̂ ∩M⊥ = {0} gilt.

Aus Satz 1.6 ergibt sich, daß es in einem Pontrjaginraum L vom Index
κ keine neutralen Teilräume der Dimension dim M > κ geben kann.

Nun gilt die folgende Verallgemeinerung von Satz 1.5 .

Satz 1.7 Sei M ein abgeschlossener Teilraum des Πκ-Raumes L. Zerlegt
man M und M⊥ als

M = M1[+̇]M◦ bzw. M⊥ = M2[+̇]M◦,

so gibt es einen mit M◦ schief verbundenen Teilraum M̂◦, so daß der Raum
L die Zerlegung

L = M1[+̇]
(

M◦+̇M̂◦
)

[+̇]M2

gestattet.

Viele Begriffe für lineare Operatoren in Πκ-Räumen definiert man analog
zum Fall eines linearen Operators im Hilbertraum. Speziell wollen wir auf
den Begriff des adjungierten Operators hinweisen. Hier bezeichnet man den
zu einem Operator A adjungierten Operator mit A+.

Definition 1.8 Sei A : D (A) → L ein linearer Operator im Πκ-Raum L,
der auf der dichten Teilmenge D (A) definiert ist. A heißt symmetrisch, falls
für je zwei Vektoren ~x und ~y aus D (A) die Beziehung

[A~x, ~y] = [~x,A~y] (1.4)

gilt, d.h. falls A ⊆ A+ ist. Gilt sogar A = A+, so nennen wir A selbstadjun-
giert.

Wir benötigen noch den Begriff der Resolvente (A − z)−1, der Resolventen-
menge ρ(A) und den des Spektrums σ(A), die analog zum Hilbertraumfall
definiert werden. Hier gilt die folgende Aussage:
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Satz 1.8 Sei A ein selbstadjungierter Operator im Πκ-Raum L. Dann liegt
das Spektrum von A symmetrisch zur reellen Achse. Jeder nichtreelle Wert
z ∈ σ(A) ist ein Eigenwert von A.

Über die Haupträume zu nichtreellen Eigenwerten eines im Πκ-Raum L
selbstadjungierten Operators A gilt der folgende Satz.

Satz 1.9 Haupträume zu nichtreellen Eigenwerten z und z′ des im Πκ-
Raum L selbstadjungierten Operators A sind orthogonal aufeinander, falls
z 6= z ′ ist. Ist z nicht reell und z = z ′, so sind die zugehörigen Haupträume
schief verbunden. Die Summe der Dimensionen der Haupträume von A zu
Eigenwerten mit positivem Imaginärteil kann den Index κ von L nicht über-
steigen.

Wir werden auch eine Grenzwertaussage über das Verhalten der Resolvente
verwenden.

Satz 1.10 Sei A ein im Πκ-Raum L selbstadjungierter Operator. Dann gilt

lim
z→ı∞

z(A − z)−1 = −I.

Damit wollen wir unseren Exkurs über Skalarprodukträume abschließen.
Bezüglich Begriffen und Notationen, die wir verwenden aber hier nicht ein-
geführt haben, verweisen wir noch einmal auf [6] und [21].

1.4 Einige Sätze aus der linearen Algebra

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Aussagen über Matrizen, Determi-
nanten und quadratische Formen zusammenstellen, die wir in den folgenden
Kapiteln benötigen. Insbesondere formulieren wir die Determinanteniden-
tität von Sylvester und die Vorzeichenregel von Jacobi über die Anzahl der
negativen Quadrate einer quadratischen Form.

Bezüglich einer ausführlichen Behandlung und dem Beweis der von uns
formulierten Sätze verweisen wir auf [22] oder auch auf [17] und [13].

Für das folgende benötigen wir eine Bezeichnung für die Minoren einer
Matrix.

Definition 1.9 Sei A = (aij)
n
i,j=1 eine Matrix, {i1, . . . ,im} ⊆ {1, . . . ,n}

und {j1, . . . ,jm} ⊆ {1, . . . ,n}. Wir bezeichnen mit A
(i1, . . . ,im
j1, . . . ,jm

)

jene Matrix,
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welche aus den Elementen von A an den Schnittpunkten der il-ten Zeilen
und jk-ten Spalten besteht:

A

(

i1, . . . ,im
j1, . . . ,jm

)

= (ailjk
)ml,k=1 .

Gilt speziell (i1, . . . ,im) = (1, . . . ,m) und (j1, . . . ,jm) = (1, . . . ,m), so be-
zeichnen wir abkürzend mit Am den sogenannten m-ten Hauptminor

Am = A

(

1, . . . ,m

1, . . . ,m

)

der Matrix A. Man setzt formal A0 = (1).

Die Determinante einer Matrix A bezeichnen wir mit detA oder kurz mit
|A|.

Zu einem Element aij der Matrix A definiert man das sogenannte alge-
braische Komplement als

Aij = (−1)i+j

∣
∣
∣
∣
∣
A

(

1, . . . ,i − 1, i + 1, . . . ,n

1, . . . ,j − 1, j + 1, . . . ,n

)∣
∣
∣
∣
∣
.

Die folgende Aussage erhält man leicht aus dem Laplaceschen Entwicklungs-
satz.

Satz 1.11 Sei A = (aij)
n
i,j=1 eine Matrix und A× die zu A reziproke Matrix

A× =
(

(Aij)
n
i,j=1

)T
.

Dann gilt

A · A× = |A| · In,

wobei In die n × n-Einheitsmatrix bezeichnet.

Man betrachtet neben der reziproken Matrix auch andere aus Unterdeter-
minanten der Matrix A gebildete Matrizen. Zum Beispiel kann man zu einer
Matrix A = (aij)

n
i,j=1 und einer Zahl h mit 1 ≤ h < n die (h + 1)-reihigen

Superdeterminanten des Hauptminors Ah betrachten:

brs =

∣
∣
∣
∣
∣
A

(

1, . . . ,h, r

1, . . . ,h, s

)∣
∣
∣
∣
∣

für r, s = h + 1, . . . ,n.
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Für die aus diesen Elementen gebildete Matrix gilt die sogenannte Determi-
nantenidentität von Sylvester2.

Satz 1.12 (J.J.Sylvester) Sei A = (aij)
n
i,j=1 eine Matrix und h eine Zahl

mit 1 ≤ h < n. Für die aus den (h+1)-reihigen Superdeterminanten brs von
Ah gebildete Matrix gilt

∣
∣
∣(brs)

n
r,s=h+1

∣
∣
∣ = |Ah|n−h−1 · |A|. (1.5)

Wir werden nur den in der nächsten Folgerung angegeben Spezialfall der
Sylvesterschen Identität benützen.

Folgerung 1.1 Wir betrachten den Fall h = n − 2. Dann gilt

(brs)
n
r,s=h+1 =

(|A(1, . . . ,n−2,n−1
1, . . . ,n−2,n−1

)| |A(1, . . . ,n−2,n−1
1, . . . ,n−2,n

)|
|A( 1, . . . ,n−2,n

1, . . . ,n−2,n−1

)| |A(1, . . . ,n−2,n
1, . . . ,n−2,n

)|

)

und damit, wenn man (1.5) ausführlich aufschreibt

|An−2||A| = |An−1|
∣
∣
∣
∣
∣
A

(

1, . . . ,n − 2, n

1, . . . ,n − 2, n

)∣
∣
∣
∣
∣
−

−
∣
∣
∣
∣
∣
A

(

1, . . . ,n − 2, n − 1

1, . . . ,n − 2, n

)∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
A

(

1, . . . ,n − 2, n

1, . . . ,n − 2, n − 1

)∣
∣
∣
∣
∣
.

Nachdem wir nun einige Sätze über Determinanten formuliert haben,
wenden wir uns jetzt quadratischen Formen zu. Zunächst gilt das wohlbe-
kannte Trägheitsgesetz der quadratischen Formen.

Satz 1.13 Sei A = (aij)
n
i,j=1 eine hermitesche Matrix und

q(ξ1, . . . ,ξn) =
n∑

i,j=1

aijξiξj

die zugehörige quadratische Form. Dann läßt sich A diagonalisieren, d.h. die
quadratische Form q läßt sich mit einer regulären linearen Transformation
der Variablen ξ1, . . . ,ξn auf η1, . . . ,ηn auf die Gestalt

q(ξ1, . . . ,ξn) = c1η1η1 + . . . + cmηmηm

2Diese Determinantenidentität hat früher große Bedeutung besessen. Zum Beispiel sind
ihr in [22] gleich drei Paragraphen (§41, §44 und §45) gewidmet.
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bringen. Dabei ist m der Rang der Matrix A. Die Anzahl der negativen (bzw.
positiven) Werte unter den Zahlen ci hängt nicht von der verwendeten Va-
riablentransformation ab3.

Die Anzahl der negativen Quadrate einer hermiteschen Form läßt sich nun
mit Hilfe der Hauptminoren der Matrix A bestimmen. Bevor wir dieses Er-
gebnis formulieren müssen wir noch eine ausgezeichnete Numerierung der
Veränderlichen der Form q einführen. Dazu bemerken wir zunächst

Bemerkung 1.2 Eine Umnumerierung der Veränderlichen in der Form q
entspricht einer gleichzeitigen Permutation der Zeilen und Spalten in der
Matrix A

Satz 1.14 Sei A = (aij)
n
i,j=1 eine hermitesche Matrix und m der Rang von

A. Dann gibt es eine gleichzeitige Permutation σ der Zeilen und Spalten von
A, so daß in der Matrix

Aσ = (aσ(i),σ(j))
n
i,j=1

ausgezeichnete Numerierung vorliegt. Das heißt, daß |Aσ
m| 6= 0 gilt und in

der Folge
1 = |Aσ

0 |, |Aσ
1 |, |Aσ

2 |, . . . ,|Aσ
m−1|, |Aσ

m| 6= 0

der Hauptminoren von Aσ nie zwei Nullen nebeneinander stehen, daß also
|Aσ

k | = 0 für ein k ∈ {1, . . . ,m − 1} bereits |Aσ
k−1||Aσ

k+1| 6= 0 impliziert.

Für quadratische Formen q(ξ1, . . . ,ξn) =
n∑

i,j=1
aijξiξj deren Veränderliche

ausgezeichnet numeriert sind, für die also die Matrix A = (aij)
n
i,j=1 die im

letzten Satz beschriebenen Eigenschaften hat, gilt die Vorzeichenregel von
Jacobi4.

Satz 1.15 (Jacobi) Sei A = (aij)
n
i,j=1 die der quadratischen Form

q(ξ1, . . . ,ξn) =
n∑

i,j=1

aijξiξj

3D.h. die Anzahl der negativen (bzw. positiven) Quadrate der Form q ist wohldefiniert.
4Die Vorzeichenregel von Jacobi behandelt ursprünglich nur den Fall, in dem alle Haupt-

minoren regulär sind. Die Verallgemeinerung auf den von uns betrachteten, in seiner All-
gemeinheit ausreichenden Fall, wird auch nach Gundelfinger benannt (siehe [17] S.48f).
An der eben zitierten Stelle findet man auch eine Verallgemeinerung auf jenen Fall, in dem
zwei benachbarte Hauptminoren singulär, die beiden angrenzenden jedoch regulär sind.
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in ausgezeichneter Numerierung zugeordnete Matrix. Dann ist die Anzahl
der negativen Quadrate der Form q gleich der Anzahl der Vorzeichenwechsel
in der Folge

1 = |Aσ
0 |, |Aσ

1 |, |Aσ
2 |, . . . ,|Aσ

m−1|, |Aσ
m| 6= 0

der Hauptminoren von A (rgA = m), wobei Nullen gestrichen werden.

Abschließend wollen wir noch an eine wohlbekannte Charakterisierung der
Anzahl der negativen Quadrate einer quadratischen Form erinnern, die einen
Zusammenhang zu den im letzten Abschnitt behandelten Skalarprodukträum-
en herstellt.

Satz 1.16 Die Anzahl der negativen Quadrate der quadratischen Form

q(ξ1, . . . ,ξn) =
n∑

i,j=1

aijξiξj

ist gleich der Anzahl der negativen Eigenwerte der Matrix A = (aij)
n
i,j=1.

Definiert man auf dem Vektorraum Cn ein Skalarprodukt [., .] durch

[~x, ~y] = (A~x, ~y),

wobei (., .) das übliche Skalarprodukt auf Cn bezeichnet, so ist die Anzahl
der negativen Quadrate der Form q gleich der maximalen Dimension eines
bezüglich [., .] negativen Teilraumes von Cn.

Bezüglich der Begriffe und Aussagen über Matrizen, Determinanten oder
quadratische Formen, die wir im folgenden verwenden aber hier nicht for-
muliert haben, verweisen wir nochmals auf [22], [17] und [13].



Kapitel 2

Lösungen in den Klassen Nκ

mit κ < κ1 + def IP

In diesem Kapitel diskutieren wir Lösungen des Interpolationsproblems (1.3)
in den Klassen Nκ mit κ < κ1 +def IP. Wir werden sehen, daß es hier genau
eine Lösung gibt, nämlich in der Klasse Nκ1, also mit minimaler Anzahl
negativer Quadrate. In den Klassen Nκ mit κ1 < κ < κ1 + def IP können
dagegen keine Lösungen von (1.3) liegen.

2.1 Dem Interpolationsproblem und komplexen Funk-

tionen zugeordnete Skalarprodukträume

Wir wollen an dieser Stelle einige Bezeichnungen einführen, die wir im fol-
genden immer benützen werden. Zunächst erinnern wir an unsere Vorausset-
zungen bezüglich der gegebenen Daten z1, . . . , zn ∈ C+ und w1, . . . , wn ∈ C:
Die Pick-Matrix

IP =
(

wi−wj

zi−zj

)n

j,i=1

habe κ1 negative Eigenwerte und sei singulär.

Mit Hilfe der Matrix IP erklären wir einen Skalarproduktraum.

Definition 2.1 Bezeichne H den linearen Raum aller formalen Summen

H = {
n∑

i=1

αi ~ezi
|αi ∈ C},

17
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versehen mit dem Skalarprodukt [., .], das durch

[ ~ezi
, ~ezj

] =
wi − wj

zi − zj
für i, j = 1, . . . , n

erklärt ist.

Im folgenden verstehen wir unter H stets den Skalarproduktraum, der in
Definition 2.1 dem Interpolationsproblem (1.3) zugeordnet wurde. Die
Vektoren ~ez1 , . . . , ~ezn bilden eine Basis des linearen Raumes H.

Wir geben noch die folgende allgemeinere Definition, die jeder komplex-
wertigen Funktion f einen Skalarproduktraum zuordnet.

Definition 2.2 Sei f : ρ(f) → C mit ρ(f) ⊆ C+ eine komplexwertige
Funktion. Der lineare Raum aller endlichen formalen Summen

Hf = {
∑

z∈ρ(f)

αz ~ez|αz ∈ C, αz = 0 für fast alle z ∈ ρ(f)},

versehen mit dem Skalarprodukt [., .], das durch

[~ez, ~ew] =
f(z) − f (w)

z − w
für z,w ∈ ρ(f)

erklärt ist, heißt der der Funktion f zugeordnete Skalarproduktraum.

Der Definitionsbereich von f wird hier (im Gegensatz zu Definition 2.1 ) im
allgemeinen aus unendlich vielen Punkten, oft sogar aus einer in C+ dichten
Teilmenge bestehen. Die Elemente ~ez , z ∈ ρ(f) bilden eine (algebraische)
Basis des linearen Raumes Hf .

Bemerkung 2.1 Sind f und g komplexwertige Funktionen mit ρ(g) ⊆ ρ(f)
und f |ρ(g) = g, so gilt Hg ⊆ Hf . Ist insbesondere f eine Funktion mit
z1, . . . ,zn ∈ ρ(f) und f(zi) = wi für i = 1, . . . ,n, also eine Lösung des
Interpolationsproblems (1.3) , so gilt H ⊆ Hf .

2.2 Die Lösung mit minimaler Anzahl negativer

Quadrate

In diesem Abschnitt zeigen wir, daß das Interpolationsproblem (1.3) ge-
nau eine Lösung in der Klasse Nκ1 besitzt, falls die aus den Daten gebildete
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Pick-Matrix singulär ist und κ1 negative Eigenwerte hat. Mit Hilfe einer Dar-
stellung von Funktionen f , für die der zugeordnete Skalarproduktraum Hf

entartet, wird die Lösung in der Klasse Nκ1 beschrieben. Weiters wird eine
rationale Funktion f mit reellen Koeffizienten dadurch charakterisiert, daß
der zugehörige Skalarproduktraum entartet, oder dadurch, daß sie Lösung
eines gewissen Interpolationsproblems vom Typ (1.3) mit minimaler Anzahl
negativer Quadrate ist.

2.2.1 Existenz und Eindeutigkeit der Lösung in der

Klasse Nκ1

Wir zeigen in diesem Abschnitt, daß das Interpolationsproblem (1.3) genau
eine Lösung in der Klasse Nκ1 besitzt, falls die Pick-Matrix κ1 negative
Eigenwerte hat und singulär ist.

Zunächst zeigen wir, daß es höchstens eine solche Lösung gibt.

Satz 2.1 Die Pick-Matrix IP habe κ1 negative Eigenwerte und sei singulär.
Dann gibt es höchstens eine Funktion f in der Klasse Nκ1 , die Lösung des
Interpolationsproblems (1.3) ist, für die also

f(zi) = wi für i = 1, . . . ,n

gilt.

Beweis : Die Hauptminoren der Pick-Matrix IP bezeichnen wir wieder mit
IPk:

IPk =
(

wi−wj

zi−zj

)k

j,i=1
für k = 1, . . . ,n.

Sei l − 1 < n der Rang von IP. Dann ist |IPr| = 0 für r = l, . . . ,n. Wir
numerieren die Daten z1, . . . ,zn und entsprechend auch w1, . . . ,wn so um,
daß in der Folge

1 = |IP0|, |IP1|, |IP2|, . . . , |IPl−1| 6= 0 (2.1)

keine zwei benachbarten Zahlen gleich 0 sind1. Dann gibt es in der Folge
(2.1) genau κ1 Vorzeichenwechsel. Nullen werden dabei stets gestrichen.

Sei nun f ∈ Nκ1 eine Lösung des Interpolationsproblems mit dem Holo-
morphiegebiet ρ(f) (⊆ C+). Dann ist H in den Raum Hf eingebettet. Für

1vgl. Abschnitt 1.4.
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z ∈ ρ(f) und w = f(z) muß die Determinante

|IPl,z| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

w1−w1

z1−z1
. . .

wl−1−w1

zl−1−z1

wl−w1

zl−z1

w−w1

z−z1
...

. . .
...

...
...

w1−wl−1

z1−zl−1
. . .

wl−1−wl−1

zl−1−zl−1

wl−wl−1

zl−zl−1

w−wl−1

z−zl−1

w1−wl

z1−zl
. . .

wl−1−wl

zl−1−zl

wl−wl

zl−zl

w−wl

z−zl

w1−w
z1−z

. . .
wl−1−w

zl−1−z
wl−w
zl−z

w−w
z−z

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(2.2)

das gleiche Vorzeichen wie |IPl−1| haben, da bereits κ1 Vorzeichenwechsel in
der Folge (2.1) der Determinanten der Hauptminoren vorgekommen sind,
und f ∈ Nκ1 ist. Wendet man die Determinantenidentität von Sylvester an,
so erhält man

0 ≤ |IPl,z|·|IPl−1| = −
∣
∣
∣
∣
∣
IPl,z

(

1, . . . ,l − 1, l

1, . . . ,l − 1, l + 1

)∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
IPl,z

(

1, . . . ,l − 1, l + 1

1, . . . ,l − 1, l

)∣
∣
∣
∣
∣
=

= −
∣
∣
∣
∣
∣
IPl,z

(

1, . . . ,l − 1, l

1, . . . ,l − 1, l + 1

)∣
∣
∣
∣
∣

2

= −
∣
∣
∣
∣
∣

l∑

i=1

λi
w − wi

z − zi

∣
∣
∣
∣
∣

2

.

Hier haben wir die Determinante
∣
∣
∣IPl,z

( 1, . . . ,l−1,l
1, . . . ,l−1,l+1

)
∣
∣
∣ nach der letzten Spalte

entwickelt. Daraus ergibt sich aber

l∑

i=1

λi
w − wi

z − zi
= 0, (2.3)

woraus sich w = f(z) eindeutig als rationale Funktion in z bestimmt. Die
Koeffizienten λi sind als Determinanten von Minoren der Matrix IPl durch
die Werte z1, . . . , zl und w1, . . . , wl bestimmt. Damit ist die Funktion f durch
die vorgegebenen Daten eindeutig festgelegt.

Bemerkung 2.2 Diese Beweismethode folgt dem Beweis des analogen Sat-
zes für den Fall κ1 = 0 bei G.Pick [38].

Um die Existenz einer Lösung der Interpolationsaufgabe (1.3) in Nκ1 zu
untersuchen, gehen wir von der durch (2.3) gegebenen Funktion aus.
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Lemma 2.1 Die durch (2.3) gegebene rationale Funktion w = f(z) erfüllt
die Bedingungen

f(zi) = wi für i = 1, . . . ,n.

Beweis : Seien die Daten z1, . . . ,zn und w1, . . . ,wn in derselben Reihenfolge
wie beim Beweis von Satz 2.1 angeordnet. Dann wird für i ∈ {1, . . . ,l} und
z = zi offenbar die letzte Zeile der Determinante (2.2) gleich ihrer i-ten
Zeile, wenn man w = wi setzt. Da w durch z eindeutig bestimmt ist, und
zwar derart, daß die Determinante (2.2) verschwindet, muß f(zi) = wi

gelten. Sei nun i ∈ {l + 1, . . . ,n}. Dann wird für z = zi und w = wi die
Determinante (2.2) die Determinante eines (l + 1)-reihigen Minors der
Pick-Matrix IP. Da IP den Rang l − 1 hat, muß (2.2) verschwinden, und
es ergibt sich wieder f(zi) = wi.

Unser Ziel ist nun zu zeigen, daß die durch (2.3) gegebene Funktion in
der Klasse Nκ1 liegt. Dazu zeigen wir zunächst einen allgemeineren Satz.
Bevor wir diesen formulieren, wollen wir noch daran erinnern, daß der Grad
einer rationalen Funktion f(z) = p(z)

q(z) als Maximum der Grade von p und q
definiert wird, wobei man p und q als teilerfremd annimmt.

Satz 2.2 Sei f(z) = p(z)
q(z) eine rationale Funktion vom Grade n ∈ IN mit

reellen Koeffizienten (p und q teilerfremd). Gibt es n Punkte z′1, . . . ,z
′
n der

oberen Halbebene mit q(z′i) 6= 0 für i = 1, . . . ,n, so daß mit w′
i = f(z′i) die

Pick-Matrix

IP =

(

w′
i − w ′

j

z′i − z ′j

)n

j,i=1

genau κ1 negative Eigenwerte hat, so liegt f in der Klasse Nκ1.

Beweis : Wir berechnen zunächst

Nf (z, z′) =
f(z) − f (z ′)

z − z ′
=

p(z)q(z ′) − p(z ′)q(z)

(z − z ′)q(z)q(z ′)
.

Für beliebige m Punkte ζ1, . . . ,ζm ∈ C+ mit q(ζi) 6= 0 für i = 1, . . . ,m hat
die Pick-Matrix die Gestalt

(

f(ζi) − f (ζj )

ζi − ζj

)m

j,i=1

=
1

∣
∣
∣
∣

m∏

i=1
q(ζi)

∣
∣
∣
∣

2

(

p(ζi)q(ζj ) − p(ζj )q(ζi)

ζi − ζj

)m

j,i=1

.
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Wir setzen

K ′(z, z′) =
p(z)q(z ′) − p(z ′)q(z)

z − z ′
=

n−1∑

l,k=0

alkz
lz ′

k
,

was möglich ist, da das Polynom p(z)q(z ′) − p(z ′)q(z) im Polynomring der
zwei Veränderlichen z und z ′ durch (z−z ′) teilbar ist. Die Matrizen (Nf (ζi, ζj))

m
i,j=1

und (K ′(ζi, ζj))
m
i,j=1 haben die gleiche Anzahl von negativen und positiven

Quadraten, denn ihren k-ten Hauptminoren unterscheiden sich nur um den

positiven Faktor

∣
∣
∣
∣
∣

k∏

i=1
q(ζi)

∣
∣
∣
∣
∣

2

.

Nun betrachten wir die zwei quadratischen Formen des Cn bzw. Cm (für
m ≥ n)

H1(~x) =
n−1∑

l,k=0

alkxlxk ,

H
ζ1, . . . ,ζm

2 (~y) =
m∑

i,j=1

K ′(ζi, ζj)yiyj .

Hier sind ζ1, . . . ,ζm wieder beliebige, aber fest gewählte paarweise verschie-
dene Punkte der oberen Halbebene. Weiters sei U ζ1, . . . ,ζm die lineare Ab-
bildung des Cm in den Cn, die durch

U ζ1, . . . ,ζm~y =









1 · · · 1
ζ1 · · · ζm

...
. . .

...

ζn−1
1 · · · ζn−1

m









~y

gegeben ist. Der Rang obiger Matrix ist gleich n, denn es gilt
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 · · · 1
ζ1 · · · ζn

...
. . .

...

ζn−1
1 · · · ζn−1

n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
∏

i<j

(ζi − ζj) 6= 0.

Nun ist
H1(U

ζ1, . . . ,ζm~y) = H
ζ1, . . . ,ζm

2 (~y),

denn man berechnet für ~x = U ζ1, . . . ,ζm~y

H1(~x) =
n−1∑

l,k=0

alkxlxk =
n−1∑

l,k=0

alk

(
m∑

i=1

ζ l
iyi

)

·




m∑

j=1

ζk
j yj



 =
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=
n−1∑

l,k=0

m∑

i,j=1

alkζ
l
iζj

k
yiyj

und

H
ζ1, . . . ,ζm

2 (~y) =
m∑

i,j=1

K ′(ζi, ζj)yiyj =

=
m∑

i,j=1

n−1∑

l,k=0

alkζ
l
iζj

k
yiyj .

Es haben daher die beiden Formen H1 und H
ζ1, . . . ,ζm

2 im Falle m = n
die gleiche Anzahl negativer und positiver Quadrate, denn in diesem Fall
ist U ζ1, . . . ,ζm ein Isomorphismus. Insbesondere hat H1 genausoviele nega-

tive Quadrate wie H
z′1, . . . ,z′n
2 , nämlich κ1 viele. Für m > n ist die Form

H
ζ1, . . . ,ζm

2 stets entartet, denn dann ist ker U ζ1, . . . ,ζm 6= {0}.
Wir haben nun zu beweisen, daß für je endlich viele Punkte ζ1, . . . ,ζm

die Form H
ζ1, . . . ,ζm

2 höchstens κ1 negative Quadrate hat. Ist zunächst m ≤
n, so ergänze man falls notwendig irgendwie auf n verschiedene Punkte
ζ1, . . . ,ζm, ζm+1, . . . ,ζn. Dann hat die Form H

ζ1, . . . ,ζn

2 genau κ1 negative

Quadrate, also kann die Form H
ζ1, . . . ,ζm

2 höchstens κ1 negative Quadrate

besitzen. Sei nun m > n und L ein κ-dimensionaler bezüglich H
ζ1, . . . ,ζm

2

negativer Teilraum des Cm. Dann ist L ∩ ker U ζ1, . . . ,ζm = {0}, L wird also
injektiv in den Cn abgebildet. Daher ist U ζ1, . . . ,ζm(L) ein κ-dimensionaler
bezüglich der Form H1 negativer Teilraum des Cn, und es muß κ ≤ κ1 gel-
ten.

Wir wollen eine Aussage aus dem Beweis des letzten Satzes hervorheben.

Folgerung 2.1 Sei f eine rationale Funktion vom Grade n ∈ IN mit reellen
Koeffizienten. Dann ist für m > n und beliebige Punkte ζ1, . . . ,ζm der oberen
Halbebene mit |f(ζi)| < ∞ für i = 1, . . . ,m, die Pick-Matrix

(

f(ζi) − f (ζj )

ζi − ζj

)m

j,i=1

singulär.

Im ersten der beiden nun folgenden Lemmata geben wir eine allgemeine
Eigenschaft rationaler Funktionen an. Das zweite gibt über die Existenz
negativer Teilräume mit gewissen Eigenschaften Auskunft.
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Lemma 2.2 Sei f(z) = p(z)
q(z) eine rationale Funktion vom Grade höchstens

n ∈ IN. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir an, q(z) sei
normiert. Gibt es n + 1 Punkte z′1, . . . ,z

′
n+1 der oberen Halbebene, so daß

f(z ′i ) = f (z ′i ) für i = 1, . . . ,n + 1 (2.4)

gilt, so haben p und q reelle Koeffizienten.

Beweis : Wir betrachten die rationale Funktion

g(z) = f(z) − f (z ) =
p(z)q(z ) − p(z )q(z)

q(z)q(z )
.

Der Grad von g(z) beträgt höchstens 2n. Die 2n+2 Punkte z′1, . . . ,z
′
n+1 und

z ′1 , . . . ,z ′n+1 sind wegen der Beziehung (2.4) Nullstellen von g(z). Damit
muß das Polynom im Zähler von g(z) bereits das Nullpolynom sein, und wir
erhalten g(z) ≡ 0, also f(z ) = f (z ) für jedes z ∈ C. Nun zerlegen wir p(z)
und q(z) in Linearfaktoren

p(z) = a(z − ζ1) · · · (z − ζr), (2.5)

q(z) = (z − η1) · · · (z − ηs). (2.6)

Mit jeder nichtreellen Nullstelle und Polstelle von f(z) muß auch an der kon-
jugiert komplexen Stelle eine Null- bzw. Polstelle derselben Ordnung vorlie-
gen. Fassen wir also geeignete Faktoren zusammen, so werden p und q bis
auf den Faktor a zu reellen Polynomen. Nun muß aber f(z) die reelle Achse
invariant lassen, was nur für a ∈ IR möglich ist.

Lemma 2.3 Die dem Interpolationsproblem (1.3) zugeordnete Pick-Matrix

IP =
(

wi−wj

zi−zj

)n

j,i=1
,

habe den Rang l, l ≤ n. Ist κ1 die Anzahl der negativen Eigenwerte von IP,
so gibt es l Zahlen i1, . . . ,il ∈ {1, . . . ,n}, so daß bereits der Minor

IP(i1, . . . ,il) =

(
wik − wim

zik − zim

)l

m,k=1

der Matrix IPgenau κ1 negative Eigenwerte besitzt.
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Beweis : Wir zeigen, daß es Elemente ~ezi1
, . . . , ~ezil

gibt, so daß in der linearen
Hülle 〈 ~ezi1

, . . . , ~ezil
〉 ein κ1-dimensionaler negativer Teilraum liegt. Damit hat

der entsprechende Minor IP(i1, . . . ,il) κ1 negative Eigenwerte.
Dazu wollen wir ker IP berechnen, d.h. das Gleichungssystem

IP~x = 0

lösen. Wir wählen l linear unabhängige Zeilen und streichen die restlichen.
Dann gibt es eine l-reihige Unterdeterminante der Koeffizientenmatrix des
so entstandenen Gleichungssystems, die von Null verschieden ist. Diese Un-
terdeterminante sei aus den Spalten i1, . . . ,il gebildet. Dann hat ker IP eine
Basis der Gestalt

~h◦
1 = ~a1 + ~ezj1

...
~h◦
n−l = ~an−l + ~ezjn−l

.

Hier ist ~a1, . . . ,~an−l ∈ 〈 ~ezi1
, . . . , ~ezil

〉 und {j1, . . . ,jn−l} = {1, . . . ,n}\{i1, . . . ,il}.
Sei nun 〈~b1, . . . ,~bκ1〉 ein κ1-dimensionaler negativer Teilraum des Skalar-

produktraumes H. Durch geeignete Linearkombination erreichen wir, daß
die Vektoren

~cr = ~br −
n−l∑

k=1

brk
~h◦
jk

für r = 1, . . . ,κ1

in der linearen Hülle 〈 ~ezi1
, . . . , ~ezil

〉 liegen. Sei nun
κ1∑

r=1
µr~cr = 0, d.h. gelte

κ1∑

r=1

µr~cr =
κ1∑

r=1

µr
~br −

κ1∑

r=1

n−l∑

k=1

µrbrk
~h◦
jk

= 0.

Da L ein negativer Teilraum ist folgt bereits
κ1∑

r=1
µr

~br = 0 und damit gilt we-

gen der linearen Unabhängigkeit der Vektoren~b1, . . . ,~bκ1 bereits µ1, . . . ,µκ1 =
0. Die Dimension des Teilraumes L′ = 〈~c1, . . . ,~cκ1〉 ist also gleich κ1. Wegen

[~ci,~cj ] = [~bi,~bj ] für i, j = 1, . . . ,κ1

ist L′ ebenfalls ein negativer Teilraum von H.

Nun können wir den bereits vor Satz 2.1 angekündigten Satz über die Exi-
stenz einer Lösung des Interpolationsproblems (1.3) mit minimaler Anzahl
negativer Quadrate formulieren und beweisen.
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Satz 2.3 Sei die Pick-Matrix IPsingulär und habe κ1 negative Eigenwerte.
Dann gibt es eine Lösung des Interpolationsproblems (1.3) in der Klasse
Nκ1 .

Beweis : Die Zahl l habe dieselbe Bedeutung wie im Beweis von Satz 2.1
, d.h., l − 1 sei der Rang von IP. Auch die Anordnung der Daten z1, . . . ,zn

und w1, . . . ,wn sei wie bei Satz 2.1 gewählt.

Wir betrachten die durch (2.3) gegebene rationale Funktion f(z). Diese

berechnet sich aus (2.3) als f(z) = p(z)
q(z) wobei der Grad von Zähler- und

Nennerpolynom höchstens l − 1 ist.

Sei für ein i ∈ {1, . . . ,l} der Koeffizient λi verschieden von Null, dann
überlegen wir zunächst, daß für dieses i nicht nur

f(zi) = wi, (2.7)

sondern sogar auch

f(zi) = wi (2.8)

gilt.

Nehmen wir zuerst an, f hätte für ein i ∈ {1, . . . ,l} mit λi 6= 0 an der
Stelle zi einen Pol der Ordnung k > 0. Dann strebt der Term λi

w−wi

z−zi
für z →

zi gegen unendlich, und zwar mit der Ordnung k+1. Alle anderen Ausdrücke
in der Gleichung (2.3) streben für z → zi jedoch nur mit der Ordnung k
gegen unendlich. Gleichung (2.3) kann also in keiner punktierten Umgebung
von zi identisch erfüllt sein. Das ist aber ein Widerspruch zur Definition von
f . Analog erledigt man den Fall, daß f(z) für z → zi gegen einen von wi

verschiedenen Grenzwert strebt. Denn dann strebt der Term w−wi

z−zi
gegen

unendlich, während alle anderen Ausdrücke aus (2.3) beschränkt bleiben.

Sei nun l′ die Anzahl jener i ∈ {1, . . . ,l} für die λi 6= 0 gilt. Dann ist
die Funktion f eine rationale Funktion vom Grade höchstens l′ − 1, die
neben den Gleichungen (2.7) auch den konjugierten Gleichungen (2.8) für
i ∈ {1, . . . ,l} mit λi 6= 0 genügt. Normiert man den Nenner von f , so hat f
dann nur reelle Koeffizienten. Wir sehen nun auch, daß der Grad von f genau
l − 1 ist. Denn wäre er kleiner als l − 1, dann müßte die Determinante des
(l−1)-reihigen Minors IPl−1 der Pick-Matrix IP verschwinden. Insbesondere
folgt l′ = l, also ist λi 6= 0 für i = 1, . . . ,l. Da der Hauptminor IPl−1 eine
von Null verschiedene Determinante hat, kann man im Beweis von Lemma
2.3 den κ1-dimensionalen negativen Teilraum L′ in der linearen Hülle der
Vektoren ~ez1 , . . . , ~ezl−1

wählen.
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Um Satz 2.2 anwenden zu können müssen wir für f(z) = p(z)
q(z) noch

q(zi) 6= 0 für i = 1, . . . ,l − 1 zeigen. Da der Grad von f genau l − 1 ist,

ist die Darstellung p(z)
q(z) die man aus (2.3) durch Multiplikation mit dem

gemeinsamen Nenner
n∏

j=1
(z − zj ) erhält gekürzt, also haben p(z) und q(z)

keine gemeinsamen Nullstellen. Da der Wert von f(z) an der Stelle zi endlich
ist, muß somit q(zi) 6= 0 sein.

Damit sind alle Voraussetzungen von Satz 2.2 an die Funktion f und
die Punkte z1, . . . ,zl−1 erfüllt, und wir erhalten f ∈ Nκ1.

Die Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung des Interpolationsproblems
(1.3) in der Klasse Nκ1 , d.h. mit minimaler Anzahl negativer Quadrate ist
also gesichert. Diese Tatsache stellt eine natürliche Übertragung der klassi-
schen Situation, wo es auch genau eine Lösung des Interpolationsproblems
in der Klasse N0 gegeben hat, auf den von uns betrachteten allgemeineren
Fall dar.

Wir wollen noch eine Aussage aus dem Beweis des letzten Satzes hervor-
heben.

Folgerung 2.2 Sei f die eindeutig bestimmte Lösung des Interpolations-
problems (1.3) in der Klasse Nκ1 . Dann ist f eine rationale Funktion:

f(z) = p(z)
q(z) . Setzt man in der Darstellung p(z)

q(z) die Polynome p und q als
teilerfremd und q als normiert vorraus, so haben p und q nur reelle Koeffi-
zienten.

2.2.2 Beschreibung der eindeutigen Lösung der Klasse Nκ1

In diesem Paragraphen betrachten wir rationale Ausdrücke spezieller Ge-
stalt, von denen wir sehen werden, daß sie alle die eindeutige Lösung des
Interpolationsproblems (1.3) in der Klasse Nκ1 , also mit minimaler Anzahl
negativer Quadrate darstellen.

Definition 2.3 Sei ~h◦ =
n∑

i=1
h◦

i ~ezi
, ~h◦ 6= 0 ein isotroper Vektor des Skalar-

produktraumes H. Dann bezeichnen wir mit f ~h◦ die dem Vektor ~h◦ zugeord-
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nete rationale Funktion

f ~h◦(z) =

n∑

i=1
h◦
i wi

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )

n∑

i=1
h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )
. (2.9)

Zunächst ist f ~h◦ auf der Menge ρ′(f ~h◦) aller jener Punkte der oberen Halb-

ebene definiert, in denen der Nenner
n∑

i=1
h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj ) von Null verschieden

ist. Wir betrachten f ~h◦ auch auf ihrem maximalen Holomorphiegebiet ρ(f ~h◦)
in C+, denken uns also die Funktion f ~h◦ holomorph in ihre hebbaren Singu-
laritäten fortgesetzt.

Die durch (2.3) gegebene (eindeutige) Lösung des Interpolationspro-
blems (1.3) in der Klasse Nκ1 ist nun von dieser Gestalt, denn es gilt

Lemma 2.4 Die durch (2.3) gegebene rationale Funktion, stimmt für einen
Vektor

~h◦ =
n∑

i=1

µi ~ezi
, ~h◦ 6= 0

mit der Funktion f ~h◦ überein. Numeriert man die Daten so wie beim Beweis
von Satz 2.1 , so erhält man die Zahlen µi für i = 1, . . . ,l als algebraisches
Komplement des Elements wl−wi

zl−zi
in dem Minor IPl von IP. Für i = l +

1, . . . ,n setzt man µi = 0. Der so gegebene Vektor ~h◦ ist isotrop im Raum
H.

Beweis : Wir betrachten die Darstellung (2.3) . Zunächst berechnet man
daraus

l∑

i=1

λi(w − wi )
n∏

j=1
j 6=i

(z − zi ) = 0.

Löst man diese Gleichung nach w auf, so ergibt sich

w =

l∑

i=1
λiwi

n∏

j=1
j 6=i

(z − zi )

l∑

i=1
λi

n∏

j=1
j 6=i

(z − zi )

. (2.10)
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Die Zahlen λi sind die algebraischen Komplemente der Elemente wi−wl

zi−zl
in der

Matrix IPl. Vergleicht man (2.10) mit (2.9) , so ergibt sich die behauptete

Darstellung. Es bleibt noch zu zeigen, daß der Vektor ~h◦ =
n∑

i=1
µi ~ezi

isotrop

im Raum H ist. Offenbar genügt es zu zeigen, daß IPl · (µ1, . . . ,µl)
T = 0 gilt.

Dies folgt aber aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz, da (µ1, . . . ,µl)
T eine

Spalte der Matrix der algebraischen Komplemente der singulären Matrix IPl

ist.

Jetzt gehen wir von einer Funktion der Gestalt f ~h◦ aus und zeigen, daß eine
solche Funktion der Klasse Nκ1 angehört. Dazu beweisen wir zunächst

Lemma 2.5 Sei ~h◦ =
n∑

i=1
h◦

i ~ezi
∈ H

◦, ~h◦ 6= 0. Dann gilt für den Kern Nf ~h◦

von f ~h◦ die Formel

Nf ~h◦
(z, z′) =

f ~h◦(z) − f ~h◦(z ′)

z − z ′
=

1

u(z′)u(z )
[~u(z′), ~u(z)],

falls z, z′ ∈ ρ′(f ~h◦) sind. Hier bezeichnen u(z) und ~u(z) die Ausdrücke

u(z) =
n∑

i=1

h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj) bzw. ~u(z) =
n∑

i=1

(h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj)) ~ezi
.

Beweis : Wir berechnen Nf ~h◦
(z, z′):

f(z) − f (z ′)

z − z ′
=

1

z − z ′









n∑

i=1
h◦
i wi

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )

n∑

i=1
h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )









−

−










n∑

k=1

h◦
kwk

n∏

l=1

l 6=k

(z ′ − zl )

n∑

k=1

h◦
k

n∏

l=1

l 6=k

(z ′ − zl )










=

=
1

(z − z ′)
( n∑

i=1
h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )
)( n∑

k=1

h◦
i

n∏

l=1

l 6=k

(z ′ − zl )
)

( n∑

i=1

h◦
i wi

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )·
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·
n∑

k=1

h◦
i

n∏

l=1

l 6=k

(z ′ − zl ) −
n∑

i=1

h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )
n∑

k=1

h◦
i wk

n∏

l=1

l 6=k

(z ′ − zl )

)

=

=
1

(z − z ′)
( n∑

i=1
h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )
)( n∑

k=1

h◦
i

n∏

l=1

l 6=k

(z ′ − zj )
)

( n∑

i,k=1

h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )·

·h◦
k

n∏

l=1
l6=k

(z ′ − zl) · (wi − wk)

)

Nun schreibt man wi − wk = wi−wk

zi−zk
(zi − zk) = wi−wk

zi−zk
((zi − z) + (z − z ′) +

+(z ′ − zk)) und erhält damit

n∑

i,k=1

h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )h
◦
k

n∏

l=1
l6=k

(z ′ − zl) ·
wi − wk

zi − zk

(zi − z) =

= −
n∏

j=1

(z − zj )
n∑

i,k=1

h◦
i h◦

k

n∏

l=1
l6=k

(z ′ − zl)
wi − wk

zi − zk
=

= −
n∏

j=1

(z − zj )






n∑

k=1

h◦
k

n∏

l=1
l6=k

(z ′ − zl) ~ezk
, ~h◦




 = 0

sowie
n∑

i,k=1

h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )h
◦
k

n∏

l=1
l6=k

(z ′ − zl) ·
wi − wk

zi − zk

(z ′ − zk) =

=
n∏

l=1

(z ′ − zl)
n∑

i,k=1

h◦
i h◦

k

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )
wi − wk

zi − zk
=

=
n∏

l=1

(z ′ − zl)






~h◦,
n∑

i=1

h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj) ~ezk




 = 0

Es bleibt also

Nf ~h◦
(z, z′) =

1

(z − z ′)
( n∑

i=1
h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )
)( n∑

k=1

h◦
k

n∏

l=1

l 6=k

(z ′ − zj )
)
·
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·
( n∑

i,k=1

h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )h
◦
k

n∏

l=1
l6=k

(z ′ − zl) ·
wi − wk

zi − zk

(z − z ′)

)

=

=
1

( n∑

i=1
h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )
)( n∑

k=1

h◦
k

n∏

l=1

l 6=k

(z ′ − zj )
)
·

·






n∑

k=1

(

h◦
k

n∏

l=1
l6=k

(z ′ − zl)

)

~ezk
,

n∑

i=1

(

h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj)

)

~ezi




 =

=
1

u(z′)u(z )
[~u(z′), ~u(z)].

Wir benötigen noch eine Stetigkeitsaussage über die Anzahl der negativen
Quadrate des Nevanlinna-Kerns einer Funktion, die im folgenden Satz ange-
geben wird.

Satz 2.4 Sei ρ(f) ⊆ C+, f : ρ(f) → C eine stetige Funktion, D eine dichte
Teilmenge von ρ(f) und κ ≥ 0. Dann folgt aus f |D ∈ Nκ bereits f ∈ Nκ.

Beweis : Angenommen es gäbe m Punkte ζ1, . . . , ζm ∈ ρ(f), so daß mit
ωi = f(ζi) die Matrix

IP′ =

(

ωi − ωj

ζi − ζj

)m

j,i=1

κ′ negative Eigenwerte (entsprechend ihrer Vielfachheit gezählt) mit κ′ > κ
hat. Nun hängen die Eigenwerte einer Matrix stetig von ihren Elementen
ab. Verändert man also die Elemente von IP′ nur hinreichend wenig, so hat
auch die veränderte Matrix κ′ negative Eigenwerte. Da die Elemente der
Matrix IP′ stetig von den Punkten ζ1, . . . , ζm abhängen, gibt es eine ganze
Umgebung von (ζ1, . . . , ζm) in der die analog zu IP′ gebildete Matrix κ′

negative Eigenwerte besitzt. Da D dicht in ρ(f) liegt ist das aber unmöglich.

Aus Lemma 2.5 und Satz 2.4 ergibt sich die Folgerung

Folgerung 2.3 Sei ~h◦ =
n∑

i=1
h◦

i ~ezi
∈ H

◦, ~h◦ 6= 0, Dann gilt f ~h◦ ∈ Nκ1.
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Beweis : Wir zeigen, daß f ~h◦ |ρ′(f ~h◦ ) in der Klasse Nκ1 liegt. Dazu seien für

m ∈ IN paarweise verschiedene Punkte ζ1, . . . , ζm ∈ C+ vorgegeben. Wir
haben zu zeigen, daß die quadratische Form

m∑

i,j=1

Nf ~h◦
(ζi, ζj)xiyj (2.11)

höchstens κ1 negative Quadrate hat, oder dazu äquivalent, daß der Skalar-
produktraum

L = 〈Cm, [., .]1〉 mit [~ei, ~ej ]1 = Nf ~h◦
(ζj , ζi)

keinen negativen Teilraum der Dimension d > κ1 besitzt.
Wir betrachten nun den Fall ζ1, . . . , ζm ∈ ρ′(f ~h◦). Dann erhalten wir

einen linearen Operator U : L → H vermöge

~ek 7→ 1

u(ζk)
~u(ζk)

Dieser Operator erfüllt nach Lemma 2.5 die Bedingung

[U~x,U~y] = [~x, ~y]1 für ~x, ~y ∈ L

Damit ist die Dimension κ eines negativen Teilraumes M von L durch κ1

beschränkt, denn M ∩ker U = {0} also wird M durch U injektiv abgebildet.
Nun besteht aber ρ(f ~h◦)\ρ′(f ~h◦) aus endlich vielen isolierten Punkten. Nach
Satz 2.4 kann die Form (2.11) also auch für Werte ζ1, . . . , ζm ∈ ρ(f ~h◦)
höchstens κ1 negative Quadrate besitzen.

Als Hauptergebnis dieses Paragraphens beweisen wir jetzt den

Satz 2.5 Sei ~h◦ =
n∑

i=1
h◦

i ~ezi
∈ H

◦, ~h◦ 6= 0. Dann stellt die Funktion f ~h◦ die

eindeutige Lösung des Interpolationsproblems (1.3) in der Klasse Nκ1 dar.
Insbesondere stimmen also die Funktionen f ~h◦ für jedes ~h◦ ∈ H

◦, ~h◦ 6= 0
überein.

Beweis : Wir betrachten wieder die durch (2.3) gegebene Funktion. Diese

hat nach Lemma 2.4 die Darstellung f ~hl
◦ mit dem Vektor ~hl

◦ =
n∑

i=1
µi ~ezi

∈
H

◦. Zunächst bemerkt man, daß dieser Vektor eine von Null verschiedene
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Komponente µl ~ezl
hat, denn es gilt µl = |IPl−1| 6= 0. Die Komponenten

in den Richtungen ~ezj
für j = l + 1, . . . ,n sind jedoch sämtlich gleich Null.

Weiters bemerken wir, daß es bei der Anordnung der Daten z1, . . . ,zn gemäß
dem Beweis von Satz 2.1 nicht darauf ankommt, welcher der von den
schon gewählten Punkten z1, . . . ,zl−1 verschiedenen Datenpunkten als letzter
Punkt zl genommen wird. Nach Lemma 2.4 erhält man also für verschiedene
Wahlen von zl gerade n−(l−1) = def IP isotrope Vektoren ~hj

◦ (j = l, . . . ,n).
Diese sind wegen der vorangegangenen Überlegung linear unabhängig, und
stellen alle die durch (2.3) gegebene Funktion dar.

Nun zeigen wir noch, daß die Menge L aller jener isotropen Vektoren ~h◦,
für die f ~h◦ die eindeutige Lösung f(z) von (1.3) darstellt, zusammen mit
dem Nullvektor einen Teilraum von H

◦ bildet. Damit ist die Behauptung
des Satzes bewiesen, denn dann gilt dimH

◦ = def IP = dimL, also L = H
◦.

Sei zuerst h◦ ∈ L und α ∈ C, α 6= 0. Dann kann man in der Definition
(2.9) der zugeordneten rationalen Funktion α kürzen und sieht fαh◦(z) =
f ~h◦(z), also αh◦ ∈ L.

Seien nun ~h1
◦ und ~h2

◦ zwei linear unabhängige Vektoren aus L und
~h◦ = ~h1

◦ + ~h2
◦. Wir betrachten

f ~h1
◦(z) =

p1(z)

q1(z)
, f ~h2

◦(z) =
p2(z)

q2(z)
und

f ~h◦ =
p1(z) + p2(z)

q1(z) + q2(z)
.

Wegen der linearen Unabhängigkeit der Vektoren ~h◦
1 und ~h◦

2 ist das Polynom
q1(z) + q2(z) nicht das Nullpolynom. Wir können also eine reelle Zahl r > 0
finden, so daß der Kreis |z| < r die Nullstellen von q1(z), q2(z) und q1(z) +
q2(z) enthält. Im folgenden sei z stets außerhalb dieses Kreises. Dann gilt

p1(z)

q1(z)
=

p2(z)

q2(z)
= f(z), also

p1(z) = q1(z)f(z) und p2(z) = q2(z)f(z).

Daraus erhält man

(p1(z) + p2(z)) = (q1(z) + q2(z))f(z).

Für Zahlen z außerhalb des Kreises |z| < r gilt also f ~h◦(z) = f(z). Da beide
Funktionen rationale Funktionen sind, folgt daraus bereits f ~h◦(z) = f(z) für
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jedes z ∈ C, also ~h◦ ∈ L. Damit ist L ein linearer Teilraum von H.

2.2.3 Charakterisierung rationaler Funktionen mit reellen Ko-

effizienten

Wir stellen zunächst fest, daß Funktionen für die der zugehörige Skalar-
produktraum entartet, bereits durch ihre Funktionswerte an endlich vielen
Stellen festgelegt sind.

Satz 2.6 Sei f : ρ(f) → C, ρ(f) ⊆ C+ eine Funktion, für die der zu-
gehörige Skalarproduktraum Hf entartet. Ist dann h◦ 6= 0 ein isotroper

Vektor des Raumes Hf mit ~h◦ =
m∑

i=1
h◦

i ~eζi
für ein m ∈ IN und gewisse

Werte ζ1, . . . , ζm ∈ ρ(f), so ist die Funktion f durch ihre Funktionswerte
f(ζ1), . . . ,f(ζm) eindeutig festgelegt; sie wird durch die Formel

f(z) =

m∑

i=1
h◦
i f (ζi)(

m∏

j=1
j 6=i

(z − ζj ))

m∑

i=1
h◦
i

m∏

j=1
j 6=i

(z − ζj )
für z ∈ ρ(f) (2.12)

gegeben.

Beweis : Sei z ∈ ρ(f), dann gilt [~ez , ~h◦] = 0 da ~h◦ ∈ Hf
◦ ist. Man berechnet

0 = [~ez, ~h◦] =
m∑

i=1

h◦
i [~ez , ~eζi

] =
m∑

i=1

h◦
i

f(z) − f (ζi )

z − ζi

=

=

m∑

i=1
h◦
i (f(z) − f (ζi))

m∏

j=1
j 6=i

(z − ζj )

n∏

j=1
(z − ζj )

.

Also gilt
m∑

i=1

h◦
i (f(z) − f (ζi))

m∏

j=1
j 6=i

(z − ζj ) = 0
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und damit

f(z)(
m∑

i=1

h◦
i

m∏

j=1
j 6=i

(z − ζj )) =
m∑

i=1

h◦
i f (ζi)

m∏

j=1
j 6=i

(z − ζj ).

Die Funktion f gestattet daher die Darstellung

f(z) =

m∑

i=1
h◦
i f (ζi)

m∏

j=1
j 6=i

(z − ζj )

m∑

i=1
h◦
i

m∏

j=1
j 6=i

(z − ζj )

und ist damit mit Hilfe der Funktionswerte f(ζi) für i = 1, . . . ,n als rationale
Funktion festgelegt.

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, daß die eindeutige Lösung eines
Interpolationsproblems vom Typ (1.3) eine rationale Funktion mit reellen
Koeffizienten ist. Das nun folgende Lemma zeigt, daß für diese Funktionen
der zugehörige Skalarproduktraum entartet.

Lemma 2.6 Sei f die eindeutig bestimmte Lösung des Interpolationspro-
blems (1.3) in der Klasse Nκ1, d.h. mit minimaler Anzahl von negativen
Quadraten. Dann ist der Raum Hf entartet. Denkt man sich den Raum H

kanonisch in den Raum Hf eingebettet, so gilt sogar H
◦ ⊆ Hf

◦.

Beweis : Sei ~h◦ =
n∑

i=1
h◦

i ~ezi
∈ H

◦ \ {0}. Dann gilt

f(z) = f ~h◦(z) =

n∑

i=1
h◦
i wi

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )

n∑

i=1
h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )
.

Sei weiters ~ez ∈ Hf . Wir berechnen [~ez, ~h◦]:

[~ez, ~h◦] = [~ez,
n∑

i=1

h◦
i ~ezi

] =
n∑

i=1

h◦
i

f(z) − wi

z − zi
=
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= f(z)
n∑

i=1

h◦
i

z − zi
−

n∑

i=1

h◦
i wi

z − zi
= f(z)

︸︷︷︸

=f ~h◦(z)

n∑

i=1
h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )

n∏

j=1
(z − zj )

−

−

n∑

i=1
h◦
i wi

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )

n∏

j=1
(z − zj )

=
1

n∏

j=1
(z − zj )

[

n∑

i=1
h◦
i wi

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )

n∑

i=1
h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )
·

·
n∑

i=1

h◦
i wi

n∏

j=1
j 6=i

(z − zi) −
n∑

i=1

h◦
i wi

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )

]

= 0

Es gilt also ~h◦ ∈ Hf
◦.

Unsere bisherigen Ergebnisse können wir folgendermaßen zusammenfassen

Satz 2.7 Sei f eine in der komplexen Ebene meromorphe Funktion. Dann
sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. f ist eine rationale Funktion mit reellen Koeffizienten.

2. Es gibt eine Zahl n0 ∈ IN, so daß für m ≥ n0 und je m verschiedene
Punkte ζ1, . . . ,ζm ∈ C+ die Pick-Matrix

IPm =

(

f(ζj) − f (ζi)

ζj − ζi

)m

j,i=1

singulär ist, und es gilt f(z ) = f (z ) für z ∈ ρ(f).

3. f ist die Lösung eines gewissen Interpolationsproblems vom Typ (1.3)
mit minimaler Anzahl negativer Quadrate.

4. Der zugehörige Skalarproduktraum Hf ist entartet und es gilt f(z ) =
f (z ) für z ∈ ρ(f).

Beweis : Die Implikation
”
1 =⇒ 2“ ist die Aussage von Folgerung 2.1 ,

”
3

=⇒ 4“ haben wir in Lemma 2.6 bewiesen, während
”
4 =⇒ 1“ die Aussage

von Satz 2.6 ist. Wir müssen also noch
”
2 =⇒ 3“ zeigen.
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Seien ζ1, . . . ,ζm beliebige Punkte des Definitionsbereiches von f und
ωi = f(ζi) für i = 1, . . . ,m. Dann verschwindet in der Pick-Matrix IP je-

der Hauptminor IPr =

(

ωi−ωj

ζi−ζj

)m

j,i=1
mit r ≥ n0 Zeilen. Die Matrix hat

daher höchstens den Rang n0
2. Es können also sicher nicht mehr als n0 ne-

gative Eigenwerte in einer Matrix IPm auftreten. Die Funktion f ist also in
einer Klasse Nκ mit κ ≤ n0. Wir wählen Punkte ζ1, . . . ,ζm, so daß die Pick-
Matrix IPm wirklich κ negative Eigenwerte besitzt. Falls notwendig nehmen
wir noch weitere Punkte ζm+1, . . . ,ζn0+1 dazu, so daß die Pick-Matrix IPn0+1

singulär ist. Dann ist die Funktion f eine Lösung des Interpolationsproblems
vom Typ (1.3) mit den Daten ζ1, . . . ,ζn und w1 = f(ζ1), . . . ,wn = f(ζn)
(n ≤ n0+1) und zwar die Lösung mit minimaler Anzahl negativer Quadrate.

2.3 Der Fall κ1 < κ < κ1 + def IP

Wir betrachten das Interpolationsproblem (1.3) . Dabei setzen wir wieder

voraus, daß die Pick-Matrix IP =
(

wi−wj

zi−zj

)n

j,i=1
genau κ1 negative Eigenwerte

hat und singulär ist. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, daß es keine
Lösungen des Interpolationsproblems (1.3) in einer der Klassen Nκ mit
κ1 < κ < κ1 + def IP gibt.

Dazu formulieren wir zunächst einen allgemeineren Satz, der für eine
Lösung f von (1.3) erlaubt, auf f ∈ Nκ1 zu schließen. Um diesen Satz
zu formulieren, benötigen wir noch eine Bezeichnung, die den Begriff des
zugeordneten Skalarproduktraumes verallgemeinert.

Definition 2.4 Sei f : ρ(f) → C mit ρ(f) ⊆ C+ eine komplexwertige
Funktion, D eine Teilmenge von ρ(f). Dann bezeichne Hf ,D

den Teilraum

Hf ,D
= 〈{~ez |z ∈ D}〉

von Hf .

Wir bemerken, daß aus D1 ⊆ D2 auch Hf ,D1
⊆ Hf ,D2

folgt.

Satz 2.8 Sei f eine in der oberen Halbebene meromorphe Funktion mit

f(zi) = wi für i = 1, . . . , n.

2vgl. Abschnitt 1.4.
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Sei weiters D eine dichte Teilmenge von ρ(f) mit z1, . . . ,zn ∈ D, L ein
Skalarproduktraum und

U : Hf ,D
→ L

eine Isometrie. Gilt in dieser Situation

U(H) ∩L
◦ 6= {0},

so ist f die eindeutig bestimmte Lösung des Interpolationsproblems (1.3)
in der Klasse Nκ1 (also mit minimaler Anzahl negativer Quadrate).

Beweis : Sei ~h◦ =
n∑

i=1
h◦

i ~ezi
6= 0, ~h◦ ∈ H mit U ~h◦ ∈ L

◦. Insbesondere ist

dann U ~h◦ ⊥ U(H), also auch ~h◦ ⊥ H, was ~h◦ ∈ H
◦ bedeutet. Für jedes

z ∈ D gilt nun

[~ez , ~h◦] = [U~ez ,U ~h◦] = 0.

Mit einer analogen Rechnung wie beim Beweis von Satz 2.6 bestätigt man
für z ∈ D

f(z) =

n∑

i=1
h◦
i wi

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )

n∑

i=1
h◦
i

n∏

j=1
j 6=i

(z − zj )
= f ~h◦(z).

Aus Stetigkeitsgründen und mit Hilfe von Satz 2.5 ergibt sich f als eindeu-
tige Lösung des Interpolationsproblems (1.3) in der Klasse Nκ1 .

Nun kommen wir wieder auf unsere ursprüngliche Frage nach Lösungen des
Interpolationsproblems (1.3) in den Klassen Nκ mit κ1 < κ < κ1 + def IP
zurück, und zeigen:

Lemma 2.7 Sei f ∈ Nκ eine Lösung des Interpolationsproblem (1.3) mit
κ < κ1 + def IP. Betrachtet man den zugehörigen Skalarproduktraum Hf , so
ist Hf

◦ ∩H 6= {0}.

Beweis : Angenommen es wäre Hf
◦ ∩ H = {0}. Dann ist H kanonisch

in den (vervollständigten) Faktorraum Hf
′ = Hf/Hf

◦ eingebettet. Sei L
ein negativer Teilraum von H mit Dimension κ1. Als endlichdimensionaler
definiter Teilraum von Hf

′ hat L ein orthogonales Komplement, nämlich
L⊥. Offenbar ist H

◦ ⊆ L⊥ ein neutraler Teilraum von L⊥ der Dimension
def IP. Da L⊥ ein Teilraum von Hf

′ mit genau κ− κ1 negativen Quadraten
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ist und Hf
′ nicht entartet, ist die Dimension eines neutralen Teilraumes von

L⊥ durch κ − κ1 < def IP beschränkt, was einen Widerspruch bedeutet.

Mit Hilfe des obigen Lemmas und Satz 2.8 erhält man nun leicht den
folgenden Satz.

Satz 2.9 Sei f ∈ Nκ eine Lösung des Interpolationsproblems (1.3) mit
κ < κ1 + def IP. Dann gilt bereits κ = κ1.

Beweis : Nach Lemma 2.7 gilt Hf
◦ ∩ H 6= {0}. Betrachte die identische

Abbildung als Isometrie U : Hf → Hf . Dann sind offensichtlich alle Voraus-
setzungen von Satz 2.8 erfüllt, also gilt κ = κ1.
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Kapitel 3

Lösung des

Interpolationsproblems mit

Hilfe operatortheoretischer

Methoden - der Fall

κ1 + def IP ≤ κ

Nachdem wir im vorangegangenen Kapitel den Fall κ < κ1 + def IP erledigt
haben, wenden wir uns nun dem Fall κ ≥ κ1 + def IP zu. Wir werden im
Raum H einen nicht dicht definierten symmetrischen Operator betrachten
und Lösungen des Interpolationsproblems (1.3) in den Klassen Nκ durch
selbstadjungierte Erweiterungen S̃ des Operators S beschreiben. Die betrach-
teten Erweiterungen operieren in gewissen Pontrjaginräumen H̃ ⊇ H.

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Durchführung dieses Pro-
gramms und einer detaillierten Untersuchung der oben angesprochenen Be-
ziehung zwischen Lösungen des Interpolationsproblems (1.3) und selbstad-
jungierten Erweiterungen von S beschäftigen.

3.1 Der symmetrische Operator S

Bevor wir den im Raum H symmetrischen Operator S definieren, wollen wir
noch ein mal an unsere Vereinbarungen bezüglich der beim Interpolations-
problem (1.3) gegebenen Daten erinnern. Wir bezeichnen stets mit n die

41
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Anzahl der gegebenen Punkte z1, . . . ,zn bzw. w1, . . . ,wn und mit κ1 die An-
zahl der negativen Eigenwerte der Pick-Matrix IP. Weiters setzen wir stets
vorraus, daß IP singulär ist, also def IP ≥ 1 gilt.

Definition 3.1 Bezeichne mit D die folgende Hyperebene von H:

D =

{

~x =
n∑

i=1

xi ~ezi
∈ H

∣
∣
∣

n∑

i=1

xi = 0

}

.

Auf D definieren wir den Operator S durch

S~x =
n∑

i=1

zixi ~ezi
für ~x =

n∑

i=1

xi ~ezi
∈ D.

Satz 3.1 Der Operator S ist symmetrisch und injektiv.

Beweis : Seien ~x und ~y in D. Dann gilt

[S~x, ~y] =





n∑

i=1

zixi ~ezi
,

n∑

j=1

yj ~ezj



 =

=
n∑

i,j=1

zixiyj [ ~ezi
, ~ezj

] =

=
n∑

i,j=1

zixiyj
wi − wj

zi − zj
.

Analog berechnet man

[~x,S~y] =
n∑

i,j=1

zjxiyj
wi − wj

zi − zj
.

Man erhält also für ~x, ~y ∈ D = D (S)

[S~x, ~y] − [~x,S~y] =
n∑

i,j=1

(zixiyj − zj xiyj )
wi − wj

zi − zj
=

=
n∑

i,j=1

xiyj (wi − wj ) =
n∑

i=1

( n∑

j=1

yj

︸ ︷︷ ︸

=0

)

xiwi−
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−
n∑

j=1

( n∑

i=1

xi

︸ ︷︷ ︸

=0

)

yjwj = 0,

d.h. S ist symmetrisch.

Sei nun S~x = 0, d.h.
n∑

i=1
zixi ~ezi

= 0. Wegen der linearen Unabhängigkeit

der Vektoren ~ezi
(i = 1, . . . ,n) folgt zixi = 0 und aufgrund von zi ∈ C+ auch

xi = 0 für i = 1, . . . ,n. Somit ist S injektiv.

3.2 Konstruktion von Lösungen des Interpolations-

problems mit Hilfe selbstadjungierter Opera-

toren

Sei nun H̃ ein Πκ-Raum , in dem H isometrisch eingebettet ist. Das Skalar-
produkt in H̃ werde wieder mit [., .] bezeichnet. Wir ordnen zunächst einem
selbstadjungierten Operator eine Funktion zu.

3.2.1 Die einem Operator zugeordnete Funktion

Wir beginnen mit einer grundlegenden Definition.

Definition 3.2 Sei H̃ ein Πκ-Raum mit H̃ ⊇ H. Sei weiters S̃ ein selbst-
adjungierter Operator in H̃ mit S̃ ⊇ S. Dann bezeichne mit f

S̃
die (zunächst)

auf ρ(S̃) definierte Funktion1

f
S̃
(z) = w1 +

ℑw1

ℑz1
(z − z1 ) + (z − z1)(z − z1 )

[

(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1

]

. (3.1)

Offenbar ist die Funktion f
S̃

auf der Resolventenmenge ρ(S̃) analytisch.

Satz 3.2 Für die Funktion f
S̃
(z) existiert der Grenzwert limz→ı∞

f ˜
S

(z)

ℑz
und

ist gleich Null.

1Bei dieser Definition ist der Punkt z1 ausgezeichnet. Man beachte jedoch, daß die
Numerierung der vorgegebenen Daten willkürlich ist.
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Beweis : Wir bemerken, daß f
S̃
(z) die Darstellung

f
S̃
(z) = w1 + (z − z1 )[(S̃ − z1)(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ]

hat. Aus dieser Darstellung folgt mit Hilfe der Beziehung

lim
z→ı∞

(S̃ − z)−1 = −I

die Behauptung2

Der folgende Satz zeigt den Zusammenhang zwischen den Funktionen f
S̃

und dem Interpolationsproblem (1.3) .

Satz 3.3 Sei S̃ ⊇ S eine Erweiterung des Operators S in einem Πκ-Raum
H̃ ⊇ H. Ist i ∈ {1, . . . , n} und zi ∈ ρ(S̃), so gilt f

S̃
(zi) = wi.

Beweis : Wir betrachten zuerst den Fall i = 1:

f
S̃
(z1) = w1 +

ℑw1

ℑz1
(z1 − z1 ) = w1 + 2ıℑw1 = w1.

Sei nun i 6= 1, dann ist ~ezi
− ~ez1 ∈ D und es gilt

(S̃ − zi)( ~ezi
− ~ez1) = S̃( ~ezi

− ~ez1) − zi( ~ezi
− ~ez1) =

= S( ~ezi
− ~ez1) − zi( ~ezi

− ~ez1) = (zi − z1) ~ez1

Da nach Voraussetzung zi in ρ(S̃) liegt, ist

~ezi
− ~ez1 = (zi − z1)(S̃ − zi)

−1 ~ez1, also

[ ~ezi
− ~ez1, ~ez1 ] = (zi − z1)

[

(S̃ − zi)
−1 ~ez1 , ~ez1

]

und

f
S̃
(zi) = w1 +

ℑw1

ℑz1
(zi − z1 ) + (zi − z1 )[ ~ezi

− ~ez1, ~ez1 ] =

= w1 +
ℑw1

ℑz1
(zi − z1 ) + (zi − z1 )

(
wi − w1

zi − z1
− ℑw1

ℑz1

)

= wi.

2Bezüglich einer exakten Durchführung des Beweises siehe [26] §3.
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Bemerkung 3.1 Wir sehen, daß die Funktion f
S̃

im Punkt zi genau dann

den Wert wi annimmt, wenn im Falle i = 1 der Ausdruck [(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ]
lokal um z1 beschränkt bleibt oder im Falle i 6= 1 den Grenzwert

lim
z→zi

[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ] = [
~ezi

− ~ez1

zi − z1
, ~ez1 ]

besitzt.

Bemerkung 3.2 Die Behauptung von Satz 3.3 bleibt richtig, wenn S̃ kein
Operator, sondern nur eine lineare Relation mit ρ(S̃) 6= ∅ ist. Denn für
z ∈ ρ(S̃) ist (S̃ − z)−1 ein Operator, und wir erhalten aus der Beziehung

( ~ezi
− ~ez1 , (zi − z1) ~ez1) ∈ (S − zi) ⊆ (S̃ − zi)

ebenfalls die Gleichung

~ezi
− ~ez1 = (zi − z1)(S̃ − zi)

−1 ~ez1 .

Im folgenden benötigen wir auch eine andere Darstellung der Funktion f
S̃
.

Lemma 3.1 Für z ∈ ρ(S̃) gilt

f
S̃
(z) = ℜw1 + (z −ℜz1)

ℑw1

ℑz1
+ (z − z1)(z − z1 )

[

(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1

]

(3.2)

Beweis : Es gilt

ℜw1 + (z −ℜz1)
ℑw1

ℑz1
= w1 + ıℑw1 + (z −ℜz1)

ℑw1

ℑz1
=

= w1 +
ℑw1

ℑz1
(z −ℜz1 + ıℑz1) = w1 +

ℑw1

ℑz1
(z − w1 ).

Lemma 3.2 Für z ∈ ρ(S̃) und damit auch z ∈ ρ(S̃) gilt stets

f
S̃
(z ) = f

S̃
(z ).



46 KAPITEL 3. OPERATORTHEORETISCHE LÖSUNG

Beweis : Wir benützen die Darstellung (3.2) von f
S̃

und erhalten

f
S̃
(z ) = ℜw1 + (z −ℜz1)

ℑw1

ℑz1
+ (z − z1 )(z − z1 )

[

(S̃ − z )−1 ~ez1 , ~ez1

]

=

= ℜw1 + (z −ℜz1)
ℑw1

ℑz1
+ (z − z1 )(z − z1)

[

~ez1 , (S̃ − z)−1 ~ez1

]

=

= ℜw1 + (z −ℜz1)
ℑw1

ℑz1
+ (z − z1)(z − z1 )

[

(S̃ − z )−1 ~ez1 , ~ez1

]

= f
S̃
(z )

da ((S̃ − z)−1)+ = (S̃ − z )−1 gilt.

Definition 3.3 Sei ζ ∈ C+ und z ∈ ρ(S̃). Dann bezeichnen wir im folgen-
den mit Ũζz den Operator

Ũζz = I + (z − ζ)(S̃− z)−1.

Wir bemerken, daß Ũζz = (S̃− ζ)(S̃− z)−1 gilt. Insbesondere ist R (Ũζz) =
R (S̃ − ζ) und Ũζz genau dann stetig invertierbar, wenn ζ in der Resolven-
tenmenge von S̃ liegt.

Lemma 3.3 Für den Kern Nf˜
S

von f
S̃

gilt die Formel

Nf˜
S
(z, z′) ≡

f
S̃
(z) − f

S̃
(z ′)

z − z ′
=
[

Ũz1z ~ez1 , Ũz1z′ ~ez1

]

wobei z, z′ ∈ ρ(S̃) ∩ C+ sind.

Beweis : Wir berechnen den Kern Nf˜
S
:

Nf˜
S
(z, z′) =

f
S̃
(z) − f

S̃
(z ′)

z − z ′
=

f
S̃
(z) − f

S̃
(z ′)

z − z ′
=

=
1

z − z ′

{(

w1 + (z − z1 )
ℑw1

ℑz1
+ (z − z1)(z − z1 )

[

(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1

])

−

−
(

w1 + (z ′ − z1 )
ℑw1

ℑz1
+ (z ′ − z1)(z ′ − z1 )

[

(S̃ − z ′)−1 ~ez1 , ~ez1

])
}

=
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=
ℑw1

ℑz1
+

1

z − z ′

(

(z − z1)(z − z1 )
[

(S̃ − z)−1 ~ez1, ~ez1

]

− (z ′ − z1)(z ′ − z1 )·

·
[

(S̃ − z ′)−1 ~ez1 , ~ez1

]
)

=
ℑw1

ℑz1
+

(z − z1)(z − z1 ) − (z ′ − z1)(z ′ − z1 )

z − z ′
·

·
[

(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1

]

+ (z ′ − z1)(z ′ − z1 )

[(

(S̃ − z)−1 − (S̃ − z ′)−1
)

~ez1 , ~ez1

]

z − z ′
=

=
ℑw1

ℑz1
+ (z + z ′ − 2ℜz1)

[

(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1

]

+ (z ′ − z1)(z ′ − z1 )·

·
[

(S̃ − z)−1(S̃ − z ′)−1 ~ez1, ~ez1

]

=
[

~ez1 + (z + z ′ − 2ℜz1)(S̃ − z)−1 ~ez1+

+(z ′ − z1)(z ′ − z1 )(S̃ − z)−1(S̃ − z ′)−1 ~ez1 , ~ez1

]

.

Andererseits gilt
[

Ũz1z ~ez1 , Ũz1z′ ~ez1

]

=
[

U
z1 z ′

Ũz1z ~ez1 , ~ez1

]

und man erhält

Ũ
z1 z ′

Ũz1z =
(

I + (z − z1)(S̃ − z)−1
) (

I + (z ′ − z1 )(S̃ − z ′)−1
)

=

= I+(z−z1)(S̃−z)−1+(z ′−z1 )(S̃−z ′)−1+(z−z1)(z ′−z1 )(S̃−z)−1(S̃−z ′)−1 =

= I + (z + z ′ − 2ℜz1)(S̃ − z)−1 + (2ℜz1 − z ′ − z1)(S̃ − z)−1+

+(z ′ − z1 )(S̃ − z ′)−1 + (z − z1)(z ′ − z1 )(S̃ − z)−1(S̃ − z ′)−1 =

= I + (z + z ′ − 2ℜz1)(S̃ − z)−1 − (z ′ − z1 )
(

(S̃ − z)−1 − (S̃ − z ′)−1
)

+

+(z − z1)(z ′ − z1 )(S̃ − z)−1(S̃ − z ′)−1 = I + (z + z ′ − 2ℜz1)·

·(S̃ − z)−1 −
(

(z ′ − z1 )(z − z ′) − (z − z1)(z ′ − z1 )
)

(S̃ − z)−1(S̃ − z ′)−1 =

= I + (z + z ′ − 2ℜz1)(S̃ − z)−1 + (z ′ − z1 )(z ′ − z1)(S̃ − z)−1(S̃ − z ′)−1

Damit ist die Beziehung

Nf˜
S
(z, z′) =

[

U
z1 z ′

Ũz1z ~ez1 , ~ez1

]

bewiesen.

Mit Hilfe von Lemma 3.3 ergibt sich
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Satz 3.4 Sei H̃ ein Πκ-Raum mit H̃ ⊇ H. Sei weiters S̃ ein selbstadjun-
gierter Operator in H̃. Dann hat der Nevanlinna-Kern Nf ˜

S
der Funktion

f
S̃

: ρ(S̃) ∩ C+ → C höchstens κ negative Quadrate, d.h.

f
S̃
∈

κ⋃

κ′=0

Nκ′ .

Beweis : Wir haben zu zeigen, daß für je endlich viele Punkte ζ1, . . . ζm ∈
ρ(S̃) ∩ C+ die hermitesche Matrix

(

Nf˜
S
(ζi, ζj)

)m

i,j=1
höchstens κ negative

Eigenwerte hat, daß also der Skalarproduktraum

L = 〈Cm, [., .]1〉 mit [~ei, ~ej ]1 = Nf˜
S
(ζi, ζj)

keinen negativen Teilraum einer Dimension κ′ > κ haben kann. Dazu be-
trachten wir den linearen Operator U : L → H̃, der durch

~ei 7→ Ũz1ζi
~ez1

gegeben ist. Dieser Operator erfüllt nach Lemma 3.3 die Bedingung

[U~x,U~y] = [~x, ~y]1 für ~x, ~y ∈ L

Damit ist die Dimension κ′ eines negativen Teilraumes M von L durch κ
beschränkt, denn M ∩ ker U = {0}, also wird M injektiv abgebildet.

Bemerkung 3.3 Analog zur Bemerkung 3.2 im Anschluß an Satz 3.3
bleibt auch die Aussage dieses Satzes richtig, wenn S̃ eine selbstadjungierte
Relation ist. Denn bei der Definition von f

S̃
geht nur die Resolvente (S̃−z)−1

ein, welche für z ∈ ρ(S̃) ein Operator ist.

Gemeinsam mit Satz 2.4 ergibt sich aus Satz 3.4 die Folgerung

Folgerung 3.1 Sei ρ(f
S̃
) das Holomorphiegebiet der Funktion f

S̃
in C+.

Dann gehört die Funktion

f
S̃

: ρ(f
S̃
) → C

zu der Vereinigung
κ⋃

κ′=0
Nκ′.
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3.2.2 Einfache Operatoren

Wir haben gesehen, daß man im allgemeinen von einer Funktion f
S̃

nicht
erwarten kann, daß sie wirklich für jedes i ∈ {1, . . . , n} die Bedingung
f(zi) = wi erfüllt, denn wir können uns Operatoren denken, die an den
Stellen zi Spektrum besitzen. In diesem Fall können wir bis jetzt nichts über
den Funktionswert von f

S̃
an einer solchen Stelle aussagen.

Im folgenden betrachten wir sogenannte einfache Operatoren. Für solche
Operatoren kann man zeigen, daß die Funktion f

S̃
tatsächlich die gegebenen

Daten interpoliert.

Um dies einzusehen, wollen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren einer
selbstadjungierten Erweiterung S̃ von S in einem Πκ-Raum H̃ ⊇ H näher
untersuchen. Wir werden sehen, daß bei einfachen Operatoren das Spektrum
nicht beliebig liegen kann.

Dazu stellen wir zunächst einige Eigenschaften von Eigenvektoren einer
selbstadjungierten Erweiterung S̃ von S zusammen.

Lemma 3.4 Sei ~x ∈ H ein Eigenvektor von S̃ in H. Dann ist ~x /∈ D (S),
H ⊆ D (S̃) und es gilt S̃(H) ⊆ H.

Beweis : Sei ~x =
n∑

i=1
xi ~ezi

6= 0 mit
n∑

i=1
xi = 0, also ~x ∈ D (S). Weiters sei

(S̃−λ)~x = 0, also ~x ein Eigenvektor von S̃ zum Eigenwert λ. Dann müßten,
da ~x 6= 0 ist, mindestens zwei der Koeffizienten xi verschieden von Null sein.
Nun gilt jedoch

(S̃ − λ)~x =
n∑

i=1

xi(zi − λ) ~ezi
= 0,

also xi(zi − λ) = 0 für i = 1, . . . ,n. Das ist ein Widerspruch, da die Punkte
z1, . . . ,zn paarweise verschieden sind.

Es ist also ~x /∈ D (S) und damit H = D (S) + 〈~x〉 ⊆ D (S̃). Für jedes
Element ~y in H gilt daher ~y = ~y1 + µ~y~x mit ~y1 ∈ D (S). Also ist

S̃~y = S̃~y1 + µ~yS̃~x = S~y1 + µ~yλ~x,

d.h. S̃~y ∈ H.

Nun wollen wir den Begriff des einfachen Operators definieren.



50 KAPITEL 3. OPERATORTHEORETISCHE LÖSUNG

Definition 3.4 Sei T ein Operator eines Πκ-Raumes und ~x ein Element
dieses Raumes. Dann heißt ~x für den Operator T erzeugend, falls die abge-
schlossene lineare Hülle der Vektoren

(T − w)−1~x für w ∈ ρ(T) ∩ C+

bereits den ganzen Raum ergibt. Ein Operator, der ein erzeugendes Element
besitzt, heißt einfach.

Wir untersuchen im folgenden Eigenvektoren eines einfachen Operators.

Satz 3.5 Sei H̃ ⊇ H, S̃ ⊇ S und sei ~x0 ∈ H ein erzeugendes Element für S̃.
Dann hat S̃ keinen Eigenvektor in H.

Beweis : Angenommen S̃ hätte einen Eigenvektor in H. Dann wäre nach
dem vorangegangenen Lemma H ⊆ D (S̃) und S̃(H) ⊆ H. Für beliebiges
w ∈ ρ(S̃) gilt daher auch (S̃ − w)(H) ⊆ H. Da H endlichdimensional und
(S̃−w) injektiv ist, muß (S̃−w) sogar bijektiv auf H operieren. Damit gilt
für beliebiges w ∈ ρ(S̃) auch die Beziehung (S̃−w)−1(H) = H. Da H (wieder
wegen der Endlichdimensionalität) abgeschlossen ist, gilt

H̃ =
∨

w∈ρ(S̃)

(S̃ − w)−1 ~x0 ⊆ H ⊆ H̃,

also H̃ = H. Das ist aber ein Widerspruch, da H entartet ist.

Im folgenden Lemma untersuchen wir das Skalarprodukt eines Eigenvektors
eines Operators S̃ ⊇ S mit einem Element des Raumes H. Von besonderem
Interesse sind dabei die Eigenvektoren zu Eigenwerten λ = zi oder zi , wobei
zi einer der vorgegebenen Datenpunkte ist.

Lemma 3.5 Sei S̃ eine selbstadjungierte Erweiterung des Operators S, und
~x ein Eigenvektor von S̃ zum Eigenwert λ 6= 0. Dann gilt für jedes i ∈
{1, . . . , n} mit zi 6= λ und j = 1, . . . ,n die Beziehung

[ ~ezi
, ~x] =

λ − zj

λ − zi

[ ~ezi
, x]. (3.3)

Ist insbesondere λ = zj mit j 6= i, so gilt

[ ~ezi
, ~x] = 0. (3.4)
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Beweis : Betrachte ein Element ~y =
n∑

j=1
j 6=i

yj( ~ezj
− ~ezi

) ∈ D (S). Dann gilt

[~y, ~x] =
1

λ
[~y, S̃~x] =

1

λ
[S̃~y, ~x] =

=
1

λ




S̃






n∑

j=1
j 6=i

yj( ~ezj
− ~ezi

)




 , ~x




 =

1

λ

n∑

j=1
j 6=i

yj[zj ~ezj
− zi ~ezi

, ~x] =

=
n∑

j=1
j 6=i

yj

(
zj

λ
[ ~ezj

, ~x] − zi

λ
[ ~ezi

, ~x]

)

.

Andererseits ist aber

[~y, ~x] =






n∑

j=1
j 6=i

yj( ~ezj
− ~ezi

), ~x




 =

n∑

j=1
j 6=i

yj

(

[ ~ezj
, ~x] − [ ~ezi

, ~x]
)

,

und man erhält insgesamt

n∑

j=1
j 6=i

yj

((

1 − zj

λ

)

[ ~ezj
, ~x] −

(

1 − zi

λ

)

[ ~ezi
, ~x]

)

= 0. (3.5)

Da diese Beziehung für jede Wahl der Zahlen yj besteht, muß

(

1 − zj

λ

)

[ ~ezj
, ~x] −

(

1 − zi

λ

)

[ ~ezi
, ~x] = 0 für j 6= i

gelten. Man erhält also die Beziehung

[ ~ezi
, ~x] =

λ − zj

λ − zi

[ ~ezj
, x] für j 6= i.

Für j = i ist die Gleichung (3.3) trivialerweise erfüllt. Insbesondere sieht
man aus (3.5) für λ = zj , daß [ ~ezi

, ~x] = 0 für i 6= j erfüllt ist.

Satz 3.6 Sei i ∈ {1, . . . , n} und sei ~ezi
ein erzeugendes Element für den

Operator S̃ ⊇ S. Dann sind die Werte zj mit j 6= i keine Eigenwerte von S̃.
Da die Punkte zj nicht reell sind, gilt damit sogar zj ∈ ρ(S̃) für j 6= i.
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Beweis : Wir zeigen, daß es unter unseren Voraussetzungen keinen Eigen-
vektor zum Wert λ = zj für j 6= i geben kann. Da das Spektrum eines
selbstadjungierten Operators symmetrisch zur reellen Achse liegt, ist damit
die Behauptung des Satzes bewiesen.

Sei ~x ein Eigenvektor zum Eigenwert zj 6= zi . Dann ist auch der Vektor
(S̃−w)−1~x für w ∈ ρ(S̃) ein Eigenvektor zum Eigenwert zj . Damit gilt aber
für w ∈ ρ(S̃)

[~x, (S̃ − w)−1 ~ezi
] = [(S̃ − w)−1~x, ~ezi

] = 0,

also ~x ⊥ L =
〈

{(S̃ − w)−1 ~ezi
|w ∈ ρ(S̃)}

〉

. Da L dicht in H̃ liegt, muß ~x = 0
sein.

Eine Folgerung aus diesem Satz und Satz 3.3 ist

Folgerung 3.2 Sei S̃ eine Erweiterung von S mit dem erzeugenden Element
~ezi

. Dann gilt für j 6= i stets f
S̃
(zj) = wj .

Die Frage wann für einen Operator S̃ mit erzeugendem Element ~ezi
die Funk-

tion f
S̃

auch f
S̃
(zi) = wi erfüllt, wollen wir an dieser Stelle nicht diskutieren.

Für stetige Operatoren werden wir in den folgenden beiden Abschnitten Be-
dingungen dafür erhalten. Diese treten auch in einem allgemeineren Kontext
auf.

3.2.3 Einbettung des der Funktion f
S̃

zugeordneten Raumes

Wir betrachten eine selbstadjungierte Erweiterung S̃ von S in einem Πκ-Raum
H̃ ⊇ H. Für die Funktion f

S̃
konstruieren wir den zugeordneten Skalarpro-

duktraum Hf˜
S
, und fragen, ob man diesen im Raum H̃ wiederfindet. Diese

Frage ist für Operatoren S̃ mit erzeugendem Element ~ez1
3 positiv zu beant-

worten.

Im folgenden bezeichnen wir für z ∈ ρ(S̃) mit ~x(z) die Vektoren

~x(z) := Ũz1z ~ez1 = ~ez1 + (z − z1)(S̃ − z)−1 ~ez1 .

Eine Erweiterung von Lemma 3.3 ist

3Hier geht die Auszeichnung des Punktes z1 in der Definition der Funktion f ˜
S

ein.
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Lemma 3.6 Für Vektoren ~x(z), ~x(z′) mit z, z′ ∈ ρ(S̃), z 6= z ′ gilt

[~x(z), ~x(z′)] =
f
S̃
(z) − f

S̃
(z ′)

z − z ′
, (3.6)

[~x(z), ~x(z )] = f
S̃

′(z), (3.7)

[~x(z), ~ez1 ] =
f
S̃
(z) − w1

z − z1
. (3.8)

Beweis : Die erste Gleichung beweist man ebenso, wie Lemma 3.3 . Zur
Gleichung (3.7) braucht man nur

[~x(z), ~x(z )] = lim
z′→z

[~x(z), ~x(z′)]

zu bemerken. Diese Beziehung gilt, da in der Resolventenmenge ρ(S̃) die
Vektoren ~x(z) stetig von z abhängt. Gleichung (3.8) ergibt sich aus der
Definition (3.1) von f

S̃
, da

[~x(z), ~ez1 ] = [ ~ez1 , ~ez1 ] + (z − z1)[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ]

gilt.

Für den Rest dieses Abschnittes bezeichnen wir mit ρ̂(f
S̃
) das Holomorphie-

gebiet der Funktion f
S̃

in C, während ρ(f
S̃
) wie üblich das Holomorphiege-

biet von f
S̃

in C+ bezeichnet.

Lemma 3.7 Sei z0 ∈ ρ̂(f
S̃
), z0 6= z1 und (ζn)n∈IN eine Folge komplexer

Zahlen mit ζn ∈ ρ(S̃) und ζn → z0 für n → ∞. Dann gilt für die Folge
(~x(ζn))n∈IN:

lim
n,m→∞

[

~x(ζn) − ~x(ζm), (S̃ − w)−1 ~ez1

]

= 0 für w ∈ ρ(S̃).

Damit strebt der Ausdruck [~x(ζn) − ~x(ζm), y] für y ∈ Lz1 = 〈{(S̃−w)−1 ~ez1 |w ∈
ρ(S̃)}〉 mit m und n gegen Null.

Beweis : Wir betrachten zuerst den Fall w 6= z1. Dann gilt:
[

~x(ζn) − ~x(ζm), (S̃ − w)−1 ~ez1

]

=

=
1

w − z1
([~x(ζn) − ~x(ζm), ~x(w)] − [~x(ζn) − ~x(ζm), ~ez1 ]) =
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=
1

w − z1

(

([~x(ζn), ~x(w)] − [~x(ζm), ~x(w)]) − ([~x(ζn), ~ez1 ] − [~x(ζm), ~ez1 ])
)

=

=

[(
f
S̃
(ζn) − f

S̃
(w)

ζn − w
−

f
S̃
(ζm) − f

S̃
(w)

ζm − w

)

−
(

f
S̃
(ζn) − w1

ζn − z1
−

f
S̃
(ζm) − w1

ζm − z1

)]

·

· 1

w − z1
.

Wegen der Analytizität von f
S̃

im Punkt z0 konvergieren die beiden Aus-
drücke in den Klammern für n,m → ∞ gegen Null.

Es bleibt noch der Fall w = z1 zu betrachten. In diesem Fall ist also
z1 ∈ ρ(S̃) und damit die Funktion (S̃− z)−1 ~ez1 im Punkte z1 stetig. Weiters
gilt f

S̃
(z1) = w1. Es ist also

[~x(zn), (S̃ − z1)
−1 ~ez1 ] = lim

z→z1

[

~x(zn), (S̃ − z)−1 ~ez1

]

=

= lim
z→z1

[

~x(zn),
~x(z) − ~ez1

z − z1

]

= lim
z→z1

1

z − z1

(
f
S̃
(ζn) − f

S̃
(z )

ζn − z
−

f
S̃
(ζn) − w1

ζn − z1

)

=

= lim
z→z1

1

z − z1

(z − z1 )(f
S̃
(ζn) − w1 ) − (ζn − z1 )(f

S̃
(z ) − w1 )

(ζn − z )(ζn − z1 )
=

=
f
S̃
(ζn) − w1

(ζn − z1 )2
− f ′(z1 )

ζn − z1

und es gilt

lim
n→∞

[~x(zn), (S̃ − z1)
−1 ~ez1 ] =

f
S̃
(z0) − w1

(z0 − z1 )2
− f ′(z1 )

z0 − z1

Insbesondere ist die Folge ([~x(zn), (S̃ − z1)
−1 ~ez1 ])n∈IN eine Cauchy-Folge,

besitzt also die behauptete Eigenschaft.

Lemma 3.8 Sei z0 ∈ ρ̂(f
S̃
), z0 6= z1 und (ζn)n∈IN eine Folge komplexer

Zahlen mit ζn ∈ ρ(S̃) und ζn → z0 für n → ∞. Ist das Element ~ez1 für den
Operator S̃ erzeugend, so sind die Werte ‖~x(ζn)‖ beschränkt.
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Beweis : Da der lineare Teilraum Lz1 = 〈{(S̃−w)−1 ~ez1 |w ∈ ρ(S̃)}〉 dicht in

H̃ ist, gibt es einen κ-dimensionalen negativen Teilraum H̃
− ⊆ Lz1. Die Zer-

legung H̃ = H̃
+
[+̇]H̃

−
mit H̃

+
= (H̃

−
)⊥ ist eine Fundamentalzerlegung des

Πκ-Raumes H̃. Sei dieser Zerlegung entsprechend ~x(ζn) = ~x+(ζn) + ~x−(ζn).

Dann ist ~x−(ζn) eine schwache Cauchy-Folge in H̃
−
. Da H̃

−
endlichdimensio-

nal ist, ist sie somit auch eine Cauchy-Folge in der Norm in H̃
−
. Insbesondere

sind die Werte

‖~x−(ζn)‖2 = −[~x−(ζn), ~x−(ζn)]

für n ∈ IN beschränkt. Weiters gilt, falls z0 nicht reell ist

[~x(ζn), ~x(ζn)] =
f
S̃
(ζn) − f

S̃
(ζn)

ζn − ζn

=
ℑf

S̃
(ζn)

ℑζn
→

ℑf
S̃
(z0)

ℑz0

für n → ∞, und

[~x(ζn), ~x(ζn)] → f
S̃

′(z0) für n → ∞

falls z0 reell ist. Also ist [~x(ζn), ~x(ζn)] und damit auch

[~x+(ζn), ~x+(ζn)] = [~x(ζn), ~x(ζn)] − [~x−(ζn), ~x−(ζn)]

und

‖~x(ζn)‖2 = [~x+(ζn), ~x+(ζn)] − [~x−(ζn), ~x−(ζn)]

beschränkt.

Satz 3.7 Sei z0 ∈ ρ̂(f
S̃
), z0 6= z1 . Ist das Element ~ez1 für den Operator S̃

erzeugend, so existiert der Grenzwert lim
z→z0

w ~x(z) und es gilt

lim
z→z0

w ~x(z) = ~x(z0) falls z0 ∈ ρ(S̃). (3.9)

Definiert man für z0 ∈ ρ̂(f
S̃
) \ ρ(S̃) den Vektor ~x(z0) als

~x(z0) = lim
z→z0

w ~x(z),
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so gilt für z′ 6= z0 :

[~x(z0), ~x(z)] =
f
S̃
(z0) − f

S̃
(z ′)

z0 − z ′
, (3.10)

[~x(z0), ~x(z0 )] = f
S̃

′(z0), (3.11)

[~x(z0), ~ez1 ] =
f
S̃
(z0) − w1

z0 − z1
. (3.12)

Beweis : Sei (ζn)n∈IN eine Folge komplexer Zahlen mit ζn ∈ ρ(S̃) und
lim

n→∞
ζn = z0. Wir wollen zeigen, daß ~x(ζn) eine schwache Cauchy-Folge in

H̃ ist. Sei also ~y ∈ H̃, dann gibt es eine Folge (yk)k∈IN mit yk ∈ Lz1 und
yk → y für k → ∞. Dann gilt

(~x(ζm) − ~x(ζn), y) = (~x(ζm) − ~x(ζn), yk) + (~x(ζm) − ~x(ζn), y − yk).

Nun ist nach Lemma 3.8

|(~x(ζm) − ~x(ζn), y − yk)| ≤ ‖~x(ζm) − ~x(ζn)‖
︸ ︷︷ ︸

≤C

· ‖y − yk‖
︸ ︷︷ ︸

→0

.

Man wähle zu vorgegebenen ǫ also k so groß, daß für ‖y − yk‖ ≤ ǫ
2C

ist. Zu
diesem k wähle man n und m so groß, daß |(~x(ζm) − ~x(ζn), yk)| ≤ ǫ

2 gilt.
Insgesamt erhält man damit für hinreichend große Zahlen n und m

|(~x(ζm) − ~x(ζn), y)| ≤ ǫ

Da H̃ schwach vollständig ist, existiert lim
z→z0

w ~x(z).

Ist z0 ∈ ρ(S̃), so hängt

~x(z) = ~ez1 + (z − z1)(S̃ − z)−1 ~ez1

in einer Umgebung von z0 offenbar stetig von z ab. Also gilt die Beziehung
(3.9) . Um die Gleichungen (3.10) , (3.11) und (3.12) zu beweisen geht
man wie folgt vor.

Sei z′ 6= z0 , dann gilt

[~x(z0), ~x(z′)] = lim
z→z0

[~x(z), ~x(z′)] =

= lim
z→z0

f
S̃
(z) − f

S̃
(z ′)

z − z ′
=

f
S̃
(z0) − f

S̃
(z ′)

z0 − z ′
.
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Weiters ist
[~x(z0), ~x(z0)] = lim

z→z0
[~x(z), ~x(z0 )] =

= lim
z→z0

f
S̃
(z) − f

S̃
(z0 )

z − z0
= lim

z→z0

f
S̃
(z) − f

S̃
(z0)

z − z0
= f

S̃

′(z0)

und
[~x(z0), ~ez1 ] = lim

z→z0
[~x(z), ~ez1 ] =

= lim
z→z0

f
S̃
(z) − w1

z0 − z1
=

f
S̃
(z0) − w1

z0 − z1
.

Bemerkung 3.4 Sei ~ez1 ein erzeugendes Element für S̃. Da dann für i 6= 1

stets (S̃ − zi)
−1 ~ez1 =

~ezi
− ~ez1

zi−z1
gilt4, ist

~x(zi) = lim
z→zi

~x(z) = ~ezi
(∈ H).

Folgerung 3.3 Ist ~ez1 erzeugendes Element für S̃, so hat man einen linea-
ren Operator Uf˜

S
: Hf˜

S
→ H̃, der durch

Uf˜
S

~ez = ~x(z) für z ∈ ρ(f
S̃
)

definiert ist. Aus der Aussage von Satz 3.7 folgt

[Uf˜
S
~x,Uf˜

S
~y] = [x, y] für x, y ∈ Hf˜

S
.

Insbesondere gilt kerUf˜
S
⊆ Hf˜

S

◦.

Bemerkung 3.5 Hier sieht man noch einmal explizit, daß falls das Element
~ez1 für S̃ erzeugend ist, sogar die Funktion f

S̃
: ρ(f

S̃
) → C in der Vereinigung

κ⋃

κ′=0
Nκ′ liegt5.

Wir wollen nun den Operator Uf˜
S
, der in Folgerung 3.3 definiert wurde und

der den Raum Hf˜
S

in den Πκ-Raum H̃ abbildet etwas genauer untersuchen.

Dabei ergibt sich ein interessanter Zusammenhang mit der Eigenschaft von
f
S̃
, auch im Punkt z1 die vorgegebenen Daten zu interpolieren.

4Man beachte Satz 3.6 .
5vgl. Folgerung 3.1 .
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Satz 3.8 Sei H̃ ⊇ H, S̃ eine selbstadjungierte Erweiterung von S und das
Element ~ez1 sei erzeugend für S̃. Weiters sei Hf˜

S

◦ 6= {0}. Dann sind die

folgenden Aussagen äquivalent:

1. lim
z→z1

w ~x(z) = ~ez1 .

2. kerUf˜
S

= Hf˜
S

◦.

3. Uf˜
S

ist nicht injektiv.

4. Es gibt einen Vektor ~h ∈ Hf˜
S

◦,~h 6= 0 mit [Uf˜
S

~h, ~ez1 ] = 0.

5. f
S̃
(z1) = w1.

6. Für jeden Vektor ~h ∈ Hf˜
S

◦ gilt [Uf˜
S

~h, ~ez1 ] = 0.

Beweis : Zum Beweis werden wir die folgenden Implikationen zeigen:

(1)=⇒(2)=⇒(3)=⇒(4)=⇒(5)=⇒(6),

(6)=⇒(4), (5)=⇒(1).

(1)=⇒(2): Sei ~h ∈ Hf˜
S

◦. Dann gilt für jedes w ∈ ρ(S̃), w 6= z1

0 = [~h, ~ew] = [Uf˜
S

~h,Uf˜
S

~ew] = [Uf˜
S

~h, ~x(w)] =

= [Uf˜
S

~h, ~ez1 ] + (w − z1 )[Uf˜
S

~h, (S̃ − w)−1 ~ez1 ].

Wegen ~ez1 = ~x(z1) gilt aber auch

[Uf˜
S

~h, ~ez1 ] = [Uf˜
S

~h, ~x(z)] = [Uf˜
S

~h,Uf˜
S

~ez1 ] =

= [~h, ~ez1 ] = 0.

Damit muß aber auch [Uf˜
S

~h, (S̃−w)−1 ~ez1 ] = 0 gelten. Sei nun w = z1, also

insbesondere z1 ∈ ρ(S̃). Dann hängt (S̃− z)−1 ~ez1 in einer Umgebung von z1

stetig von z ab. Es gilt also

[Uf˜
S

~h, (S̃ − z1)
−1 ~ez1] = lim

z→z1
[Uf˜

S

~h, (S̃ − z)−1 ~ez1 ] = 0.

Es ist somit Uf˜
S

~h ⊥ Lz1 . Da Lz1 dicht in H̃ liegt, muß Uf˜
S

~h = 0 sein, also

~h ∈ kerUf˜
S
.



3.2. KONSTRUKTION VON LÖSUNGEN 59

(2)=⇒(3): trivial.
(3)=⇒(4): Da in jedem Fall ker Uf˜

S
⊆ Hf˜

S

◦ gilt, ist diese Implikation klar.

(4)=⇒(5): Sei ~h ein isotroper Vektor für den [Uf˜
S

~h, ~ez1 ] = 0 gilt, und sei

~h =
m∑

j=1
hj ~eζj

mit ζj ∈ ρ(f
S̃
). Dann gilt

0 = [Uf˜
S

~h, ~ez1 ] =
m∑

j=1

hj [~x(ζj), ~ez1 ] =
m∑

j=1

hj

f
S̃
(ζj) − w1

ζj − z1
.

Aus dieser Gleichung bestimmt sich w1 in eindeutiger Weise als rationale
Funktion von z1. Nun gilt aber die Gleichung

0 = [~h, ~ez1 ] =
m∑

j=1

hj

f
S̃
(ζj) − f

S̃
(z1 )

ζj − z1
,

also muß w1 = f
S̃
(z1) sein.

(5)=⇒(6): Sei ~h =
m∑

j=1
hj ~eζj

∈ Hf˜
S

◦. Dann gilt

[Uf˜
S

~h, ~ez1 ] =
m∑

j=1

hj [~x(ζj), ~ez1 ] =
m∑

j=1

hj

f
S̃
(ζj) − w1

ζj − z1
=

=
m∑

j=1

hj

f
S̃
(ζj) − f

S̃
(z1 )

ζj − z1
= [~h, ~ez1 ] = 0.

(6)=⇒(4): Da nach Voraussetzung Hf˜
S

◦ 6= {0} gilt, ist diese Implikation

klar.
(5)=⇒(1): Ist z1 ∈ ρ(S̃), so ist die Beziehung lim

z→z1

w ~x(z) = ~ez1 klar. Sei also

z1 und damit auch z1 nicht in ρ(S̃). Dann gilt für w ∈ ρ(S̃), z 6= w

[~x(z) − ~ez1 , (S̃ − w)−1 ~ez1 ] = [(z − z1)(S̃ − z)−1(S̃ − w)−1 ~ez1 , ~ez1 ] =

=
z − z1

z − w
[((S̃ − z)−1 − (S̃ − w)−1) ~ez1 , ~ez1 ] =

=
z − z1

z − w
[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ] −

z − z1

z − w
[(S̃ − w)−1 ~ez1 , ~ez1 ]

︸ ︷︷ ︸

→0 für z→z1

.
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Aus der Definition (3.1) von f
S̃

sieht man, daß auch der zweite Ausdruck
für z → z1 gegen Null streben muß, da

f
S̃
(z1) = w1 = w1 +

ℑw1

ℑz1
(z1 − z1 )

gilt. Es ist also

[~x(z1) − ~ez1, (S̃ − w)−1 ~ez1 ] = 0 für w ∈ ρ(S̃),

das heißt (~x(z1) − ~ez1) ⊥ Lz1. Da Lz1 dicht in H̃ liegt, gilt x(z1) = ez1 .

Bemerkung 3.6 Wir bemerken, daß die Äquivalenz der Aussagen (1) und
(5) auch ohne die Voraussetzung Hf˜

S

◦ 6= {0} richtig bleibt.

Beweis : Bei dem Beweis der Implikation (5)=⇒(1) wurde die Vorausset-
zung Hf˜

S

◦ 6= {0} nicht benützt. Umgekehrt folgt aber aus lim
z→z1

w ~x(z) = ~ez1 ,

daß
lim

z→z1

w (z − z1)(S̃ − z)−1 ~ez1 = 0 , also lim
z→z1

f
S̃
(z) = w1

gilt.

Folgerung 3.4 Sei z1 ∈ ρ(f
S̃
). Dann ist H (als linearer Raum) in Hf˜

S

eingebettet. Man kann sich also Hf˜
S

und H̃ als zwei Erweiterungen von

H denken. Bemerkung 3.6 besagt nun, daß die Funktion f
S̃

genau dann
f
S̃
(z1) = w1 erfüllt, wenn Uf˜

S
den Raum H elementweise festläßt.

3.2.4 Eine Bedingung für maximale Anzahl negativer Qua-

drate

In diesem Paragraphen wenden wir uns wieder einer anderen Fragestellung
zu. Es ergibt sich jedoch auch hier ein interessanter Zusammenhang mit der
Interpolationseigenschaft der Funktion f

S̃
im Punkt zi.

Wie aus Folgerung 3.1 bekannt, liegt f
S̃

stets in
κ⋃

κ′=0
Nκ′ falls S̃ in einem

Πκ-Raum H̃ operiert. Hier wollen wir eine Bedingung dafür angeben, daß
f
S̃

sogar in Nκ liegt. Sei dazu im folgenden i ∈ {1, . . . ,n} festgehalten.
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Lemma 3.9 Sei das Element ~ezi
erzeugend für S̃, und gelte ~ezi

∈ R (S̃ − zi)
w

.

Dann liegt R (S̃ − zi) dicht in H̃.

Beweis : Ist zi ∈ ρ(S̃), so ist R (S̃ − zi) = H̃. Wir können uns also im
folgenden auf den Fall zi /∈ ρ(S̃) beschränken. Sei ~x ∈ H̃, ~v ∈ H̃ und ǫ > 0
gegeben. Dann gibt es Punkte ζ1, . . . ,ζn ∈ ρ(S̃) und Zahlen y1, . . . ,yn ∈ C,
so daß der Vektor

~y =
n∑

k=1

yk(ζk − zi)(S̃ − ζk)
−1 ~ezi

∈ Lzi
= 〈{(S̃ − w)−1 ~ezi

|w ∈ ρ(S̃)}〉

der Beziehung |[~x − ~y,~v]| ≤ ǫ
2 genügt. Weiters gibt es einen Vektor ~y′ ∈

R (S̃ − zi) mit |[ ~ezi
− ~y′, ~v]| ≤ ǫ

2
n∑

k=1

yk

, falls
n∑

k=1
yk 6= 0 ist. In diesem Fall gilt

mit

~xi(z) = Ũziz ~ezi
= ~ezi

+ (z − z1)(S̃ − z)−1 ~ezi

die Beziehung

∣
∣
∣
∣
∣
[~x − (

n∑

k=1

yk~xi(ζk) −
n∑

k=1

yk
~y′), ~v]

∣
∣
∣
∣
∣
≤
∣
∣
∣
∣
∣
[~x −

n∑

k=1

yk(ζk − zi)(S̃ − ζk)
−1 ~ezi

, ~v]

∣
∣
∣
∣
∣
+

+

∣
∣
∣
∣
∣
[

n∑

k=1

yk( ~ezi
− ~y′), ~v]

∣
∣
∣
∣
∣
≤ ǫ

2
+

(
n∑

k=1

yk

)

· ǫ

2
n∑

k=1
yk

= ǫ.

Im Falle
n∑

k=1
yk = 0 gilt schon

|[~x − ~y,~v]| = |[~x −
n∑

k=1

yk~xi(ζk), ~v]| ≤ ǫ

2
.

Nun ist

~xi(z) = Ũziz ~ezi
= (S̃ − zi)(S̃ − z)−1 ~ezi

∈ R (S̃ − zi), (3.13)

also liegt R (S̃ − zi) in der schwachen Topologie dicht.
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Folgerung 3.5 Sei das Element ~ezi
erzeugend für S̃ und S̃ stetig. Ist dann

~ezi
∈ R (S̃ − zi)

w
, so liegt sogar die lineare Hülle

Mi = 〈{~xi(z) = Ũziz ~ezi
|z ∈ ρ(S̃)}〉

bezüglich der schwachen Topologie dicht in H̃.

Beweis : Zunächst liegt der Raum Lzi
dicht in H̃. Da der Operator (S̃− zi)

unter unseren Voraussetzungen H̃ auf eine dichte Teilmenge abbildet und
stetig ist, muß auch (S̃−zi)(Lzi

) als Bild einer dichten Teilmenge dicht sein.
(S̃ − zi)(Lzi

) ist aber nach (3.13) gerade der Raum 〈{~xi(z)|z ∈ ρ(S̃)}〉.

Für nicht stetige Operatoren müssen wir unsere Voraussetzungen verstärken.

Lemma 3.10 Sei das Element ~ezi
erzeugend für S̃. Gilt zi ∈ ρ(S̃), so liegt

die lineare Hülle

Mi = 〈{~xi(z) = Ũziz ~ezi
|z ∈ ρ(S̃)}〉

bezüglich der schwachen Topologie dicht in H̃.

Beweis : Man hat
~ezi

= Ũzizi
~ezi

= ~xi(zi),

also für z ∈ ρ(S̃), z 6= zi

(S̃ − z)−1 ~ezi
=

1

z − zi
(Ũziz ~ezi

− Ũzizi
~ezi

) =

=
1

z − zi
(~xi(z) − ~xi(zi)) ∈ Mi.

Da (S̃− z)−1 ~ezi
für z → zi stetig variiert (zi ∈ ρ(S̃)) gilt (S̃− z)−1 ~ezi

∈ Mi .
Zusammen erhält man

H̃ =
∨

z∈ρ(S̃)

(S̃ − z)−1 ~ezi
⊆ Mi ⊆ H̃.

Der Teilraum Mi liegt also dicht in H̃.

Mit Hilfe des letzten Lemmas bzw. der letzten Folgerung ergibt sich nun
leicht der folgende Satz.
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Satz 3.9 Sei H̃ ⊇ H ein Πκ-Raum und S̃ eine selbstadjungierte Erweite-

rung von S. Ist das Element ~ez1 erzeugend für S̃6 und gilt ~ez1 ∈ R (S̃ − z1)
w

falls S̃ stetig ist bzw. z1 ∈ ρ(S̃) falls S̃ nicht stetig ist, so liegt f
S̃

in der
Klasse Nκ.

Beweis : Sei Uf˜
S

: Hf˜
S

→ H̃ jene Isometrie (aus Folgerung 3.3 ) mit

Uf˜
S

~ez = ~x(z) = ~x1(z). Nach dem letzten Lemma bzw. der letzten Folgerung

liegt der Raum Uf˜
S
(Hf˜

S
) dicht in H̃, enthält also einen κ-dimensionalen

negativen Teilraum. Da Uf˜
S

eine Isometrie ist, gibt es auch in Hf˜
S

einen

κ-dimensionalen Teilraum. Da f
S̃

in jedem Falle in
κ⋃

κ′=0
Nκ′ liegt, muß unter

unseren Voraussetzungen sogar f
S̃
∈ Nκ gelten.

Folgerung 3.6 Sei zu den Voraussetzungen von Satz 3.9 noch zusätzlich
der Raum Hf˜

S
entartet. Dann gelten die sechs äquivalenten Aussagen von

Satz 3.8 , insbesondere also f
S̃
(z1) = w1.

Beweis : Nach Satz 3.9 ist f
S̃
∈ Nκ, also gibt es einen κ-dimensionalen

negativen Teilraum in Hf˜
S
. Das Bild dieses Teilraumes unter Uf˜

S
besitzt ein

positiv definites orthogonales Komplement in H̃, da H̃ ein Πκ-Raum ist.
Wäre Uf˜

S
injektiv, so wäre aber Uf˜

S
(Hf˜

S

◦) ein neutraler Teilraum dieses

orthogonalen Komplementes was einen Widerspruch bedeutet. Es ist also ei-
ne, und damit alle der sechs äquivalenten Bedingungen von Satz 3.8 erfüllt.

Interessant ist in dieser Folgerung nur der Fall in dem S̃ stetig ist, da sonst
durch die Bedingung z1 ∈ ρ(S̃) ohnehin f

S̃
(z1) = w1 gesichert ist. Man kann

sich in dieser Folgerung ähnlich wie bei Bemerkung 3.6 von der Vorausset-
zung Hf˜

S

◦ 6= {0} befreien. Es gilt nämlich

Satz 3.10 Sei H̃ ⊇ H ein Πκ-Raum und S̃ eine stetige selbstadjungier-
te Erweiterung von S. Ist das Element ~ez1 erzeugend für S̃ und gilt ~ez1 ∈
R (S̃ − z1)

w
, so gilt

f
S̃
(z1) = w1

6Hier ist die Auszeichnung des Punktes z1 wieder wesentlich.



64 KAPITEL 3. OPERATORTHEORETISCHE LÖSUNG

und damit auch
lim

z→z1

w ~x(z) = ~ez1.

Beweis : Wieder können wir uns auf den Fall z1 /∈ ρ(S̃) beschränken, da
andernfalls die Behauptungen dieses Satzes schon in Satz 3.3 , zusammen
mit Satz 3.6 und Bemerkung 3.6 bewiesen wurde. Im Fall z1 /∈ ρ(S̃)
gehen wir von Lemma 3.9 aus, welches besagt, daß unter unseren Voraus-
setzungen der Teilraum R (S̃ − z1) dicht liegt. Weiters betrachten wir die
Laurententwicklung der Resolvente7 um den Punkt z1

(S̃ − z)−1 =
∞∑

k=−∞

Ak(z − z1)
k für 0 < |z − z1| < δ.

Da S̃ beschränkt ist und die Dimension von

R (A−1) = R (−1
2πı

∮
(S̃ − z1)

−1 dz)

als neutraler Teilraum von H̃ endlich sein muß, kann die Resolvente im Punkt
z1 höchstens einen Pol haben. Es gilt also

(S̃ − z)−1 =
∞∑

k=−m

Ak(z − z1)
k für 0 < |z − z1| < δ,

wobei m ∈ IN ist und Ak für k ≥ −m beschränkte lineare Operatoren sind.
Dabei ist

ker A−m ⊇ ker A−m+1 ⊇ · · · ⊇ ker A−1 = R ((S̃ − z1)
m)

Da der Operator (S̃−z1) stetig ist und H̃ auf einen dichten Teilraum abbildet,
ist auch jeder der Räume R ((S̃ − z1)

m) für (m ≥ 1) dicht in H̃. Insbesondere
liegt ker A−1 dicht in H̃. Wegen der Stetigkeit der Ak muß also Ak = 0 für
k ≤ −1 gelten. Es ist also

(S̃ − z)−1 =
∞∑

k=0

Ak(z − z1)
k für 0 < |z − z1| < δ

und damit bleibt der Ausdruck

[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ] =
∞∑

k=−m

[Ak ~ez1 , ~ez1 ](z − z1)
k.

7vgl. [51] VIII.8, S.228ff.
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für z → z1 beschränkt. Es gilt also

lim
z→z1

w ~x(z) = ~ez1 + lim
z→z1

w
(

(z − z1)[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ]
)

= ~ez1

Nach Bemerkung 3.6 ist damit auch f
S̃
(z1) = w1 gezeigt.

Bemerkung 3.7 Diesen Satz werden wir in einem allgemeineren Kontext
und mit anderen Methoden im folgenden Paragraphen noch einmal erhalten.

3.2.5 Der allgemeine Fall einer Erweiterung von S

Nachdem wir in den vorangegangenen Paragraphen einfache Erweiterungen
ausführlich studiert haben, wenden wir uns nun dem Fall einer beliebigen
selbstadjungierten Erweiterung S̃ des Operators S zu. Wir werden sehen,
daß die Bedingung

~ezi
∈ R (S̃ − zi)

w
,

die schon (für i = 1) in Satz 3.9 und Satz 3.10 eine entscheidende Rolle
gespielt hat, auch hier auftritt.

Unser Vorgehen in diesem Abschnitt wird darin bestehen, die Erweite-
rung S̃ auf einen geeigneten Teilraum einzuschränken, und dann nach dem
isotropen Teil dieses Teilraumes zu faktorisieren.

Dazu wollen wir zunächst untersuchen, wie sich die Funktion f
S̃

bei die-
sem Vorgehen verhält.

Wir wollen an den Begriff eines invarianten Teilraumes erinnern.

Definition 3.5 Sei H ein Vektorraum und U : D → H ein linearer Ope-
rator, definiert auf D (U) = D ⊆ H. Ein Teilraum L von H heißt invariant
unter U , falls U(D ∩ L) ⊆ L ist.

Wir betrachten im folgenden Teilräume von H̃ die unter allen Resolventen
(S̃ − z)−1 für z ∈ ρ(S̃) invariant sind. In gewissem Sinne kann man S̃ auf
solche Teilräume einschränken.

Definition 3.6 Sei L ein Teilraum von H̃. Wir betrachten das vollständi-
ge Urbild S̃

−1
(L) von L unter S̃. Im folgenden bezeichnen wir mit L× den

Teilraum S̃
−1

(L)∩L. Dann können wir S̃ auf L× einschränken und erhalten
einen linearen Operator in L.



66 KAPITEL 3. OPERATORTHEORETISCHE LÖSUNG

Lemma 3.11 Sei L ein abgeschlossener Teilraum von H̃ der unter S̃ und
für z ∈ ρ(S̃) unter (S̃ − z)−1 invariant ist. Dann ist ρ(S̃) ⊆ ρ(S̃|L×) und es
gilt

(S̃ − z)−1|L× = (S̃|L× − z)−1.

Beweis : Sei z ∈ ρ(S̃). Dann ist (S̃− z) und damit auch (S̃|L× − z) injektiv.
Sei nun ~x ∈ L, dann ist (S̃ − z)−1~x ∈ L×. Wegen ~x = (S̃|L× − z)(S̃ − z)−1~x
ist (S̃|L× − z) auch surjektiv. Aus der Gleichung (S̃− z)~x = (S̃|L× − z)~x für
~x ∈ L folgt offenbar

(S̃ − z)−1~x = (S̃|L× − z)−1~x

für jedes ~x ∈ L. Damit ist (S̃|L× − z)−1~x auch beschränkt.

Satz 3.11 Sei L ein abgeschlossener Teilraum von H̃ und ~ez1 ∈ L. Weiters
sei L für jedes z ∈ ρ(S̃) unter (S̃ − z)−1 invariant. Betrachten wir den

Operator S̃
′
= S̃|L× , dann stimmen die S̃ bzw. S̃

′
zugeordneten Funktionen8

f
S̃

und f
S̃′

überein:

f
S̃
(z) = f

S̃′
(z) für z ∈ ρ(S̃).

Beweis : Da (S̃ − z)−1 und (S̃
′ − z)−1 auf L übereinstimmen, und nach

Voraussetzung ~ez1 ∈ L gilt, ist auch

[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ] = [(S̃
′ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ]

und damit f
S̃
(z) = f

S̃′
(z).

Nun wollen wir an den Begriff des Faktoroperators erinnern.

Definition 3.7 Sei L ein linearer Raum und U ein linearer Operator in L
der einen Teilraum M von L invariant läßt. Dann ist auf dem Faktorraum
L/M durch

(U/M)(~x + M) = U~x + M

ein linearer Operator definiert.

8Da L entartet sein kann, können wir nicht im Sinne von Definition 3.2 von der zuge-
ordneten Funktion f ˜

S
sprechen. Da aber (S̃|L× − z) für z ∈ ρ(S̃) auf L injektiv operiert,

ist durch (3.1) eine Funktion definiert.
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Satz 3.12 Sei L ein Skalarproduktraum, ~ez1 ∈ L und sei S̃ ein symmetri-
scher Operator in L mit L◦ als invarianten Teilraum. Dann können wir den
Faktorraum L′ = L/L◦ und den Faktoroperator S̃

′
= S̃/L◦ betrachten. Dann

gilt ρ(S̃) ⊆ ρ(S̃
′
) und

(

(S̃ − z)−1
)′

= (S̃
′ − z)−1 für z ∈ ρ(S̃). (3.14)

Die zugeordneten Funktionen9 f
S̃

und f
S̃′

stimmen überein:

f
S̃
(z) = f

S̃′
(z) für z ∈ ρ(S̃).

Beweis : Sei z ∈ ρ(S̃), dann läßt sowohl S̃ als auch (S̃− z)−1 den Teilraum

L◦ invariant. Die Abbildung (S̃
′ − z) ist offenbar surjektiv. Sei ~x′ ∈ L′ mit

(S̃
′ − z)~x′ = 0. Das bedeutet aber (S̃ − z)~x ∈ L◦ und damit ist auch ~x ∈

(S̃ − z)−1(L◦) ⊆ L◦, also ~x′ = 0. Die Abbildung (S̃
′ − z)−1 ist daher sogar

bijektiv und erfüllt offensichtlich (3.14) . Weiters folgt aus
(

(S̃ − z)−1~x
)′

=

(S̃
′ − z)−1~x′ die Beziehung

[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ] = [(S̃
′ − z)−1 ~ez1, ~ez1 ],

und damit f
S̃
(z) = f

S̃′
(z).

Wir wenden uns nun wieder unserer speziellen Situation zu, d.h. sei H̃ ⊇ H

ein Πκ-Raum und S̃ ⊇ S eine in H̃ selbstadjungierte Erweiterung von S.
Eine wesentliche Rolle spielt der im folgenden definierte Teilraum L von H̃.

Definition 3.8 Bezeichne im folgenden mit L die abgeschlossene lineare
Hülle

L =
∨

w∈ρ(S̃)∩C
+

i=1,...,n

(S̃ − w)−1 ~ezi

Lemma 3.12 L ist für jedes z ∈ ρ(S̃) unter (S̃− z)−1 invariant. Der Teil-
raum L

× liegt dicht in L.

Beweis : Wir zeigen zunächst ~ezi
∈ L. Wegen

lim
w→ı∞

(

−w(S̃ − w)−1
)

= I

9vgl. Fußnote 8.
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gilt insbesondere

~ezi
= − lim

w→ı∞
w(S̃ − w)−1 ~ezi
︸ ︷︷ ︸

∈L

∈ L.

Weiters gilt

S̃(S̃ − w)−1 ~ezi
= ~ezi

+ w(S̃ − w)−1 ~ezi
∈ L,

also (S̃ − w)−1 ~ezi
∈ L

×.

Für z 6= w erhält man

(S̃ − z)−1(S̃ − w)−1 ~ezi
=

1

z − w

(

(S̃ − z)−1 ~ezi
− (S̃ − w)−1 ~ezi

)

∈ L.

Für z = w ∈ ρ(S̃) erhält man wegen der Stetigkeit der Resolvente

(S̃ − z)−1(S̃ − z)−1 ~ezi
= lim

z′→z
(S̃ − z′)−1(S̃ − z)−1 ~ezi

∈ L.

Damit ist, wieder wegen der Stetigkeit von (S̃− z)−1 auf ρ(S̃), der Teilraum
L auch unter allen Resolventen invariant.

Bemerkung 3.8 Wir haben im Beweis von Lemma 3.12 eigentlich gezeigt,
daß

~ezi
∈

∨

w∈ρ(S̃)∩C
+

(S̃ − w)−1 ~ezi
für i = 1, . . . , n

gilt, und daß der Raum

Li =
∨

w∈ρ(S̃)

(S̃ − w)−1 ~ezi
bzw.

∨

w∈ρ(S̃)∩C
+

(S̃ − w)−1 ~ezi

für i = 1, . . . ,n unter jeder Resolvente (S̃ − z)−1 invariant ist. Insbesondere
ist H ⊆ L.

Sei im folgenden j ∈ {1, . . . , n} fest gewählt.

Lemma 3.13 Sei ~ezj
∈ R (S̃ − zj)|L×

w
. Dann liegt R (S̃ − zj)|L× schwach

dicht in L.
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Beweis : Es genügt für i = 1, . . . , n die Beziehung ~ezi
∈ R (S̃ − zj)|L×

w
zu

zeigen, denn mit L
× ist auch R (S̃ − zj)|L×

w
invariant unter (S̃− z)−1. Für

i = j ist nach Voraussetzung ~ezi
∈ R (S̃ − zj)|L×

w
, sei also i 6= j. Dann gilt

~ezi
= (S̃ − zj)

(

~ezi
− ~ezj

zi − zj

)

∈ R (S̃ − zj)|L× ,

also ist R (S̃ − zj)|L×

w
= L.

Wir betrachten nun den Skalarproduktraum L
′ = L/L◦. Dieser ist ein

Pontrjagin-Raum vom Index κ′ (≤ κ). In L
′ betrachten wir den Operator

S̃
′
= (S̃|L)/L◦.

Lemma 3.14 Der Operator S̃
′
ist in L

′ selbstadjungiert, und es gilt ρ(S̃
′
)∩

C+ ⊇ ρ(S̃) ∩ C+.

Beweis : Die Aussage
”
S̃
′
ist selbstadjungiert“ ist unmittelbar klar. Sei also

z ∈ ρ(S̃)∩C+, dann vermittelt nach Lemma 3.11 (S̃−z) eine Bijektion von

L auf sich. Wie beim Beweis von Satz 3.12 sieht man, daß auch (S̃
′ − z)

bijektiv operiert. Also ist z ∈ ρ(S̃
′
).

Lemma 3.15 Sei ~ezj
∈ R (S̃ − zj)|L×

w
. Dann gilt zj ∈ ρ(S̃

′
).

Beweis : Wir können uns auf den Fall zj /∈ ρ(S̃) beschränken. Nehmen wir

indirekt an zj /∈ ρ(S̃
′
), so muß ein Eigenvektor ~x′ 6= 0 zum Eigenwert zj

existieren. Für diesen gilt dann (S̃
′ − zj )~x

′ = 0, also (S̃ − zj )~x ∈ L
◦. Damit

ist aber
0 = [(S̃ − zj )~x,L×] = [~x, (S̃ − zj)(L

×)].

Da nach Lemma 3.13 ist R (S̃ − zj)|L× schwach dicht in L ist, müßte ~x ∈ L
◦

also ~x′ = 0 gelten.

Satz 3.13 Mit den oben eingeführten Bezeichnungen gelte für eine Zahl j ∈
{1, . . . , n} die Beziehung

~ezj
∈ R (S̃ − zj)|L×

w
.
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Dann gilt f
S̃′

(zj) = wj und damit auch f
S̃
(zj) = wj oder zumindest lim

z→zj

f
S̃
(z) =

wj .

Beweis : Wir betrachten zunächst den Fall j 6= 1. Hier gilt (S̃−zj)

(
~ez1− ~ezj

z1−zj

)

=

~ez1 , also auch

(S̃
′ − zj)

(

~ez1
′ − ~ezj

′

z1 − zj

)

= ~ez1
′

und damit auch (S̃
′ − zj)

−1 ~ez1
′ =

(
~ez1

′− ~ezj
′

z1−zj

)

. Man erhält damit

[(S̃
′ − zj)

−1 ~ez1
′, ~ez1

′] = [
~ez1 − ~ezj

z1 − zj
, ~ez1 ].

Mit einer analogen Rechnung wie beim Beweis von Satz 3.3 bestätigt man
f
S̃′

(zj) = wj .

Sei nun j = 1, dann ist (S̃
′− z)−1 lokal um z1 beschränkt. Wieder erhält

man wie beim Beweis von Satz 3.3 die Beziehung f
S̃′

(z1) = w1.

Nach Satz 3.11 und Satz 3.12 folgt, daß zumindestens in einer punk-
tierten Umgebung von zj die Funktionen f

S̃′
und f

S̃
übereinstimmen. Damit

muß mindestens

lim
z→zj

f
S̃
(z) = lim

z→zj

f
S̃′

(z) = wj

gelten.

3.2.6 Halbeinfache Eigenwerte

Wir wollen nun eine selbstadjungierte Erweiterung S̃ von S in einem Πκ-
Raum H̃ ⊇ H betrachten, für die für ein j ∈ {1, . . . , n} der Punkt zj im
Spektrum liegt, d.h. Eigenwert ist. Es soll jedoch keine Jordanschen Ketten
der Länge ≥ 2 geben. Wir setzen also in diesem Paragraphen stets

ker(S̃ − zj)
2 = ker(S̃ − zj) 6= {0}

voraus. In dieser Situation geben wir eine notwendige und hinreichende Be-
dingung dafür an, daß f

S̃
das Interpolationsproblem im Punkt zj löst, d.h.

daß f
S̃
(zj) = wj gilt.
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Wir halten im folgenden j ∈ {1, . . . , n} fest, und bezeichnen stets mit
L+, L− bzw. L die Teilräume

L+ = ker(S̃ − zj), L
− = ker(S̃ − zj ) und L = L++̇L−.

Unter obigen Voraussetzungen sind die Räume L+ und L− schief verbunden
und endlichdimensional (dim(L+) = dim(L−) ≤ κ). Als nicht entarteter,
endlichdimensionaler Teilraum von H̃ hat L ein orthogonales Komplement
L⊥. Entsprechend der Zerlegung

H̃ = L⊥[+̇](L++̇L−)

schreiben wir Vektoren ~x ∈ H̃ als

~x = ~x⊥ + ~x+ + ~x−.

Unsere Strategie besteht nun darin den Operator S̃ auf L⊥ einzuschränken
und die S̃|L⊥ zugeordnete Funktion zu betrachten. Dieses Vorgehen liefert
die gewünschten Bedingungen, denn L⊥ ist ein unter S̃ und jeder Resolvente
(S̃ − z)−1 invarianter, abgeschlossener Teilraum von H̃, und S̃

′
= S̃|L⊥ hat

keine Eigenvektoren zum Eigenwert zj .

Lemma 3.16 Mit den oben eingeführten Bezeichnungen gilt für i = 1, . . . , n
die Beziehung

~ezi

− =
zj − zj
zi − zj

~ezj

−, (3.15)

und für i 6= j
~ezi

+ = 0. (3.16)

Beweis : Für i = j ist die Beziehung (3.15) klar. Sei also i 6= j. Dann gilt

(S̃ − zj )( ~ezi
− ~ezj

) = (zi − zj ) ~ezi
− (zj − zj ) ~ezj

.

Durch Vergleich der entsprechenden Summanden ergibt sich

(zj − zj ) ~ezi

+ − (zj − zj ) ~ezj

+ = (zi − zj ) ~ezi

+ − (zj − zj ) ~ezj

+, (3.17)

0 = (zi − zj ) ~ezi

− − (zj − zj ) ~ezj

−, (3.18)

(S̃ − zj )( ~ezi

⊥ − ~ezj

⊥) = (zi − zj ) ~ezi

⊥ − (zj − zj ) ~ezj

⊥. (3.19)

Aus Gleichung (3.18) folgt die Gültigkeit von (3.15) , und aus (3.17)
erhält man die Beziehung (3.16) .
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Lemma 3.17 Mit den oben eingeführten Bezeichnungen gilt für z ∈ ρ(S̃)

[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ] = [(S̃ − z)−1 ~ez1
⊥, ~ez1

⊥]+

+
1

zj − z
[ ~ez1

+, ~ez1
−] +

1

zj − z
[ ~ez1

−, ~ez1
+]. (3.20)

Ist nun j 6= 1, so gilt für z ∈ ρ(S̃)

[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ] = [(S̃
′ − z)−1 ~ez1

⊥, ~ez1
⊥].

Beweis : Offenbar ist

(S̃ − z)−1 ~ez1
+ =

1

zj − z
~ez1

+ und

(S̃ − z)−1 ~ez1
− =

1

zj − z
~ez1

−.

Da L+ und L− neutrale Teilräume sind, erhält man Gleichung (3.20) .

Die zweite Behauptung ergibt sich, da für j 6= 1 stets ~ez1
+ = 0 gilt, S̃

′
die

Einschränkung von S̃ ist und L⊥ unter S̃ und jeder Resolvente (S̃ − z)−1

invariant ist.

Lemma 3.18 Sei j 6= 1, dann gilt

[ ~ez1
⊥ − ~ezj

⊥, ~ez1
⊥] = [ ~ez1 − ~ezj

, ~ez1 ] + [ ~ezj

+, ~ez1
−].

Beweis : Es gilt

[ ~ez1 − ~ezj
, ~ez1 ] = [( ~ez1

⊥ + ~ez1
−) − ( ~ezj

⊥ + ~ezj

+ + ~ezj

−), ( ~ez1
⊥ + ~ez1

−)] =

= [ ~ez1
⊥ − ~ezj

⊥, ~ez1
⊥] − [ ~ezj

+, ~ez1
−].

Nun haben wir alle Hilfsmittel bereitgestellt um die, am Beginn des Ab-
schnitts angesprochene notwendige und hinreichende Bedingung zu geben.

Satz 3.14 Sei j ∈ {1, . . . , n} und S̃ eine selbstadjungierte Erweiterung von
S mit

ker(S̃ − zj)
2 = ker(S̃ − zj) 6= {0}.

Dann gilt f
S̃
(zj) = wj genau dann, wenn (mit obigen Bezeichnungen)

[ ~ezj

+, ~ezj

−] = 0 ist.
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Beweis : Wir betrachten zuerst den Fall j 6= 1. Dann erhält man aus der
Beziehung

(S̃ − zj)( ~ez1 − ~ezj
) = (z1 − zj) ~ez1

durch Vergleich der entsprechenden Komponeten

~ez1
⊥ = (S̃

′ − zj)

(

~ez1
⊥ − ~ezj

⊥

z1 − zj

)

, also

(S̃
′ − zj)

−1 ~ez1
⊥ =

~ez1
⊥ − ~ezj

⊥

z1 − zj
.

Damit gilt für den Ausdruck (z1 − zj)[(S̃
′ − z)−1 ~ez1

⊥, ~ez1
⊥] die Beziehung

(z1 − zj)[(S̃
′ − z)−1 ~ez1

⊥, ~ez1
⊥] = [ ~ez1

⊥ − ~ezj

⊥, ~ez1
⊥] =

= [ ~ez1 − ~ezj
, ~ez1 ] + [ ~ezj

+, ~ez1
−].

Aus dem Beweis von Satz 3.3 wissen wir, daß f
S̃′

(zj) = wj genau dann

gilt, wenn obiger Ausdruck gleich [ ~ez1 − ~ezj
, ~ez1 ] ist. Das ist offenbar genau

dann der Fall, wenn [ ~ezj

+, ~ez1
−] verschwindet. Wegen der linearen Abhängig-

keit von ~ez1
− und ~ezj

− ( Lemma 3.16 ) ist dies jedoch gleichbedeutend mit
[ ~ezj

+, ~ezj

−] = 0.
Nun wenden wir uns dem Fall j = 1 zu, und betrachten die Formel (3.20)

, die im Fall j = 1 die Gestalt

[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ] = [(S̃ − z)−1 ~ez1
⊥, ~ez1

⊥]+

+
1

z1 − z
[ ~ez1

+, ~ez1
−] +

1

z1 − z
[ ~ez1

−, ~ez1
+] (3.21)

annimmt. Die Funktion f
S̃

interpoliert nun an der Stelle z1 genau dann, wenn

(wieder nach dem Beweis von Satz 3.3 ) der Ausdruck [(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ]
lokal um z1 beschränkt bleibt. Betrachtet man (3.21) , so ist dies offenbar
genau dann der Fall, wenn [ ~ez1

+, ~ez1
−] = 0 ist.

3.3 Konstruktion eines Operators zu vorgegebener

Funktion f ˜
S

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir uns ausführlich mit der Fra-
ge beschäftigt, ob und wie man aus einem Operator S̃ ⊇ S eine Lösung des
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Interpolationsproblems (1.3) konstruieren kann. Nun wollen wir uns der
umgekehrten Fragestellung zuwenden.

Sei also f eine Funktion der Klasse Nκ (mit κ ≥ κ1 + def IP), die die
Interpolationsaufgabe (1.3) löst. Wir konstruieren im folgenden eine selbst-
adjungierte Erweiterung S̃ des Operators S in einem Πκ-Raum H̃ ⊇ H mit
der Eigenschaft

f
S̃
(z) = f(z) für z ∈ ρ(f).

Hier bezeichnet ρ(f) wieder das Holomorphiegebiet von f in der oberen
Halbebene (ρ(f) ⊆ C+).

Um die oben gestellte Aufgabe durchzuführen gehen wir von dem f zu-
geordneten Skalarproduktraum Hf und dem, analog zum Operator S im
folgenden definierten Operator Sf aus.

Definition 3.9 Bezeichne mit Df die Hyperebene

Df = {
∑

z∈ρ(f)

αz ~ez |
∑

z∈ρ(f)

αz = 0}

in Hf , und definiere für ~x =
∑

z∈ρ(f)
αz ~ez ∈ Df :

Sf~x = Sf (
∑

z∈ρ(f)

αz ~ez) =
∑

z∈ρ(f)

αzz ~ez .

Auch Sf ist, wie man mit einer analogen Rechnung wie beim Beweis von
Satz 3.1 bestätigt, symmetrisch. Nun kommt die in Abschnitt 1.1 und in
Satz 3.2 erwähnte Beschränktheitsforderung zur Geltung. Wir formulieren
diese noch einmal:

Es existiere eine Folge (ζi)i∈IN komplexer Zahlen mit ζi →
ı∞ und ℜζi = 0, so daß der Grenzwert limi→∞

f(ζi

ℑζi
existiert

und gleich Null ist.

(3.22)

Diese Bedingung sei für den Rest dieses Abschnittes für die Funktion f
vorausgesetzt. Dann gilt, im Unterschied zum Operator S

Lemma 3.19 D (Sf ) = Df liegt dicht in Hf .

Beweis : Sei w ∈ ρ(f), dann gilt

[ ~eζi
, ~ew] =

f(ζi) − f (w)

ζi − w
→ 0
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für i → ∞, da f(ζi) für i → ∞ der Beschränktheitsforderung (3.22) genügt.
Also gilt lim

i→∞

w ~eζi
= 0 und damit für jedes z ∈ ρ(f)

lim
i→∞

w (~ez − ~eζi
︸ ︷︷ ︸

∈Df

) = ~ez .

Es ist also ~ez ∈ D (Sf )
w
und damit gilt D (Sf )

w
= Hf .

Eine Folgerung aus dem obigen Lemma ist

Folgerung 3.7 Für den isotropen Teil Hf
◦ von Hf gilt

Sf (Hf ∩ Df
◦) ⊆ Hf

◦.

Der Teilraum Hf
◦ ist also invariant unter Sf .

Beweis : Für ein Element ~x aus der schwach dichten Teilmenge D (Sf ) und
~h ∈ Hf

◦ ∩ Df gilt

[Sf
~h, ~x] = [~h,Sf~x] = 0.

Damit muß auch Sf
~h in Hf

◦ liegen.

Wir können also den Πκ-Raum H
′ = Hf/Hf

◦ und den Operator S
′ =

Sf/Hf
◦ betrachten. Offenbar ist S

′ in H
′ dicht definiert und symmetrisch.

Also besitzt S
′ eine selbstadjungierte Erweiterung S̃ ⊇ S

′ in einem Πκ-Raum
H̃ ⊇ H

′. Aus unserer Voraussetzung κ > κ1 folgt, daß Hf
◦ mit H nur

trivialen Durchschnitt hat10. Daher können wir H als Teilraum von H
′ und

S
′ damit auch als Erweiterung von S betrachten. Es ist also insbesondere

H̃ ⊇ H und S̃ ⊇ S. Im folgenden bezeichnen wir mit ~ez
′ das dem Vektor

~ez ∈ Hf entsprechende Element von H̃ (bzw. H
′).

Lemma 3.20 Sei z ∈ ρ(f) ∩ ρ(S̃), z 6= z1. Dann gilt

(S̃ − z)−1 ~ez1
′ =

~ez1
′ − ~ez

′

z1 − z
. (3.23)

Beweis : Es gilt für jedes z ∈ ρ(f), z 6= z1:

(S̃ − z)( ~ez1
′ − ~ez

′) = (S′ − z)( ~ez1
′ − ~ez

′) =

10vgl. die Abschnitte 2.1 und 2.2, insbesondere Satz 2.6 und Satz 2.5 .
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= ((Sf − z)( ~ez1 − ~ez))
′ = (z1 − z) ~ez1

′.

Da nun z ∈ ρ(S̃) ist, folgt die Beziehung (3.23) .

Nun können wir den angekündigten Satz formulieren.

Satz 3.15 Sei κ ≥ κ1 + def IP, und f ∈ Nκ eine Lösung des Interpolati-
onsproblems (1.3) die der Beschränktheitsforderung (3.22) genügt. Dann
gibt es einen Πκ-Raum H̃ ⊇ H und einen in H̃ selbstadjungierten Operator
S̃ ⊇ S mit f

S̃
= f .

Beweis : Wir betrachten die oben konstruierte Erweiterung S̃ im Raum H̃.
Dann bleibt noch zu zeigen, daß f = f

S̃
gilt. Für z ∈ ρ(f) ∩ ρ(S̃), z 6= z1

bestätigt man mit einer analogen Rechnung wie beim Beweis von Satz 3.3
die Gültigkeit von f

S̃
(z) = f(z). Da sowohl f als auch f

S̃
meromorphe Funk-

tionen sind, und ρ(S̃) in C+ dicht liegt, muß für jedes z ∈ ρ(f) die Beziehung
f(z) = f

S̃
(z) bestehen. Also gilt f = f

S̃
.

3.4 Über die Eineindeutigkeit der Beziehung

Wir haben in den vorigen Abschnitten eine Beziehung zwischen den Lösun-
gen des Interpolationsproblems (1.3) und den selbstadjungierten Erweite-
rungen (mit Austritt aus dem Raum) eines gewissen symmetrischen Opera-
tors hergestellt. Das heißt wir haben jeder Erweiterung eine Funktion zu-
geordnet, und umgekehrt aus jeder interpolierenden Funktion (mit gewissen
Eigenschaften) eine Erweiterung konstruiert. Dabei ist im allgemeinen nicht
richtig, daß jede zugeordnete Funktion f

S̃
auch eine Lösung von (1.3) dar-

stellt, und ebenfalls nicht richtig, daß verschiedene Erweiterungen verschie-
dene Funktionen ergeben (vgl. z.B. Satz 3.11 , Satz 3.12 oder Satz 3.14
). Diese Eigenschaften der von uns hergestellten Beziehung wollen wir nun
näher untersuchen.

3.4.1 Definition der Abbildungen α und β

Wir bezeichnen im folgenden mit Eκ die Menge aller in einem gewissen
Πκ-Raum operierenden und selbstadjungierten Erweiterungen von S und
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mit Fκ die Menge

Fκ = {f ∈ Nκ|f(zi) = wi für i = 1, . . . , n, f erfüllt (3 .22 )}

aller Lösungen von (1.3) in der Klasse Nκ, die der Beschränktheitsforderung
(3.22) genügen.

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir - abstrakt formuliert -
zwei Abbildungen konstruiert, nämlich einerseits die Abbildung

β :







Eκ → ⋃

0≤κ′≤κ

Nκ′

S̃ 7→ β(S̃) = f
S̃

,

die jeder selbstadjungierten Erweiterung S̃ von S die Funktion f
S̃

zuordnet,
und andererseits eine Abbildung

α :

{

Fκ → Eκ

f 7→ α(f)

die jeder Funktion aus Fκ eine gewisse Einschränkung des im letzten Ab-
schnitt (vgl. Satz 3.15 ) konstruierten Operators zuordnet.

Wir betrachten den Operator S̃ ⊇ Sf im Raum H̃ ⊇ Hf/Hf
◦ aus Satz

3.15 , und den Teilraum

L =
⋂

i=1,...,n

∨

z∈ρ(S̃)∩C+

(S̃ − z)−1 ~ezi
.

Als Durchschnitt invarianter abgeschlossener Teilräume11 ist L ebenfalls ab-
geschlossen und unter jeder Resolvente (S̃ − z)−1 invariant.

Lemma 3.21 Der Raum H
′ = Hf/Hf

◦ liegt dicht in L.

Beweis : Wir berechnen für z ∈ ρ(S̃) ∩C+, z 6= zi

(S̃ − z)( ~ezi
− ~ez) = (Sf − z)( ~ezi

− ~ez) = (zi − z) ~ezi
,

also

(S̃ − z)−1 ~ezi
=

~ezi
− ~ez

zi − z
∈ H

′.

11vgl. Bemerkung 3.8 .
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Falls zi ∈ ρ(S̃) ist, erhält man durch einen Grenzübergang z → zi zumindest

(S̃− zi)
−1 ~ezi

∈ H
′. Daher gilt L ⊆ H

′. Umgekehrt erhält man zunächst (vgl.
wieder Bemerkung 3.8 )

~ezi
∈

∨

z∈ρ(S̃)∩C+

(S̃ − z)−1 ~ezi

und für z ∈ ρ(S̃) ∩ C+, z 6= zi

~ez = ~ezi
+ (z − zi)(S̃ − z)−1 ~ezi

∈
∨

z∈ρ(S̃)∩C+

(S̃ − z)−1 ~ezi
.

Führt man für ein beliebiges z0 ∈ ρ(f) gegebenenfalls wieder einen Grenzüber-
gang z → z0 also ~ez → ~ez0 durch, so sieht man

~ez0 ∈
∨

z∈ρ(S̃)∩C+

(S̃ − z)−1 ~ezi
für i = 1, . . . , n und z0 ∈ ρ(f),

d.h. H
′ ⊆ ∨

z∈ρ(S̃)∩C+

(S̃ − z)−1 ~ezi
für jedes i = 1, . . . , n. Es ist also H

′ ⊆ L

und damit H
′ = L.

Da H
′ nicht entartet ist, ist L◦ ∩H

′ = {0}, insbesondere also L◦ ∩H = {0}.
Wir können daher den im Raum L/L◦ definierten Operator S̃

′
= (S̃|L)/L◦

als Erweiterung von S in einem Erweiterungsraum von H auffassen. Wenden
wir Satz 3.11 bzw. Satz 3.12 an, so erhalten wir f

S̃
(z) = f

S̃
′(z) auf ρ(S̃)

und damit f = f
S̃

= f
S̃
′ . Da Df in H

′ und H
′ in L dicht liegt, ist S̃

′
auf

einer dichten Teilmenge von L definiert12. Wir definieren nun

Definition 3.10 Zu jeder Funktion f ∈ Fκ bezeichne mit α(f) die oben

konstruierte Erweiterung S̃
′ ∈ Eκ.

3.4.2 Eigenschaften von α und β - die Bijektion

Wir untersuchen nun die Abbildungen α bzw. β und werden sehen, daß sie
auf geeigneten Definitionsbereichen zueinander inverse Bijektionen induzie-
ren. Dabei wollen wir nur den Fall n ≥ 2 betrachten.

Wir beginnen mit der Einführung einer weiteren Bezeichnung.

12vgl. Abschnitt 3.2.5.
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Definition 3.11 In der Menge Eκ aller Erweiterungen von S bezeichne die
Teilmenge jener Operatoren S̃ (S̃ operiere in einem Πκ-Raum H̃) mit den
zusätzlichen Eigenschaften

Li =
∨

z∈ρ(S̃)

(S̃ − z)−1 ~ezi
= H̃ für i = 1, . . . , n (3.24)

mit E ′
κ.

Bemerkung 3.9 Da n ≥ 2 ist folgt aus (3.24) wegen Satz 3.6 zi ∈ ρ(S̃)
für i = 1, . . . ,n.

Lemma 3.22 Es gilt R (α) ⊆ E ′
κ.

Beweis : Sei S̃ = α(f) definiert in H̃. Dann ist H̃ ein Faktorraum von

L =
⋂

i=1,...,n

∨

z∈ρ(S̃)∩C+

(S̃ − z)−1 ~ezi
.

und S̃ Faktoroperator von einem Operator S̃
′
in L. Offenbar gilt mit L =

∨

z∈ρ(S̃
′
)∩C+

(S̃
′−z)−1 ~ezi

auch H̃ =
∨

z∈ρ(S̃)∩C+

(S̃−z)−1 ~ezi
für jedes i = 1, . . . , n.

Damit ist die Gültigkeit von (3.24) bestätigt.

Bemerkung 3.10 Im Fall n = 1 gilt ~ez1 ∈ R (S̃ − z1)
w
.

Beweis : Sei z ∈ ρ(S̃), z 6= z1, dann gilt

(S̃ − z1)

(
~ez − ~ez1

z − z1

)

= ~ez ∈ R (S̃ − z1).

Damit ist

~ez1 = lim
z→z1

z∈ρ(S̃)

w ~ez ∈ R (S̃ − z1)
w
.

Nun müssen wir noch einige Eigenschaften von β studieren. Zunächst gilt
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Lemma 3.23 Sei S̃ ∈ E ′
κ, dann gilt

f
S̃
(zi) = wi für i = 1, . . . , n

und f
S̃
∈ Nκ. Weiters ist die Beschränktheitsforderung (3.22) erfüllt.

Beweis : Wegen der Voraussetzung (3.24) und n ≥ 2 können wir Satz
3.3 anwenden, und erhalten, daß f

S̃
in jedem Punkt zi interpoliert. Um zu

zeigen, daß f
S̃

in Nκ liegt wenden wir Satz 3.9 an. Nach Satz 3.2 gilt die
Beschränktheitsforderung (3.22) .

Man kann Lemma 3.23 auch unter scwächeren Voraussetzungen beweisen.

Bemerkung 3.11 Lemma 3.23 bleibt auch noch richtig, wenn wir für S̃

nur

L1 =
∨

z∈ρ(S̃)

(S̃ − z)−1 ~ez1 = H̃ , und (3.25)

z1 ∈ ρ(S̃) (3.26)

voraussetzen.

Beweis : In Satz 3.9 wurde nur (3.25) und (3.26) benötigt um f
S̃
∈ Nκ

zu beweisen. Um f
S̃
(zj) = wj für j 6= 1 zu zeigen, verweisen wir auf Fol-

gerung 3.2 , bezüglich j = 1 auf Satz 3.3 . Bei den genannten Referenzen
wurden immer nur (3.25) und (3.26) vorausgesetzt.

Ein im folgenden auftretender Begriff ist die unitäre Äquivalenz zweier Ope-
ratoren, die wir an dieser Stelle einführen wollen.

Definition 3.12 Seien S̃, S̃
′ ⊇ S selbstadjungierte Erweiterungen von S,

die in Πκ-Räumen H̃, H̃
′ ⊇ H operieren. Gibt es eine unitäre Abbildung U

von H̃ auf H̃
′
, die H punktweise festläßt und die Eigenschaft

S̃ = U
−1 ◦ S̃

′ ◦ U

hat, dann heißen S̃ und S̃
′
unitär äquivalente Erweiterungen von S.

Lemma 3.24 Seien S̃, S̃
′ ∈ E ′

κ unitär äquivalente Erweiterungen, dann gilt

β(S̃) = β(S̃
′
).
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Beweis : Es gilt S̃ = U
−1 ◦ S̃

′ ◦ U, also für z ∈ ρ(S̃) ∩ ρ(S̃
′
):

S̃ − z = U
−1 ◦ S̃

′ ◦ U = U
−1 ◦ (S̃

′ − z) ◦ U

und damit auch

(S̃ − z)−1 = U
−1 ◦ (S̃

′ − z)−1 ◦U.

Damit berechnet man

[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ] = [U−1 ◦ (S̃
′ − z)−1 ◦U ~ez1 , ~ez1 ] =

= [(S̃
′ − z)−1 ◦ U ~ez1 ,U ~ez1 ] = [(S̃

′ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ].

Also gilt auch f
S̃
(z) = f

S̃
′(z). Da beide Funktionen meromorph in C+ sind,

und ρ(S̃) ∩ ρ(S̃
′
) dicht liegt, gilt sogar f

S̃
= f

S̃
′ .

Lemma 3.25 Sei S̃ ∈ E ′
κ. Dann sind die Operatoren S̃ und S̃

′
= α ◦ β(S̃)

unitär äquivalente Erweiterungen.

Beweis : S̃ operiere in einem Raum H̃, S̃
′
in einem Raum H̃

′
. Wir bemerken

zunächst, daß unter unseren Voraussetzungen der Raum Hf˜
S
/Hf˜

S

◦ in den

Raum H̃ isometrisch eingebettet ist (vgl. Folgerung 3.3 ). Im Raum H̃
′

liegt ebenfalls Hf˜
S
/Hf˜

S

◦ dicht eingebettet, man kann also den Operator U

aus Folgerung 3.3 unitär auf H̃
′
fortsetzen. Das Bild von H̃

′
unter U ist

ein abgeschlossener Teilraum von H̃, der die (nach Folgerung 3.5 ) dichte
Teilmenge

{U~ez = ~ez1 + (z − z1)(S̃ − z)−1 ~ez1 |z ∈ ρ(S̃)}
enthält. U ist daher auch surjektiv.

Wir haben nur noch zu zeigen, daß

U ◦ S̃
′
= S̃ ◦U

gilt. Dazu berechnen wir zunächst

S̃ ◦U(~ez − ~ez1) = S̃

(

~ez1 + (z − z1)(S̃ − z)−1 ~ez1 − ~ez1

)

=

= (z − z1)S̃(S̃ − z)−1 ~ez1 = (z − z1) ~ez1 + (z − z1)z(S̃ − z)−1 ~ez1
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und andererseits

U ◦ S̃
′
(~ez − ~ez1) = U (z ~ez − z1 ~ez1) = zU~ez − z1U ~ez1 =

= z( ~ez1 + (z − z1)(S̃− z)−1 ~ez1)− z1 ~ez1 = (z − z1) ~ez1 + (z − z1)z(S̃− z)−1 ~ez1 .

Die Operatoren U ◦ S̃
′
und S̃ ◦ U stimmen also auf der Teilmenge D (Sf ˜

S
)

überein. Diese liegt aber nach Lemma 3.19 dicht in Hf˜
S

und damit eben-

falls dicht in H̃
′
, also ist S̃

′
= U

−1 ◦ S̃ ◦ U auf ganz H̃
′
. Wegen Bemerkung

3.4 und Satz 3.8 läßt U den Raum H punktweise fest. Damit sind S̃ und
S̃
′
unitär äquivalente Erweiterungen.

Folgerung 3.8 Der Operator S̃ ∈ Eκ erfülle die Bedingungen (3.25) und

(3.26) . Dann gibt es einen Operator S̃
′ ∈ E ′

κ d.h. mit der Eigenschaft (3.24)

, so daß S̃
′
und S̃ unitär äquivalente Erweiterungen sind.

Beweis : Auch beim Beweis von Lemma 3.25 sind nur die Voraussetzungen
(3.25) und (3.26) eingegangen.

Formulieren wir unsere bisherigen Ergebnisse gemeinsam mit dem aus vor-
angehenden Abschnitten Bekanntem, so erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 3.16 Sei κ ≥ κ1 + def IP und n ≥ 2. Dann vermitteln die Abbil-
dungen α und β zueinander inverse Bijektionen zwischen der Menge aller
Lösungen des Interpolationsproblems (1.3) in der Klasse Nκ, die der Be-
schränktheitsforderung (3.22) genügen, und der Menge aller selbstadjun-
gierten Erweiterungen des in H symmetrischen Operators S in einem (von
der Erweiterung abhängigen) Πκ-Raum mit der Eigenschaft (3.24) modulo
unitärer Äquivalenz.

Beweis : Bezeichne mit E ′′
κ die Menge E ′

κ modulo unitärer Äquivalenz. Dann
kann man α auffassen als Abbildung

α : Fκ −→ E ′′
κ .

Weiters ist β : E ′
κ → Fκ ist nach der Aussage von Lemma 3.24 als Abbildung

β : E ′′
κ −→ Fκ
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wohldefiniert. Die Beziehung

β ◦ α = idFκ

ist die Aussage von Satz 3.15 . Die noch notwendige Gleichung

α ◦ β = idE ′′
κ

folgt aus Lemma 3.25 .
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Kapitel 4

Beschreibung

selbstadjungierter

Erweiterungen

Nachdem wir gesehen haben, daß sich die Lösungen des Nevanlinna-Pick In-
terpolationsproblems durch selbstadjungierte Erweiterungen S̃ eines gewis-
sen symmetrischen Operators, nämlich durch einen Ausdruck der Gestalt

[(S̃ − z)−1~e,~e] (4.1)

beschreiben lassen, wollen wir in diesem Kapitel solche Erweiterungen S̃ und
Ausdrücke der Gestalt (4.1) beschreiben. Dabei wird als Parameter eine
Matrixfunktion auftreten, die im Sinne des folgenden Abschnittes endlich
viele negative Quadrate besitzt.

4.1 Die Funktionenklassen N
k×k
κ

Wir beginnen mit der Definition der Funktionenklassen N
k×k
κ , die den Begriff

der Nevanlinna-Klassen auf Matrixfunktionen verallgemeinern.

Definition 4.1 Sei k ∈ IN, κ ∈ IN0 und F : ρ(F ) → Ck×k eine k × k
Matrixfunktion mit ρ(F ) ⊆ C+. Wir sagen, F sei in der Klasse N

k×k
κ , falls

für je endlich viele Werte ζ1, . . . ,ζm ∈ ρ(F ) und Vektoren ~a1, . . . ,~am ∈ Ck

die quadratische Form

m∑

i,j=1

(F (ζi) − F (ζj)
∗

ζi − ζj

~ai,~aj

)

ξiξj

85
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höchstens κ negative Quadrate und für mindestens eine Wahl von m, ζ1, . . . ,ζm

und ~a1, . . . ,~am genau κ negative Quadrate hat.

Im folgenden bezeichnen wir mit H einen endlichdimensionalen Vektorraum
(dimH = n ∈ IN), versehen mit dem Skalarprodukt [., .]. Weiters sei S

ein auf der Hyperebene D = D (S) definierter, bezüglich [., .] symmetrischer
Operator. Wir setzen voraus, daß der Skalarproduktraum 〈H, [., .]〉 entartet,
d.h. das H

◦ 6= {0} gilt. Die Dimension von H
◦ bezeichnen wir mit k, die

Anzahl der negativen Quadrate von [., .] mit κ1 und die Anzahl der positiven
Quadrate mit κ2 = n−k−κ1. Sei H̃ ein Πκ-Raum (κ ≥ κ1 +k) mit H ⊆ H̃

und S̃ eine in H̃ selbstadjungierte Erweiterung von S. Das Skalarprodukt in
H̃ und in Teilräumen von H̃ wird ebenfalls mit [., .] bezeichnet.

Um Ausdrücke der Gestalt (4.1) zu berechnen, werden wir den Raum H̃

zerlegen und geeignete Basen einführen. Dazu unterscheiden wir drei Fälle,
je nach der geometrischen Lage von D und H

◦ zueinander. Diese sind

1. D + H
◦ = H; wegen dim D = n − 1 ist dies gleichbedeutend mit

1′. H
◦ 6⊆ D.

2. H
◦ ⊆ D, und ein (algebraisches) Komplement D1 von H

◦ in D ist
nicht entartet.

3. H
◦ ⊆ D, und jedes (algebraische) Komplement von H

◦ in D ist entar-
tet.

Bei der Anwendung der in den folgenden Abschnitten entwickelten Formeln
auf ein konkretes Interpolationsproblem vom Typ (1.3) , ist alleine durch die
vorgegebenen Daten z1, . . . , zn und w1, . . . , wn bestimmt, welcher der obigen
Fälle eintritt.

4.2 Erster geometrischer Fall: H◦ 6⊆ D

Wir beginnen mit der folgenden einfachen Bemerkung:

Lemma 4.1 Im Fall D+H
◦ = H gilt D⊥ = H

◦. Wir können D also in der
Form

D = D1[+̇]D2 mit D2 = D ∩H
◦

zerlegen, wobei das Skalarprodukt [., .] auf D1 nicht entartet.
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Beweis : Sei ~x ∈ H, ~x = ~x1 +~x2 mit ~x1 ∈ D und ~x2 ∈ H
◦. Ist dann ~y ∈ D⊥,

so gilt
[~x, ~y] = [~x1, ~y]

︸ ︷︷ ︸

=0

+ [~x2, ~y]
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0,

also ~y ∈ H
◦. Die umgekehrte Inklusion ist trivial.

Ist nun D1 irgendein (algebraisches) Komplement von D ∩ H
◦ in D, so

ist D1 nicht entartet, denn ein Vektor ~x ∈ D1
◦ liegt auch in H

◦.

Offenbar haben wir eine Zerlegung des Raumes H der Gestalt

H = D1[+̇]H◦ = D1[+̇](D ∩H
◦)[+̇]D3 = D1[+̇]D2[+̇]D3 (4.2)

erhalten, wobei D3 ⊆ H
◦ ein eindimensionaler Teilraum von H

◦ ist. Be-
trachten wir nun H

◦ in dem Πκ-Raum H̃, so existiert ein mit H
◦ schief

verbundener (k-dimensionaler) Teilraum Ĥ
◦ von H̃. Dieser kann, da D1 als

endlichdimensionaler nicht entarteter Teilraum von H̃ ein orthogonales Kom-
plement besitzt, mit H

◦ in diesem Komplement gewählt werden.
Wählen wir eine Basis {~b1, . . . ,~bk} von H

◦ mit

〈~b1, . . . ,~bk−1〉 = D2 und 〈~bk〉 = D3,

so gibt es eine Basis {~c1, . . . ,~ck} von Ĥ
◦ mit

[~bi,~cj ] = δij für i, j = 1, . . . , k.

Weiters bezeichnen wir mit D̂2 bzw. D̂3 die Teilräume

D̂2 = 〈~c1, . . . ,~ck−1〉 und D̂3 = 〈~ck〉.

Der Raum H + Ĥ
◦ hat als endlichdimensionaler, nicht entarteter Teilraum

von H̃ ein orthogonales Komplement H1. H1 ist offenbar ein Pontrjaginraum
mit κ3 = κ − κ1 − k negativen Quadraten. Nun haben wir eine Zerlegung
des Raumes H̃ in der Form

H̃ =

=D (S)=D
︷ ︸︸ ︷

D1[+̇]
(

(D2[+̇]D3)
︸ ︷︷ ︸

=H

+̇(D̂2[+̇]D̂3)
)

[+̇]H1, (4.3)

wobei noch
H

◦ = D2[+̇]D3 und Ĥ
◦ = D̂2[+̇]D̂3
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gilt1. Entsprechend obiger Zerlegung (4.3) schreiben wir ein Element ~x von
H̃ als

~x = ~x1 +

((k−1∑

i=1

xi
~bi + xk

~bk

)

+

(
k−1∑

i=1

x′
i~ci + x′

k~ck

))

+ ~x2, (4.4)

formal also als 6-Tupel

~x ≃ (~x1, (x1, . . . , xk−1), xk, (x
′
1, . . . , x

′
k−1), x

′
k, ~x2).

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ~x und ~y ist in dieser Darstellung durch

[~x, ~y] = [~x1, ~y1] +














x1
...

xk

x′
1
...

x′
k














· Jk














y1
...

yk

y′1
...

y′k














+ [~x2, ~y2]

gegeben; dabei bezeichnet Jk die Matrix

Jk =






0
... Ik
.... . . . .

Ik

... 0




 .

Die Gram-Matrix J des Skalarproduktes [., .] in H̃ schreibt sich bezüglich
der Zerlegung (4.3) als Blockmatrix, nämlich als

J ≃











In−k 0

0
... Ik
.... . . . . . . .

Ik

... 0

0 I











.

In der ersten und letzten Komponente wird das Skalarprodukt [., .] ange-
wandt, in der mittleren Komponente das Skalarprodukt des C2k. Jetzt stu-
dieren wir die Wirkung eines Operators S̃ auf einen Vektor ~x. Bezüglich

1Zerlegungen dieser Art erhält man im allgemeinen auch durch Anwendung von Satz
1.7 .
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der Zerlegung (4.3) können wir S̃ als 6 × 6- Blockmatrix schreiben, wobei
die Eintragungen dieser Matrix Operatoren zwischen den entsprechenden
Räumen sind (z.B. ist B25 ein Operator von D̂3 nach D2.):

S̃ ≃









B11 B12 · · · B16

B21 B22 · · · B26
...

...
. . .

...
B61 B62 · · · B66









. (4.5)

Da S ⊆ S̃ gilt, können wir einige der Bij bestimmen. Wegen D (S) = D1+D2

sind gerade die ersten beiden Spalten von S̃ durch S festgelegt. Sei dazu
~x ∈ D (S) gemäß (4.4) geschrieben, und gelte

S

(

~x1 +
k−1∑

i=1

xi
~bi

)

= A11~x1 + A12

(
k−1∑

i=1

xi
~bi

)

+

+A21~x1 + A22

(
k−1∑

i=1

xi
~bi

)

+ A31~x1 + A32

(
k−1∑

i=1

xi
~bi

)

.

Wegen der Symmetrie von S gilt S(D ∩ H
◦) ⊆ D⊥, in diesem Fall (vgl.

Lemma 4.1 ) also S(D2) ⊆ D2 + D3. Es gilt damit A12 = 0. Mit diesen
Bezeichnungen erhält man für S̃

S̃ ≃



















A11 0 B13
... B14 B15 B16...

A21 A22 B23
... B24 B25 B26...

A31 A32 B33
... B34 B35 B36
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 B43
... B44 B45 B46...

0 0 B53
... B54 B55 B56...

0 0 B63
... B64 B65 B66



















. (4.6)

Damit S̃ in H̃ selbstadjungiert ist, ist notwendig und hinreichend, daß die
Matrix J S̃ hermitesch (bzw. der durch J S̃ gegebene Operator im entspre-
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chenden Skalarprodukt selbstadjungiert) ist. Wir berechnen also J S̃:

J S̃ ≃



















A11 0 B13
... B14 B15 B16...

0 0 B43
... B44 B45 B46...

0 0 B53
... B54 B55 B56
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A21 A22 B23
... B24 B25 B26...

A31 A32 B33
... B34 B35 B36...

0 0 G2B63
... B64 B65 B66



















und erhalten die Relationen

A11 = A+
11, B13 = 0, B14 = A+

21, B15 = A+
31, B16 = 0,

B43 = 0, B44 = A+
22, B45 = A+

32, B46 = 0,
B53 = B+

53, B54 = B+
23, B55 = B+

33, B56 = B+
63,

B24 = B+
24, B25 = B+

34, B26 = B+
64,

B35 = B+
35, B36 = B+

65, B66 = B+
66.

(4.7)

Dabei wurde zur Abkürzung das Zeichen + für den adjungierten Operator
zwischen den entsprechenden Skalarprodukträumen verwendet. Setzt man
nun die Relationen (4.7) in die Darstellung von S̃ ein, so erhält man

J S̃ ≃



















A11 0 0
... A+

21 A+
31 0...

0 0 0
... A+

22 A+
32 0.... . . . . . . . . . . . . . .

0 0
... B53

... B+
23 B+

33 B+
63

...
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A21 A22
... B23

... B24 B+
34 B+

64...
...

A31 A32
... B33

... B34 B35 B+
65...

0 0 B63
... B64 B65 B66



















,
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oder

S̃ ≃



















A11 0 0
... A+

21 A+
31 0...

A21 A22 B23
... B24 B+

34 B+
64...

A31 A32 B33
... B34 B35 B+

65
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0
... A+

22 A+
32 0...

0 0 B53
... B+

23 B+
33 B+

63...
0 0 B63

... B64 B65 B66



















.

Wir wollen nun (S̃ − z)−1 berechnen. Dabei berücksichtigen wir, daß wir
eigentlich Ausdrücke der Gestalt [(S̃−z)−1~e,~e] mit ~e ∈ H bestimmen wollen,
und daher nur die

”
verallgemeinerte“ Resolvente

PH(S̃ − z)−1|H mit H = H + Ĥ
◦

benötigen. Wir berechnen zunächst (J S̃ − Jz)−1:

(J S̃ − Jz)−1 =

(
X ∗
∗ ∗

)

wobei X =

=





























A11 − z 0 0
... A+

21 A+
31...

0 0 0
... A+

22 − z A+
32...

0 0 B53
... B+

23 B+
33 − z.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A21 A22 − z B23
... B24 B+

34...
A31 A32 B33 − z

... B34 B35















− Γ+(B66 − z)−1Γ















−1

ist. Hier bezeichnet Γ den Operator

Γ = (0, 0, B63, B64, B65).

Nun hat Γ+(B66 − z)−1Γ offenbar die Gestalt

Γ+(B66 − z)−1Γ =















0 0 0
... 0 0...

0 0 0
... 0 0.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0
... w′

53(z)
... w′

23(z)+ w′
33(z)+...

.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0

... w′
23(z)

... w′
24(z) w′

34(z)+...
...

0 0
... w′

33(z)
... w′

34(z)+ w′
35(z)















,
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ist also im wesentlichen eine (k +1)× (k +1)-Matrixfunktion. Da B66 ein im
Πκ3-Raum H1 selbstadjungierter Operator ist, hat die Funktion Γ+(B66 −
z)−1Γ höchstens κ3 negative Quadrate. Damit liegt also die (k+1)× (k+1)-
Matrixfunktion

W (z) =








w′
53(z)

... w′
23(z)+ w′

33(z)+.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
w′

23(z)
... w′

24(z) w′
34(z)+...

w′
33(z)

... w′
34(z) w′

35(z)








−








B53
... B+

23 B+
33

.... . . . . . . . . . . . . .
B23

... B24 B+
34...

B33
... B34 B35








=

=








w53(z)
... w23(z)+ w33(z)+.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w23(z)
... w24(z) w34(z)+...

w33(z)
... w34(z) w35(z)








in der Vereinigung

κ3⋃

κ′=0

N
(k+1)×(k+1)
κ′ ,

und es gilt (J S̃ − Jz)−1 =

=














































A11 − z 0 0
... A+

21 A+
31...

0 0 0
... A+

22 − z A+
32

0 0 0
... 0 −z.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A21 A22 − z 0
... 0 0...

A31 A32 −z
... 0 0














− LT
1 W (z)L1














−1

*

* *




















,

mit

L1 =






0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1




 .
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Die linke obere Ecke von (S̃ − z)−1 ist von der Form PH(S̃ − z)−1|H =

=
















A11 − z 0 0
... A+

21 A+
31

...

...
A21 A22 − z w23(z)

... w24(z) w34(z)+...
A31 A32 w33(z) − z

... w34(z) w35(z).... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0

... A+
22 − z A+

32...
0 0 w53(z)

... w23(z)+ w33(z)+ − z
















−1

.

Diese Matrix hat die Blockgestalt2






A 0 C
D E F
0 H K






−1

. (4.8)

Wir wollen einige Eintragungen dieser Matrix explizit bestimmen. Dazu
führen wir noch eine Abkürzung ein. Bezeichne im folgenden mit

S

(
i1 i2
j1 j2

)

= Yi1j1 − Yi1j2Y
−1
i2j2

Yi2j1

das
”
Schur-Komplement“ des Minors

(

Yi1j1 Yi1j2

Yi2j1 Yi2j2

)

einer Matrix Y =

(Yi,j).
Um Ausdrücke der Gestalt (4.1) zu berechnen benötigen wir von der

inversen Matrix (Xij)i,j=1,...,3 nur die Blöcke X11,X12,X31 und X32. Diese
berechnen wir im folgenden Lemma.

Lemma 4.2 Sei X = (Xij)
3
i,j=1 die Inverse der Blockmatrix

Y =






A 0 C
D E F
0 H K




 ,

und seien A,E und K invertierbar. Dann gilt für die erste Spalte von X

X11 =

(

A + CK−1HS

(
2 3

2 3

)−1

D

)−1

,

2Die Unterteilung in diese Blöcke ist die gröbste Unterteilung, die ein
”
geschicktes“

Ausrechnen von [(S̃ − z)−1~e,~e] mit ~e ∈ H ermöglicht.



94 KAPITEL 4. SELBSTADJUNGIERTE ERWEITERUNGEN

X21 = −S

(
2 3

2 3

)−1

D X11,

X31 = K−1HS

(
2 3

2 3

)−1

D X11

und für die zweite Spalte

X22 =

(

DA−1CK−1H + S

(
2 3

2 3

))−1

,

X12 = A−1CK−1H X22,

X32 = −K−1H X22.

Beweis : Es gilt Y · X = I. Schreiben wir die Gleichungen für die erste
Spalte ausführlich an, so erhalten wir

AX11 +CX31 = I
DX11 +EX21 +FX31 = 0

HX21 +KX31 = 0
.

Daraus folgt
X31 = −K−1HX21

und
DX11 + EX21 − FK−1HX21 = 0,

also

X21 = −(E − FK−1H)−1DX11 = −S

(
2 3

2 3

)−1

DX11.

Damit ist

X31 = K−1HS

(
2 3

2 3

)−1

DX11

und wir erhalten

X11 =

(

A + CK−1HS

(
2 3

2 3

)−1

D

)−1

.

Die Gleichungen für die zweite Spalte lauten

AX12 +CX32 = 0
DX12 +EX22 +FX32 = I

HX22 +KX32 = 0
.
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Daraus folgt wieder
X32 = −K−1HX22

und
X12 = −A−1CX32 = A−1CK−1HX22.

Weiters ist

DA−1CK−1HX22 + EX22 − FK−1HX22 = I,

also

X22 =

(

DA−1CK−1H + S

(
2 3

2 3

))−1

.

Wir bemerken, daß der Parameter W (z) hier im wesentlichen nur in der
Verbindung

K−1H(E − FK−1H)−1

auftritt. Schreibt man einen Vektor ~e ∈ H in der Form (4.4) , also

~e = ~e1 +

(
k−1∑

i=1

ei
~bi + ek

~bk

)

,

so erhält man für den Ausdruck (4.1) :

[(S̃ − z)−1~e,~e] =

[

PH(S̃ − z)−1|H
(

~e1 +
k∑

i=1

ei
~bi

)

, ~e1 +
k∑

i=1

ei
~bi

]

=

=











X11 X12 ∗
∗ ∗ ∗

X31 X32 ∗






(

~e1 +
k∑

i=1

ei
~bi

)

, ~e1 +
k∑

i=1

ei
~bi




 =

=





















X11~e1 + X12

(
k∑

i=1
ei
~bi

)

X31~e1 + X32

(
k∑

i=1
ei
~bi

)











, ~e1 +
k∑

i=1

ei
~bi











=

=









X11~e1 + X12









e1
...

ek−1

ek









, ~e1









+









X31~e1 + X32









e1
...

ek−1

ek

















·









e1
...

ek−1

ek









(4.9)
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Bemerkung 4.1 Ein weitergehendes Einsetzen in obige Formeln wollen wir
an dieser Stelle nicht durchführen. Im letzten Kapitel dieser Arbeit werden
die angegebenen Formeln in einigen Beispielen weiter ausgerechnet und die
Lösungsfunktion des Interpolationsproblems explizit bestimmt.

4.3 Zweiter geometrischer Fall: H
◦ ⊆ D, D1 nicht

entartet

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall, daß der isotrope Teilraum H
◦ in

D enthalten ist, und ein (algebraisches) Komplement D1 von H
◦ in D nicht

entartet. Auch hier führt uns die folgende Bemerkung zu einer Zerlegung des
Raumes H̃.

Lemma 4.3 Sei D0 ein (algebraisches) Komplement von H
◦ in D⊥

1 . Dann
ist D0 nicht entartet.

Beweis : Zunächst existiert D⊥
1 wegen der Endlichdimensionalität und un-

seren geometrischen Voraussetzungen. Es gilt daher

H = D1[+̇]
(
H

◦+̇D0
)
.

Ist ~x ∈ D0
◦, so ist ~x ⊥ D0, ~x ⊥ D1 und auch ~x ⊥ H

◦, also ~x ∈ H
◦. Damit

gilt aber ~x = 0.

Wir wählen wieder einen (k-dimensionalen) mit H
◦ schief verbundenen Teil-

raum Ĥ
◦ in H̃, und ein orthogonales Komplement H1 von H+̇Ĥ

◦ in H̃. Ein

solches existiert, da H+̇Ĥ
◦ endlichdimensional und nicht entartet ist. Wie-

der hat H1 genau κ3 = κ − κ1 − k negative Quadrate. Damit erhalten wir
eine Zerlegung des Raumes H̃:

H̃ = D0[+̇]

=D (S)=D
︷ ︸︸ ︷

D1[+̇]
(

H
◦

︸ ︷︷ ︸

=H

+̇Ĥ
◦
)

[+̇]H1. (4.10)

Seien {~b1, . . . ,~bk} und {~c1, . . . ,~ck} Basen von H
◦ bzw. Ĥ

◦ mit

[~bi,~cj ] = δij für i, j = 1, . . . , k ,
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und ~b0 ∈ D0 mit [~b0,~b0] = σ = ±1. Dann schreibt sich ein Vektor ~x ∈ H̃

entsprechend der Zerlegung (4.10) als

~x = x0
~b0 + ~x1 +

(
k∑

i=1

xi
~bi +

k∑

i=1

x′
i~ci

)

+ ~x2, (4.11)

formal also als 5-Tupel

~x ≃ (
x0, ~x1, (x1, . . . , xk), (x

′
1, . . . , x

′
k), ~x2

)
.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ~x und ~y ist in dieser Darstellung gegeben
durch

[~x, ~y] = σx0y0 + [~x1, ~y1] +














x1
...

xk

x′
1
...

x′
k














· Jk














y1
...

yk

y′1
...

y′k














+ [~x2, ~y2].

Wieder bezeichnet Jk die Matrix

Jk =






0
... Ik
.... . . . .

Ik

... 0




 .

Die Gram-Matrix J des Skalarproduktes [., .] in H̃ schreibt sich bezüglich
der Zerlegung (4.10) als Blockmatrix, nämlich als

J ≃













1 0
In−k−1

0
... Ik
.... . . . . . . .

Ik

... 0

0 I













,

wobei in der ersten, zweiten und letzten Komponente das Skalarprodukt
[., .] verwendet wird, ansonsten das Skalarprodukt des C2k. Ist S̃ eine in



98 KAPITEL 4. SELBSTADJUNGIERTE ERWEITERUNGEN

H̃ selbstadjungierte Erweiterung von S, so schreibt sich entsprechend der
Zerlegung (4.10) S̃ als 5 × 5-Blockmatrix

S̃ ≃









B11 B12 · · · B15

B21 B22 · · · B25
...

...
. . .

...
B51 B52 · · · B55









. (4.12)

Wegen D = D (S) = D1[+̇]H◦ können wir die zweite und dritte Spalte aus
der Relation S ⊆ S̃ bestimmen. Sei dazu

S

(

~x1 +
k∑

i=1

xi
~bi

)

= A21~x1 + A13

(
k∑

i=1

xi
~bi

)

+

+A22~x1 + A23

(
k∑

i=1

xi
~bi

)

+ A32~x1 + A33

(
k∑

i=1

xi
~bi

)

.

Wegen der Symmetrie von S gilt S (H◦) ⊆ D⊥ = H
◦ + D0, also ist A23 = 0.

Somit erhalten wir

S̃ ≃















B11 A12 A13
... B14 B15...

B21 A22 0
... B24 B25...

B31 A32 A33
... B34 B35
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

B41 0 0
... B44 B45...

B51 0 0
... B54 B55















und

J S̃ ≃















B11 A12 A13
... B14 B15...

B21 A22 0
... B24 B25...

B41 0 0
... B44 B45
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

B31 A32 A33
... B34 B35...

B51 0 0
... B54 B55















.

Soll S̃ selbstadjungiert sein, so muß

B11 = B+
11, A

+
12 = B21, A

+
13 = B41, B14 = B+

31,
B15 = B+

15, A22 = A+
22, B24 = A+

32, B25 = 0, B44 = A+
33,

B45 = 0, B34 = B+
34, B35 = B+

54, B55 = B+
55

(4.13)
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gelten. Setzen wir diese Relationen oben ein, so erhalten wir

J S̃ ≃















B11 A12 A13
... B+

31 B+
51...

A+
12 A22 0

... A+
32 0...

A+
13 0 0

... A+
33 0.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

B31 A32 A33
... B34 B+

54...
B51 0 0

... B54 B55















,

oder

S̃ ≃















B11 A12 A13
... B+

31 B+
51...

A+
12 A22 0

... A+
32 0...

B31 A32 A33
... B34 B+

54
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A+
13 0 0

... A+
33 0...

B51 0 0
... B54 B55















.

Da wir nur an der verallgemeinerten Resolvente PH(S̃ − z)−1|H interessiert
sind, verfahren wir auch weiterhin wie im letzten Abschnitt. Wir berechnen
also zunächst (J S̃ − Jz)−1:

(J S̃ − Jz)−1 =

(
X ∗
∗ ∗

)

wobei X =

=























B11 − z A12 A13
... B+

31...
A+

12 A22 − z 0
... A+

32...
A+

13 0 0
... A+

33 − z.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
B31 A32 − z A33 − z

... B34












− Γ+(B55 − z)−1Γ












−1

ist. Hier bezeichnet Γ den Operator

Γ = (B51, 0, 0, B54).
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Wieder ist Γ+(B66−z)−1Γ im wesentlichen eine (k+1)×(k+1)-Matrixfunktion
und hat die Gestalt

Γ+(B55 − z)−1Γ =












w′
11(z) 0 0

... w′
31(z)+...

0 0 0
... 0...

0 0 0
... 0.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w′
31(z) 0 0

... w′
34(z)












.

Da B55 ein im Πκ3-Raum H1 selbstadjungierter Operator ist, hat die Funk-
tion Γ+(B55 − z)−1Γ höchstens κ3 negative Quadrate. Damit liegt also die
(k + 1) × (k + 1)-Matrixfunktion

W (z) =

(

w′
11(z) w′

31(z)+

w′
31(z) w′

34(z)

)

−
(

B11(z) B31(z)+

B31(z) B34(z)

)

=

=

(

w11(z) w31(z)+

w31(z) w34(z)

)

in der Vereinigung
κ3⋃

κ′=0

N
(k+1)×(k+1)
k′ ,

und es gilt (J S̃ − Jz)−1 =

=









































−z A12 A13
... 0...

A+
12 A22 − z 0

... A+
32...

A+
13 0 0

... A+
33 − z.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 A32 A33 − z
... 0












− LT
2 W (z)L2












−1

*

* *



















,

mit

L2 =

(

1 0 0 0
0 0 0 1

)

.
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Die linke obere Ecke PH(S̃ − z)−1|H von (S̃ − z)−1 berechnet sich damit zu
PH(S̃ − z)−1|H =

=













w11(z) − z A12 A13
... w31(z)+...

A+
12 A22 − z 0

... A+
32

...

...
w31 A32 A33 − z

... w34(z).... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A+

13 0 0
... A+

33 − z













−1

.

Wir fassen die ersten beiden Zeilen bzw. Spalten zusammen3 und berechnen
die Inverse im folgenden Lemma.

Lemma 4.4 Sei X = (Xij)
3
i,j=1 die Inverse der Blockmatrix

Y =






A B C
D E F
G 0 K




 ,

und seien A,E und K invertierbar. Dann gilt für die erste Spalte von X

X11 =

(

S

(
1 3

1 3

)

− BE−1S

(
2 3

1 3

))−1

,

X21 = −E−1S

(
2 3

1 3

)

X11,

X31 = −K−1GX11,

und für die zweite Spalte

X22 =

(

E − S

(
2 3

1 3

)

S

(
1 3

1 3

)−1

B

)−1

,

X12 = −S

(
1 3

1 3

)−1

B X22,

X32 = K−1GS

(
1 3

1 3

)−1

B X22.

3vgl. Fußnote 2 vor Lemma 4.2 .
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Beweis : Es gilt Y · X = I. Schreiben wir die Gleichungen für die erste
Spalte ausführlich auf, so erhalten wir

AX11 +BX21 +CX31 = I
DX11 +EX21 +FX31 = 0
GX11 +KX31 = 0

.

Daraus folgt

X31 = −K−1GX11

und

DX11 + EX21 − FK−1GX11 = 0,

also

X21 = −E−1(D − FK−1G)X11 = −E−1S

(
2 3

1 3

)

X11.

Setzt man dieses in die erste Gleichung ein, so ergibt sich

AX11 − BE−1S

(
2 3

1 3

)

X11 − CK−1GX11 = I,

also

X11 =

(

S

(
1 3

1 3

)

− BE−1S

(
2 3

1 3

))−1

.

Die Gleichungen für die zweite Spalte lauten

AX12 +BX22 +CX32 = 0
DX12 +EX22 +FX32 = I
GX12 +KX32 = 0

.

Dann ist wieder

X32 = −K−1GX22

und

AX12 + BX22 − CK−1GX12 = 0,

also

X12 = −S

(
1 3

1 3

)−1

BX22

und damit

X32 = K−1GS

(
1 3

1 3

)−1

BX22.
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Setzen wir die bisher erhaltenen Formeln in die zweite Gleichung ein, so
ergibt sich

−DS

(
1 3

1 3

)−1

BX22 + EX22 + FK−1GS

(
1 3

1 3

)−1

BX22 = I,

also

X22 =

(

E − S

(
2 3

2 3

)

S

(
1 3

1 3

)−1

B

)−1

.

Schreibt man wieder einen Vektor ~e ∈ H in der Form (4.11) , also

~e = (e0
~b0 + ~e1) +

k∑

i=1

ei
~bi,

so erhält man für den Ausdruck [(S̃ − z)−1~e,~e] analog wie im letzten Ab-
schnitt: [(S̃ − z)−1~e,~e] =

=

[

PH(S̃ − z)−1|H
(

e0
~b0 + ~e1 +

k∑

i=1

ei
~bi

)

, e0
~b0 + ~e1 +

k∑

i=1

ei
~bi

]

=

=




X11(e0

~b0 + ~e1) + X12






e1
...
ek




 , e0

~b0 + ~e1




+

+




X31(e0

~b0 + ~e1) + X32






e1
...
ek









 ·






e1
...
ek




 .

4.4 Dritter geometrischer Fall: H
◦ ⊆ D, D1 entartet

Wir betrachten nun den noch verbleibenden geometrischen Fall, indem nämlich
H

◦ ⊆ D gilt und jedes (algebraische) Komplement D1 von H
◦ in D entar-

tet. Mit Hilfe des nächsten Lemmas erhalten wir wieder eine Zerlegung eines
Erweiterungsraumes H̃ von H.
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Lemma 4.5 Sei D1[+̇]H◦ = D, also D1 ein (algebraisches) Komplement
von H

◦ in D. Dann gibt es zwei Vektoren ~b0 und ~c0 mit

[~b0,~c0] = 1 und [~b0,~b0] = [~c0,~c0] = 0,

die

〈~c0〉 = D1 ∩ D⊥
1 , b0 ⊥ D′

1 und ~b0 /∈ D

erfüllen.

Beweis : Bezeichne mit D′
1 ein Komplement von D1∩D⊥

1 in D1, und mit D′
0

ein (algebraisches) Komplement von D in H. Als nicht entarteter Teilraum
des endlichdimensionalen Skalarproduktraumes D1+̇D′

0, besitzt D′
1 ein or-

thogonales Komplement D′⊥
1 . Offenbar ist D1+̇D′

0 und D′
1, damit also auch

D′⊥
1 nicht entartet, und es gibt in D′⊥

1 einen, mit dem neutralen Teilraum
D1 ∩ D⊥

1 schief verbundenen Teilraum D0. Da kein Element von D0 ortho-
gonal auf D1 ∩ D⊥

1 ist, muß D0 ∩ D1 = {0} gelten. Also ist die Dimension
von D0 und damit auch die Dimension von D1 ∩D⊥

1 gleich 1, und wir haben
eine Basis {~b0} von D0 bzw. {~c0} von D1 ∩ D⊥

1 mit allen oben verlangten
Eigenschaften. Dabei ergibt sich ~b0 /∈ D aus ~b0 ∈ D1+̇D′

0 und ~b0 /∈ D1.

Bezeichnen wir D1∩D⊥
1 mit D̂0, so haben wir also eine Zerlegung des Raumes

H̃ in der Form

H̃ =
(

D0+̇

=D (S)=D
︷ ︸︸ ︷

D̂0

)

[+̇]D′
1[+̇]

(

H
◦

︸ ︷︷ ︸

=H

+̇Ĥ
◦)

[+̇]H1 (4.14)

erhalten. Dabei ist wieder H
◦ schief verbunden mit Ĥ

◦, und H1 das orthogo-

nale Komplement von H+̇Ĥ
◦ in H̃. Seien {~b1, . . . ,~bk} und {~c1, . . . ,~ck} Basen

von H
◦ bzw. Ĥ

◦ mit

[~bi,~cj ] = δij für i, j = 1, . . . , k ,

dann schreibt sich ein Vektor ~x ∈ H̃ gemäß obiger Zerlegung (4.14) als

~x =
(

x0
~b0 + x′

o~c0

)

+ ~x1 +

(
k∑

i=1

xi
~bi +

k∑

i=1

x′
i~ci

)

+ ~x2, (4.15)
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formal also als 6-Tupel

~x ≃ (

x0, x
′
0, ~x1, (x1, . . . , xk), (x

′
1, . . . , x

′
k), ~x2

)

.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ~x und ~y ist in dieser Darstellung durch

[~x, ~y] =

(

x0

x′
0

)

· J2

(

y0

y′0

)

+ [~x1, ~y1] +














x1
...

xk

x′
1
...

x′
k














· Jk














y1
...

yk

y′1
...

y′k














+ [~x2, ~y2]

gegeben. Wieder bezeichnet Jk, und entsprechend J2, die Matrix

Jk =






0
... Ik
.... . . . .

Ik

... 0




 .

Wir können die Gram-Matrix des Skalarproduktes daher schreiben als

J ≃

















0
... 1.... . . .

1
... 0

0

In−k−2

0
... Ik
.... . . . . . . .

Ik

... 0

0 I

















,

wobei in der zweiten und letzten Komponente das Skalarprodukt [., .] ver-
wendet wird. Ansonsten benützen wir das Skalarprodukt des C2 bzw. C2k.
Ist S̃ eine in H̃ selbstadjungierte Erweiterung von S, so schreibt sich ent-
sprechend der Zerlegung (4.14) S̃ als 6 × 6-Blockmatrix

S̃ ≃









B11 B12 · · · B16

B21 B22 · · · B26
...

...
. . .

...
B61 B62 · · · B66









. (4.16)
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Wegen D = D (S) = D̂0[+̇]D′
1[+̇]H◦ können wir die zweite, dritte und vierte

Spalte aus der Relation S ⊆ S̃ bestimmen. Dazu sei

S

(

x′
0~c0 + ~x1 +

k∑

i=1

xi
~bi

)

= A12(x
′
0~c0) + A13~x1+

+A14

(
k∑

i=1

xi
~bi

)

+ A22(x
′
0~c0) + A23~x1 + A24

(
k∑

i=1

xi
~bi

)

+

+A32(x
′
0~c0) + A33~x1 + A34

(
k∑

i=1

xi
~bi

)

+

+A42(x
′
0~c0) + A43~x1 + A44

(
k∑

i=1

xi
~bi

)

.

Wegen der Symmetrie von S gilt S (H◦) ⊆ D⊥ = H
◦ + D̂0, also ist A14 = 0

und A34 = 0. Somit erhält man

S̃ ≃


















B11
... A12 A13 0

... B15 B15
...

.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
B21

... A22 A23 A24
... B25 B26...
...

B31
... A32 A33 0

... B35 B36...

...
B41

... A42 A43 A44
... B45 B46

...
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

B51
... 0 0 0

... B55 B56...

...
B61

... 0 0 0
... B65 B66


















und

J S̃ ≃


















B21
... A22 A23 A24

... B25 B26
...

.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
B11

... A12 A13 0
... B15 B15...
...

B31
... A32 A33 0

... B35 B36...

...
B51

... 0 0 0
... B55 B56

...
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

B41
... A42 A43 A44

... B45 B46...

...
B61

... 0 0 0
... B65 B66


















.

Soll S̃ selbstadjungiert sein, so muß

B21 = B+
21, A

+
22 = B11, A

+
23 = B31, A

+
24 = B51, B25 = B+

41,
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B26 = B+
61, A12 = A+

12, A
+
13 = A32, B15 = A+

42, B16 = 0,

A33 = A+
33, B35 = A+

43, B36 = 0, B55 = A+
44, B56 = 0,

B45 = B+
45, B46 = B+

65, B66 = B+
66

gelten. Setzen wir diese Relationen oben ein, so erhalten wir

J S̃ ≃


















B21
... A22 A23 A24

... B+
41 B+

61
...

.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A+

22

... A12 A+
32 0

... A+
42 0...

...
A+

23

... A32 A33 0
... A+

43 0...
...

A+
24

... 0 0 0
... A+

44 0...
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

B41
... A42 A43 A44

... B45 B+
65...

...
B61

... 0 0 0
... B65 B66


















oder

S̃ ≃


















A+
22

... A12 A+
32 0

... A+
42 0...

.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
B21

... A22 A23 A24
... B+

41 B+
61...

...
A+

23

... A32 A33 0
... A+

43 0...
...

B41
... A42 A43 A44

... B45 B+
65

...
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A+
24

... 0 0 0
... A+

44 0...
...

B61
... 0 0 0

... B65 B66


















.

Auch hier verfahren wir wie in den beiden vorangegangenen Abschnitten,
und berechnen zunächst (J S̃ − Jz)−1:

(J S̃ − Jz)−1 =

(
X ∗
∗ ∗

)

wobei X =

=





























B21
... A22 − z A23 A24

... B+
41

...
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A+
22 − z

... A12 A+
32 0

... A+
42...

...
A+

23

... A32 A33 − z 0
... A+

43...
...

A+
24

... 0 0 0
... A+

44 − z...
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

B41
... A42 A43 A44 − z

... B45















− Γ+(B66 − z)−1Γ















−1
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ist. Hier bezeichnet Γ den Operator

Γ = (B61, 0, 0, 0, B65).

Wieder ist Γ+(B66−z)−1Γ im wesentlichen eine (k+1)×(k+1)-Matrixfunktion
und hat die Gestalt

Γ+(B55 − z)−1Γ =















w′
21(z)

... 0 0 0
... w′

41(z)+...
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0
... 0 0 0

... 0...

...
0

... 0 0 0
... 0...
...

0
... 0 0 0

... 0...

.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
w′

41(z)
... 0 0 0

... w′
45(z)















.

Da B66 ein im Πκ3-Raum H1 selbstadjungierter Operator ist, hat die Funk-
tion Γ+(B66 − z)−1Γ höchstens κ3 negative Quadrate. Damit ist also die
(k + 1) × (k + 1)-Matrixfunktion

W (z) =

(

w′
21(z) w′

41(z)+

w′
41(z) w′

45(z)

)

−
(

B21(z) B41(z)+

B41(z) B45(z)

)

=

=

(

w21(z) w41(z)+

w41(z) w45(z)

)

in der Vereinigung
κ3⋃

κ′=0

N
(k+1)×(k+1)
k′

enthalten, und es gilt X =

=





























0
... A22 − z A23 A24

... 0...

.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A+

22 − z
... A12 A+

32 0
... A+

42...
...

A+
23

... A32 A33 − z 0
... A+

43...
...

A+
24

... 0 0 0
... A+

44 − z...
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0
... A42 A43 A44 − z

... 0















− LT
3 W (z)L3















−1

mit

L3 =

(

1 0 0 0 0
0 0 0 0 1

)

.
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Die linke obere Ecke PH(S̃−z)−1|H von (S̃−z)−1 mit H = H+Ĥ
◦ berechnet

sich damit zu PH(S̃ − z)−1|H =

=















A+
22 − z

... A12 A+
32 0

... A+
42

...
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w21(z)
... A22 − z A23 A24

... w41(z)+...

...
A+

23

... A32 A33 − z 0
... A+

43...
...

w41(z)
... A42 A43 A44 − z

... w45(z)...

.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A+

24

... 0 0 0
... A+

44 − z















−1

.

In dieser Matrix fassen wir die ersten beiden Zeilen bzw. Spalten zusammen4

und erhalten wieder eine Blockmatrix der Gestalt

Y =






A B C
D E F
G 0 K




 .

Nach Lemma 4.4 ergeben sich für die ersten beiden Spalten der inversen
Matrix (Xij)

3
i,j=1 die Ausdrücke

X11 =

(

S

(
1 3

1 3

)

− BE−1S

(
2 3

1 3

))−1

,

X21 = −E−1S

(
2 3

1 3

)

X11,

X31 = −K−1GX11,

und

X22 =

(

E − S

(
2 3

1 3

)

S

(
1 3

1 3

)−1

B

)−1

,

X12 = −S

(
1 3

1 3

)−1

B X22,

X32 = K−1GS

(
1 3

1 3

)−1

B X22.

4vgl. Fußnote 2 vor Lemma 4.2 .
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Ebenfalls genauso wie im zweiten geometrischen Fall ergibt sich für einen

Vektor ~e = (e0
~b0 + e′0~c0 + ~e1) +

k∑

i=1
ei~vbi ∈ H die Formel

[(S̃ − z)−1~e,~e] =

[

PH(S̃ − z)−1|H
(

e0
~b0 + e′0~c0 + ~e1 +

k∑

i=1

ei
~bi

)

,

, e0
~b0 + e′0~c0 + ~e1 +

k∑

i=1

ei
~bi

]

=

=




X11(e0

~b0 + e′0~c0 + ~e1) + X12






e1
...
ek




 , e0

~b0 + e′0~c0 + ~e1




+

+




X31(e0

~b0 + e′0~c0 + ~e1) + X32






e1
...
ek









 ·






e1
...
ek




 .



Kapitel 5

Eine Anwendung

In diesem Kapitel wollen wir, für einen speziellen Fall der vorgegebenen Da-
ten z1, . . . , zn und w1, . . . , wn, die Ergebnisse der beiden vorangegangenen
Kapitel kombinieren, und damit zu expliziten Lösungsformeln für das Inter-
polationsproblem (1.3) , also für Funktionen f ∈ Nκ mit

f(zi) = wi für i = 1, . . . , n (5.1)

gelangen.

Weiters werden wir an einigen Beispielen demonstrieren wie man die von
uns entwickelte Theorie konkret anzuwenden hat. Dabei werden wir für jeden
der drei geometrischen Fälle ein Beispiel angeben, es können also alle drei
Fälle wirklich bei Interpolationsproblemen auftreten.

In beiden Abschnitten dieses Kapitels kommen wir auch noch einmal auf
die eindeutige Lösung mit minimaler Anzahl negativer Quadrate zurück. Im
ersten Abschnitt um zu zeigen, daß man auch sie als Funktion der Gestalt f

S̃
erhält und im zweiten Abschnitt um an den verschiedenen Beispielen unsere
Beschreibung (vgl. Abschnitt 2.2.2) der eindeutigen Lösung zu demonstrie-
ren.

5.1 Eindimensionale Entartung im Fall H
◦ 6⊆ D.

5.1.1 Die geometrischen Voraussetzungen

Wir betrachten ein Interpolationproblem vom Typ (1.3) mit den Daten
z1, . . . ,zn ∈ C+ und w1, . . . ,wn ∈ C. Für den Rest dieses Abschnitts setzen
wir voraus, daß für dieses Interpolationsproblem der erste geometrische Fall

111
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vorliegt, d.h., daß H
◦ 6⊆ D = D (S) gilt. Weiters wollen wir hier verlangen,

daß der Defekt der Pick-Matrix IP gleich Eins ist, das also dimH
◦ = 1 gilt.

Wir finden wegen unserer Voraussetzungen einen Vektor ~b =
n∑

i=1
bi ~ezi

des

isotropen Teilraumes H
◦ von H mit

k∑

i=1
bi = 1. Wir setzen weiters voraus,

daß bi 6= 0 für i = 1, . . . ,n gilt. Im folgenden werden wir {~b} als Basis
von H

◦ wählen. Weiters sei {~b1} eine Basis des mit H
◦ schief verbundenen

Teilraumes Ĥ
◦ mit [~b,~b1] = 1.

Die Zerlegung (4.2) des Raumes H reduziert sich unter unseren Voraus-
setzungen auf H = D[+̇]H◦. Die Zerlegung (4.3) eines Erweiterungsraumes
H̃ ⊇ H hat dementsprechend die Gestalt

H̃ = D[+̇]
(

H
◦+̇Ĥ

◦
)

[+̇]H1.

Schließlich lautet die Matrixdarstellung (4.6) in unserem Fall

S̃ ≃












A11 0
... A+

31 0...
A31 B33

... B35 B+
65

.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 B53

... B+
33 B+

63...
0 B63

... B65 B66












.

Die Operatoren A11 und A31 erhält man dabei durch

A11 = P ◦ S und A31 = (I − P ) ◦ S,

wobei P die Projektion von H auf D längs H
◦ ist. In Koordinaten geschrie-

ben erhält man für einen Vektor ~x =
n∑

i=1
xi ~ezi

∈ D:

A11~x =
n∑

i=1



xizi − (
n∑

j=1

xjzj)bi



 ~ezi
bzw.

A31~x = (
n∑

j=1

xjzj)~b.

Für das Folgende wesentlich ist nun die Feststellung, daß jeder Wert zi in
der Resolventenmenge von A11 liegt.
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Lemma 5.1 Kein Wert zi für i ∈ {1, . . . , n} ist Eigenwert von A11.

Beweis : Sei λ ein Eigenwert von A11 und ~x ein zugehöriger Eigenvektor,

~x =
n∑

i=1
xi ~ezi

. Dann ist

0 = (A11 − λ)~x =
n∑

i=1



xizi − (
n∑

j=1

xjzj)bi − λxi



 ~ezi
,

es muß also für jedes i = 1, . . . , n die Beziehung

(zi − λ)xi = (
n∑

j=1

xjzj)bi (5.2)

gelten. Wäre nun λ = zi0 für ein i0 ∈ {1, . . . , n}, so wäre 0 = (
n∑

j=1
xjzj)bi0 ,

also
n∑

j=1
xjzj = 0. Mit den Gleichungen (5.2) folgt dann xi = 0 für i 6= i0.

Da ~x ∈ D liegt, muß damit auch xi0 = 0 sein, d. h. ~x = 0.

Jetzt wollen wir die Formeln (4.9) zur Berechnung von [(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ]
für unseren Fall weiter ausrechnen, und damit eine explizite Parameterdar-

stellung für interpolierende Funktionen in
κ⋃

κ′=κ1

Nk′ erhalten.

5.1.2 Eine explizite Lösungsformel

In unserem Fall erhält man nach Abschnitt 4.2 für die Matrixdarstellung der
verallgemeinerten Resolvente PH(S̃ − z)−1|H die Formel






A11 − z 0 A+
31

A31 w33 − z w35

0 w53 w33 − z






−1

.

Unser Problem besteht also darin obige Inverse zu berechnen. Dazu gehen
wir wie bei Lemma 4.2 von der etwas allgemeineren Matrix






A 0 C
D E F
0 H K





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aus, und berechnen die in Lemma 4.2 angegebenen Ausdrücke für die Blöcke
der inversen Matrix. Wegen unserer Voraussetzungen gelten nun jedoch ei-
nige Regeln, die das Ausrechnen wesentlich vereinfachen.

Zunächst wollen wir uns vergegenwärtigen zwischen welchen Räumen
die einzelnen Eintragungen obiger Matrix operieren. Die von uns gewählte
Zerlegung des Raumes war

D (S)[+̇](H◦+̇Ĥ
◦),

es gilt also
A : D (S) −→ D (S) , D : D (S) −→ H

◦ ,

E : H◦ −→ H
◦ , H : H◦ −→ Ĥ

◦ ,

C : Ĥ◦ −→ D (S) , F : Ĥ◦ −→ H
◦ , K : Ĥ◦ −→ Ĥ

◦.

Man sieht, daß E,F,H und K durch Zahlen e, f, h bzw. k mit

E~b = e~b , H~b = h~b1 , F~b1 = f~b , K~b1 = k~b1

gegeben sind. Der Operator C ist durch einen Vektor ~c ∈ D (S) mit

C~b1 = ~c

festgelegt, während D durch einen Vektor ~d ∈ D (S) mit

D~x = [~x, ~d]~b für ~x ∈ D (S)

bestimmt ist. Die letzte Aussage folgt daraus, daß D~x = d(~x)~b ist, wobei d(~x)
ein lineares Funktional des nicht entarteten Skalarproduktraumes D (S) ist.

Nun sind C und D adjungierte Operatoren, d.h. für jedes ~x ∈ D (S) gilt1

[D~x,~b1] = [~x,C~b1],

und man berechnet

[D~x,~b1] = [[~x, ~d]~b,~b1] = [~x, ~d][~b,~b1] = [~x, ~d]

und
[~x,C~b1] = [~x,~c].

1Wir betrachten hier die Bilinearform [., .] zwischen den dualen Raumpaaren

(D (S),D (S)) und (H
◦
,

ˆ
H

◦
).
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Da D (S) nicht entartet folgt ~c = ~d, also

C~b1 = ~d.

Jetzt wenden wir uns der Berechnung der Inversen nach Lemma 4.2 zu.

S

(

2 3

2 3

)

= E − FK−1H : H◦ → H
◦, also

S

(

2 3

2 3

)

~b = (e − fh

k
)~b.

Damit ist

K−1HS

(

2 3

2 3

)−1

~b =
h

ek − fh
~b1.

Zur Abkürzung wollen wir h
ek−fh

= p setzen. Wir berechnen weiters für
~x ∈ D (S)

(A + CK−1HS

(

2 3

2 3

)−1

D)~x = A~x + p[~x, ~d]~d, also

X11~x = (A. + p[., ~d]~d)−1~x.

Damit ergibt sich, ebenfalls für ~x ∈ D (S)

X31~x = K−1HS

(

2 3

2 3

)−1

DX11~x =

= p[(A. + p[., ~d]~d)−1~x, ~d]~b1.

Weiters gilt

(DA−1CK−1H + S

(

2 3

2 3

)

)~b = (
h

k
[A−1 ~d, ~d] + (e − fh

k
))~b,

also

X22
~b = (

h

k
[A−1 ~d, ~d] + (e − fh

k
))−1~b.

Damit ergibt sich

K−1HX22
~b =

1

[A−1 ~d, ~d] + (ek − fh)
~b1
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und daraus

X12 =
1

[A−1 ~d, ~d] + (ek − fh)
A−1 ~d, und

X32 = − 1

[A−1~d, ~d] + (ek − fh)
~b1.

Wir haben nun alle Bestandteile der Inversen Matrix die wir benötigen be-
rechnet, und können weiter in die Formeln aus Abschnitt 4.2 einsetzen. Die
Zerlegung des Vektors ~ez1 gemäß unserer Zerlegung des Raumes H hat dabei
die Gestalt ~ez1 = ( ~ez1 −~b) +~b. Wir berechnen damit

[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ] =











X11( ~ez1 −~b) + X12
~b

∗
X31( ~ez1 −~b) + X32

~b




 , ( ~ez1 −~b) +~b




 =

= [X11( ~ez1 −~b), ~ez1 ] + [X12
~b, ~ez1 ] + [X31( ~ez1 −~b),~b]+

+[X32
~b,~b] =

= [(A. + p[., ~d]~d)−1( ~ez1 −~b), ~ez1 ] +
[A−1 ~d, ~ez1 ]

[A−1 ~d, ~d] + (ek − fh)
+

+p[(A. + p[., ~d]~d)−1( ~ez1 −~b), ~d] − 1

[A−1~d, ~d] + (ek − fh)
=

= [(A. + p[., ~d]~d)−1( ~ez1 −~b), ~ez1 + p ~d] + p
[A−1~d, ~ez1 ] − 1

p[A−1~d, ~d] + h
.

Setzt man in dieser Formel die Werte von A,C,D,E, F,H und K ein, so
erhält man

[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ] = [(A11 − z + p[., ~d]~d)−1( ~ez1 −~b), ~ez1 + p(z )A+
31

~b1]+

+p(z)
[(A11 − z)−1A+

31
~b1, ~ez1 ] − 1

p(z)[(A11 − z)−1A+
31

~b1, A
+
31

~b1] + w53(z)
,

wobei
p(z) = z2 − 2ℜw33z + |w33|2 − w35w53 = |J2W (z) − z|

ist.
Wir wollen an dieser Stelle noch einmal ausdrücklich darauf hinweisen,

daß von der Parametermatrix W (z) nur w53 und p(z) in die Lösungsformel
eingeht.
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5.1.3 Der Parameter W (z) ≡ 0

Wie schon am Anfang dieses Kapitels gesagt wollen wir uns nun mit der
eindeutigen Lösung des von uns betrachteten Interpolationsproblems mit
minimaler Anzahl negativer Quadrate beschäftigen.

In Kapitel 3 haben wir gesehen, daß man eine in gewissem Sinne einein-
deutige Beziehung zwischen den Lösungen des Interpolationsproblems (1.3)
und den, von uns in Kapitel 4 beschriebenen selbstadjungierten Erweiterun-
gen von S herstellen kann. Dies gilt jedoch nur im Fall κ ≥ κ1 + def IP. Wir
stellen uns nun die Frage ob man auch die Lösung in der Klasse Nκ1 mit
Hilfe einer gewissen Erweiterung, oder zumindest mit Hilfe eines gewissen
Parameters W (z) in unserer Beschreibung erhalten kann. Notwendig dafür
ist jedenfalls, daß die eindeutige Lösung (als rationale Funktion) für z → ∞
beschränkt bleibt. Nach unserer Beschreibung der eindeutigen Lösung sieht
man, daß diese Bedingung jedenfalls im ersten geometrischen Fall erfüllt ist.

Wir werden auch hier die zu Beginn dieses Abschnitts gemachten Voraus-
setzungen einhalten, fordern also zusätzlich, daß der Defekt der Pick-Matrix
IP Eins beträgt.

Setzt man in den Formeln von Lemma 4.2 den Parameter W (z) ≡ 0
ein, so ist insbesondere2 w53(z) = 0, also mit den dortigen Bezeichnungen
H = 0. Damit gilt (wieder mit dortiger Notation):

X11 = A−1 = (A11 − z)−1,

X12 = 0,X31 = 0 und X32 = 0.

Es ist also für die zum Parameter W (z) ≡ 0 gehörende Erweiterung S̃

[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ] = [(A11 − z)−1 ~ez1, ~ez1 ].

Weiters sind die Datenpunkte zi für i = 1, . . . , n in der Resolvente von S̃, es
gilt nämlich

Lemma 5.2 Sei z ∈ ρ(A11), z 6= 0, dann ist auch (S̃ − z) invertierbar. Für
nichtreelles z ist damit sogar z ∈ ρ(S̃).

Beweis : Die dem Operator S̃ − z entsprechende Matrix hat die Gestalt

S̃ − z ≃






A11 − z 0 A+
31

A31 −z 0
0 0 −z




 . (5.3)

2Die folgenden Überlegungen gelten für jeden Parameter W (z) mit w53(z) = 0.
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Man bestätigt durch beidseitiges Ausmultiplizieren (siehe auch Lemma 4.2
), daß die Matrix






(A11 − z)−1 0 1
z
(A11 − z)−1A+

31
1
z
A31(A11 − z)−1 −1

z
1
z2

A31(A11 − z)−1A+
31

0 0 −1
z






die inverse Matrix der Blockmatrix (5.3) ist.

Zusammenfassend erhält man den Satz

Satz 5.1 Die Funktion f
S̃

für die zum Parameter W (z) ≡ 0 gehörende

Erweiterung S̃ stellt die eindeutige Nκ1-Lösung des Interpolationsproblems
(5.1) dar.

Beweis : Da nach Lemma 5.1 für i = 1, . . . , n stets z1 ∈ ρ(A11) gilt, folgt
mit Lemma 5.2 zi ∈ ρ(S̃). Es ist also f

S̃
(zi) = wi für i = 1, . . . , n. Da-

mit hat die Funktion f
S̃

mindestens κ1 negative Quadrate. Da A11 in dem
Πκ1-Raum D selbstadjungiert ist, hat die Funktion f

S̃
auch höchstens κ1

negative Quadrate.

5.2 Einige Beispiele

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Interpolationsprobleme konkret vor-
geben und mit den von uns entwickelten Methoden lösen. Wir betrachten
im folgenden ein Beispiel für den ersten und ein Beispiel für den zweiten
geometrischen Fall, in denen wir explizite Lösungsformeln angeben. Weiters
geben wir ein Beispiel für den dritten geometrischen Fall. In diesen Beispie-
len wird der Teilraum H0 stets eindimensional sein. Darum geben wir ein
viertes Beispiel, in dem der Teilraum H0 zweidimensional ist. In den beiden
letzten Beispielen werden die expliziten Lösungsformeln zu kompliziert um
sie hinzuschreiben. Die Vorgangsweise zur Lösung eines konkreten Interpola-
tionsproblems und insbesondere unsere Sätze über die eindeutige Lösung mit
minimaler Anzahl negativer Quadrate werden aber deutlich demonstriert.

Beispiel 1:
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z1 = i, z2 = 2i , w1 = 4i, w2 = 2i.

Die Pick-Matrix hat die Gestalt

IP =

(

4 2
2 1

)

und man berechnet

|IP − λ| = (4 − λ)(1 − λ) − 4 = λ(λ − 5).

Damit ist IP singulär und hat κ1 = 0 negative Eigenwerte. Im Raum H

schreibt sich bezüglich der Basis { ~ez1 , ~ez2}

H
◦ = 〈

(

1

−2

)

〉 , D = 〈
(

1

−1

)

〉.

Offensichtlich ist H = D[+̇]H◦, es liegt also der erste geometrische Fall vor.

Wir bestimmen die eindeutige Lösung des Interpolationsproblems in der
Klasse N0. Dazu sei ~h◦ =

( 1
−2

) ∈ H
◦:

f ~h◦(z) =
1(−4ı)(z + 2ı) + (−2)(−2ı)(z + ı)

1(z + 2ı) + (−2)(z + ı)
= −4

z
.

Um nun Lösungen des Interpolationsproblems in der Klasse Nκ zu er-
halten führen wir im Raum H eine neue Basis {~d,~b} ein:

~d =

(

1

−1

)

= ~ez1 − ~ez2 , ~b =

(

1

−2

)

= ~ez1 − 2 ~ez2 .

Bezüglich dieser Basis schreibt sich der Operator S als

S~d = ı ~ez1 − 2ı ~ez2 = ı~b.

Die Matrixdarstellung einer selbstadjungierten Erweiterung S̃ von S in einem
Πκ-Raum H̃ (⊇ H) hat also die Gestalt

S̃ =








0 0 −ı 0
ı B33 B35 B+

65

0 B53 B+
33 B+

63

0 B63 B65 B66








.
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Berechnen wir die verallgemeinerte Resolvente PH(S̃−z)−1|H , so ergibt sich

PH(S̃ − z)−1|H =






−z 0 −ı
ı w33 − z w35

0 w53 w33 − z






−1

,

wobei

W (z) =

(

w53 w33

w33 w35

)

∈
κ3⋃

κ′=0

N
2×2
κ′ ,

und κ3 = κ−def IP−κ1 = κ−1 ist. Setzt man nun in die im letzten Kapitel
entwickelten Formeln ein, so erhält man

X11 =
(w33 − z)(w33 − z) − w35w53

w53 − z((w33 − z)(w33 − z) − w35w53)
,

X31 =
−ıw53

w53 − z((w33 − z)(w33 − z) − w35w53)
,

X12 =
−ıw53

w53 − z((w33 − z)(w33 − z) − w35w53)
,

X32 =
−zw53

w53 − z((w33 − z)(w33 − z) − w35w53)
.

Man berechnet daraus

[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ] =
4((w33 − z)(w33 − z) − w35w53) + zw53

w53 − z((w33 − z)(w33 − z) − w35w53)
.

Damit hat man durch

f
S̃
(z) = −4ı + 4(z + ı) + (z2 + 1)[(S̃ − z)−1 ~ez1 , ~ez1 ]

solange der Nenner

w53 − z((w33 − z)(w33 − z) − w35w53)

an den Stellen z1 und z2 verschieden von Null ist, interpolierende Funktionen
gegeben (wie man unmittelbar nachrechnet).

Beispiel 2:

z1 = i, z2 = 2i , w1 = −i, w2 = −2i.
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Die Pick-Matrix hat die Gestalt

IP =

(

−1 −1
−1 −1

)

und man berechnet

|IP− λ| = (−1 − λ)(−1 − λ) − 1 = λ(λ + 2).

Damit ist IP singulär und hat κ1 = 1 negative Eigenwerte. Im Raum H

schreibt sich bezüglich der Basis { ~ez1 , ~ez2}

H
◦ = 〈

(

1

−1

)

〉 = D = 〈
(

1

−1

)

〉.

Da H
◦ = D gilt, liegt der zweite geometrische Fall vor.

Wir bestimmen die eindeutige Lösung des Interpolationsproblems in der
Klasse N1. Dazu sei ~h◦ =

( 1
−1

) ∈ H
◦:

f ~h◦(z) =
1(ı)(z + 2ı) + (−1)(2ı)(z + ı)

1(z + 2ı) + (−1)(z + ı)
= −z.

Um nun Lösungen des Interpolationsproblems in der Klasse Nκ zu er-
halten führen wir im Raum H eine neue Basis {~b, ~d} ein:

~b =

(

1

−2

)

= ~ez1 − 2 ~ez2 , ~d =

(

1

−1

)

= ~ez1 − ~ez2 .

Bezüglich dieser Basis schreibt sich der Operator S als

S~d = ı ~ez1 − 2ı ~ez2 = −ı~d + 2ı~b.

Die Matrixdarstellung einer selbstadjungierten Erweiterung S̃ von S in einem
Πκ-Raum H̃ (⊇ H) hat also die Gestalt

S̃ =








B11 −ı B+
31 B+

41

B31 2ı B34 B+
34

ı 0 −2ı 0
B41 B34 0 B44








.

Berechnen wir die verallgemeinerte Resolvente PH(S̃−z)−1|H , so ergibt sich

PH(S̃ − z)−1|H =






w11 − z −ı w31

w31 2ı − z w34

ı 0 −2ı − z






−1

,
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wobei

W (z) =

(

w53 w33

w33 w35

)

∈
κ3⋃

κ′=0

N
2×2
κ′ ,

und κ3 = κ−def IP−κ1 = κ−2 ist. Setzt man nun in die im letzten Kapitel
entwickelten Formeln ein, so erhält man

X11 =
z2 + 4

p(z)
, X12 =

−ız + 2

p(z)
,

X31 =
2 + ız

p(z)
, X32 =

1

p(z)
.

Hier wurde abkürzend

p(z) = (w11 − z)(z2 + 4) + w34 + (2(w31 + w31 ) − ız(w31 − w31 ))

gesetzt. Damit ergibt sich

[(S̃ − z)−1 ~ez1, ~ez1 ] = −z2 + 4

p(z)
,

und man hat durch

f
S̃
(z) = ı − (z + ı) − (z2 + 1)

z2 + 4

p(z)

solange der Nenner p(z) an den Stellen z1 und z2 verschieden von Null ist,
interpolierende Funktionen gegeben.

Beispiel 3:

z1 = ı, z2 = 2ı, z3 = 1 + ı , w1 = 6 + 9ı, w2 = 12 + 18ı, w3 = 13 + 5ı.

Die Pick-Matrix hat die Gestalt

IP =






9 9 − 2ı 7
9 + 2ı 9 7 + 2ı

7 7 − 2ı 5






und man berechnet

|IP − λ| = . . . = −λ(λ2 − 23λ − 16).
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Die Eigenwerte lauten

λ1 = 0, λ2,3 =
23

2
±

√
593

2
.

Damit ist IP singulär und hat κ1 = 1 negative Eigenwerte. Im Raum H

schreibt sich bezüglich der Basis { ~ez1 , ~ez2 , ~ez3}

H
◦ = 〈






1 + ı
−ı
−1




 〉 , D = 〈






1
−1
0




 ,






1
0
−1




 〉.

Offensichtlich ist H
◦ ⊆ D, es liegt also der zweite oder dritte geometrische

Fall vor. Nun gilt

IP






1
−1
0




 ·






1
−1
0




 = 0 , IP






1
−1
0




 ·






1
0
−1




 = 0 und

IP






1
0
−1




 ·






1
0
−1




 = 0,

also [D,D] = 0. Wegen H
◦ 6= D liegt der dritte geometrische Fall vor.

Wir bestimmen die eindeutige Lösung des Interpolationsproblems in der

Klasse N1. Dazu sei ~h◦ =






1 + ı
−ı
−1




 ∈ H

◦:

f ~h◦(z) = . . . = −2z2 + 9z + 4.

Um nun Lösungen des Interpolationsproblems in der Klasse Nκ zu er-
halten führen wir im Raum H eine neue Basis {~d0, ~d1,~h} ein:

~d0 =






0
−5

8 ı
9
8 ı




 = −5

8
ı ~ez2 +

9

8
ı ~ez3 ,

~d1 =






1
−1
0




 = ~ez1 − ~ez2 und
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~h =






1 + ı
−ı
−1




 = (1 + ı) ~ez1 − ı ~ez2 − ~ez3 .

Diese Basis hat alle in Abschnitt 4.4 geforderten Eigenschaften.

Der Operator S schreibt sich bezüglich dieser Basis als

S~d1 = ı ~ez1 − 2ı ~ez2 = −2~d0 + (−9

4
+

13

4
ı)~d1 +

9

4
ı~h,

S~h = (−1 + ı) ~ez1 + 2 ~ez2 − (1 + ı) ~ez3 = −(1 + ı)~d1 + (1 + ı)~h.

Die Matrixdarstellung einer Erweiterung S̃ von S in einem Πκ-Raum H̃

(⊇ H) hat also die Gestalt

S̃ =










B11 −2 0 B15 B16

B21 −9
4 + 13

4 ı −(1 + ı) B35 B36

B41 −9
4 ı 1 + ı B45 B46

B51 0 0 B55 B56

B61 0 0 B65 B66










.

Für selbstadjungierte Erweiterungen nutzen wir wieder die Symmetrie aus
und bestimmen so weitere Eintragungen. Berechnen wir schließlich die ver-
allgemeinerte Resolvente PH(S̃ − z)−1|H , so ergibt sich

PH(S̃−z)−1|H =








−9
4 − 13

4 ı − z −2 0 9
4 ı

w21 −9
4 + 13

4 ı − z −(1 + ı) w41

w41 −9
4 ı (1 + ı) − z w45

−1 + ı 0 0 1 − ı − z








−1

,

wobei

W (z) =

(

w21 w41

w41 w45

)

∈
κ3⋃

κ′=0

N
2×2
κ′ ,

und κ3 = κ − def IP − κ1 = κ − 2 ist. Diese Inverse läßt sich nun zwar
ausrechnen, das Ergebnis ist jedoch zu kompliziert um hier angegeben zu
werden.

Beispiel 4:

z1 = ı, z2 = 2ı, z3 = 4ı , w1 = 4ı, w2 = 2ı, w3 = ı.
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Die Pick-Matrix hat die Gestalt

IP =






4 2 1
2 1 1

2
1 1

2
1
4






und man berechnet

|IP− λ| = . . . = −λ2(λ − 21

4
).

Damit ist IP singulär (rgIP = 1 !) und hat κ1 = 0 negative Eigenwerte. Im
Raum H schreibt sich bezüglich der Basis { ~ez1 , ~ez2 , ~ez3}

H
◦ = 〈






1
−2
0




 ,






1
0
−4




 〉 , D = 〈






1
−1
0




 ,






1
0
−1




 〉.

Offensichtlich gilt H = H
◦[+]D, es liegt also der erste geometrische Fall vor.

Wir bestimmen die eindeutige Lösung des Interpolationsproblems in der

Klasse N0
3. Dazu sei ~h◦

1 =






1
−2
0




 ∈ H

◦. Dann gilt

f ~h◦
1
(z) = . . . =

4z + 16ı

z2 + 4ız
= −4

z
.

An diesem Beispiel können wir unsere Sätze über die Beschreibung der ein-
deutigen Lösung mit minimaler Anzahl negativer Quadrate demonstrieren.

Wählen wir also einen anderen isotropen Vektor ~h◦
2 =






1
0
−4




 ∈ H

◦. Dann

gilt

f ~h◦
2
(z) = . . . =

12z + 24ı

3z2 + 6ız
= −4

z
.

Bei diesen beiden rationalen Funktionen war stets der Nenner der ursprüng-
lichen Definition von f ~h◦ in den Datenpunkten verschieden von Null. Inter-
essant ist nun ein Beispiel, indem dies nicht der Fall ist. Betrachte dazu

~h◦
3 =






4
−18
20




 ∈ H

◦. Dann gilt

f ~h◦
3
(z) = . . . =

−24z + 24ı

6z2 − 6ız
= −4

z
.

3Offenbar müssen wir hier auf das gleiche Ergebnis wie bei Beispiel 1 stoßen.
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Der Nenner in der Definition von f ~h◦
3

hat bei z1 = ı eine Nullstelle.

Um nun Lösungen des Interpolationsproblems in der Klasse Nκ zu er-
halten führen wir im Raum H eine neue Basis {~d,~k,~h} ein:

~d =






1
−1
0




 = ~ez1 − ~ez2 ,

~k =






1
−3
2




 = ~ez1 − 3 ~ez2 + 2 ~ez3 und

~h =






1
−2
0




 = ~ez1 − 2 ~ez2 .

Hier ist H
◦ ∩ D = 〈~k〉.

Der Operator S schreibt sich bezüglich dieser Basis als

S~d = ı ~ez1 − 2ı ~ez2 = ı~k,

S~k = ı ~ez1 − 6ı ~ez2 + 8ı ~ez3 = 4ı~k − 3ı~h.

Die Matrixdarstellung einer Erweiterung S̃ von S in einem Πκ-Raum H̃

(⊇ H) hat also die Gestalt

S̃ =












0 0 0 0 −ı 0
0 −4ı B23 B24 B+

34 B+
64

ı −3ı B33 B34 B35 B+
65

0 0 0 −4ı 3ı 0
0 0 B53 B+

23 B+
33 B+

63

0 0 B63 B64 B65 B66












.

Berechnen wir die verallgemeinerte Resolvente PH(S̃−z)−1|H , so ergibt sich

PH(S̃ − z)−1|H =










−z 0 0 0 −ı
0 4ı − z w23 w24 w34

ı −3ı w33 − z w34 w35

0 0 0 −4ı − z 3ı
0 0 w53 w23 w33 − z










−1

,
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wobei

W (z) =






w53 w23 w33

w23 w24 w34

w33 w34 w35




 ∈

κ3⋃

κ′=0

N
3×3
κ′ ,

und κ3 = κ−def IP−κ1 = κ−2 ist. Auch um diese Inverse zu bestimmen ist
der Rechenaufwand sehr groß, sie wird daher hier nicht explizit angegeben.
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plomprüfung im April 1992 abgeschlossen. Mit dem WS1992/93 habe ich
das Doktoratsstudium der Technischen Mathematik begonnen.

Seit Jänner 1992 bin ich an der Technischen Universität Wien zunächst
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