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Kurzfassung

Wir bezeichnen mit N, die Klasse aller in der oberen Halbebene meromor-
phen Funktionen f, fiir die der Nevanlinna-Kern
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genau K negative Quadrate hat. Seien n paarweise verschiedene Punkte
Z1,-+.,2p und n Punkte wq,...,w, der oberen Halbebene gegeben, so dafl
die zugehorige Pick-Matrix
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P = (L - @)
i T ) =1

genau k1 negative Eigenwerte hat und singulédr ist. Dann zeigen wir, daf} es
in der Klasse N, fiir kK < k1 und k1 < k& < k1 + def IP keine Lésungen,
fiir Kk = k1 genau eine Losung und fiir & > k1 + def IP i.a. unendlich viele
Losungen gibt. Wir geben eine qualitative Beschreibung der Losungen durch
verallgemeinerte Resolventen selbstadjungierter Operatoren.

Wir erhalten diese Ergebnisse mit Hilfe operatortheoretischer Metho-
den, indem wir einem gegebenen Interpolationsproblem einen symmetri-
schen Operator S in einem Skalarproduktraum H zuordnen und eine modulo
unitérer Aquvivalenz eineindeutige Beziehung zwischen den Losungen des In-
terpolationsproblems und den selbstadjungierten Erweiterungen S des sym-
metrischen Operators S herstellen. Diese wird durch die Zuordnung S — fS
mit

Y]
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gegeben, wobei S eine selbstadjungierte Erweiterung von S in einem (von
der Erweiterung abhhéngigen) Pontrjaginraum H D H und €7, ein gewisses
Element von H ist. Weiters gelangen wir zu einer Beschreibung der Losungen
durch einen Parameter, ndmlich durch Matrixfunktionen der Klasse NIZ,X k,
wobei k = defIP + 1 und &' = k — k1 — def IP ist.
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Einleitung

Das Nevanlinna-Pick Interpolationsproblem in seiner klassischen Version be-
handelt die folgende Fragestellung: Seien n paarweise verschiedene Punkte
21, ...,2, und n Punkte wi, ... ,w, der oberen Halbebene C* gegeben. Gibt
es eine in C' analytische Funktion f mit der Eigenschaft S f(z) > 0 fiir
z € CT (wir schreiben dafiir auch f € Ng und bemerken, dafl f genau dann
in Ny liegt, wenn der Kern Ny(z,2") = % positiv semidefinit ist), so
dal f(z;) = w; fur i = 1,...,n gilt. Bekanntlich gibt es eine solche Funktion
f genau dann, wenn die Pick-Matrix

. n
w; — Wy
Zi — Z
v/ Gi=1

keine negativen Eigenwerte besitzt. Ist IP singulér, so gibt es genau eine
Funktion f mit den genannten Eigenschaften, ist IP regulér, so gibt es un-
endlich viele solche Funktionen f.

Um das in der vorliegenden Arbeit betrachtete Interpolationsproblem
formulieren zu kénnen, bezeichnen wir mit N, die Klasse aller in der oberen
Halbebene meromorphen Funktionen f, fiir die der Nevanlinna-Kern

f(z) = f(Z")

z—2z

Nf(Z, Z,) =

genau k negative Quadrate hat (siehe Definition 1.2). Gegeben seien jetzt In-
terpolationspunkte z, . ..,z, und wy, ... ,w, wie oben, so daf} die zugehorige
Pick-Matrix IP positiv semidefinit und singulér ist. Dann hat nach den oben
zitierten klassischen Ergebnissen das Nevanlinna-Pick Interpolationsproblem
genau eine Losung in der Klasse No; wir fragen jedoch nach Lésungen in
den Klassen N, fiir k > 0. Dabei stellt sich heraus, da8 fiir 0 < k < def IP
keine Losungen existieren, es fiir k > def IP aber i.a. unendlich viele Losun-
gen gibt. Diese Fragestellung wird sogar in der erweiterten Form betrachtet,
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iv EINLEITUNG

namlich dafl die Pick-Matrix IP bereits eine gewisse Anzahl kq negativer
Eigenwerte hat. Dann zeigen wir, dafl es in der Klasse N, fiir x < 1 und
K1 < k < k1 + def IP keine Losungen, fiir kK = k1 genau eine Losung und
fir kK > K1 + def IP i.a. unendlich viele Losungen gibt. Wir geben eine qua-
litative Beschreibung der Losungen durch selbstadjungierte Operatoren, ob
tatséchlich immer ,,unendlich viele“ Loésungen vorliegen, bleibt offen.

Wir erhalten diese Ergebnisse mit Hilfe operatortheoretischer Metho-
den, indem wir einem gegebenen Interpolationsproblem einen symmetrischen
Operator S in einem Skalarproduktraum H zuordnen und eine in gewissem
Sinne eineindeutige Beziehung zwischen den Losungen des Interpolations-
problems und den selbstadjungierten Erweiterungen S des symmetrischen
Operators S herstellen. Die Erweiterung S operiert dabei in einem, von der
Erweiterung abhéngigen Pontrjaginraum H D H. Die Beziehung wird durch
die Zuordnung S — fS mit

__ Suwy — — & -1 - -
fe(z) =1 + %—21(2 —Z1) + (2 —Z)(z —2)[(S — 2)" ez, €3]
gegeben, wobei S eine selbstadjungierte Erweiterung und €,, ein gewisses
Element von H ist. Weiters gelangen wir zu einer Beschreibung der Lésungen
durch einen Parameter, ndmlich einer Matrixfunktion mit gewissen zusétz-
lichen Eigenschaften.

Im folgenden geben wir eine kurze Ubersicht iiber den Inhalt der einzel-
nen Kapitel dieser Arbeit.

Im ersten Kapitel formulieren wir das von uns behandelte Problem ex-
akt und in voller Allgemeinheit (Abschnitt 1.1). Einige, ebenfalls mit dem
Nevanlinna-Pick Interpolationsproblem verwandte Fragestellungen und eini-
ge Bemerkungen zur Entwicklung des gesamten Problemkreises geben wir
in Abschnitt 1.2 an. In den verbleibenden beiden Abschnitten des ersten
Kapitels stellen wir (ohne Beweis) die von uns benétigten Bezeichnungen,
Begriffe und Sitze aus der Theorie der Pontrjaginrdume (Abschnitt 1.3) und
der linearen Algebra (Abschnitt 1.4) zusammen.

Das zweite Kapitel befaf3t sich mit dem Fall k < k1 +def IP. Dabei ordnen
wir einem gegebenen Interpolationsproblem einen Skalarproduktraum H und
einer meromorphen Funktion einen Skalarproduktraum Hy zu (Abschnitt
2.1). Wir zeigen in Abschnitt 2.1, daB fiir k = k1 genau eine Losung existiert
(Satz 2.1 gemeinsam mit Satz 2.3). Fiir k1 < k < k1 +def IP gibt es dagegen
keine Losungen, wie wir in Abschnitt 2.3 (Satz 2.9) sehen. Wir erhalten
auch eine Charakterisierung rationaler Funktionen durch Eigenschaften ihres
zugeordneten Skalarproduktraumes Hy (Satz 2.7).
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Das dritte Kapitel beschéftigt sich mit dem verbleibenden Fall x >
k1 + def IP. In Abschnitt 3.1 ordnen wir einem Interpolationsproblem einen
nicht dicht definierten symmetrischen Operator S im Skalarproduktraum H
zu. Dann zeigen wir, dafl die Losungen des gegebenen Problems in einer,
in gewissem Sinne bijektiven Beziehung zu den selbstadjungierten Erweite-
rungen des konstruierten Operators stehen. Die ausfiihrliche Untersuchung
der Zuordnung S — fS ist Anliegen von Abschnitt 3.2 (vgl. Satz 3.3,3.4
oder auch die Sitze 3.8,3.9 und 3.14). In Abschnitt 3.3 behandeln wir die
umgekehrte Frage, ob man némlich eine beliebige Losung des Interpolati-
onsproblems in der Form fg erhélt (siehe Satz 3.15). Schlielich wird in
Abschnitt 3.4 die Eineindeutigkeit der vorher hergestellten Beziehung unter-
sucht. Die Zusammenfassung der wesentlichen, in diesem Kapitel gemachten
Uberlegungen findet man in Satz 3.16.

Bei der Behandlung des Nevanlinna-Pick Interpolationsproblems mit un-
serer Methode wird man in natiirlicher Weise auf selbstadjungierte Erwei-
terungen bzw. deren verallgemeinerte Resolventen gefithrt. Im vierten Ka-
pitel beschreiben wir solche Erweiterungen, wobei eine Matrixfunktion mit
gewissen Eigenschaften (siehe Abschnitt 4.1) als Parameter auftritt. Um zu
dieser Beschreibung zu gelangen unterscheiden wir drei Falle. Als Unterschei-
dungskriterium wird dabei die geometrische Lage des Definitionsbereichs des
Operators S und des isotropen Teilraumes von H zueinander verwendet. In
den Abschnitten 4.2,4.3 und 4.4 werden diese drei Fille diskutiert. Wir ge-
langen damit zu expliziten Formeln fiir die verallgemeinerten Resolventen
selbstadjungierter Erweiterungen.

Im fiinften und letzten Kapitel dieser Arbeit kombinieren wir zunéchst
(Abschnitt 5.1) unter gewissen Einschréinkungen an die Daten des gegebe-
nen Interpolationsproblems die Ergebnisse von Kapitel 3 und 4. So gelangen
wir zu expliziten Losungsformeln fiir ein Interpolationsproblem vom behan-
delten Typ. Dabei stossen wir auch wieder auf die in Kapitel 2 behandelte
Losung. Zum Abschlufl (Abschnitt 5.2) werden wir an einigen konkreten In-
terpolationsaufgaben die in den Kapiteln 2, 3 und 4 entwickelten Methoden
demonstrieren.
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Kapitel 1

Das Nevanlinna-Pick
Interpolationsproblem und
verwandte Fragestellungen

1.1 Die Funktionenklassen N, und das Nevanlinna-
Pick Interpolationsproblem

Wir betrachten Klassen von komplexwertigen Funktionen, die auf der obe-
ren Halbebene oder im Einheitskreis definiert und dort analytisch sind, und
deren Werte in der oberen Halbebene, im Einheitskreis bzw. in der rechten
Halbebene liegen. Diese in der Funktionentheorie auftretenden Klassen von
Funktionen sind, nun genauer formuliert:

1. Die Nevanlinna-Klasse N aller in der offenen oberen Halbebene C™
analytischer Funktionen, deren Werte in der abgeschlossenen oberen
Halbebene liegen, also nichtnegativen Imaginérteil haben.

2. Die Schur-Klasse Sy aller im offenen Einheitskreis ID analytischer
Funktionen, deren Werte im abgeschlossenen Einheitskreis liegen, also
betragsméfig durch Eins beschrinkt sind.

3. Die Carathéodory-Klasse Cy aller im offenen Einheitskreis ID analy-
tischer Funktionen, deren Werte in der abgeschlossenen rechten Halb-
ebene liegen, also nichtnegativen Realteil haben.

Fiir uns wesentlich ist eine algebraische Charakterisierung der Klassen Ny,
So bzw. Cy. Dazu benétigen wir noch eine Bezeichnung, die in der folgenden

1



2 KAPITEL 1. NEVANLINNA-PICK INTERPOLATION

Definition gegeben wird.

Definition 1.1 Sei K(z,2') eine komplezwertige Funktion, die auf einem
gewissen Gebiet p?> mit p C C definiert ist. Dann wollen wir die Funktion K
einen (symmetrischen) Kern nennen, falls die Bedingung

K(z,2') = K(#,z) firz,z2 €p
erfillt ist.

Definition 1.2 Wir nennen einen Kern K(z,2z') positiv semidefinit, falls
fir je endlich viele Punkte (i,...,(m (m € IN) die hermitesche Matrix
(K (¢, g))??j:l positiv semidefinit ist.

Fiir eine Zahl k € INg sagen wir der Kern K(z,2") hat genau k negative
Quadrate, falls fir je endlich viele Punkte (1,...,(yn (m € IN) die hermi-
tesche Matriz (K (¢;, Cj))zbj:l hochstens k negative Eigenwerte, und fiir eine
gewisse Wahl von m und (q,...,Cn genau k negative Figenwerte besitzt.

Sei f eine komplexwertige Funtion. Wir betrachten spezielle Kerne, namlich

1. den Nevanlinna-Kern Ny(z,2') = ngl), definiert auf C+2,

z—

2. den Schur-Kern Sf(z,2') = M definiert auf ID? und

1—z2’
3. den Carathéodory-Kern C(z,2') = %, definiert auf ID?.
Nun formulieren wir die bereits angekiindigte algebraische Charakteri-
sierung der Klassen Ng, Sg bzw. Cy.

Satz 1.1 Sei f analytisch in der offenen oberen Halbebene CT. Dann ist f
genau dann in der Nevanlinna-Klasse No, wenn der Nevanlinna-Kern Ny
positiv semidefinit ist, d.h., falls jede der quadratischen Formen

f(6) —F(&)
— ==,
P

wobei C1,...,Cm € CT drgendwelche Punkte der oberen Halbebene sind, po-
sitiv semidefinit ist.

In analoger Weise gilt fiir eine im Einheitskreis ID analytische Funktion
[, daf f genau dann in der Klasse S liegt, wenn der Schur-Kern Sy positiv
semidefinit ist. Weiters ist die Funktion f genau dann in der Klasse Co,
falls der Carathéodory-Kern Cy positiv semidefinit ist.
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Einen Beweis fiir diese Aussagen findet man zum Beispiel in [16] oder [38].
Die Funktionenklassen Ng, Sg bzw. Cq lassen sich auch analytisch cha-
rakterisieren.

Satz 1.2 Sei f analytisch in offenen oberen Halbebene C. Dann ist f ge-
naw dann in der Nevanlinna-Klasse Ng, wenn es eine beschrinkte nichtab-
nehmende Funktion o(t), und reelle Konstanten a,pu € IR mit p > 0 gibt,
so dafs
o0
14tz
-z

f(z) =a+puz+

—00

do(t) (1.1)

gilt.

Entsprechendes gilt auch fiir die anderen Funktionenklassen dieses Typs.
Zum Beispiel ist eine in ID analytische Funktion f genau dann in der Klasse
Co, wenn es eine beschrénkte nichtabnehmende Funktion o (¢) und eine reelle
Konstante g € IR gibt, so dafl f die Darstellung

2w

F(z) =18+ / sz do(t) (1.2)

—z
0

besitzt. Beweise fiir diese Aussagen findet man zum Beispiel in [1] (S. 188ff).

Allgemein kann man neben den oben definierten Funktionenklassen auch
Klassen von in einer offenen Kreisscheibe (oder Halbebene) definierten und
dort analytischen Funktionen betrachten, deren Werte in einer abgeschlos-
senen Kreisscheibe (oder Halbebene) liegen. Zwischen den Klassen Ny, Sg,
Co und dhnlichen anderen, kann man vermoge Verkniipfung mit geeigneten
Mobiustransformationen Bijektionen herstellen. Dabei hat man jedoch bei
Klassen zu unbeschrinktem Wertebereich noch die Funktion f(z) = oo hin-
zuzufiigen. Bei diesen Transformationen gehen auch die entsprechenden Ker-
ne ineinander iiber. Wir wollen im folgenden nur Funktionen der Nevanlinna-
Klasse betrachten, unsere Uberlegungen gelten aber auch entsprechend fiir
andere Funktionenklassen dieses Typs.

Die algebraische Definition der Klasse N erlaubt eine unmittelbare Ver-
allgemeinerung.

Definition 1.3 Sei N, fir « € INy die Klasse aller komplezwertigen, in
der offenen oberen Halbebene Ct meromorphen Funktionen f, fir die der
Nevanlinna-Kern

=

RPN c)

/

™



4 KAPITEL 1. NEVANLINNA-PICK INTERPOLATION

genau k negative Quadrate besitzt. Dieser Kern ist dabei auf dem Gebiet
o(f)? definiert, wobei p(f) das Holomorphiegebiet von f in C* bezeichnet.

Ist eine Funktion f in der Klasse N, so sagen wir auch f hat k negative
Quadrate.

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen sind wir nun in der Lage jenes
Problem, das in dieser Arbeit studiert werden soll, zu formulieren.

Verallgemeinertes Nevanlinna-Pick
Interpolationsproblem:

Seien z1,...,2, € CT paarweise verschiedene Punkte der of-
fenen oberen Halbebene und wy, . .., w, € C beliebige Punk-
te der komplexen Ebene. Wir fragen fiir eine Zahl k € IN
nach der Existenz einer Funktion f in der Klasse N, mit

der Eigenschaft (1.3)

f(zi) =w; firi=1,...,n.

Weiters ist eine Beschreibung aller solcher Funktionen f ge-
sucht.

Fiir k = 0 und in einigen anderen Féllen ist die Losung dieses Problems
bekannt!. Um sie anzugeben benétigen wir noch eine Bezeichnung.

Definition 1.4 Zu gegebenen Daten z1,...,z, € CT und wy,...,w, € C
bezeichne IP die sogenannte Pick-Matriz

_\"n
P = (L - @) .
FTA ) =

Die Losung des klassischen Nevanlinna-Pick Interpolationsproblems, d.h. des
Interpolationsproblems (1.3) fiir den Fall x = 0, ist nun im folgenden Satz
formuliert.

Satz 1.3 Es gibt genau dann eine Funktion f € Ny mit
flzi)) =w; firi=1,...,n,

falls die Pick-Matriz IP positiv semidefinit ist. Ist IP dabei singuldr, so gibt
es genau eine Losung, ist IP positiv definit, so gibt es unendlich viele Losun-
gen in der Klasse Ny.

lyvgl. den zweiten Abschnitt dieses Kapitels.
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Beweise dieses Satzes findet man zum Beispiel in [38], [36], [33] oder [34].
Wir betrachten die folgenden Fragestellung. Die Pick-Matrix sei positiv
semidefinit und singuldr. Dann gibt es genau eine Losung des klassischen
Nevanlinna-Pick Interpolationsproblems. Gibt es Losungen (und im Falle
ihrer Existenz ,,wie viele“) in den Klassen N1,No,N3, ... ? Es zeigt sich, daf§
sich die von uns verwendeten Methoden zur Beantwortung dieser Frage in
natiirlicher Weise auf jenen Fall verallgemeinern, in dem IP auch negative
Eigenwerte besitzt. Wir konnen daher die Voraussetzung IP > 0 fallenlassen.
Dafiir miissen wir eine gewisse Beschrianktheitseigenschaft der Losung fiir
z — oo fordern. Wir betrachten nur solche Losungen, fiir die eine Folge von
Punkten ((;);emn mit R = 0 und ¢; — w00 existiert, so dafl der Grenzwert

lim; o0 f%(%i) gleich Null ist.

Bemerkung 1.1 Die obige Beschrianktheitsforderung ist mit der von uns
verwendeten Methode verbunden (vgl. Satz 3.2 ). Im Fall k = 0 entspricht
diese Forderung der Beschrinkung auf Funktionen mit x4 = 0 in der Darstel-
lung (1.1).

Wir werden die obige Beschranktheitsforderung nur an manchen Stellen,
ndmlich bei der operatortheoretischen Methode in Abschnitt 3.3 bzw. 3.4
beniitzen. Mochte man diese Forderung auch dort beseitigen, so mufi man
neben linearen Operatoren auch lineare Relationen betrachten.

Die Aufgabenstellung dieser Arbeit 146t sich nun endgiiltig so formulie-
ren: Sind paarweise verschiedene Punkte z1,...,2, € C* und wy,...,w, €
C derart gegeben, dafy die Pick-Matrix IP singulér ist, also det IP = 0 gilt,
so untersuchen wir (mit operatortheoretischen Mitteln) die Existenz einer
Losung des Interpolationsproblems (1.8) in der Klasse N, fiir k € INy. Im
Falle der Existenz solcher Losungen interessiert auch eine Beschreibung der
Gesamtheit aller solcher Losungen des Interpolationsproblems, die zusétzlich
obige Beschrinktheitsbedingung erfiillen.

Hat die Matrix IP genau k1 negative Eigenwerte, so ist es offensichtlich
nicht moglich, daf Interpolationsproblem (1.8) in einer der Klassen N,
mit kK < k1 zu losen. Im folgenden bezeichnen wir mit def IP den Defekt
der Matrix IP, also die Vielfachheit des Eigenwertes Null. Um das Interpo-
lationsproblem (1.3) vollstindig zu diskutieren unterscheiden wir die drei
folgenden Fiille:

1. Kk =Ky,

2. kK1 < Kk < k1 +def IP,
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3. k1 +defIP < k.

1.2 Dem Nevanlinna-Pick Problem verwandte Fra-
gestellungen

In diesem Abschnitt wollen wir einige Verallgemeinerungen und verwand-
te Fragestellungen zum (klassischen) Nevanlinna-Pick Interpolationsproblem
formulieren.

Das von uns verwendete Material stammt hauptséchlich aus [12] und
[5], sowie diversen Originalarbeiten. In den oben zitierten Werken findet
man auch ausfiihrliche Literaturlisten und Bemerkungen zur geschichtlichen
Entwicklung des Problemkreises um das Nevanlinna-Pick Interpolationspro-
blem. Besonders wollen wir auf die Literaturliste von M.Heins ([15]) verwei-
sen, wo iiber 350 Titel bis zum Jahre 1982 gesammelt sind.

Wir wollen nun einige verwandte Fragestellungen zu formulieren. Anfang
unseres Jahrhunderts hat man in der Funktionentheorie Funktionenklassen
vom Typ der Nevanlinna-, Schur- oder Carathéodory-Klasse untersucht. Zum
Beispiel war eine Fragestellung (in unserer Notation formuliert) das soge-
nannte

Carathéodory Problem

Seien endlich viele Zahlen ag,...,a, € C vorgegeben. Gibt es
eine Funktion aus Cgy deren Potenzreihenentwicklung um Null
mit ag + a1z + ... + a, 2" beginnt.

Man beschreibe die Gesamtheit aller solcher Funktionen. Wann
ist insbesondere die Funktion durch die gegebenen Daten eindeu-
tig festgelegt.

Hier wird in gewissem Sinne ein , Interpolationsproblem* formuliert. Diese
Fragestellung wurde zum Beispiel in [8], [9], [11], [16], [42], [46] oder [49]
behandelt.

Als né#chstes nennen wir die Arbeit [38] von G.Pick, in der ein Interpo-
lationsproblem in unserem Sinne fiir Funktionen der Klasse Cjy behandelt
wird. G.Pick fragt also nach Funktionen f mit f(z;) = w; fiir gegebene
Punkte z1,...,2z, und wi,...,w,. In dieser Arbeit wird auch die Verall-
gemeinerung von Cy auf Klassen von Funktionen mit beliebigen Kreisen
als Definitions- bzw. Bildbereich durchgefiihrt. Weiters erhilt G.Pick durch
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einen Grenziibergang, indem er die Punkte z1,...,z, und wy, ... ,w, jeweils
gegen einen Punkt konvergieren 143t, die Ergebnisse iiber das Carathéodory
Problem.

Ebenfalls auf die Carathéodoryschen Sédtze bezug nehmend entwickelt
I.Schur in [43] ein Verfahren zur Untersuchung der Taylorschen Koeffizien-
ten einer Funktion der Klasse Sg. Auch er erhilt durch Anwendung seines
ykettenbruchartigen Algorithmus“ die Sitze von Carathéodory. In der Nach-
folgearbeit [44] untersucht I.Schur jedoch grofitenteils rein funktionentheo-
retische Fragestellungen.

Nach G.Pick untersucht nun R.Nevanlinna wieder ein Interpolationspro-
blem.

Nevanlinna Problem

Gegeben seien Punkte 21, 22,... mit |z;] < 1 und wy,ws, ... mit
|w;| < 1. Wann gibt es eine Funktion f der Klasse Sy fiir die
f(z;) = w; fiir jedes i € IN gilt.

Man beschreibe die Gesamtheit aller solcher Funktionen. Wann
ist insbesondere die Funktion durch die gegebenen Daten eindeu-
tig festgelegt.

Nachdem sich R.Nevanlinna schon in seiner Dissertation mit diesem Pro-
blem beschéftigt hat, gibt er in [36] eine vollsténdige Losung in einer in sich
geschlossenen Darstellung. In dieser Arbeit wird zum Teil auch die Schur-
sche Methode weiterentwickelt. Die Ergebnisse von Carathéodory sind bei
R.Nevanlinna als Grenzfille enthalten. Ebenfalls als Grenzfall ergibt sich
auch die Losung des sogenannten Stieltjesschen Momentenproblems.

Momentenprobleme

Sei A ein Intervall der reellen Achse und (s,),cN, eine Folge
reeller Zahlen. Gibt es ein Borelmafl i, das s, als n-tes Moment
hat

sn:/z"dufﬁrn:0,1,2,... .
A

Man beschreibe die Gesamtheit aller solcher Mafie. Wann ist ins-
besondere das Mafl durch die gegebenen Daten eindeutig festge-
legt.
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Im Fall A = [0,00) ist das Momentenproblem nach T.J.Stieltjes, im Fall
A = IR nach H.L.Hamburger benannt.

Fiir unsere Arbeit sind die Methoden von B.Sz.-Nagy und A.Korany von
Bedeutung. Sie behandeln in [33] und [34] die (klassischen) Interpolations-
probleme in den Klassen Ny, Sg und Cy mit Hilfe operatortheoretischer
Methoden.

Wir haben gesehen, dafl G.Pick Interpolation auf einer endlichen Menge
von Daten, R.Nevanlinna dagegen die Interpolationseigenschaften auf einer
unendlichen Punktmenge untersucht. Eine Verallgemeinerung anderer Art
nimmt Lowner in [32] vor. Er betrachtet das nach ihm benannte

Lowner Problem

Sei I ein Intervall der reellen Achse, und f eine auf I definierte
reellwertige Funktion. Gibt es eine Funktion der Klasse Ny, die
eine stetige Fortsetzung auf I gestattet, die dort mit f iiberein-
stimmt.

Man beschreibe die Gesamtheit aller solcher Funktionen. Wann
ist insbesondere die Funktion durch die gegebenen Daten eindeu-
tig festgelegt.

Lowners Arbeit war aus physikalischen Betrachtungen motiviert. Er wur-
de durch Fragen aus der Relativitéitstheorie auf dieses Problem gefiihrt.
Zusammenhénge mit der Quantenmechanik wurden durch E.P.Wigner und
J.v.Neumann in [50] entdeckt.

Ein Problem, das die Fragestellungen von Schur, Nevanlinna und Pick
als Spezialfille enthélt, ist das sogenannte Nehari Problem.

Nehari Problem

Sei (dp)nemn eine Folge komplexer Zahlen. Gibt es eine auf der
Einheitskreislinie definierte, beschrinkte borelmefibare komplex-
wertige Funktion ¢, welche den Bedingungen ||¢||o = 1, sowie

1
27

dn / 2"¢(z)dz firn=1,2,...

|z|=1
geniigt.

Man beschreibe die Gesamtheit aller solcher Funktionen. Wann
ist insbesondere die Funktion durch die gegebenen Daten eindeu-
tig festgelegt.
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Zur Behandlung des Nehari Problems siehe zum Beispiel [35].

Alle bisher formulierten Probleme wurden in den letzten Jahrzehnten
auf matrix- oder operatorwertige Funktionen verallgemeinert. Zum Beispiel
verweisen wir auf [4] oder [7].

Ausfiihrlich werden Interpolationsprobleme der oben genannten Typen
fiir rationale Matrixfunktionen in [5] behandelt. Wir verweisen auch noch
einmal auf [12], wo man insbesondere eine ausfiihrliche Literaturliste auch
der in russischer Sprache erschienenen Originalarbeiten findet.

1.3 Skalarprodukte und Pontrjaginrdume

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Begriffe und Aussagen aus der Theo-
rie der Skalarproduktrdume zusammenstellen. Samtliche hier angegebenen
Definitionen und Sétze findet man zum Beispiel in [6] oder [21]. Dort kann
man auch alle hier nicht gefithrten Beweise nachlesen.

Definition 1.5 Sei L ein Vektorraum iiber dem Korper C der komplexen
Zahlen. Unter einem Skalarprodukt auf L verstehen wir eine Abbildung

[,.]: L* = C,

die fiir beliebige Elemente ¥1,%Z2, %,y € L und jede komplexe Zahl a € C den
Bedingungen

1 [T1 + @2, 9] = [¥1, 9] + [¥2, 7],

2. [aZ,y] = a[Z, ],

3. &9 = 4, 7]

geniigt. Einen Vektorraum, der mit einem Skalarprodukt versehen ist, nen-
nen wir einen Skalarproduktraum.

Wir nennen den Vektor & € L eines Skalarproduktraumes positiv, falls
[#,Z] > 0 ist, neutral, falls [#,Z] = 0 ist und negativ, falls [Z,Z] < 0 ist.
Ein Teilraum M C L heifit positiv (neutral bzw. negativ), falls jeder von
Null verschiedene Vektor aus M positiv (neutral bzw. negativ) ist.

Definition 1.6 Sei L ein Skalarproduktraum, M, N C L. Dann heifit M
orthogonal auf N, geschrieben als M 1 N, falls fiir je zwei Vektoren £ € M
und § € N die Beziehung [Z,3] =0 gilt.
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Besteht M aus nur einem Vektor M = {Z}, so schreibt man anstatt {Z} L N
auch Z L N. Fiir eine beliebige Teilmenge M C L bezeichnen wir die Menge
aller Vektoren & € L mit # L M mit M.

Wir definieren nun L° = L N L' und nennen L° den isotropen Teilraum
von L. Wir nennen den Skalarproduktraum L entartet, falls L° # {0} ist.
Im Fall eines indefiniten Skalarproduktraumes 148t sich fiir einen beliebigen
Teilraum M C L der Raum L nicht darstellen als direkte Summe von M
und M. Es gilt jedoch der

Satz 1.4 Sei L ein Skalarproduktraum und M C L ein endlichdimensiona-
ler nicht entarteter Teilraum von L. Dann gilt

L=M+M".

Nun wollen wir Skalarproduktrdume mit gewissen geometrischen und
topologischen Eigenschaften betrachten.

Definition 1.7 Sei L ein nicht entarteter Skalarproduktraum mit dem Ska-
larprodukt [.,.]. Es existiere eine Zerlegung von L in die orthogonale direkte

Summe
L=L"[+L

eines positiven und eines negativen Teilraumes L™ bzw. L™. Der Teilraum
L* sei mit dem Skalarprodukt [., ]| +y2 ein Hilbertraum und L~ sei end-
lichdimensional: dim L™ = k € INg. Dann heifst L ein Pontrjaginraum vom
Index k. Wir schreiben dann auch abkiirzend, L sei ein Il,-Raum.

Seien ¥ = &t + &~ und § = §7 + §~ zwei Vektoren aus L und &+, §+ € L*
die Komponenten von Z und ¢ in L' bzw. L™. Der Vektorraum L wird mit
dem Skalarprodukt, definiert durch

(fa 27) = [f+7g+] - [5_717_]
zu einem Hilbertraum. Topologische Aussagen beziiglich des Raumes L be-

ziehen sich stets auf die von (.,.) induzierte Normtopologie.
Fiir II.-Raume gilt die folgende Veschérfung von Satz 1.4 :

Satz 1.5 Sei L ein Il,;-Raum, M C L ein nicht entarteter abgeschlossener
Teilraum. Dann besitzt M ein orthogonales Komplement.

Wir werden oft die folgende geometrische Eigenschaft von Pontrjaginrdumen
beniitzen.
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Satz 1.6 Sei M ein neutraler Teilraum des Il.-Raumes L. Dann gibt es
einen weiteren neutralen Teilraum M von L mit den Eigenschaften

1. zu jedem Vektor & # 0 aus M gibt es einen Vektor § aus M, so daf
[, 7] # 0 ist, und

2. zu jedem Vektor i # 0 aus M gibt es einen Vektor & aus M, so dafs
[#, 9] # 0 ist.

Zwei Teilriume M und M mit den in Satz 1.6 formulierten Eigenschaf-
ten heiflen schief verbunden. In Formeln ausgedriickt bedeutet die schiefe
Verbundenheit von M mit M, daB M N M+ = {0} und M N M+ = {0} gilt.
Aus Satz 1.6 ergibt sich, dafl es in einem Pontrjaginraum L vom Index
k keine neutralen Teilriume der Dimension dim M > x geben kann.
Nun gilt die folgende Verallgemeinerung von Satz 1.5 .

Satz 1.7 Sei M ein abgeschlossener Teilraum des Il -Raumes L. Zerlegt
man M und M~ als

M = My[+]M° bzw. M+ = My[+]M°,

so gibt es einen mit M° schief verbundenen Teilraum Mo°, so dafS der Raum
L die Zerlegqung

L = My[+](M°+M°)[H]M,
gestattet.

Viele Begriffe fiir lineare Operatoren in Il,-Ridumen definiert man analog
zum Fall eines linearen Operators im Hilbertraum. Speziell wollen wir auf
den Begriff des adjungierten Operators hinweisen. Hier bezeichnet man den
zu einem Operator A adjungierten Operator mit A™.

Definition 1.8 Sei A : D(A) — L ein linearer Operator im Il,.-Raum L,
der auf der dichten Teilmenge D (A) definiert ist. A heifit symmetrisch, falls
fiir je zwei Vektoren & und y aus D (A) die Beziehung

[AZ, 7] = [¥, AY] (1.4)

gilt, d.h. falls A C AT ist. Gilt sogar A = AT, so nennen wir A selbstadjun-
giert.

Wir benétigen noch den Begriff der Resolvente (A — z)™1, der Resolventen-
menge p(A) und den des Spektrums o(A), die analog zum Hilbertraumfall
definiert werden. Hier gilt die folgende Aussage:
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Satz 1.8 Sei A ein selbstadjungierter Operator im Il.-Raum L. Dann liegt
das Spektrum von A symmetrisch zur reellen Achse. Jeder nichtreelle Wert
z € 0(A) ist ein Eigenwert von A.

Uber die Hauptrdume zu nichtreellen Eigenwerten eines im II.-Raum L
selbstadjungierten Operators A gilt der folgende Satz.

Satz 1.9 Hauptriume zu nichtreellen Eigenwerten z und 2z’ des im Il-
Raum L selbstadjungierten Operators A sind orthogonal aufeinander, falls
2 # 2 ist. Ist z nicht reell und z = 7', so sind die zugehorigen Hauptriume
schief verbunden. Die Summe der Dimensionen der Hauptrdume von A zu
Eigenwerten mit positivem Imagindrteil kann den Index k von L nicht iber-
steigen.

Wir werden auch eine Grenzwertaussage iiber das Verhalten der Resolvente
verwenden.

Satz 1.10 Sei A ein im I,-Raum L selbstadjungierter Operator. Dann gilt

lim z(A—z)"t=—1I.

Z—100
Damit wollen wir unseren Exkurs iiber Skalarproduktrdume abschlieflen.
Beziiglich Begriffen und Notationen, die wir verwenden aber hier nicht ein-
gefiihrt haben, verweisen wir noch einmal auf [6] und [21].

1.4 Einige Sitze aus der linearen Algebra

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Aussagen iiber Matrizen, Determi-
nanten und quadratische Formen zusammenstellen, die wir in den folgenden
Kapiteln benétigen. Insbesondere formulieren wir die Determinanteniden-
titdt von Sylvester und die Vorzeichenregel von Jacobi tiber die Anzahl der
negativen Quadrate einer quadratischen Form.

Beziiglich einer ausfiihrlichen Behandlung und dem Beweis der von uns
formulierten Sitze verweisen wir auf [22] oder auch auf [17] und [13].

Fiir das folgende benstigen wir eine Bezeichnung fiir die Minoren einer
Matrix.

Definition 1.9 Sei A = (a;;)}';—; eine Matriz, {i1,... in} C {1,...,n}

und {j1,..,jm} € {1,... ,n}. Wir bezeichnen mit A(;i’ o ’;:) jene Matriz,
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welche aus den Elementen von A an den Schnittpunkten der i;-ten Zeilen
und jr-ten Spalten besteht:

Tlyennsl
A( o m) = (ailjk);,nkZI'

jl)"'ajm

Gilt speziell (i1,...m) = (1,...,m) und (j1,...,Jm) = (1,...,m), so be-
zeichnen wir abkiirzend mit A,, den sogenannten m-ten Hauptminor

1,...
Am — A< ) Jm>
1,....m
der Matriz A. Man setzt formal Ao = (1).
Die Determinante einer Matrix A bezeichnen wir mit det A oder kurz mit

|A.
Zu einem Element a;; der Matrix A definiert man das sogenannte alge-

braische Komplement als
A 1,...,1"—1,2"—1—1,...,71 .
1,...0—-1L73+1,...n

Die folgende Aussage erhélt man leicht aus dem Laplaceschen Entwicklungs-
satz.

Ay = (1)

Satz 1.11 Sei A = (ai;);';=; eine Matriz und A* die zu A reziproke Matriz

T
A = (A=)
Dann gilt
A-A* =|A| I,
wobei I,, die n x n-Einheitsmatrixz bezeichnet.
Man betrachtet neben der reziproken Matrix auch andere aus Unterdeter-
minanten der Matrix A gebildete Matrizen. Zum Beispiel kann man zu einer

Matrix A = (a;5)7 ;- und einer Zahl h mit 1 < h < n die (h + 1)-reihigen
Superdeterminanten des Hauptminors A;, betrachten:

1,....h
bm:|A<1:...:h:Z>| firr,s=h+1,...n.
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Fiir die aus diesen Elementen gebildete Matrix gilt die sogenannte Determi-
nantenidentitit von Sylvester?.

Satz 1.12 (J.J.Sylvester) Sei A = (aj;);;—, eine Matriz und h eine Zahl
mit 1 < h < n. Fir die aus den (h+ 1)-reihigen Superdeterminanten bys von
Ay, gebildete Matriz gilt

|brs) | = AR AL (1.5)

Wir werden nur den in der néchsten Folgerung angegeben Spezialfall der
Sylvesterschen Identitidt beniitzen.

Folgerung 1.1 Wir betrachten den Fall h =n — 2. Dann gilt
1,...,n—2n-1 1...,n—2n-1

[AG e DAY 0]
’A(11,7 oon—2n )’ ‘AG’ e ,n—2,n)‘

s n—2n—1

(bT’S)?,szh—i—l =
.on=2n

und damit, wenn man (1.5) ausfiihrlich aufschreibt
A(l,...,n—Q,n>|_
1,....n—2n
1,...n—2,n—-1 1,....n—2,n
_|A< 1,...m—2,n >|‘A<1,...,n—2,n—1>"

Nachdem wir nun einige Sédtze iiber Determinanten formuliert haben,
wenden wir uns jetzt quadratischen Formen zu. Zunéchst gilt das wohlbe-
kannte Tragheitsgesetz der quadratischen Formen.

[An—2||A] = [An ]

Satz 1.13 Sei A = (a;;){;—, eine hermitesche Matriz und

n

Q&) = Y ai&i&;

i,j=1

die zugehorige quadratische Form. Dann laft sich A diagonalisieren, d.h. die
quadratische Form q lafit sich mit einer requldren linearen Transformation
der Variablen &1,....&, auf n1,...,n, auf die Gestalt

q(&1s .- .&n) = camlz + ... + Culimlm

2Diese Determinantenidentitét hat frither grofie Bedeutung besessen. Zum Beispiel sind
ihr in [22] gleich drei Paragraphen (§41, §44 und §45) gewidmet.
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bringen. Dabei ist m der Rang der Matrixz A. Die Anzahl der negativen (bzw.
positiven) Werte unter den Zahlen ¢; héingt nicht von der verwendeten Va-
riablentransformation ab®.

Die Anzahl der negativen Quadrate einer hermiteschen Form 148t sich nun
mit Hilfe der Hauptminoren der Matrix A bestimmen. Bevor wir dieses Er-
gebnis formulieren miissen wir noch eine ausgezeichnete Numerierung der
Veranderlichen der Form ¢ einfithren. Dazu bemerken wir zunéchst

Bemerkung 1.2 Eine Umnumerierung der Verdnderlichen in der Form ¢
entspricht einer gleichzeitigen Permutation der Zeilen und Spalten in der
Matrix A

Satz 1.14 Sei A = (aij);';—; eine hermitesche Matriz und m der Rang von
A. Dann gibt es eine gleichzeitige Permutation o der Zeilen und Spalten von
A, so daf$ in der Matrix

A7 = (ao(i),0() )i j=1

ausgezeichnete Numerierung vorliegt. Das heif$it, daf8 |A%| # 0 gilt und in
der Folge
1= |A8|7 |Aclr|7 |Ac2r|7 cee >|A(rrn,—1|7 |Agn| 75 0

der Hauptminoren von A° nie zwei Nullen nebeneinander stehen, dafs also
|A7| = 0 fiir ein k € {1,...,m — 1} bereits |A7_,||A7 | # O impliziert.

Z?j:
ausgezeichnet numeriert sind, fiir die also die Matrix A = (aij)ijl die im
letzten Satz beschriebenen Eigenschaften hat, gilt die Vorzeichenregel von

Jacobi®.

n J—
Fiir quadratische Formen ¢(&1,....6,) = > a4;&&; deren Veridnderliche
1

Satz 1.15 (Jacobi) Sei A = (a;;)};—, die der quadratischen Form

n

Q&1 &) = Y a&§;

,j=1

3D.h. die Anzahl der negativen (bzw. positiven) Quadrate der Form ¢ ist wohldefiniert.

1Die Vorzeichenregel von Jacobi behandelt urspriinglich nur den Fall, in dem alle Haupt-
minoren reguldr sind. Die Verallgemeinerung auf den von uns betrachteten, in seiner All-
gemeinheit ausreichenden Fall, wird auch nach Gundelfinger benannt (siehe [17] S.48f).
An der eben zitierten Stelle findet man auch eine Verallgemeinerung auf jenen Fall, in dem
zwei benachbarte Hauptminoren singulér, die beiden angrenzenden jedoch regulér sind.
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in ausgezeichneter Numerierung zugeordnete Matrixz. Dann ist die Anzahl
der negativen Quadrate der Form q gleich der Anzahl der Vorzeichenwechsel

i der Folge
1= ‘Ag‘7 ’A(ﬂ? ’Ag‘7 e 7‘A;‘n—1‘7 ’Agl‘ 7é 0

der Hauptminoren von A (rg A =m), wobei Nullen gestrichen werden.

Abschlieend wollen wir noch an eine wohlbekannte Charakterisierung der
Anzahl der negativen Quadrate einer quadratischen Form erinnern, die einen
Zusammenhang zu den im letzten Abschnitt behandelten Skalarproduktrium-
en herstellt.

Satz 1.16 Die Anzahl der negativen Quadrate der quadratischen Form

n

q(&r, .- &n) = > ai&§;

1,j=1

ist gleich der Anzahl der negativen Eigenwerte der Matriz A = (aij)gszl.
Definiert man auf dem Vektorraum C™ ein Skalarprodukt [.,.] durch

7.7 = (4%.9).

wobei (.,.) das tbliche Skalarprodukt auf C" bezeichnet, so ist die Anzahl
der negativen Quadrate der Form q gleich der maximalen Dimension eines
beziiglich |.,.] negativen Teilraumes von C™.

Beziiglich der Begriffe und Aussagen {iber Matrizen, Determinanten oder
quadratische Formen, die wir im folgenden verwenden aber hier nicht for-
muliert haben, verweisen wir nochmals auf [22], [17] und [13].



Kapitel 2

Losungen in den Klassen Ny
mit Kk < k1 + def IP

In diesem Kapitel diskutieren wir Losungen des Interpolationsproblems (1.3)
in den Klassen N, mit & < k1 +def IP. Wir werden sehen, daf} es hier genau
eine Losung gibt, ndmlich in der Klasse N, also mit minimaler Anzahl
negativer Quadrate. In den Klassen N, mit k1 < kK < k1 + def IP konnen
dagegen keine Losungen von (1.3) liegen.

2.1 Dem Interpolationsproblem und komplexen Funk-
tionen zugeordnete Skalarproduktriume

Wir wollen an dieser Stelle einige Bezeichnungen einfiihren, die wir im fol-
genden immer beniitzen werden. Zunéchst erinnern wir an unsere Vorausset-
zungen beziiglich der gegebenen Daten 21,...,2, € CT und wy, ..., w, € C:

Die Pick-Matrix
_ (wimm\"
P = ( 2i—% )j,izl
habe k1 negative Eigenwerte und sei singulér.

Mit Hilfe der Matrix IP erklédren wir einen Skalarproduktraum.

Definition 2.1 Bezeichne H den linearen Raum aller formalen Summen

H= {Z a;e; |a; € C},

i=1

17
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versehen mit dem Skalarprodukt [.,.], das durch
[6;“€;j] = o _fj f’LLTZ,] =1,...,n
Zi — %5

erkldrt ist.

Im folgenden verstehen wir unter H stets den Skalarproduktraum, der in
Definition 2.1 dem Interpolationsproblem (1.3) zugeordnet wurde. Die
Vektoren €7, ,. .., ez, bilden eine Basis des linearen Raumes H.

Wir geben noch die folgende allgemeinere Definition, die jeder komplex-
wertigen Funktion f einen Skalarproduktraum zuordnet.

Definition 2.2 Sei f : p(f) — C mit p(f) € C*t eine komplezwertige
Funktion. Der lineare Raum aller endlichen formalen Summen

Hy={ Z a€.la, € C,a, =0 fir fast alle z € p(f)},

z€p(f)
versehen mit dem Skalarprodukt [.,.], das durch
) = =B fir 2w e o)

erkldrt ist, heifst der der Funktion f zugeordnete Skalarproduktraum.

Der Definitionsbereich von f wird hier (im Gegensatz zu Definition 2.1 ) im
allgemeinen aus unendlich vielen Punkten, oft sogar aus einer in C* dichten
Teilmenge bestehen. Die Elemente €2,z € p(f) bilden eine (algebraische)
Basis des linearen Raumes H.

Bemerkung 2.1 Sind f und g komplexwertige Funktionen mit p(g) C p(f)
und f|yq) = g, so gilt Hy C Hy. Ist insbesondere f eine Funktion mit
21y-2n € p(f) und f(z) = w; fir i = 1,...,n, also eine Losung des
Interpolationsproblems (1.3) , so gilt H C Hy.

2.2 Die L6sung mit minimaler Anzahl negativer
Quadrate

In diesem Abschnitt zeigen wir, dafl das Interpolationsproblem (1.8) ge-
nau eine Losung in der Klasse N, besitzt, falls die aus den Daten gebildete
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Pick-Matrix singulér ist und ;1 negative Eigenwerte hat. Mit Hilfe einer Dar-
stellung von Funktionen f, fiir die der zugeordnete Skalarproduktraum H ¢
entartet, wird die Losung in der Klasse N,;, beschrieben. Weiters wird eine
rationale Funktion f mit reellen Koeffizienten dadurch charakterisiert, dafl
der zugehorige Skalarproduktraum entartet, oder dadurch, dafl sie Losung
eines gewissen Interpolationsproblems vom Typ (1.8) mit minimaler Anzahl
negativer Quadrate ist.

2.2.1 Existenz und Eindeutigkeit der Losung in der
Klasse N,

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dafl das Interpolationsproblem (1.8) genau
eine Losung in der Klasse N, besitzt, falls die Pick-Matrix x; negative
Eigenwerte hat und singulér ist.

Zunichst zeigen wir, dafl es hochstens eine solche Lésung gibt.

Satz 2.1 Die Pick-Matriz IP habe k1 negative Eigenwerte und sei singuldr.
Dann gibt es hochstens eine Funktion f in der Klasse Ny, , die Lisung des
Interpolationsproblems (1.3) ist, fir die also

flzi)) =w; fuiri=1,...n
gilt.

Beweis : Die Hauptminoren der Pick-Matrix IP bezeichnen wir wieder mit
1P;.:

Pk:(ﬂ)k firk=1,...n.

% ) ji=1
Sei I —1 < n der Rang von IP. Dann ist [IP,| = 0 fiir r = [,...,n. Wir
numerieren die Daten z1,...,z, und entsprechend auch ws,...,w, so um,
daf} in der Folge
1:’]P0‘7’]P1‘7’]P2‘7---7’]Pl—1’#O (21)

keine zwei benachbarten Zahlen gleich 0 sind!. Dann gibt es in der Folge

(2.1) genau k1 Vorzeichenwechsel. Nullen werden dabei stets gestrichen.
Sei nun f € N, eine Losung des Interpolationsproblems mit dem Holo-

morphiegebiet p(f) (C C"). Dann ist H in den Raum H eingebettet. Fiir

lvgl. Abschnitt 1.4.
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z € p(f) und w = f(z) muB die Determinante

w1 —w; Wi—1— Wy w;—wy w—wy

21—21 o 21_1—21 21—21 2—2Z1
P . w1 —wW—g Wy—1—W—q Wy — W — 1 w—w— 1 2.9
| 172| = | m—m—; 7 z-1—Z—g 21—Z—1 2=Z_q (2.2)

w1 —w] wy_1—wy w;—w; w—w,

z21—2 T Zj—1—2 21—z z=7z

w1 —w w1 —w w —w w—w

21—2 e 2l_1—% 21—z z2—Z

das gleiche Vorzeichen wie |IP;_;| haben, da bereits k1 Vorzeichenwechsel in
der Folge (2.1) der Determinanten der Hauptminoren vorgekommen sind,
und f € Ny, ist. Wendet man die Determinantenidentitéit von Sylvester an,

so erhalt man

L. l—1,1 Lo J—1,0+1
0 < |IP;,|-|[TP;_1| = — TP 1P =
< [Pyo[ TP | l’z<1,...,l—1,l+1>|| W( 1. l—1,1 >|
2 l _ 2
1,...,0—1,1 w — W,
- 1P ) ) ) _ s %
’ l’z<1,...,l—1,l+1> ; e
Hier haben wir die Determinante ’IPL =4 1j ., l’_lﬁfrl)‘ nach der letzten Spalte

entwickelt. Daraus ergibt sich aber

l an-
S ==, (2.3)

woraus sich w = f(z) eindeutig als rationale Funktion in z bestimmt. Die
Koeffizienten \; sind als Determinanten von Minoren der Matrix IP; durch
die Werte z1, ...,z und wq, ..., w; bestimmt. Damit ist die Funktion f durch
die vorgegebenen Daten eindeutig festgelegt.

l

Bemerkung 2.2 Diese Beweismethode folgt dem Beweis des analogen Sat-
zes fiir den Fall k1 = 0 bei G.Pick [38].

Um die Existenz einer Losung der Interpolationsaufgabe (1.3) in N, zu
untersuchen, gehen wir von der durch (2.3) gegebenen Funktion aus.
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Lemma 2.1 Die durch (2.3) gegebene rationale Funktion w = f(z) erfillt
die Bedingungen
f(zi) =w; firi=1,...n.

Beweis : Seien die Daten zq,...,z, und wq,...,w, in derselben Reihenfolge
wie beim Beweis von Satz 2.1 angeordnet. Dann wird fiir i € {1,...,/} und
z = z; offenbar die letzte Zeile der Determinante (2.2) gleich ihrer i-ten
Zeile, wenn man w = wj; setzt. Da w durch z eindeutig bestimmt ist, und
zwar derart, dal die Determinante (2.2) verschwindet, mufl f(z;) = w;
gelten. Sei nun ¢ € {{ + 1,...,n}. Dann wird fiir z = z; und w = w; die
Determinante (2.2) die Determinante eines (I + 1)-reihigen Minors der
Pick-Matrix IP. Da IP den Rang [ — 1 hat, mufl (2.2) verschwinden, und
es ergibt sich wieder f(z;) = w;.
|

Unser Ziel ist nun zu zeigen, daf die durch (2.3) gegebene Funktion in
der Klasse N, liegt. Dazu zeigen wir zunéchst einen allgemeineren Satz.

Bevor wir diesen formulieren, wollen wir noch daran erinnern, dal der Grad
einer rationalen Funktion f(z) = ’q’ E;; als Maximum der Grade von p und ¢
definiert wird, wobei man p und ¢ als teilerfremd annimmt.

Satz 2.2 Sei f(z) = ‘;% eine rationale Funktion vom Grade n € IN mit

reellen Koeffizienten (p und q teilerfremd). Gibt es n Punkte zi,... .z, der
oberen Halbebene mit q(z) # 0 firi = 1,...,n, so daff mit w, = f(z]) die
Pick-Matriz

genau k1 negative Figenwerte hat, so liegt f in der Klasse N, .

Beweis : Wir berechnen zunéachst

f2) — f(z) _ p(2)a(#) — p(z")a(z)

[| =

Nf(z,z/) =

™

Fiir beliebige m Punkte (1, ...,(n € CT mit ¢(¢;) # 0 fiir i = 1,...,m hat
die Pick-Matrix die Gestalt

<f(<i)—@>m _ 1 2<p<<z->q<<7>—p<<7>q<<i>>
“T ff a()

1=1

m

ji=1 Y jri=1
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Wir setzen

K,(Z,Z,) _ p(2)q(z’) _Bl(zl)q(z) _ nil alkzl?k,
S 1,k=0

was moglich ist, da das Polynom p(z)q(2’) — p(z')q(z) im Polynomring der

zwei Verdnderlichen z und 2’ durch (z—2') teilbar ist. Die Matrizen (N (¢;, Gz

und (K'(¢;,¢;))i%=1 haben die gleiche Anzahl von negativen und positiven

Quadraten, denn ihren k-ten Hauptminoren unterscheiden sich nur um den

k 2
-1;[1 ()

Nun betrachten wir die zwei quadratischen Formen des C" bzw. C™ (fiir
m>n)

positiven Faktor

n—1
Hy(%) = ) apaTr,
1k=0

m
ij=1
Hier sind (3, . ..,(y, wieder beliebige, aber fest gewéhlte paarweise verschie-
dene Punkte der oberen Halbebene. Weiters sei US>+ die lineare Ab-
bildung des C™ in den C", die durch

R |
. G G |
UCl,--->Cmy: : N : 7
n‘—l n‘—l
1 m

gegeben ist. Der Rang obiger Matrix ist gleich n, denn es gilt

1 1
G G
. =G =g #o.
n. 1 : . 1 1<j
<1_ ﬁ—
Nun ist
Hl(UCl’ e 7Cmg’) — H2<17 . )Cm(g)7
denn man berechnet fiir & = US> - vag‘

n—1 n—1 m m
Hi(8) = ) apwi®r = ) ai (Z ny:) ' (Z Cakyj) =
j=1

1,k=0 1,k=0 i=1
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n—1 m K
=3 awdlS uT

L,k=0i,j=1

und m

1,7=1
m n—1 "
=k __
=Y > andil; v
ij=11,k=0

Es haben daher die beiden Formen H; und th +bm im Falle m = n
die gleiche Anzahl negativer und positiver Quadrate, denn in diesem Fall
ist US -+ m ein Isomorphismus. Insbesondere hat H; genausoviele nega-

©9%n

tive Quadrate wie szi’ . , ndmlich k1 viele. Fiir m > n ist die Form
Hgl’ "0 stets entartet, denn dann ist ker USt -+ - oGm o£ {0}.

Wir haben nun zu beweisen, daf} fiir je endlich viele Punkte (1,...,(;m
die Form Hgl’ "% hchstens iy negative Quadrate hat. Ist zunéchst m <
n, so erginze man falls notwendig irgendwie auf n verschiedene Punkte
C1y--5Cms Gty - - - 5Cn- Dann hat die Form Hgl""’c" genau k1 negative
Quadrate, also kann die Form Hgl’ "5 hichstens k1 negative Quadrate
besitzen. Sei nun m > n und L ein s-dimensionaler beziiglich Hgl’ sl
negativer Teilraum des C™. Dann ist L Nker USs -+ +¢m = {0}, L wird also
injektiv in den C™ abgebildet. Daher ist US: - +¢m (L) ein k-dimensionaler
beziiglich der Form H; negativer Teilraum des C", und es mufl k < k1 gel-
ten.

O

Wir wollen eine Aussage aus dem Beweis des letzten Satzes hervorheben.

Folgerung 2.1 Sei f eine rationale Funktion vom Grade n € IN mit reellen
Koeffizienten. Dann ist fiir m > n und beliebige Punkte (1, ...,y der oberen
Halbebene mit | f(¢;)| < oo firi=1,...,m, die Pick-Matriz

<f(Ci) —JT@)m

Ci - C] ji=1
singuldr.

Im ersten der beiden nun folgenden Lemmata geben wir eine allgemeine
FEigenschaft rationaler Funktionen an. Das zweite gibt iiber die Existenz
negativer Teilrdume mit gewissen Eigenschaften Auskunft.
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Lemma 2.2 Sei f(z) = ‘2% eine rationale Funktion vom Grade hochstens

n € IN. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, q(z) sei
normiert. Gibt es n+1 Punkte z1,. ...z, der oberen Halbebene, so dafs

) =fE) firi=1,...n+1 (2.4)
gilt, so haben p und q reelle Koeffizienten.

Beweis : Wir betrachten die rationale Funktion

9(2) = f(2) = f(@) = p(2)4(z) — p(2)a(z)

q9()q(z)

Der Grad von g(z) betréigt hochstens 2n. Die 2n+2 Punkte z1,... 2}, ; und

2y, ...,2,,; sind wegen der Beziehung (2.4) Nullstellen von g(z). Damit
muf das Polynom im Zihler von g(z) bereits das Nullpolynom sein, und wir

erhalten g(z) = 0, also f(Z) = f(z) fiir jedes z € C. Nun zerlegen wir p(z)
und ¢(z) in Linearfaktoren

p(z) = alz—C) - (2—¢), (2.5)
q(z) = (z—=m) - (z—ns). 2.6

Mit jeder nichtreellen Nullstelle und Polstelle von f(z) mufl auch an der kon-
jugiert komplexen Stelle eine Null- bzw. Polstelle derselben Ordnung vorlie-
gen. Fassen wir also geeignete Faktoren zusammen, so werden p und ¢ bis
auf den Faktor a zu reellen Polynomen. Nun muf aber f(z) die reelle Achse
invariant lassen, was nur fiir a € IR moglich ist.

O

Lemma 2.3 Die dem Interpolationsproblem (1.3) zugeordnete Pick-Matrix

_ (wimm\"
P = ( zi—% )j,i:l’
habe den Rang l, | < n. Ist k1 die Anzahl der negativen Figenwerte von IP,
so gibt es | Zahlen iy,...,; € {1,...,n}, so daff bereits der Minor

—\ !

. . Wi, — W
]P(Zl,...,ll) = <7Zlc lb)
Zigg — Zim / om k=1

der Matriz TP genau k1 negative Eigenwerte besitzt.
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Beweis : Wir zeigen, daf} es Elemente ez_;l yens ,e;;l gibt, so daf} in der linearen
Hiille (ez; , ... ez ) ein r1-dimensionaler negativer Teilraum liegt. Damit hat
der entsprechende Minor IP(iy,...,i;) k1 negative Eigenwerte.

Dazu wollen wir ker IP berechnen, d.h. das Gleichungssystem

Pz =0

16sen. Wir wéhlen [ linear unabhéngige Zeilen und streichen die restlichen.
Dann gibt es eine [-reihige Unterdeterminante der Koeffizientenmatrix des
so entstandenen Gleichungssystems, die von Null verschieden ist. Diese Un-
terdeterminante sei aus den Spalten 41, ...,i; gebildet. Dann hat ker IP eine

Basis der Gestalt .
h‘f = 51 + ez_;.l

O_’ _ — el
hn—l = Qp—| + €z,

Hierist @1, ...,dn—1 € {ez, ;... ez ) und {j1, ... Jn—i}t = {1,... ,n}\{ir, ... it}

Sel nun (51, . ,l;m} ein ki-dimensionaler negativer Teilraum des Skalar-
produktraumes H. Durch geeignete Linearkombination erreichen wir, dafl

die Vektoren l

3

Cr = l;r — brkhi firr=1,...,k
k=1
K1
in der linearen Hiille (e;il e ,e%) liegen. Sei nun > u,.¢,. = 0, d.h. gelte
r=1

K1

K1 . K1
Z:u'rgr = Zﬂrbr - Z
r=1 r=1 r=1

3

l
prbrh, = 0.
k=1

K1 o
Da L ein negativer Teilraum ist folgt bereits > u,b, = 0 und damit gilt we-
r—=

gen der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren 51, e ,l;m bereits pi1, ... ,fx, =
0. Die Dimension des Teilraumes L' = (¢, ... ,Cy,) ist also gleich k1. Wegen

(G, ¢] = [bi,bj] fiir i, =1,... k1
ist L’ ebenfalls ein negativer Teilraum von H.

O

Nun kénnen wir den bereits vor Satz 2.1 angekiindigten Satz iiber die Exi-
stenz einer Losung des Interpolationsproblems (1.3) mit minimaler Anzahl
negativer Quadrate formulieren und beweisen.
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Satz 2.3 Sei die Pick-Matriz IPsinguldr und habe k1 negative Eigenwerte.
Dann gibt es eine Lisung des Interpolationsproblems (1.8) in der Klasse

N,,.

Beweis : Die Zahl [ habe dieselbe Bedeutung wie im Beweis von Satz 2.1
, d.h., I — 1 sei der Rang von IP. Auch die Anordnung der Daten z1,...,z,
und w1, ...,w, sei wie bei Satz 2.1 gewéhlt.

Wir betrachten die durch (2.8) gegebene rationale Funktion f(z). Diese
berechnet sich aus (2.3) als f(z) = qug wobei der Grad von Zghler- und
Nennerpolynom hochstens [ — 1 ist.

Sei fiir ein 7 € {1,...,l} der Koeffizient \; verschieden von Null, dann
tiberlegen wir zunéchst, daf fiir dieses ¢ nicht nur

f(ZZ) = Wy, (27)

sondern sogar auch
f(@z) =wi (2.8)

gilt.

Nehmen wir zuerst an, f hétte fiir ein ¢ € {1,...,l} mit \; # 0 an der
Stelle z; einen Pol der Ordnung & > 0. Dann strebt der Term )\; %= wl fiir z —
Z; gegen unendlich, und zwar mit der Ordnung k+1. Alle anderen Ausdrucke
in der Gleichung (2.3) streben fiir z — Z; jedoch nur mit der Ordnung &
gegen unendlich. Gleichung (2.3) kann also in keiner punktierten Umgebung
von z; identisch erfiillt sein. Das ist aber ein Widerspruch zur Definition von
f. Analog erledigt man den Fall, da8 f(z) fiir z — Z; gegen einen von w;
verschiedenen Grenzwert strebt. Denn dann strebt der Term % gegen
unendlich, wiahrend alle anderen Ausdriicke aus (2.3) beschriankt bleiben.

Sei nun !’ die Anzahl jener i € {1,...,l} fiir die \; # 0 gilt. Dann ist
die Funktion f eine rationale Funktion vom Grade hochstens I — 1, die
neben den Gleichungen (2.7) auch den konjugierten Gleichungen (2.8) fiir
i€ {1,...,0l} mit \; # 0 geniigt. Normiert man den Nenner von f, so hat f
dann nur reelle Koeffizienten. Wir sehen nun auch, dafl der Grad von f genau
[ — 1 ist. Denn wére er kleiner als [ — 1, dann miiite die Determinante des
(I—1)-reihigen Minors IP;_; der Pick-Matrix IP verschwinden. Insbesondere
folgt I’ =1, also ist \; # 0 fiir ¢ = 1,...,l. Da der Hauptminor IP;_; eine
von Null verschiedene Determinante hat, kann man im Beweis von Lemma
2.3 den ki-dimensionalen negativen Teilraum L’ in der linearen Hiille der
Vektoren €7, ,...,e; ", wéhlen.
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Um Satz 2.2 anwenden zu koénnen miissen wir fiir f(z) = ‘2% noch
q(z;) # 0 firi = 1,...,0 — 1 zeigen. Da der Grad von f genau [ — 1 ist,

ist die Darstellung 2% die man aus (2.3) durch Multiplikation mit dem

n
gemeinsamen Nenner [] (z — %) erhilt gekiirzt, also haben p(z) und ¢(z)
j=1
keine gemeinsamen Nullstellen. Da der Wert von f(z) an der Stelle z; endlich
ist, mufl somit g(z;) # 0 sein.
Damit sind alle Voraussetzungen von Satz 2.2 an die Funktion f und
die Punkte z1, ...,z erfiillt, und wir erhalten f € N, .

O

Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des Interpolationsproblems
(1.3) in der Klasse N, , d.h. mit minimaler Anzahl negativer Quadrate ist
also gesichert. Diese Tatsache stellt eine natiirliche Ubertragung der klassi-
schen Situation, wo es auch genau eine Losung des Interpolationsproblems
in der Klasse Ng gegeben hat, auf den von uns betrachteten allgemeineren
Fall dar.

Wir wollen noch eine Aussage aus dem Beweis des letzten Satzes hervor-
heben.

Folgerung 2.2 Sei f die eindeutig bestimmte Liosung des Interpolations-
problems (1.3) in der Klasse Ny,. Dann ist f eine rationale Funktion:
f(z) = 2%. Setzt man in der Darstellung % die Polynome p und q als
teilerfremd und q als normiert vorraus, so haben p und q nur reelle Koeffi-
zienten.

2.2.2 Beschreibung der eindeutigen Losung der Klasse N,

In diesem Paragraphen betrachten wir rationale Ausdriicke spezieller Ge-
stalt, von denen wir sehen werden, dafl sie alle die eindeutige Losung des
Interpolationsproblems (1.3) in der Klasse Ny, , also mit minimaler Anzahl
negativer Quadrate darstellen.

— n —
Definition 2.3 Sei h° = Y hje,,h® # 0 ein isotroper Vektor des Skalar-

=1
produktraumes H. Dann bezeichnen wir mit f,, die dem Vektor h° zugeord-
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nete rationale Funktion

> B 1 (- )

fr(z) = : (2.9)
X011 (2 - %)
=t

Zunichst ist f auf der Menge p ' fr») aller jener Punkte der oberen Halb-
n n
ebene definiert, in denen der Nenner Y. h? [ (z —%) von Null verschieden
i=1 = g=1
i
ist. Wir betrachten f,~ auch auf ihrem maximalen Holomorphiegebiet p(f,)
in CT, denken uns also die Funktion [} holomorph in ihre hebbaren Singu-
laritéiten fortgesetzt.
Die durch (2.3) gegebene (eindeutige) Losung des Interpolationspro-

blems (1.3) in der Klasse N, ist nun von dieser Gestalt, denn es gilt

Lemma 2.4 Die durch (2.3) gegebene rationale Funktion, stimmt fiir einen
Vektor

n —
= Z:uie;who # 0
i=1

mit der Funktion f iberein. Numeriert man die Daten so wie beim Beweis
von Satz 2.1, so erhdlt man die Zahlen p; firi=1,...,l als algebraisches
Komplement des Elements % in dem Minor TP, von IP. Fir i = [ +

1,...,n setzt man p; = 0. Der so gegebene Vektor e st isotrop vm Raum

H.

Beweis : Wir betrachten die Darstellung (2.3) . Zunichst berechnet man

daraus
l

n
Z w — W; I_Iz:—zZ =
g

i=1

Lost man diese Gleichung nach w auf, so ergibt sich

e . (2.10)
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Die Zahlen )\; sind die algebraischen Komplemente der Elemente “Z’z%gl in der
Matrix IP;. Vergleicht man (2.10) mit (2.9), so ergibt sich die behauptete
— n
Darstellung. Es bleibt noch zu zeigen, daf§ der Vektor h° = 3 p,ez, isotrop
i=1
im Raum H ist. Offenbar geniigt es zu zeigen, dafl TIP; - (1, ... ,u;)7 = 0 gilt.
Dies folgt aber aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz, da (p1, ... ,u;)7 eine
Spalte der Matrix der algebraischen Komplemente der singulédren Matrix IP;
ist.
|

Jetzt gehen wir von einer Funktion der Gestalt f,- aus und zeigen, daf} eine
solche Funktion der Klasse N, angehort. Dazu beweisen wir zunéchst

Lemma 2.5 Sei h° = znj hyez, € H®, ho # 0. Dann gilt fiir den Kern Nf,;o
i=1
von f die Formel

falls z,2" € p'(f,) sind. Hier bezeichnen u(z) und u(z) die Ausdricke

n __ N
i =T > hy 11 (2 — %)
=1 Jj=1
i
n . n
> hpwg [T (2 —7)
h=1 1=1
£k
— — —
X kI (2 =)
k=1 = i=1
1%k
1 n . n
- _ n __n n __ n (ZthWZH(Z_ZJ)
s o 7 o I _ i=1 j=1
(= Z)(zgl ! jl;ll (= Zj))(kgz ' 11:_[1 (= zl)) Z 7
i 1£k
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Nun schreibt man w; — wy, =

Dk (7 — zp) = 2
+(2' — 2)) und erhélt damit

Zi —2) =
L 11 e (z —2)
i 1#k
=-1lG-5 X mRll ¢ -a—— "=
j=1 i k=1 1=1 % 2k
14k
n n n -
:—H(z—zj) ZhZH(’ z)ez,he| =0
j=1 k=1 =1
1#k
sowie

i=1 j=1
JF
Es bleibt also

Ny (2, 2) =
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n

’ z": _fﬁ(z—z)hzﬂ(?—zz)-M(z_y) =
(2 )

k=1 J=1 1=1 Z = 2k
’ J#i I#k
_ 1
(S e-m)( L B E-3)

O

Wir benétigen noch eine Stetigkeitsaussage iiber die Anzahl der negativen
Quadrate des Nevanlinna-Kerns einer Funktion, die im folgenden Satz ange-
geben wird.

Satz 2.4 Seip(f) CC*, f:p(f) — C eine stetige Funktion, D eine dichte
Teilmenge von p(f) und k > 0. Dann folgt aus f|p € Ny bereits f € Ny.

Beweis : Angenommen es gibe m Punkte (1,...,(n € p(f), so daBl mit

w; = f(¢;) die Matrix
Ci - Cj ji=1

v’ negative Eigenwerte (entsprechend ihrer Vielfachheit gezihlt) mit ' > &
hat. Nun hingen die Eigenwerte einer Matrix stetig von ihren Elementen
ab. Verindert man also die Elemente von IP’ nur hinreichend wenig, so hat
auch die verinderte Matrix ' negative Eigenwerte. Da die Elemente der
Matrix IP’ stetig von den Punkten (i, ...,(,, abhingen, gibt es eine ganze
Umgebung von ((i,...,¢(n) in der die analog zu TP’ gebildete Matrix «’
negative Eigenwerte besitzt. Da D dicht in p(f) liegt ist das aber unméglich.

O

Aus Lemma 2.5 und Satz 2.4 ergibt sich die Folgerung

Folgerung 2.3 Sei h° = . hiez, € H°, h° # 0, Dann gilt fro € Nigy.

1=1
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Beweis : Wir zeigen, dafl f,~ |, fz) der Klasse N, liegt. Dazu seien fiir

m € IN paarweise verschiedene Punkte (i,...,(, € CT vorgegeben. Wir
haben zu zeigen, dafl die quadratische Form

Z Nf,;o (Gis G)miy; (2.11)

i,j=1

hochstens 1 negative Quadrate hat, oder dazu dquivalent, dafl der Skalar-
produktraum

L =(C™ [, 1) mit [&, &5]1 = Ny (¢, G)

keinen negativen Teilraum der Dimension d > k1 besitzt.
Wir betrachten nun den Fall ¢y,...,(n € p/(fz). Dann erhalten wir
einen linearen Operator U : L — H vermoge

G — —— ()

u(Ck)
Dieser Operator erfiillt nach Lemma 2.5 die Bedingung

[UZ,Uf] = [ ) fir &, € L

Damit ist die Dimension x eines negativen Teilraumes M von L durch x
beschrinkt, denn M Nker U = {0} also wird M durch U injektiv abgebildet.
Nun besteht aber p(f,+)\ p'(f;) aus endlich vielen isolierten Punkten. Nach
Satz 2.4 kann die Form (2.11) also auch fiir Werte (1,...,¢n € p(f;2)
hochstens k1 negative Quadrate besitzen.

l

Als Hauptergebnis dieses Paragraphens beweisen wir jetzt den

- n -

Satz 2.5 Sei h° = Y. hie;, € H°, h° # 0. Dann stellt die Funktion [ die
i=1

eindeutige Losung des Interpolationsproblems (1.3) in der Klasse Ny, dar.

Insbesondere stimmen also die Funktionen f, fir jedes h° € H° he # 0

liberein.

Beweis : Wir betrachten wieder die durch (2.3) gegebene Funktion. Diese
— n

hat nach Lemma 2.4 die Darstellung fhfo mit dem Vektor h;° = > piez, €
i=1

H°. Zun#chst bemerkt man, dafl dieser Vektor eine von Null verschiedene
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Komponente ez, hat, denn es gilt 1y = [IP;_;| # 0. Die Komponenten
in den Richtungen e;; fiir j =1+ 1,...,n sind jedoch sémtlich gleich Null.

Weiters bemerken wir, dafl es bei der Anordnung der Daten z1,...,z, geméif
dem Beweis von Satz 2.1 nicht darauf ankommt, welcher der von den
schon gew#hlten Punkten z1, ... ,z;_1 verschiedenen Datenpunkten als letzter

Punkt z; genommen wird. Nach Lemma 2.4 erhélt man also fiir verschiedene
Wabhlen von z; gerade n—(I—1) = def IP isotrope Vektoren h;o (j=1...,n).
Diese sind wegen der vorangegangenen Uberlegung linear unabhingig, und
stellen alle die durch (2.3) gegebene Funktion dar.

Nun zeigen wir noch, dafl die Menge L aller jener isotropen Vektoren h%,
fiir die f;> die eindeutige Losung f(2) von (1.8) darstellt, zusammen mit
dem Nullvektor einen Teilraum von H° bildet. Damit ist die Behauptung
des Satzes bewiesen, denn dann gilt dim H® = def IP = dim L, also L = H°.

Sei zuerst h° € L und o € C, @ # 0. Dann kann man in der Definition
(2.9) der zugeordneten rationalen Funktion a kiirzen und sieht fopno(z) =
fra(2), also ah® € L.

Seien nun h;o und h;" zwei linear unabhéngige Vektoren aus L und
he = h1° + he°. Wir betrachten

@) e ()
Fuie®) = oy Do ® =y

p1(2) + p2(2)

T2 = 0@+ aae)

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren hT{ und hé’ ist das Polynom
q1(%) + g2(z) nicht das Nullpolynom. Wir kénnen also eine reelle Zahl r > 0
finden, so daf der Kreis |z| < r die Nullstellen von q;(z), ¢2(z) und ¢1(z) +
q2(z) enthélt. Im folgenden sei z stets auflerhalb dieses Kreises. Dann gilt

= = f(z), also

Daraus erhalt man

(p1(2) +p2(2)) = (q1(2) + q2(2)) f(2).

Fiir Zahlen z aulerhalb des Kreises |2| < r gilt also f,+(z) = f(2). Da beide
Funktionen rationale Funktionen sind, folgt daraus bereits f,+(z) = f(z) fiir
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jedes z € C, also h® € L. Damit ist L ein linearer Teilraum von H.

2.2.3 Charakterisierung rationaler Funktionen mit reellen Ko-
effizienten

Wir stellen zunéchst fest, dal Funktionen fiir die der zugehorige Skalar-
produktraum entartet, bereits durch ihre Funktionswerte an endlich vielen
Stellen festgelegt sind.

Satz 2.6 Sei f : p(f) — C,p(f) € C* eine Funktion, fir die der zu-

gehirige Skalarproduktraum Hy entartet. Ist dann h® # 0 ein isotroper
— m

Vektor des Raumes Hy mit h° = 3 hiel, fir ein m € IN und gewisse
=1

Werte (1,...,Cm € p(f), so ist die Funktion f durch ihre Funktionswerte
f(¢1)s-- . f(Gn) eindeutig festgelegt; sie wird durch die Formel

f(z) = % fiir = € p(f) (2.12)

gegeben.

Beweis : Sei z € p(f), dann gilt [, h°] = 0 da h° € H;° ist. Man berechnet

0= (] = Yo Relen, ) = YRt L)

i=1 i=1 z2=Gi

Also gilt
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und damit
FAQR I =6) =2 R [T (2= ).
= =
Die Funktion f gestattet daher die Darstellung
SR 1 - 3)
f@) = ————
ZZ:I f jl;[l ( ; CJ)
i

und ist damit mit Hilfe der Funktionswerte f(¢;) fiir ¢ = 1,... ,n als rationale

Funktion festgelegt.

|
Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dafl die eindeutige Losung eines
Interpolationsproblems vom Typ (1.8) eine rationale Funktion mit reellen
Koeffizienten ist. Das nun folgende Lemma zeigt, daf fiir diese Funktionen
der zugehorige Skalarproduktraum entartet.

Lemma 2.6 Sei f die eindeutig bestimmte Lésung des Interpolationspro-
blems (1.3) in der Klasse Ny, , d.h. mit minimaler Anzahl von negativen
Quadraten. Dann ist der Raum Hy entartet. Denkt man sich den Raum H
kanonisch in den Raum Hj eingebettet, so gilt sogar H® C H°.

Beweis : Sei h° = Z hiez, € H°\ {0}. Dann gilt

i=1

i:l _?WZ Jﬁl (Z B Z)
f(2) = fia(z) = ——2=
>l (z-7%)
=l =

Sei weiters €2 € Hy. Wir berechnen [€Z, ho):

n —_
R Z)— W;

ez,z heez) =3 Al G T

zZ— Z

i=1
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n F n howl =1 ]:1
= [ =2 == ) -
i=1 1 ) j];[l(z Z;)
> hwi [ (2 —7) > w11 (2 - %)
=1 j=1 1 [z:l j=1
- J#i — J#i
H(Z_Zj) H(Z_Zj) Z_E_H(Z_ZJ)
7=1 7=1 =1 J;i

Es gilt also h° € H,°.
O

Unsere bisherigen Ergebnisse konnen wir folgendermafien zusammenfassen

Satz 2.7 Sei f eine in der komplexen Ebene meromorphe Funktion. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. f ist eine rationale Funktion mit reellen Koeffizienten.

2. Es gibt eine Zahl ng € IN, so daf$ fiir m > ng und je m verschiedene
Punkte (1, ... ,¢n € CT die Pick-Matriz

o (f(@—@)m
G — G

Ji=1

singuldr ist, und es gilt f(Z) = f(z) fir z € p(f).

3. f ist die Lisung eines gewissen Interpolationsproblems vom Typ (1.3)
mit minimaler Anzahl negativer Quadrate.

4. Der zugehirige Skalarproduktraum Hy ist entartet und es gilt f(Z) =

f(2) fir z € p(f).

Beweis : Die Implikation ,,1 = 2“ ist die Aussage von Folgerung 2.1 , ,.3
— 4“ haben wir in Lemma 2.6 bewiesen, wihrend ,,4 — 1% die Aussage
von Satz 2.6 ist. Wir miissen also noch ,,2 = 3“ zeigen.
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Seien (i, ...,(;m beliebige Punkte des Definitionsbereiches von f und
wi = f(¢) furi = 1,...,m. Dan% verschwindet in der Pick-Matrix IP je-
der Hauptminor 1P, = %) mit r > ng Zeilen. Die Matrix hat

iT8 ) ji=1
daher hochstens den Rang ng?. E; kénnen also sicher nicht mehr als ng ne-
gative Eigenwerte in einer Matrix IP,, auftreten. Die Funktion f ist also in
einer Klasse N, mit x < ng. Wir wihlen Punkte (y,...,(n, so dal die Pick-
Matrix IP,,, wirklich k negative Eigenwerte besitzt. Falls notwendig nehmen
wir noch weitere Punkte (41, ... ,(no+1 dazu, so dafl die Pick-Matrix 1Py,
singulér ist. Dann ist die Funktion f eine Losung des Interpolationsproblems
vom Typ (1.8) mit den Daten (3,...,(, und wy = f((1), ..., wn = f(Cn)
(n < mp+1) und zwar die Losung mit minimaler Anzahl negativer Quadrate.

O

2.3 Der Fall x; < k < k1 + def TP

Wir betrachten das Interpolationsproblem (1.3) . Dabei setzen wir wieder
voraus, daf} die Pick-Matrix IP = ( u;z%;]])nz_l genau k1 negative Eigenwerte
hat und singulér ist. In diesem Abschnit]f wollen wir zeigen, dafl es keine
Losungen des Interpolationsproblems (1.3) in einer der Klassen N, mit
K1 < k < K1 + def IP gibt.

Dazu formulieren wir zunichst einen allgemeineren Satz, der fiir eine
Losung f von (1.3) erlaubt, auf f € N,, zu schlieBen. Um diesen Satz
zu formulieren, benétigen wir noch eine Bezeichnung, die den Begriff des
zugeordneten Skalarproduktraumes verallgemeinert.

Definition 2.4 Sei f : p(f) — C mit p(f) € CT eine komplezwertige
Funktion, D eine Teilmenge von p(f). Dann bezeichne Hy ,, den Teilraum

Hy , = ({e:lz € D})
von Hy.
Wir bemerken, dafl aus D1 C Dy auch Hf,D1 - Hf,D2 folgt.
Satz 2.8 Sei f eine in der oberen Halbebene meromorphe Funktion mit

flz)=w; firi=1,...,n.

2vgl. Abschnitt 1.4.
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Sei weiters D eine dichte Teilmenge von p(f) mit z1,...,2, € D, L ein
Skalarproduktraum und

U:Hy p— L
eine Isometrie. Gilt in dieser Situation
U(H) NL° £ {0},

so ist f die eindeutig bestimmte Léisung des Interpolationsproblems (1.3)
in der Klasse Ny, (also mit minimaler Anzahl negativer Quadrate).

- n - —
Beweis : Sei h° = Y hfe;, # 0,h° € H mit Uh® € L°. Insbesondere ist
i=1

dann Uh® L U(H), also auch h° L H, was h° € H° bedeutet. Fiir jedes
z € D gilt nun

[€z, h°] = [Uez, Uh°] = 0.
Mit einer analogen Rechnung wie beim Beweis von Satz 2.6 bestétigt man
fir e D

i=1 Jj=1
f(z) = ——== = f,n(2)
; : ]1;[1 (z — Zj)

Aus Stetigkeitsgriinden und mit Hilfe von Satz 2.5 ergibt sich f als eindeu-
tige Losung des Interpolationsproblems (1.3) in der Klasse Ny, .

O

Nun kommen wir wieder auf unsere urspriingliche Frage nach Lésungen des
Interpolationsproblems (1.3) in den Klassen N, mit k1 < k < k1 + def IP
zuriick, und zeigen:

Lemma 2.7 Sei f € N, eine Losung des Interpolationsproblem (1.3) mit

k < k1 +defIP. Betrachtet man den zugehirigen Skalarproduktraum Hy, so
ist Hp° nH # {0}.

Beweis : Angenommen es wire H;° N H = {0}. Dann ist H kanonisch
in den (vervollstindigten) Faktorraum H; = H;/H;° eingebettet. Sei L
ein negativer Teilraum von H mit Dimension k1. Als endlichdimensionaler
definiter Teilraum von H f' hat L ein orthogonales Komplement, nédmlich
L+. Offenbar ist H® € Lt ein neutraler Teilraum von Lt der Dimension
def IP. Da L+ ein Teilraum von H f/ mit genau k — K1 negativen Quadraten
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ist und H f/ nicht entartet, ist die Dimension eines neutralen Teilraumes von
L+ durch k — k1 < def IP beschriinkt, was einen Widerspruch bedeutet.

O

Mit Hilfe des obigen Lemmas und Satz 2.8 erhélt man nun leicht den
folgenden Satz.

Satz 2.9 Sei f € N, eine Lisung des Interpolationsproblems (1.8) mit
k < k1 + defIP. Dann gilt bereits k = k1.

Beweis : Nach Lemma 2.7 gilt H;° N H # {0}. Betrachte die identische
Abbildung als Isometrie U : Hy — Hy. Dann sind offensichtlich alle Voraus-
setzungen von Satz 2.8 erfiillt, also gilt kK = k1.

O
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Kapitel 3

Losung des
Interpolationsproblems mit

Hilfe operatortheoretischer
Methoden - der Fall

k1 +def IP < k

Nachdem wir im vorangegangenen Kapitel den Fall k < k1 + def IP erledigt
haben, wenden wir uns nun dem Fall K > k1 + def IP zu. Wir werden im
Raum H einen nicht dicht definierten symmetrischen Operator betrachten
und Losungen des Interpolationsproblems (1.3) in den Klassen N, durch
selbstadjungierte Erweiterungen S des Operators S beschreiben. Die betrach-
teten Erweiterungen operieren in gewissen Pontrjaginrdumen H O H.

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Durchfithrung dieses Pro-
gramms und einer detaillierten Untersuchung der oben angesprochenen Be-
ziehung zwischen Losungen des Interpolationsproblems (1.3) und selbstad-
jungierten Erweiterungen von S beschéftigen.

3.1 Der symmetrische Operator S
Bevor wir den im Raum H symmetrischen Operator S definieren, wollen wir
noch ein mal an unsere Vereinbarungen beziiglich der beim Interpolations-

problem (1.8) gegebenen Daten erinnern. Wir bezeichnen stets mit n die

41
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Anzahl der gegebenen Punkte z1,...,2z, bzw. wq,...,w, und mit x; die An-
zahl der negativen Eigenwerte der Pick-Matrix IP. Weiters setzen wir stets
vorraus, dafl IP singulédr ist, also def IP > 1 gilt.

Definition 3.1 Bezeichne mit D die folgende Hyperebene von H:

= {f:ine;i cH ‘in:0}.
i=1 i=1
Auf D definieren wir den Operator S durch

n n
ST = E ziwies, fir & = E xiez, € D.
=1 =1

Satz 3.1 Der Operator S ist symmetrisch und injektiv.

Beweis : Seien ¥ und ¢ in D. Dann gilt

[SZ, 7] = Zzlznlezl,z:y]ezj} =
n
= Z ZiZEiy_j[ezi,e;j] =
i,j=1
Z lelyj —z .
i,j=1 J

Analog berechnet man

— Ww;
(%, Sy] = Z z]a:,yj : _]
ij=1 S
Man erhélt also fiir Z, 4 € D = D (S)
o . w; —wy
[S%ﬁ] 95 Sg] Z (ziz i¥j — 2j9€i"yj) =
i—1 Zi — %5
n n n
= Z $zyj(wz - wj) = Z (Z_j>$2w2_
2,7=1 i=1 “j=1
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n n
-2 ( > )W =0,
j=1 Vi=1
——
=0

d.h. S ist symmetrisch.

n

Sei nun Sz = 0, d.h. }° zx;e7, = 0. Wegen der linearen Unabhéngigkeit

i=1
der Vektoren €7, (i = 1,...,n) folgt z;z; = 0 und aufgrund von z; € C* auch
x; =0 firi=1,... n. Somit ist S injektiv.

O

3.2 Konstruktion von Losungen des Interpolations-
problems mit Hilfe selbstadjungierter Opera-
toren

Sei nun H ein II,-Raum , in dem H isometrisch eingebettet ist. Das Skalar-
produkt in H werde wieder mit [.,.] bezeichnet. Wir ordnen zunéchst einem
selbstadjungierten Operator eine Funktion zu.

3.2.1 Die einem Operator zugeordnete Funktion

Wir beginnen mit einer grundlegenden Definition.

Definition 3.2 Sei H ein IL;-Raum mit H D H. Sei weiters S ein selbst-
adjungierter Operator in H mit S D S. Dann bezeichne mit fg die (zundchst)

auf p(S) definierte Funktion!

x

fg(z) = w7 + \é—qjll(z ~7)+ (-2 - [(S - o)l en ] (3.)

Offenbar ist die Funktion fS auf der Resolventenmenge p(S) analytisch.

fa(2)

Satz 3.2 Fir die Funktion fg(z) ewistiert der Grenzwert lim; ;o0 3~ und

ist gleich Null.

'Bei dieser Definition ist der Punkt z; ausgezeichnet. Man beachte jedoch, daB die
Numerierung der vorgegebenen Daten willkiirlich ist.
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Beweis : Wir bemerken, daf fg(2) die Darstellung

fg(z) =7 + (2 = Z)[(S = 21)(S — 2) ez, 3]

hat. Aus dieser Darstellung folgt mit Hilfe der Beziehung

lim (S—2)"t=-TI

Z—100

die Behauptung?
d

Der folgende Satz zeigt den Zusammenhang zwischen den Funktionen fS
und dem Interpolationsproblem (1.3) .

Satz 3.3 Sei S DS eine Erweiterung des Operators S in einem 1l,.-Raum
HDOH. Istie{l,...,n} und 2 € p(S), so gilt fg(z) = w;.

Beweis : Wir betrachten zuerst den Fall 7 = 1:

__ Swy o
fg(Zl) =w; + %—21(21 —Z7) = Wy + 218w, = w.

Sei nun ¢ # 1, dann ist €7, — ez, € D und es gilt

(S - Zi)(e;i - ezl) = S(e;l - e21) - Zi(e;i - 621) =

= S(e;l - 621) - Zi(ezi - ezl) = (Zi - 21)621

Da nach Voraussetzung z; in p(S) liegt, ist

ez, — ez = (zi — 21)(S — 2) " tez,, also

ez, — €z, €e2] = (zi — 21) [(S — zi)_lezl,ezl] und

__ ., Suwy _ Nt o
fS(ZZ) = wW; +%—21(22 _21) +(Zi _21)[621' _6217621] =
o Swi _ _ . [w; — Wy %w1>_
= 1—1-%21(2:Z zZ7) + (2 z1)<Zi_E 5o = w;.

2Beziiglich einer exakten Durchfithrung des Beweises siehe [26] §3.
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Bemerkung 3.1 Wir sehen, dafl die Funktion fS im Punkt z; genau dann

den Wert w; annimmt, wenn im Falle i = 1 der Ausdruck [(S — 2)7tez,, 7]

lokal um z; beschriankt bleibt oder im Falle i # 1 den Grenzwert

. ~ 14 4 € — €
Zh_?zll[(s - Z) 6217621] = [ﬁvezl]

besitzt.

Bemerkung 3.2 Die Behauptung von Satz 3.3 bleibt richtig, wenn S kein

Operator, sondern nur eine lineare Relation mit p(S) # () ist. Denn fiir
z € p(S) ist (S — 2)~! ein Operator, und wir erhalten aus der Beziehung

(€z; — ez, (i — z1)ez)) € (S —2) € (S — )

ebenfalls die Gleichung

e, —ez = (2 — zl)(S - zi)_le;'l.

7

Im folgenden benétigen wir auch eine andere Darstellung der Funktion fS'

Lemma 3.1 Fiir z € p(S) gilt

Y]

SW1 _ & -1 - -
fg(2) = Ry + (2 — ?Rzl)%—Zl +(z—21)(z —Z1) {(S —2) 1621,621} (3.2)
Beweis : Es gilt
%wl %wl
R — Rz —— = w7 +13 —R —
wy + (2 21) 35, 7 +1Sw; + (2 21) 37
Sw Sw
= w; + %—;(2—%21+Z321) = wy; + %—211(2—’(0_1)
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Beweis : Wir beniitzen die Darstellung (3.2) von fg und erhalten

W =Rw; + (Z — ?Rzl)y +(z — 21)(z — Z7) {(S —z)" ey, e;;} =
Nyl

Sw o P 1 .
= Rw, +(E—§R21)%—211+(z —-Z1)(Z— 1) {621,(8 —2) 1321} =
C\ ~
= Rwy + (2 — afezl)f&—z’ll +E-2)EF-7) S -7 len,en ] = f52)

da ((S—2)"HT =(S—2)" gilt.

Definition 3.3 Sei ¢ € C™T und z € p(S). Dann bezeichnen wir im folgen-
den mit U¢, den Operator

U =T+ (=B —2)"

Wir bemerken, daf Uc, = (S—¢)(S —2)~! gilt. Insbesondere ist R (Uc,) =
R (S —¢) und U¢, genau dann stetig invertierbar, wenn ¢ in der Resolven-
tenmenge von S liegt.

Lemma 3.3 Fiir den Kern NfS von fS gilt die Formel

fg(2) — f. - .
NfS (Z, Z/) = g = [UzlzezlaUzlz’ezl

~—

wobei z, 7' € p(S) N C* sind.

Beweis : Wir berechnen den Kern NV fS:
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— 1—,<<z —a)e-m) (B -2 e 6 | - (F - 2 - )

Ny zZ—Z

& -1 1) Sw  (z-2)e-7) - (@ —a)(F —7)
[(S—Z,) €z17€z1}> = Sz, + . '

B _ _ S—2)"'—(S=2")"1) ez, ez
‘{(S—Z) lezuezl}+(Z’—21)(Z'—W)[(( ) z(_? ) ) ] =

- “—“’1 +(z+7 = 2R0) [(S — 2) Nz, 62 ] + (7T — 2)(@ — 70
\921

JB -2 S =) e = [+ T - 2Ma) (S - ) hen

+7 2@ @S -2 S -F) e e
Andererseits gilt

[Uzlzem 5 Uzlz’ 621} {U— Uzlzez1 5 ezl}

z1 2’

und man erhélt

=T+ (2+2 —2R2)(S —

CDI
N
N~—

|
—
|
—
|
Y
~
~—
/N
—
o
|
IS
N~—
|
—
|
—
o
|
—
|
—
—
_|_

+(z—2)Z —Z)S —2) Y S =)t =T+ (24 2/ — 2Rz)-
G- (- = - a)@ ~ )52 E -7

=T+ (z+2 —2R2)S—2)'+ (7 -z —21)(S—2)"HS -2}
Damit ist die Beziehung

NfS (2,2)) = [U——,ﬂzlze;} ) 621]

bewiesen.

Mit Hilfe von Lemma 3.3 ergibt sich
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Satz 3.4 Sei H ein 1Ix-Raum mat H D H. Sei weiters S ein selbstadjun-
gierter Operator in H. Dann hat der Nevanlinna-Kern N g der Funktion

fg: p(S) N CT — C hichstens k negative Quadrate, d.h.

fS S U N,.
r'=0

Beweis : Wir haben zu zeigen, daf fiir je endlich viele Punkte (y,...(n €
p(S) N C* die hermitesche Matrix (N fS(C,-,Cj)) - hochstens k negative

m
i,J—
Eigenwerte hat, daf} also der Skalarproduktraum

L= <Cm7 ['7 ]1> mit [6_5,6_3']1 = Nfs(glygj)

keinen negativen Teilraum einer Dimension s > k haben kann. Dazu be-

trachten wir den linearen Operator U : L — H, der durch
& U,ce
gegeben ist. Dieser Operator erfiillt nach Lemma 3.3 die Bedingung
[UZ, Uy] = [¥,9]: fir Z,5€ L

Damit ist die Dimension ' eines negativen Teilraumes M von L durch s
beschriankt, denn M Nker U = {0}, also wird M injektiv abgebildet.

O

Bemerkung 3.3 Analog zur Bemerkung 3.2 im Anschluff an Satz 3.3
bleibt auch die Aussage dieses Satzes richtig, wenn S eine selbstadjungierte
Relation ist. Denn bei der Definition von fg geht nur die Resolvente (S —2)7!

ein, welche fiir z € p(S) ein Operator ist.
Gemeinsam mit Satz 2.4 ergibt sich aus Satz 3.4 die Folgerung

Folgerung 3.1 Sei p(fs) das Holomorphiegebiet der Funktion fS in CT.
Dann gehort die Funktion

fg:n(fg) = C

K
zu der Vereinigung |J N, .
Kk'=0
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3.2.2 Einfache Operatoren

Wir haben gesehen, dafl man im allgemeinen von einer Funktion fS nicht
erwarten kann, daf§ sie wirklich fiir jedes ¢ € {1,...,n} die Bedingung
f(zi) = w; erfiillt, denn wir kénnen uns Operatoren denken, die an den
Stellen z; Spektrum besitzen. In diesem Fall kénnen wir bis jetzt nichts iiber
den Funktionswert von fS an einer solchen Stelle aussagen.

Im folgenden betrachten wir sogenannte einfache Operatoren. Fiir solche
Operatoren kann man zeigen, dafl die Funktion fS tatsdchlich die gegebenen
Daten interpoliert.

Um dies einzusehen, wollen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren einer
selbstadjungierten Erweiterung S von S in einem II,.-Raum H D H n#her
untersuchen. Wir werden sehen, daf} bei einfachen Operatoren das Spektrum
nicht beliebig liegen kann.

Dazu stellen wir zunéchst einige Eigenschaften von Eigenvektoren einer
selbstadjungierten Erweiterung S von S zusammen.

Lemma 3.4 Sei ¥ € H ein Eigenvektor von S in H. Dann ist T ¢ D (S),
H CD(S) und es gilt S(H) C H.

n n
Beweis : Sei ¥ = > wije;, # 0 mit Y, x; =0, also & € D(S). Weiters sei
i=1 i=1
(S— A& =0, also Z ein Eigenvektor von S zum Eigenwert A\. Dann miifiten,
da ¥ # 0 ist, mindestens zwei der Koeffizienten z; verschieden von Null sein.

Nun gilt jedoch

n

(S—Nz = Z zi(z — Nez, =0,

i=1

also z;(z; — A\) =0 fiir i = 1,... ,n. Das ist ein Widerspruch, da die Punkte
Z1,...,2n Paarweise verschieden sind.

Es ist also & ¢ D (S) und damit H = D (S) + () C D(S). Fiir jedes
Element ¢ in H gilt daher i = yi 4 py@ mit g1 € D (S). Also ist
S¥ = Sui + ugST = Syi + ught,

d.h. Sy € H.

Nun wollen wir den Begriff des einfachen Operators definieren.
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Definition 3.4 Sei T ein Operator eines 1l;-Raumes und & ein Element
dieses Raumes. Dann heifit T fiir den Operator T erzeugend, falls die abge-
schlossene lineare Hiille der Vektoren

(T —w)™ & fiir w € p(T)NCT

bereits den ganzen Raum ergibt. Ein Operator, der ein erzeugendes Element
besitzt, heif$t einfach.

Wir untersuchen im folgenden Eigenvektoren eines einfachen Operators.

Satz 3.5 Sei HD H,S D S und sei 3 € H ein erzeugendes Element fiir S.
Dann hat S keinen Eigenvektor in H.

Beweis : Angenommen S hiitte einen Eigenvektor in H. Dann wire nach
dem vorangegangenen Lemma H C D (S) und S(H) C H. Fiir beliebiges
w € p(S) gilt daher auch (S — w)(H) € H. Da H endlichdimensional und
(S — w) injektiv ist, muB (S — w) sogar bijektiv auf H operieren. Damit gilt
fiir beliebiges w € p(S) auch die Beziehung (S —w)~'(H) = H. Da H (wieder
wegen der Endlichdimensionalitit) abgeschlossen ist, gilt

H= \/ (S-w)'smcHCH,

wep(S)

also H = H. Das ist aber ein Widerspruch, da H entartet ist.
O

Im folgenden Lemma untersuchen wir das Skalarprodukt eines Eigenvektors
eines Operators S D S mit einem Element des Raumes H. Von besonderem
Interesse sind dabei die Eigenvektoren zu Eigenwerten A = z; oder Z;, wobei
z; einer der vorgegebenen Datenpunkte ist.

Lemma 3.5 Sei S eine selbstadjungierte Erweiterung des Operators S, und
Z ein FEigenvektor von S zum Figenwert A\ # 0. Dann gilt fir jedes i €
{1,...,n} mitZ; # X und j = 1,...,n die Beziehung

X — Zj

[e;wf] =5 _ [e;z7x] (3.3)

Ist insbesondere N\ =7z mit j # i, so gilt

[62i7f] = 0. (34)
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n
Beweis : Betrachte ein Element 5= 3 y;(ez; —ez;) € D(S). Dann gilt
i
1., 4 1.~
y, %) = =[y,S%] = =[Sy, 7] =
9, 7] = 59, 57] = <87, 7]
I I 1 &
=—|S Z yilez, —ez) |, T| = :Z yjlzjez, — ziez;, T) =
A prt A=
i i
- Z; z
] — — (2 — —
= | =lez., 7] — =lez,, T
> v (3. - F1.9)
i

Andererseits ist aber

n n

7,7 = |3 wilez, — 2,7 =y (lez,, 7] - [e2,4])
j=1 j
J#i

und man erhélt insgesamt

S ((1-3)emea-

3 1—§>k;ﬂ>:o (3.5)
J#L

Da diese Beziehung fiir jede Wahl der Zahlen y; besteht, muf

(1-2)iesa- (1)l =0t £
gelten. Man erhélt also die Beziehung

7] = 525, o] i j £

(2

Fiir j = ¢ ist die Gleichung (3.3) trivialerweise erfiillt. Insbesondere sieht
man aus (3.5) fiir A =7, daB [e7,, ] = 0 fiir ¢ # j erfiillt ist.

O

Satz 3.6 Seii € {1,...,n} und sei e, ein erzeugendes Element fiir den
Operator S 2 S. Dann sind die Werte z; mit j # i keine Eigenwerte von S.

Da die Punkte z; nicht reell sind, gilt damit sogar z; € p(S) fir j # i.

51
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Beweis : Wir zeigen, dafl es unter unseren Voraussetzungen keinen Eigen-
vektor zum Wert A = Z; fiir j # ¢ geben kann. Da das Spektrum eines
selbstadjungierten Operators symmetrisch zur reellen Achse liegt, ist damit
die Behauptung des Satzes bewiesen.

_ Sel & ein Eigenvektor zum Eigenwert zj # 7. Dann ist auch der Vektor
(S —W)_lzfz fir w € p(S) ein Eigenvektor zum Eigenwert Z;. Damit gilt aber
fiir w € p(S)

7, (S —w) 'z ] =[S —w)'#,e2] = 0,
also Z L L = <{(§ —w) "l jw e p(g)}> Da L dicht in H liegt, muB & = 0
sein.
l

Fine Folgerung aus diesem Satz und Satz 3.3 ist

Folgerung 3.2 Sei S eine Erweiterung von S mit dem erzeugenden Element
ez,. Dann gilt fir j # i stets fS(zj) = wj.

Die Frage wann fiir einen Operator S mit erzeugendem Element ez, die Funk-
tion fg auch fS(zi) = wj erfiillt, wollen wir an dieser Stelle nicht diskutieren.
Fiir stetige Operatoren werden wir in den folgenden beiden Abschnitten Be-
dingungen dafiir erhalten. Diese treten auch in einem allgemeineren Kontext
auf.

3.2.3 Einbettung des der Funktion fg zugeordneten Raumes

Wir betrachten eine selbstadjungierte Erweiterung Svon S in einem II,-Raum
H D H. Fiir die Funktion fS konstruieren wir den zugeordneten Skalarpro-

duktraum H fg: und fragen, ob man diesen im Raum H wiederfindet. Diese

Frage ist fiir Operatoren S mit erzeugendem Element ez, 3 positiv zu beant-
worten.
Im folgenden bezeichnen wir fiir z € p(S) mit #(z) die Vektoren
. - .

T(z) == U, ez, =€z, + (2 —21)(S — 2) ez,

Eine Erweiterung von Lemma 3.3 ist

3Hier geht die Auszeichnung des Punktes z; in der Definition der Funktion fS ein.



3.2. KONSTRUKTION VON LOSUNGEN 53

Lemma 3.6 Fiir Vektoren #(z),Z(2') mit z,2' € p(S),z # 2’ gilt

ey = BEEE 39
.50 = f5o) 37
#(z), 5] = fs(ii;_lwl (3.8)

Beweis : Die erste Gleichung beweist man ebenso, wie Lemma 3.3 . Zur
Gleichung (3.7) braucht man nur

[7(2), 7(2)] = lim [#(2), (')

zu bemerken. Diese Beziehung gilt, da in der Resolventenmenge p(S) die
Vektoren #(z) stetig von z abhéngt. Gleichung (3.8) ergibt sich aus der
Definition (5.1) von fg, da

[f(z)vezl] = [6217621] + (Z - 21)[(S - Z) 16217621]

gilt.
|

Fiir den Rest dieses Abschnittes bezeichnen wir mit p( fS) das Holomorphie-
gebiet der Funktion fg in C, wéhrend o( fS) wie iiblich das Holomorphiege-
biet von fS in CT bezeichnet.

Lemma 3.7 Sei zg € ﬁ(fs),zo # Z7 und (Cn)pelN €ine Folge komplexer

Zahlen mit ¢, € p(S) und (, — 2o fir n — oo. Dann gilt fiir die Folge
(Z(¢n))neN -

lm_[#(Ga) = #(Gm), (S = w) ez, | = 0 fiir w € p(S).

n,m—00

Damit strebt der Ausdruck [Z(C) — Z(Cm), ] fiiry € L., = ({(S—w) ez, |w €
p(S)Y) mit m und n gegen Null.

Beweis : Wir betrachten zuerst den Fall w # z;. Dann gilt:
[7(Cn) = F(Gn), (S —w) ez, | =

= L ([#(G) — F (), Fw)] — [F(C) — F(C). €5,]) =

w — Z
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= @iﬁ(([f(cn)’f(w)] - [f((m),f(w)]) - ([E(CH)ae;] - [f(gm)7e;1])) =
B Cn_m Cm_m Cn_ﬁ Cm_z
1
W —Z7

Wegen der Analytizitidt von fS im Punkt zy konvergieren die beiden Aus-
driicke in den Klammern fiir n,m — oo gegen Null.

Es bleibt noch der Fall w = z; zu betrachten. In diesem Fall ist also
z1 € p(S) und damit die Funktion (S — z)~'eZ, im Punkte z; stetig. Weiters
gilt fg(z1) = wi. Es ist also

[Z(2n), (S —z1)7tez,] = lim {a‘:’(zn), (S — z)_le;} =

z—21

— lim _,( ) a?'(z) —6;1 _ 1 fS(Cn)_fS(Z) _ fS((n) —wy .
R e e (o7 -7 )
g L E=EUEG) — ) — (G (g (2) - )
CimnzZ -7 (Cn —2)(Cn — Z1) B
O N
(- G-
und es gilt
e & 1 -1 _ fS(ZO) —wr (%)
Jim [7(2), (S — 21) ez, ] = Go—71)° -7

—

Insbesondere ist die Folge ([#(z,),(S — 21) 7 ez, ])nemn eine Cauchy-Folge,
besitzt also die behauptete Eigenschaft.

O

Lemma 3.8 Sei zg € ﬁ(fg),zo # Z7 und (Cn)pelN €ine Folge komplezer

Zahlen mit ¢ € p(S) und ¢, — 2y fiir n — oo. Ist das Element 3, fiir den
Operator S erzeugend, so sind die Werte ||Z(¢,)| beschrdnkt.
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Beweis : Da der lineare Teilraum L., = ({(S —w) ez, |w € p(S)}) dicht in
H ist, gibt es einen k-dimensionalen negativen Teilraum H cC L, . Die Zer-
legung H= IEI+[—HI:I_ mit I = (I:I_)L ist eine Fundamentalzerlegung des
IT,-Raumes H. Sei dieser Zerlegung entsprechend Z(¢,,) = Z7 () + 7 ().
Dann ist £~ ((,,) eine schwache Cauchy-Folge in H .DaH endlichdimensio-

nal ist, ist sie somit auch eine Cauchy-Folge in der Norm in H . Insbesondere
sind die Werte

Hf_ ((n)”z = _[f_(gn)7 T (Cn)]

fiir n € IN beschrénkt. Weiters gilt, falls zg nicht reell ist

[£(¢n), Z(Cn)] = fS(C") _E(Cn) _ Sfa(Cn) B Sfa(z0)

Cn — Cn %Cn Sz

fiir n — oo, und
[f(gn),f(gn)] — fS/(Z()) fiir n — oo
falls z reell ist. Also ist [Z((,), £((,)] und damit auch

und

beschrankt.

Satz 3.7 Sei zy € ﬁ(fs),zo # Z7. Ist das Element €3, fir den Operator S
erzeugend, so existiert der Grenzwert lim * Z(z) und es gilt
z—20

lim ¥ Z(z) = (z) falls zo € p(S). (3.9)

Z—20
Definiert man fir zo € p(fg) \ p(S) den Vektor (z) als

Z(z0) = lengow Z(2),
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so gilt fiir 2/ # zg:

fg(20) — f§(2')

[%(20), Z(2)] = P (3.10)

[#(20), #(79)] = fg'(20), (3.11)

[#(20),€5,] = fS(zOzi—_wz (3.12)
20 Z1

Beweis : Sei ((),cmn eine Folge komplexer Zahlen mit ¢, € p(S) und
nh_)ngo Cn = z0. Wir wollen zeigen, dal #((,) eine schwache Cauchy-Folge in

H ist. Sei also 7y € I:I, dann gibt es eine Folge (yi)pemn mit yx € L., und
yr — y fiir Kk — oo. Dann gilt

(Z(Cm) = Z(Cn)sy) = (T(Gm) = Z(Cn) s yk) + (F(Gm) — Z(Cn) sy — Yn)-

Nun ist nach Lemma 3.8

[(Z(Gm) = T(Cn)y — yr) | < [|Z(Gm) — ()l - [ly — will -

<C —0

Man wihle zu vorgegebenen e also k so grof}, daf fiir ||y — yx| < 55 ist. Zu
diesem k wihle man n und m so grofl, dafl [(#(¢m) — Z(Cn), k)| < § gilt.
Insgesamt erhélt man damit fiir hinreichend grofie Zahlen n und m

[(Z(Cn) — E(Cn),y) <€

Da H schwach vollsténdig ist, existiert Jim Z(2).
—Z20

Ist zp € p(S), so hingt

Z(z)=ez + (z—21)(S —2) ez,
in einer Umgebung von zy offenbar stetig von z ab. Also gilt die Beziehung
(3.9) . Um die Gleichungen (3.10), (3.11) und (3.12) zu beweisen geht
man wie folgt vor.
Sei 2/ # zg, dann gilt

[7(20), 7(=)] = Jim [7(2), 7()] =

o G B fg(z0) ~ KD
Z—Z20 2z — 2

zo — 2!

N
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Weiters ist

[#(z0). #(0)] = lim [(2), #(7)] =
i fg(2) — fs(z) _ - fg(2) = fg(z0) )
z—20 Z— 20 z—20 z— 20
und
[f(20)7e;1] = Zli_)nzlo[f('z%e;] =
oy S8 f5(0) — W
) 20—2% 20— Z

O

Bemerkung 3.4 Sei e, ein erzeugendes Element fiir S. Da dann fiir i # 1

stets (S — 2z;) " ley, = % gilt?, ist

Z(z) = lim ¥(z) = €3, (€ H).

z2—2z;

Folgerung 3.3 Ist e, erzeugendes Element fiir S, so hat man einen linea-
ren Operator UfS : HfS — H, der durch

Uyyéz = E(2) fir z € p(fg)

definiert ist. Aus der Aussage von Satz 3.7 folgt
[Ufsf, Ufsgﬂ = [z, y] fir z,y € HfS'
Insbesondere gilt ker UfS - Hfso.

Bemerkung 3.5 Hier sieht man noch einmal explizit, da8 falls das Element
e, fur S erzeugend ist, sogar die Funktion fS :p( fS) — C in der Vereinigung

K
U N, liegt®.
Kk'=0

Wir wollen nun den Operator U fg: der in Folgerung 3.3 definiert wurde und

der den Raum Hy_ in den II.-Raum H abbildet etwas genauer untersuchen.

Dabei ergibt sich ein interessanter Zusammenhang mit der Eigenschaft von
fS’ auch im Punkt z; die vorgegebenen Daten zu interpolieren.

“Man beachte Satz 3.6 .
S5vgl. Folgerung 3.1 .



58 KAPITEL 3. OPERATORTHEORETISCHE LOSUNG

Satz 3.8 Sei H D H, S eine selbstadjungierte Erweiterung von S und das
FElement e, sei erzeugend fir S. Weiters sei Hfso # {0}. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

1. Iim"Y#(z) = ez, .
z—21
2. kerUfS = HfS .
3. U I ist nicht injektiv.
4. Es gibt einen Vektor h € Hfso,ﬁ # 0 mit [Ufsﬁ, ez,] = 0.
5. fg(zl) = w1q.
6. Fiir jeden Vektor h € Hfso gilt [Ufsfz, ez] = 0.
Beweis : Zum Beweis werden wir die folgenden Implikationen zeigen:
(1)=(2)=0B)=(4)=()=(6),
(6)=(4), (5)=(1).
(1)=>(2): Sei h € Hfso. Dann gilt fiir jedes w € p(S), w # 2
0= [h, Cw] = [Ufsh,Ufsew] = [Ufsh,x(w)] =
= [Ufsl_iv en]+ (w - Zl)[UfS}_iv (S - w)_le;1]-
Wegen e;, = #(z1) gilt aber auch
[Ufshvezl] = [Ufshvf(z)] = [Ufsh’ Ufsezl] =
= [h,ez,] = 0.

Damit mufl aber auch [Ufsfz, (S —w)~tez,] = 0 gelten. Sei nun w = 21, also
1

insbesondere z; € p(S). Dann héngt (S — 2)~
stetig von z ab. Es gilt also

ez, in einer Umgebung von z;
[Ufsﬁ, (S—z)tez] = lengl[UfSH, (S—2)"tez] =0.

Es ist somit Ufsl_i 1 L, .Da L, dicht in H liegt, muf Ufsﬁ = 0 sein, also
h € ker UfS'
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(2)==(3): trivial.
=(4): Da in jedem Fall ker U C .. gilt, 1st diese Implikation klar.
3 4): Da in jedem Fall ki UfS HfS° ilt, ist diese Implikation kl
)

: Sei h ein isotroper Vektor fiir den [U I h,ez] = 0 gilt, und sei
h= > hjec, mit ¢ € p(fs) Dann gilt
1

s f§(G) — w1
0= [Usghez,] = Z #(G),en] = Zh S 2

— C]_Zl

Aus dieser Gleichung bestimmt sich w; in eindeutiger Weise als rationale
Funktion von z;. Nun gilt aber die Gleichung

0= [hez] = ﬁf jﬁL_E&Q

also mufl wy = fg(21) sein.

(5)==(6): Sei h = jij:l hjeg; € Hfso. Dann gilt

- UL fa(¢y) — w7
[Ugghez] = 3 hl#(G), 2] Zh SeV o

j=1 C] —Z1

= [h,ez,] = 0.

(6)==(4): Da nach Voraussetzung H fSO # {0} gilt, ist diese Implikation
klar. 3
(5)==(1): Ist z1 € p(S), so ist die Bezichung lim W Z(z) = ez, klar. Sei also

z1 und damit auch z7 nicht in p(S). Dann gﬂt fur w e p(S),z #w

[f(z) - 6217 (S - ’LU) 1621] = [(Z - Zl)(g - Z)_l(g - w) 16217621] =
—iizK(—zY”—@—w)U@p@J—
zZ—2 z—2

[(S - w) 16217 621]

—0 fiir z—z;
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Aus der Definition (5.1) von fg sieht man, daB auch der zweite Ausdruck
fiir z — 21 gegen Null streben muf, da

fS(Zl) = w1 = w; + 0—1(21 —Z)
gilt. Es ist also
[f('zl) - 6217 (S - ﬁ)_leZJ =0 firwe p(S)7

das heift (#(z1) — €3,) L L.,. Da L., dicht in H liegt, gilt z(21) = e,.
d

Bemerkung 3.6 Wir bemerken, da8 die Aquivalenz der Aussagen (1) und
(5) auch ohne die Voraussetzung H fSO # {0} richtig bleibt.

Beweis : Bei dem Beweis der Implikation (5)=—=(1) wurde die Vorausset-
zung H fSO # {0} nicht beniitzt. Umgekehrt folgt aber aus Jim * 7(2) = €3,
—Z1
daf3 .
lim ™ (z — 21)(S — 2)7lez, =0, also lim fz(2) = wy
z—21 z—21

gilt.
|

Folgerung 3.4 Sei 21 € p(fg). Dann ist H (als linearer Raum) in HfS

eingebettet. Man kann sich also H I und H als zwei FErweiterungen von

H denken. Bemerkung 3.6 besagt nun, daf8 die Funktion fS genau dann
fg(Zl) = wy erfillt, wenn UfS den Raum H elementweise festlifst.

3.2.4 Eine Bedingung fiir maximale Anzahl negativer Qua-
drate

In diesem Paragraphen wenden wir uns wieder einer anderen Fragestellung
zu. Es ergibt sich jedoch auch hier ein interessanter Zusammenhang mit der
Interpolationseigenschaft der Funktion fS im Punkt z;.

K ~
Wie aus Folgerung 3.1 bekannt, liegt fS stetsin |J N, falls S in einem
k=0

II;,-Raum H operiert. Hier wollen wir eine Bedingung dafiir angeben, daf3
fS sogar in N liegt. Sei dazu im folgenden i € {1,... n} festgehalten.
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Lemma 3.9 Sei das Element ez erzeugend fiir S, und gelte e;,, €ER (S — zi)w
Dann liegt R (S — z) dicht in H.

Beweis : Ist z € p(S), so ist R(S —z) = H. Wir kénnen uns also im
folgenden auf den Fall z; ¢ p(S) beschrinken. Sei # € H, ¥ € H und € > 0
gegeben. Dann gibt es Punkte (1,...,¢, € p(S) und Zahlen y, ...y, € C,
so dal der Vektor

7= 3 (=) - G) 7165 € L = (B - w) ek € p(S))

der Beziehung |[Z — ¢,7]| < § geniigt. Weiters gibt es einen Vektor y e
n

R (S — z) mit |[ez, — ¢/, 7] < , falls >~ yi # 0 ist. In diesem Fall gilt
k=1

mit

die Beziehung

Z Yri(Cr) — Z V), 0| <[ =D ye(G — 20)(S — Qo) ez, ]| +
k=1 k=1
+I1 wlez, — o), 7] §§+<Z yk) =
k=1 k=1 2> yk
k=1

n
Im Falle Y yi = 0 gilt schon
k=1

Nun ist
Zi(2) = U..ez, = (S—2)(S — 2)tez, e R(S — ), (3.13)

also liegt R (S — ;) in der schwachen Topologie dicht.
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Folgerung 3.5 Sei das Element e, erzeugend fiir S und S stetig. Ist dann

e, ER(S— zi)w , so liegt sogar die lineare Hiille
M; = ({T(2) = Usz€Z |2 € p(S)})
beziiglich der schwachen Topologie dicht in H.

Beweis : Zunichst liegt der Raum L, dicht in H. Da der Operator (S—2)
unter unseren Voraussetzungen H auf eine dichte Teilmenge abbildet und

stetig ist, mufl auch (S — z;)(L.,) als Bild einer dichten Teilmenge dicht sein.

(S — 2)(L.,) ist aber nach (2.13) gerade der Raum ({;(2)|z € p(S)}).
O
Fiir nicht stetige Operatoren miissen wir unsere Voraussetzungen verstérken.

Lemma 3.10 Sei das Element ez, erzeugend fiir S. Gilt z € p(S), so liegt
die lineare Hiille

M; = ({Z(2) = Us.€Z,|z € p(S)})
beziiglich der schwachen Topologie dicht in H.

Beweis : Man hat
€z = U'zzzlezZ - xi(Zi),

also fiir z € p(S),z # 2

5 1o - ., = .
(S—2) 1622‘ = (Uzz€z, — Ugziez) =
zZ— Z;

- ! —(@() ~ (=) € M

Da (S — 2)~'ez, fiir z — 2 stetig variiert (z; € p(S)) gilt (S — 2)~lez, € M.
Zusammen erhélt man

H= \/ (S—2)'e, c M CH.

z€p(S)

N

Der Teilraum M; liegt also dicht in H.
d

Mit Hilfe des letzten Lemmas bzw. der letzten Folgerung ergibt sich nun
leicht der folgende Satz.
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Satz 3.9 Sei H D H ein I,.-Raum und S eine selbstadjungierte Erweite-

rung von S. Ist das Element ez, erzeugend fir S6 und gilt e, €ER (S — zl)w
falls S stetig ist bzw. z1 € p(S) falls S nicht stetig ist, so liegt fS in der
Klasse N,..

Beweis : Sei UfS : HfS — H jene Isometrie (aus Folgerung 3.3 ) mit

U fs €, = #(z) = #1(z). Nach dem letzten Lemma bzw. der letzten Folgerung

liegt der Raum UfS(HfS) dicht in F, enthélt also einen x-dimensionalen

negativen Teilraum. Da U Iy eine Isometrie ist, gibt es auch in H Iy einen
K

k~dimensionalen Teilraum. Da fS in jedem Falle in |J N,/ liegt, mufl unter

k'=0
unseren Voraussetzungen sogar fS € N, gelten.

O

Folgerung 3.6 Sei zu den Voraussetzungen von Satz 3.9 noch zusdtzlich
der Raum Hy_ entartet. Dann gelten die sechs dquivalenten Aussagen von

Satz 3.8 , insbesondere also fg(Zl) = w.

Beweis : Nach Satz 3.9 ist fS € N,, also gibt es einen x-dimensionalen
negativen Teilraum in H fg- Das Bild dieses Teilraumes unter U fg besitzt ein

positiv definites orthogonales Komplement in I:I, da H ein II.-Raum ist.
Wire U fs injektiv, so wire aber U I (H fSO) ein neutraler Teilraum dieses
orthogonalen Komplementes was einen Widerspruch bedeutet. Es ist also ei-
ne, und damit alle der sechs dquivalenten Bedingungen von Satz 3.8 erfiillt.

O

Interessant ist in dieser Folgerung nur der Fall in dem S stetig ist, da sonst
durch die Bedingung z; € p(S) ohnehin fS (21) = w; gesichert ist. Man kann
sich in dieser Folgerung #hnlich wie bei Bemerkung 3.6 von der Vorausset-

zung H fSO # {0} befreien. Es gilt ndmlich

Satz 3.10 Sei H D H ein I,.-Raum und S eine stetige selbstadjungier-
te Erweiterung von S. Ist das Element e, erzeugend fir S und gilt e;, €

R(S— zl)w , so gilt
fe(z1) = w1

SHier ist die Auszeichnung des Punktes z; wieder wesentlich.
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und damit auch
W\ o
zh—>nzll Z(z) = ez,.
Beweis : Wieder kénnen wir uns auf den Fall z; ¢ p(S) beschrénken, da
andernfalls die Behauptungen dieses Satzes schon in Satz 3.3 , zusammen
mit Satz 3.6 und Bemerkung 3.6 bewiesen wurde. Im Fall z; ¢ p(S)
gehen wir von Lemma 3.9 aus, welches besagt, dal unter unseren Voraus-

setzungen der Teilraum R (S — z1) dicht liegt. Weiters betrachten wir die
Laurententwicklung der Resolvente” um den Punkt z

(S—2)7t= Z Ap(z — z1)* fiir 0 < |z — 21| < 6.

k=—o00
Da S beschrinkt ist und die Dimension von

R(A) = R(52 §(S— 2" d2)

2m

als neutraler Teilraum von H endlich sein muf, kann die Resolvente im Punkt
z1 hochstens einen Pol haben. Es gilt also

(S—2)'= Z Ap(z — z)F fiir 0 < |2 — 21| < 6,
k=—m

wobei m € IN ist und Ay, fiir kK > —m beschriankte lineare Operatoren sind.
Dabei ist

ker A_,, Dker A_,, 1D - DkerA_; = R((S —2)™)

Da der Operator (S—z;) stetig ist und H auf einen dichten Teilraum abbildet,
ist auch jeder der Réume R ((S — 21)™) fiir (m > 1) dicht in H. Insbesondere
liegt ker A_; dicht in H. Wegen der Stetigkeit der Ay muf also A; = 0 fiir

k < —1 gelten. Es ist also
(S—2)7t= ZAk(z—zl)k fir0<|z—2z1] <9
k=0

und damit bleibt der Ausdruck

o0

[(S - Z)_le;17e;1] = Z [Ake;ue;l](z - Zl)k’

k=—m

"vgl. [51] VIII.8, S.228fF.
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fiir z — 2z beschrankt. Es gilt also

Zanlew Z(z) =€z + zh—>nz11w ((z —2)[(S —2)7tez,, e;’l]) =ez,

Nach Bemerkung 3.6 ist damit auch fS(zl) = wy gezeigt.

Bemerkung 3.7 Diesen Satz werden wir in einem allgemeineren Kontext
und mit anderen Methoden im folgenden Paragraphen noch einmal erhalten.

3.2.5 Der allgemeine Fall einer Erweiterung von S

Nachdem wir in den vorangegangenen Paragraphen einfache Erweiterungen
ausfiihrlich studiert haben, wenden wir uns nun dem Fall einer beliebigen
selbstadjungierten Erweiterung S des Operators S zu. Wir werden sehen,
dafl die Bedingung

= _w
€&, €ER(S—z) ,
die schon (fiir i = 1) in Satz 3.9 und Satz 3.10 eine entscheidende Rolle
gespielt hat, auch hier auftritt.

Unser Vorgehen in diesem Abschnitt wird darin bestehen, die Erweite-
rung S auf einen geeigneten Teilraum einzuschrinken, und dann nach dem
isotropen Teil dieses Teilraumes zu faktorisieren.

Dazu wollen wir zunéchst untersuchen, wie sich die Funktion fS bei die-
sem Vorgehen verhilt.

Wir wollen an den Begriff eines invarianten Teilraumes erinnern.

Definition 3.5 Sei H ein Vektorraum und U : D — H ein linearer Ope-
rator, definiert auf D(U) = D C H. Ein Teilraum L von H heifst invariant
unter U, falls U(DNL) C L ist.

Wir betrachten im folgenden Teilrdume von H die unter allen Resolventen
(S — 2)7! fiir z € p(S) invariant sind. In gewissem Sinne kann man S auf
solche Teilrdume einschrénken.

Definition ?.6 Sei L ein Teilraum von H. Wir betrachten das vollstindi-
ge Urbild S (L) von L unter S. Im folgenden bezeichnen wir mit L* den

. a—1 & .
Teilraum S~ (L)N L. Dann kénnen wir S auf L* einschrdinken und erhalten
einen linearen Operator in L.
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Lemma 3.11 Sei L ein abgeschlossener Teilraum von H der unter S und
fiir z € p(S) unter (S — 2)~" invariant ist. Dann ist p(S) C p(S|px) und es
qgilt . 3
(S=2)" ox = (Slex —2)7".

Beweis : Sei z € p(S). Dann ist (S — z) und damit auch (S|, « — z) injektiv.
Sei nun Z € L, dann ist (S — 2)~'# € L*. Wegen @ = (S| x — 2)(S — 2)~'#
ist (S|« — z) auch surjektiv. Aus der Gleichung (S — 2)Z = (S|« — 2)Z fiir
Z € L folgt offenbar

(S — Z)_l.’f = (S’Lx — Z)_lﬂ_f‘

fiir jedes # € L. Damit ist (S| x — z)~'& auch beschriinkt.
|

Satz 3.11 Sei L ein abgeschlossener Teilraum von H und ez, € L. Weiters
sei L fiir jedes z € p(S) unter (S — 2)~! invariant. Betrachten wir den
Operator § = S]Lx , dann stimmen die S bzw. g zugeordneten Funktionen®

fS und fS/ tiberein:
f5(2) = fg,(2) fir z € p(S).

Beweis : Da (S — 2)~! und (S, — 2)71 auf L iibereinstimmen, und nach
Voraussetzung e, € L gilt, ist auch

(S — 2tz en] =[S — 2)7tez,, ez

und damit fg(2) = fg,(2).

Nun wollen wir an den Begriff des Faktoroperators erinnern.

Definition 3.7 Sei L ein linearer Raum und U ein linearer Operator in L
der einen Teilraum M von L invariant lifft. Dann ist auf dem Faktorraum
L/M durch

U/M)(Z+M)=Ux+ M

ein linearer Operator definiert.

8Da L entartet sein kann, kénnen wir nicht im Sinne von Definition 3.2 von der zuge-
ordneten Funktion fS sprechen. Da aber (S| x — z) fiir z € p(S) auf L injektiv operiert,

ist durch (3.1) eine Funktion definiert.
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Satz 3.12 Sei L ein Skalarproduktraum, e;, € L und sei S ein symmetri-
scher Operator in L mit L° als invarianten Teilta/um.NDann konnen wir den
Faktorraum L' = L/L° und den Faktoroperator S = S/L° betrachten. Dann

gilt p(S) € p(§') und

(=271 =&~ 27 fir =€ p(9). (3.14)

Die zugeordneten Funktionen® fS und fS/ stimmen tiberein:
f5(2) = fg,(2) fir z € p(S).

Beweis : Sei z € p(S), dann liBt sowohl S als auch (S — z)~! den Teilraum
L° invariant. Die Abbildung (S/ — z) ist offenbar surjektiv. Sei @' € L’ mit
(S/ — 2)Z = 0. Das bedeutet aber (S — 2)# € L° und damit ist auch & €
(S —2)~1(L°) C L°, also & = 0. Die Abbildung (S, — 2)7! ist daher sogar
~ /
bijektiv und erfiillt offensichtlich (3.14) . Weiters folgt aus ((S - z)_lf) =
(S/ — 2)7'# die Beziehung
- I N, I
[(S—=2) 16217621] =[S —2) 1621’621]7
und damit fg(2) = fg,(2).
O

Wir wenden uns nun wieder unserer speziellen Situation zu, d.h. sei HDOH
ein II,-Raum und S O S eine in H selbstadjungierte Erweiterung von S.
Eine wesentliche Rolle spielt der im folgenden definierte Teilraum L von H.

Definition 3.8 Bezeichne im folgenden mit L die abgeschlossene lineare
Hiille

L= \/ (S —w)~tez,

Lemma 3.12 L ist fiir jedes z € p(S) unter (S — 2)~" invariant. Der Teil-
raum L™ liegt dicht in L.

Beweis : Wir zeigen zunéchst e, € L. Wegen

lim (—w(g - w)_l) =1

w—100

9vgl. FuBnote 8.
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gilt insbesondere

Weiters gilt
S(S—w) ez, =€z +w(S —w)tez, €L,
also (S —w)~lez, € L*.
Fiir z # w erhilt man

(S — z)_l(S — w)_le;'i = 1 ((S — z)_le_z’l. — (S — w)_le_z'i) e L.

Z—w

Fiir z = w € p(S) erhiilt man wegen der Stetigkeit der Resolvente

(S—2)"YS—27tez, = lim(S—2)"1(S—2)"tez € L.
2l —z
Damit ist, wieder wegen der Stetigkeit von (S — z)~! auf p(S), der Teilraum
L auch unter allen Resolventen invariant.

O

Bemerkung 3.8 Wir haben im Beweis von Lemma 3.12 eigentlich gezeigt,
daf
ez €\ (S-wle firi=1,....n

wep(S)nCt

gilt, und dafl der Raum

L; = \/ (S —w)~tez, baw. \/ (S —w)~tez,

wep(S) pr(g)ﬂCJr

fiir i = 1,...,n unter jeder Resolvente (S — z)~! invariant ist. Insbesondere

ist HC L.

Sei im folgenden j € {1,...,n} fest gewéhlt.

Lemma 3.13 Seie;, € R(S — zj)|wa. Dann liegt R (S — zj)|y = schwach
dicht in L.
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Beweis : Es geniigt fiir i = 1,...,n die Beziehung e, € R (S — zj)\wa zu

— = w ~
zeigen, denn mit L™ ist auch R (S — zj)|; « invariant unter (S — 2)~!. Fiir

w
i = j ist nach Voraussetzung ez, € R (S — 2;)|; x , sei also i # j. Dann gilt

- e;i B ezj
ez = (S —2) (7) €R(S =zl

Zi — Zj
also ist R (S — zj)|wa = L.
|

Wir betrachten nun den Skalarproduktraum L' = L/L°. Dieser ist ein
Pontrjagin-Raum vom Index x’ (< k). In L betrachten wir den Operator

"= (S|p)/L°.

Lemma 3.14 Der Operator S ist in L/ selbstadjungiert, und es gult p(S/) N
CtDp(S)nCt.

Beweis : Die Aussage ”S/ ist selbstadjungiert” ist unmittelbar klar. Sei also
z € p(S)NCT, dann vermittelt nach Lemma 3.11 (S—z) eine Bijektion von
L auf sich. Wie beim Beweis von Satz 3.12 sieht man, daf§ auch (gl —2)

bijektiv operiert. Also ist z € p(S/).
|

Lemma 3.15 Seie;, € R(S — zj)|wa. Dann gilt zj € p(S/).

Beweis : Wir kénnen uns auf den Fall z; ¢ p(S) beschrinken. Nehmen wir
indirekt an z; ¢ p(S/), so muf} ein Eigenvektor @ # 0 zum Eigenwert zj
existieren. Fiir diesen gilt dann (S/ —~Z)7 =0, also (S — %)# € L°. Damit
ist aber ) )

0=[(S—7)7 L] = [Z,(S - 2)(L")].
Danach Lemma 3.13 ist R (S — 2j)|},x schwach dicht in L ist, miifite # € L°
also @ = 0 gelten.

O

Satz 3.13 Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen gelte fiir eine Zahl j €
{1,...,n} die Beziehung

ez € R(S — zj)[,x
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Dann gilt fg,(zj) = w; und damit auch fg(z;) = w; oder zumindest lim fg(z) =

2—2j
U)j .

Beweis : Wir betrachten zunéichst den Fall j # 1. Hier gilt (S—zj) (ﬁ) =

z1—%j
— =/
=/ eZl - ez,- -/
(8 o) (=) =,
21 — %5

-/ -/
ez —ez;

€, , also auch

und damit auch (S/ _ Zj)—lezl/ — ( ) Man erhéilt damit

21—25

~/ —1 - N 6; - 6; -
[(S - Zj) 621/7621/] = [ﬁyezl]'

Mit einer analogen Rechnung wie beim Beweis von Satz 3.3 bestétigt man
fq,(2j) = wy.

Sei nun j = 1, dann ist (S/ — 2)71 lokal um 2; beschriinkt. Wieder erhélt
man wie beim Beweis von Satz 3.3 die Beziehung fg,(21) = wi.

Nach Satz 3.11 und Satz 3.12 folgt, dal zumindestens in einer punk-
tierten Umgebung von z; die Funktionen fS/ und fS iibereinstimmen. Damit
muf} mindestens

gelten.

3.2.6 Halbeinfache Eigenwerte

Wir wollen nun eine selbstadjungierte Erweiterung S von S in einem II,-
Raum H D H betrachten, fir die fiir ein j € {1,...,n} der Punkt z; im
Spektrum liegt, d.h. Eigenwert ist. Es soll jedoch keine Jordanschen Ketten
der Liange > 2 geben. Wir setzen also in diesem Paragraphen stets

ker(S — z;)% = ker(S — z;) # {0}

voraus. In dieser Situation geben wir eine notwendige und hinreichende Be-
dingung dafiir an, daf} fS das Interpolationsproblem im Punkt z; 16st, d.h.
daB fg(z;) = w; gilt.
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Wir halten im folgenden j € {1,...,n} fest, und bezeichnen stets mit
LT, L™ bzw. L die Teilriume

Lt =ker(S — zj), L™ = ker(S — %) und L= LY 4L~

Unter obigen Voraussetzungen sind die Rdume L+ und L~ schief verbunden
und endlichdimensional (dim(L*) = dim(L~) < x). Als nicht entarteter,
endlichdimensionaler Teilraum von H hat L ein orthogonales Komplement
L*. Entsprechend der Zerlegung

H= LY +)(Lt L)

schreiben wir Vektoren # € H als

F=zt+3t+3.
Unsere Strategie besteht nun darin den Operator S auf L+ einzuschriinken
und die S|, zugeordnete Funktion zu betrachten. Dieses Vorgehen liefert
die gewlinschten Bedingungen, denn L+ ist ein unter S und Jeder Resolvente

(S — 2)~! invarianter, abgeschlossener Teilraum von H, und § = S|.. hat
keine Eigenvektoren zum Eigenwert z;.

Lemma 3.16 Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen gilt firi=1,...,n
die Beziehung -
=0 A (3.15)
i P
und fir i # j
ez, T =0. (3.16)

Beweis : Fiir i = j ist die Beziehung (3.15) klar. Sei also i # j. Dann gilt

(S - Z)(e;z - ezj) = (Zi - Z)e; - (Zj - Z)e%
Durch Vergleich der entsprechenden Summanden ergibt sich
" (zi —7)ez, " — (= F)ez, T, (3.17)
0 = (z—7ez — (3 —7ez ™, (3.18)
T = (m-mET — (5 - g (3.19)
Aus Gleichung (3.18) folgt die Giiltigkeit von (3.15) , und aus (3.17)
erhélt man die Beziehung (5.16) .

(zi —F)ez " = (5 —F)es,

(S - zj)(ezll ez

O
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Lemma 3.17 Mit den oben eingefithrten Bezeichnungen gilt fiir z € p(g)

(S —2)ez,en] =[S — =) 'er b e+
1 . o 1 L
+Zj_z[ezﬁ,ez1 ]+Z_j_z[ezl ez ). (3.20)

Ist nun j # 1, so gilt fiir z € p(S)
(S —2) ez, en] = (8" 2) ezt en ).

Beweis : Offenbar ist
1

& 1 - -
(S—2)"tez ™ = zj—zezl+ und
~ 1
—1 - — - —
(S - Z) €z = ﬂezl .

Da LT und L~ neutrale Teilriume sind, erhélt man Gleichung (5.20) .
Die zweite Behauptung ergibt sich, da fiir j # 1 stets ez, = 0 gilt, S die
Einschriinkung von S ist und L1 unter S und jeder Resolvente (S — z)~!
invariant ist.

|
Lemma 3.18 Sei j # 1, dann gilt
[ezlj_ - erJ_a e;1l] = [621 - ezj7e;1] + [ezj-l-’ ezl_]‘
Beweis : Es gilt
[ezl - ezj7e;1] = [(eZ1J_ + ezl_) - (e;jJ_ + ezj+ + ezj_)7 (ezll + 621_)] =
= [eZ1J_ - ezjj_ve%l] - [ezj+7e;1_]‘
|

Nun haben wir alle Hilfsmittel bereitgestellt um die, am Beginn des Ab-
schnitts angesprochene notwendige und hinreichende Bedingung zu geben.

Satz 3.14 Seij € {1,...,n} und S eine selbstadjungierte Erweiterung von
S mit . )

ker(S — z;)? = ker(S — z;) # {0}.
Dann gilt fs(zj) = wj genau dann, wenn (mit obigen Bezeichnungen)

[ez, %, ez, 7] =0 ist.
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Beweis : Wir betrachten zuerst den Fall j # 1. Dann erhélt man aus der
Beziehung .
(S - Zj)(ezl - ezj) = (Zl - Zj)ezl

durch Vergleich der entsprechenden Komponeten

- 1 - 1
. ~/ e — e
5t =(S —z) | 22— ,also
Z1 —Zj
- 1 - 1
~/ 1 4 ezl — €z
(S _zj) 1621J_ = -
Z1 —Zj

Damit gilt fiir den Ausdruck (z; — zj)[(gl —2)"Yez,*, ez, 1] die Beziehung

~ o . . . .
(21 — Zj)[(s - 2) 1621L7621J—] = [eZ1J_ - ezJ-J_an1J_] =
+,€;1_].

Aus dem Beweis von Satz 3.3 wissen wir, daf3 fS/(Zj) = w; genau dann

= [621 - eraezl] + [e;j

gilt, wenn obiger Ausdruck gleich [e7, — €7}, €z,] ist. Das ist offenbar genau
dann der Fall, wenn [er+, ez, ] verschwindet. Wegen der linearen Abhéngig-
keit von e, und e7,” ( Lemma 3.16 ) ist dies jedoch gleichbedeutend mit
ez, ", ez, 7] = 0.

Nun wenden wir uns dem Fall j = 1 zu, und betrachten die Formel (3.20)
, die im Fall j = 1 die Gestalt

[(S - Z)_lezl7ezl] = [(S - Z)_lezlj_vezll]"i_
1 . L 1 R
+Z1 — [ez, T ez ]+ e e, " e ] (3.21)

annimmt. Die Funktion fS interpoliert nun an der Stelle z; genau dann, wenn

(wieder nach dem Beweis von Satz 3.3 ) der Ausdruck [(S — 2) ez, ez]
lokal um z; beschrinkt bleibt. Betrachtet man (8.21) , so ist dies offenbar
genau dann der Fall, wenn [e7, 7, ez, 7] = 0 ist.

O

3.3 Konstruktion eines Operators zu vorgegebener
Funktion fS

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir uns ausfiihrlich mit der Fra-
ge beschiftigt, ob und wie man aus einem Operator S O S eine Losung des
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Interpolationsproblems (1.3) konstruieren kann. Nun wollen wir uns der
umgekehrten Fragestellung zuwenden.

Sei also f eine Funktion der Klasse N, (mit k£ > k1 + def IP), die die
Interpolationsaufgabe (1.3) lost. Wir konstruieren im folgenden eine selbst-
adjungierte Erweiterung S des Operators S in einem II,-Raum H D H mit
der Eigenschaft

f(2) = £(2) fiir = € p(f).

Hier bezeichnet p(f) wieder das Holomorphiegebiet von f in der oberen
Halbebene (p(f) € C™).

Um die oben gestellte Aufgabe durchzufiithren gehen wir von dem f zu-
geordneten Skalarproduktraum Hj; und dem, analog zum Operator S im
folgenden definierten Operator S; aus.

Definition 3.9 Bezeichne mit Dy die Hyperebene

Dy ={ Z aexl Z a, =0}

z€p(f) z€p(f)
in Hy, und definiere fir & = Y a.e; € Dy:
zep(f)
Srx = S¢( Z €)= Z 0, 2€5.
z€p(f) z€p(f)

Auch Sy ist, wie man mit einer analogen Rechnung wie beim Beweis von
Satz 3.1 bestétigt, symmetrisch. Nun kommt die in Abschnitt 1.1 und in
Satz 3.2 erwihnte Beschranktheitsforderung zur Geltung. Wir formulieren
diese noch einmal:

Es existiere eine Folge ((;);emn komplexer Zahlen mit ; —

100 und R = 0, so daB der Grenzwert lim;_, J;(CZ existiert (3.22)

und gleich Null ist.

Diese Bedingung sei fiir den Rest dieses Abschnittes fiir die Funktion f
vorausgesetzt. Dann gilt, im Unterschied zum Operator S

Lemma 3.19 D (Sy) = Dy liegt dicht in Hjp.

Beweis : Sei w € p(f), dann gilt

L f(G) — fw)

. w
(€, ew) = o — 0
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fiir i — oo, da f({;) fiir i — oo der Beschrianktheitsforderung (3.22) geniigt.
Also gilt lim™ e/, = 0 und damit fiir jedes z € p(f)

1— 00

w [ — — —

(&2 —€f) =€
———

GDf

lim
1—00

Es ist also €, € D (Sf)wund damit gilt D (Sf)w = Hy.

Eine Folgerung aus dem obigen Lemma ist

Folgerung 3.7 Fir den isotropen Teil H;® von Hy gilt
Sf(Hf N Dfo) - Hfo.
Der Teilraum H fc ist also invariant unter Sy.

Beweis : Fiir ein Element 2 aus der schwach dichten Teilmenge D (Sy) und
E € Hfo ﬂDf gilt

[Syh, & = [h, S57] = 0.
Damit muf} auch Sfﬁ in H;° liegen.

O

Wir kénnen also den II,-Raum H' = H;/H;° und den Operator S’ =
Sy/H;° betrachten. Offenbar ist S" in H' dicht definiert und symmetrisch.
Also besitzt S’ eine selbstadjungierte Erweiterung S D S in einem II,-Raum
H D H'. Aus unserer Voraussetzung x > k1 folgt, da H;° mit H nur
trivialen Durchschnitt hat'%. Daher kénnen wir H als Teilraum von H' und
S~’ damit auch als Erweiterung von S betrachten. Es ist also insbesondere
HOHudS 2 S. Im folgenden bezeichnen wir mit ¢’ das dem Vektor

¢; € H; entsprechende Element von H (bzw. H').

Lemma 3.20 Sei z € p(f) N p(S), z # 2. Dann gilt

-/ -/
S _ —lwr_ T C 3.93
§-ae =20 (3.23

Beweis : Es gilt fiir jedes z € p(f),z # 21:
S—2)(en' —&) = (5" —2)(z - &) =

0ygl. die Abschnitte 2.1 und 2.2, insbesondere Satz 2.6 und Satz 2.5 .
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=((8y —2)(ez, — &) = (21 — 2)ez,”.

Da nun z € p(S) ist, folgt die Beziehung (3.23) .

Nun kénnen wir den angekiindigten Satz formulieren.

Satz 3.15 Sei k > k1 + defIP, und f € N, eine Lésung des Interpolati-
onsproblems (1.3) die der Beschrinktheitsforderung (8.22) geniigt. Dann
gibt es einen Il.-Raum H D H und einen in H selbstadjungierten Operator

SDS mit fg = f.

Beweis : Wir betrachten die oben konstruierte Erweiterung S im Raum H.
Dann bleibt noch zu zeigen, daB f = fg gilt. Fir z € p(f) N p(S),z # =
bestitigt man mit einer analogen Rechnung wie beim Beweis von Satz 3.3
die Giiltigkeit von fS (z) = f(2). Dasowohl f als auch fS meromorphe Funk-
tionen sind, und p(S) in CT dicht liegt, muB fiir jedes z € p(f) die Beziechung
flz) = fS(z) bestehen. Also gilt f = fg.

l

3.4 Uber die Eineindeutigkeit der Beziehung

Wir haben in den vorigen Abschnitten eine Beziehung zwischen den Lésun-
gen des Interpolationsproblems (1.3) und den selbstadjungierten Erweite-
rungen (mit Austritt aus dem Raum) eines gewissen symmetrischen Opera-
tors hergestellt. Das heifit wir haben jeder Erweiterung eine Funktion zu-
geordnet, und umgekehrt aus jeder interpolierenden Funktion (mit gewissen
Eigenschaften) eine Erweiterung konstruiert. Dabei ist im allgemeinen nicht
richtig, dafl jede zugeordnete Funktion fS auch eine Losung von (1.3) dar-
stellt, und ebenfalls nicht richtig, dafl verschiedene Erweiterungen verschie-
dene Funktionen ergeben (vgl. z.B. Satz 3.11 , Satz 3.12 oder Satz 3.14
). Diese Eigenschaften der von uns hergestellten Beziehung wollen wir nun
ndher untersuchen.

3.4.1 Definition der Abbildungen a und j3

Wir bezeichnen im folgenden mit £, die Menge aller in einem gewissen
II,-Raum operierenden und selbstadjungierten Erweiterungen von S und



3.4. UBER DIE EINEINDEUTIGKEIT 7

mit F, die Menge
Fo={f €Nu|f(z) =w; firi=1,...,n, f erfiillt (3.22)}

aller Losungen von (1.3) in der Klasse N, die der Beschrinktheitsforderung
(3.22) geniigen.

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir - abstrakt formuliert -
zwei Abbildungen konstruiert, ndmlich einerseits die Abbildung

& — U N,
0

die jeder selbstadjungierten Erweiterung S von S die Funktion fS zuordnet,
und andererseits eine Abbildung

a: Fo — &k
| f = oalf)

die jeder Funktion aus F, eine gewisse Einschriankung des im letzten Ab-
schnitt (vgl. Satz 3.15 ) konstruierten Operators zuordnet.

Wir betrachten den Operator S D Sy im Raum HD Hy/H;° aus Satz
3.15 , und den Teilraum

L= ﬂ \/ (S—2)"tez.

i=1,....,n zEp(g)ﬂC+

Als Durchschnitt invarianter abgeschlossener Teilrdume'! ist L ebenfalls ab-
geschlossen und unter jeder Resolvente (S — z)~! invariant.

Lemma 3.21 Der Raum H' = H;/H;° liegt dicht in L.

Beweis : Wir berechnen fiir z € p(S) N C*, 2 # z

(S —2)(ez — &) = (Sy — 2)(ez; — &) = (2 — 2)ez,

also

1ygl. Bemerkung 3.8 .
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Falls z; € p(S) ist, erhélt man durch einen Grenziibergang z — z; zumindest
(S—z)~tez, € H'. Daher gilt L C H'. Umgekehrt erhiilt man zunéchst (vgl.
wieder Bemerkung 3.8 )

€z € \/ (S - Z)_le;i
2ep(S)NC™T

und fiir z € p(S) N C*, 2 # 2

=€+ (z—2)S—2)"1e € \/ (S—2)"tez,.
zep(S)NC*

Fiihrt man fiir ein beliebiges zy € p(f) gegebenenfalls wieder einen Grenziiber-
gang z — 2q also €, — e, durch, so sieht man

€z € \/ (S—2)7tez fiiri=1,...,n und 2 € p(f),
zep(S)NC™

dh. H C V. (S—2)"'ez fiir jedes i = 1,...,n. Esist also H C L
2ep(S)NC*
und damit H' = L.
l
Da H' nicht entartet ist, ist L° N H’ = {0}, insbesondere also L° " H = {0}.

Wir kénnen daher den im Raum L/L° definierten Operator § = (S|p)/L°
als Erweiterung von S in einem Erweiterungsraum von H auffassen. Wenden

wir Satz 3.11 bzw. Satz 3.12 an, so erhalten wir fg(2) = fgr(z) auf p(S)

und damit f = fg = fg/. Da Dy in H' und H' in L dicht liegt, ist S" auf

t12

einer dichten Teilmenge von L definiert**. Wir definieren nun

Definition 3.10 Zu jeder Funktion f € F, bezeichne mit af) die oben
konstruierte Erweiterung S e E.

3.4.2 Eigenschaften von o« und /3 - die Bijektion

Wir untersuchen nun die Abbildungen a bzw. 6 und werden sehen, daf sie
auf geeigneten Definitionsbereichen zueinander inverse Bijektionen induzie-
ren. Dabei wollen wir nur den Fall n > 2 betrachten.

Wir beginnen mit der Einfiihrung einer weiteren Bezeichnung.

12y6]. Abschnitt 3.2.5.
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Definition 3.11 In der Menge & aller Erweiterungen von S bezeichne die
Teilmenge jener Operatoren S (S operiere in einem Il,.-Raum H) mit den
zusdtzlichen Figenschaften

L= \/ (g—z)_lezi:ﬁfﬂrizl,...,n (3.24)

z€p(S)
mit EJ,.

Bemerkung 3.9 Da n > 2 ist folgt aus (3.24) wegen Satz 3.6 z € p(S)
firi=1,...,n.

Lemma 3.22 FEs gilt R (o) C E;.

Beweis : Sei S = a(f) definiert in H. Dann ist H ein Faktorraum von

L= ﬂ \/ (S—2)"tez.

=L e pS)NCT

und S Faktoroperator von einem Operator Sl in L. Offenbar gilt mit L =

V (S,—z)_le‘z’i auch H = V'  (S—2)7le, fiirjedesi=1,...,n.
zEp(gl)ﬂ(jJr Z’EP(S)QCJ+
Damit ist die Giiltigkeit von (3.24) bestétigt.
|
Bemerkung 3.10 Im Fall n =1 gilt ez, € R (S — zl)w.
Beweis : Sei z € p(S), z # 21, dann gilt
~ e_’ — e_’ ~
S — u) =e, € R(S— .
(-2 (2)—aerE-2)
Damit ist y
ez, = lim YL € R(S—z1) .
zen(S)
[

Nun miissen wir noch einige Eigenschaften von (§ studieren. Zunéchst gilt
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Lemma 3.23 Sei S € £, dann gilt
fs(zl) =w; firi=1,...,n
und fg € Ny. Weiters ist die Beschrinktheitsforderung (3.22) erfiillt.

Beweis : Wegen der Voraussetzung (3.24) und n > 2 kénnen wir Satz
3.3 anwenden, und erhalten, dafl fS in jedem Punkt z; interpoliert. Um zu
zeigen, daf fS in N, liegt wenden wir Satz 3.9 an. Nach Satz 3.2 gilt die
Beschrénktheitsforderung (3.22) .

O

Man kann Lemma 3.23 auch unter scwécheren Voraussetzungen beweisen.

Bemerkung 3.11 Lemma 3.23 bleibt auch noch richtig, wenn wir fiir S
nur

L, = \/ (S—2)"'ez, =H , und (3.25)

z1 € p(S) (3.26)
voraussetzen.

Beweis : In Satz 3.9 wurde nur (3.25) und (5.26) benétigt um fg € N,
zu beweisen. Um fS(Zj) = wj fiir j # 1 zu zeigen, verweisen wir auf Fol-
gerung 3.2 , beziiglich j = 1 auf Satz 3.3 . Bei den genannten Referenzen
wurden immer nur (3.25) und (3.26) vorausgesetzt.

O

Ein im folgenden auftretender Begriff ist die unitire Aquivalenz zweier Ope-
ratoren, die wir an dieser Stelle einfiithren wollen.

Definition 3.12 Seien S,S, D S selbstadjungierte Erweiterungen von S,
~
die in Il,-Riumen H,H D H operieren. Gibt es eine unitire Abbildung U
~ ~ /
von H auf H , die H punktweise festlifst und die Figenschaft

S=U""1o S/ oU
hat, dann heifen S und S" unitir dquivalente Erweiterungen von S.

Lemma 3.24 Seien S, S

K
/

B(S) = B(S).

unitdr dquivalente Erweiterungen, dann gilt
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Beweis : Es gilt S = U108 0 U, also fiir z € p(S)N p(S/):

S—Z:U_IOS/OU:U_IO(S/—Z)OU

und damit auch 5 y
S—2)1=U"1o(S —2)toU.

Damit berechnet man

(S—2)tez,en] =[U o8 —2)toUe, ez =
=[S —2)toUez,, Uez ] = (S — 2) ez, en,].

Also gilt auch fq(z) = féf (2). Da beide Funktionen meromorph in C* sind,
und p(S) N p(g/) dicht liegt, gilt sogar fg = fg’-
|

Lemma 3.25 Sei S € £.. Dann sind die Operatoren S und §' =ao B(S)
unitdr dquivalente Erweiterungen.

.G . aoal A
Beweis : S operiere in einem Raum H, S’ in einem Raum H . Wir bemerken
zunichst, dafl unter unseren Voraussetzungen der Raum H fs /H fSO in den

Raum H isometrisch eingebettet ist (vgl. Folgerung 3.3 ). Im Raum T
liegt ebenfalls H Iy /H fSO dicht eingebettet, man kann also den Operator U

aus Folgerung 3.3 unitéir auf 5¢ fortsetzen. Das Bild von 0 unter U ist
ein abgeschlossener Teilraum von H, der die (nach Folgerung 3.5 ) dichte
Teilmenge

{Ue: = ez, + (2 = 21)(S — 2) ez |2 € p(S)}

enthélt. U ist daher auch surjektiv.
Wir haben nur noch zu zeigen, dafl

UoS =SoU
gilt. Dazu berechnen wir zunéchst
SoU(e, —ez) =S (e; +(z—2)(S—2)"tez, — e;'l) =

=(z— zl)S(S — z)_le;’1 =(z—2z1)ez + (2 — zl)z(S — z)_le;’1
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und andererseits
Uo S,(e_; —e3,) =U(zé; — z1€7,) = 2Ué; — 2z Uez, =
= z2(ez, +(z—21)(S—2)7tez,) — z1€5, = (2 — z1)ez, + (2 — 21)2(S — 2) " Lez,.

Die Operatoren U o S" und S o U stimmen also auf der Teilmenge D (S fS)
iiberein. Diese liegt aber nach Lemma 3.19 dicht in H fg und damit eben-
falls dicht in I:I/, alsoist S = U1 oSoU auf ganz i Wegen Bemerkung

§}4 und Satz 3.8 liit U den Raum H punktweise fest. Damit sind S und
S unitdr dquivalente Erweiterungen.

O

Folgerung 3.8 Der Operator S € &, erfiille die Bedingungen (3.25) wund
(3.26) . Dann gibt es einen Operator S EL d.h. mit der Eigenschaft (3.24)
, so dafs S und S unitir dquivalente Erweiterungen sind.

Beweis : Auch beim Beweis von Lemma 3.25 sind nur die Voraussetzungen
(8.25) und (83.26) eingegangen.
|

Formulieren wir unsere bisherigen Ergebnisse gemeinsam mit dem aus vor-
angehenden Abschnitten Bekanntem, so erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 3.16 Sei k > k1 + def IP und n > 2. Dann vermitteln die Abbil-
dungen o und 3 zueinander inverse Bijektionen zwischen der Menge aller
Lésungen des Interpolationsproblems (1.3) in der Klasse Ny, die der Be-
schrinktheitsforderung (3.22) geniigen, und der Menge aller selbstadjun-
gierten Erweiterungen des in H symmetrischen Operators S in einem (von
der Erweiterung abhdingigen) I1.-Raum mit der Eigenschaft (3.24) modulo
unitirer Aquivalenz.

Beweis : Bezeichne mit £” die Menge £ modulo unitirer Aquivalenz. Dann
kann man « auffassen als Abbildung

a:F, — &L
Weiters ist 3 : £/, — F, ist nach der Aussage von Lemma 3.24 als Abbildung

B: & — Fy
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wohldefiniert. Die Beziehung
foa=idg,

ist die Aussage von Satz 3.15 . Die noch notwendige Gleichung
ao 3 =idgr

folgt aus Lemma 3.25 .
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Kapitel 4

Beschreibung
selbstadjungierter
Erweiterungen

Nachdem wir gesehen haben, daf sich die Lésungen des Nevanlinna-Pick In-
terpolationsproblems durch selbstadjungierte Erweiterungen S eines gewis-
sen symmetrischen Operators, ndmlich durch einen Ausdruck der Gestalt

(5-2)"ed (4.1)

beschreiben lassen, wollen wir in diesem Kapitel solche Erweiterungen S und
Ausdriicke der Gestalt (4.1) beschreiben. Dabei wird als Parameter eine
Matrixfunktion auftreten, die im Sinne des folgenden Abschnittes endlich
viele negative Quadrate besitzt.

4.1 Die Funktionenklassen N¥**

Wir beginnen mit der Definition der Funktionenklassen NﬁXk , die den Begriff
der Nevanlinna-Klassen auf Matrixfunktionen verallgemeinern.

Definition 4.1 Sei k € IN,x € INg und F : p(F) — C*F* eine k x k
Matrizfunktion mit p(F) C CT. Wir sagen, F sei in der Klasse NﬁXk, falls
fiir je endlich viele Werte (i, ...,(m € p(F) und Vektoren @y, ... ,dn, € ck
die quadratische Form

m *

Z (F(CZC) _?gj) a;, ﬁj)glg
ij=1 i 6

85
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hdchstens Kk negative Quadrate und fiir mindestens eine Wahl vonm, (1,...,(m
und ay,...,an genau K negative Quadrate hat.

Im folgenden bezeichnen wir mit H einen endlichdimensionalen Vektorraum
(dimH = n € IN), versehen mit dem Skalarprodukt [.,.]. Weiters sei S
ein auf der Hyperebene D = D (S) definierter, beziiglich [.,.] symmetrischer
Operator. Wir setzen voraus, dafl der Skalarproduktraum (H, [.,.]) entartet,
d.h. das H® # {0} gilt. Die Dimension von H° bezeichnen wir mit k, die
Anzahl der negativen Quadrate von [.,.] mit x; und die Anzahl der positiven
Quadrate mit k3 =n —k —x1. Sei H ein II,-Raum (x > x1+k) mit H C H
und S eine in H selbstadjungierte Erweiterung von S. Das Skalarprodukt in
H und in Teilrdiumen von H wird ebenfalls mit [.,.] bezeichnet.

Um Ausdriicke der Gestalt (4.1) zu berechnen, werden wir den Raum H
zerlegen und geeignete Basen einfiihren. Dazu unterscheiden wir drei Fille,
je nach der geometrischen Lage von D und H° zueinander. Diese sind

1. D+ H° = H; wegen dim D = n — 1 ist dies gleichbedeutend mit
1. H° ¢ D.

2. H° C D, und ein (algebraisches) Komplement D; von H® in D ist
nicht entartet.

3. H° C D, und jedes (algebraische) Komplement von H® in D ist entar-
tet.

Bei der Anwendung der in den folgenden Abschnitten entwickelten Formeln
auf ein konkretes Interpolationsproblem vom Typ (1.8), ist alleine durch die
vorgegebenen Daten zq, ..., 2z, und wy, ..., w, bestimmt, welcher der obigen
Falle eintritt.

4.2 FErster geometrischer Fall: H° € D
Wir beginnen mit der folgenden einfachen Bemerkung:

Lemma 4.1 Im Fall D+H°® = H gilt D+ = H°. Wir kénnen D also in der
Form
D = Dl[‘i—]DQ mit Do = D N H°

zerlegen, wobei das Skalarprodukt [.,.] auf Dy nicht entartet.
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Beweis : Sei & € H, ¥ = &1 + &> mit &1 € D und &, € H®. Ist dann ¢ € D+,
so gilt
[3_5737] = [fl’g] + [527:';1 =0,
N—— =
=0 =0

also i € H°. Die umgekehrte Inklusion ist trivial.

Ist nun D; irgendein (algebraisches) Komplement von D N H® in D, so
ist Dy nicht entartet, denn ein Vektor Z € D;° liegt auch in H°.

|

Offenbar haben wir eine Zerlegung des Raumes H der Gestalt
H = Dy[+H® = Di[+](D " H®)[+]D3 = Di[+]D2[+]Ds (4.2)

erhalten, wobei D3 C H° ein eindimensionaler Teilraum von H® ist. Be-
trachten wir nun H° in dem II.-Raum I:I, so existiert ein mit H® schief
verbundener (k-dimensionaler) Teilraum H® von I:I.~ Dieser kann, da D; als
endlichdimensionaler nicht entarteter Teilraum von H ein orthogonales Kom-
plement besitzt, mit H® in diesem Komplement gewiihlt werden.

Wiihlen wir eine Basis {b1, ..., b} von H° mit

(b1,...,by_1) = Do und (by) = D3,
so gibt es eine Basis {¢,...,C;} von H° mit
[0, &) = 0y fiir i, 5 =1,..., k.
Weiters bezeichnen wir mit Dy bzw. Ds die Teilriume
Dy = (¢1,...,6—1) und D3 = (&,).

Der Raum H + H° hat als endlichdimensionaler, nicht entarteter Teilraum
von H ein orthogonales Komplement H;. H; ist offenbar ein Pontrjaginraum
mit K3 = K — k1 — k negativen Quadraten. Nun haben wir eine Zerlegung
des Raumes H in der Form
=D (S)=pD
~ /_/h\ A A
H = Dy [+]((Da[+]Ds) +H(Ds[+]D3) ) [H]H1, (4.3)

=H

wobel noch A K K
H® = Dy[+]D3 und H® = Dy[+]D;
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g~i1t1. Entsprechend obiger Zerlegung (4.3) schreiben wir ein Element & von

H als
k—1 ., R k—1
r=I+ ( <Z x;b; + xkbk> + (Z 1‘;5; + 1‘25}) ) + 29, (4.4)
i=1 =1
formal also als 6-Tupel
T (B, (21, Tpe1), ok, (T, TR ), T, To)-

Das Skalarprodukt zweier Vektoren & und % ist in dieser Darstellung durch

€1 Y1
o R Tk k IR
[Z, 9] = [#1, 1] + i Ik y, + [@2, 2]
T 251
zj, Yi

Die Gram-Matrix J des Skalarproduktes [.,.] in H schreibt sich bezitiglich
der Zerlegung (4.3) als Blockmatrix, ndmlich als

Lk 0
0 : I
J~ Ceee
[k 0
0 1
In der ersten und letzten Komponente wird das Skalarprodukt [.,.] ange-

wandt, in der mittleren Komponente das Skalarprodukt des C?*. Jetzt stu-
dieren wir die Wirkung eines Operators S auf einen Vektor Z. Beziiglich

1Zerlegungen dieser Art erhilt man im allgemeinen auch durch Anwendung von Satz
1.7.
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der Zerlegung (4.3) koénnen wir S als 6 x 6- Blockmatrix schreiben, wobei
die Eintragungen dieser Matrix Operatoren zwischen den entsprechenden
Réaumen sind (z.B. ist Bgs ein Operator von D3 nach Ds.):

Bi1 B2 --- Bis

- By1 Bay -+ DBag

S ~ ) ) ) (4.5)
Bg1 Bg2 -+ DBeg

Da S C S gilt, kénnen wir einige der Bi; bestimmen. Wegen D (S) = D1+ D,
sind gerade die ersten beiden Spalten von S durch S festgelegt. Sei dazu
Z€D(S) gemi (4.4) geschrieben, und gelte

k—1 k—1
S <fl + Z xib,’) = An + Az <Z ac,-bi> +
i=1

i=1

k—1 k—1
+And + Ao <Z ﬂfibi> + A5171 + Asz <Z lﬂibi) -
i=1 =1

Wegen der Symmetrie von S gilt S(D N H®) € D+, in diesem Fall (vgl.
Lemma 4.1 ) also S(D2) € Dy + Ds. Es gilt damit Aj3 = 0. Mit diesen
Bezeichnungen erhélt man fiir S

Ann| 0 By By Bis | Big
Aoy | Az Bag By Bas | By
Aszy | Azs  DBss B3y Bzs | Bsg
0o Bys Bay  Bas B46
0 | 0 Bss Bss  Bss | Bse
0 | 0 Bes:Bes Bes | Bes

un
12

Damit S in H selbstadjungiert ist, ist notwendig und hinreichend, daf} die
Matrix JS hermitesch (bzw. der durch JS gegebene Operator im entspre-
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chenden Skalarprodukt selbstadjungiert) ist. Wir berechnen also J S:

0 | 0 B Bay  Bis | Bas

0 | 0 Bsy :Bsi Bss|Bsg
;4'2‘1. A2 By By Bis B26
As1 | Az Bss B3y Bgss | Bss

und erhalten die Relationen

A1 = Af{, B13 = 0,B1y = A3, Bis = Aj;, Big = 0,
Bug =0,Buy = A3y, Bas = A3y, Bag = 0,
Bss = B;&,BM = 3;3,355 = Bég,BE,ﬁ = ng, (4.7)
Boy = B3y, Bas = By, Bag = By,
Bss = B?;E,ngj = Bg}),BGG = Bé%.

Dabei wurde zur Abkiirzung das Zeichen T fiir den adjungierten Operator
zwischen den entsprechenden Skalarproduktrdumen verwendet. Setzt man
nun die Relationen (4.7) in die Darstellung von S ein, so erhélt man

A 0 0 TAf Af| O

Asy | Asy: Bss: Bsy Bss B




4.2. DER FALL H° ¢ D 91

oder

An | 0 0 ;A5 A5 | 0

A1 | A2z Bas By Bi, | B,
Aszy | Azs DBss Bsy Bss | Bds
0 | 0 Bss:Bf; Bh|Bg
0 | 0 Bss:Bet Bes | Bes

un
12

Wir wollen nun (S — z)~! berechnen. Dabei beriicksichtigen wir, dafl wir
eigentlich Ausdriicke der Gestalt [(S—2)7'€, €] mit € € H bestimmen wollen,
und daher nur die ,,verallgemeinerte“ Resolvente

PH(S — Z)_llH mit H =H + I‘io
bendtigen. Wir berechnen zunchst (JS — Jz)~!:

- X
(JS—Jz)7t = wobei X =
k k
0 0 0 AH -2z AL
: 1
= 0 0 Bss ¢ Bfy Bh-z |"T (Bes—2) T
Aoy | Ax—2z  Bas : Bay B3,
L Az Ass  Bsz—2z: Bag Bss |

ist. Hier bezeichnet I' den Operator
I' = (0,0, Bes, Bea, Bes)-
Nun hat T'F(Bgg — 2)~'T offenbar die Gestalt

0
0
I (Bss —2)"'T=| g
0
0
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ist also im wesentlichen eine (k+1) x (k + 1)-Matrixfunktion. Da Bgg ein im
II,.,-Raum H; selbstadjungierter Operator ist, hat die Funktion ' (Bgg —
2)~!T hochstens k3 negative Quadrate. Damit liegt also die (k+1) x (k+1)-
Matrixfunktion

w5a(2) | wyg(2)T wi(2)* Bss: By B
W(z) = | why(2) why(z) why(2)® | = | BosiBau By | =
wiz(2) 1 why(2)  wis(2) Bss: B3y Bss

in der Vereinigung

Ej N DX +D)

k=0

und es gilt (JS — Jz)~!

- 4 —1
0 0 0 A} —2 Al
. T k
0 0 0: 0 —z |-LIWEL
= A21 A22 -z 0 0 0 ’
L Az Ay —z 0 0 |
ES b
mit
0 01 0O
Ly=]100010
0 0 0 01
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Die linke obere Ecke von (S — z)~! ist von der Form Py (S — 2)~ !y =

-1

A | A=z wa(2) [ waul(z)  ws(x)?
- Asy Azs  wsa(2) — 21 way(2) w3s(2)
0 0 0 Af -z A3,
0 0 wss(z) was(2)t was(z)T — 2

Diese Matrix hat die Blockgestalt?

-1

A 0 C
D E F . (4.8)
0 H K

Wir wollen einige Eintragungen dieser Matrix explizit bestimmen. Dazu
fithren wir noch eine Abkiirzung ein. Bezeichne im folgenden mit
i1 %2 —1
S <,71 j2> = Yi1j1 - Yiljzyizjgyizﬁ
« : }/;'1]'1 Y;'ljz
das ,,Schur-Komplement*“ des Minors
Yizjl Y;
(Yij)-
Um Ausdriicke der Gestalt (4.1) zu berechnen benétigen wir von der
inversen Matrix (Xj;); j=1,..3 nur die Blocke X11, X192, X31 und X3p. Diese
berechnen wir im folgenden Lemma.

) einer Matrix ¥ =

272

Lemma 4.2 Sei X = (Xij)szl die Inverse der Blockmatrix

A 0 C
vy=|D E F |,
0 H K

und seien A, E und K invertierbar. Dann gilt fir die erste Spalte von X

23\-! \*
;&1:<A+4HV4HS(23> D) ,

2Die Unterteilung in diese Blocke ist die grébste Unterteilung, die ein , geschicktes®
Ausrechnen von [(S — 2)7'¢, €] mit & € H erméglicht.
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23
23

23
23

-1
X21 = —S( ) DX117

-1
X31:K‘1HS< ) D X1,

und fiir die zweite Spalte

11 23\\ 7"
Xp=(DATCK H+5(10))

X9 = AT'CK'H Xy,
Xao = — K 'H Xos.

Beweis : Es gilt Y - X = I. Schreiben wir die Gleichungen fiir die erste
Spalte ausfiihrlich an, so erhalten wir

AXq +CX31 = 1
DXy +EXy +FX3 =
HXy1 +KX31 = 0

@)

Daraus folgt
X3 = K 'HXy

und
DX+ EXy — FK 'HX5 =0,
also
—1 71 23\
Xoy=—(E—FK "H)""DX;; =-S 9 3 DXi4.
Damit ist
. 23\ !
X31 =K "HS 923 DXll

und wir erhalten

23\t \7'
X = <A +CK'HS (2 3) D)
Die Gleichungen fiir die zweite Spalte lauten

AX1o +CX32 =
DXi1o +EX9 +FXs9
HXy» +KX3 = 0

~N O
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Daraus folgt wieder
X3 = —K 'HXp

und
X9 =—-A"'0X5 = AT'CK'HX .

Weiters ist
DAT'CK 'HX9 + EX9y — FK YHX9o =1,

Xoy = <DA—1CK—1H+ S (; g))_

also

O

Wir bemerken, da§ der Parameter W (z) hier im wesentlichen nur in der
Verbindung
K'HE-FK'H)™!

auftritt. Schreibt man einen Vektor € € H in der Form (4.4) , also

k—1
e=é + (Z eib; +ekbk>

i=1
so erhélt man fiir den Ausdruck (4.1):

k
[(S—2)" eé]—[PH( Mu <61+Z€z z>,€1+zeigi‘|:

X1 Xi2 % koo koo
= * * * <€1+Zeibi>,é’1+26ibi =

X311 Xzz =1 i=1
k =
Xner+ X | X eib;
=1 k .
= JEL+ ) eibi| =
k . =1
X31€1 + X320 | D eib;
i=1
el e1 el
= | Xner + X2 : €1 + | Xzier + Xao
€k—1 €k—1 €k—1
ek ek ek
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Bemerkung 4.1 Ein weitergehendes Einsetzen in obige Formeln wollen wir
an dieser Stelle nicht durchfiihren. Im letzten Kapitel dieser Arbeit werden
die angegebenen Formeln in einigen Beispielen weiter ausgerechnet und die
Losungsfunktion des Interpolationsproblems explizit bestimmt.

4.3 Zweiter geometrischer Fall: H° C D, D; nicht
entartet

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall, dafl der isotrope Teilraum H® in
D enthalten ist, und ein (algebraisches) Komplement Dy von H® in D nicht
entartet. Auch hier fiihrt uns die folgende Bemerkung zu einer Zerlegung des
Raumes H.

Lemma 4.3 Sei Dy ein (algebraisches) Komplement von H® in Di-. Dann
ist Dq nicht entartet.

Beweis : Zuniichst existiert Di- wegen der Endlichdimensionalitit und un-
seren geometrischen Voraussetzungen. Es gilt daher

H = Dy [+ (H*+Dy) .

Ist ¥ € Do°, soist £ L Dy, L Dy und auch ¥ L H®, also ¥ € H°. Damit
gilt aber & = 0.
O

Wir wihlen wieder einen (k-dimensionalen) mit H® schief verbundenen Teil-
raum H® in I:I, und ein orthogonales Komplement H; von HiH° in H. Ein
solches existiert, da H4H° endlichdimensional und nicht entartet ist. Wie-
der hat Hy genau k3 = k — k1 — k negative Quadrate. Damit erhalten wir
eine Zerlegung des Raumes H:

=D (S)=bD
. T T L
H = Do[+] Di[+](H° +H® ) [+]H,. (4.10)
=H
Seien {by,...,by} und {,...,&} Basen von H® bzw. H° mit

[Z_);,EJ]Z(SZ] fﬁri,j:l,...,k,
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und 50 € Dy mit [50,50] = ¢ = 41. Dann schreibt sich ein Vektor 7 € H
entsprechend der Zerlegung (4.10) als

k k
Z = xoby + 71 + <inbi +Zx;@-> + 2y, (4.11)
i=1 i=1
formal also als 5-Tupel

j?ﬁi($0,iﬁ,($1,...,$k),($1,...,$k),ib).

Das Skalarprodukt zweier Vektoren £ und g ist in dieser Darstellung gegeben
durch

T Y1
N _ R T N
[Z, 9] = oxoTy + [Z1, 71] + | + [, 1]
T h
xy, Yi
Wieder bezeichnet J;, die Matrix
01
Jy, = Ceian
[ki 0

Die Gram-Matrix J des Skalarproduktes [.,.] in H schreibt sich bezitiglich
der Zerlegung (4.10) als Blockmatrix, ndmlich als

1 0
[n—k—l

0 I

wobel in der ersten, zweiten und letzten Komponente das Skalarprodukt
[.,.] verwendet wird, ansonsten das Skalarprodukt des C?!. Ist S eine in
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H selbstadjungierte Erweiterung von S, so schreibt sich entsprechend der
Zerlegung (4.10) S als 5 x 5-Blockmatrix

Bi1 B2 --- Bis
go | P P2 P (1.12)
Bsi Bsy --- Bss

Wegen D =D (S) = Dy [+]H® koénnen wir die zweite und dritte Spalte aus
der Relation S C S bestimmen. Sei dazu

k k
S <3_f1 + Zl’i);) = Ao 71 + Aq3 (Z l’ﬂi) +
i=1

1=1

k k
+A22T1 + Ags (Z ﬂfibi> + A3271 + Ass (Z ﬂfibi> -

i=1 i=1
Wegen der Symmetrie von S gilt S (H®) € D+ = H® 4 Dy, also ist Agz = 0.
Somit erhalten wir

un
1
oy
Pt
N
g
N
2
oy
®
oy
&

und
B Agg | Aus By | Bis
By A | O By | Bas
JS = By 0O 0 Byy | Bys

B3 Az A33§B34 Bss
Bs; 0 0 :Bss | Bss

Soll S selbstadjungiert sein, so muB
By = Bi}, A, = By, Afy = By, By = By,

By = Biy, Aoy = A3, Boy = A3y, Bos = 0, By = A3, (4.13)
Bys = 0, B3y = B4, Bss = B;, Bss = Bi:
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gelten. Setzen wir diese Relationen oben ein, so erhalten wir

By A | Ais Bj, | B
Ah, Ag | 0 AL | 0O
TS A 0] 0 4G 0
B3y Az | A3z Bsy | B,
Bs; 0 0 :Bss| Bss
oder
By A | Az Bf, | B
Afy A | 0 AH| 0
S| By Az | Ass Bsy | B,
Af; 0 | 0 ;AL O
Bsiy 0 0 : Bss | Bss

99

Da wir nur an der verallgemeinerten Resolvente Py (S — z)~! |y interessiert
sind, verfahren wir auch weiterhin wie im letzten Abschnitt. Wir berechnen

also zuniichst (JS — Jz)~ L

- X x*
(JS—Jz)7t = wobei X =
k k
By —z A Az B3
A0 0 i
i B3y Azx— 2| A3 —2z: DBz

ist. Hier bezeichnet I' den Operator

I' = (B51,0,0, Bsyg).
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Wieder ist I't (Bgg—2) ~'T" im wesentlichen eine (k+1) x (k-+1)-Matrixfunktion
und hat die Gestalt

Da Bss ein im II,,-Raum H; selbstadjungierter Operator ist, hat die Funk-
tion Tt (Bss — z)_lf hochstens k3 negative Quadrate. Damit liegt also die
(k+1) x (k+ 1)-Matrixfunktion

_ [ win(z) wy(2)T ) [ Bu(z) Bai(2)T ) _
W(z)—< 1 5 ) <B31(Z) B3y(2) >_

in der Vereinigung

und es gilt (JS — Jz)~! =

- 1 -1

-z A Az 1 0
A, Agy — 2z 0 : AZ
12 122 L R N 500 I
= Aigo ......... O ..... Aég_z B
L 0 A32 A33—Z 0 i
* *
mit
1000
L2 = ( 000 1 )



4.3. DER FALL H° C D, D, NICHT ENTARTET 101

Die linke obere Ecke Py(S —2)7'g von (S — 2)~! berechnet sich damit zu
PH(S — Z)_I‘H =

1
wi1(z) —z A Az wz (2)*
w3y Azp | Az — 2@ wsa(2)
AT, 0 0 A — 2

Wir fassen die ersten beiden Zeilen bzw. Spalten zusammen? und berechnen
die Inverse im folgenden Lemma.

Lemma 4.4 Sei X = (X,-j)g’j:1 die Inverse der Blockmatrix
A B C
Y=| D E F |,

G 0 K

und seien A, E und K invertierbar. Dann gilt fir die erste Spalte von X

13 23\\ !
X1 = —~ BE™!
H (5(1 3> S<1 3)) ’
23
Xop=—E7! X
21 S<1 3) 115
X51 = —K7'G Xy,
und fiir die zweite Spalte

1

xo- (55 (22)5(12) ')

13\t
X9 = — BX
12 5(1 3> 22,
. 13\7!
X9 =K °GS 13 B Xo9.

3vgl. FuBnote 2 vor Lemma 4.2 .
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Beweis : Es gilt Y - X = I. Schreiben wir die Gleichungen fiir die erste
Spalte ausfiihrlich auf, so erhalten wir

AXy1 +BXy 4+CX35 = 1
DXy, +FEXo +FX3 =
GX11 +KX31 = 0

[en}

Daraus folgt
X3 = K 'GXyy

und
DXy + EXy — FKT'GXy, =0,

also 53
X9 = —E_l(D — FK_lG)Xll = —E7!'S (1 3) Xi1.

Setzt man dieses in die erste Gleichung ein, so ergibt sich

23
13

- (5(12) - re(22)

Die Gleichungen fiir die zweite Spalte lauten

AXy — BE™'S ( ) X1 —CK'GXp, =1,

also

AX9s +BXy 4+CX3 = 0
DXi9 +FXo +FX3o = 1.
GXio +KX3s = 0

Dann ist wieder
X3 = —K 'GXp

und
AX15 4+ BXs — CK7'GX19 = 0,
also )
13\~
X0 = — BX
12 S (1 3> 22
und damit

13

_ g—1
X3 =K G’S(13

-1
) BXo.
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Setzen wir die bisher erhaltenen Formeln in die zweite Gleichung ein, so
ergibt sich

13
13

xa (25 (22)s (1) )

Schreibt man wieder einen Vektor € € H in der Form (4.11) , also

-1
-DS (1 3) BXo99 + EX9y + FK'GS (

-1
BXo =1
13 ) 22 )

also

k
&= (eobo +&1) + Y _ eibs,

i=1
so erhilt man fiir den Ausdruck [(S — z)~!€, €] analog wie im letzten Ab-

schnitt: [(S — z)~'¢€,e] =

k k
= [PH(S —2) 7 u (6050 GRS eﬂh’) seobo + €1+ Y eibi| =
i=1 i=1

€1
= X11(6050+€1)+X12 ,60504-@1 +
€k
€1 €1
+ Xgl(eobo + 51) + X39
€k 3

4.4 Dritter geometrischer Fall: H° C D, D, entartet

Wir betrachten nun den noch verbleibenden geometrischen Fall, indem n&mlich
H® C D gilt und jedes (algebraische) Komplement Dy von H® in D entar-
tet. Mit Hilfe des néchsten Lemmas erhalten wir wieder eine Zerlegung eines
Erweiterungsraumes H von H.
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Lemma 4.5 Sei Di[+]H° = D, also D; ein (algebraisches) Komplement
von H® in D. Dann gibt es zwei Vektoren by und ¢y mit

[50750] =1 und [50750] = [60750] = 07

die
(@) = Dy N Dby L D} und by ¢ D

erfillen.

Beweis : Bezeichne mit D/ ein Komplement von D;NDi in Dy, und mit D}
ein (algebraisches) Komplement von D in H. Als nicht entarteter Teilraum
des endlichdimensionalen Skalarproduktraumes D;+ Dy, besitzt D} ein or-
thogonales Komplement D+. Offenbar ist D;+D}), und D}, damit also auch
Dyt nicht entartet, und es gibt in D}* einen, mit dem neutralen Teilraum
DinN Df- schief verbundenen Teilraum Dj. Da kein Element von D ortho-
gonal auf Dy N Di ist, muB Do N Dy = {0} gelten. Also ist die Dimension
von Dy und damit auch die Dimension von Dy N Di- gleich 1, und wir haben
eine Basis {by} von Dy bzw. {cb} von Dy N DL mit allen oben verlangten
Eigenschaften. Dabei ergibt sich bo ¢ D aus by € Dy +D} und bo ¢ Dy.

O

Bezeichnen wir Dy ND{ mit ljo, so haben wir also eine Zerlegung des Raumes
H in der Form

=D (S)=pD
H = (Do+ Do) [+]D}[+](H° +H") [+]H, (4.14)
=H

erhalten. Dabei ist wieder HO schief verbunden mit I—io, und H; das orthogo-
nale Komplement von H-+H® in H. Seien {51, ... ,5k} und {¢, ..., ¢} Basen
von H® bzw. H° mit

[gz',gj]:(gij fire,7=1,...,k,

dann schreibt sich ein Vektor # € H gemiB obiger Zerlegung (4.14) als

k k
T = (33050 + :E/050) + T + (Z 33251 + Z 3325;) + Zo, (4.15)

1=1 i=1
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formal also als 6-Tupel

Z =~ (0, 20, T1, (X1, .., 2E), (T, ... 23,), T2) -
Das Skalarprodukt zweier Vektoren Z und ¢ ist in dieser Darstellung durch
I !

B T I T Lo
e Bl AR RN AR B A el R R
Yo Iy Y1

! /
Ty, Yi

gegeben. Wieder bezeichnet Ji, und entsprechend Jo, die Matrix

i1
0.:. . 0
1:0
[n—k—2
J ~ . )
0 : Ik
[k 0
0 I
wobei in der zweiten und letzten Komponente das Skalarprodukt [.,.] ver-

wendet wird. Ansonsten beniitzen wir das Skalarprodukt des C? bzw. C%F,
Ist S eine in H selbstadjungierte Erweiterung von S, so schreibt sich ent-
sprechend der Zerlegung (4.14) S als 6 x 6-Blockmatrix

Bi1 Bia -+ DBig
- Bs1 By -+ Bog
go | P P2 B (4.16)

Bg1 Bg2 -+ DBeg
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Wegen D =D (S) = ljo[—i—]D’L [++]H® kénnen wir die zweite, dritte und vierte
Spalte aus der Relation S C S bestimmen. Dazu sei

k
S <!L"/050 + 7 + Z ﬂfibi> = A1(x(C) + A13T1+
i=1

k k
+Aq4 (Z ) + A22 wOC()) + Ag3¥1 + Aoy (Z ) +

k
+Asza(z0c0) + Az + Az (Z l'ibi) +

i=1
k —
+Ag2(20C) + As3®1 + A <Z ﬂfibi> -

Wegen der Symmetrie von S gilt S (H®) C D+ = H® 4 Dy, also ist Ay =0
und Asz4 = 0. Somit erhélt man

Biy:Ap | Az | 0 :Bis| Bis

Boy Agg | Aoz | Agy Bas | Bog
331§A32 Asz| 0 ;Bss Bsg

o By Ayg | Ags A44§B45 Byg
B510 00355 5
B61§ 0 0 0 EBGE) Beg
und
Boy 1 Agg | Aaz | Azat Bas | Bag
Biidi | Ais| 0 B | Bis
7S ~ Bs1: Asy | Ass | 0 : Bss | Bse

Soll S selbstadjungiert sein, so muB

+ + + + +
B21 = le7A22 = Bll7A23 = B31; A24 = B51; BZS = B417
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B = By, A1a = Ay, Afy = Asy, Bis = Ay, Big = 0,
Asz = Ay, Bss = A, Bss = 0, Bss = A}y, Bsg = 0,
Bis = Bf5, Bis = B, Bos = B
gelten. Setzen wir diese Relationen oben ein, so erhalten wir
Boy i Aoy | Ass | Aoai Bf | Bg;
A;2A12 A§20ALO
Afy i Agy | Ags | 0 DAL 0

JS ~ : ;
Ayr 0| 0 ] 0 AL O
By Ao | Auz | Agy Buys | Bgs
Bei: 0 | 0 | 0 :Bgs| Bes
oder
A5r2 Az A;)E 0 AL 0
B Agg | Aoz | Aoy Bf | B&
g | A% (A | Ay | 0 (AL O

By Ay | Az | Aw Bs | B
A;'40 00 ALO
Ber: 0 | 0 | 0 :Bgs|Bes
Auch hier verfahren wir wie in den beiden vorangegangenen Abschnitten,
und berechnen zunichst (JS — Jz)~L:

~ X %
(JS—Jz)! = wobei X =
* *
' L -1
Boy A —z| Ao Aoy B},
Ay — 2 P A A, 0 Al
- Az Ags | Az —=z 0 Al — T (Bgs — 2)”'T
A7 0 0 0 AL -z
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ist. Hier bezeichnet I' den Operator
I' = (Be1,0,0,0, Bgs ).

Wieder ist I't (Bgg—2z) ~'T" im wesentlichen eine (k+1)x (k-+1)-Matrixfunktion
und hat die Gestalt

wy(2) 10 1008wy (2)*
0 fo|ojoi 0
I (Bss —2)"'T = o fololol o
0 io|ojoi o

RS F E F R

Da Bgg ein im II,,-Raum H; selbstadjungierter Operator ist, hat die Funk-
tion I'M(Bgg — 2)~'T" hochstens k3 negative Quadrate. Damit ist also die
(k +1) x (k4 1)-Matrixfunktion

wh () W (z"' Bsi(2) B (Z)+
w<z>=< W) >_<Bi<z> Bu:) )Z

in der Vereinigung

U N](:f-i-l)x(k—i-l)

r'=0
enthalten, und es gilt X =
I ) . L -1
0 Aoy — 2 Ass Agy 0
Ay —z: Ap AL, 0 Al
= Af, § A | A—z| 0 1oAf |- LiW(2)Ls
Af 10 0 0 AL -
i 0 Agz Az |Au—z: 0 |

mit
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Die linke obere Ecke Pr(S—2)"Y g von (S—2)~ ! mit H = H+H® berechnet
sich damit zu Py (S — 2) 7'y =

Apy =zt Ap Ay 0 Al
w21(z) . A22_Z A23 ...... ;4.2.4. . w41(2)+
= A, Agy | Az —= 0 Als
wy(z) 1 Ag Agg | A — 21 was(2)
A;l ....... SRR EE R ()AL_Z

In dieser Matrix fassen wir die ersten beiden Zeilen bzw. Spalten zusammen?

und erhalten wieder eine Blockmatrix der Gestalt

A B C
Y=|D E F
G 0 K

Nach Lemma 4.4 ergeben sich fiir die ersten beiden Spalten der inversen
Matrix (X;;)? . die Ausdriicke

ij=1
X —<S( )—BE IS( ))1
11 — 13 13 )

23
X9y = —E7! X
21 S(l 3> 11,

X3 = -K'G Xy,

-1
23 13\!
x=(2-s(23)s(13) )

und

13\°!
X9 = — B X
12 S<13> 22,
. 13\7!
X32:K GS 13 BX22-

4ygl. FuBnote 2 vor Lemma 4.2 .
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Ebenfalls genauso wie im zweiten geometrischen Fall ergibt sich fiir einen

. k
Vektor € = (egby + €yco + €1) + > €itb; € H die Formel

=1
~ ~ — k —
[(S—2)""¢él = |Pu(S—2)""|u <eobo + eylo + €1 + Zeibi> ;
i=1
— k —
,eobo + 6650 +e1 + Z eibz} =
i=1
€1
= Xll(eogo + 6/050 + 51) + X129 ,eog() + 6/050 +e1| +
er

€1 €1
+ Xgl(eogo + 6650 + 51) + X39

€k €k



Kapitel 5

Eine Anwendung

In diesem Kapitel wollen wir, fiir einen speziellen Fall der vorgegebenen Da-
ten z1,...,2z, und wq,...,wy,, die Ergebnisse der beiden vorangegangenen
Kapitel kombinieren, und damit zu expliziten Losungsformeln fiir das Inter-
polationsproblem (1.3) , also fiir Funktionen f € N, mit

flzi)=w; firi=1,...,n (5.1)

gelangen.

Weiters werden wir an einigen Beispielen demonstrieren wie man die von
uns entwickelte Theorie konkret anzuwenden hat. Dabei werden wir fiir jeden
der drei geometrischen Fille ein Beispiel angeben, es kénnen also alle drei
Félle wirklich bei Interpolationsproblemen auftreten.

In beiden Abschnitten dieses Kapitels kommen wir auch noch einmal auf
die eindeutige Losung mit minimaler Anzahl negativer Quadrate zuriick. Im
ersten Abschnitt um zu zeigen, dafl man auch sie als Funktion der Gestalt fS
erhilt und im zweiten Abschnitt um an den verschiedenen Beispielen unsere
Beschreibung (vgl. Abschnitt 2.2.2) der eindeutigen Losung zu demonstrie-
ren.

5.1 Eindimensionale Entartung im Fall H° € D.

5.1.1 Die geometrischen Voraussetzungen

Wir betrachten ein Interpolationproblem vom Typ (1.8) mit den Daten
2,...,2n € CT und wy, ... ,w, € C. Fiir den Rest dieses Abschnitts setzen
wir voraus, daf} fiir dieses Interpolationsproblem der erste geometrische Fall

111
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vorliegt, d.h., da§ H® ¢ D = D (S) gilt. Weiters wollen wir hier verlangen,
daB der Defekt der Pick-Matrix IP gleich Eins ist, das also dimH® = 1 gilt.

Wir finden wegen unserer Voraussetzungen einen Vektor b = ) b;ez; des
i=1

isotropen Teilraumes H° von H mit zk: b; = 1. Wir setzen weiters voraus,
i=1
daB b; # 0 fir i = 1,...,n gilt. Im folgenden werden wir {b} als Basis
von H° wiihlen. Weiters sei {b;} eine Basis des mit H° schief verbundenen
Teilraumes H° mit [b,b1] = 1.
Die Zerlegung (4.2) des Raumes H reduziert sich unter unseren Voraus-
setzungen auf H = D[+]H°. Die Zerlegung (4.3) eines Erweiterungsraumes
H D H hat dementsprechend die Gestalt

H = D[] (H*+H°) [+]H,.
Schliefilich lautet die Matrixdarstellung (4.6) in unserem Fall

A | 0 ;A3 0

S~ Az | Bsg i Bss | Bd;

0 | Bss:Bis | By

0 | Bss : Bes | Bes
Die Operatoren A7 und Az; erhilt man dabei durch
A11:POSundA31:(I—P)OS,

wobei P die Projektion von H auf D lings H® ist. In Koordinaten geschrie-
n

ben erhélt man fiir einen Vektor ¥ = ) x;e;, € D:
i=1

n

Anf = Z (mizi — (Z :Eij)bi) eZZ. bzw.
7=1

i=1

Aglf = (Z l‘ij)g.

=1

Fiir das Folgende wesentlich ist nun die Feststellung, dafl jeder Wert z; in
der Resolventenmenge von Aj; liegt.
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Lemma 5.1 Kein Wert z; firi € {1,...,n} ist Eigenwert von Aq;.

Beweis : Sei )\ ein Eigenwert von A1; und Z ein zugehoriger Eigenvektor,
n
T = > zje;,. Dann ist

0= (A1 — Z (a:,z, - (Z xj2j)bi — )\w,-) €2
j=1

1=

es mufl also fiir jedes i = 1,...,n die Beziechung

—Nzx; = Zznjzj (5.2)

n
gelten. Wére nun A = z;, fiir ein ig € {1,...,n}, so wire 0 = (Y x;z;)bi,,
j=1
n
also > x;z; = 0. Mit den Gleichungen (5.2) folgt dann x; = 0 fiir ¢ # 4.
j=1
Da 7 € D liegt, mufl damit auch z;, = 0 sein, d. h. ¥ = 0.
|
Jetzt wollen wir die Formeln (4.9) zur Berechnung von [(S — 2z)~'ez,, ez,

fiir unseren Fall weiter ausrechnen, und damit eine explizite Parameterdar-

K
stellung fiir interpolierende Funktionen in |J Ny erhalten.
K'=K1

5.1.2 Eine explizite Losungsformel

In unserem Fall erhélt man nach Abschnitt 4.2 fiir die Matrixdarstellung der
verallgemeinerten Resolvente Py (S — z)™!|y die Formel

-1

A11 —Z 0 A;)—l
A3 wsz—z  wss
0 W53 wgy — 2

Unser Problem besteht also darin obige Inverse zu berechnen. Dazu gehen
wir wie bei Lemma 4.2 von der etwas allgemeineren Matrix

A 0 C
D E F
0 H K
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aus, und berechnen die in Lemma 4.2 angegebenen Ausdriicke fiir die Blocke
der inversen Matrix. Wegen unserer Voraussetzungen gelten nun jedoch ei-
nige Regeln, die das Ausrechnen wesentlich vereinfachen.

Zunichst wollen wir uns vergegenwiértigen zwischen welchen R&umen
die einzelnen Eintragungen obiger Matrix operieren. Die von uns gewéhlte
Zerlegung des Raumes war

D (S)[H](H°+H°),

es gilt also
A:D(S)—D(S), D:D(S)— H°,

E:H°—H°, H:H°— H°,
C;I—iOQD(S), F:H —H°, K:H° — H".
Man sieht, dal E, F, H und K durch Zahlen e, f, h bzw. k mit
Eb=c¢b, Hb=hb, , Fby = fb, Kby = kb,
gegeben sind. Der Operator C' ist durch einen Vektor ¢ € D (S) mit
Chy =¢
festgelegt, wahrend D durch einen Vektor deD (S) mit
Di = [Z,d)b fiir £ € D (S)

bestimmt ist. Die letzte Aussage folgt daraus, daB DT = d(Z)b ist, wobei d(7)
ein lineares Funktional des nicht entarteten Skalarproduktraumes D (S) ist.
Nun sind C' und D adjungierte Operatoren, d.h. fiir jedes # € D (S) gilt!

[DZ,by] = [, Cb],

und man berechnet

und

[7,Chi] = [#,4.

Wir betrachten hier die Bilinearform [.,.] zwischen den dualen Raumpaaren

(D(8),D(S)) und (H, H*),
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—

Da D (S) nicht entartet folgt ¢ = d, also

Jetzt wenden wir uns der Berechnung der Inversen nach Lemma 4.2 zu.

5(3 g) =FE—-FK™'H:H°— H° also
23\ fh
S<23>b—(e k)b.

-1
K'HS <2 3) =" g

Damit ist

23 ek—fhbl‘

Zur Abkiirzung wollen wir ﬁ = p setzen. Wir berechnen weiters fiir
ZeD(S)
23\
(A+CK'HS (2 3) D)Z = AZ + p[Z,d|d, also

XnuZ = (A +pl.,dd)"'Z.
Damit ergibt sich, ebenfalls fiir Z € D (S)

23\
Xglf:K_lHS< ) DX1% =

Weiters gilt

— h - = h g
(DAT'CK'H + S 23 )b = (-[A7'd,d] + (e — f—))b,
23 k k
also L h
Xl = (A7 + (e~ 25
Damit ergibt sich
1 7 1 7
K™"HX99b =
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und daraus

X12 = > = L A_ld_: und
[A=1d, d] + (ek — fh)
1 -
X32 = — bl.

[A='d,d] + (ek — fh)

Wir haben nun alle Bestandteile der Inversen Matrix die wir benotigen be-
rechnet, und konnen weiter in die Formeln aus Abschnitt 4.2 einsetzen. Die
Zerlegung des Vektors e7, gemif unserer Zerlegung des Raumes H hat dabei
die Gestalt €3, = (e7, — b) 4+ b. Wir berechnen damit

B Xll(ezl — g) + X12g . .
[(S—2)""ez, ez] = * ez —b)+b| =
X31 (6;1 — b) + X32b
= [X11(ez, — b),ez,] + [Xu2b, €2,] + [Xa1(ez, — b), b+
+[X32575] =

A R— — % — A_ld_;e;
(At pl dld) (e — By en) + A heal

o n I 1
+p[(A. + p[.,d|d) " (ez, — b),d]| — — =
p[( pl.,d]d)""(ez, —b),d] AN dl + (ch— fh)

- - - Ald ez ] -1
= [(A. +pl.,d|d) ez, —b), ez, +pd| + %
[( pl.,d]d)""(ez, —b), ez, +Pd] pp[A_ld7d+h

Setzt man in dieser Formel die Werte von A,C,D,E, F,H und K ein, so
erhélt man

-

(S —2)7 ez, 2] = (A1 — 2+ pl.,dld) " (ez, — b), ez, + p(2) Af b1]+

(A1 — 2) " Afiby, ez, — 1
p(2)[(A11 — 2) 1A b1, A b1] + wsz(2)

+p(z)

wobei
p(2) = 22 — 2Rw33z + |wss)® — wsswsz = | W (2) — 2|

ist.

Wir wollen an dieser Stelle noch einmal ausdriicklich darauf hinweisen,
da von der Parametermatrix W (z) nur wss und p(z) in die Losungsformel
eingeht.
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5.1.3 Der Parameter W(z) =0

Wie schon am Anfang dieses Kapitels gesagt wollen wir uns nun mit der
eindeutigen Losung des von uns betrachteten Interpolationsproblems mit
minimaler Anzahl negativer Quadrate beschéftigen.

In Kapitel 3 haben wir gesehen, dal man eine in gewissem Sinne einein-
deutige Beziehung zwischen den Losungen des Interpolationsproblems (1.3)
und den, von uns in Kapitel 4 beschriebenen selbstadjungierten Erweiterun-
gen von S herstellen kann. Dies gilt jedoch nur im Fall x > x; + def IP. Wir
stellen uns nun die Frage ob man auch die Losung in der Klasse N, mit
Hilfe einer gewissen Erweiterung, oder zumindest mit Hilfe eines gewissen
Parameters W (z) in unserer Beschreibung erhalten kann. Notwendig dafiir
ist jedenfalls, da§ die eindeutige Losung (als rationale Funktion) fiir z — oo
beschrankt bleibt. Nach unserer Beschreibung der eindeutigen Losung sieht
man, daf} diese Bedingung jedenfalls im ersten geometrischen Fall erfiillt ist.

Wir werden auch hier die zu Beginn dieses Abschnitts gemachten Voraus-
setzungen einhalten, fordern also zusétzlich, daf3 der Defekt der Pick-Matrix
IP Eins betréigt.

Setzt man in den Formeln von Lemma 4.2 den Parameter W(z) = 0
ein, so ist insbesondere? ws3(2) = 0, also mit den dortigen Bezeichnungen
H = 0. Damit gilt (wieder mit dortiger Notation):

Xin=A"1=(An-2)7"
X12 = 0,X31 =0 und X32 =0.

Es ist also fiir die zum Parameter W (z) = 0 gehérende Erweiterung S

[(S - Z)_le;17e;1] = [(All - Z)_lezw 621]’
Weiters sind die Datenpunkte z; fiir i = 1,...,n in der Resolvente von S, es

gilt ndmlich

Lemma 5.2 Sei z € p(A11),2 # 0, dann ist auch (S — z) invertierbar. Fiir
nichtreelles z ist damit sogar z € p(S).

Beweis : Die dem Operator S — z entsprechende Matrix hat die Gestalt

~ A11 —Z 0 A;;l
S—2z~ Agl —Zz 0 . (53)
0 0 -z

2Die folgenden Uberlegungen gelten fiir jeden Parameter W (z) mit wss(z) = 0.
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Man bestétigt durch beidseitiges Ausmultiplizieren (siehe auch Lemma 4.2
), dafl die Matrix

(All — Z)_l 0 %(All — Z)_lAg_l
TAz1(An —2)"t =12 LAn(An —2)tAg

0 0 -1

z

die inverse Matrix der Blockmatrix (5.3) ist.

Zusammenfassend erhilt man den Satz

Satz 5.1 Die Funktion fS fiir die zum Parameter W(z) = 0 gehdrende

Erweiterung S stellt die eindeutige Ny, -Lisung des Interpolationsproblems
(5.1) dar.

Beweis : Da nach Lemma 5.1 fiiri=1,...,n stets z; € p(A;1) gilt, folgt
mit Lemma 5.2 z € p(S). Es ist also fg(zi) = w; fir i = 1,...,n. Da-
mit hat die Funktion f& mindestens k; negative Quadrate. Da A1y in dem
I1,,,-Raum D selbstadjungiert ist, hat die Funktion fS auch hochstens k;

negative Quadrate.
|

5.2 Einige Beispiele

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Interpolationsprobleme konkret vor-
geben und mit den von uns entwickelten Methoden 16sen. Wir betrachten
im folgenden ein Beispiel fiir den ersten und ein Beispiel fiir den zweiten
geometrischen Fall, in denen wir explizite Losungsformeln angeben. Weiters
geben wir ein Beispiel fiir den dritten geometrischen Fall. In diesen Beispie-
len wird der Teilraum Hy stets eindimensional sein. Darum geben wir ein
viertes Beispiel, in dem der Teilraum Hq zweidimensional ist. In den beiden
letzten Beispielen werden die expliziten Losungsformeln zu kompliziert um
sie hinzuschreiben. Die Vorgangsweise zur Losung eines konkreten Interpola-
tionsproblems und insbesondere unsere Sétze iiber die eindeutige Losung mit
minimaler Anzahl negativer Quadrate werden aber deutlich demonstriert.

Beispiel 1:
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Z1=i,Z2:2’i, w1:4i,w2:2i.

Die Pick-Matrix hat die Gestalt
4 2

P — A =(4—A)(1-X)—4=A\-5).

und man berechnet

Damit ist IP singuléir und hat x; = 0 negative Eigenwerte. Im Raum H
schreibt sich beziiglich der Basis {e7,, €z, }

oo (o ()

Offensichtlich ist H = D[+]H®, es liegt also der erste geometrische Fall vor.
Wir bestimmen die eindeutige Losung des Interpolationsproblems in der
Klasse Ng. Dazu sei h® = (_12) € H*:

1(—4)(z+20) + (=2)(=2)(z +2) _ 4
1(z+20) + (=2)(z +1) z

Um nun Losungen des Interpolationsproblems in der Klasse N, zu er-
halten fithren wir im Raum H eine neue Basis {d, b} ein:

- 1 5 L7 1 o 5
d= <_1> =e; —€,, b= (_2> =e; — 2e,.

Beziiglich dieser Basis schreibt sich der Operator S als
Sd = ez, — ez, = Wb.

Die Matrixdarstellung einer selbstadjungierten Erweiterung S von S in einem
II,-Raum H (D H) hat also die Gestalt

0 —1 0
Bss Bss Bg;
Bss B?;E Bg'g
Bgss  Bss  Bes

un
Il
co = o
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Berechnen wir die verallgemeinerte Resolvente Pg (S — z)~ 1|, so ergibt sich

-1

R —z 0 —1
PH(S—Z)_l‘H: (3 w33 — 2 w35 s
0 w53z W33 — 2

wobel
__ K3
Ws3 W33 2%2
W(z) = e |J N,
w33  Wss =0

und k3 = kK —def IP — k1 = x — 1 ist. Setzt man nun in die im letzten Kapitel
entwickelten Formeln ein, so erhélt man

(w3z — 2)(Wsg — 2) — wasws3

X1 = —
ws3 — 2((ws3 — 2)(Wgg — 2) — w3sws3)’
—1Ws53
X31 = —
W53 — z((w33 - z)(w33 - Z) - w35w53)’
—1Ws53
X2 = —
W53 — z((w33 - z)(w33 - Z) - w35w53)’
—ZWs53
X320 =

ws3 — 2((ws3 — 2) (W33 — 2) — WasWws3)
Man berechnet daraus

4((ws3 — 2)(Wsg — ) — w3sws3) + 2Ws3
ws3 — 2((ws3 — 2)(Wsg — 2) — wW3sws3)

[(S—2)"tez,,ez] =
Damit hat man durch
fe(z) = =4+ 4(z+19) + (2 + D[S = 2) " tez,, ez
solange der Nenner
w5z — 2((ws3 — 2)(Wsg — 2) — W35Ws3)

an den Stellen z; und 29 verschieden von Null ist, interpolierende Funktionen
gegeben (wie man unmittelbar nachrechnet).

Beispiel 2:

Z1 :i,Zg =2 , W1 = —i,wg = —21.
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Die Pick-Matrix hat die Gestalt
-1 -1

P — A= (—1-A)(=1-X) —1=AA+2).

und man berechnet

Damit ist IP singuléir und hat x; = 1 negative Eigenwerte. Im Raum H
schreibt sich beziiglich der Basis {e7,, ez, }

e () -0 ()

Da H°® = D gilt, liegt der zweite geometrische Fall vor.

Wir bestimmen die eindeutige Losung des Interpolationsproblems in der
Klasse N1. Dazu sei h® = (_11) € H*:

fro(2) = 1(2)(z + 20) + (—1)(20) (2 + 1) _ .,
he 1(z+20) + (=1)(2 +2) '

Um nun Losungen des Interpolationsproblems in der Klasse N, zu er-
halten fithren wir im Raum H eine neue Basis {b,d} ein:

- 1 R L 1 o 5
b= <_2> =e; —2e;,,d= <_1> =e; — €.

Beziiglich dieser Basis schreibt sich der Operator S als

Sd = ey, — 21e;, = —ud + 2b.

Die Matrixdarstellung einer selbstadjungierten Erweiterung S von S in einem
II,-Raum H (D H) hat also die Gestalt

Bll —1 B?j_l Bz_l
B31 2 334 B?—’z
1 0 —-2¢ O
By B3y 0 By

un
Il

Berechnen wir die verallgemeinerte Resolvente P (S — z) ™1, so ergibt sich

-1
w11 — % —1 W31

PH(S —z)_1|H = w31 20—z w3y ,
7 0 21—z
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wobei
Ws3 W33 lml 2x2
X
LL (Z) = S Nli/ 5
w33 W35 =0

und k3 = kK —def IP — k1 = k — 2 ist. Setzt man nun in die im letzten Kapitel
entwickelten Formeln ein, so erhélt man

2
z¢+4 —1z+ 2
X1 = , X122 = 5
p(2) p(?)
24z 1
X31 = , X3g = —.
p(2) p(2)

Hier wurde abkiirzend
p(z) = (w11 — z)(z2 +4) + wsg + (2(ws1 +Wz7) — 12(ws1 — Wsy))

gesetzt. Damit ergibt sich

~ 2244
§—z)len,en) = -,
(G-l = -2
und man hat durch
2244

fs(z):z—(z+z)—(z2+1)

solange der Nenner p(z) an den Stellen z; und zy verschieden von Null ist,
interpolierende Funktionen gegeben.

Beispiel 3:
z21=1,20=20,23=141, wy =6+ 91, wy =12+ 18, w3 = 13 + d.

Die Pick-Matrix hat die Gestalt

P

Il
Ne)
_l_
[\
<&
Ne)
N
_l_
[\
<

und man berechnet

P — A =...= —A(\? — 23\ — 16).
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Die Eigenwerte lauten

23 /593
)\1 :0,/\23: e
’ 2 2
Damit ist IP singuldir und hat x; = 1 negative Eigenwerte. Im Raum H

schreibt sich beziiglich der Basis {e7,, €2,, €z, }

1+ 1 1
HOZ( -1 >7D:< -1 s 0 >
-1 0 -1

Offensichtlich ist H> C D, es liegt also der zweite oder dritte geometrische
Fall vor. Nun gilt

1 1 1 1
P -11]-| -1 ]|=0,1P| -1 |- 0 =0 und
0 0 0 -1
1 1
P 0 : 0 =0,
-1 -1

also [D, D] = 0. Wegen H® # D liegt der dritte geometrische Fall vor.
Wir bestimmen die eindeutige Losung des Interpolationsproblems in der

142
Klasse IN;. Dazu sei h° = —1 c H®:
—1
fp(z)=...= —222 492+ 4.

Um nun Losungen des Interpolationsproblems in der Klasse N, zu er-
halten fithren wir im Raum H eine neue Basis {dp,d;, h} ein:

0
do=| =21 | = —Zeez, + —ez
22; 8 2 8 39
g
1
di=| -1 | =e; —ez, und



124 KAPITEL 5. EINE ANWENDUNG

T+
h = —1 = (1+41)e;, — 1€, — €z,.
-1

Diese Basis hat alle in Abschnitt 4.4 geforderten Eigenschaften.
Der Operator S schreibt sich beziiglich dieser Basis als

-

> - - - 9 13 -
Sdy = ez, — ez, = —2dy + (_Z + Zz)dl + Zzh,

Sh = (—1+1)ez, + 22, — (1 +1)ez, = —(1 +2)dy + (1 +2)h.

Die Matrixdarstellung einer Erweiterung S von S in einem II,.-Raum H
(2 H) hat also die Gestalt

Bn -2 0 Bis  Big
~ Bgl —% + %Z —(1 + Z) Bg5 B36
S = By —%Z 141 Bys Byg

Bsy 0 0 Bss  Bse

By 0 0 Bss  Bes

Fiir selbstadjungierte Erweiterungen nutzen wir wieder die Symmetrie aus
und bestimmen so weitere Eintragungen. Berechnen wir schliellich die ver-
allgemeinerte Resolvente Py (S — 2) 71|y, so ergibt sich

-5, -2 0 H -
9 , 13
& - T+ 21—z —(1+409) Wy
Pu(S— 1 — w21 1 1 4
1 (S=2)" |m Wyt —%z (I1+2)—2 Wys
-1+ 0 0 1l—1—2
wobei

W(z) = < wan ) e | N2,

W4l W45 20

und k3 = kK — defIP — k1 = k — 2 ist. Diese Inverse 14t sich nun zwar
ausrechnen, das Ergebnis ist jedoch zu kompliziert um hier angegeben zu
werden.

Beispiel 4:

21 =1,20 = 20,23 = 41, wy = 41, we = 21, w3 = 1.
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Die Pick-Matrix hat die Gestalt

4 2 1
P=|2 11
1 1 i
2 1
und man berechnet
21
|IP—/\|:...:—)\2(>\—Z).

Damit ist IP singuldr (rgIlP = 1!) und hat k1 = 0 negative Eigenwerte. Im
Raum H schreibt sich beziiglich der Basis {e7,, €z,, €z}

1 1 1 1
H=(| -2 |, 0 )y, D=(| -1 |, 0 ).
0 —4 0 -1
Offensichtlich gilt H = H°[+]D, es liegt also der erste geometrische Fall vor.
Wir bestimmen die eindeutige Losung des Interpolationsproblems in der

1

Klasse Ng3. Dazu sei h_‘% = | —2 | € H°. Dann gilt
0

4z 4 16e 4

fh?(z) T T 244

An diesem Beispiel konnen wir unsere Sétze iiber die Beschreibung der ein-
deutigen Losung mit minimaler Anzahl negativer Quadrate demonstrieren.
1
Wihlen wir also einen anderen isotropen Vektor hg = 0 € H°. Dann
—4
gilt
122 4 244 4
fp()=...=g5——=—-.
2 3z% + 61z z
Bei diesen beiden rationalen Funktionen war stets der Nenner der urspriing-
lichen Definition von f,> in den Datenpunkten verschieden von Null. Inter-

essant ist nun ein Beispiel, indem dies nicht der Fall ist. Betrachte dazu

4
hg=| —18 | € H°. Dann gilt
20
—24z + 24 4
fhg(z) T T 62261z 2

30ffenbar miissen wir hier auf das gleiche Ergebnis wie bei Beispiel 1 stofien.
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Der Nenner in der Definition von f,~ hat bei 21 =1 eine Nullstelle.
3

Um nun Losungen des Interpolationsproblems in der Klasse N, zu er-
halten fithren wir im Raum H eine neue Basis {d, k, h} ein:

1
d=| -1 | =€z, — ez,
0
1
k=1 =3 | =e; —3ez, + 2e;, und
2
1
h=| -2 | =ez, —2e5,
0

Hier ist H° N D = (k).
Der Operator S schreibt sich beziiglich dieser Basis als

Sd = ez, — e, =1k,

Sk = e, — bez, + 8e;, = 4k — 3uh.

Die Matrixdarstellung einer Erweiterung S von S in einem II.-Raum H
(2 H) hat also die Gestalt

0 0 0 -0
—4y B23 Bg4 B?;tl B(—jtl
-3 B33 Bg4 335 Bg})

0 0 -4 & 0

0 Bss By; B3, Bg

0 Bss Bes Bss Bes

un
Il
coo s oo

Berechnen wir die verallgemeinerte Resolvente Py (S —2)~!|g, so ergibt sich

—z 0 0 0 — o\
0 44—z w3 W4 W3y

PH(S —2) Yy = ? 31 w33 — 2 w3y w3s ,
0 0 0 —41 — 2 K]
0 0 W53 Wg3 W33 — 2
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wobei
Ws3 Wo3 W33 K3
W(2)=| wes wa wyy | e |J NI,
W33 W34 W35 '=0

und k3 = k—def IP — k1 = k—2 ist. Auch um diese Inverse zu bestimmen ist
der Rechenaufwand sehr grof}, sie wird daher hier nicht explizit angegeben.
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