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1 Einleitung

Fiir einen beschrinkten selbstadjungierten Operator A in einem Hilbertraum H
ist bekannt, dafl sich die Eigenwerte, die nicht im wesentlichen Spektrum des
Operators liegen, durch ein Minimax-Prinzip charakterisieren lassen. Definieren
wir 7:=min o.(A) und 7" :=max 0.ss(A) und seien \; <Ay <. .. die Eigenwerte
kleiner als 7 und A >\, >... die Eigenwerte grofler als 7/, dann gilt:

Aj = min max(Az,z) (1)
llzll=1
!’ .
N = Jmax. Fleulbr{ (Az, x). (2)
2=

In Kapitel 2 werden wir dieses Minimax-Prinzip fiir selbstadjungierte Operatoren
beweisen. E.H. Rogers und in weiterer Folge B. Werner (siehe [BW], [R]) haben
solche Minimax-Prinzipe auf sogenannte Rogersche Operatorscharen verallgemei-
nert.

Sei L eine auf [a, (] stetige und auf (a, 3) beziiglich der Norm in L£(H) stetig
differenzierbare Operatorschar. Ist L(a) ein nichtnegativer Operator und besitzen
die Funktionen (L(A)z,z) fiir alle © #0 genau eine Nullstelle p(z) und gilt dort
fiir die Ableitung (L'(p(z))x, x) <0, dann bleiben die Gleichungen (1), (2) giiltig,
wenn man (Az,z) durch p(z) ersetzt, wobei Ay <Ay <... wieder die Eigenwerte
unterhalb und Xj >\, >... die Eigenwerte oberhalb des wesentlichen Spektrums

bezeichnen (siehe [BW]).

In dieser Arbeit behandeln wir stetige Operatorscharen L auf einem Intervall
[, 3), wobei L(«) ein nichtnegativer Operator ist. Allerdings fordern wir nicht,
daf die Funktionen (L(\)z,z) fir alle z # 0 eine Nullstelle besitzen miissen. In
Kapitel 3 und Kapitel 4 werden wir zeigen, dafl sich auch in diesem allgemeineren
Fall die Eigenwerte auflerhalb des wesentlichen Spektrums durch ein Minimax-
Prinzip charakterisieren lassen.

In Kapitel 6 werden wir drei Beispiele von Operatorscharen angeben, auf die sich
das verallgemeinerte Minimax-Prinzip anwenden 148t. Am ausfiihrlichsten werden
wir ein quadratisches Operatorpolynom der Form

L) =XNI+AB+A

besprechen. Ist der Operator B nichtnegativ und ist das negative Spektrum des
Operators A diskret, so werden wir mit Hilfe des Minimax-Prinzips zeigen, daf3
L genausoviele positive Eigenwerte besitzt wie der Operator A negative. Wei-
ters behandeln wir eine symmetrische Operatormatrix und zeigen, daf§ sich mit



dem verallgemeinerten Minimax-Prinzip auch Teile des diskreten Spektrums der
Operatormatrix charakterisieren lassen, die mit dem klassischen Minimax-Prinzip
nicht beschrieben werden kénnen. Und als letztes Beispiel zeigen wir fiir einen
konkreten selbstadjungierten Operator in einem Kreinraum, daf sich seine Eigen-
werte durch das verallgemeinerte Minimax-Prinzip charakterisieren lassen. Allge-
meine Variationsprinzipien in Kreinrdumen findet man in [BN], [T].

An dieser Stelle mochte ich Prof. Heinz Langer fiir seine sorgfiltige Betreuung
wéhrend des Entstehens dieser Arbeit danken.

Wien, Oktober 1996



2 Das Minimaxprinzip fiir
selbstadjungierte Operatoren

Wir beschiéftigen uns in diesem Kapitel mit beschréankten selbstadjungierten Ope-
ratoren in einem Hilbertraum A und untersuchen die Eigenschaften der Werte

=l max(Az, z) (3)
eines Operators A . Dabei bezeichnen wir fiir j € IN die Gesamtheit aller j-
dimensionalen Teilrdume von H mit M, und die Einheitskugel im Teilraum
M e M; mit M*'. Weiters erinnern wir daran, dafl die Menge

{(Az,z) |zeH, [l [=1}

als numerischer Wertebereich des Operators A bezeichnet wird. Wird in (3) das
Minimum angenommen, dann nennen wir 4, einen minmax-Wert.

Unser Ziel ist es, zu zeigen, daf alle p; im Spektrum o(A) des Operators A
liegen, und sich alle Spektralpunkte auflerhalb des wesentlichen Spektrums durch
minmax-Werte charakterisieren lassen. Alle Aussagen und die meisten Beweise
dieses Kapitels sind [BW] entnommen.

Definition 1 Das wesentliche Spektrum oder auch Hdaufungsspektrum oess(A) ei-
nes selbstadjungierten Operators A ist die Gesamtheit aller nichtisolierten Wachs-
tumspunkte der zum Operator A gehorenden Zerlegung der Finheit E; und der
Figenwerte unendlicher Vielfachheit.

Remark 1 Die Menge 0(A)\oess(A) ist diskret und besteht nur aus Eigenwerten
endlicher Vielfachheit.

Aus Definition 1 folgt sofort, dafl o.ss(A) abgeschlossen ist und daher einen klein-
sten Punkt besitzt, den wir mit 7 bezeichnen: 7 := min o (A).

Als erstes beschéftigen wir uns mit p;, dem Infimum des numerischen Wertebe-
reichs, zum einen, weil die Tatsache, dafl p; im Spektrum von A liegt, wohlbe-
kannt und leicht zu beweisen ist, zum anderen, weil es sich fiir das Folgende als
iiberaus niitzlich erweisen wird, iiber den jeweils kleinsten Spektralpunkt eines
Operators Bescheid zu wissen. Fiir eine genauere Beschreibung des numerischen
Wertebereichs eines beschriankten Operators siche [Hal.



Lemma 1 Sei A selbstadjungiert und beschrinkt. Dann gilt

1. € o(A)

2. uy ist Eigenwert <= p= ”Irlllm (Az, x)

3. Ist py kein Figenwert = =1

Proof : 1. Aus der Definition von p; folgt einerseits die Existenz einer Folge
normierter Vektoren (x,) mit (Ax,,x,) — p; und andererseits, dafl

(A= )z, z) >0 VeeH
gilt. Daher kann man definieren
[z, y] == (A = )z, y)

und erhélt ein positiv semidefinites Skalarprodukt im Raum H. Da die
Schwarz’sche Ungleichung auch fiir positiv semidefinite Skalarprodukte giiltig
bleibt, erhéilt man

A= p)za |* =

[Ty (A — p1) 2] | <

|
[T,

< T [(A = p1) o, (A — p1)2,] =
= ((A Ml)zna xn)((A - :ul)2xn> (A - Nl)zn) <
< (A=), @) || A=pa |*

Wegen ((A — p11)xp, ,) — 0 und der Beschriinktheit von || A — py || folgt
I (A= )z, [|*= 0.

Und daraus schliefit man , daf§ (A — p;) nicht beschriankt invertierbar sein kann
und 1y daher im Spektrum des Operators A liegen muf3.

2. Ist py ein Eigenwert, dann existiert ein normierter Vektor x € H, £ #0, mit Ax =
p1x. Daher gilt pu; = (Az,z) und das Minimum wird tatséchlich angenommen.
Umgekehrt sei x ein Vektor mit p; = (Az,z). Da der Operator T' := A — py [
ein nichtnegativer selbstadjungierter Operator ist, folgt, daf§ der Operator T' 3
existiert. Wegen 0 = (Tx,x) = (T'2z,T=2z) folgt, daB T2z = 0 gilt. Daraus
erhalten wir aber T'x = 0, und schlieflen, dafl x ein Eigenvektor des Operators A
zum Eigenwert pi ist.



3. Da py der kleinste Spektralpunkt ist, gilt immer gy < 7. Wenn py aber kein
Eigenwert ist, mufl andererseits auch jp; > 7 gelten, was die Gleichheit dieser
beiden Gréflen impliziert.

O

Sei nun p ein Eigenwert, z; ein dazugehoriger Figenvektor und bezeichne H;
das orthogonale Komplement von x; in H, dann reduziert der Teilraum H; den
Operator A und der in H; liegende Teil von A ist gegeben durch

Al = A\?’h : Hl — Hl.

Bezeichnen wir mit i} die zu (3) analogen Werte des Operators A;, dann gilt
folgende Beziehung

Lemma 2 FEs seien uy ein Figenwert von A und x1, H, wie oben definiert. Dann
qilt
pjr1 = ;= inf max (A, ).

IVIEMj reM!
MCH;

Weiters ist pjv1 genaw dann minmaz-Wert, wenn i} ein minmaz- Wert ist.

Proof : 1. Sei M e M;;; und N:=M N'H;. Dann ist dim/N > j und es gilt

irel%((Ala:, z) < irelja‘%(Ax, x).

Daraus folgt u; < f1;11.
2. Sei umgekehrt N € M; mit N C’H; und sei M der von N und x; aufgespannte
(j+1)-dimensionale Unterraum. Dann gilt
A = A

max(Az, z) = max(Az, z),
da x; zum kleinsten Eigenwert von A gehort. Aus dieser Uberlegung folgt W >
Hj+1-
Beide Ungleichungen zusammen ergeben fi;11=pj. Ist nun g} ein minmax-Wert,

und wird das Minimum im Unterraum N angenommen, dann erweist sich p;4q
auch als minmax-Wert, da gilt

#j < w1 < max(Az, 7) = max(Az, 2) = pj,
wobei M den Teilraum N @ < x> bezeichnet. Sei umgekehrt p;4; ein minmax-
Wert, und werde das Minimum im Teilraum M angenommen. Definieren wir
N :=M N 'Hy, dann sind zwei Félle moglich:



1. dimN =y
2. dimN=j+ 1

Im ersten Fall gilt offensichtlich

grﬂréz]i%(Alx, x) = max (Az, x),

und man schliefit wie oben, dafl x} ein minmax-Wert ist. Im zweiten Fall gilt
pit1 = (Azpy, xp) fiir ein 2 € M. Ergéinzen wir ), mit j—1 linear unabhéngigen
Vektoren aus M zu einer Basis eines j-dimensionalen Teilraums N von M, dann
gilt

max(Ajz, r) = max(Az, x),
zeNL zeM?

und es folgt ebenfalls, dafl 1} ein minmax-Wert sein muS.
l

Es gilt also, daB§ 17, das Infimum des numerischen Wertebereichs des Operators
Ay, mit po tibereinstimmt. Ist nun py ein minmax-Wert, dann ist pj auch ein
minmax-Wert. Mit Lemma 1 schlieft man, dal pj ein Eigenwert des Operators
A; und damit auch von A sein muf}; und damit erhélt man, dal uy ein Eigenwert
des Operators A ist. Jetzt kann man mit dem Operator A; genauso verfahren, wie
urspriinglich mit dem Operator A, das heifit man spaltet einen zu u, gehorenden
Eigenvektor x5 ab und betrachtet, den im orthogonalen Komplement des Vektors
To beziiglich H; liegenden Teil des Operators A; und wendet Lemma 2 an. Wenn
man sukzessive dieses Verfahren fortfiihrt, erhélt man das folgende Lemma.

Lemma 3 Sind uq, ..., u,, minmaz-Werte, so sind sie Eigenwerte von A. Ist
H,, das orthogonale Komplement von zugehdrigen Eigenvektoren x1,...,x,, und
bezeichnet A,, die Restriktion von A auf H,,, dann gilt

Pjrm = py = inf max(A,z,).

MEM; zeMl
MCHm

Insbesondere gilt mit j=1

Hm+1 = xier%_{f}n(AmIv ).

Weiters ist i genau dann minmaz-Wert, wenn (i, einer ist.

Wird in (3) das Minimum angenommen, so zeigt Lemma 3, daf§ der betreffen-
de Wert p; ein Eigenwert ist und damit im Spektrum des Operators liegt. Als
néchstes miissen wir uns tiberlegen, was passiert, wenn das Minimum in (3) nicht
angenommen wird. Dazu zeigen wir zunéchst, dafl die y; nicht groler als 7 werden
koénnen.



Lemma 4 Sei A selbstadjungiert, beschrinkt und die p; wie in (3) definiert.
Dann gilt
i < T Vj e IN.

Proof : Wie in Definition 1 sei E; die zu A gehoérende Zerlegung der Einheit.

Dann gilt bekanntlich
R+

(Ar,2) = [ t(dBgw, ),
wobei r das Infimum und R das Supremum des numerischen Wertebereichs des
Operators A bezeichnen. Da 7 € 0.45(A) gilt, folgt nach wohlbekannten Sétzen
tiber die Zerlegung der Einheit (siehe [AG]) fiir jedes € > 0

dimFE(e) = 0o mit FE(e) = (Erpe — E._.).

Daher ist E(e) eine Projektion auf einen unendlichdimensionalen Unterraum H..
Es ist fiir alle z € H,

EE()x = El) = =z fir t>7+¢
EE(E)r = 0 fir t<7—¢

Das heifit, da8l (dEyz, x) = 0 gilt fur alle ¢ mit | ¢ — 7 |> . Mit der Definition des
Integrals folgt dann fiir alle z € H,

(Az, ) = / t(dEx,x) < (1 +¢) / (dB,x) = (1 + &) (z, ).

Also gilt
(Av,x) <T+4+e  Vae H.

Da H. ein unendlichdimensionaler Unterraum ist, gibt es zu jedem j einen j-
dimensionalen Unterraum M von H, mit

max (Az,x) < 7+ €.
zeM?!

Daher schliefit man mit der Definition der p; nun p; < 7+¢ fiir alle e > 0, woraus
die Behauptung folgt.

O

Damit sind wir in der Lage, die Frage, ob diejenigen Werte j1;, die keine minmax-
Werte sind, im Spektrum des Operators liegen, positiv zu beantworten.



Lemma 5 Fir ein j€IN sei p; kein minmaz-Wert. Dann gilt

T = Wk Vk > j.

Proof : Sei j der kleinste Index, fiir den p; kein minmax-Wert ist. Aus Lemma
3 folgt
Hi = inf (Aj_lx,x),

1
{EGHJ-71

wobei Ay := A und Hy := H gesetzt wird. Aus Lemma 1 erhélt man
1j € Oess(Aj—1) C 0ess(A)

und es folgt
T < Wy

Mit Lemma 4 und der Tatsache, dafl die 1; nicht fallend sind, folgt
T < < pp <T Vk > j

und damit die Behauptung.

Zusammenfassend erhilt man nun folgenden Satz.

Theorem 1 Sei A ein beschrinkter selbstadjungierter Operator, T und ; wie
oben definiert. Dann gilt:

1. Ist p; ein minmaz-Wert, so auch pi, ..., -1, und pu, ..., pn; sind Eigen-
werte von A. Ist pi; kein minmazx-Wert, so ist p; € oess(A) und py = 7 fiir
alle k > 7.

2. Ist pj < 7, so ist p; Eigenwert von A und minmax- Wert.

3. Es gilt T = lim p;.
J—00
4. Ist peo(A) und gilt p<, so ist p = p; fir ein j€IN.

Proof : Die ersten zwei Punkte des Satzes folgen unmittelbar aus den obigen
Uberlegungen. Es muB also nur mehr 3. und 4. gezeigt werden.

3. Da die nicht fallende Folge der p; nach oben durch 7 beschrankt ist, existiert
der Grenzwert 11 := jlijg) ;. Aus der Tatsache, daBl 7 > p; gilt fiir alle j € IV
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gilt, folgt nun 7 > 71. Da aber 7; offensichtlich ein Haufungspunkt des Spektrums
und damit ein Punkt des wesentlichen Spektrums ist, folgt 7 <.

4. Wegen p < 7 ist pu ein Eigenwert endlicher Vielfachheit von A. Aus 3. folgt
nun, dafl es einen Index j gibt mit

pi <<

Angenommen, es ist
Mg < po < iy

Dann ist p; nach 2. ein minmax-Wert und mit Lemma 3 erhdlt man

1 = inf (Az,x).
Hj+1 er}( )

Ist y ein zu p gehorender normierter Eigenvektor, so ist y EH} und (Ay,y) = u,
was (> 141 impliziert im Widerspruch zu pj1 > p.

O

Remark 2

1. Alle Aussagen dieses Kapitels bleiben richtig, wenn man in (3) das Infi-
mum durch das Supremum und gleichzeitig das Maximum durch das Mi-
nimum ersetzt. Die Eigenwerte endlicher Vielfachheit in nichtaufsteigen-
der Reihenfolge und entsprechend ihrer Vielfachheit gezihlt, die grofler als

7' := max g.s(A) sind, werden dann gegeben durch

(; = max min (Ax, x).
Hj MGijeMl( ,7)

2. Wir sehen somit, daf sich die Spektralpunkte aulerhalb des Intervalls [r, 7']
wie die Eigenwerte eines kompakten Operators verhalten und sich genauso
charakterisieren lassen.

3 Das Minimaxprinzip fiir
selbstadjungierte Scharen
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Nachdem wir uns im ersten Kapitel nur mit selbstadjungierten Operatoren
beschéftigt haben, wenden wir uns nun Scharen beschriankter selbstadjungier-
ter Operatoren zu. Zunéchst werden wir die Voraussetzungen, unter denen wir
unsere Aussagen beweisen werden, und die zu ihrer Formulierung notwendigen
Definitionen angeben. Dann werden wir die zu (3) analogen Werte 7; einer Schar
einfithren, ihre Eigenschaften besprechen und am Schlufl des Kapitels ihre Lage
relativ zum Spektrum der Schar untersuchen.

Definition 2 Sei H ein Hilbertraum, U eine Teilmenge der komplexen Zahlen
und bezeichnet L(H) die Menge aller linearen, beschrinkten Operatoren auf H,
dann nennen wir eine Abbildung

L:U— L(H)

eine Schar beschrinkter Operatoren oder einfach operatorwertige Funktion. Wei-
ters heif$t eine Schar stetig, differnzierbar bzw. holomorph, wenn die Abbildung L
stetig, differenzierbar bzw. holomorph beziiglich der Norm in L(H) ist.

Es ist nun klar, was unter einer Schar beschréankter, selbstadjungierter Operatoren
zu verstehen ist.

Remark 3 Liegt die Menge U in obiger Definition symmetrisch zur reellen Achse

und gilt (L(A))* = L(\) fiir alle A € U, dann spricht man auch von einer selbst-
adjungierten Schar von Operatoren.

Da wir in dieser Arbeit ausschlieBlich beschrinkte, selbstadjungierte Operatoren
betrachten, wird im Folgenden diese Tatsache nicht mehr ausdriicklich erwéihnt
werden. Im Zusammenhang mit Minimax-Prinzipien ist als Definitionsbereich der
Schar nur ein reelles Intervall sinnvoll.

Voraussetzung 1: Die Schar L sei auf dem Intervall [a, 3) selbstadjungiert und
stetig.

Im Folgenden sei L immer eine Schar, die Voraussetzung 1 erfiillt. Da wir das
Spektrum und die Eigenwerte einer Schar untersuchen wollen, miissen wir uns
iiberlegen, wie man diese Begriffe fiir Scharen verallgemeinern kann. Dazu be-
trachten wir zunéchst die lineare Schar L(\) = A — AI, wobei I den Einheitsope-
rator im Raum H bezeichnet. Bekanntlich liegt A, genau dann im Punktspektrum
des Operators A , wenn der Operator A — \,I nicht injektiv ist. Das ist aber ge-
nau dann der Fall, wenn 0 im Punktspektrum des Operators L(),) liegt. Diese
Uberlegung fithrt unmittelbar zur Definition des Punktspektrums und in weiterer
Folge zur Definition des Spektrums einer Operatorschar.
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Definition 3

Der Punkt X\, gehort zum Punktspektrum o,(L), zum kontinuierlichen Spektrum
oc(L) bzw. zur Resolventenmenge p(L) der Schar L dann und nur dann, wenn 0
im Punktspektrum, im kontinuierlichen Spektrum bzw. in der Resolventenmenge
des Operators L(\,) liegt.

Die Punkte A€ o,(L) werden Eigenwerte und der Raum kerL(\,) wird geometri-
scher Figenraum genannt.

Remark 4

1. Die Resolventenmenge der Schar L besteht also genau aus denjenigen Punk-
ten \ € U, fiir die der inverse Operator L(\)™! existiert, iiberall definiert
und beschrankt ist.

2. Ein Punkt ), ist Eigenwert der Schar L genau dann, wenn ein Vektor
x, € H,x, # 0 existiert fiir den gilt L(\,)z, = 0.

Als Motivation fiir die Verallgemeinerung des Minimax-Prinzips aus dem vor-
herigen Kapitel auf Operatorscharen betrachten wir wieder die lineare Schar
L(\) = A—\I, und berechnen uns die Nullstellen p(z) der reellwertigen Funktion
(L(\)z,z) = (Az,z) — Mz, z),A € [— || A ||, 00). Es folgt

(Az, z)
(z,x)
Das waren aber genau die Groflen, die schon beim Minimax-Prinzip aus dem
ersten Kapitel eine grofle Rolle gespielt haben. Spéter wird sich herausstellen,
daB die Nullstellen der Funktionen (L(A)z,z) mit A € [o, #) im Zusammenhang
mit Minimax-Prinzipien von nichtlinearen Scharen dieselbe Rolle spielen , wie bei

linearen. Die zusétzlichen Bedingungen, die wir an die Schar L stellen miissen,
betreffen daher die Existenz und die Anzahl von Nullstellen dieser Funktionen

(L(N)x, z).

p(z) = Vo # 0.

Definition 4

1. War definieren in 'H die folgenden Mengen:

CYy = {zeH|(LN\)x,z) >0, Iela,B)}
Cy = {zeH|(LNz,z)=0, X€[a,[)}
Cy = {zeH|(LNz,z) <0, Xen,[)}
Cs = |J Cyucy

A€[a,f)
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2. Eine Funktion f : o, B) — IR heifit fallend (bzw. wachsend) bei Null, wenn
f(Ao) =0 fiir ein X € [« B) impliziert, daf8 fir alle X € [«, 3) gilt

(
(

A)
A)

zw. <)) <= A<\,

( b
f( bzw. >)0 <= A > A,

>
<

Remark 5

1. Die Menge Cj3 besteht also genau aus denjenigen x € H fiir die es ein
A € [a, B) gibt mit (L(\)zx,z)<O0.

2. Besitzt die einmal differenzierbare Funktion f : [a, 8) — R im Intervall
[, 3) genau eine Nullstelle € mit f'(£) < 0 und gilt f(z) >0 fiir ein z € [ov, §),
dann ist f fallend bei Null.

Schliefflich definieren wir noch x als die maximale Dimension eines Teilraumes, der
in der Menge Cj enthalten ist. Obige Definitionen versetzen uns nun in die Lage,
die weiteren Voraussetzungen an die Schar L durch das Verhalten der Funktionen
(L(A)z, x) zu charakterisieren.

Voraussetzung 2: Die Menge () ist nicht leer und es gilt
(L(a)x,x) >0 Vo € 'H.

Voraussetzung 3: Fiir alle z € H sind die Funktionen (L(\)x,z) fallend bei
Null.

Der erste Teil von Voraussetzung 2 gewéahrleistet, dafi 1 < x < oo gilt. Andernfalls
wiren die folgenden Resultate dieses Kapitels trivial. Die wichtigste Annahme ist
aber Voraussetzung 3. Sie hat ndmlich zur Folge, dafl die Funktionen (L(\)z, )
fiir alle x € Cp genau eine Nullstelle p(z) € [a, 3) besitzen mit der Eigenschaft,
daB fiir alle A € [a, () gilt

Fiir die restlichen Vektoren z € CH\ Cj setzen wir

p(r) =400  VoeCl\Cs.
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Remark 6 Wegen (L(\)az, ax) = o?(L(\)z,x) gilt p(ax) = p(x) fiir alle reel-
len @ und x € H. Es geniigt daher das Funktional p(z) auf der Einheitskugel zu
betrachten.

Definition 5

1. Wir definieren

mj = inf, max p(z) (4)
2. Fir X\ € [a, )
pi(A) = inf max(L(A)z,) (5)

In Abhéngigkeit von x bilden die 7; eine endliche oder unendliche nichtfallende
Folge reeller Zahlen. Im Fall k < oo gilt ndmlich

m; = +00 Vi > k.

Analog zum ersten Kapitel sprechen wir von minmax-Werten, wenn das Minimum
in (4) angenommen wird. Die Hilfsgré8en 1;(A) werden uns helfen, die wichtigsten
Aussagen aus dem vorangegangenen Kapitel auf die Werte 7; zu iibertragen.

Lemma 6 Seien die m; wie in (4) definiert.

1. m; < 00 <= pj(mj) =0
2. 11;(A) <0 <=m; < A
Proof : Wir unterteilen den Beweis des ersten Teils des Lemmas in 3 Schritte:
1. Es gilt p;(m;) > 0.
2. Sei fiir alle M € M der normierte Vektor yy, definiert durch
(L(m;)yar, yur) = max(L(mj)z, ), (6)

dann gilt

w = ot plm). ™

3. Aus 1. und 2. folgt dann y;(7;) = 0.
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1. Aus der Definition der 7; folgt unmittelbar, dafl es zu jedem Teilraum M € M;
einen Vektor x); € M gibt, mit m; < p(xp). Es sind nun zwei Fille moglich:

L p(zum) € [a, B)

2. p(xpy) = 400

Im ersten Fall gilt wegen Voraussetzung 3

m?‘;[X(L(Wj)SL’,LL’) > (L(mj)xp, war) > 0.
zeM!?

Im zweiten Fall existiert ein Vektor z € M mit (L(7;)z,z) > 0. Damit erhalt
man wie oben

;Ielja‘jg([/(’ﬂj)l’,l') > 0.
Insgesamt folgt daher p;(m;) > 0.

2. Da wir bereits wissen, dafl p;(m;) > 0 ist, folgt
(L(mj)ynr, ynr) = pj(ms) > 0.
Daraus erhélt man wegen Voraussetzung 3
7 < p(ym) VM € M;

und folglich
T < MlgAfAj p(ynr)-

Andererseits gilt aber
p(ynr) < max p(z) VM € M;
zeM?

und daraus folgt
. < _
MlgAfAjp(yM) < nf max p(z) =,
Beide Ungleichungen zusammen ergeben die Behauptung.

3. Jetzt berticksichtigen wir nur Teilrdume M € M, fiir die p(yn) € (o, ] gilt.
Dann erhalten wir unter Beniitzung der Schwarz’schen Ungleichung

0 < () < (EWNym,ym) =
= ((L(mj) = L{p(yam))yar, ysr) <
< | L(m;) = Lp(yar)) || -
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Aus der Stetigkeit von L und der Tatsache, dafi m; = inf p(yas) gilt, folgt die
Behauptung.

Fiir den Beweis des zweiten Teils des Lemmas erinnern wir daran, da8 z;(A) <0
genau dann gilt, wenn es einen Teilraum M gibt mit (L(\)z,z) < 0 fiir alle
x € M. Nach Voraussetzung 3 gilt (L(A)z,z) < 0 aber dann und nur dann, wenn
A > p(z) fiir alle x € M oder, damit gleichbedeutend, A > ; gilt.

O

Lemma 7 Seien die w; und j1;(\) wie in (4) und (5) definiert. Dann gilt

1. Wenn 7; ein minmaz-Wert ist, dann ist p;(7;) ein minmaz-Wert und es
gilt p(m;) = 0.

2. Wenn p;(X) fir ein A € [, 8) ein minmax-Wert ist und pj(A) = 0 gilt,
dann folgt, dafs m; ein minmaz-Wert und \ = ; ist.

Proof : 1. Sei 7; ein minmax-Wert. Dann existiert ein Teilraum M; € M mit

m; = p(zm;) = ;rel%p(x)-
Wegen Voraussetzung 3 gilt dann (L(;)z,z) < 0 fir alle z € M; und man erhalt
unmittelbar
0= (L(mj)znr;, ar;) = max(L(m;)z, z).
Aus dem Beweis des obigen Lemmas wissen wir, daf§ immer y;(7;) > 0 gilt und
erhalten schliellich

py(m) = i max(L(m;)z, z) = 0.
J

2. Auf Grund der Voraussetzungen gibt es einen Teilraum M mit
0= (L(N)zn;, ;) > (L(A)w, x) Vo € M;

Da die Funktionen (L(\)x, x) genau eine Nullstelle besitzen, folgt aus obiger Zeile,
daB A=p(zy;) gilt. Es bleibt daher nur mehr A = 7; zu zeigen. Aus Voraussetzung
3 schlieBt man, daBl A > p(z) fiir alle x € M;. Einsetzen in die Definition von 7
liefert A > 7;. Umgekehrt folgt aus p;(A) = 0 unmittelbar

max (L(N)x,x) = (L(N)xar, xar) > 0,

xeM?



17

und damit
A < p(xp) < max p(x)
xeM!?

fiir alle M € M. Daher erhélt man A < 7; und daraus die Behauptung.

Jetzt sind wir in der Lage das Hauptresultat dieses Kapitels zu zeigen.

Theorem 2 Seien die w; wie in (4) definiert und erfille die Schar L die Vor-
aussetzungen 1-3. Dann gilt

1. Ist w; endlich, dann folgt m; € o(L).

2. Ist m; ein minmaz-Wert und wird das Minimum tm Teilraum M* € M;
angenommen, dann folgt w; € o,(L) mit einem zugehorigen Eigenvektor in
M.

Proof : Aus 7m; < oo und Lemma 6 folgt p;(m;) = 0. Mit Satz 1 schlieBen wir
0 € o(L(mj)).

Definition 2 impliziert dann 7; € o(L). Ist 7; minmax-Wert, dann gilt mit Lem-
ma 7, dal p;(m;) = 0 auch minmax-Wert ist. Wieder mit Satz 1 folgt, da8
0 € 0,(L(7;)) und somit m; € o,(L) gilt. Wird das Minimum im Teilraum M*
angenommen, dann zeigt Lemma 7, daf p;(7;) = nglj\é}ﬁ(L(@):C@) = 0 gilt. Aus
Lemma 1 und Lemma 3 ergibt sich, dafl ein Vektor in M* existiert mit L(m;)x = 0,
und das ist genau, was wir zeigen wollten.

O

Remark 7 Sei L eine selbstadjungierte, stetige Schar auf dem Intervall (3, a]
und gelte (L(a)x, x) >0 fiir alle z € H. Definiert man

Cs:={zxeH |INe(B,a]: (L(\)z,x)<0}

und fordert, daf fiir alle x € Cjs die Funktionen (L(\)z, x) wachsend bei Null sind
und bezeichnen wir fiir solche x die einzige Nullstelle von (L(\)x,x) mit p(z),
dann gilt fiir die Grolen
7; = sup min p(z)
MeM; zem!

ein Analogon zu Satz 2.
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4 Charakterisierung der Eigenwerte

Bis jetzt wissen wir nur, dafl die Werte 7;, wie sie in (4) definiert sind, Spek-
tralpunkte der Schar L sind. Wir wollen in diesem Kapitel aber dhnlich wie bei
selbstadjungierten Operatoren die Eigenwerte mit endlichdimensionalem geome-
trischem Eigenraum durch ein Minimax-Prinzip charakterisieren. Wir fiithren da-
her das diskrete Spektrum und das wesentliche Spektrum einer Schar ein.

Definition 6

1. Die Menge o4(L) :=={X € [a,3) | 0 € g4(L(\))} nennen wir das diskrete
Spektrum der Schar L im Intervall |a, 3).

2. Die Menge 0.55(L) := [a, B)\(0a(L) U p(L)) nennen wir das wesentliche
Spektrum der Schar L im Intervall [, 3).

In diesem Zusammenhang mochten wir daran erinnern, dafl das diskrete Spek-
trum eines selbstadjungierten Operators als die Menge aller isolierten Eigenwerte
endlicher Vielfachheit definiert ist. Wenn A, ein Punkt aus dem diskreten Spek-
trum der Schar ist, gilt daher, dafl der Teilraum kerL(),) endlichdimensional
und der Bildbereich R(L(\,)) des Operators L(),) abgeschlossen ist. Auflerdem
1aBt sich der Raum H als direkte Summe dieser beiden Teilrdume schreiben:
H = kerL(\,) @ R(L(N,)). Unter alleiniger Voraussetzung der Stetigkeit einer
Schar kann man allerdings nicht schliefen, dafl das oben definierte diskrete Spek-
trum einer Operatorschar nur aus isolierten Punkten besteht. Zum Beispiel be-
steht das diskrete Spektrum aus dem ganzen Intervall [a, 3), wenn wir annehmen,
daB die Schar L gar nicht vom Parameter A abhidngt und 0 € o4(L(«)) gilt. Wir
formulieren im folgenden Satz Voraussetzungen, die gewéhrleisten, daf3 die Punk-
te aus o4(L) isolierte Punkte von o (L) sind.

Theorem 3 Sei A\, € 04(L). Hat die Schar L an der Stelle \, eine Ableitung
L'(\,) beziiglich der Norm in L(H) und gilt

L(N\)x, =0,2,#0 = (L'(N\o)To, To) # 0

dann ist A, ein isolierter Punkt von o(L).

Proof : Sei (A,)?2, Co(L) eine streng monoton fallende Folge aus dem Spektrum
der Schar mit
A — Ao fir n — oo.
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Dann existiert zu jedem Folgenglied )\, eine Folge von normierten Vektoren
(xn k)7, aus dem Hilbertraum H mit der Eigenschaft

| L)z ||— 0 fir k — oo.

Jetzt wéhlen wir eine beliebige Nullfolge (€,)5°; und eine dazugehdorige Folge von
Indizes k,,, sodafl gilt

| L) T, 1< En | A — Ao |-
Fiir das Folgende bezeichnen wir die Vektoren z,, 5, mit z,. Wir erhalten

((L(An) );L_();:)))xo’ Zn) <e,—0 fir n — oo. (8)

Da || L(A,)Zy ||— 0 fiir n — oo gilt, erhédlt man unmittelbar aus der Stetigkeit
der Schar und der Konvergenz der Folge (A,)5°

I L) En [I<[I (LX) = L)) || + [| LAR)En [[= 0 fir n— o0 (9)

Wie wir oben schon angemerkt haben, konnen wir, weil 0 Eigenwert endlicher
Vielfachheit des Operators L(),) ist, den Hilbertraum H folgendermafien zerlegen

H = kerL(\,) D R(L(),)).

Das heifit jeder Vektor &, la8t sich schreiben als &, = 2% + &} mit 22 €kerL()\,)
und 2! € R(L(\,). Mit (9) folgt, daB L()\,)#L — 0 gilt, und mit der Abge-
schlossenheit von R(L(),)) schlieft man || &} ||— 0 fiir n — oo. Auf Grund der
Normiertheit der Vektoren &, folgt daher || 2% ||— 1. Die Folge (22) ist daher ins-
besondere beschrankt und enthélt eine schwach konvergente Teilfolge, die wir der
Einfachheit halber wieder mit (22) bezeichnen. Aus der Konvergenz der Normen
der Vektoren z¢ folgt aber sogar die starke Konvergenz der Folge. Es existiert
daher ein normierter Vektor z, € kerL(\,) mit

| Z — o [|[— 0 fir n — oo.
Aus der Existenz der Ableitung der Schar an der Stelle A, folgt

((L(An) = L(Xo)) o, &)

-, — (L (M), )| — 0.

Damit gilt wegen der Konvergenz der Folge (&),)

((L(An) = L(Ao))o, )

S — (L'(X\o)xo, x0)| — 0,
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was mit (8) ein Widerspruch zur Annahme (L'(\,)x,, x,) # 0 ist.

Da wir alle Punkte auflerhalb des wesentlichen Spektrums durch minmax-Werte
7; beschreiben wollen, definieren wir:

Definition 7

Min oess(L)  0ess(L) # 0
Ae 1=
15} sonst

Bevor wir zeigen, dafl das wesentliche Spektrum einer Schar abgeschlossen und
damit obige Definition von A, sinnvoll ist, benétigen wir noch eine Charakteri-

sierung des wesentlichen Spektrums eines selbstadjungierten Operators (fiir den
Beweis siehe [RN]).

Lemma 8 Sei A ein beschrinkter, selbstadjungierter Operator. Dann ist X €
Oess(A) genau dann, wenn eine schwache Nullfolge normierter Vektoren (x,,) exi-
stiert mit (A — A\ )z, — 0.

Mit diesem Lemma ist der Beweis der Abgeschlossenheit des wesentlichen Spek-
trums einer Schar sehr einfach.

Proof : Sei (A\,)22, C 0ess(L) eine Folge von Punkten aus dem wesentlichen
Spektrum mit A, — A. Zu zeigen ist A € o.4s(L). Nach Definition des wesentlichen
Spektrums einer Schar gilt 0 € oes(L(Ay,)) fiir alle n € IN und damit existiert
nach obigem Lemma zu jedem A\, eine schwache Nullfolge normierter Vektoren
(zF) mit L(\,)z* — 0 fiir & — oco. Sei ¢, eine beliebige Nullfolge, dann finden
wir zu jedem n € IN einen Index k,, mit

LAz || < en
| f)| < e VfEH

n

Die so definierte Folge (z%) ist natiirlich eine schwache Nullfolge normierter Vek-
toren und mit der Stetigkeit der Schar L erhélt man sofort

| LNk ||—0  fiir n — oo.
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Unter abermaliger Anwendung von Lemma 8 schlieBt man, da 0 € o.4(L(N))
gilt, was wiederum die Behauptung impliziert.

O

Im ersten Kapitel haben wir gesehen, da8 fiir alle Werte 1; eines selbstadjungier-
ten Operators A
pj < 7i=mino.s(A) j=1,2,...

gilt, wobei Gleichheit nur fiir solche p; besteht, die keine minmax-Werte sind. Fiir
eine Operatorschar mufl die analoge Ungleichung mit A, statt 7 nicht gelten, da
es moglich ist, dafi die Werte 7; Punkte aus o.4(L) auslassen, wenn diese nicht
als Nullstellen geeigneter Funktionen (L(\)z, x) auftreten . Es kann also durchaus
passieren, dafl es Werte 7; gibt, die grofier als A, sind, selbst wenn es sich bei 7;
um einen Eigenwert mit endlichdimensionalem geometrischen Eigenraum handeln

sollte. Der folgende Satz charaktersisiert daher nur die Eigenwerte, die kleiner als
A sind.

Theorem 4 Die Schar L erfiille die Voraussetzungen 1 - 3 und sei Ao < 3, dh.
[, Ae) C 0q(L)Up(L). Weiters bestehe die Menge [, Ae)Noq(L) nur aus isolierten
Punkten, und bezeichne \; die Eigenwerte im Intervall [o, \.) in aufsteigender
Reihenfolge und entsprechend threr Vielfachheit gezdhlt. Dann gilt

A; = min max p(z).
J MEijEMlp( )

Gilt zusdtzlich, daf$ es unendlich viele Punkte in [, Ae) N og(L) gibt, dann gilt

Ae = lim 7;

Jj—00

Proof : 1. Sei A € (A, ) Nog(L). Laut Definition gilt dann 0 € o4(L(A)), dh. 0
liegt nicht im wesentlichen Spektrum des Operators L(\). Da es im Intervall [, \)
nur endlich viele Eigenwerte der Schar L gibt, ist die Dimension eines maximalen
Teilraumes M, fiir den

(L(AN)zx,z) <0 Vo e M

gilt, endlich. Demzufolge mufl 0 < minos(L(A)) gelten. Mit Hilfe von Satz 1
schliefit man, daf§ ein j € IV existiert, sodal y;(A) = 0 gilt. Da p;(\) auBerdem
noch ein minmax-Wert ist, folgt mit Lemma 7, daf einerseits A = =; gilt und
andererseits 7; ebenfalls ein minmax-Wert ist, was unmittelbar die Behauptung
zur Folge hat.
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2. Gibt es unendlich viele Punkte in [, Ac) No4(L), dann bilden die 7; eine nicht
fallende Folge, die nach oben durch A, beschrankt ist. Demzufolge existiert der
Grenzwert \* = lim 7; und es gilt \* < A.. Der Grenzwert \* kann einerseits

j—00
nicht in der Resolventenmenge liegen, da der Operator L(A*) Grenzwert von sin-
guldren Operatoren ist. Andererseits kann \* als nicht isolierter Punkt auch nicht
im Intervall o, A.) liegen. Daher erhalten wir A* > A\, und damit die Gleichheit.

O

Remark 8 Man konnte in obigem Satz natiirlich auch fordern, daf§ die Ableitung
L'(X) ein negativer Operator auf der Menge [a, A.) N o4(L) ist.

5 Operatorpolynome und Kreinrdume

In diesem Kapitel fassen wir einige Aussagen zusammen, die spéter in den An-
wendungsbeispielen des Minimax-Prinzips zum Tragen kommen.

5.1 Operatorpolynome

In diesem Abschnitt behandeln wir einige Eigenschaften von Operatorpolynomen.
Die Definitionen und Beweise dieses Abschnitts sind [M] entnommen.

Definition 8 FEine Operatorenschar der Form

L(\) = an NA, (n>1,A,#£0)

k=0

mit Ax € L(H) heifit ein Operatorpolynom der Ordnung n. Die Operatoren Ay hei-
Ben die Koeffizienten des Polynoms. Ein Operatorpolynom erster Ordnung heifit
linear, eines zweiter Ordnung heif$t quadratisch.

Remark 9 Genauso wie komplexwertige Polynome einer komplexen Verénderli-
chen sind auch Operatorpolynome in der gesamten komplexen Ebene holomorph.
In Kapitel 2 haben wir die Holomorphie einer Schar beziiglich der Operatornorm
definiert. Ganz analog liefle sich aber auch die schwache oder die starke Topolo-
gie in einem Hilbertraum zur Definition der Holomorphie heranziehen. Intuitiv
wiirde man erwarten, dafl man auf diese Weise in gewissem Sinne schwéchere
Holomorphiebegriffe erhélt. Interessanter Weise 1éf3t sich aber zeigen, dafl es bei
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operatorwertigen Funktionen nicht darauf ankommt, ob man den Begriff der Holo-
morphie beziiglich der schwachen, der starken oder der gleichméfiigen Konvergenz
in einem Hilbertraum definiert.

Wir wissen bereits, wie das Spektrum und die Eigenwerte eines Operatorpolynoms
definiert sind, da es sich bei Polynomen nur um spezielle Operatorenscharen han-
delt. Vom Spektrum eines beschriankten linearen Operators ist wohlbekannt, daf3
es eine kompakte also insbesondere beschrénkte Teilmenge der komplexen Zahlen
ist. Das Spektrum einer Operatorschar ist aber im allgemeinen unbeschrankt, wie
das folgende einfache Beispiel zeigt.

Beispiel: Sei A ein linearer, beschréinkter Operator, der nicht invertierbar ist.
Dann ist das Spektrum des konstanten Polynoms L(\) = A unbeschrénkt.

Fiir Operatorpolynome 148t sich aber leicht einen Bedingung angeben, die gewéhr-
leistet, dafl das Spektrum des Polynoms, wie das Spektrum eines beschréinkten,
linearen Operators aussieht.

Theorem 5 Sei L ein Operatorpolynom vom Grade n und sei weiters der
Fiihrungskoeffizient A,, invertierbar, dann ist das Spektrum von L nicht leer und
kompakt.

Proof : Wir bezeichnen mit H" das n-fache kartesische Produkt des Hilbertrau-
mes H mit sich selber, und beschreiben Operatoren, die auf H" operieren, als
Matrizen A = (Ajx)}p—; mit Ay, € L(H). Dann assoziieren wir zum Polynom L
ein lineares Polynom im Raum H"

A()\> - Ao — >\A1
mit
A, A A 0o ... 0 —A,
I
AO - 1 ) Al =
I

I 0

Da Matrizen im Raum H" genauso multipliziert werden, wie im IR", verifiziert

man durch nachrechnen, dafi A(\) = B(\)diag(L(A), 1, ..., I)D(\) gilt, mit

I SN A S A4, L A, + A,
k=1 k=2

B() = ! | ,
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I
-1

-\ 1

Es ist nicht schwer zu sehen, daf die Operatoren B(\) und D(A) fiir alle komple-
xen A invertierbar sind. Daher stimmen die Spektren von L und A iiberein. Ist
der Operator A, invertierbar, dann ist das auch der Operator A;. Daher ist A(\)
invertierbar, genau dann, wenn A;'A(N) = A7'A, — Mdiag(I,...,I) invertier-
bar ist. Daher stimmt das Spektrum des Polynoms L iiberein mit dem Spektrum
des linearen Operators A A,. Daher hat o(L) dieselben Eigenschaften, wie das
Spektrum eines linearen Operators, ist also es insbesondere nicht leer und kom-
pakt.

O

Remark 10 Die Bedingung des obigen Satzes ist insbesondere erfiillt, wenn der
Fithrungskoeffizient des Polynoms der Einheitsoperator ist, wenn es sich also um
ein sogenanntes monisches Polynom handelt.

Sind die Koeffizienten des Polynoms selbstadjungiert, dann handelt es sich nach
einer Bemerkung aus dem dritten Kapitel um ein selbstadjungiertes Operator-
polynom. In diesem Fall liegt das Spektrum des Polynoms sogar symmetrisch
zur reellen Achse, da ein Operator und sein adjungierter Operator immer nur
gemeinsam invertierbar sind.

Zum SchluB fithren wir noch hyperbolische Operatorpolynome ein.

Definition 9 Ein selbstadjungiertes Operatorpolynom L(\) = Zn: NeLy, mit Ly, €
k=0

L(H) heifit hyperbolisch, wenn L, strikt positiv ist und fiir alle v €H die Wurzeln
des Polynoms (L(\)x, ) reell und verschieden sind.

Sei L(A) ein hyperbolisches Operatorpolynom vom Grade n, dann bezeichnen wir
mit (pr(x))p_, die in aufsteigender Reihenfolge gezdhlten Wurzeln des Polynoms
(L(N)z,z) x # 0. Definieren wir fir k =1,...,n

Ay = {pi(2) |z € H'},
dann gilt:

Theorem 6 Ist L(\) ein hyperbolisches Polynom, dann sind die Mengen Ay, dis-
gunkt firk=1,...,n.
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Um den Satz beweisen zu konnen, benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 9 Seien A, B beschrinkte, selbstadjungierte Operatoren. Existieren Vek-
toren x1 und xy mit

(Azq,21) >0, (Azg,x9) <0, (Bxy,x1) = (Bxg, ) =0,
dann gibt es einen Vektor x, sodafs
(Az,z) = (Bz,z) =0
qgilt.

Proof : Wir fithren den Operator C' := A + ¢B ein. Dann gilt auf Grund der
Voraussetzungen (Cxq,x1) > 0 und (Cxg, x2) < 0. Das heifit, dafl der numerische
Wertebereich des Operators C' mindestens eine positive und eine negative Zahl
enthélt. Da der numerische Wertebereich fiir alle beschrénkten Operatoren konvex
ist (siehe [M]), folgt die Existenz eines Vektors xz mit (Cz,z) = 0. Daraus folgt
die Behauptung.

l
Kommen wir nun zum Beweis des obigen Satzes
Proof : Da alle Wurzeln der Polynome (L(\)z, z) reell und verschieden sind, folgt,
daBl die Ableitungen in den Nullstellen verschiedene Vorzeichen haben miissen.

Es gilt also

(D" N (pr(2)z,2) >0 k=1,....n
Angenommen der Durchschnitt von A; und A;, 7 # 7, ist nicht leer. Es existiert
also eine reelle Zahl a mit

a = pi(r) = p;(y).

Wegen (L'(a)z,z)(L'(a)y,y) < 0 und dem obigen Lemma, folgt (L(a)z,z) =
(L'(a)z, z) fur ein z # 0. Das ist aber ein Widerspruch, weil alle Nullstellen eines
hyperbolischen Polynoms einfach sind.

O

5.2 Kreinrdume

Definition 10 Fin linearer Raum K mit dem indefiniten Skalarprodukt [.,.] heifit
Kreinraum, falls Teilrdume K, KC_ von K existieren, sodaf§ gilt
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1. (Ky, [.,.]) und (K_, -[.,.]) sind Hilbertraume.
2. K=K [+k_

Das Symbol [—l—] bezeichnet die direkte orthogonale Summe beziiglich des indefi-
niten Skalarprodukts.

Eine typische Situation, in der Kreinrdume auftreten ist die folgende. Sei (H, (., .))
ein Hilbertraum, G ein beschrinkter, selbstadjungierter Operator und 0 € p(G).
Definiert man [z,y] := (Gz,y), dann ist der Raum (H, [.,.]) ein Kreinraum. Sei
namlich F;, die zu G gehorende Zerlegung der Einheit, dann ist, weil 0 in der
Resolventenmenge von G liegt, der Operator E, eine Projektion auf denjenigen
Teilraum von H, der zum negativen Teil des Spektrums o(G) gehort. Dement-
sprechend projiziert (I — E,) auf den zum positiven Teil des Spektrums o(G)
gehorenden Teilraum. Definiert man I = (I — E,)H und K_ := E,H, dann
erhélt man eine Zerlegung des Raumes, wie sie in obiger Definition gefordert wird.
In diesem Zuammenhang wird der Operator G auch Gramoperator genannt.

Ist I ein Kreinraum, so kann jedes Element x € K geschrieben werden als x =
Ty +x_ mit x+ € K+. Fithrt man in K das Skalarprodukt (z,y) := [z4,y+] —

[z_,y_] ein, dann wird der Raum (K, (.,.)) zu einem Hilbertraum. Definiert man
Jr = x, —x_, dann folgt

(z,y) = [Jz,y] Vr,yek
(Jz,y) = [z,y] Va,yek.

Der Operator J ist beziiglich beider Skalarprodukte selbstadjungiert und heifit
Fundamentalsymmetrie. Ein Kreinraum K wird daher mit (z,y) := [Jz,y]| zu
einem Hilbertraum. Die Abbildung J wird dabei durch die gegebene Zerlegung
K = K, [+]K_ definiert. Da diese Zerlegung nicht eindeutig ist, gibt es im allge-
meinen viele verschiedene Abbildungen J, die jeweils Hilbertraumnormen indu-
zieren. Es zeigt sich aber, daf alle diese Normen zueinander dquivalent sind. Alle
topologischen Aussagen in einem Kreinraum beziehen sich daher immer auf eine
durch eine Fundamentalsymmetrie induzierte Norm.

Definition 11 Sei K ein Kreinraum. Ein in ganz K definierter linearer Operator
A heifit selbstadjungiert, wenn gilt

Az,y] = [r,Ay]  VeyeKk.
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Damit kommen wir zuriick zu den Operatorpolynomen. Sei L ein monisches Ope-
ratorpolynom der Form

L) =X+ A" A, + ..+ A,

Dann betrachten wir im Raum H" die folgende Linearisierung des Polynoms
(siche auch [DL])

Ay —Ans ... —A,
I 0 ... 0

A= 0 Eo (10)
0 I 0

und erhalten

LA™ = QA= NP,
wobei die Matrizen P und Q gegeben sind durch

Es zeigt sich, dal das Spektrum des Operators A mit dem Spektrum des Polynoms
iibereinstimmt. Dariiber hinaus besteht ein bijektiver Zusammenhang zwischen
den Eigenvektoren des Polynoms und denen des Operators A. Sei ndmlich x, ein
Eigenwert von L zum Eigenwert A\, und definieren wir

A,

io = : 3
oo

Lo

dann verifiziert man leicht, dafl Az, = \,Z, gilt. Ist umgekehrt z, ein Eigenvektor
des Operators A zum Eigenwert A, und ist z,, die n-te Komponente von z,, dann
zeigt sich, dafl x,, ein Eigenvektor von L zum Eigenwert ), ist. Es besteht daher
ein eineindeutiger Zusammenhang zwischen den Eigenvektoren des Polynoms und
denen des Operators A.
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Offensichtlich ist der Operator A im Raum H™ nicht selbstadjungiert. Fiithrt man
aber den Gramoperator

0 0 I

0 I A,
g= :

. I A2

I An—l e A2 Al

ein und definiert man ein neues Skalarprodukt
[2,9] == (Gz,9)  Vi,9€H",

dann ist A ein selbstadjungierter Operator beziiglich dieses neuen Skalarproduk-
tes. Da G ein invertierbarer Matrixoperator ist, folgt, dafl der Raum (H",[.,.])
ein Kreinraum ist.

Definition 12 Sei A ein selbstadjungierter Operator in einem Kreinraum IC.
FEin Spektralpunkt A des Operators A heifit Spektralpunkt positiven (bzw. nega-
tiven) Typs, genau dann, wenn fir alle Folgen normierter Vektoren (x,) mit
| (A= Nz, ||— 0 folgt, daf$ liminf[z,, z,| > 0 (bzw. limsup|x,,z,] < 0) gilt.

Die Bedeutung von Spektralpunkten positiven (bzw. negativen) Typs, besteht
darin, dafl lokal um diese Punkte eine Spektralfunktion fiir den Operator A exi-
stiert (siehe [LMM]).

Theorem 7 Sei L ein Operatorpolynom und A die Linearisierung aus (10). Sei
weiters X ein Eigenwert des Polynoms mit endlichdimensionalem geometrischen
Figenraum. Gilt (L'(N)x,z) > 0 fir alle x € kerL()\), dann ist X\ ein Eigenwert
positiven Typs fiir die Linearisierung A.

Proof : Sei x ein Eigenvektor des Polynoms zum Eigenwert A\, dann gilt fiir den
zugeordneten Eigenvektor  von A

[#,2] = (L'(AN)ax,z) > 0.
Wir betrachten jetzt eine Folge normierter Vektoren (&,) in H™ mit

[ (A= X)in||— 0.
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Da wegen (L'(A)x,z) > 0 der Punkt A ein isolierter Punkt von o(L) und damit
auch vom Spektrum von A ist, folgt, wie im Beweis von Satz 3, die Existenz eines
normierten Vektors & €ker(A — \) mit

|| Ty — T ||—> 0.
Daher erhilt man

|2, 2] = [&n, 2] | = [ [&— 20, 2] = [E0, & — Z0] |<
< 2| @—d,|—0.

Somit gilt nlinolo[in, &) = [2,2] > 0.

Definition 13 Sei L ein monisches Polynom. Ein Punkt X € o4(L) mit
(L'(N)z,x) > 0 fir alle x € kerL(\) heifit ein Eigenwert positiven Typs. Ana-
log definiert man Eigenwerte negativen Typs.

6 Anwendungen und Beispiele

6.1 Beispiel 1

Als erstes Anwendungsbeispiel des Minimax-Prinzips aus Kapitel 4 betrachten
wir ein quadratisches Operatorpolynom der Form

L) =X NI+AB+ A (11)

mit beschrankten selbstadjungierten Operatoren A und B. Durch 16sen der Glei-
chung (L(\)z,z)=0 erhdlt man die beiden Funktionale

—(Bx,z)* \/(Ba?, x)? — 4(Az, x)(z, x)

pj(l’) = 2<$ x) : (12)

Definiert man die Menge M wie folgt

M :={r € H|(Br,z)* > 4(Ax,2)},
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dann ist klar, daf die in (12) definierten Funktionale auf M reell sind und die
Ungleichung p_(z) < p,(z) erfiillen. Weiters fithren wir folgende Bezeichnungen
ein

= ' = inf
T ISG%JD*(:C) , = ik pi(2)
7_:= inf p_(z) , 7 := sup p_(2).
zeM! zeM1

Da wir das diskrete Spektrum des Polynoms in einem Intervall der Form (3, 7, ],
([ > 7', charakterisieren wollen, miissen wir uns iiberlegen, dafi die Grofie m,
beschrénkt ist. Dazu beweisen wir folgendes Lemma (siehe [M]).

Lemma 10 Sei T'(\) ein belicbiges Operatorpolynom wvom Grade n mit
gleichmdfig positivem (bzw. gleichmdf$ig negativem) Fihrungskoeffizienten T,,.
Bezeichnen wir die Menge aller Nullstellen der Funktionen (T (X)z,z) mit R(T),
dann existiert ein v > 0, sodafl R(T)C D, gilt, wobei D, die offene Kreisscheibe
mit Radius r bezeichnet.

Proof : Wir definieren

a = ||iﬂ£1|(T"I’x) |>0
= Cmax |7 +1

Dann gilt fiir alle |[\|> r und x € H' die folgende Abschitzung:

n—1 n—1
[ D (Thw, o)A | < max [T 30 AL
k=0 k=0
n—1
< a(|Al=1) D (A
k=0

< |aX"|<| A (T, x).

Daraus folgt, daB8 (T'(\)z, x) fiir kein x € H aufBlerhalb der offenen Kreisscheibe
D, eine Nullstelle haben kann.

O

Remark 11 Obiges Lemma zeigt insbesondere, dafl die Funktionale p,,p_ be-
schrénkt sind.
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Theorem 8 Sei L(\) das Polynom aus (11), M # 0 und ©'_ < 7. Dann sind
die Punktionen (L(N)x,x) auf dem Intervall (7', ] wachsend bei Null fiir alle
reM. Auflerdem sind die Grifien

Tj = sup min p(z)
MeM; zeM
McCM

fir alle j € IN Spektralpunkte der Schar L und liegen im Intervall (n'_,7y]. Ins-
besondere gilt T, € o(L). Liegen in einem Intervall der Form (B, m.], 8>7" nur
Punkte des diskreten Spektrums von L und bezeichnen wir mit (\;) die Eigenwerte
in nichtaufsteigender Rethenfolge gezihlt, dann werden sie gegeben durch

A; = max min ).
T Menm; m€M1p+( )
MCM

Proof : Zuerst bemerken wir, da§ die Funktionen (L(\)z,z) fiir z € M im In-
tervall (7', m;] genau eine Nullstelle besitzen, die durch p, () gegeben wird. Um
zu zeigen, dafl (L(\)x, x) wachsend bei Null ist, geniigt es daher zu verifizieren,
daB (L'(py(z))z,x) >0 gilt fiir alle z € M. Wir entwickeln daher das Polynom
(L(A\)z, x) um die Stelle 7"

(L(rl)z,x) = (L' (p+ (@), 2) (7L — pi(2)) + (2, 2)(7 = py())*. (13)

Da p_(z) <’ fiir alle z € M gilt, folgt (L(n’ )z, x)<0. Daher schlieBt man mit
(13)
(L'(p+(2)z,2) > pi(x) — 72 > 0.

Um die Aussage iiber die Werte m; zu zeigen, mufl man einfach die Beweise aus
den vorangegangenen Kapiteln in geeigneter Weise adaptieren. Konkret mufl man
iiberpriifen, ob die Beweise von Lemma 6, Lemma 7, Satz 2 und Satz 4 auch unter
diesen Voraussetzungen giiltig bleiben. Da die Funktionen (L(\)z,z) wachsend
bei Null sind, miissen die Hilfsgroflen p;(A) durch

fj(A) == sup min (—L(\)z, z)

MeM; zeM!

ersetzt werden. Wir zeigen nur den ersten Teil des Beweises von Lemma 6 ,
namlich, daB ji;(\;) <0 gilt. Aus der Definition der A; folgt, dafl zu jedem Teil-
raum M € M;, M C M ein normierter Vektor x,, existiert mit A\; >p, (zp). Da
(L(X)z, x) wachsende bei Null ist fiir alle 2 € M folgt

min (—(L(\;)z,z) < (—(L(Aj)z,2) <0

xeM? o
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Ist N ein beliebiger j-dimensionaler Teilraum mit N ¢ M, dann enthélt er einen
Vektor zy € M. Fiir diesen Vektor gilt aber, da§ das Polynom (L(\)zy, zy) zwei
komplexe Nullstellen hat. Da das Polynom konvex ist, folgt (L(\)xy,zyn) >0 fir
alle A€ IR. Also gilt insbesondere (L(\;)xn, xx)>0. Man schlieit daher auch fiir
beliebige Teilraume N, dafl

min (—L(\;)z,z) <0,

zeN!

gilt, was unmittelbar /1;(\;) <0 zur Folge hat.
O

Remark 12 Die Punkte des diskreten Spektrums im Intervall [w_, 7’ ) lassen
sich analog charakterisieren.

Setzen wir M als nicht leer voraus und fordern zusatzlich
p-(z) <ps(x)  VoeM, (14)

dann ist das Polynom aus (11) hyperbolisch. Nehmen wir namlich an, da8 p, (y)
nicht reell ist fiir einen Vektor y € H, dann ist (L(\)y,y) > 0 fiir alle A € R. Wir
betrachten die Schar F'(t, X) := (L(A\)ty+(1—t)x, ty+(1—t)z) mit € M und t €
[0, 1]. Fiir t = 1 hat F(1, \) keine reellen Nullstellen und fiir £ = 0 hat F/(0, \) zwei
verschiedene reelle Nullstellen. Aus Stetigkeitsgriinden folgt die Existenz eines t,,
sodafl das Polynom F'(t,,A) eine doppelte Nullstelle besitzt. Da t,y + (1 — t,)z
in der Mengen M enthalten ist, erhalten wir damit einen Widerspruch zu (14).
Da die Funktionale p+ (x) auf der Einheitskugel stetig und beschrénkt sind, folgt

fiir die Mengen A +, daf} sie beschriankte, zusammenhéngende Teilmengen von IR

sind, also Intervalle. Wie wir aus dem vorigen Kapitel wissen, sind die Mengen
A, A_ disjunkt. Daher erhdlt man 7/ <7, .

Gilt sogar 7. = 7, =: m und ist 7 ein Eigenwert des Polynoms aus (11), dann
impliziert Bedingung (14), dafl = entweder ein Eigenwert postiven oder ein Ei-
genwert negativen Typs ist.

Proof : Fiir jeden beliebigen Eigenvektor x zum Eigenwert 7 gilt wegen (14)
entweder p_(z) < m oder py(x) > 7. Da A_ und A, disjunkt sind, folgt, daf ei-
ne der beiden Ungleichungen fiir alle Eigenvektoren gelten muf. Sei zum Beispiel
p+(z) > 7 fiir alle Eigenvektoren x erfiillt, dann erhélt man wie schon in Satz 9
die Ungleichung (L'(7)x, z) > 0 und damit die gewiinschte Aussage.

O
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Theorem 9 Sei L(\) wie in (11) definiert und erfille Bedingung (14). Sei wei-
ters m ein Eigenwert positiven Typs mit endlichdimensionalem geometrischen Fi-
genraum. Besteht nun das Spektrum o(L) im Intervall [m, 7, ] nur aus Punkten
des diskreten Spektrums der Schar und bezeichnen wir die Figenwerte positiven
Typs im Intervall [, 7] in absteigender Reihenfolge gezdhlt mit (X;), dann wer-
den sie gegeben durch

A; = max min py(x).
17 MeM; zeM! +(@)

Proof : Da alle Eigenwerte im Intervall [r, 7, ] Eigenwerte positiven Typs sind,
ist der Satz eine einfache Folgerung von Satz 4.

O

Wir nehmen jetzt den Operator B in (11) als nichtnegativ an. Zerlegen wir den
Operator A in seinen positiven und negativen Teil, dh. A=A, —A_ mit A+ >0,

wobei wir A_ als nicht trivial voraussetzen, folgt
A ={reH|(Azr,z) <0} C M.

Offensichtlich ist p_(x) <0 fiir alle x € A_. AuBlerdem folgt, da8 p, () auf A_ reell
und positiv ist. Daher ist 7/ <0 <,. Wihlt man #=0, sind alle Voraussetzungen
von Satz 9 erfiillt, und man erhélt, dafl alle

T = A?B/gj ggﬁllm(x) >0 (15)
MCA_

im Spektrum der Schar L liegen. Setzt man zusétzlich A_ als kompakt voraus,
dh. das Spektrum von A_ ist diskret und besteht nur aus Eigenwerten endlicher
Vielfachheit mit dem Punkt 0 als einzigem moglichen Haufungspunkt, dann hat
die Schar L genausoviele positive Eigenwerte wie der Operator A negative Ei-

genwerte hat. Bevor wir diesen Satz zeigen, zitieren wir noch folgendes Lemma
(siche [AG]).

Lemma 11 Die Anzahl der Punkte des Spektrums eines beschrankten selbstad-
jJungierten Operators T, die links von einem gegebenen Punkt \, liegen, ist gleich
der mazimalen Dimension der linearen Mannigfaltigkeiten G, auf denen die Un-
gleichung

(Tx — Aoz, x) <0

erfillt ist
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Angewendet auf den Operator A, erhélt man, dafl die maximale Dimension der
linearen Mannigfaltigkeiten, auf denen (Az — A\,x,z) < 0 erfiillt ist, endlich sein
muf fir alle A, < 0.

Theorem 10 Sei L(\) wie in (11) definiert, wobei B ein nichtnegativer Operator
st und der Operator A einen kompakten negativen Teil hat.
Dann gilt

1. Alle positiven Eigenwerte des Polynoms L(\) haben einen endlichdimensio-
nalen geometrischen Eigenraum.

2. Das Polynom L hat genausoviele positive Eigenwerte, wie der Operator A
negative Figenwerte, wobei die Figenwerte threr Vielfachheit entsprechend
gezdhlt werden.

Proof : 1. Angenommen es gibt einen positiven Eigenwert mit unendlichdimen-
sionalem Eigenraum, dh.

dIM CH:dimM =00 A LAN)zxz=0 VrelM.

Dann erhélt man auf Grund der Nichtnegativitéit des Operators B und der Posi-
tivitdt von A die Abschétzung

(Az,z) = —X*(x,2) — N(Br,z) <
< =Nz, 7).
Setzen wir nun p:= —\2, dann gilt x < 0. Wihlen wir jetzt ein £ > 0 geeignet,

sodafl u + ¢ < 0 gilt, erhalten wir
(A= (u+e))x,z)<0 VereM

im Widerspruch zu Lemma 11.

2. Zuerst beweisen wir, dafl alle Werte 7; aus (15) Eigenwerte sind. Wir neh-
men nun an, dafl es einen Index N gibt, sodafl Ay kein maxmin-Wert, also kein
Eigenwert, ist:

Ay = sup min py(x)

MeM; xzeM?!
McCA_

Aus der Definition des Supremums folgt die Existenz einer Folge von normierten
linear unabhéngigen Vektoren (z,) C H mit

||£L'||: 17 nh_{{.lop—i-(xn) = )\N und p+(£En) < )\N Vn € IN.
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Die Folge (z,) ist unendlich, da andernfalls das Maximum angenommen wiirde
und Ay somit ein Eigenwert wire, was wir aber ausgeschlossen haben. Mit der
Definition der p, (x,) und &hnlich, wie im ersten Teil dieses Beweis erhélt man

(Ax,, z,)

Setzt man £ := 22 > 0, dann folgt die Existenz eines Index N(g) mit

A
7N <plz,) <Ay Vn> N(e).

Damit kénnen wir (Ax,, x,) weiter abschétzen.

)\2
(A, ) < —p(ap)* (2, 1) < —TN(xn,xn) <0
Setzen wir u = —% < 0, dann folgt die Existenz von unendlich vielen linear

unabhéngigen Vektoren, die die Ungleichung
(A= p)z,z) <0

erfiillen, im Widerspruch zur Diskretheit des negativen Spektrums von A. Daraus
folgt, daB alle 7; Eigenwerte sein miissen.

Sei umgekehrt A ein beliebiger positiver Eigenwert von L mit x, als zugehorigem
Eigenvektor. Dann zeigen wir, dafl ein Index j existiert mit A = 7;. Es sind zwei
Fille zu unterscheiden:

1. EleW mit T <A< Tj—1

2. X <mj fir alle j€ IV

Im ersten Fall existiert ein Teilraum M e M;_y, M C A_ mit

A < mi . 16

min p.(v) (16)
Bilden wir N :=M @ < x, >, dann folgt einerseits dim/N = 7 und andererseits
mit einem beliebigen Vektor x € M

(LN zy+ a2y +2) = (L(N)xx, z)) + (L(N)zN, )+
+(L(N)z,z)) + (LA)z, )
= (L(\)z,x) <0.
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Damit erhélt man auf Grund der Nichtnegativitat von B, da8 N C A_ gilt. Daher
gilt

A= gélzrvlm(x)'

Obige Gleichung impliziert aber, da A < m; gelten mufl. Daher mufl A = 7;
gelten. I'iir die Behandlung des zweiten Falles bezeichnen wir die zu 7; gehdrenden
Eigenvektoren mit z; und bemerken, dafl (L(\)x;, x;) < 0 gilt fiir alle j € IV.
Wegen B > 0 folgt, dafl die maximale Dimension eines Teilraumes, auf dem
die Ungleichung ((A + A\?)z,z) < 0 erfiillt ist, unendlich ist. Dies ist aber ein
Widerspruch zur Kompaktheit des negativen Teils des Operators A.

Zusammenfassend haben wir bis jetzt gezeigt, dal L genausoviele positive Eigen-
werte besitzt wie es Werte 7; gibt. Die Anzahl der 7; ist aber identisch, mit der
maximalen Dimension eines Teilraumes, der in A_ enthalten ist. Dies ist aber
gleichzeitig die Anzahl der negativen Eigenwerte des Operators A, womit auch
die zweite Aussage des Satzes bewiesen wére.

l
Remark 13 Hat der Operator A unendlich viele negative Eigenwerte, dann zeigt
obiger Beweis, dafl entweder eine Folge von positiven Eigenwerten der Schar L

existiert, die gegen 0 konvergiert, oder ein Punkt der positiven reellen Halbachse
im wesentlichen Spektrum der Schar liegt.

6.2 Beispiel 2

Seien Hi, Ho zwei Hilbertrdume und H = H, @ H, deren kartesische Summe.
Wir betrachten die folgende Operatormatrix

Az(; g) (17)

mit einem selbstadjungierten Operator A € L(H;), einem selbstadjungierten
Operator D € L(Hy) und einem Operator B € L(H1,Hz). Der Operator A ist
selbstadjungiert im Hilbertraum H. Daher kann man seine Eigenwerte aulerhalb
des wesentlichen Spektrums o.ss(.A) durch das klassische Minimax-Prinzip aus
dem zweiten Kapitel charakterisieren. Mit Hilfe des verallgemeinerten Minimax-
Prinzips gelingt es aber, auch andere Teile des diskreten Spektrums o4(.A) zu
charakterisieren.

Wir betrachten fiir das Folgende die Situation

max o (D) < mino(A).
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Fiihren wir die Bezeichnungen §, := max o (D) und «, := min o.s5(A), dann be-
haupten wir, daf§ das Spektrum des Operators A im Intervall (J,, «,) nur aus
Eigenwerten endlicher Vielfachheit besteht, die sich gegen a,, hin hdufen kénnen.

Proof : Seien ()\;(A)) die Eigenwerte des Operators A, die kleiner als «, sind, in
aufsteigender Reihenfolge, dann bilden sie eine endliche oder unendliche Folge. Zu
jedem hinreichend kleinen £ > 0 existiert ein Index N, mit A;(A) < A(A) < ... <
An.(A) < ap —e und An.41(A) > a, — ¢, sofern Ay_1(A) tiberhaupt existiert.
Sei {x1,...,zn.} eine orthonormierte Basis des zugehorigen Eigenraumes, dann
ersetzen wir in (17) den Operator A durch A,

Ne
Ag = A+ (o — N(A) (., 25);.
j=1
Fiir den Operator
A, B
A= (3 b)) (18)

erhélt man dann (0,, An.(A)] C p(A,). Um das zu sehen, bemerken wir, daf das
wesentliche Spektrum von A, mit dem des Operators A iibereinstimmt ,weil der
Operator A, eine kompakte Stérung des Operators A ist (siehe [AG]). Der Ope-
rator A, kann im Intervall (J,, An.(A)] aber auch keine Eigenwerte haben, denn
angenommen fiir den Operator A, existiert im Intervall (d,, Ay, (A)] ein Eigen-
wert A, dann sieht man sofort durch einsetzen, daf§ der zugehorige Eigenvektor x
im orthogonalen Komplement der Vektoren z1, ..., xy, liegen mufl. Daraus folgt,
daf x, die Gleichung (A — M)z, = 0 erfiillen mufi. Da aber der Operator A im
Intervall (J,, An.(A)] nur die Eigenwerte Aq, ..., Ay, besitzt, mufl x, gleich einem
der Vektoren xy,...,xn. sein im Widerspruch zur Orthogonalitét. Das Intervall
(00, An. (A)] liegt also in der Resolventenmenge des Operators A. Und da A, ei-
ne endlichdimensionale Storung von A ist, folgt, daf o(.A) diskret ist in diesem
Intervall und aus hochstens endlich vielen Eigenwerten besteht.

|
Der Operator A ist die Linearisierung folgender Operatorschar

LN =A—-X—B(D-)\)"'B"

Auf p(D) ist L holomorph und das Spektrum o (L) stimmt dort mit dem Spektrum
o(A) iiberein. Bezeichnen wir mit « den kleinsten Eigenwert von 4 im Intervall
(00, (v), dann kénnen wir die Eigenwerte von L im Intervall [« «,) durch minmax-
Werte charakterisieren.

Proof : Betrachten wir L auf dem Intervall [a, a,), dann folgt

LIN)=-I-BD-\"2B"<0 VYA€ a,).
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Wegen A < « fiir alle A€o (D) folgt —(B(D — «)~'B*x,z) >0 fiir alle z€H. Da
zusitzlich links vom Punkt a keine Punkte aus dem Spektrum des Operators A
liegen konnen (siehe Lemma 10), folgt, daf

(L(a)z,z) > (A—a)z, ) — (B(D—a) ' B*z,2) > (A—a)z,2) >0 Ve € H

ist. Auf Grund der Negativitit der Ableitung schlieft man damit, dafl die Funk-
tionen (L(A)z,z) fiir alle z € H' im Intervall [, a,) eine eindeutig definierte
Nullstelle p(x) haben. Daher sind alle Voraussetzungen von Satze 4 erfiillt und
man erhélt die gewiinschte Aussage.

O

6.3 Beispiel 3

Sei wieder H = H; @ H» und der Operator A gegeben durch

A B
(5

mit A = A* € L(H1), D = D* € L(Hy) und B € L(Hy,Hz). Dann ist der
Operator A selbstadjungiert, wenn man im Raum H das neue Skalarprodukt
[.,.] = (G.,.) einfithrt, mit dem Gramoperator

G- ( Y ) .
Das klassische Minimax-Prinzip ist also nicht anwendbar. Sei o(A) = [a1, as] und
o(D) = [dy, ds] mit dy < a;. Weiters existiere ein a mit
dot || Bll<a<a—| B .
Der Operator A ist eine Linearisierung der Schar
LOA)=A—-X+B(D-\""'B"

Auflerhalb des Spektrums von D stimmt das Spektrum des Operators A mit
dem Spektrum der Schar iiberein. Wenn das Spektrum o(L) im Intervall [a, 3),
B < as+ || B ||, nur aus Punkten des diskreten Spektrum besteht, dann kénnen
diese Punkte durch das Minimax-Prinzip aus Kapitel 4 beschrieben werden.
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Proof : Sei A¢ (D) und bezeichne §(o(D), A) den Abstand des Punktes A zum
Spektrum des Operators D. Dann gilt bekanntlich

-1 1
[ (D=A)""I< W-

Daher gilt fiir alle A\ > dy+ || B|| die Ungleichung || (D — A\)™!B* ||< 1, und wir
erhalten fiir die Ableitung

(I'(Na,2) = —(,2) + (B(D = N 2B9)z,2) <0 VoM

Da auf Grund der Lage des Punktes a fiir alle x einerseits
((A—a)z,z)>| B|| (x,z) und andererseits

| (D —a)"' B2, B"2) |<| (D= N)"'B" ||| B| (=, 2)

gilt, folgt unmittelbar (L(a)x,x) >0 fir alle x € H. Daher sind alle Voraussetzun-
gen des Satzes 4 erfiillt.

O
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