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1 Begriffsfestlegungen und Grundlagen

1.1 Koordinatentransformationen

Im allgemeinen sind die Koordinaten eines Vektors x eines Vektorraums V'
von der gewahlten Basis abhéngig. Wir werden in diesem Abschnitt kurz die
Frage beleuchten, welcher Zusammenhang zwischen den Koordinaten eines
Elements im bezug auf verschiedene Basen besteht. Seien also die beiden
Basen by, ...,b, und cy, ..., c, des Vektorraums V' gegeben. Jedes x € V ist
also dann gegeben durch:

r=x1b + ... +z,b,
bzw.
r =2z + ...+,

Jedes Element der Basis ¢, ..., ¢, besitzt aber natiirlich ebenfalls eine Dar-
stellung in {b;}. Diese schreiben wir folgendermafen:

= Zlebk,W <n

k=1

Setzt man diese Beziehung in die Darstellung von v nach der Basis {¢;} ein
so erhalt man:

n n n n
/ / / /
r=xi0+ ...+ 7,00 = g xjc; = g T E Qribr = E qijjbk
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j=1 kj=1

Durch Vergleich mit der ersten Darstellung von = erhalt man:

n
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Diese Beziehung entspricht der Matrizengleichung:
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Der Wechsel von einer Basis zu einer anderen lasst sich demnach auch als li-
neare Abbildung von V nach V' betrachten. Die zu dieser Abbildung gehorige
Matrix ) heifit Transformationsmatrix. Man beachte, dass in ihren Spalten
die Koordinaten der zweiten Basis nach der ersten stehen.

Wenn man nun die Reihenfolge der Basen vertauscht, also einen Basiswechsel
von {¢; } nach {b;} durchfiihrt, so erhélt man natiirlich in analoger Weise eine
Transformationsmatrix D fiir die dann gilt C Dz = x,Vz € V. Wenn man fiir
x zum Beispiel (1,0, ...,0)T einsetzt, so erhilt man durch ausmultiplizieren:

cndin 1
Dy — co1day o 0
Cnldnl 0

und durch weiters Einsetzen von (0,1,0,...0)T, ..., (0,0,...,0,1)T schliefSlich
CD = I und damit D = C~!. Die beiden Matrizen C' und D sind also
zueinander invers.

Weiters interessieren wir uns noch dafiir, wie sich die Basen des Dualraums
bei einem Basiswechsel verhalten. Wir halten folgenden Satz fest:

SATZ 1.1.1 Sei V ein Vektoraum mit Dimension n und {b;} und {c¢;} zwei
Basen. Weiters bezeichnen wir mit V* den Dualraum von V' und mit {b}}
und {cf} die zu {b;} und {¢;} dualen Basen von V*. Wird der Basiswechsel
von {b;} nach {¢;} durch die Transformationsmatriz C' beschrieben, so ist
jene vom Basiswechsel von {b;} nach {c} gleich (C™1)T.

Beweis: Seien C und D wieder die TransformationsMatrizen zum Basis-

wechsel von {b;} nach {¢;} bzw. von {¢;} nach {b;} mit den Eintragen c;;
bzw. d;;, so gilt:

n n
w; = E CjiUj bzw. vV = E dj,-wj
Jj=1 Jj=1
Weiters haben wir laut Voraussetzung

b; (b;) = &} sowie ¢ (c;) = 6

J

wobei 5} das Kroneckersymbol bezeichnet, das definiert ist durch
o; =1, fallsi=j
0; =0, fallsi # j
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Wir erhalten dann also:
c; (bx) = C:(Z djxcy) = Zdjkcf(cj) = dix
J=1 j=1
bzw.
bi(cx) = b, diudy) =Y dibi (by) = day
J=1 j=1

Wir wissen bereits, dass es eine Transformationsmatrix C’ zum Basiswechsel
von {b}} nach {c}} gibt und dass fiir diese gilt:

n

*x / . *
E bicy = ¢

Jj=1

Wir berechnen nun:

n

ci(en) = ;O embi) = D ciwci(b) = D bi(er)dy;
j=1 Jj=1

7j=1
c;; ist nach dieser Rechnung gleich d;; und damit gilt: ¢" = D" = (C~1)". O
Weiters definieren wir:

Definition 1.1.2 Sei V' ein Vektorraum tiber C. Wir definieren einen Vek-
torraum V', bestehend aus Kopien der Elemente von' V' durch die Operationen:

V1 + V2

U1 + U9

I
2

cv

und nennen ihn den konjugierten Vektorraum von V. Es gilt also, dass jedes
Element aus V' gleich v fiir genau ein v aus V' ist.

Bemerkung:

In der Definition bezeichnet ¢ die konjugiert komplexe Zahl zu ¢. Offensicht-
lich ist der zweite Punkt dquivalent zu ¢v = cv.

Offensichtlich gilt, dass, wenn by, ...,b, eine Basis von V ist, by,...,b, eine
Basis von V' ist und wir nennen diese die konjugierte Basis von by, ..., b,.

Sei nun ¢, ..., ¢, eine zweite Basis von V' und der Basiswechsel wieder durch
eine Matrix () beschrieben, so erhalt man aus

4



= Zlebk,W <n
=1

dass

= Zlebk = Z%—bk = Z(?kll_?k
k=1 k=1 k=1

Offensichtlich wird also der Basiswechsel im Raum V durch die Matrix Q
beschrieben, deren Eintréage genau die konjugiert komplexen Eintrage von )
sind.

1.2 Multilinearformen und innere Produkte

Definition 1.2.1 Es seien die E; (1 =1, ...,p) sowie G Vektorrdume. Eine
Abbildung ¢ : By X ... x E, — G heifit p-linear oder multilinear falls fiir jedes
1,1 <17 <p gilt:

P(T1y ooy i1, AT WYy Tig1s ooy Tp) = AP(T1, ooy Ty oy Tp) FUA(T 1,5 ooy Yiy ooy Tp)
Im Fall p = 2 heifit eine multilineare Funktion auch bilinear.

Im Gegensatz zu linearen Funktionen ist das Bild einer multilinearen Funkti-
on im allgemeinen kein Unterraum von G. Wir bezeichnen daher mit I'm(¢)
den von den Elementen ¢(z1, ..., z,) mit z; € E; erzeugten Unterraum.

Definition 1.2.2 Sei V' ein Vektorraum 1ber R. Eine bilineare Abbildung
(,,.): V xV — R heifit inneres Produkt falls sie

(z,y) = (y,z), Yo,y €V

erfillt.
Die Abbildung @ : V — R die definiert ist durch

Q(x) = (z,x), Vr eV

heif$t dann die zum inneren Produkt (.,.) gehorige quadratische Form.



Definition 1.2.3 Sei V' ein Vektorraum mit einem inneren Produkt (.,.).
Zwei Vektoren x,y € V' heiffen orthogonal (i.Z.: x1ly), falls (x,y) = 0. Fir
M CV ist das orthogonale Komplement M+ definiert durch:

M*+={zecV zly Vyec M}

Die Menge
Ve={zx eV .zly YyeV}

heif$t der isotrope Teil von V. Das innere Produkt heifit nicht-entartet falls
Ve ={0}.

In der Folge bezeichne V' immer einen Vektorraum mit einem nicht-entarteten
inneren Produkt (.,.). Wir bezeichnen eine Basis {e; i € I} von V, fir die
gilt, dass

(€i,ej) = iéj-, Vi, j el
als Orthonormalbasis und wir halten fest, dass eine solche Basis immer exi-
stiert.
Weiters ist die Anzahl der Basisvektoren, fiir die gilt, dass (e;, e;) = +1 (und
daher auch analog fiir —1) fiir jede beliebige Orthonormalbasis dieselbe. Die
folgende Definition ist also unabhéngig von der gewahlten Orthonormalbasis:
Sei {b; : i € I} eine Orthonormalbasis und bezeichne

Ry = #{bj . (bj7bj) = +1}

dann heifit £, der positive Index von (.,.). Analog definieren wir den nega-
tiven Index von (.,.) als:

ko= #{bj : (bj,b;) = —1}

1.3 Der Minkowskiraum

Dieses Kapitel ist nur zur Einfiihrung der verwendeten Begriffe gedacht und
um grundlegendes Wissen iiber verschiedene, im spateren verwendeten Be-
griffe abzuklaren. Wir werden daher im Allgemeinen keine Beweise fiihren,
versuchen aber die vorkommenden Definitionen und Séitze so prézise wie
moglich zu formulieren, dadurch werden vielleicht manche Definitionen et-
was ungewohnt wirken, da versucht wird, den fiir uns bedeutenden Aspekt
eines Begriffs bereits in der Definition hervorzuheben.

In der Folge wollen wir uns mit den linearen Abbildungen V' — V eines Vek-
torraums V' mit nicht-entarteten inneren Produkt beschéftgen, insbesondere
aber mit den linearen Abbildungen des Minkowskiraums, der folgendermaflen
definiert ist:



Definition 1.3.1 FEin 4-dimensionaler Vektorraum M dber R auf dem ein
nicht-entartetes inneres Produkt (.,.) : M x M — R mit negativem Index 1
definiert ist, heifst Minkowskiraum.

Definition 1.3.2 Sei V' ein Vektorraum mit einem inneren Produkt (.,.). Ei-
ne Abbildung L : V — V heifit orthogonal falls (L(x), L(y)) = (x,y),Vz,y €
V.

Lemma 1.3.3 Sei L : V — V eine lineare Abbildung, dann sind die folgen-
den Punkte dquivalent:

1. L ist orthogonal

2. Q(L(x))=Q(x)

3. Ist{e;} eine beliebige Orthonormalbasis so folgt, dass auch {L(e;)} eine
Orthonormalbasis ist.

Die Menge aller orthogonalen Transformationen bildet eine Gruppe und die
Menge aller orthogonalen Transformationen auf M heifit allgemeine (homo-
gene) Lorentzgruppe (i.Z.: Loy).

Wir bezeichnen einen Vektor x € M als zeitartig, wenn Q(z) < 0 und fiir
die Menge aller zeitartigen Vektoren schreiben wir 7.

Sei die Aquivalenzrelation ~ definiert auf 7 durch:

z~y e (z,y) <0

so zerfallt 7 in zwei Aquivalenzklassen, die wir mit 7, und 7_ bezeichnen.

Definition 1.3.4
Cr(xzg) ={reM:z—zy€T}

CH(z0) :={z € Cr(xp) : @ — 29 € T4 }
Cr(xo) ={x € Cr(z) 1z —xp € 7_}

Eine orthogonale Transformation bildet 7 bijektiv auf 7 ab. Weiters wird die
Aquivalenzklasse 7. bijektiv auf 7, oder 7_ abgebildet. Ebenso werden die
Mengen C(0) auf sich selbst oder C(0) abgebildet. Dasselbe gilt analog
fir 7_ und C7(0).

Definition 1.3.5 Eine Orthonormalbasis von M heifit zuldssig, wenn Q(eq4) =
—1 und ey € C£(0). Eine orthogonale Abbildung L heift orthochron falls fiir
jede beliebige zuldssige Basis {eq,...,es} gilt, dass {L(ey), ..., L(es)} wieder
eine zulassige Basis ist.



Die Menge der orthochronen Abbildungen bildet eine Untergruppe der or-
thogonalen Abbildungen.

Lemma 1.3.6 Sei L eine orthogonale Transformation, so sind folgende Punk-
te dquivalent:

1. L st orthochron
2. L(C£(0)) = C£(0)
3. Jec € C£(0) : L(x) € C£(0)

Sei
100 0
{0100
=001 0
000 —1

Fiir die Matrizen der orthogonalen und orthochronen Abbildungen ergeben
sich dann folgende Sachverhalte:
Sei in der Folge {e1, es, e3, €4} immer eine zuléssige Basis von M. Weiters sei

AL Ay Ay A
AT A3 A A
AYA AS A
AL A A5 A

immer eine 4 x4-Matrix die eine Koordinatentransformation L in M beziiglich
der obigen Basis beschreibt. Dann gilt:

Die Abbildung L ist genau dann eine allgemeine, homogene Lorentztransfor-
mation falls fir die zugehorige Transformationsmatrix A gilt:

A1 272 373 474
was aquivalent ist zu:
ATpA =
Fiir eine allgemeine, homogene Lorentztransformation gilt also insbesondere:

(AD? =1+ (A))* + (AD) + (AD)?



also (A})? > 1. Die Menge dieser Transformationen zerfallt also in zwei Klas-
sen, jene mit A} > 1 und jene mit A} < 1. Es stellt sich heraus, dass eine all-
gemeine, homogene Lorentztransformation genau dann orthochron ist, wenn
A > 1

Durch Determinantenbildung in obiger Gleichung erhalt man weiters:

det(n) = det(A"nA) = det(AT)det(n)det(A) = det(A)det(n)det(A)
und daher det(A)? = 1 oder anders geschrieben:
det(A) = 1 oder det(A) = —1

Eine Transformation fiir die gilt det(A) = 1 nennen wir eine echte Lorentz-
transformation.

Auch die Menge der echten, orthochronen Lorentztransformationen bildet
eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfiithrung von Abbildungen und
wir bezeichnen sie kurz mit Lorentzgruppe und schreiben L dafiir.

In der Folge werden werden wir die Elemente der Lorentzgruppe nur sel-
ten als Abbildungen betrachten, sondern, losgelost vom Minkowskiraum, als
Gruppe. Unter der Lorentzgruppe verstehen wir daher immer die Menge der
Matrizen aller echten, orthochronen Lorentztransformationen.

2 Tensorprodukt und Tensoren

2.1 Definition und Konstruktion des Tensorprodukts

Definition 2.1.1 Seien E und F zwei Vektorrdume und ¢ : E X F — G
eine bilineare Abbildung von E x F in einen Vektorraum G. (G, @) heifit
Tensorprodukt fiur E und F falls

1. @' Im(¢) =G

2. ®2: Sei: Ex F — H eine bilinaere Abbildung von E x F in einen
beliebigen Vektorraum H dann gibt es eine lineare Abbildung f : G — H

sodass 1 = f o ¢.

Bemerkung:

Im(¢) bezeichnet hier den von den Elementen ¢(e, f),e € E, f € F erzeugten
Vektorraum (siche Definition 1.2.1). Elemente in G heiflen Tensoren, jene die
von der Form ¢(e, f) sind, heiflen zerlegbare Tensoren.



Lemma 2.1.2 Sei ¢ : E X F — G eine bilineare Abbildung in einen Vektor-
raum G. Diese ist genau dann Tensorprodukt fir E und F' falls:

®: Fiir jede bilineare Abbildung ¢ : E x F' — H in einen beliebigen Vek-
torraum H existiert eine eindeutige lineare Abbildung f : G — H, sodass

b=foo.

Beweis: 1.) Angenommen ¢ ist Tensorprodukt und fiir eine beliebige, aber
feste bilineare Abbildung ¢ : E x F' — H gibt es zwei lineare Abbildungen
fi:G— Hund f5: G — H, sodass

Y =rfiogund = fro¢

dann folgt:

(i =fa)od)(x)=(fi — fo)(o(x)) =0, Ve € E x F

und weiter, da laut Voraussetzung auch Im(¢) = G, (fi—f2)(g9) =0, Vg € G
und daher f; = f5.

2.) Gelte umgekehrt die Voraussetzung ® fiir (G, ¢). ®2 folgt sofort. Zum
Beweis von ®': Sei ¢ : E x F' — G definiert durch ¢(z,y) = ¢(x,y) so ist
(Img, 1) ein Tensorprodukt.

Es existiert dann laut Voraussetzung eine lineare Abbildung f : G — Im(¢)

sodass fo¢p = 1. Sei j : Im(¢) — G die Inklusionsabbildung (definiert durch
j(g) = g) dann gilt:

(Joflogp=jo(fop)=jotb=¢

Die Eindeutigkeit in der Voraussetzung angewendet fiir H = G und ¢ = ¢
ergibt dann: j o f = ¢ wobei ¢ die Identitatsabbildung auf G ist. j ist damit
insbesondere surjektiv und daher ist Im(¢) = G. O

Meistens schreiben wir mit der Bezeichnung aus der Definition anstatt G
E ® F und anstatt ¢(z,y) auch x ® y oder ®(z,y).

Wir wollen in der Folge einige einfache Eigenschaften des Tensorprodukts
zusammenfassen. Seien dazu F und F' zwei beliebige Vektorraume iiber einem
Korper K mit a € Eund b € F.

Lemma 2.1.3 a #0 und b #0 < a®b # 0.

Beweis: Wenn a,b # 0 so gibt es lineare Funktionen f : £ — K und
g : F — K sodass f(a) # 0 und ¢(b) # 0 und dazu existiert auch die
Bilinearform (.,.) : Ex F — K die definiert ist durch (z,y) = f(x)g(y). Laut
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®? gibt es eine lineare Funktion h : E® F — K mit h(z ®y) = f(z)g(y) Es
folgt, dass h(a ® b) = f(a)g(b) # 0 und damit a ® b # 0.

Ist umgekehrt a = b = 0 so folgt aus der Bilinearitat von ® sofort, dass
a®b=0.01

Lemma 2.1.4 Sei z € E® F ein beliebiger Vektor ungleich Null. Dann gibt
es ein r € N sowie linear unabhingige x; € E und y; € F (i=1,...,r) sodass:

Z:in@)yi
i=1

Beweis: Da E ® F' vom Bild der Abbildung ® erzeugt wird, gibt es zu
jedem z € E ® F Vektoren x; und y; sowie Konstanten )\;, sodass z =

SA® (2, y)) = S, @Az, ¢). Das heift es gibt auch Vektoren 7,y
sodass z = Z:;l ®(z,y!). Wir wihlen eine solche Darstellung von z, fiir die
r = r” minimal ist. Falls » = 1 ist, so folgt aus dem vorherigen Lemma, dass
x1 # 0 und y; # 0 und dass daher sowohl z; als auch y; linear unabhéngige
Vektoren sind.

Sei also r > 2: Angenommen die Vektoren z; waren linear abhangig so liefle

sich x, als Linearkombination der xy, ..., x,_; darstellen, also:

r—1
Ty = Z i
i=1
Daraus folgt:
r—1 r—1 r—1 r—1
z= Z ®(zi, yi) + Z ®(Niwi, yr) = Z (i, yi + Niyr) = Z ®(wi, ;)
i=1 i=1 i=1 i=1

Das widerspricht der Minimalitat von r. Daher sind die Vektoren z; linear
unabhéngig. Analog zeigt man die lineare Unabhangigkeit der y;. [J

SATZ 2.1.5 (FEindeutigkeit des Tensorprodukts) Es seien (E ®1 F,®1) und
(E ®y F,®y) Tensorprodukte von E und F. Dann gibt es einen linearen Iso-
morphismus

f:E F—E® F
sodass

flx®ry) =x®2y
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Beweis: Da ®, : F X ' — E ®, F bilinear ist und (F ®; F,®;) ein Ten-
sorprodukt folgt aus der Bedingung ®2 der Definition, dass es eine lineare
Abbildung f : F®; F — FE ® F gibt, sodass

TRy = f(z®1y)
Umgekehrt gibt es natiirlich auch ein
g:E®@F — E® F
sodass

@1y =g(r®y)

Daraus erhalten wir die Beziehungen:

(gof)(r@ry)=r@yund (fog)(r®y) =2 Ry

Da laut Voraussetzung @' gilt, dass Im(®;) = E ®; F und dass Im(®;) =
E ®4 F folgt:

gof=1Idund fog=1d

Anders gesprochen ist f eine invertierbare, lineare Abbildung und damit ein
Isomorphismus. []

Fiir eine Konstruktion des Tensorprodukts (und des damit einhergehenden
Beweises der Existenz desselben) brauchen wir noch folgende Definition:

Definition 2.1.6 Sei V' ein Vektorraum tuber K. Dann definieren wir eine
Menge C(V') durch C(V) :={f:V — K : f(x) # 0 fiir héchstens endlich viele x}.
Diese Menge ist, wie man leicht nachrechnen kann mit den Operationen

(f +9)(z) = f(z) 4+ g(x) und (A\f)(x) = Mf(x) ein Vektorraum und heifit
freier Vektorraum tiber V.

Sei nun x € V' so bezeichnen wir mit f, € C'(V) jene Funktion die folgendes
erfiilllt (und damit trivialerweise in C(V') liegt):

fe(y) =1 fallsz =y

f2(y) =0, falls z # y
Die Menge {f, : x € V'} bildet dannn eine Basis von C(V).
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In der Folge werden wir haufig f(,,) mit (z,y) identifizieren, d.h. mit den
Paaren (x,y) bereits rechnen, als wéren wir im Raum C'(E x F').

Sei nun C'(E x F) der freie Vektorraum tiber £ x F'. Dann bezeichnen wir
mit N(E, F') den Unterraum von C(E x F') der von den Elementen

(Azy + pxo, y) — M1, y) — (w2, y)

und
(z, A1 + pya) — M@, 1) — p(w, o)

mit x, 21,29 € E,y,y1,y2 € F, A\, u € K erzeugt wird.

Mit 7 : C(E x F) — C(E x F)/N(E,F) bezeichnen wir die kanonische
Projektion von C'(E x F) in den Faktorraum C(E x F)/N(E, F), also jene
Abbildung fiir die gilt: m(x) = [z]. Diese ist laut der Definition des Faktor-
raums linear.

Es gilt nun folgender Satz:

SATZ 2.1.7 (Konstruktion des Tensorprodukts) Sei G := C(EXF)/N(E, F)
und ¢ : ExXF — G definiert durch: ¢(z,y) = w(fs, fy), so ist das Paar (G, ¢)
ein Tensorprodukt von E und F.

Beweis:

1. ¢ ist bilinear:

Da
()\371 + Mx%y) - )‘(ajlay) - M(Qfg,y) € N(Ea F)

gilt:
T(Ary + pwe,y) = Aw(w1,y) + pm (w2, y)

und daher laut unserer Definition von ¢:

O(Azy + pws, y) = Ap(21,y) + po (w2, y)
Analog folgert man, dass

o2, Ay1 + pya) = Ao(x, y1) + po(x, yo)

13



2. Die Eigenschaft @'

Angenommen z € G, dann ist z darstellbar als
2=m() Nwiys) = > A yy) = Y Agd(wi,y;)
.3 i,J i3

und es gilt daher z € I'm(¢). Da z beliebig aus G war gilt: G C I'm¢.
Da aber trivialerweise auch Im¢ C G gilt folgt Im¢ = G.

3. Die Eigenschaft ®@?:

Angenommen es sei eine beliebige bilineare Abbildung ¢ : Ex F' — H
gegeben. Da die Menge {(z,y) : * € E,y € F'} eine Basis von C(E x F)
bildet, existiert eine lineare Abbildung g : C(E x F) — H mit der
Eigenschaft

g(z,y) =v(z,y), Ve € E, y € F

Sei nun z = (Azy + pxe,y) — A(x1,y) — p(z2,y) so gilt wegen der Bili-
nearitat von :

9(2) = g\r1+ pao,y) — Ag(z1,y) — pg(re,y) =
¢(A$1 + ,U.ﬁﬂg,y) - A¢(x17y) - Nw($27y) =
0

Analog zeigt man, dass:

9((, My + pya) — M, 1) — pl,92)) = 0

Daraus folgt insbesondere, dass N(F, F') C kern(g) und weiters gilt
folgende Kette von Schlussfolgerungen:

Zl=yl=r—-y e NE,F)=g(x—-y) =0=g(x) =g(y)

Daher ist die Funktion f : C(E x F)/N(E,F) — H, welche definiert
ist durch f([z]) = g(x), wohldefiniert und linear und erfiillt f o ¢ = .
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Lemma 2.1.8 Seien E, F' zwei Vektorrdume und seien aq, ...,a, € E. Wei-
ters seien by, ...,b. € F linear unabhdangig. Dann folgt aus

> @(aj,b) =0
j=1
dassa; =..=a, =0

Beweis: Da die b; linear unabhéngig sind, gibt es lineare Abbildungen g; :
' — K, sodass

gi(b;) = 6}
Sei f; : E — K eine beliebige lineare Funktion. Dann definieren wir eine
bilineare Funktion F': FF x F' — K durch:

= Zfz(x)gz(y)

Wenn man K selbst als eindimensionalen Vektorraum auffasst, so existiert
wegen ®? eine lineare Funktion h : £ ® F — K, sodass:

h@(x,y) = Z fi(@)gi(y
und daher:
WY~ @(a,b; Zfz (a;)gi(b Zfz a;)
Wegen der Voraussetzung und da h linear ist folgt weiter:

Zfi(@i) =0

Angenommen es gibe nun ein k, sodass a; # 0, dann konnten wir f; so
wihlen, dass fi(a;) = 6F, was im Widerspruch zu dieser Formel steht. [J

SATZ 2.1.9 FEs seien E und F zwei endlichdimensionale Vektorrdume, dim(E) =

n und dim(F) = m und ® das Tensorprodukt von E und F. Sei weiters
{e;: 1 =1,....,n} eine Basis von E und {f; : j = 1,...,m} eine Basis von
F, so bildet die Menge {®(e;, f;) :i=1,..,n, j =1,..,m} eine Basis von
E ® F. Insbesondere gilt also dim(E ® F) = dim(E) - dim(F).
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Beweis:

1. Erzeugendensystem:

Sel z € E® F von der Gestalt z = ®(u,v) mit u € F und v € F so
sind laut Voraussetzung v und v in der Form

u = Xm:)\iei und v = Zn:/ijfj
i=1 Jj=1

darstellbar. Es gilt also:
Z:®(U,U) :®<Z)‘Z€Zazujf] Z/\Z,u] ezvf]
=1 7=1 i,j7=1

Andererseits ist jedes © € E ® F' darstellbar als Summe

Tr = Z ®(Uk> Uk)
k=1

d.h. jedes beliebige z 148t sich darstellen als:

r,m,m

T = Z /\kz]/Jsz] el?f])

k,i,j=1

woraus folgt, dass die Menge {®(e;, f;) i =1,..,n, j =1,..,m} ein
Erzeugendensystem bildet.

2. Lineare Unabhangigkeit:

Angenommen es gilt:
> A @ (e f;) =0
ij=1

Aufgrund der Bilinearitat von ® erhalt man:

Zma (ei, £7) Z el,ZAUfJ =

i,7=1
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und da die {e; : i = 1,...,n} eine Basis von E bilden und daher linear
unabhangig sind folgt laut 2.1.8 daraus:

i )\ijfj - O, VZ

j=1
und da f; eine Basis von V' bildet gilt weiters:
Aij = 0,1, j
O

Seien E, F, G Vektorraume. Wir bezeichnen mit L(E; G') den Raum der linea-
ren Abbildungen von E nach G und mit B(E, F'; G) den Raum der bilinearen
Abbildungen von E x F nach G, wobei die Vektorraumoperationen folgen-
dermaflen definiert sind:

(f +9)(2) = f(2) + 9(2), Af)(2) = Af(2), VS, g€ L(E;G), z€ E

bzw.:

(f+9)(x,y) = flz,y)+g(z,y), Af)(x,y) = Af(z,y), Vf g € L(E;G), x,y € E

Es gilt dann:

Lemma 2.1.10 Seien E und F Vekotrraume, E ® F deren Tensorprodukt
und G ein beliebiger Vektorraum. Die Abbildung ® : L(E®QF;G) — B(E, F;G)

definiert durch ¢(f) = f o ® ist ein Vektorraumisomorphismus.

Beweis:

1. Die Linearitat von ¢ folgt unmittelbar aus der Definition der Vektor-
raumoperationen in L(E ® F;G) und B(E, F);G).
2. @ ist surjektiv:

Sei ¢ € B(FE, F';G) beliebig. Dann gibt es eine lineare Abbildung f’ :
E®F — G (was heiit, dass [’ € L(F ® F;G)) mit ¢ = f' o®. D.h.,
dass ®(f') = f'o® = ¢.
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3. ® ist injektiv:

Angenommen es gibe ein f € Kern(®) mit f # 0, also eine lineare
Abbildung f: E® F — G mit fo® = 0. Es wiirde also gelten:

f(®(e, f))=0,Vee E,feF

Es 148t sich ein beliebiges z € E ® F darstellen als z = Y\, ®(e;, f;)
und da f linear ist folgt:

f(z) = f(z ®(ei, fi) = Zf(@(ei,fi)) =0

laut der oberen Gleichung. Da z beliebig war, wire f(z) = 0, Vz €
E ® F, also f = 0. Widerspruch.

g

Korollar 2.1.11 Sei ¢ : E X F' — G eine beliebige bilineare Abbildung und
f: E®F — G die durch die Eigenschaft ® induzierte lineare Abbildung. Es
qilt dann:

1. f ist genau dann surjektiv, wenn (G, ) die Eigenschaft @' erfillt.

2. f ist genau dann injektiv, wenn (G, @) die Figenschaft @2 erfillt.

Beweis:

1. Da die Menge {e; ® f; : e; € E, f; € F} den Raum F ® F erzeugt,
gilt:
Im(¢) = Im(f o ®) = Im(f)

Daraus folgt trivialerweise:
Im(f)=G <& Im(p) =G
womit der erste Teil bewiesen ist.

2. Angenommen f ist injektiv. Da f linear ist, ist dann die Abbildung f’ :
E®F — Im(f) definiert durch f’(2) = f(z) bijektiv und besitzt daher
eine Umkehrabbildung. Jede Bilinearform ¢ : F x F — H induziert
eine lineare Abbildung g : FQ F' — H mit ¢ = go®. Wir kénnen daher
eine lineare Abbildung h : Im(f) — H festlegen durch h = go f'~1.
Sei f : G — H nun eine Fortsetzung von h zu einer linearen Abbildung
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so folgt ¥(z,y) = f(é(x,y)) und da ¢ beliebig war folgt auch die
Eigenschaft ®2.

Erfiillt ¢ umgekehrt die Eigenschaft ®2. Die bilineare Abbildung ®
induziert dann eine lineare Abbildung h : G — F ® F' mit

@(z,y) = h(¢(x,y))

AuBlerdem gilt ja: ¢(z,y) = f(®(z,y)) und aus diesen beiden Gleichun-
gen folgt:

®(r,y) = hf(®(z,y))

Also folgt mit ®!, dass ho f = id und f ist somit injektiv.

Lemma 2.1.12 Es seien E, F, E', F" Vektorrdume tiber K und ®, und ®q
seien Tensorprodukte von E und F bzw. E' und F'. Sei die Abbildung ®
gegeben durch:

®: L(E;E')x L(F;F') - L(E®, F;E' ®, F')

(P@Y)(r®1y) =9(r) ®2Y(y), V€ B,y € F

dann ist ® wohldefiniert und (Im(®), ®) ist ein Tensorprodukt von L(E; E")
und L(F; F").

Beweis:

1. Wohldefiniertheit: Ergibt sich durch die Linearitat der Funktionen ¢&®1)
auf £ ®1 F.

2. Bilinearitat: Es gilt

(11 + 202) @Y)(x ®1y) = (11 + 2g2)(x) D2 Y(y) =
= o(¢1(z) @2 9U(y)) + aa(P2(z) @2 U(y)) =
= (1 RY)(x®1y) + as(Pa @ Y)(x @1 y)

und analog fiir (¢ ® a9 + aghs)(x @1 y).

3. ®@': Trivial, da bereits laut Voraussetzung erfiillt.
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4. ®% Sei (L(E; E"YQL(F; F'),® ein Tensorprodukt. Es gibt dann, da ®
bilinear ist, eine lineare Abbildung

f:L(E;ENQL(F;F') — L(E®, F; E' @, )

Wir wollen zeigen, dass diese Abbildung injektiv ist, und damit ® die
Bedingung ®?2 laut 2.1.11 erfiillt.

Sei dazu w € L(E; E'Y®QL(F; F') sodass f(w) = 0. Wenn w # 0 ist, so
lasst es sich schreiben als:

w=>_ ¢:@; mit ¢; € L(E, E'), ¢ € L(F, F')

=1

wobei die ¢; und die v; linear unabhangig sind. Es gilt dann:

= f(z ®(¢zawz)) = Z(f © ® ¢27 Z@ ¢2777Z)7,

i

und daher laut Definition von ®:

Z¢z ) @2 U;i(y) = 0,Y(z,y) € EX F

Man wihle nun einen Vektor a € FE sodass ¢1(a) # 0. Sei p > 1

die maximale Anzahl an linear unabhangigen Vektoren in der Menge
¢1(a), ..., ¢r(a). Durch Umordnen erhélt man, dass die Menge ¢y (a), ..., ¢,(a)
linear unabhangig ist. Laut dieser Voraussetzung erhalt man dann:

P
a) = Z)\jiqbi(a) firj=p+1,..,r
=1

und weiter durch Einsetzen in die vorherige Gleichung:
p
> dila) @2 iy Z Z Njidi(a)) @2 ¢5(y) =0,y € F
i=1 j=p+1 i=1
bzw. wegen der Bilinearitat der verwendeten Funktionen:
P T
D 6i(@) @2 (D Nts(y) +(y) =0y € F
i=1 j=p+1
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Da die Vektoren ¢;(a), ¢ = 1...p linear unabhéngig sind folgt:
+ Z /\]Z@ZJ](y) = 07 Vy - F, 7= 17 D, also: ¢Z+ Z /\ji@/zj =0
Jj=p+1 Jj=p+1

Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass die Abbildungen 1);
linear unabhangig sind.

g

Fiir den Spezialfall von endlich-dimensionalen Vektorraumen ergibt sich fol-
gendes Korollar:

Korollar 2.1.13 Scien E, F, E’, F' endlich-dimensionale Vektorraume tiber
K, so ist das Paar (L(E® F; E' @ F'),®) mit

®:L(E;E")x L(F;F') - L(EQ F; E' @ F')

(@ @Y)(r@y) = ¢(r) @Y(y)
ein Tensorprodukt fir L(E; E') und L(F; F").

Beweis: Zu zeigen bleibt, dass @' erfiillt ist.Dazu beweisen wir, dass f aus
dem vorherigen Beweis auch surjektiv ist. Wenn dim(V') = dim(W) < oo so
fiir lineare Abbildungen zwischen V und W die Eigenschaften injektiv und
surjektiv bekanntlich aquivalent. Nun gilt:

dimL(E@ F;E'®@ F') = dim(E @ F)dim(E'® F') =
= dim(E)dim(E")dim(F)dim(F') =
= dimL(E; E"YdimL(F; F") =
= dim(L(E; E") ® L(F; F"))

]
Setzt man nun B’ = F' = K und damit auch E’ ® F' = K so erhalt man:

Korollar 2.1.14 Sei ® : E*x F* — (EQ F)* die Abbildung definiert durch:

®(f,9)(x @y) = f(x)g(y)
s0 ist das Paar (L(E ® F),®) ein Tensorprodukt von E* und F*.
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2.2 Das Tensorprodukt mehrerer Vektorraume

Definition 2.2.1 Seien FE;, © = 1,...,p beliebige Vektorraume und sei ¢ :
Ey x ... x E, = G eine multilineare Abbildung in einen Vekotrraum G. Das
Paar (G, ¢) heifst Tensorprodukt falls es die folgenden Bedingungen erfillt:

1. @ Im¢ =G

2. ®*: Zu jeder multilinearen Abbildung ¢ : Fy X ... x E, — H 1in einen
beliebigen Vektorraum H gibt es eine lineare Abbildung f : G — H,
sodass

Yp=1Ffoo

Fiir G schreiben wir in gewohnter Weise By @ ... ® E, und fir ¢(z1, ..., x,)
entweder ©1 @ T3 @ ... ® T, oder @(xq, ..., Tp).

Bemerkung:
Offensichtlich fallt die Definition fiir den Fall p = 2 mit der Definition aus
dem vorherigen Abschnitt zusammen.

Lemma 2.2.2 Seien Ei, ..., E, beliebige Vektorraume. Dann existiert das
Tensorprodukt (B ® ... @ E,, ®) und ist bist auf Isomorphie eindeutig.

Beweis: Der Beweis der Eindeutigkeit funktioniert genauso wie der von Satz
2.1.5. Fiir den Beweis der Existenz muss man wieder C(E; x ... X E,) nach
N(E4, ..., E,) faktorisieren, wobei N(E}, ..., E,) durch die Elemente

()\.TH + HUT12, ) — )\((L’n, ) — /L(l’u, )
(y, \xa1 + pxag, ...) — Ay, Ta1, ...) — 1y, Taa, ...)

(cos AZp1 + pxp2) — Aoy @p1) — il Tp2)
erzeugt wird. Der Rest des Beweises verlauft analog wie im Beweis von Satz
2.1.7. 0

Lemma 2.2.3 E, 5, E3 seine drei beliebige Vektorraume. Es existiert dann
etn Isomorphismus

[:E1®F,®F3 — (F; ® Fy) ® Es
sodass

f(@(z,y,2)) = @(@(z,9),2)
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Beweis: Wir definieren die 3-lineare Abbildung ¢ : Ey x Fy X B3 — (F} ®
EQ) (059 E3 durch

9(z,y,2) = ©(®(x,9), 2)
Laut ®?2 existiert dann eine lineare Abbildung
[ B ®E®E; — (B ® L) ® E;
sodass

f(®(2,y,2)) = ®(&(z,9), 2) (1)

Halt man ein z € Fj3 fest so kann man eine bilineare Abbildung (3, : Ey x Fy —
Ey ® Ey ® E5 definieren durch: ,(z,y) =2 Q@ y ® 2.
Genau wie vorher wird durch ®? eine lineare Abbildung induziert:

gZ:E1®E2—>E1®E2®E3

Fiir diese muss gelten:
g:(r®@Y) =1 QY 2 (2)

Definiert man schlussendlich noch die bilineare Abbildung
Y (Fy® FEs) X B3 — By ® Ey ® Es
durch
U(u,z) = g,(u) fiir u € By ® Ey, 2 € Ej (3)
dann wird genau wie vorher eine lineare Abbildung
g: (E1®Ey) ® E3 — Fy ® By @ Fy
induziert, fiir die gilt:

P(u,z) = g(u®z) firu € By @ Ey, z € Ej (4)
Aus den Gleichungen 4, 3 und 2 erhalt man:

IRy ®2)=9v(ERyY2) =g.(TRy) =10y ® 2 (5)

Aus 1 und 5 sieht man, dass go f(z ® y ® z2) = = ® y ® z und dass
fog((z®y)®z) = (x®y)®z. Daher ist f ein Isomorphismus von F;® Fa® Ej3
auf (F} ® Ey) ® E3 und g ist der dazugehérige inverse Isomorphismus. [
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Analog konstruiert man einen Isomorphismus h : Fy ® By ® B3 — Fy ® (Ey®
E3), sodass

hrRy®z2) =1 (y® 2)

Aus diesen beiden Sachverhalten 1a8t sich induktiv folgender Sachverhalt
herleiten:

Korollar 2.2.4 Es seien E;, © = 1,...,p + q Vektorraume. Dann existiert
etn Isomorphismus

fiE1®.0E)®(Em®@..0 Eyry) > E1®..Q B,y

sodass:
(1 ® ... ®xp) @ (Tpr1 ® .. @ Tpig)) = T1 @ .. @ Tpig

SATZ 2.2.5 Seien Ey, ..., E, Vektorrdume mit dim(E;) = n;j,n; € N. Seien
{a{;j c v =1,...,n;} jeweils Basis von Ej, dann ist die Menge der Produkte

{a,, @ ... ® ah v vp=1,...,n5 j=1,.,p}
eine Basis von By @ ... ® k.
Beweis: Induktion nach p:

1. Induktionsanfang: p = 2. Bereits im Satz 2.1.9 bewiesen.

2. Induktionsschritt: Der Satz gelte fiir alle & < p, p fest.

Laut Induktionsvoraussetzung gilt dann: (a,, ®...®a) )@abt! ist Basis
von (E1®...Q E,)® E,1, die Vektoren sind also linear unabhéngig und
ein Erzeugendensystem. Sei f der Isomorphismus aus Korollar 2.2.4.
Dann gilt:
(a) Die Vektoren f((a,, ® ... ® @} ) ® ab*!) = a, ® ... ® ab¥! sind
linear unabhéngig, da lineare Unabhéngigkeit durch injektive Ab-
bildungen, und damit Isomorphismen iibertragen wird.

(b) Seiv € (F1 ® ... ® E,) ® Ep4q so ist v in der Form

v=> N, ®..@d)eadl)
darstellbar. Wenn man auf beiden Seiten f anwendet erhélt man,
dass a;, ® ... ® a{)’:jl ein Erzeugendensystem von F; ® ... ® Epyq

ist, da f surjektiv ist.
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SATZ 2.2.6 Seien die E; Vektorraume und E = F) ® ... ® E, deren Ten-
sorprodukt sowie G ein weiterer Vektorraum. Die Abbildung V¥ : L(F1 ® ... ®
E,;G) — M(Ey, ..., E,; G) in den Raum der multilinearen Funktionen auf
Ey x ... x E, definiert durch U(f) = f o ® ist ein Isomorphismus.

Beweis: Lafit sich in analoger Weise zum vorherigen Satz aus dem Fall p = 2
verallgemeinern. [J

2.3 Tensoralgebra

Definition 2.3.1 Sei E ein Vektorraum iber K und firp > 2 sei (QPE, @P)
ein Tensorprodukt von p Kopien von E. Weiters setzen wir @' E = E und
®°E = K. Das Paar (2PE, ®P) nennt man dann p-tes Tensorprodukt von E
und die Elemente von QPE heiffen Tensoren vom Grad p tber E.

Seien nun p, q fest, so gibt es eine wohldefinierte und eindeutige bilineare
Abbildung

B:QPE x ®@1F — @'E
die
B(x1® ... @ Tp, Tpi1 @ .. @ Tpig) = T1 @ ... @ Tpig

erfiilllt. Das Paar (®PT7E, 3) ist auBerdem ein Tensorprodukt von ®”E und
®9IE (siehe 2.2.4). Wir schreiben daher ® anstelle von § und nennen den
Tensor u ® v das auBlere Produkt der Tensoren u und v.

Definition 2.3.2 Seien (PE, ®P) die p-ten Tensorprodukte des Vektorraums
E. Wir schreiben:
QF =@,2 Q" F

wobei @ die direkte Summe bezeichnet, d.h in diesem Fall die Menge aller
Folgen

(2’0, 21, ) mit Zp S ®pE

fur die gilt, dass hochstens endlich viele z, ungleich Null sind.
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Weiters legen wir fest:

Definition 2.3.3 Sei u,v € @F mit u = Y u,, v = v, so definieren
wir ein - offensichtlich bilineares - Produkt (.,.) : ®E X ® E — QF durch:

(u,v) = Zup ® vy
g

Bemerkung:

Dieses Produkt macht ® F' zu einer assoziativen, nicht-kommutativen Alge-
bra. Wir nennen diese in der Folge Tensoralgebra iiber dem Vektorraum F.
Sicherheitshalber halten wir fest, dass die oben definierte Bilinearform (.,.)
im Fall F # 0 kein Tensorprodukt von ®@”F und ®?F ist.

Definition 2.3.4 Sei p > 1 fest und E ein beliebiger Vektorraum tber ei-
nem Kérper K. Dann bezeichnen wir mit T,(E) die Menge aller p-linearen
Funktionen

p:Ex..xE—K
N———

p

Zusitzlich legen wir fest: To(E) = K.

In der Folge seien E ein endlich-dimensionaler Vektorraum und E* der dazu
duale Raum.

Weiters bezeichne ¢ : E* x ... x E* — T,(E) in der Folge die Abbildung, die
definiert ist durch:

o(z7, ...,x;)(al, @) =27 (ay) - .. :z:;(ap)
Es gilt dann:
Lemma 2.3.5 Das Paar (T,(E), ¢) bildet ein p-tes Tensorprodukt von E*.

Beweis: Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Satz 2.1.14 [J

Sei weiters (3 : T,(E) x T,(E) — T,+4(E) die bilineare Funktion, die definiert
ist durch:

B, V) (@1, ooy Tpig) = AT, oty Tp) YV (Tpias ooy Tprg)

so ist das Paar (T,14(E), ) wegen 2.2.4 ein Tensorprodukt von 7,,(E) und

T,(E).
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2.4 Symmetrische Tensoren und symmetrische Tensoral-
gebra

Definition 2.4.1 Sei E ein Vektorraum und QPE sein p-tes Tensorprodukt.
Sei weiters o € S, ' dann induziert o einen linearen Automorphismus & auf
®KPE der gegeben ist durch:

021 ® ... QTp) = To1(1) ® ... @ To—1(p)

In der Folge werden wir statt & der FEinfachheit halber und weil es so ublich
ist ebenfalls o schreiben.

Offensichtlich gilt:
(tro)u = 7(ou) wobei 0,7 € Sy, u € E
und
tu = u wobei ¢ die identische Permutation ist.

Sei nun MP(E) der von den Tensoren u — 7u erzeugte Unterraum von ®FFE,
wobei u € ®E und 7 eine Transposition 2 ist.
Es gilt:

Lemma 2.4.2 M?(E) ist invariant unter S,.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass MP?(E) invariant unter jeder Transposition
ist, da jedes o € S, als endliches Produkt von Transpositionen dargestellt
werden kann. Sei zunéchst v = u — 7u € MP(FE) dann gilt fiir eine beliebige
Transposition 7'

() =7(u)—77(u) = (T'u —u) + (u — Tu) + (Tu — 7'Tu) € MP(E)

da alle drei Summanden in MP(FE) liegen und damit auch deren Summe. Fiir
beliebiges v' = >, \jv; € MP(E) gilt dann:

() = T'(Z A) = Z A (v;) € MP(E)

1S, bezeichnet die Gruppe aller Permutationen der Menge {1, ...,p}

27 ist eine Transposition, das heifit eine Permutation, bei der nur zwei Elemente ver-
tauscht werden. Gleichzeitig ist es nach der obigen Ubereinkunft aber auch ein linearer
Automorphismus auf QPFE.
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Korollar 2.4.3 Seiu € MP(E). Dann folgt, dass u — o(u) € MP(E).

Beweis: Wenn v € MP(E) so ist laut dem vorhergehenden Lemma auch
o(u) € MP(E) und da MP(F) ein Vektorraum ist, folgt, dass u — o(u) €
MP(E). O

Definition 2.4.4 Ein Tensor u € E heifit symmetrisch falls
u=ou fir alle c € S,
Der Unterraum
symP = {u € @(F) : w ist symmetrisch}
von QP(E) heifit der Unterraum der symmetrischen Tensoren von ®QP(FE).

Definition 2.4.5 Die lineare Abbildung 75 : @P(E) — ®P(E) die definiert
st durch:

1
ms(v) = . > o(v)

oSy

heifit der symmetrische Operator von QP(E). Fiir ein beliebiges u heifst mq(u)
der symmetrische Teil von u. Dabei ist die Summe tuber alle moglichen Per-
mutationen € S, zu verstehen (das sind p! viele) und p! bezeichnet ganz
normal p faktorielle.

Lemma 2.4.6 Sei p € S, so folgt: ms0 = oms = 5.
Beweis: Es gilt: 7,0 = %!(ZJ o)o = %ZU(JQ) = [%ZU,(O'/) = 7, und ana-
log fiir oy = m,. O

Korollar 2.4.7 Die Abbildung 7, erfillt 7> = 7. (Eine solche Abbildung
heifst Projektion.)

Beweis: 1 4 1
2
i =ms(— E o) =— E M0 = — E Ty = M
p! p! - !
oSy 0ESp —r, o€Sy
——
pl—uviele
O
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Lemma 2.4.8 FEs gilt:
1. Kern(mg) = MP(E)
2. Im(mg) = symP(E)
Beweis:

1. MP(E) C kern(my): Seiv € MP(E), v also darstellbar als: v = Y. A (u;—
Tu;) so gilt:

ms(v) = WS(Z: Ni(ui—Tu;)) = ; it (u—Tu;) = EZ: Ni(ms(u;)—(mg 0 7'() (?Z)) =0

und v liegt damit auch in Kern(m,).

kern(ms) € MP(E): Fir beliebiges u € ®P(E) gilt: w — ou € MP(E).
Daraus folgt:

w— () = u— % S ofu) = % S (u— o) € MP(E)

o€S) o€S)

und wenn u € Kern(ms) also ms(u) = 0 gilt dann weiter: u — m4(u) =
u e MP(E).

2. Immy C symP(E): Ist v € Im(7), v also schreibbar als: v = 74(u) so
gilt:

ov = oms(u) = ms(u) = v fir alle 0 € 5,

Also liegt v in sym?(E).
symP(E) C Im(m): Sei u € symP(FE), also ou = u so gilt:

pl—uviele

Also liegt v in I'm(my).
U

Aus dem letzten Teil des Beweises folgt insbesondere:
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Korollar 2.4.9 Die Einschrinkung von ws auf symP(E) ist die Identitits-
abbildunyg.

Weiters erhalten wir:

Korollar 2.4.10 sym?(E) wird von den Elementen der Form ms(v;®...Qv,)
erzeugt.

Beweis: Die Menge {v; ® ... ® v, : v; € E} ist ein Erzeugendensystem
von ®P(FE). Da my linear ist und I'm(my) = symP(FE) folgt, dass die Menge
{ms(r1 ® ... ®v,) : v; € E} ein Erzeugendensystem von sym?(E) ist. O

Nun wollen wir noch fiir dim(FE) = n < oo eine Basis fiir sym?(FE) konstru-
ieren: Sei dazu eq,...,e, eine Basis von E. Wir definieren dann eine Aqui-
valenzrelation auf der dadurch induzierten Basis von ®P(FE), also auf der
Menge

M={ey ®..Q¢€q, 1< a; <n}
Diese Aquivalenzrelation ~ sei gegeben durch:
oy ® . ®€ay, ~ et B ...Q €y & F0 E S 1 €0y @ ... B eq, = oleq ® ... ®e%)

Dass es sich dabei um eine Aquivalenzrelation handelt wird offensichtlich
durch die Tatsache bewiesen, dass S, eine Gruppe ist.

Wenn wir nun die Summe aller Elemente in einer Aquivalenzklasse bilden so
ist diese gegeben durch:

Z (o ® ... ® €q,)

o€Sp

wobei ey, ® ... ® e, ein beliebig gewahlter, aber festgehaltener, Vertreter der
Aquivalenzklasse ist. Laut Lemma 2.4.8 liegen alle diese Summen in sym?(E).
Weiters sind sie linear unabhéangig, da ja die Elemente e¢,, ® ... ® e,,, o; =
1,...,n samtliche linear unabhéngig sind. Aulerdem wird der Raum sym?(E)
von diesen Elementen erzeugt, denn sei u € sym?(E) = Im(7,) beliebig so
folgt:

W= ) = S (S Nyl © 9 ) =

oc€Sy ai..ap

= l)‘Ioa...oz U(eal ®...0 eap)
P! ’

ai...0p oES)

30



Wir haben also eine mogliche Basis fiir sym?” (E) gefunden. Die Wahl eines
Vertreters aus jeder Aquivalenzklasse ist natiirlich beliebig, offensichtlich gibt
es aber in jeder Klasse einen eindeutigen Vertreter:

€a; ® ... ®ey, mit 1 <ap <. <

und wir erhalten

Korollar 2.4.11 Sei E ein Vektorraum mit dim(E) =n < co und ey, ..., e,
eine Basis von E. Dann bildet die Menge

{ms(ta; @ ... ®eq,) 1 <o <o <oy}
eine Basis von symP(E). Insbesondere gilt also:
dim(sym?(E)) = ( n—l—]]))— L )

Vollkommen analog zum Tensorprodukt werden wir in der Folge das sym-
metrische Tensorprodukt definieren, wobei sich der Zusammenhang zu dem
bisher gesagten dadurch ergibt, dass sich zeigen wird, dass (sym?(E), w50 ®P)
ein solches symmetrisches Tensorprodukt ist.

Definition 2.4.12 Sei ¢ : E X ... x E — F eine p-lineare Abbildung und o
eine Permutation. Wir schreiben:

(U¢)($1, ceey in) = ¢($J—1(1), ceey 1’0—1(p))

Weiters heifst eine solche Abbildung symmetrisch falls

P10 2p) = (09) (21, .., 2p)
fiir jede beliebige Permtutation o € .S,.

Definition 2.4.13 Sei E ein Vektorraum und p > 2 eine naturliche Zahl.
Sei weiters VPE ein Vektorraum und VP : £ x ... x E — VPE eine symme-
—_——

p—mal
trische p-lineare Abbildung. Das Paar (VPE,VP) heifst p-tes symmetrisches
Tensorprodukt von E falls gilt:

1. V': Die Vektoren der Form VP(x1, ...,x,) erzeugen VPE.

2. V2: Fiir jede beliebige symmetrische p-lineare Abbildung ¢ : E X ... X
E — F gibt es eine lineare Abbildung f : VPE — F, die ¢ = f o VP
erfillt.
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Ein Element v von VPE heifst zerlegbar, wenn es von der Form VP (x4, ..., x,)
15t.

Anstatt VP(xy, ..., x,) schreiben wir auch z; V ... V z,,.

Lemma 2.4.14 Sei ®" ein p-tes Tensorprodukt. Dann ist (sym?P(E), mso®P)
ein symmetrisches Tensorprodukt.

Beweis:

1. V! Sei u € sym?(F) beliebig, dann kann u dargestellt werden als u =
> Aims(v;) mit gewissen v; = v} @ ... ® vf. Weiters gilt:

(15 0 @F) (v}, ..., 7)) = Ts(v} ® ... @ VD)

Wir haben also eine Darstellung fiir ein beliebiges v in der Form u =
Yo Ai(ms 0 @P) (v}, ..., vF) gefunden.

- Uy

2. V2 Wir halten zunichst fest, dass, wenn ¢ eine symmetrische multili-
neare Funktion ist, es laut der Definition eines Tensorprodukts eine li-
neare Abbildung ' : ®?(E) — F gibt mit: f'(v;®...Qu,) = ¢(v1, ..., vp).
Daraus folgt:

(f o (ms0@P))(v1, .0, 0p) = fl(ms(1 @ ... Q@ p)) =

1 1
f,(_| Z U(Ul ®... 8 UP)) = o Z f/(vofl(l) ®...® UU*“P)) =
P oS, p: g€S,
1
1 Z ¢(UU—1(1), ...,’Ua—l(p)) = ¢('U1, ...,Up)
P o€Sy

wobei der letzte Schritt aus der Definition einer symmetrischen Funk-
tion, sowie der Tatsache, dass S, genau pl-viele Elemente besitzt folgt.
Es gilt also, dass f’ linear ist und dass:

f’o(ﬂ'so@p):(b

Die Einschrankung von f” auf den Unterraum sym?(FE) erfiillt also die
gewiinschten Eigenschaften.

g

Dieses Lemma kommt bereits einem Existenzbeweis des symmetrischen Ten-
sorprodukts gleich. Die Eindeutigkeit ergibt sich wie folgt:
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Lemma 2.4.15 Seien (VPE,VP) und (VP E, V") zwei p-te symmetrische Ten-
sorprodukte von E, so gibt es einen Isomorphismus f : VPE — V'E sodass

VP=foVP
Beweis: Aus der Bedingung V? folgt, dass es lineare Abbildungen
f:VPE - V’'Eund g : V'E — VPE
gibt, sodass gilt:
foVvP =V’ und go V" = VP
Daraus folgt:
(fog)oV’ =V’ und (go f)o VP =V?

und die Bedingung V! impliziert damit, dass go f = f o ¢ = ¢. Dann sind f
und ¢ zueinander inverse Isomorphismen und f erfiillt f o V? = V*. [

Aufgrund der Isomorphie von VP E und sym?(E) folgt wegen Korollar 2.4.11:

Korollar 2.4.16 Sei E ein endlich-dimensionaler Vektorraum, dim(E) =
n < oo und ey, o = 1,....n eine Basis von E so bildet die Menge der
Vektoren der Form

€a; Vo, V.oVeg, mitl <o <ay<..<ao,<n

eine Basis von VP. Insbesondere gilt also:

dim(VPE) = ( "*ﬁ‘ L )

3 Die Darstellungstheorie

3.1 Grundlagen der Darstellungstheorie

Definition 3.1.1 Sei G eine Gruppe, V' ein Vektorraum und Gy die Menge
aller linearen Abbildungen von V' nach V. Fine Abbildung T : G — Gy heifit

Darstellung von G nach V' wenn gilt:

1. T'(e) = 1, wobei 1 die identische Abbildung ist.

2. T(g192) =T(91)T(g2), V91,92 € G
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FEine Darstellung T heifit endlich dimensional oder kurz endlich wenn V' end-
lich dimensional ist, sonst unendlich dimensional. Die T(g) heiffen Darstel-
lungsoperatoren und V' der Darstellungsraum der Darstellung T'.

Die Menge aller T'(g) bildet trivialerweise eine Gruppe beziiglich der Hinter-
einanderfiihrung von Abbildungen.

Sei T eine Darstellung in einen endlich dimensionalen Raum X. Dessen Di-
mension dim(X) wird dann auch oft Dimension oder Grad von 7" genannt.
Sei T" also eine endliche Darstellung mit Dimension n. Durch Auswahl einer
festen Basis {e; : ¢ = 1,...,n} in X koénnen die Operatoren T'(g) durch
Matrizen der Ordnung n beschrieben werden:

ti(g) - ti(g)
t(g) = : :
tnl(g) tnn(Q)

Dabei heifit #(g) die Matrix der Darstellung 7" und die Funktionen ¢;(g)
heien Matrixelemente von 7" in der Basis {e;}.

Definition 3.1.2 FEin Teilraum M wvon V' heif$t invariant unter der Dar-
stellung T, falls er invariant unter allen T'(g) ist, d.h falls gilt: T(g)(M) C
M, Vg e G .

Sei M C V invariant unter einer Darstellung 7" von G nach V. Dann erhalten
wir leicht eine Darstellung T'|5; von G nach M die definiert ist durch:

Tlu(g)(x) =T(9)(x), Vo € M

Diese Darstellung heifit die Einschrankung von T" auf M.

Offensichtlich ist der Raum V' selbst invariant unter jeder Darstellung 7. Au-
Berdem folgt aus der Linearitdt der Abbildungen T'(g), dass auch die Menge
{0} invariant unter jeder Darstellung ist.

Definition 3.1.3 Eine Darstellung T von G nach V., V' # {0}, heifSt ir-
reduzibel falls {0} und V die einzigen unter T invarianten Teilrdume sind.
Andernfalls heifst T' reduzibel.

Lemma 3.1.4 Sei T eine endliche Darstellung in einen Raum X so gibt
es einen Unterraum M # {0} von X auf den die Einschrinkung von T
wrreduzibel ist.
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Beweis: Falls T irreduzibel ist, wahle M = V. Sei T' also reduzibel. Daraus
folgt, dass es einen echten Unterraum M # {0} von X gibt, der invariant
unter 7" ist. Wenn die Einschrankung von T auf M irreduzibel ist, haben
wir den gesuchten Unterraum gefunden. Sonst gibt es wieder einen echten
Unterraum M; # {0} von M , der invariant ist unter 7. Wenn man diesen
Prozess fortsetzt erhalt man:

M2 M 2 M 2.2 M 2{0}

Da dim(X) > dim(M) > dim(M,) > ... > dim(M;) > 0 muss dieses Verfah-
ren abbrechen und wir haben einen Unterraum mit der gewiinschten Eigen-
schaft gefunden. [J

Definition 3.1.5 Seien T und S zwei Darstellungen der Gruppe G nach X
bzw. Y. Dann heiffen T und S dquivalent (i.Z.: T ~ S) falls es eine lineare
bijektive Abbildung A : X —'Y gibt, fir die gilt: AoT(g) = S(g)oA, Vg € G.

Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation da:

1. Sei A = I die identische Abbildung so ist A bijektiv und linear und
AT(g) = T(9)A=T(g), Vg € G.

2. SeiT ~ S und A eine bijektive, lineare Abbildung sodass AT(g)=5S(g)A,
so existiert die Umkehrabbildung A~! von A und ist linear. Es gilt dann:
A71S(g9) =T(g9)A™" und daher S ~ T.

3. Sei T~ Sund S ~ U und daher AT(g) = S(9)A und BS(g) = U(g)B
so gilt AT(g) = B'U(g)BA und weiter BAT(g) = U(g)BA. Da A
und B linear und bijektiv sind, ist es auch die Hintereinanderfiihrung
BA und daher folgt T'~ U.

Weiters gilt:

Lemma 3.1.6 Seien X und Y endlich-dimensional. Zwei Darstellungen S
und T einer Gruppe G sind genau dann dquivalent, falls dim(X) = dim(Y')
ist, und es Basen in X und Y ¢ibt, sodass die entsprechenden Matrizen der
Darstellungen gleich sind.

Beweis: Es seien die beiden Darstellungen dquivalent, d.h. es gilt AoT(g) =
S(g) o A fur ein bijektives A. Sei dim(X) = n und {ey, ..., e,} eine Basis von
X, dann schreiben wir f; = A(e;) und stellen fest:

1. Da A ein Isomorphismus ist gilt dim(X) = dim(Y) =n
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2. Da A injektiv ist und die e; linear unabhéngig sind auch die f; = A(e;)
linear unabhangig und bilden daher wegen dem ersten Punkt eine Basis

von F'.

Seien weiters die Matrixelemente von T'(g) gegeben durch die Funktionen

tik(g), so gilt:

S(9)(fk) = S<9)<A(@k)):A(T<9)<€k)):A<thk<g>€j):

= D _ti(9)Ale) =

= Z tir(9)f

was bedeutet, dass auch die Matrixelemente von S durch ¢;;(g) gegeben sind.
Sei umgekehrt dim(X) = dim(Y) = n sowie ey, ...,e, und fi,..., f,, Basen
von X und Y, mit der Eigenschaft, dass die entsprechenden Matrixelemente
von S und T gleich sind. Wir definieren die Abbildung A : X — Y durch
A(crer + ... + cpen) = c1fi + ... + ¢ufn. Offensichtlich ist diese Abbildung
linear und bijektiv und daher gilt weiters, wenn man die Bedingungen

T(g)(ex) = Z tix(g)ei sowie S(g)(fx) = Z tie(9) fi

verwendet:

AT ()Y erey))

chztjk(g>14(e]) =29 tir(9)f;
ZCJS(Q)(fj) = S(Q)(Z ¢;f)
S@A o)

Damit ist das Lemma bewiesen da die Abbildung A bereits alle notigen Be-

dingungen erfiillt. [J

36



Lemma 3.1.7 Sei S ~T. Dann ist T' genau dann irreduzibel, wenn S irre-
duzibel ist.

Beweis: Sei AoT(g) = S(g)oAmit A: X — Y bijektiv und sei T reduzibel.
Es gibt also einen Unterraum M C X der T(g)(m) € M, Vg € G,m € M
erfiillt. Es gilt dann:

S(9)(A(M)) = A(T(g)(M)) = A(M)

A(M) ist unter der bijektiven Abbildung A sicher wieder ein Unterraum. Aus
der Bijektivitat von A ergibt sich sofort {0} C A(M) C Y. Da ~ symmetrisch
ist gilt also:

T reduzibel < S reduzibel

und damit folgt mittels indirekter Annahme auch das Lemma. [J

Lemma 3.1.8 (Lemma von Schur) Seien T und S zwei irreduzible Darstel-
lungen von G nach X bzw. Y und A: X — Y eine lineare Abbildung, sodass
gilt: AT (g) = S(g9)A, Vg € G so folgt: Entweder ist A ein linearer Isomor-
phismus und daher T ~ S, oder es ist A = 0.

Beweis: Sei L = A(X). Dann ist L ein Unterraum von Y der unter allen
S(g) invariant ist, da

S(g)Ax = AT(g)r € AX =L, Vge G,z € X

Da S laut Voraussetzung irreduzibel ist gilt L = {0} oder L = Y. Im
ersten Fall folgt A = 0. Sei also AX = Y so reicht es zu zeigen, dass
Ker(A) = {z : Az = 0} = {0}. Nun gilt aber: Sei x € Ker(A) = A(x) =
0 = AT(g)r = S(9)Az = S(9)0 = 0 = T(g)r € Ker(A). D.h. Ker(A)
ist invariant unter 7. Da aber T irreduzibel ist folgt Ker(A) = {0} oder
Ker(A) = X, wobei zweiteres auf einen Widerspruch fiithrt, da daraus folgt,
dass Y = AX = {0}. O

Lemma 3.1.9 Sei T eine endlich-dimensionale irreduzible Darstellung von
G nach X und B eine lineare Abbildung auf X mit BT (g) = T(9)B, Vg € G.
Dann folgt dass B = A1 fiir ein gewisses A € C.

Beweis: Es gilt laut Annahme BT'(g) = T(g9)B, Vg € G

Da B eine lineare Abbildung auf einem endlich-dimensionalen Raum ist, hat
sie zumindest einen Eigenwert \. Sei A := B — Al dann ist A nicht bijektiv.
Es gilt AT(g) = T(g)A. Nach dem Lemma von Schur ist A = 0, d.h. es gilt
B—-Al=0also B=A1.01
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Definition 3.1.10 Sei G eine Gruppe und X ein Vektorraum. Fine Darstel-
lung T von G nach X heifst vollstandig zerlegbar, falls X die direkte Summe
von Unterraumen Xy, ..., X,, ist, auf die die Finschrankung von T irreduzibel
15t.

Anders formuliert heifit eine Darstellung also vollstandig zerlegbar, wenn es
Unterraume X; von X gibt, die folgendes erfiillen:

1. Fir jedes x € X gibt es eindeutige z; € X;, ¢+ = 1,...,m sodass ¢ =
1+ ...+ T,

2. Ty, ist irreduzibel.

Bezeichnen wir T;(g) = T|x,, so 148t sich T(g) berechnen durch:

T(g)(x) = T(g)(w1+ ... +xm) =T(g)(x1) + ... + T(g)(xm)
= Ti(x1) + ... + Tou(zp)

Wir schreiben oft kurzer:
T=T,+..+1T,

Bemerkung:
Jede irreduzible Darstellung ist laut Definition vollstandig zerlegbar.

Definition 3.1.11 Sei G eine Gruppe. Eine Funktion t : G — (C \ {0})
heifst Charakter von G falls gilt

tle) =1, t(g192) = t(g1)t(92), Yg1,9. € G

Die eindimensionale Darstellung einer Gruppe sind also laut Definition genau
die Charaktere dieser Gruppe.

Lemma 3.1.12 Jede irreduzible endliche Darstellung einer kommutativen
Gruppe hat Dimension gleich eins, ist also ein Charakter dieser Gruppe.

Beweis: Sei T' eine irreduzible Darstellung der kommutativen Gruppe G in
einen endlich-dimensionalen Raum X. Fiir beliebige go, g € G gilt

T(90)T(g) = T(g909) = T(990) = T(9)T (g0)

Also gilt laut 3.1.9, dass T'(go) = A(go)1. Offensichtlich ist jeder Unterraum
von X invariant unter allen 7'(g) = A(g)1. Im Fall dim(X) > 1 gibt es einen
Unterraum M von X mit {0} C M C X, was ein Widerspruch zur Irreduzi-
bilitat von X ist. [J
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3.2 Das Tensorprodukt endlicher Darstellungen

Definition 3.2.1 Es seien Ty, ...,T,, Darstellungen einer Gruppe G in die
endlich-dimensionalen Rdaume Xy, ..., X,,. Die lineare Abbildung T von G
nach X = X; ® ... ® X,, die festgelegt ist durch

T(g) (21 ® ... ® z) = T1(9)(21) ® .. ® Tin(9)Tm
heifit das Tensorprodukt von Ty, ..., T,.

Lemma 3.2.2 FEin TensorproduktT zweier Darstellungen Ty, Ty einer Grup-
pe G erfillt die Bedingungen

1. T(e) =1

2. T(g192) = T(91)T(g2)

ist also selbst wieder eine Darstellung von G.

Beweis:

LTE) (1 ®..0x,)=T(e)r; @ .0 Th(€)r, =11 & ... ® Ty

2. T(g192) (21 @ ... ® &) = T1(9102)71 ® ... @ T, (91G2) T,
T1(g1)T1(g2)r1 @ ... @ Trn(91) T (g2) T =
T(g)(T1(g2)71 ® ... @ Trn(g2)m) =
T(91)T(g2)(71 @ ... @ )

g

Lemma 3.2.3 Seien X; und X5 endlich-dimensionale Vektorraume mit dim(X;) =
n; und {€}, ..., e}, } eine Basis von X;. Weiters seien T\ und Ty Darstellungen

nach Xy bzw. Xy mit den Matrivelementen t,;(g) bzw. t3.(g). Die Matrizele-
mente der Darstellung T' =Ty ® T, in der Basis ej, = e} ® e2 sind gegeben
durch:

tuw j1(9) = to;(9)tk(9)

Beweis: Es gilt:

T(9)(er) = Til9)e; ® Ta(g Zt ®(it3k(g)62 =

ni1  n2

= > tl9t()(e @) =
u=1 v=1
ny N9

= D ) ti(@)t(g)ew

u=1 v=1
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woraus die Behauptung folgt. [

Im allgemeinen Fall gilt, aufgrund einer analogen Berechnung:

Lemma 3.2.4 Seien T}, ...,'T,, Darstellungen in die Raume Xq, ..., X,, mit
Dimension ny, ..., ny, und sei {fF, ..., ,’fk} jeweils eine Basis von Xy. Weiters
seien die t};(g) die Matrizelemente von Ty(g) in dieser Basis. Die Matriz-
elemente ty, 4, j1..jn(9) sind dann gegeben durch:

toroovm j1odm (9) = tqlnjl (9)---tijm (9)

Bemerkung:

Bei dieser Schreibweise handelt es sich nattirlich um 2 x 2 Matrizen. Die
etwas kompliziert erscheinenden Indizes in den beiden Lemmas entstehen
nur dadurch, dass die Basisvektoren nicht geordnet sind.

3.3 Adjungierte Darstellungen

Definition 3.3.1 Seien X und Y komplexe Vektorraume. Fine Abbildung
(.,.): X XY — C heift Sesquilinearform 3 falls gilt:

Vo, z1,20 € X,y,y1,y2 € Y,a € C.
Definition 3.3.2 Das Paar (X,Y') nennt man dual zueinander beziglich der
Sesquilinearform (.,.) falls gilt:

1. (x0,y) =0, Vy €Y = 270=0

2. (,9) =0,V € X =y =0

Lemma 3.3.3 Wenn das Paar (X,Y) dual zueinander ist beziiglich der Form
(x,y), so ist das Paar (Y, X) dual zueinander beziglich der Form (y,x); =

(z,y).

3

manchmal wird eine solche Form auch Bilinearform genannt, was in unserem Fall aber
zu einem Konflikt mit der Notation des zweiten Kapitel fiihren wiirde
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Beweis: Der Beweis ist trivial und erfolgt durch Nachrechnen der sechs Ei-
genschaften. Zum Beispiel:

(Ckyw%')l = (.1',0(@/) = O_é(l’,y) = &(xay) = O‘(yw%)l
U

Definition 3.3.4 Seien X und Y zueinander duale Raume beziglich der

Sesquilinearform (., .). Seien weiters T' und S Darstellungen einer Gruppe G
nach X bzw. Y. Dann heifst S adjungiert zu T beziglich (.,.) falls:

(T'(g)x, S(9)y) = (z,y),Vg e G,x € X,y €Y

Lemma 3.3.5 S ist genau dann adjungiert zu T falls

(T(g " )z,y) = (z,5(9)y), Vg€ G,z e X,y €Y

Beweis: Man ersetze x in der Definition durch T'(¢~!)z und verwende, dass
T(g) injektiv ist. O

Lemma 3.3.6 Es seien X und Y dual zueinander beziiglich der Form (., .).
Weiters sei T eine Darstellung einer Gruppe G nach X. Sei S dann eine
Darstellung von G nach 'Y, die adjungiert ist zu T beziiglich (.,.), dann ist S
eindeutig bestimmt.

Beweis: Es seien S und S’ Darstellungen nach Y und beide adjungiert zu T
beziiglich (.,.). Es gilt dann:

(T(g~ "z, y) = (x,5(9)y) wnd (T(g~ ")z, y) = (z,5(g9)y)

woraus folgt, dass 0 = (z, (S(g) — S'(g))y) fir alle g € G,z € X,y € Y. Aus
Definition 3.3.2 schliessen wir, dass (S(g) —S'(¢9))y =0firalleye Y, g€ G
und daher:

S(g) = S'(g) fiir alle g € G

oder § =5".0

Lemma 3.3.7 Zwei endliche Darstellungen T und S in die Raume X bzw. Y
sind genau dann adjungiert zueinander bezidlich einer Sesqulinearform (.,.)
wenn sie gleiche Dimension haben und es Basen in X und Y gibt, sodass fir
die Matrizelemente der Darstellungen gilt:

tei(97") = s;u(9)

41



Beweis: Wir wihlen Basen ey, ..., e, und fi, ..., f, in X und Y, sodass (e;, fi) =
67. Seien dann ¢,(g) und s;(g) die Matrixelemente von 7" bzw. S in diesen
Basen. Es gilt also:

n

T(g)e; = > tuj(9)es und S(g) fii = > sur(9) fu

u=1

Die Bedingung in Lemma 3.3.5 ist daquivalent zu dem Gleichungssystem:

(T(g_l)€j> fk) = (ej’ S(g)fk>

was laut der oberen Gleichung gleichbedeutend ist mit:

tri(g™") = s(9)
O

Korollar 3.3.8 Seien X und Y endlich-dimensionale Raume und dual zu-
einander beziiglich der Form (.,.) und sei weiters T  eine Darstellung von G
nach X. Dann gibt es genau eine Darstellung S von G nach'Y die adjungiert
zu T ist.

Beweis: Die Eindeutigkeit gilt laut Lemma 3.3.6. Zu beweisen bleibt also die
Existenz: Wir schreiben n = dim(X) = dim(Y) und wahlen Basen ey, ..., e,
und fi, ..., f, in X und Y, sodass wieder (e;, fx) = &,. Es seien weiters t,;(g)
die Matrixelemente und t(g) die Matrix von T'(g). Wir definieren S(g) durch
die Matritxelemente in der Basis fi, ..., fu:

sik(g) = tri(g™1)

Sei s(g) die Matrix von S(g), so gilt also: s(g) = t(g~1)*, wobei * die adjun-
gierte Matrix bezeichnet. Zu beweisen bleibt, dass S eine Darstellung von G
ist:

L. s(e) =tle) =1"=1

2. s(g192) = t((g192) )" = t(g5 97 ")" = (t(g3 " t(g1 )" = s(g1)s(g2)
0

SATZ 3.3.9 Die Darstellungen T und S seien adjungiert. Dann ist'T' genau
dann irreduzibel, wenn S irreduzibel ist.
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Beweis: Seien X und Y die Vektorrdume von 7" und S, und X und Y
daher dual zueinander beziiglich der Form (., .). Weiters gilt, dass dim(X) =
dim(Y). Sei nun M ein invarianter Unterraum von Y unter S und L =
Mt ={z € X : (z,y) = Ofiiralley € M}. Da M laut Voraussetzung
invariant unter S ist gilt

(T(g)x,y) = (z,S(g " )y) =0 fiir alle y € M

also ist T'(g)z € L.

Da T irreduzibel ist gilt dann entweder L = {0} oder L = X. Im ersten Fall
sind offensichtlich die Bedingungen aus Definition 3.3.2 fiir X und M erfiillt
und X und M sind daher dual zueinander, woraus folgt, dass M = X, da
sonst gelten wiirde dim(M) < dim(Y') = dim(X) was laut Lemma 3.3.7 ein
Widerspruch ware.

Im zweiten Fall, folgt aus y € M, dass (x,y) = 0 fir alle x € X und daher
laut Definition 3.3.2, dass y = 0 und daher M = {0}.

Daher sind, wenn 7T irreduzibel ist, {0} und Y die einzigen unter S invarian-
ten Unterraume von Y. Die Umkehrung im Lemma folgt sofort, wenn man
die Rollen von S und 7" vertauscht. [

3.4 Endliche topologische Darstellungen

Im Folgenden konnen wir nur die allerwichtigsten Begriffe aus der Topologie
erwiahnen. Eine ausfiihrliche Darstellung kann zum Beispiel in [SN] gefunden
werden.

Definition 3.4.1 Fine Menge X gemeinsam mit einer Familie { = {U}
bestehend aus Teilmengen von X heifit topologischer Raum falls gilt

1. el und X €/

2. Die Vereinigung aller Elemente einer beliebigen Teilmenge von ¢ liegt
in

3. Der Durchschnitt aller Elemente einer endlichen Teilmenge von € liegt
in

Definition 3.4.2 Fine Menge G heifit topologische Gruppe, falls
1. G ist eine Gruppe

2. G st ein seperabler topologischer Raum
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3. die Funktion fi(g) = g~' ist eine stetige Abbildung von G nach G und
die Funktion fs(g,h) = gh ist eine stetige Abbildung von G x G nach
G.

Definition 3.4.3 Sei G eine topologische Gruppe und X ein endlich dimen-
sionaler Vektorraum ungleich {0}. Eine Darstellung von G nach X fir die
zusdtzlich noch gilt, dass fir jedes beliebige x € X die Abbildung g — T(g)x
stetig ist, nennen wir eine endliche topologische Darstellung.

Definition 3.4.4 Sei X eine beliebige Menge. M C X und N C X heifien
eine Zerlequng von X falls gilt:

MUN=X, MNN=0, M#0, N+

Fine Teilmenge M eines topologischen Raums X heifit zusammenhdngend,
falls es keine Zerlequng in zwei abgeschlossene Mengen gibt.

Definition 3.4.5 Sei G eine topologische Gruppe und S; und Sy zwei nicht-
leere Teilmengen von G. Die kleinste abgeschlossene Untergruppe von G die
alle Elemente der Form

919297 "g5* mit g1 € S1, go € So

enthdlt heifft Kommutator (i.Z.: K(S1,52)) der Mengen S und S,. Fir
K(G,G) schreiben wir kurz G'.

Weiters definieren wir induktiv die folgenden beiden Sequenzen von Mengen:

GY =g, g = (GgDy

Gl = K(G, @), G" = K(G,c"Y)
und legen fest:

Definition 3.4.6 FEine topologische Gruppe heifit auflosbar, wenn es einn €
N gibt, sodass

G™ = {e}

Fir eme auflosbare Gruppe heifit die kleinste Zahl, fir die diese Gleichung
erfillt ist, der Rang der auflosbaren Gruppe G.
Weiters heifst eine Gruppe G nilpotent, falls es ein n € N gibt, sodass

G = {e}
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SATZ 3.4.7 (Satz von Lie, ohne Beweis) Jede endliche, irreduzible Dar-
stellung einer zusammenhdangenden, auflosbaren topologischen Gruppe G ist
eindimensional.

Bemerkung:
Angenommen G sei eine kommutative Gruppe, dann gilt stets

91920795 =€, Yg1,92 € G

und damit

G'=K(G,G) ={g1929"'95": 31,92 € G} = {e}

d.h . eine kommutative Gruppe ist immer eine auflosbare Gruppe mit Rang
1. Der Satz von Lie kann also als Verallgemeinerung von Lemma 3.1.12 gese-
hen werden und der Beweis kann auch als Induktionsbeweis nach dem Rang
gefiithrt werden. Die dafiir benotigten topologischen Grundlagen wiirden uns
jedoch zu weit fithren. Man findet den Beweis in [SN].

Korollar 3.4.8 Sei T eine endliche Darstellung einer zusammenhdangenden,
auflosbaren topologischen Gruppe in einen Raum X, dann gibt es einen Vek-
tor xo # 0 in X, der ein Figenvektor fir alle Operatoren T(g) ist.

Beweis: Der Raum X besitzt einen Unterraum X; # {0}, der invariant unter
allen Operatoren T'(g) ist und auf den die Einschréankung T'|x, irreduzibel
ist. Laut dem Satz von Lie ist X; eindimensional. Sei x( ein Vektor aus X3
ungleich Null, so gilt also T'(g)xo € X; und damit:

T(g)xo = Ag)xp fiir alle g € G

wobei A eine komplexwertige Funktion und damit ein Charakter von G ist,
was bedeutet, dass z ein Eigenvektor fiir alle T'(g) ist. O

Bemerkung:

Wenn wir die stetigen Darstellungen der G L(n,C) suchen, so ist implizit als
Topologie immer die sogenannte natiirliche Topologie gemeint. Diese wird
festgelegt, indem man jede Matrix der GL(n,C) als Punkt in C** auffasst,
und dessen euklidische Topologie verwendet.
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4 Eine Physikalische Motivation

4.1 Der Zusammenhang zwischen der Lorentzgrupppe
und der SL(2,C) - Die Spinorenabbildung

In der Folge werden wir uns ausschliefilich mit den echten, orthochronen
Lorentztransformationen, wie sie im ersten Kapitel definiert wurden befassen.
Wir werden jede solche Transformation als Lorentztransformation bezeichnen
und die Gruppe kurz Lorentzgruppe nennen und L dafiir schreiben.

Definition 4.1.1 Fur die Gruppe aller Matrizen der Ordnung n mit De-
terminante # 0 schreiben wir GL(n,C). Die Teilmenge aller Matrizen mit
Determinante gleich 1 bezeichnen wir mit SL(n,C).

Insbesondere interessieren wir uns fur die Menge aller komplexen 2 x 2—
Matrizen mit Determinante gleich 1, also fir die SL(2,C).

Wegen det(AB) = det(A)det(B) ist die SL(n, C) eine Untergruppe der Grup-
pe GL(n,C).

Weiters fithren wir ein:

Definition 4.1.2 Ein Gruppenhomomorphismus spin : SL(2,C) — L heifst
Spinabbildung, falls

1. spin surjektiv ist

2. spin(A) = spin(B) < A=+B

Sei A = ( CCL b ) € SL(2,C), so definieren wir die Matrix R(A) durch:

d
ad aé ab blé
ac ad bc bd
R(A) = ac I_)c_ ad Ba{
cc cd ecd dd

Weiters seien G und G~! folgendermaflen festgelegt:

00 1 1 01 1 0
1 i 0 o0 L 1|0 =i o
G=11 i o0 o|™& =511 ¢ 0 1

0 0 -1 1 1 0 0 1

Es 1a83t sich leicht nachrechnen, dass G—! wirklich die inverse Matrix von G
ist. Weiters gilt:
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T T3+ T4

) T+ ixg
G = .

T3 T1 — 1T9

Ty —X3+ T4

Wir interessieren uns fiir die Abbildung spin : SL(2,C) — L mit spin(A) =
GR(A)G™!, wobei explizit ausgerechnet gilt:
Al AL AL A}

. a b A2 AZ A2 A2
(G0 )= | A A

AL A A3 A

mit:

1 - P
A= S(ad+be+be+ad) Aéz%(aderc—bé—dd)

o 1 -
A? = —(—ad + bc — be +ad) A§:§(ad—bc—bé—|—&d)

1

2
1, - - P

A} = S(ab—cd+ab—cd) A} =(ab—cd—ab+ad)

1, - - P
A‘llzﬁ(ab+cd+ab+éd) , A;‘:%(ab+cd—ab—éd)

1 - 1 -
Aézé(aé—i-dc—bd—bd) : A}lz§(a5+ac+bd+bd)
Agzé(—aé+ac+bd—l§d) : AZ:%(—CLE—I—ELC—bJ—i-Ed)

1 o 1 o
Agzg(ad—cé—blH—dd) : A;}:§(aa—cé+bb—dd)

1 - 1 L
A§:§(ad+cé—bb—dd) : Aiza(ad—kcé—kbb—i—dd)

Die Abbildung spin ist dann eine Spinabbildung, die wir Pauli-Spinabbildung
nennen.

Beweis: Fiir einen vollstandigen Beweis fehlen uns die genauen Kenntnisse
iiber die Struktur der Lorentzgruppe. Es gelten aber folgende Teilaussagen
der Behauptung:

1. spin(A) € L, VA € SL(2,C):
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spin(A) ist orthochron, da offensichtlich A} > 0. Weiters gilt, wie eine
direkte Berechnung zeigt

det(R(A)) = (ad — be)?*(ad — be)* =1
und damit auch
det(spin(A)) = det(G~V)det(spin(A))det(G) = det(R(A)) = 1

spin(A) ist damit auch eine echte Lorentztransformation.

2. spin(AB) = spin(A)spin(B)
Folgt aus der Tatsache, dass auch R(AB) = R(A)R(B), die sich explizit

nachrechnen 1afit.

3. spin(A) = spin(—A):
Gilt offensichtlich aufgrund der Berechnung der Eintrage A

)

‘.
4. spin(A) = spin(B) = A = +B:
Sei spin(A) = spin(B) so gilt

spin(AB™') = spin(A)spin(B) ™" = spin(A)spin(A)~' =e

und daraus folgt aus den Matrixelementen A;, dass AB~! =+ ( (1) (1) )

5. spin ist surjektiv:

Diesen Beweis findet man detailiert in [GN].

g

Von grundlegender Bedeutung wird in Zukunft der folgende einfache Sach-
verhalt sein:

Angenommen es sei eine Darstellung T:L— X gegeben. So ist auch T :
SL(2,C) — X mit T = T o spin eine Darstellung. Fiir diese gilt natiirlich:

~ ~

T(=g) = T(spin(—g)) = T(spin(g)) = T(9)-

Sei umgekehrt 7' : SL(2,C) — X eine Darstellung von SL(2,C) mit der
Eigenschaft T(g) = T(—g), Yg € SL(2,C), dann kénnen wir T : L — X
folgendermaBen definieren: Sei L € L, dann existiert ein g € SL(2,C), sodass
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spin(g) = L. Aufgrund der der Definition einer Spinabbildung ist dann eine
Darstellung 7' : L — X durch T'(L) = T(g) wohldefiniert.

Das heif3t, es gibt eine bijektive Beziehung zwischen den Darstellungen von L
und den Darstellungen von SL(2, C) mit der Eigenschaft T'(—g) = T'(g), Vg €
SL(2,C). Diese wird vermittelt durch

T:Tospz'n

Lemma 4.1.3 Sei G eine Matrizgruppe (bzgl. der Multiplikation von Matri-
zen), sei fir jedes g € G auch —g € G und sei T : G — H eine endliche,
wrreduzible Darstellung von G. Dann gilt entweder

T(—g) = +T(g) fir alle g € G oder T(—g) = —T(g) fir alle g € G

Beweis: Sei I die Einheitsmatrix, so gilt: T(—g) = T(—1g) = T(—1)T(g),
d.h. es reicht zu zeigen, dass

T(~I) = +T(I) oder T(~I) = —T(I)
Nun gilt: T'(—1) ist eine lineare Abbildung mit
T(-1)T(h) =T(—Ih) =T(h(-1)) =T(h)T(-I), YVh € G

Damit gibt es nach dem Lemma von Schur ein A € C sodass T'(—1) = Al.
Da aber

folgt (AI)(AI) = A*I = I, also A> = 1 bzw. A = 1 und daher T'(—1I) = +1. [

Unter den endlich-dimensionalen, irreduziblen Darstellungen der SL(2,C)
sind als genau jene keine Darstellungen der Lorentzgruppes, fiir die gilt, dass
T(—g) = —T(g), Vg € SL(2,C). Nichtsdestotrotz werden solche Darstel-
lungen der SL(2,C) manchmal auch zweiwertige Darstellungen der Lorentz-
gruppe genannt.

4.2 Darstellungen der SL(2,C)

Bei der Konstruktion des Minkowskiraums geht man meistens von einigen,
wenigen, experimentiell untermauerten Annahmen aus, von denen man bereit
ist sie als Axiome zu akzeptieren. Insbesondere soll in einem Minkowskiraum
gelten, dass jeder zulassige Beobachter tiber ein Koordinatensytem verfiigt,
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in dem er die Ereignisse, die durch die Vektoren des Raums reprasentiert
werden, einordnen kann. Es kann gezeigt werden, dass die Uberginge zwi-
schen den Koordinatensystemen von zwei beliebigen zulédssigen Beobachtern
genau durch die Lorentztransformationen beschrieben werden.

Der Minkowskiraum erscheint fiir viele Anwendungen der Physik sehr un-
praktisch, da ausschliellich die sogenannten ”Weltereignisse” als Elemente
darin vorkommen, und andere ”Objekte” wie z.B. elektrische Felder, die z.B.
durch lineare Transformationen L : M — M beschrieben werden nicht dar-
in enthalten sind. Insbesondere erweist es sich als giinstig, wenn fiir jedes
beliebige r und s der Raum 77 aller (r + s)-linearen Funktionen

G M X XM XMx .. xM—R
darin enthalten ist, da die meisten physikalischen Sachverhalte durch solche
Funktionen beschrieben (oder zumindest lokal approximiert) werden konnen.
Da fiir alle r, s der Raum 77 ein Tensorraum ist (vgl. Kapitel 2.3), soll es
also einen Isomorphismus zwischen ®%(M) = (®"(M))®(®*(M*)) und eines
Teilraums der zu konstruierenden Struktur geben.
Bemerkung:
Historisch gesehen wurde nach der Publikation der Relativitatstheorie zuerst
genau mit diesen Rdumen ®7 (M) gerechnet, deren Elemente Welttensoren
genannt werden. Es galt einige Zeit als allgemein anerkannt, dass jedes physi-
kalische Gesetz in der Sprache von Welttensoren formuliert werden sollte und
dass dies auch immer moglich sei. Wie wir aber in diesem Kapitel ausfiihren
werden sind Welttensoren zur Beschreibung gewisser Sachverhalte aus der
Quantentheorie ungeeignet.

Wir wollen bei der Konstruktion einer besser geeigneten Struktur als dem
Minkowskiraum von folgender Idee ausgehen:

Die zulassigen Beobachter des Minkowskiraums sollen in derselben Form wei-
terexistieren, d.h. es sollen weder welche dazukommen noch wegfallen. Ins-
besondere wird durch zwei feste, zulassige Beobachter ja genau eine Lor-
entztransformation induziert. Es sollen also auch diese bestehen bleiben und
wieder durch lineare Abbildungen beschrieben werden.

Bei dieser Formulierung drangt sich die Darstellungstheorie schon fast auf:
Wir koénnten versuchen alle Darstellungen T' der Lorentzgruppe zu finden
und jede davon wiirde einen Raum induzieren, der der Annahme gerecht
wird. T(g) wiirde dann die Lorentztransformation g im Darstellungsraum
beschreiben. Die Bedingungen

1. T(e)=1
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2. T(g192) = T(91)T(g2)
erscheinen ad hoc naheliegend, da:

1. e in M nicht den Beobachter wechselt und T'(e) daher im neuen Raum
auch nicht den Beobachter wechseln soll.

2. Durch ¢19, die Transformation von Beobachter 1 zu Beobacher 3 be-
schrieben wird, wenn g; die Transformation von 1 zu 2 und g, von 2
zu 3 beschreibt und auch im neuen Raum diese Beziehung bestehen

bleiben soll.

Wie sich allerdings herausstellte, gibt es Objekte in der Quantentheorie, die
nicht in dieses Schema passen. Genauer, gilt fiir die sogenannten Bosionen, die
z.B. den Zustand von Elektronen oder Protonen beschreiben, dass sie nicht
bei einer Rotation um 27 in den urspriinglichen Zustand zuriickkehren jedoch
bei einer Rotation um 4n. Eine Rotation ist eine Lorentztransformation,
und insbesondere entspricht eine Rotation um 27 der Einheitsmatrix e. Da
T'(e) = 1 gilt, kann obiger Sachverhalt unméglich durch eine Darstellung von
L beschrieben werden. Eigentlich beschreibt e zwei, fiir Bosionen, komplett
verschiedene Vorgange, namlich sowohl eine Rotation um 27 als auch um 4.
Wenn man davon ausgeht, dass dies im Prinzip die einzigen zwei Vorgéange
sind, die von e beschrieben werden (und davon wollen wir ausgehen), so ist
es naheliegend eine Abbildung, wie die Spinabbildung einzufiihren, fir die ja
gilt:

spin~t(e) = {g : spin(g) = e} = {*e,}

Wobei e, die Einheitsmatrix in SL(2,C) ist.
Wie wir gesehen haben, sind genau jene Darstellungen der SL(2,C) keine
Darstellungen der Lorentzgruppe, fiir die gilt:

und fiir diese folgt:
T(spin~t(e)) = T(xe,) = £T(e,)

Wie man leicht sieht, kann 7'(+e5) nun eine Rotation um 47 beschreiben
wéhrend T'(—e;) eine Rotation um 27 beschreibt, fiir die offensichtlich gilt:

T(—e,)(A) = —T(es)A = —A und T(—e,)T(—e,)A = T(e,)A = A
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Sei T also eine Darstellung der SL(2, C), so beschreibt die Menge T (spin~'(¢))
genau jene beiden Vorgange, die durch e beschrieben werden. Wir werden al-
so im néchsten Kapitel beginnen, alle Darstellungen der SL(2,C) zu finden.
Dies wird uns auf direktem Weg zu den Spinoren fiihren.

Natiirlich erhalten wir auf diesem Weg auch alle Darstellungen der Lorentz-
gruppe, die ja genau jene sind, fiir die T'(g) = T(—g) gilt.

Folgender nicht ganz leicht zu zeigender Satz ermoglicht es uns, uns auf die
irreduziblen Darstellungen zu beschranken, da jede vollstandig zerlegbare
Darstellung als Summe von irreduziblen Darstellungen beschrieben werden
kann:

SATZ 4.2.1 (ohne Beweis) Jede endliche Darstellung der Gruppe SL(n,C)
st vollstandig zerlegbar.

Bemerkung:

Einen Beweis dieses Satzes findet man zum Beispiel in [SN, Kapitel X und
XI]. Bereits die Darstellungen der GL(n,C) erfiillen diesen Satz nicht not-
wendigerweise. Eine Darstellung der GL(2,C), deren Operatoren durch die

Matrizen
1 Inldet
T(g) ( . ‘ . (g>’ )

gegeben sind, ist zum Beispiel nicht vollstandig reduzibel. Allerdings ist die
GL(n,C) isomorph zur (C \ {0}) x SL(n,C) wobei C \ {0} die Gruppe der
komplexen Zahlen beziiglich der Multiplikation ist. Jede Darstellung 71" der
GL(n,C) kann damit als Produkt geschrieben werden:

T(Ag1) = To(M)T1(g1) mit A € C\{0}, g1 € SL(n,C)

Wenn also eine Darstellung der GL(n, C) nicht vollstéandig reduzibel ist, tritt
notwendigerweise dieser Faktor Ty(\) auf.

5 Endliche Darstellungen der vollen linearen
Gruppe

5.1 Die GL(n,C) und ihre Untergruppen

Die Gruppe GL(n,C), die wir in der Folge oft kurz mit G bezeichnen werden,
wenn n aus dem Zusammenhang klar ist, besitzt einige wichtige Untergrup-
pen:
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ki 0 0
K::{ o | Rk 20, kijec}
knl an knn
hll h12 o« .. hln
0 hoy ... ho,
H::{ ” P b b £0, hijec}
0 0 R .
A0 0
0 X 0
D::{ ) :AI,A2,...,AM£0}
0 0 An
1 0 0 0
z 1 0
Z_ = { .21 . L Zij € (C}
Znl  2n2 <n3 1
I z12 213 21n
0 1 =z Zon
Z+ = { . 2 2 L Zij € C}
0 0 O 1
Bemerkung:

Aus der Topologie entnehmen wir folgende Tatsachen:

1. Sowohl die GL(n,C) als auch die SL(n,C) sind zusammenhéngend.

2. K und H sind abgeschlossene, zusammenhangende und auflosbare Un-
tergruppen der GL(n,C).

3. Zy=HW und Z_ = KW,
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5.2 Zerlegungen der GL(n,C)

Lemma 5.2.1 Jedes Element k € K kann eindeutig in der Form
k=dz_mitde D,z_ € Z_
bzw. in der Form
k=z.dmitde D,z_ € Z_
dargestellt werden.
Beweis: k£ = dz_ ist aquivalent zu dem Gleichungssystem:
kpqg = Apzpg: P 2 4

Fiir ¢ = p ergibt das

Ap = kipp
und fiir p > ¢

s

P

Daraus 1a3t sich jedes A, und jedes z,, fir ¢ < p eindeutig bestimmen. Da
fir ¢ > p folgt, dass z,, = 0 ist der erste Teil des Lemmas bewiesen. Voll-
kommmen analog folgt der zweite Teil wobei wir zu dem System \, = k&,

k
und z,, = 22 kommen. [
Pq kpp

Lemma 5.2.2 Jedes Element h € H kann eindeutig in der Form

h=dzmitde D,z € Z,
bzw. in der Form
h=zdmitde D,z € Z,

dargestellt werden.
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Beweis: Analog zum Beweis des vorhergehenden Lemmas erhalten wir A\, =
P h‘pq 1 N R h‘pq 1 M

hpp und 2, = hy M ersten bzw. A, = h,, und 2z, = e im zweiten Fall des

Lemmas. O

Bemerkung:
Eine Matrix heifit regular falls

Ai(g) £0,V1=1,2,....,n
wobel

g1 - gu
Ay(g) = det

gin - qu

Mit G4 bezeichnen wir die Menge aller reguléaren Matrizen. In einigen Bewei-
sen des nachsten Kapitel werden wir verwenden, dass die regularen Matrizen
in G dicht liegen und dass daher eine gleichmafig stetige Funktion auf G,
stetig fortsetzbar auf G ist (siehe dazu auch [SN]).

In der Folge werden wir eine Zerlegung fiir regulare Elemente in G kennen-
lernen.

Lemma 5.2.3 Sei g € G,y 50 kann es eindeutig in der Form

g=kzmitke K,z € Z,
dargestellt werden.

Beweis: Wir versuchen zuerst ein Element 2 € Z, zu finden sodass gz € K
Da %,, = 0 fir p > g und k,, = 0 fiir p < ¢ ist g2 € K aquivalent zu dem
Gleichungssystem

q—1

> Gpstaqg + gpg =0, fiir p < g
s=1

Sei g > 1fixund p=1,2,...,g — 1. Obiges System ist ein Gleichungssystem
in den Unbekannten %, ..., 2,1, dessen Determinante gleich A,(g) ist und
daher ungleich Null da g regular ist. Daher hat das Gleichungssystem eine
eindeutige Losung, d.h. es gibt ein Element Z sodass g2 € K. Daher haben
wir ¢ = k27! und da Z, ein Gruppe ist existiert eine Zerlegung der gegebenen
Form.

Angenommen es sei nun g = kz = kyz; mit k,k; € K und 2,2, € Z,. Es
folgt kz = kyz1, k™'ky = 227" € KN Z, = {e}. Das heifit es ist k7'k; = e
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und zz; ' = e und daher k = k; und z = z;. Das bedeutet die Zerlegung ist
eindeutig. [

Aus diesen Zerlegungen erhalten wir noch:

Korollar 5.2.4 Jede Matriz g € G,.y kann eindeutig in der Form:

g=dz_zy mitde D,z_ € Z_,z, € Z,
sowte
g=z.dzy mitde D,z_ €7 _,z, € Z,

dargestellt werden. Diese Zerlequng heifit auch Gauss-Zerlequnyg.

5.3 Die irreduziblen endlichen Darstellungen der GL(n,C)

Definition 5.3.1 Sei T eine Darstellung von G nach X. Fin Vektor x € X,
x # 0 heifft Gewichtsvektor der Darstellung T' (beziiglich der Gruppe D) falls

T(d)x = v(d)x,¥d € D

wobei v ein stetiger Charakter der Gruppe D ist. Dieser heifit dann Gewicht
der Darstellung T

Weiters heif§t ein Vektor xy € X, xq # 0, Vektor mit héchstem Gewicht der
Darstellung T', falls

o T'(d)xg = a(d)xy,Vd € D
o T'(2)xg =x0,V2z € Z4

wobet «v ein stetiger Charakter von D ist. Dieser heifit in einem solchen Fall
ein hochstes Gewicht der Darstellung T .

Auflerdem heifit ein Vektor xqg € X, xo # 0, Vektor mit niedrigstem Gewicht
der Darstellung T, falls

o T(d)xg = a(d)zy,Vd € D
o T(2)xg = xo,Vz € Z_

wobei «v ein stetiger Charakter von D ist. Dieser heifit in einem solchen Fall
ein niedrigstes Gewicht der Darstellung T .

SATZ 5.3.2 Sei T eine Darstellung von G = GL(n,C) nach X. Dann gibt
es emnen Vektor mit hochstem und einen mit niedrigstem Gewicht.
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Beweis: Da H zusammenhangend und auflosbar ist, gibt es laut Korollar
3.4.8 einen gemeinsamen Eigenvektor z fiir alle Operatoren T'(h):

T(h)xg = a(h)zg

Da D eine Untergruppe von H ist und T weiters stetig ist, folgt, dass « ein
stetiger Charakter von D ist. Weiters gilt, da die a(h) komplexe Zahlen und
daher kommutativ sind und Z, = H®, dass T(z)zy = 0.

Da K ebenfalls zusammenhéngend und auflosbar ist und Z_ = K0 lisst
sich der Beweis, dass es einen Vektor mit niedrigstem Gewicht gibt, analog
fithren. U

SATZ 5.3.3 Sei T eine Darstellung von G = GL(n,C) nach X und sei T
aufSerdem irreduzibel. Dann gibt es (bis auf skalare Vielfache) genau einen
Vektor mit hochstem und genau einen mit niedrigstem Gewicht.

Beweis: Sei Y ein Vektorraum der dual zu X ist unter einer nichtsingularen
Sesquilinearform (., .) und sei weiters T die adjungierte Darstellung zu T" von
G nach Y. Sei weiters y;, € Y ein Vektor mit niedrigstem Gewicht und /i ein
niedrigstes Gewicht von 7. Wenn nun g = 2_dz; € G,eq s0 erhalten wir:

(T(9)xo,yy) = (T(22)T(d)T(24)z0,Yyy) = (laut Definition 5.3.1)
= (T(2-)T(d)xo,y,) = (laut Lemma 3.3.5)
= (T(d)xo, T(z-"")yo) = (ald)o, yp) =
= a(d)(zo, yo)

Analog gilt:

Damit gilt:

Ware nun (zo,y,) = 0 dann wére ja (T(g)zo,y,) = 0, Vg € G,y und daher
fir alle g € G und weiter, da T irreduzibel ist (z,y) = 0, Yo € X, was der
Nichtsingularitdt von (.,.) widerspricht. Das heifit es gilt (z¢,y;) # 0 und
daher:



Sei nun z; ein anderer Vektor mit hochstem Gewicht und «;(d) das dazu-
gehorige Gewicht so gilt:

ai(d) = p(d™") = a(d)

Wenn nun
Cc= (xby())/(x()?yé))

so gilt wegen der Bilinearitét von (.,.) und der Voraussetzung fiir c:

(C‘TO — T, y(,]) - C(Io, yé)) - (xla yé) =0

Wiére nun cxg — y; # 0 so sieht man aus der Definition eines Vektors mit
hochstem Gewicht leicht, dass wegen der Linearitét aller Abbildungen 7'(g)
auch crg — r7 ein Vektor mit hochstem Gewicht wére, was aber der vor
gezeigten Bedingung (zo,y)) # 0 widerspricht. D.h. cxy — x; = 0 und daher
Cxg = I71.

Den Beweis, dass es genau ein niedrigstes Gewicht gibt, erhalt man wieder
analog. [

Lemma 5.3.4 Sei T eine endlich-dimensionale Darstellung von G nach X.
Sei xg ein Vektor mit hichstem Gewicht und o(d) das dazugehérige hochste
Gewicht. Dann ist T irreduzibel falls:

1. X = span{T(g)zo : g € G}

2. xy ist der einzige Vektor mit héchstem Gewicht von T  (abgesehen von
skalaren Vielfachen).

Beweis: Sei M # {0} ein invarianter Unterraum von X unter 7. Es gibt
dann einen Vektor mit hochstem Gewicht zf, von der Einschrankung von T
auf M. Sei xy ein Vekor mit hochstem Gewicht in X so ist wegen Annahme
(2) dieser ein skalares Vielfache von xz; und liegt daher in M. Da M invariant
gilt auch span{T(g)xo : g € G} C M. Wegen Annahme (1) ist dieser span
gleich X und daher gilt M = X. Daher ist T" irreduzibel. [J

5.4 Die kanonische Realisierung der endlichen, irredu-
ziblen Darstellungen von GG

Definition 5.4.1 Sei T eine irreduzible Darstellung von GL(n,C) in einen
endlich-dimensionalen Raum X . Sei weiters Y dual zu X beziglich (.,.) und
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yo € Y ein Vektor mit niedrigstem Gewicht der adjungierten Darstellung. Sei
weiters O die Menge aller komplexwertigen linearen Funktionen auf G. Wir
definieren eine Abbildung ¢ : X — @ durch

¢(x)(9) = falg) = (T(g)z,y0)
Lemma 5.4.2 Die Abbildung ¢ ist linear.
Beweis: Da T'(g) linear ist und (.,.) multilinear gilt:

fowtrsy(9) = (T(9)(ax+BYy),y5) = a(T(9)x, yo)+B(T(9)y, v5) = afe(g)+58f,(9)

g

Lemma 5.4.3 Die Abbildung ¢ ist injektiv.

Beweis: Sei M := Kern(¢) und sei a € M dann gilt, dass (T(g)a,y,) =
0,Vg € G. Wenn nun ¢; € G beliebigsoist (T(g)T(g1)a, y5) = (T'(g9g1)a, y)) =
0 d.h. dass auch T'(g;)x € M und dass M somit invariant unter allen 7'(g;)
ist. Da aber 7' irreduzibel ist gilt M = X oder M = {0}. Im ersten Fall wére
(x,y) = 0,Vx € X was unmoglich ist. D.h. Kern(¢) = {0} und ¢ ist damit
injektiv. [J

Definition 5.4.4 In der Folge werden wir mit ® das Bild von X unter der
Abbildung ¢ verstehen.

Somit ist ® ein Vektorraum von linearen Funktionen von G nach C. Die
Abbildung ¢ : X — ® die wie oben definiert ist durch

o(x) = fulg) = (T(9)z,yp)

ist ein linearer Isomorphismus.
Wir wollen den Raum ® in der Folge genauer untersuchen.

Lemma 5.4.5 Jede Funktion f.(g) € ® erfillt die Bedingung:

fo(kg) = a(k) fz(g)

wobei k € K beliebig und o(k) der Eigenwert zu einem gemeinsamen Eigen-
vektor der Operatoren T'(k) (dieser existiert ja immer) ist.
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Beweis: Sei 7' adjungiert beziiglich (.,.), Yo € Y ein Vektor mit niedrigstem
Gewicht und [ ein niedrigstes Gewicht so gilt:

fa(kg)= (T(kg)z, yo) = (T(k)T(g)x, yo) =
= (T(9)z, T’(k) 0) = (T(g )w T (k)yh)
= (T(9)z, ik~ yp) = (k" (T(g9)w, yp)
= a(k) fz(9)

O

Lemma 5.4.6 Sei f,(g) € ® und go € G beliebig, dann ist auch die Funktion
fx(990) € .

Beweis: Es gilt:

f(990) = (T(990)x,y5) = (T(9)T(g0)7,¥5) = fr(go)=(g) € P
O

Lemma 5.4.7 Seien x € X und T(go)(x) =y € X. Dann ist der Operator,
der f, auf f, abbildet gegeben durch:

fy(g) = fT(go)(m)(g) = fx(ggo)

Beweis:

fr@(9) = (T(9)T(90)(x), yo) = (T(990)7,5) = f2(990)
O

Wir fassen die Aussagen 5.4.5 bis 5.4.7 in folgendem Korollar zusammen:

Korollar 5.4.8 Sei T' eine irreduzible Darstellung von G nach X. Dann ist
die Darstellung T definiert durch

T(90).f(9) = f:(990)
eine zu T aquivalente Darstellung von G nach .

Beweis: Damit die beiden Darstellungen aquivalent sind, brauchen wir eine
lineare, bijektive Abbildung A : X — ® mit AT(g) = T(g)A. Die Abbildung
¢(x) = f, ist linear und bijektiv und es gilt:

S(T(9)(2))(9) = Frg@)(9) = f2(990) = T(90)(f2(9)) = T(90)(¢(x)(9))
U
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Lemma 5.4.9 Sei ®* ein endlich-dimensionaler Raum von stetigen Funk-
tionen auf G, der die folgenden Bedingungen erfillt:

1. f(kg) = a(k)f(g) wobei a eine eindimensionale Darstellung von K ist.
2. Sei go € G beliebig, so folgt aus f(g) € ®*, dass f(g9) = f(g9g0) € P*.

Sei weiters T eine Darstellung von G nach ®*, die definiert ist durch:

T(g0)f(g9) = f(990)

Dann gibt es nur einen Vektor fo mit hochstem Gewicht, der festgelegt ist
durch:

foldz_zy) = ca(d) fir g =dz_zy € Gyey

Beweis: Da K = Z_ und «a eindimensional ist, gilt fiir z = klekl_lkgl €
Z_, dass a(z) = a(k)a(k)a(k) ta(ky) ™t = 1.

Sei nun fy(g) ein Vektor mit hochstem Gewicht. Da dz_ € K, Vd € D, z_ €
Z_ gilt dann laut der ersten Voraussetzung

foldz—z1) = aldz-) fo(2) = a(d)a(z-) fo(z4) = a(d) fo(2+)

Laut der zweiten Bedingung und der Definition eines Vektors mit hochstem
Gewicht gilt aulerdem:

folgzs) = T(21) folg) = folg) fiir alle z € Z,.
und es folgt:
foldz—zy) = fo(dz-) = a(d) fole) = C - a(d)

Wire C' = fy(e) = 0 so wire fy die Nullfunktion und damit kein hochstes
Gewicht, also Widerspruch.
Sei fi1(g) ein zweiter Vektor mit hochstem Gewicht. Dann wiirde gelten, dass

fi(g) = Cia(d)

und damit

filg) = %fo(g) fir g = dz_z,

und daher fiir alle ¢ € G. Aus dieser Gleichung folgt die Eindeutigkeit bis
auf skalare Vielfache. [J
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Definition 5.4.10 Sei«(9) ein Charakter von D und fo die Funktion fy(g) =
fo(dz_z1) = a(0) fo(e) so bezeichnet

Do = span{fy,(9) = f(909) : 90 € G}
Definition 5.4.11 Ein Charakter a(d) von D heifit induktiv falls gilt:

1. Die Funktion definiert durch fo(g) = fo(dz—z4) = «a(d)fo(e) ist stetig
auf ganz G.

2. ®, ist endlich dimensional

Definition 5.4.12 Sei « ein induktiver Charakter von D. T, bezeichnet
dann die Darstellung von G nach ®, definiert durch: To(g0)f(9) = f(990)

Alle Funktionen in ®,, erfiillen die Bedingung f(kg) = a(k)f(g), da mit den
Festlegungen k = dz_ und ggo = d'2" 2, fiir f(g) = fo(g90)

f(9) = folkggo) = fo(dz_d'z" 2} ) = Ca(dz_d'2) = Ca(dz-)a(d2") = a(k) fo(ggo)

fir ggo € Greq und daher fiir alle g, gy € G gilt.
Sei weiter T, die Darstellung, die definiert ist durch:

To(90) f(9) = f(ggo) fiir f € @,

so gelten die folgenden drei Sétze:

SATZ 5.4.13 Sei a ein induktiver Charakter von D dann ist T, eine irre-
duzible Darstellung von GL(n,C) mit hochstem Gewicht c.

Beweis: Sei fy(g) ein Vektor mit hochstem Gewicht von 7,,. Laut (2) der
Definition eines induktiven Charakters gilt: span{T,(g9)fo : g € G} = P,
und laut Lemma 5.4.9 ist fy(g) der einzige Vektor mit hochstem Gewicht.
Laut Lemma 5.3.4 ist 7,, dann irreduzibel. [J

SATZ 5.4.14 Das hochste Gewicht einer endlich-dimensionalen irreduziblen
Darstellung von GL(n,C) ist induktiv und jede endlich-dimensionale irredu-
zible Darstellung mit hochstem Gewicht o ist aquivalent zu T,.
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Beweis: Sei T eine endliche irreduzible Darstellung von G L(n, C) mit einem
hochstem Gewicht a. T ist dquivalent zu T in den Raum ® aus Korollar
5.4.8. Laut 5.4.9 gibt es einen Vektor der Form fy(g) = Ca(d) fiir g = dz_z,
mit hochstem Gewicht v in ®. Da T irreduzibel ist, ist auch T irreduzibel
und es gilt daher, da es keine invarianten Unterraume gibt, dass

® = span{(T(90)(£))(9)} = span{f(g90)}

Das heifit laut Definition von ®,, dass & = &, und T = T,. « ist daher
induktivund T ~ T,,. OO

SATZ 5.4.15 Zwei endlich-dimensionale irreduzible Darstellungen von G L(n,C)
sind daquivalent genau dann wenn ihre hochsten Gewichte gleich sind.

Beweis: Zwei endliche Darstellungen mit demselben hochsten Gewicht «
sind aquivalent zu T, und daher auch zueinander. Die Umkehrung ist offen-
sichtlich. [J

T, wird auch die kanonische Realisierung der irreduziblen Darstellung der
GL(n,C) mit hochstem Gewicht o genannt.

Wir haben also alle endlich-dimensionalen Darstellungen der GL(n,C) ge-
funden - abgesehen davon, dass wir die induktiven Charaktere noch nicht
kennen. Wir wollen aber auch noch eine zweite Moglichkeit (in der Folge mit
T bezeichnet) kennenlernen.

Wie wir wissen erfiillen alle Funktionen in ®,, die Bedingung f(kg) = a(k)f(g).
Insbesondere gilt also:

f(g) = f(kz) = a(k)f(2) fir g =kz € G,y
Fiir jede Funktion f € ® definieren wir die Funktion f: Z, — C durch

f(z4) = f(zy) fir alle z; € Z,. fist also nichts anderes als die Einschrankung
von f auf Z,.

Sei F,, der Raum aller so festgelegten Funktionen f, dann haben wir also eine
Abbildung A : &, — F,, die definiert ist durch:

A()(k2) = f(2) = f(2)
Offensichtlich ist A linear. Auflerdem gilt:
A(f)(k2) = 0 = [(z) =0 = a(k)f(2) = 0 = f(kz) = 0

Das heifit der Kern von A ist gleich {0} und die Abbildung ist damit injektiv.
Da sie laut Definition auch surjektiv ist folgt, dass A ein Isomorphismus ist.
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Die Darstellungsoperatoren T(go) sollen nun durch den Isomorphismus aus
den Operatoren T'(gg) : ®, — P, entstehen. Genauer soll gelten:

A(Ta(90)(f) = Tu(90) (A(F))

Daraus erhalten wir:

To(g0)f(kz) = f(kzgo) = a(k)f(zg0) =

a(k)ta(g0) f(2) = a(k)Tu(g0) f(2)
Wir schreiben zgg = k12; und erhalten:
f(g90) = f(kzgo) = f(kkiz1) = a(k)a(k:) f(21)

und daraus durch Kiirzen weiter:

Tu(90) f(2) = alk1) f(21)

Wir schreiben fiir z; = zgy da ja z; aus diesen beiden Variablen berechnet
wird und da auflerdem noch gilt: a(ky) = a(ky)a(z1) = a(zgy) erhalten wir
schliesslich:

To(90) f(2) = a(2g0) f(290)

Nun wollen wir noch den Raum F, explizit darstellen: Laut Definition ist

®q = span{ fo(g90)} = span{T(go)fo(9),9 € G}
fiir das Bild F,, von ®, unter der Abbildung A gilt daher:

F, = span{A(Tu(g0) fo(9))} = span{T.(g0) fo(2)}

fo(2) ist aber immer eine konstante Funktion, d.h. fy(2) = C und damit ist

Fo = span{a(zg) - C} = span{a(zg)}
Wir fassen das Gesagte in folgendem Satz zusammen:

SATZ 5.4.16 Sei T eine endliche irreduzible Darstellung T der Gruppe
GL(n,C) mit héchstem Gewicht a. Dann ist diese dquivalent zu einer Dar-
stellung T,, die wie folgt definiert ist. Der Raum F,, der Darstellung ist gleich
span{a(zg) : g € GL(n,C)} und die Operatoren der Abbildung sind definiert
durch:

Ta(g)f(z) = a(z9) f(29) wobei z; = zg definiert ist durch zg = kyz;.

Was jetzt noch bleibt wire alle induktiven Charaktere von GL(n,C) zu be-
stimmen. Obwohl das auch im allgemeinen Fall moglich ist, werden wir uns

hier auf G = GL(2,C) beschrianken.
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5.5 Die induktiven Charaktere der GL(2,C)

Sei in der Folge G = GL(2,C), so ist es iiblich die entsprechenden Unter-
gruppen geringfiigig zu modifizieren:

gi1 912 kir kig 1 0 A O
g < 921 922 ) ’ ( 0 Koo ) '~ ( z 1 ) o < 0 A

Die Gausszerlegung hat dann folgende Form:

911 G12 _ ki1 ko 1 0 _ ki1 + kioza1 ka2
921 Gg22 0 ko zo1 1 koo 2o Fgo

woraus wir durch Koeffizientenvergleich und Umformen folgendes erhalten:

det
2212%,1911:ﬂ (6)
22 922
ki2 = g12 , ko2 = g22 (7)

Anstatt z9; schreiben wir kurz z und nennen = den Parameter der Matrix z.
AuBlerdem legen wir fest: f(x) = f(z).

Als erstes wollen wir den Parameter z; der Matrix z; = zgo finden, also 2;
in zg = k2.

Durch Matrizenmultiplikation erhalten wir:

2g = g11 912
g11T + go1  G12% + goa

und laut 6 gilt also:

g11T + go1
T = F—=
g12% + goo
und daher:
_ g11T + go1
f(z9) = f(—F
(9) (91296 + g22

Weiters gilt laut 6 fiir zg = 2_dzg wegen der Gleichung:
d o )\1 0 1 21_2 . )\1 )\1331_2
“=Lo n/J\lo 1 )70 X

det(zg)  det(g)
g12% + g22 G127 + goo

dass

Ao = koo = G127 + goo und A\ = ky; =
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Jeder stetige Charakter (d.h. jede eindimensionale Darstellung) «(d) hat die
Form

N i N 92
)\1[)1 )\1 )\2P2 )\2

wobei p;, q; € C mit p; — q; € Z.
Damit ergibt sich durch Einsetzen:

det(g) - det(g)

q1 T+ P2 (H T+a q2
G122 + Goo 911$+922) (9112 + 922)" (G127 + Ja2)

a(zg) =

Und fiir 7°:

: — R _ T+
T(9)f() = det(g)" det(g)" (9120 + ga2) " (G + Gon) "~ f(E 22
911 + g22
Um die induktiven Charktere darunter zu finden verwenden wir folgendes

Lemma:

Lemma 5.5.1 Der Charakter a(d) ist genau dann induktiv, wenn r = py—p;
und s = q — q1 in N liegen.

Beweis: Sei a(d) induktiv und der span aller a(z) damit endlich-dimensional
mit Dimension k—1. Fiir alle gy, . .. gi € G gibt es dann Konstanten C1, ..., Cy
(nicht alle gleich Null) sodass:

>_(Cia(zgi)) = 0

. €T —1 1
Wir legen nun fest: g; = J

0 T
wobei z; eine beliebige komplexe Zahl # 0 ist. Durch Einsetzten erhalten
wir:

Oé(Zgj) = (z+ xj)T(E+fj)s wobei r =py —p1,s=q — ¢
Obige Gleichung wird dann zu:
D (Cilz+a) (@ +7:)°) =0

fiir beliebige komplexe Zahlen x, x; ungleich Null. Durch k& — 1 maliges Diffe-
renzieren nach x erhalten wir, wenn wir danach x = 0 setzen das Gleichungs-
system:

> (Ciam)) =0

D (rCia7'E) =0
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S r(r—1)...(r—k+1)C5) = 0

Nachdem dieses Gleichungssystem fiir gewisse C; gilt, die nicht alle gleich
Null sind, muss die Determinante gleich Null sein. Diese ist gleich:

rR(r =) (r— k4 1) H(Ef)w(xl, ce sy TR)

wobei w(z1, ..., x;) die Vandermonde-Determinante der Zahlen x; bezeich-
net. Nachdem die Zahlen z; beliegig wahlbar sind und damit auch so, dass
sie alle ungleich Null und verschieden sind, die Determinante aber gleich Null
muss eine der Zahlen r,r —1,...,r —k+1 gleich Null sein. Daraus folgt dass
r aus N sein muss. Analog erhélt man s € N wenn man nach = anstelle von
x differenziert.

Sei nun umgekehrt 7, s € N so ist a(zg) ein Polynom vom grad < s und
damit auch jede Linearkombination von Polynomen «;. Der span aller a(d)
ist damit endlich-dimensional. [

Offensichtlich besteht F, aus den Polynomen vom Grad < r in z und < s in
Z und es gilt dann:

SATZ 5.5.2 FEine endliche irreduzible Darstellung T der Gruppe GL(n,C)
wird durch zwei natirliche Zahlen r und s sowie zwei komplexe Zahlen p und
q deren Differenz eine ganze Zahl ist beschrieben. FEine solche Darstellung
st dann aquivalent zur Darstellung T, in den Raum F. der Polynome vom
Grad <r iz und < s in T. Ta(g) ist definiert durch:

To(9)(f(z,2)) = (det(g))*(det(g)) (G122 + g22)" (G12T + Goo)* X
911 + g21 91T + g1
G127 + g2z’ G127 + o2
Die Dimension der Darstellung ist (r + 1)(s + 1).

Offensichtlich wird eine Darstellung der GL(n, C) ebenso durch vier komplexe
Zahlen pq, pa, q1, g2 beschrieben wobei p; — ¢y und ps — g9 in Z und ps — p; und
¢2 — q1 in N liegen. Diese Folge < p1,p2, q1,q2 > nennt man auch Signatur
von 7.
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Bemerkung:
Hatten wir die Gruppen K, Z, am Anfang nicht modifiziert, so hatten ana-
loge Berechnungen zu folgender Formel gefiihrt:

To(9)(f(x,7)) = (det(9))"(det(9))" (g1 + g212)" (g1 + G 7)° %

g12 + G220 G12 + G2o
G11 + g1’ g1 + GuT

Komplett analog kann man alle Definitionen und Sétze auch fiir die SL(2, C)
durchfiihren.

Wieder ist das Problem des Findens aller irreduziblen Darstellungen aqui-
valent zum Finden aller induktiven Charaktere. Fiir n = 2 hat wieder jeder
Charakter die Form

a(d) = XA A"

wobei p; — ¢ und ps — @2 in Z liegen

und wieder sind die induktiven jene, wo zusatzlich noch ps—p; und go—¢q; in N
liegen. Man nennt die Folge < p1, p2, g1, g2 > wieder Signatur der Darstellung.
Es gibt dann zu jeder Darstellung 7" der SL(2,C) eine dquivalente Darstel-
lung in den Raum aller Polynome F,, vom Grad < r = py, — p; in & und
< s =@y — ¢q; in T deren Operatoren definiert sind durch:

g1iT + go1 G127 + go1
g1t + gaz” G12T + Gao

Tof(2,Z) = (G127 + g22)" (G12T + Go2)" f(
Es gilt also folgender Sachverhalt:

Korollar 5.5.3 Jede irreduzible Darstellung der Gruppe SL(n,C) ist eine
FEinschrdnkung einer irreduziblen Darstellung von GL(n,C) auf SL(n,C).

6 Spinoren

6.1 Spin space

Definition 6.1.1 Ein Vektorraum 3 dber C auf dem eine Abbildung (.,.) :
B x B — C definiert ist, fur die gilt

1. Es gibt ¢, € (8 sodass (p,1) # 0
2. <¢7¢> - _<¢a¢>7v¢7w € ﬁ
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3. {ad + b, &) = a(¢, &) + b{y, ), Y, 9, £ € f,a,b € C
4. {9, 0)E+ (5, Q) + (0, §)¢ = 0,Vp, 9, € 5

heifit Spinraum.
FEin Element von 3 heifst Spinvektor.

In den folgenden Lemmas bezeichnet 3 immer einen beliebigen Spinraum,
(.,.) die dazugehorige Abbildung und ¢, ¢» und £ Spinvektoren in 3.

Lemma 6.1.2 FEs gilt: (¢,¢) =0, Vo € 5.

Beweis: Laut Punkt 2 der Definition gilt: (¢, ¢) = —(¢,¢), V¢ € 3 und
damit (¢, ¢) =0. O

Lemma 6.1.3 (.,.) ist bilinear.

Beweis: Es bleibt zu zeigen, dass (¢, at) + b§) = a{p, V) + b{o, )V, 1, € €
Ba,b e C.
Es gilt aber:

= a(¢, V) +b(e,€)

Lemma 6.1.4 Seien ¢, € 3 sodass (¢,1) # 0. Dann ist {¢,1} eine Basis
von (. Insbesondere gilt also immer dim(3) = 2.

Beweis:

1. Angenommen ¢, ¢ wéren linear abhéngig, also ¢ = \y. Laut 6.1.2 ware

dann (¢, 4) = (M, ) = A, ) = 0. Widerspruch.

2. Sei ¢ € (3 beliebig. Punkt 4 der Definition gibt dann: (¢, 1) = —(&, ¢)1p—
(1, €)¢. Da (¢p,1) # 0 haben wir £ als Linearkombination von ¢ und v
dargestellt.
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Definition 6.1.5 Sei 3 ein Spinraum. Eine Basis {s', s} heifst Spinframe
wenn gilt: (s*,s°) =1 = —(s° s!)

Lemma 6.1.6 Zu jedem Spinraum 3 gibt es auch einen Spinframe {s', s°}.

Beweis: Seien ¢, 1) so gewahlt, dass (¢, 1)) # 0. Solche Spinvektoren existie-
ren laut Definition immer. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen
wir an, dass (¢,v) > 0 und definieren s' = (ng,w)%qzﬁ und s = (gb,@[)ﬁ@/}
Wegen der Bilinearitiat von (.,.) gilt dann (s',s%) = (¢,¢) " {¢,v) =10

Lemma 6.1.7 Es sei {s', s} ein Spinframe und ¢ = Z?Zl ¢is, so gilt ¢ =
<¢7 SO) und ¢0 = _<¢7 81>'

Beweis: (¢, s°) = ¢1(s', %) +¢p(s°, s°) = ¢; wegen der Bilinearitit von (., ).
Analog fiir ¢q. [J

Lemma 6.1.8 Es sei {s',s°} ein Spinframe und ¢ = E?Zl bis® bzw. p =
Z?Zl Y;s'. Dann gilt:

(¢,) = det ( z; Z; > = ¢1%0 — Qo1

= (P15" + P05, 15" + os”) = dripi(st, ') + dprapo(st, s0) +

Beweis: (¢, 1))
1)+ dotho(s?, %) = d1vho — o O

¢o¢1<507 S

Lemma 6.1.9 Die Vektoren ¢,v € 3 sind genau dann linear unabhdngig

wenn (¢, ) # 0.

Beweis: Aus (¢, 1) # 0 folgt die lineare Unabhéngigkeit von ¢ und v laut
6.1.4. Sei umgekehrt (¢, ¥) = 0 so miissen wir die lineare Abhéngigkeit zeigen.
Wenn ¢ = 0 oder ¢ = 0 so sind die Vektoren trivialerweise linear abhangig.
Sei also ¢ # 0 und ¢ # 0 und seien a, b € (3 weiters so gewahlt, dass (a, b) # 0.
Wir legen dann fest: £ = a — ¢ und & = b — ¢. Aus Punkt 4 von Definition
6.1.1 folgt dann

(D, V)& + (&1, )0 + (¥, 1) = 0

und da laut Voraussetzung (¢, 1) = 0 gilt weiter

(€1, )0 + (1, &1)p =0
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Analog erhélt man, wenn man &, statt £ verwendet:

<£27 ¢>w + <w,52>¢ = 0

Das heifit wir haben zwei Darstellungen des Nullvektors als Linearkombina-
tion von ¢ und 1 gefunden. Fiir den Beweis der linearen Abhéngigkeit von
¢ und 1 miissen wir noch zeigen, dass zumindest eine davon nicht trivial
ist. D.h. wir wollen beweisen, dass zumindest ein auftretender Koeffizient
ungleich Null ist.

Angenommen also, es wiirde gelten, dass

(€1,0) = (1, &1) = (§2,0) = (¥,&2) =0

Durch Einsetzen und wegen (¢, ) = 0 erhélt man

0=({a—1,9) = (a,¢) und 0= (¥,b — ) = (¥, b)
und damit
(€1, 2) = (a,b) = (¢, b) = (@, 6) + (¢, ¢) = (a,0)
Wieder aus Punkt 4 der Definition erhilt man aber

(0, &1)& + (&2, V)61 + (&1, &) =0

und da ¢ # 0 gilt weiter (£1,&) = 0 was im Widerspruch zur Annahme
(a,b) # 0 steht. O

Definition 6.1.10 Wir definieren sl(2) als die Menge aller linearen Abbil-
dungen von (3 in sich unter denen (.,.) invariant ist. Also:

A€ sl(2) & (A(9), A(Y)) = (6, )V, b € §

Lemma 6.1.11 Die Menge sl(2) bildet eine Gruppe beziiglich der Hinter-
einanderausfihrung von Abbildungen.

Beweis: Seien Ay, Ay € sl(2) so gilt:

(A1 0 A2)(9), (A1 0 A2)(¥)) = (A1 (A2(9)), Ar(A2(¥))) = (¢, ¢)

laut Voraussetzung. Weiters liegt die Identitatsabbildung trivialerweise in
sl(2).
Wir zeigen, dass jedes A € sl(2) bijektiv ist:
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Angenommen es gebe ein ¢ # 0 mit A(¢) = 0. Wir wihlen dann ein ¢ € f,
sodass {¢, 1} linear unabhéngig ist. Das ist immer moglich, da dimg = 2.
Es gilt dann: (¢, ¢) = (A(¢), A(¥)) = (0,v) = 0. Laut Lemma 6.1.9 wéren
dann {¢, 1} linear abhéngig. Widerspruch. D.h. A ist injektiv und da /3
endlichdimensional ist, folgt, dass A bijektiv ist.

Sei weiters A € sl(2) und ¢, € (3 beliebig. Dann gibt es ¢, ¢’ mit A(¢’) = ¢
und A(¢') = 1. Es gilt dann:

(6, 9) = (A(¢), A(W)) = (¢, ¥') = (A7 (), A7 (¥))
Da ¢ und v beliebig waren folgt damit aus A € sl(2) auch A~ € si(2). O

Trivialerweise bilden die Elemente der sl(2) Spinframes auf Spinframes ab.
Der Bezug zur SL(2,C) wird durch folgendes Lemma hergestellt:

Lemma 6.1.12 FEine Abbildung T :  — [ liegt genau dann in sl(2) wenn
die Matriz von T beziglich jedes beliebigen Spinframes in SL(2,C) liegt.

Beweis: Sei A : § — (3 eine lineare Transformation und B = {s', s} ein
Spinframe. Seien t,, die Elemente der Matrix der Abbildung A beziiglich
B. Fiir zwei beliebige Vektoren ¢, € 3 seien ¢; und 1; die Koordinaten
beziiglich B. Es gilt dann:

_ ¢1 U1
(9, ¢) = det ( b0 Yo )

sowie:

B tnor +tiogo tnr +tioto |
(A(9), AY)) = det ( to1P1 + tooo  tort1 + tooto ) B

ti tio o1 Y1
‘ (tm too)(% ¢o>
ti tio o1 Y1
= det det
€<t01 too)e(ﬁbo @/)0)
Also kann man die Ausdriicke unter der Voraussetzung (A(¢), A(v)) = (¢, )

gleichsetzen und erhélt nach Kiirzen, dass det(A) = 1. Sei umgekehrt det(T") =
1 so fallt in der zweiten Gleichung der Ausdruck

ti1 tio
det
( tor  too
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weg und es folgt, dass

(@) Aw) =det (41 ) = (6.0)
U

Bemerkung:

Sei 3 ein Spinraum und {s', s°}. In der Folge bezeichnet 3* den Dualraum
von (3, das heit den Raum aller linearen Funktionen von § nach R und
{s1, s0} bezeichnet die zu {s', s°} duale Basis.

Es gilt dann s,(s’) = ¥ laut der Definition fiir eine Dualbasis.

Die Elemente von (* heiflen Spincovektoren. Ist ¢ € (3, so definieren wir
¢* € * durch.

¢ () = (9,4)

Lemma 6.1.13 Fur jede Funktion f* im Dualraum von 3 gibt es ein ¢ € 3
sodass f (1) = ¢*(¥) = (¢, ).

Beweis: Sei f € 3*. Man wiihle einen Spinframe {s', s°} und definiere ¢ :=
f(s%)st — f(s')s” € 5. Dann ist

oY) = () = (f(s”)s' — f(s!)s ) =
F(s) (@, 8%) = f(sH)r + f(s%)¢o (laut 6.1.7)
Da aber auch:

f() = f(ns' +40s”) = 1 f(s') + o f(s°) = 6" (¥)
folgt: f=v* U

F(O) (st ) = f(s)(s%0) +

Definition 6.1.14 Sei 3 ein Spinraum. Mit 3 bezeichnen wir den konjugier-
ten Vektorraum von 3 (siehe Definition 1.1.2). Die Elemente von 3 nennen
wir konjugierte Spinvektoren.

Lemma 6.1.15 Es sei_{sl, s%} ein Spinframe in 3 und ' und 5° die dazu-
gehorigen Vektoren in 3. Weiters sei ¢ = G151 + ¢sY beliebig in 3. Es gilt
dann: ¢ = ¢15' + ¢93°. Insbesondere ist {5',5°} also Basis von (3.

Beweis: ¢ = @15 + 950 = @15 + ¢pgs® = $15" + ¢3° O

Schlussendlich defineren wir noch:
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Definition 6.1.16 3* bezeichnet in gewohnter Weise den Dualraum von 3.
Die Elemente davon heiffen konjungierte Spincovektoren. Sei {5',5°} eine
Basis von 3 so schreiben wir fir die dazu duale Basis {51, 30}.

Offensichtlich gilt, dass 3* ein konjungierter Raum von 3* ist.
Sei in der Folge B = {s', s} ein Spinframe, so wird eine Darstellung Tz der
sl(2) in den Raum ( induziert durch die Selbstdarstellung, also durch

Ts(9)(d) =9g- ¢

Genauso definieren wir die Darstellungen T, T und T}, der sl(2) (und damit
auch der SL(2,C)) in die Rédume 3, 8* und §* durch:

Alle drei Punkte definieren eine Darstellung der Gruppe s/(2) und damit,
wenn man einen Spinframe festhélt auch eine Darstellung der SL(2,C). Be-
weis:

(a) T*(e)(z") = (e

(b) T(e)(z

(c) T*(e)(z*) = (e
2. T(g1)T(g2) = T(g192):

SN~—
*
I
8
*

T
)=€e-xT=7T
T

T'(g192)(2") = (91-92-2)" = (g1~ (g2 2))" =
= T(g)((92-2)") = T"(90)(T"(92) @)

und analog fiir die anderen beiden Darstellungen.
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Definition 6.1.17 Sei (8 ein Spinraum und 3, 3%, 3* entsprechende Vek-
torrdume sowie r, s, m,n feste natirliche Zahlen. Wir bezeichnen das Ten-
sorprodukt

o = (@757) ® (8°6") ® (8™8) ® (8"P)
als Spinorenraum mit Wertigkeit ( "os )
m n

Ein Element von [3;;%, heifit Spinor mit Wertigkeit ( 7; fz ) oder auch ”Spi-

nor mit m nichtgepunkteten unteren Indizes, n gepunkteten unteren Indizes,
r ungepunkteten oberen Indizes und s gepunkteten oberen Indizes”.

Definition 6.1.18 Sei B ein Spinframe so definieren wir eine Darstellung
Dp der SL(2,C) in einen Spinorenraum von fester Wertigkeit als Tensor-
produkt der Darstellungen Tg, T, T, T};. Diese erfullt also:

Dp(g)(x) = (@' Tx(9)w;) @ (2°T(9)7;) ® (@™ Tr(9)yr) @ (@"Ts(9)Z)
fur

T=u®. . QUL ®. QT QYR .. QYn® 7 ® ... ® Z,

Wir nennen Dpg die Spinorendarstellung mit Wertigkeit ( :’; Z )

Wir wollen noch die Matrizen der Darstellung Dp bestimmen. Offensichtlich
gilt fir die Matrix t(g) des Darstellungsoperators T'(g) beztiglich der Basis
B, dass t(g) = g. Weiters gilt laut Kapitel 1.1 fiir die Matrizen t*(g), t(g)
und *(g) der Darstellungen T*(g), T'(g) und T*(g):

t(g) = (¢ {(g) =g und F(g) = (771"

Wie man leicht nachrechnen kann, gilt:
_ goo  —9o1
—g10 91

g1 g1 " _ [ 91 Yo
go1  goo go1  goo
Und aus Lemma 3.2.4 folgt dann:

Korollar 6.1.19 Die Eintrdge dy,..v, . imin jiojrsssmin @€ Matriz d(g) des
Darstellungsoperators Dg(g) beziiglich der Basis B sind gegeben durch

T

1T

d

o x * — ) — )
V1...Ur4s+m+n jl -~-j7‘+s+m+n - gU1j1 i ‘gUT’jy' . 'gvr+s+m+1]r+s+m+1 ot ‘g'U'r+s+m+n]'r+s+m+n
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Eine solche Darstellung D ist im allgemeinen nicht irreduzibel. Da aber jede
Darstellung der SL(2, C) vollstandig reduzibel ist, wollen wir in der Folge die
irreduziblen Unterrdume der Spinorenraume finden um danach zu zeigen,
dass jede irreduzible Darstellung der SL(2,C) zu einer solchen Darstellung
aquivalent ist:

Definition 6.1.20 Wir bezeichnen

symyr, =Y (07) @ Y*(B)" @ Y™(3) @ Y"(5)

wobei YP(E) die symmetrischen Tensoren von (3 bezeichnen.
Ein Spinor in symy’, heifit symmetrisch. Ein Spinor heif§t weiters symme-
trisch in seinen unpunktierten oberen Indizes, falls er in der Menge

Y'(57) @ (®°57) @ (87"8) @ (®"F)
liegt und analog fiir seine anderen drei Teile.

Offensichtlich ist ein Spinor genau dann symmetrisch, wenn er in allen vier
Teilen symmetrisch ist.

Bemerkung:

Offensichtlich bildet sym;.*, einen Unterraum von 3,;%,, da Y?(E) ein Unter-
raum von E ist. Da dim((3) = 2 ist folgt, dass

. s 24r—1 24+s—1 24+4m—1 24+n—-1
dzm(symn’w) = . . m n

= (r+1(s+1)(m+1)(n+1)

Im weiteren wollen wir uns der Einfachheit halber auf die Spinorenrdume der
Gestalt ()0, beschrénken, was fiir das gewiinschte Ergebnis ausreichend ist
wir schreiben 89, = By, und symdy, = symp, ..

Es gilt nun:

Lemma 6.1.21 Der Unterraum symy,, ist invariant unter allen Abbildun-
gen Dp(g).

Beweis: Sei v € Y™() ® (®"(5)) symmetrisch in seinen unpunktierten,
unteren Indizes, also schreibbar als:
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dann gilt:

Doe)0) = STy 3 0ln ® .. ©y,) & T(2) =

i=1 " oES)
—~ Z[% D T8(9) o) ® - © T (9) (Yo(m) @ T(2)]
i=1 o€Sy

und, wenn man 7'(g)(y;) = v, setzt:

o)) = 3 3 iy © o @ty ©T()

i=1 T oESy

Dg(g)(v) ist also wieder symmetrisch in seinen unpunktierten, unteren In-
dizes. Analoges zeigt man fiir die punktierten unteren Indizes und schlief3t
dass aus v € sym,, ,, folgt, dass auch T'(¢g)(v) € symy, . O

SATZ 6.1.22 Die Einschrinkung der Darstellung Dg(g) nach By, , auf den
Unterraum symyy,, ist irreduzibel und auferdem dquivalent zur Darstellung
T, in den Raum der Polynome vom Grad < m in x und <n in Z.

Beweis: Seien in der Folge m und n fest. Der Einfachheit wegen legen wir
die folgende Notation fest:

Offensichtlich liegt ®(x) immer in sym,,,. AuBlerdem bezeichnen dir die
Einschrinkung von Dg(g) auf sym,,, in diesem Beweis mit D(g).

: 10 Aho -
Seien z = € Z, und d = € D beliebig, so gelten
z 1 0 )\2

folgende Teilaussagen:

1. ®(sg) ist ein Vektor mit hochstem Gewicht der Darstellung D’5.

rorma(2)-(22) (1)-(8)



sowie analog

Damit erhalten wir

Dip(2)(®(s0)) = @(T(2)(s0)) = ®(s0)

D/B(d)(@)(SO)) = ®(T(d>(80)) == ®()\280, ceey )\250, 5\2§0, ceey 5\250) =
= A3'\3 @ (s0)

. Das zum Vektor mit hochstem Gewicht ®(so) gehorige Gewicht a(d)
ist gleich dem induktiven Charakter von T,.

Der induktive Charakter &(d) ist gegeben durch
d(d) — /\2—]01 /_\z—ih )\1272/_\%2 — /\1272—p1 /_\gz—th — /\gnj\g

was genau dem hochsten Gewicht aus der ersten Aussage entspricht.

. Die Mengen E = {e; = ®(so + is1) : 0 < i < m} sowie E = {& =
®(s1 4+ is9) : 0 < i < m} sind beide Basen von sym, g

Mit der obigen Notation gilt:

2
Stz = 3 e n,) =

= my(xy, .y m) + 2 ms(x1, oy 1, T2) + o+ (T, ., T2)

und mit der Festlegung

Ws(xla ey L1, T2, --'7332) = 7T961,962(7;)

i
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konnen wir schreiben

xl —|—(L’2 § er,rz

Weiters halten wir fest, dass folgendes gilt:

7T:v,jy<Z) — 7Ts( y & jya 7]y) = jiﬂ-s('ra s, Y, Jy) = jiﬂ-x,y(i)

%

Bilden x1, x5 auflerdem eine Basis von 3, so folgt laut Korollar 2.4.16
und Lemma 2.4.14, dass die Menge {7, 4,(¢), ¢ = 0,...,m} eine Basis
von sym, o bildet.

Aus Dimensionsgriinden reicht es nun zu zeigen, dass die Elemente der
Menge linear unabhéngig sind. Sei also

Z Ai ® (8o +1s1) Z A Z Tso.isy (1) = Z Z 7T50 s(J)=0
=0 j=0 =0

Da die sgp,s; und damit auch die 7,4, (j) linear unabhéngig sind,
miisste gelten

ijmﬂ' =0,7=0,...m
=0

und es bleibt zu zeigen, dass daraus folgt, dass \; =0, Vi = 0,....m
Das Gleichungssystem ist aquivalent zu

110 20 . om0 Ao
0 1' 2t ... m! A\

=0
0 1™ 2m .. mm A

und man sieht, dass die Matrix eine Vandermonde-Matrix ist, die im
allgemeinen folgende Form hat

1 1 1 1
Ty T T} T}

V=1 . . :
n n n n
Ty T} T ks



und deren Determinante gegeben ist durch
det(V) = | J(xi — 2;)
i<j

In unserem Fall gilt also x; = 7 und da diese x; alle verschieden sind,
ist die Determinante ungleich Null. Daraus folgt, dass die Matrix inver-
tierbar ist, und obiges Gleichungssystem damit nur die trivale Losung
besitzt.

Vollkommen analog beweist man die Aussage fiir die die Menge E.

. Die Menge D’;(g)(®(s0)) erzeugt symy o

Sei g = ( (1) 1 ) und 7 € {0, ..., m} so gilt

rotis) =1 )= ("7") =i
und damit auch
Dip(9)(®(s0 +is1)) = @(s0 + (i + 1)s1)

und somit gilt fiir £ aus der vorherigen Aussage, dass £ C D’%(g)(so)
und da E bereits eine Basis von sym,, o ist folgt die Aussage.

. SYymm o hat (bis auf multiplikative Vielfache) nur einen einzigen Vektor
mit hochstem Gewicht

Sei z = Lo € Z, so gilt
1 1
DIB<Z>(éZ) = éi+1, Véz € E

Sei weiters xy = ZZ’;O Ai€; Vektor mit hochstem Gewicht von sym,, o
so wiirde gelten T'(2)(zo) = g, also

m m
E )\iei—o—l = E Ai€i
=0 =0

was aquivalent ist zu
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m

1=0

durch Umformung erhalten wir

&
+
—
|
D
|
[

4 Ai(®(s1+ (i +1)s0)) — ®(s1 +isp) =

@
Il
=)
-
Il

(Z + 1) Tsy, So(]) - Z.jﬂ-shso(j) -

I
NE
Ms

Ai

0 j=0

-
|

I
NE
DMS

Ai ) (4 1) = i)my, 50 (j) =

0

.
Il

I
Ms

[m Ai( Z+1 )] Ts1,50(J) = 0

Jj=0

und da die 7y, 4,(j) wieder linear unabhéngig sind folgt

m

S NI +1) =) =0, j=0,...,m

=0

Fir j = 0 folgt, dass die A; beliebig sind, d.h. das Gleichungssystem ist
aquivalent zu

11—0t 2t—1! 31—21 . ml—(m—1) Ao
12202 22-12 32-22 . m2—(m—1)? A .
1m—Qm om_1m 3m_9m _gm_ (mp—1)m Am

Durch summieren jeder Zeile mit der dariiberliegenden erhalt man ei-
ne Matrix, deren (m x m)-Untermatrizen wieder alle Vandermonde-
Matrizen sind. Die Spaltenvektoren sind also linear unabhéngig und
der Losungsraum des Gleichungssystems ist ein-dimensional.

6. Die Darstellung D'; nach sym,, o ist aquivalent zur Darstellung T., nach
P,, o und jene nach symy, ist aquivalent zu jener nach 7,

Laut Lemma 5.3.4 und Aussage 4 und 5 ist die Darstellung D’ nach
8YMuy. o irreduzibel. Laut und Satz 5.4.14 und Aussage 2 folgt der erste
Teil der Aussage. Der zweite folgt analog.
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7. Sei P, ,, der Raum aller Polynome vom Grad < m in = und vom Grad
< n in 7 und sei weiters ¢ : P, o X Fy,, — P,,, die Abbildung, die fiir

f(x) = sz‘xi € Ppound f(z) = Z%fj € P
i=0 =0
definiert ist durch
O(f, [)(w,@) = Y piga'®
i,j=0
so ist das Paar (P, ¢) ein Tensorprodukt von P, o und Fp,,.
(a) ¢ ist bilinear, da:
S(k-f, [, 2) = Y kpigya'® =k Y pig—ja'® = ko(f, f)(x, z)
ij=1 ij=1
und analog in der zweiten Variable.
(b) @ Im(¢(Pro, Pon)) = P Wir definieren die Funktionen
€Z(ZE) = ZL’i € Pm70, éj(l’) = If'j S PO,n7 ei’j(x,f) = ZEiij € Pm,n
und halten fest, dass die Mengen {e; : 0 < i < m}, {¢: 0<

i<n}und {e;; : 0<i<m, 0<j<n} Basen ihrer jeweiligen
Raume sind. Die Aussage folgt sofort, da

P(ei, €5) = e

(¢) ®*% Sei ¢ : Py x Py,, — H eine Bilinearform.
Wir bezeichnen mit g : P,,,, — H jene lineare Abbildung, fiir die
gilt

gleij) = (e, &)

Daraus folgt:

S D =S paglene) = S pagaless) = o3 pgsers) = 96U,

1,7=1 3,7=1 3,j=1
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8. Die Darstellung D’; nach sym,, ,, ist dquivalent zur Darstellung T., nach
Pm,O

Folgt aus der Aussage 6 und der Tatsache, dass sym,, = sy, o ®
symo,, und P, ,, = P o0 @ By .

6.2 Spinoralgebra und die klassischen Spinorenopera-
tionen

Definition 6.2.1 (duferes Produkt) Seien ()5, und 3]252  zwei Spinorenrdume.
FEine bilineare Abbildung

O gris1 ¢ [ras2 _)57”1+7‘2,S1+82
* Mming mong mi1+mz, n1+ng

heifit auferes Produkt von (G7'%} und [(372%2_ falls gilt:

miny maong

O((Qwi) ® (®1;) ® (Ayr) ® (®2), (Bw;) ® (V7)) ® (VY;) ® (®z))) =

(®w;) ® (Ow;) ® ... ® (®z) ® (®2)

Laut Kapitel 2.2 ist das Paar (37725552 ®) ein Tensorprodukt.

mi+ma, ni+nz?

Ebenfalls laut Kapitel 2.2 ist ein aufleres Produkt eindeutig bestimmt und
auflerdem assoziativ.

Definition 6.2.2 (Verjingung) Seien r,s,m,n fest und eine multilineare
Abbildung gegeben durch:

VB X LB X LB BB BB
—— ~— N—— N——

r s m n
I (w Wy, T x; z z) =
i Ly eoos Wiy Ty eeey Ty Y15 o0y Yhoy B1y -oo5 1) =

= w;(y))w1 @ .. W; @ .. Wy @ X1...0; @ Y1...0j @ .Y @ 21 @ ...25

dann wird eine lineare Abbildung C? induziert:
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C] . Ars _)ﬁr—l,s

% m,n m—1,n
fur die gilt:

Cij(w1®---®wz‘®$1®---®=’Ej®y1®---®yk®21®...®zl):

= w;i(y;) w1 ® .0 ® Wy @ T1..T5 QY175 D Yy @ 21 D .2y,

wobei die Schreibweise w; bedeutet, dass w; weggelassen wird. C’ij heifst Kontraktions-
oder Verjingungsoperator beziiglich (1, 7).

6.3 Weltvektoren

Ein Weltvektor v € M ist ein Vektor des Minkowskiraums. Wir wollen
einen Zusammenhang zwischen Weltvektoren und Spinoren mit Wertigkeit
0

11
Kapitel 4.1 fiir die Paulispinabbildung definiert haben.
Seien eine zuléssige Orthonormalbasis {e;} in M sowie ein Spinframe in [
gegeben und sei weiters v € M mit den Koordinaten v; beziiglich {e;}. Wir
definieren ein Spinor V' € 68’? durch seine vier Komponenten beziiglich s;®35;:

herstellen. Wir verwenden dabei G, G und R(g) wie wir sie in

Vii=v3+wvy , Vig=1v1 +ivy

Vor=v1 —tve , Vo= —v3+ 14

Laut der Bemerkung in Kapitel 4.1 gilt also:

Vi U1

Vio o )
=G -

Vo U3

Voo V4

Bemerkung:
Meist werden die 2 x 2 Matrizen:

0 1 0 i 10 10
(o) (B) e (0 5 )=o)

als Pauli-Spinmatrizen bezeichnet und mit ihrer Hilfe kann man die obigen
Gleichungen kompakter schreiben als:
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4
i
V;J' = E :O—ajva
a=1

Sei nun A € L eine echte, orthochrone Lorentztransformation und v dadurch
abgebildet auf den Vektor v = Awv.

Wenn nun spin die Paulispinabbildung ist, so gibt es ein g € SL(2,C) mit
Spin(g) = A. Nun wollen wir zeigen, dass der durch die Komponenten

4
_— i
V;j— E O, Vg
a=1

definierte Spinor gleich dem Spinor definiert durch Vi; = T(g)(V/) ist.

Sei also
)
9=\ ¢ d

so sind die Matrixeintrége der Darstellung Dg(g) laut Lemma 3.2.3 gegeben
durch dyy ji(9) = gujgor- V 188t sich demgemés folgendermafien als Matrix-
produkt schreiben:

‘711 aa ab ab bb Vi1
‘710 | ac ad bé bd Vio
Voo | | @ bc ad bd Vou
Vi cc cd cd dd Vi

Die Matrix hier ist aber genau R(g) aus Kapitel 4.1, womit wir den gewiinsch-
ten Zusammenhang schon hergestellt haben, denn es gilt ja

spin(g) = G'R(g)G = A
und damit:
V =GAv=GG'R(g)Gv = R(9)Gv = R(g)V =V

Bemerkung:

Offensichtlich ist diese Darstellung von der Form T'(—g) = T'(g), wie man an
der Matrix leicht sieht.

Komplett analog 1483t sich eine Beziehung zwischen Spinoren mit Wertigkeit

< (1) (1] ) und Vektoren in M* herstellen.
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Aus der Vorgehensweise dieses Kapitels wird auch der Zusammenhang zwi-
schen dem Minkowskiraum und dem Spinorenraum unmittelbar klar:

Die verschiedenartigen Objekte, deretwegen wir in Kapitel 4.2 mit der Kon-
struktion der Darstellungen der SL(2,C) begonnen haben, und von denen
eben zum Beispiel die Menge aller Weltvektoren bzw. die Menge aller Welt-
tensoren @M eine Teilmenge bilden, entsprechen genau den Spinoren. Wei-
ters gibt es eine bijektive Zuordnung zwischen den Beobachtern des Minkow-
skiraums und den spinframes sowie zwischen den echten, orthochronen Lor-
entztransformationen und den Darstellungen der si(2) bzw. wenn man einen
Beobachter und einen spinframe festhélt, den Darstellungen der SL(2,C).
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