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i
Vorwort

Die Idee zur vorliegenden Arbeit kam mir beim Studium des Lehrbuchs [1]
von Reinhold Remmert. Darin erwéhnt er, dass auch iiber anderen Korpern als
R und C eine nichttriviale Theorie analytischer Funktionen aufbauen l483t.

Da es eine eigene Funktionentheorie fiir solche Korper gab, wollte ich wissen, ob
auch in Richtung einer eigenen Funktionalanalysis schon geforscht worden war.
Mit der Unterstiitzung meines spéteren Diplomarbeitsbetreuers Professor Ha-
rald Woracek suchte ich nach Texten und Lehrbiichern zur nichtarchimedischen
Funktionalanalysis. Wir wurden schnell fiindig und insbesondere die Biicher [2]
und [3] erwiesen sich als ergiebige Quellen zu diesem Thema.

Die Konstruktion des nichtarchimedischen Spektralsatzes wahlte ich als Ziel der
Arbeit, da dieser Spektralsatz erstens erst vor relativ kurzer Zeit veroffentlicht
wurde (meine Quelle [4] ist 2002 in die AMS Datenbank aufgenommen worden)
und zweitens der Spektralsatz und der darauf aufbauende Funktionalkalkiil fiir
mich schon in der archimedischen Theorie zwei der schénsten Resultate iiber-
haupt waren. Der nichtarchimedische Spektralsatz gilt sogar noch etwas allge-
meiner als der archimedische Spektralsatz fiir normale Operatoren.

Ich habe die Arbeit auf Deutsch verfafit, da meines Wissens nach noch kein
deutschsprachiges Lehrbuch den nichtarchimedischen Spektralsatz behandelt.
Die vorliegende Arbeit wurde im Anschlufl an ein Projektpraktikum iiber die
Konstruktion der p-adischen komplexen Zahlen geschrieben. Das Ergebnis des
Praktikums findet sich als Kapitel 1 auch in dieser Arbeit und gelegentlich wer-
den einige Aussagen iiber nichtarchimedische Kérper und ultrametrische Raume
aus diesem Kapitel 1 in spédteren Kapiteln verwendet werden.

In Kapitel 2 beginnt die eigentliche Diplomarbeit mit einigen Anmerkungen und
Sétzen zur Topologie total- unzusammenhéngender Riume.

Kapitel 3 widmet sich den nichtarchimedischen Banachrdumen und stellt alle im
Folgenden bedeutsamen Aussagen iiber die nichtarchimedische Funktionalanaly-
sis zur Verfithgung. Vorallem die Definition von Orthogonalitét in Banachraum-
en macht einen groflen Unterschied zur archimedischen Theorie. Auch Analoga
kompakter Operatoren und separabler Rdume werden behandelt. Nahezu alles,
was in diesem Kapitel behandelt wird, ist auch notwendig fiir die spéteren Ka-
pitel.

So benétigt die Theorie nichtarchimedischer Mafle, die den Inhalt von Kapitel
4 bildet, mehrfach Aussagen iiber Orthogonalitét in Banachrdumen. In diesem
Kapitel werden auch diverse Aussagen bewiesen bzw. Sachverhalte erwahnt, die
spater nicht mehr benttigt werden, aber doch fiir sich allein interessant sind.
Das Kapitel 5 behandelt schliellich nichtarchimedische Banachalgebren, die De-
finiton des Spektrums und den Spektralsatz selbst.

Vorausgesetzt werden Grundkenntnisse in Algebra, Topologie, (archimedischer)
Funktionalanalysis und (archimedischer) Mafitheorie. Die letzten beiden Gebie-
te vor Allem deswegen um Vergleiche zwischen den Theorien nachvollziehen zu
konnen.

Ich mo6chte mich noch herzlich bei meinem Betreuer Professor Woracek bedan-
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ken, der mir viel Unterstiitzung und konstruktive Kritik hat angedeihen lassen.

WIEN, August 2005 Andreas Hula



Vorwort zum Projektpraktikum

Seit der Entdeckung der p-adischen Zahlen durch Kurt Hensel haben sich viele
Mathematiker mit diesem interessanten Beispiel eines nichtarchimedisch bewer-
teten Korpers beschéftigt und eine ansehnliche Theorie der p-adischen Zahlen
Qp und gewisser Erweiterungskorper entwickelt.

Durch eine Bemerkung im Buch von Reinhold Remmert ,, Funktionentheorie
1¢ erfuhr ich von der Funktionentheorie iiber anderen Korpern als C und in-
teressierte mich insbesondere dafiir, wie weit Analogien zum archimedischen
Fall moglich sind bzw auch Funktionalanalysis {iber einem geeigneten Erwei-
terungskorper bisher studiert wurde. Zu Zwecken der Funktionalanalysis ist es
natiirlich besonders wichtig, dass der betrachtete Grundkorper sowohl algebra-
isch abgeschlossen, als auch analytisch vollstéindig ist. Diese Bedingungen fithren
in natiirlicher Weise zu den p-adischen komplexen Zahlen C,, welche auch fiir
die Theorie p-adischer analytischer Funktionen die beherrschende Rolle spielen.
Daher habe ich die genaue Konstruktion der p-adischen komplexen Zahlen als
Thema meines Projektpraktikums gewahlt.

Die Arbeit ist so aufgebaut, dass zuerst von Definition und Eigenschaften ul-
trametrischer Rdume( Kapitel 1) und Gruppen( Kapitel 2) ausgehend iiber die
p-adischen ganzen Zahlen( Kapitel 3) die p-adischen Zahlen konstruiert werden(
Kapitel 4). Nach dieser zunehmenden Spezialisierung der betrachteten Objekte
werden in Kapitel 5 allgemein bewertete und insbesondere nichtarchimedisch
bewertete Korper betrachtet. Der Satz von Ostrowski in diesem Kapitel ist ein
kleiner Hohepunkt der Arbeit, da er die Klassifikation aller Bewertungen auf Q
erlaubt. In Kapitel 6 wird dann der algebraische Abschluf} der p-adischen Zah-
len konstruiert und insbesondere gezeigt, dass dieser nicht vollstédndig ist. Eine
Konstruktion mit Hilfe von Ultrafiltern erlaubt in Kapitel 7 die Konstruktionen
eines vollsténdigen und algebraisch abgeschlossenen Kérpers €2, der den alge-
braischen Abschlufl der p-adischen Zahlen umfaf3t. Fiir unsere Zwecke suchen wir
allerdings einen moglichst kleinen( weil eventuell separablen) vollstéindigen und
abgeschlossen Erweiterungskorper des algebraischen Abschlufies. Dieser wird im
Kapitel 8 konstruiert, in dem der algebraische Abschlufl in Q,, ( topologisch) ab-
geschlossen wird. Der entstehende Korper sind die p-adischen komplexen Zahlen
und diese haben die geforderten Vollstindigkeitseigenschaften. Weiters wird de-
ren algebraische Isomorphie zu den bekannten komplexen Zahlen C gezeigt.
An Vorkenntnissen werden Analysis, Algebra und etwas Topologie gebraucht. In
etwa in dem Umfang der iiblichen Grundvorlesungen bzw. im Falle der Topologie
die Grundkenntnisse der mengentheoretischen Topologie( Satz von Tychonoff,
Produktriume, metrische Rdume).

Ich mo6chte mich an dieser Stelle noch bei meinem Projektbetreuer H.Woracek
bedanken. Ohne ihn hétte die Arbeit nicht die vorliegende Form erreicht.

Andreas Hula
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Kapitel 1

Die p-adischen komplexen
Zahlen

1.1 Ultrametrische Riume

Definition 1.1 Sei M eine Menge. Eine Abbildung M x M — R heifst Ultra-
metrik auf M, wenn gilt:

(a)

dlz,y) =0 2=y

(b)
d(z,y) =d(y,z) Ve,ye M

(c)
d(z,y) < max{d(z,z),d(z,y)} Vx,y,z€e M

Die Gleichung (c¢) aus der Definition heifit verschirfte Dreiecksungleichung und
die Menge M wird mit einer solchen Metrik zu einem sogenannten ultrametri-
schen Raum. Aus der verschirften Dreiecksungleichung folgen viele, in Vergleich
zur z.B euklidischen Metrik auf dem R™ ungewohnte, Eigenschaften der Topo-
logie.

Lemma 1.2 In einem ultrametrischen Raum M gilt:

(a) Falls d(z,z) > d(z,y), dann gilt d(z,y) = d(z, z). Anschaulich gesprochen
ist also jeder Punkt einer Kugel B<,(a) := {x € M : d(x,a) < r} auch
Mittelpunkt der Kugel. Die Aussage gilt analog fiir offene metrische Kugeln
Boy(a) :={x e M :d(z,a) <r}.
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(b) Falls ¢ € B<y(a) N B<,/(b), a,b,c € M mit r < r' folgt B<,(b). Es ist
dabei nicht wesentlich, ob man metrisch offene oder abgeschlossene Kugeln
nimmt.

¢) Der Durchmesser §(B<,(a)) := max, .cp_.(a) d(x,y) einer Kugel ist kleiner
= y,2EB<,(a) Yy g
gleich ihrem Radius. -

Beweis:
(a) Folgt sofort aus der verschiirften Dreiecksungleichung.

(b) Sei ¢ gemeinsamer Punkt von B<,(a) und B<,/(b). Aus (a) folgt B<,(a) =
B, (¢) und B<,/(b) = B<,/(c). Damit gilt B.,(c) C B<y(c) falls r < 1/,
sowie B<,/(c) C B<y(c) falls 7/ < r.

Alle anderen Fille gehen analog.

(c) gilt offensichtlich. O

Weiters gilt:

Satz 1.3 Sei M ein ultrametrischer Raum. Dann gelten:

(a) Falls d(z, z) # d(z,y), dann gilt d(z,y) = max{d(z, z),d(z,y)} Vx,y,z €
M.

(b) Falls z € Sy(a), wobei Sy(a) :={x € M :d(z,a) =r} und r > 0, dann gilt
B<T(w) - ST(G) und ST(U“) = UIGST(G)B<T($)'

Beweis:

(a) Folgt sofort aus der verschirften Dreiecksungleichung

(b) Enthilt eine Kugel B den Punkt a nicht dann liegt sie auf der Sphére S, (a)
wobei r = d(a, B), d(a, B) = inf,cp d(a,x) :

Falls B = B.(b), dann gilt r = d(a,b) > s und B C S, (a)
Falls B = B<4(b), dann gilt r = d(a,b) > s und B C S,(a)
(]

Korollar 1.4 Fir n > 3 gilt: Die Punkte z1,...,x, seien Teil eines Zykluses,
Tpt1 = x1. Dann existieren zumindest zwei Paare aufeinanderfolgender Punkte,
deren Abstand mazimal ist.
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Beweits:
Induktiv gilt fiir eine endliche Folge x4, ..., zy:

d(x1, ) < max{d(z1,22),...,d(Tn-1,2s)}.

Fiir n > 3 gilt: Die Punkte x4, ..., x, seien Teil eines Zykluses, z,4+1 = x1 und
0.B.d.A gelte d(z1,dy) = max{d(z1,z2),...,d(n, Tn+1)}. Da gilt d(x1,d,) <
max{d(z1,22),...,d(Tn-1,%n)}, existiert also zumindest ein Index ¢ mit d(x1, xz,) =
d($i,$i+1). O

Satz 1.5 (a) Jede Sphiire S,(a) ist sowohl abgeschlossen, als auch offen.
(b) Die abgeschlossenen Kugeln mit Radius grifier 0 sind auch offen.
(c) Alle offenen Kugeln sind abgeschlossen.

(d) Seien B und B’ zwei disjunkte Kugeln.
Dann gilt
d(B,B") =d(x,2') Vz e B,z € B’

Beuweis:
(a) Folgt aus Punkt (b) des vorigen Satzes.
(b) Falls r > 0 dann ist B<,(a) = B<y(a) U Syr(a) und somit offen.

(¢) Mit r > 0ist Sy.(a) offen. Daher ist B<,(a) = B<,(a)—S,(a) abgeschlossen.
Fiir r = 0 ist die Aussage trivial.

(d) Man wiihle vier Punkte aus zwei disjunkten Kugeln z,y € B, 2’,y’ € B’ und
bilde den Zyklus x,2’, ', y. Zwei der méglichen Paare dieses vierer Zyklus
haben maximalen Abstand und dies miissen x,z’ und y, 1’ sein:

d(z,2") = d(y,y')
Daher haben alle Paare von Punkten den gleichen Abstand und dieser ist:

n o . /
d(B,B’) = IeBlgfeB/ d(z, ") O

Die Topologie eines Ultrametrischen Raumes wird also von clopen( zugleich
offenen und abgeschlossenen) Mengen erzeugt.

Im Bezug auf Cauchy-Folgen im metrischen Sinne gilt eine besonders angenehme
Eigenschaft.
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Satz 1.6 (a) Eine Folge (z,)n>0 in M ist bereits dann eine Cauchy-Folge,
wenn gilt:
d(xp,Tpt1) — 0 (n — 00).

(b) Falls x, — x # a dann gilt d(x,,a) = d(x,a) falls n hinreichend grofs ist.

Beweis:

(a) Aus d(zn,znt1) <€ Vn > N folgt:

d(Xp, Tpgm) < max {Tpti, Tntit1} < € VYn >N
0<i<m

und m > 0.
(b) Es gilt d(zy,a) = d(z, a) sobald d(z,,x) < d(z,a). O

Eine niitzliche Aussage iiber kompakte Teilmengen ultrametrischer Rdume:

Satz 1.7 Sei Q C X kompakt:

(a) Ya € X — Q gilt: Die Menge der angenommenen Abstinde d(z,a) (z € Q)
st endlich.

(b) Ya € Q gilt: Die Menge der Abstinde d(x,a) (z € Q—a) ist diskret in den
positiven reellen Zahlen.

Beweis:

(a) d(z,y) < d(z,a) = d(y,a) = d(z,a), da a ¢ Q ist die Funktion f : x —
d(x,a) lokal konstant auf Q und stetig. Die Urbilder f~'(c)(fiir ¢ € f(£2))
bilden eine offene Uberdeckung von 2. Daher ist das Bild eine endliche Men-

ge.

(b) Die Abbildung f :  — d(z,a) ist lokal konstant auf  und daher hat fiir
€ > 0 ihre Einschrénkung auf die kompakte Menge Q2 — B.(a) eine endliche
Bildmenge.

Daher sind alle Mengen der Form [¢,00) N {d(z,a) : € Q,x # a} endlich.
Also ist f(Q2 — a) diskret in [0, 00). O

Zusammen fassung:
In einem ultrametrischen Raum M gelten:
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(a) Jeder Punkt in einer metrischen Kugel ist Mittelpunkt der Kugel.
b€ B<(a) = B<(b) = B<(a).
Analog fiir offene Kugeln.

(b) Falls zwei Kugeln einen Punkt gemeinsam haben, ist eine schon in der an-
deren enthalten.

(c) Sphéren sind zugleich offen und abgeschlossen. S,(a) = Uzeg, (a)B<r ().
(d) Eine Folge ist eine Cauchy-Folge, genau dann wenn d(x,,, zp4+1) — 0.

(e) Ist der ultrametrische Raum kompakt, dann ist die Menge der Absténde
{ceR: 3,y € M,x # y,c=d(z,y)} fiir einen festen Punkt z, diskret in
den positiven reellen Zahlen.

In ultrametrischen Rdumen gibt es neben der metrischen Vollstandigkeit eine
zusétzliche Vollstandigkeitseigenschaft.

Definition 1.8 FEin ultrametrischer Raum X heif$t sphdirisch vollstindig, wenn
jede abnehmende Folge von abgeschlossenen Kugeln einen nichtleeren Durch-
schnitt hat:

V(ri)ieN €R, T < rNy < Z'7B§Tj (LL']) C BSH (,TZ),VJ <1= ﬂ BS” (J,'l) 75 0.
Anmerkung:
Aus sphérisch vollstandig folgt vollstéindig, da iiber die Definition einer Cauchy-
Folge eine passende Folge von Kugeln gefunden werden kann. Aus der Definition
einer Cauchyfolge, weifl man,

Ve>0 3INeN:d(z;,z;)<e Vi,j>N

Damit ist mit ¢ = 1 z; € Bi(wn),¥n,j > N. Da fiir zwei Kugeln die
einen Punkt gemeinsam haben wenigstens eine in der anderen enthalten sein
muf}, bilden diese Kugeln eine abnehmende Folge und aufgrund der sphérischen
Vollstindigkeit hat die Folge der Bi (x;,) nichtleeren Schnitt. Es gibt also min-
destens ein Element, das bis auf ein %eliebiges € an jedem z; ( ¢ grofl genug) liegt.
Gegen dieses konvergiert die Folge definitionsgeméf. Die Umkehrung gilt nicht.
Die Eigenschaft der sphérischen Vollsténdigkeit spielt in der nicht-archimedischen
Funktionalanalysis eine grofie Rolle, da sie ein Analogon zum Satz von Hahn-
Banach erméglicht. Fiir manche Aussagen wiederrum sind die noch zu definie-
renden sphérisch vollstdndigen nichtarchimedischen Korper zu grofi. Zum Bei-
spiel sind sphérisch vollstdndige Banachraume nie reflexiv und ein Analogon des
Satzes von Riesz wird z.B. durch sphérische Vollstdndigkeit eines nichtarchime-
dischen Korpers weniger scharf.
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1.2 Ultrametrische Gruppen

Ist auf einer abelschen Gruppe eine translationsinvariante Ultrametrik gegeben,
so 14t sich eine sogenannte ultrametrische Bewertung auf der Gruppe folgen-
dermaflen definieren:

Definition 1.9 Sei G eine abelsche Gruppe, auf der eine stetige Abbildung |.| :
G — R> gegeben sei, fir die gilt

| — x| = ||
und
|z + y| < max{|z], ly|}.

Eine solche Gruppe nennen wir eine ultrametrische oder ultrametrisch-bewertete
Gruppe. Die Abbildung |.| heifit eine ultrametrische Bewertung auf G.

Lemma 1.10 Sei G eine abelsche Gruppe. Ist auf G eine ultrametrische Be-
wertung gegeben, so definiert d(z,y) = |z —y| eine translationsinvariante Ultra-
metrik auf G.

Ist umgekehrt eine translationsinvariante Ultrametrik d(.,.) auf G gegeben, so
definiert |z| ;= d(x,0) eine ultrametrische Bewertung auf G.

Bewets: Trivial. [
Fiir die Konvergenz von Reihen gilt:

Satz 1.11 Sei (ap)nen eine Folge von Elementen in einer vollstindigen ultra-
metrischen Gruppe G. Dann gilt

(an)n>0 — 0 & Z an ist konvergent
n>0

Beweits:

Die Notwendigkeit der Bedingung ist trivial. Umgekehrt gilt fiir die Folge der
Partialsummen (S, )n>0 : Sn+1 — Sn = @nt1. Da also d(Sp41, Sn) — 0) ist die
Folge der Partialsummen konvergent.[]

Zusammen fassung:
(a) (Der Stérkste gewinnt)
Sei G eine ultrametrische Gruppe. Dann gilt:
|z > |y| = |z +y[ = |2|

(b) (Dreieckseigenschaft)
In einer ultrametrischen Gruppe sind alle Dreiecke gleichschenkelig:

a+b+c=0,c <|b|=|a|=b a,bceG
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(¢) (Kompetitivitit)
Seien aq,...,a, € G.

a1t az+ - Fap=0=Ji£j la;| = |aj| = max|a]

(d) (Cauchyeigenschaft)
Seien a,, € G,Vn. Dann gilt:

(an)n>0 ist eine Cauchyfolge <= d(an, any1) — 0.

(e) (in vollsténdigen Gruppen)
Sei G eine vollstéindige ultrametrische Gruppe und (a,)nen eine Folge von
Elementen in G.

Z an ist konvergent <= a,, — 0.
n>0

(f) (Betragskonvergenz)
Seien a,,a € G,Vn € N.

anp —a#0=-3IN: |a,|=|a|,n>N

1.3  Die p-adischen ganzen Zahlen Z,

Definition 1.12 FEine p-adische ganze Zahl ist eine Folge (a;)ien,a; € {0,1,...,p—

1}. Die Menge der p-adischen ganzen Zahlen Z, ist dann {0,1,...,p — 1},

Anmerkung:
Man kann eine p-adische ganze Zahl a also auch als formale Potenzreihe a =
Zizo a;p’ schreiben.

Definition 1.13 Zur Definition der Addition: Seien ag, by die ersten Kompo-
nenten zweier p-adischer ganzer Zahlen a,b. Dann ist die erste Komponente
ihrer Summe a + b genau ag + by, falls diese Zahl kleiner gleich p — 1 ist. An-
derenfalls lafst sich ag + by eindeutig schreiben als co + mp mit einem m € N.
Die erste Kompnente sei dann cqg. Im zweiten Fall addieren wir m zur Summe
der ndchsten Komponenten ay,by. Dieser Vorgang wird nun induktiv fortgesetzt.
Die so definierte Addition bezeichnen wir als Addition mit Ubertrag.

Zur Definition der Multiplikation werden die p-adischen ganzen Zahlen als Po-
tenzreihen in p aufgefafSt( siehe Anmerkung oben):

Die Multiplikation entspricht dem Cauchyprodukt der Potenzreihen in p mit an-
schlieffendem Addieren mit Ubertrag.

Anmerkung:
Addition und Multiplikation sind abelsch und assoziativ.

Lemma 1.14 Jede p-adische ganze Zahl a hat ein additives Inverses.
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Beweits:

Seia=> . pa;p" und sei b=, ,(p—1—a;)p’. Dannist a+b+1 =0 und
damit b+ 1 = —a.d

Damit bilden die p-adischen ganzen Zahlen eine eine additive abelsche Gruppe.

Korollar 1.15 (ohne Beweis) Addition und Multiplikation erfillen die Dis-
tributivgesetze, sodaf8 Z, zu einem Ring wird.

Satz 1.16 Die p-adischen Zahlen sind nullteilerfrei.

Beweis: Sei a # 0 a € Z,, also a = X;>0a;p' # 0, und ebenso b = ¥;>0a;p’ #
0. Seien a, und b, die ersten Koeffizienten # 0. Diese beiden Koeffizienten
werden nicht durch p geteilt, nach Definition der ganzen p-adischen Zahlen.
Daher teilt p auch nicht ihr Produkt, welches nach Definition der Multiplikation
( Cauchyprodukt und Summieren mit Ubertrag) der erste Koeffizient # 0 des
Produktes ist. [

Die p-adischen ganzen Zahlen bilden also einen Integritétsbereich.

Satz 1.17 In die p-adischen ganzen Zahlen sind die natiirlichen Zahlen( und
daher auch die ganzen Zahlen) in natiirlicher Weise eingebettet.

Beweis:

Da man jede natiirliche Zahl als endliche Summe von p-Potenzen mit Koeffizi-
enten < p schreiben kann, sind die natiirlichen Zahlen in natiirlicher Weise in
die ganzen p-adischen eingebettet. Da die ganzen p-adischen Zahlen beziiglich
der Addition eine Gruppe bilden, sind auch die ganzen Zahlen darin eingebettet.
g

Anmerkung:

Die natiirlichen Zahlen entsprechen genau den endlichen formalen Summen, die
negativen ganzen Zahlen den Folgen welche ab einem Index gleich p — 1 sind.

Der Betrag einer ganzen p-adischen Zahl wird folgendermaflen definiert:

Defintion und Satz 1.18 Durch |a| := p™", mit v = ord(a) ,wobei a =
Yispaip’ und ord(a) = min{i : a; # 0}, werden die ganzen p-adischen Zah-
len zu einer ultrametrischen Gruppe. Dies fiihrt zur p-adischen Metrik auf Z,:
d(z,y) = |z — y|. Die Topologie auf Z, ist genau die Produkttopologie beziiglich
der Faktoren {0,1,2,...,p—1} mit der diskreten Metrik. Z, ist damit kompakt.
Die Abbildung |.| : Z, — R>o nennt man Betragsfunktion auf Z, und |z| heifit
der Betrag von x € Z,,.

Beweis: Offensichtlich definiert |z| eine Ultrametrik auf Z, und die Metrik
induziert die diskrete Topolgie auf jedem Produktfaktor. Die Kompaktheit folgt
damit aus dem Satz von Tychonow.[]

1.4 Die p-adischen Zahlen

Definition 1.19 Die p-adischen Zahlen Q, sind der Quotientenkdrper des In-
tegrititsrings Z,.
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Dieser dhnelt dem Ring der formalen Laurentreihen, wie Z,, den Potenzreihen.
Anmerkung:

Ein a € Q, ist von der Form a = ) -, a;p" mit i beliebig ganzzahlig. Die Ord-
nung einer solchen Reihe ist analog wie oben definiert ord(z) = ord(}", 5 x:ip") =
min{s : a; # 0}

Satz 1.20 Auf Q, ist eine Abbildung |.| , die die Betragsfunktion auf Z, fort-
setzt, erkldrt durch: |x| = pford(””) wobei die Ordnung als Ordnung der formalen

Laurentreihe x = 3, _, x;p" verstanden wird.

Beweis:
Trivial. O

Lemma 1.21 (ohne Beweis) Da die Charakteristik der p-adischen Zahlen of-
fensichtlich 0 ist, miissen sie die rationalen Zahlen als Teilkorper enthalten.

Anmerkung:

Die natiirlichen und ganzen Zahlen entsprechen den endlichen und den ab einem
Index gleich p—1 Koeflizientenfolgen. Weiters entsprechen die rationalen Zahlen
jenen p-adischen Zahlen, deren Koeffizientenfolge schliellich periodisch wird.

Satz 1.22 Die p-adischen Zahlen bilden einen lokal-kompakten ( und damit
vollstindigen) Kdorper.

Beweis :

Offensichtlich ist Z, eine kompakte Nullumgebung, womit die additive Gruppe
und somit der ganze Kérper lokalkompakt wird. Dass @, ein Kérper ist, ist klar
nach Konstruktion.[]

Alternativ dazu, kann man auch direkt von Q aus, die p-adischen Zahlen kon-
struieren.

Defintion und Satz 1.23 Auf Q ist die p-adische Metrik erkldrt durch:

|| = p™" wobei x = p¥ () mit teilerfremden m und n, die auch p nicht teilt.
Jede rationale Zahl kann eindeutig so dargestellt werden und auf diese Weise
wird eine Abbildung |.| definiert, die durch d(z,y) = |z — y| eine Ultrametrik
auf Q definiert. Es ist Q, dann die Vervollstindigung von Q beziiglich dieser
Metrik.

Beweis:

Man rechnet leicht nach, dass |.| wirklich eine (translationsinvariante) Ultra-
metrik auf Q definiert. Die Darstellbarkeit einer rationalen Zahl als p-adischer
Systembruch liefert unmittelbar die Aquivalenz der beiden Definitionen. [J

1.5 Nichtarchimedische Korper

Die p-adischen Zahlen sind das bekannteste Beispiel eines nicht-archimedischen
Korpers. Bevor wir solche Korper definieren kénnen, miissen wir allgemein den
Begriff des bewerteten Korpers einfithren.
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Definition 1.24 Eine Abbildung |.| von einem Kirper K nach R>q heifst Be-
wertung ( Absolutbetrag), wenn gilt:

(a)

[z =0 < =0

(b)

|z +yl < |2 + [yl

(c)
|yl = [2]ly|
Das Paar (K,|.|) nennt man dann einen bewerteten Kdorper. Die Menge
{z € R>¢ : Jy € K, |y| = x} nennt man Wertebereich von |.| und falls der

Wertebereich in R>q diskret liegt, dann heifit K diskret bewertet. Liegt der
Wertebereich dicht in R, so heiffit K dicht bewertet.

Analog dem gewohnlichen Absolutbetrages auf R induziert eine Bewertung of-
fensichtlich eine Metrik auf K. Damit sind auch die iiblichen Definitionen(
Vollstdndigkeit etc,) von einem metrischen Raum auf den Korper iibertragbar.
Die Eigenschaft archimedisch zu zu sein, ist eine Eigenschaft der Bewertung:

Definition 1.25 Eine Bewertung auf einem Korper K heif$t archimedisch, wenn
die Menge {|n - 1| : n € N} unbeschrinkt in R ist. Sonst heifit sie nicht-
archimedisch und der Korper nicht-archimedisch bewertet bzw. nichtarchimedi-
scher Korper.

Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

Satz 1.26 Sei K ein Korper mit einer Bewertung |.|. Dann sind dquivalent:

(a) Die Bewertung ist nicht-archimedisch.

(b)

|TL1K| <1 VneN.

(c)
|a 4+ b| < max{|al, |b|} Va,b e K.

(d)
| <|b|=|b—a|=|b| VabeK.

Beweis:
Es sind (b) = (a) und (¢) = (b) trivial.
(a) = (¢):
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Sei r := sup{|nlk| : n € N}. Dann ist [nz| < r|z| fir alle n € Nund z € K.
Seien a,b € K und s := max{|a|, |b|}. Dann gilt

la+ b = |(a+b)"| < Z | (m>ajb"j| <(m+1rs™ VmeN
- J
J
und daher
la +b] < (lim §/(m + 1)r)s = s = max{|al, |b|}.

(¢) = (d):
[b] < max{|a|,|b — a|}. Ist dann |b| > |a|, dann ist

0] < |b— a| < max{[b],| —al} = [b].
(d) = (c):

Ist |a+0b| > |al, dann ist |b| = |(a+b) —a| = |a+b|. Insbesondere ist |a+b| < |b].
Analog falls |a + b| > |b], dann folgt |[a +b| < a|. O

Anmerkung:

Aus diesem Satz folgt, dass A := {& € K : |z| < 1} in einem nichtarchime-
dischen Korper ein Ideal ( sogar ein maximales) ist im Ring R := {z € K :
|z] < 1}.

Damit kann man definieren:

Definition 1.27 Sei K ein nichtarchimedischer Korper und A, R wie oben.
Dann heifst der Kéoper k = R/M der Restklassenkdrper von K.

Im Gegensatz dazu sei nocheinmal an die Definition des Primkorpers erinnert.

Definition 1.28 Der kleinste Unterkorper eines Korpers K heifst Primkdrper
von K. Seine Ordnung heiffit Charakteristik von K.

Satz 1.29 (Ostrowski) Jeder nicht-trivale Absolutbetrag auf Q ist entweder
eine geeignete positive Potenz des p-adischen Absolutbetrages |x| = p™" oder
eine geeignete positive Potenz des gewdhnlichen Absolutbetrages.

Bewess:

Ist die Bewertung nichtarchimedisch, dann bildet {n € Z : |n| < 1} ein Primideal
nach dem vorigen Satz. Es gibt daher eine Primzahl p, sodal {n € Z : |n| =
1} ={n €Z:p /n}. Wir wihlen 7 sodaB |p| = p~™ und somit ist |.|* einfach
die p-adische Bewertung.

Angenommen die Bewertung ist archimedisch.

Fir n € N sei L(n) := max{|n|,1}. Wihle m,n € {2,3,...} und sei s der
ganzzahlige Teil von k(logm)(logn)~!. Da m* < n**t1 gilt, gibt es ag,...,as €
{0,1,...,n — 1}, sodaB m* = ag + a1n + - -- + a,n®. Fir diese gilt, mit A4 :=
max{|0],|1],...,|n —1|}:

ml* = [m"| <3 laillnl’ < (s + 1)AL(n)*.
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Es folgt
log L(m) < k™ *[log(s + 1) + log A + slog L(n)]

logm

< k™' log(k7 log

+1)+k tlog A+

m
log L(n).
ogn logn og L(n)

Fiir festes m, n gilt diese Ungleichung Vk > 2. Es ist daher notwendig log L(m) <
(logm)(logn)~tlog L(n). Aus Symmetriegriinden gilt:

log L(m)  log L(n)

= 2,3,...
].Ogm ].Ogn (m7n E{ 537 })

Daher gibt es ein 7 > 0, sodafl log L(m)/logm =7 ¥m € N, also
max{|m/|,1} = m". (m eN)

Induktiv beweist man |m| < m. Daher ist 7 < 1. Da die Bewertung archime-
disch ist, ist 7 > 0 und |m| = m7 fiir alle natiirlichen m. Damit ist |x| die
7-te(r € (0,1]) Potenz des gewdhnlichen Absolutbetrages auf Q und dies war
zu zeigen. []

Nichtarchimedische Bewertungen seien im Folgenden durch die verschérfte Drei-
ecksungleichung charakterisiert. Wie schon gezeigt ist diese Forderung zur ur-
spriinglichen Definition dquivalent.

Es gilt die folgende wichtige Aussage iiber die Norméquivalenz auf endlichdi-
mensionalen Vektorrdumen iiber vollstdndigen nicht diskret bewerteten, nicht-
archimedischen Korpern.

Satz 1.30 Sei K ein vollstindiger und nicht-diskret nicht-archimedisch bewer-
teter Korper und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber K. Dann sind
alle Normen auf V dquivalent.

Beweits:

Durch Induktion nach Dimension n des Vektorraumes V. Die Eigenschaft gilt
offensichtlich fiir den Fall n = 1, also geniigt es den Induktionsschritt von n —1
nach n zu zeigen.

Wir wihlen eine Basis (e;);c; und betrachten den Vektorraumisomorphismus
@ : K" — V, der die kanonische Basis von K" auf die konkret gewihlte Basis
von V abbildet.

Nehmen wir an K™ ist mit der sup-Norm versehen, dann miissen wir zeigen,
dass ¢ in beide Richtungen stetig ist, fiir jede gegebene Norm || - || auf V. Fiir
xz = (z;) € K™, haben wir

lzrer + -+ znenll <D fallles]| < max|ag] - > e,

le@)| < Cllzlle — (C=_ llell),

womit ¢ stetig ist.
Sei nun umgekehrt F' der Unterraum von V der von den hinteren n — 1 Ba-
sisvektoren erzeugt wird. Nach Induktionsvoraussetzung ist die gegebene Norm
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dquivalent zur sup-Norm der Komponenten. Insbesondere ist F' abgeschlossen
und vollstindig in V. Da e = e; ¢ F', konnen wir definieren

d(e, F) = inf fle —y >0

und setzen v = d(e, F')/||e|| < 1. Weiters gibt es nach Induktionsvoraussetzung
eine Konstante ¢y mit

Iyl > er - max o] (y= Y mies € F).
2<i<n

Fiir jedes v = p(z) € E — F, also von der Form v = e+y (£ #0,y € F)
konnen wir schreiben:

v=_¢(e+y/s)
mit
[oll = [lv — &ell < max{[[v]|, [[€ell} = €] - [le = ¥/
> [&] - d(e, F) = [§]vllell = vII€ell,
und daher

lyll = llv = gell < max{|lvl, |gell} < max{[[vll, v~ |v]l} = [vll/~.

Damit ist ||v|| > ~||ly||. Wir haben also gezeigt

ol = yligell, 1ol = yllyll,

[o]] =~ - max{{|gel], [y},

und da ||y|| > ¢p max;>2 |z;| war, haben wir

lp@)ll = llvll = vy max{l]]ell, cp max ]}
2 cmax [z;| = ¢ [|z]|o,
i>1

mit 1 = & und ¢ = ¢y = ymin(cp, |e]]). O

1.6  Der algebraische Abschlufl von Q,

Bevor wir nun eine Aussage iiber Absolutbetridge auf endlichen Erweiterungen
von @, machen kénnen, ben6tigen wir noch den:

Satz 1.31 Aufeinem endlich dimensionalen Vektorraum iber Q, sind alle Nor-
men dquivalent.
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Beweis: Sei n die Dimension des Vektorraums V und sei (e;) eine Basis von
V und sei Q) der Vektorraum der n-Tupel aus Q, mit der komponentenweise
Addition und Skalarmultiplikation. Dann ist

x=(z;)—v= Zwiei = p(x)

ein algebraischer Isomorphismus ¢ : Qp +— V. Auf dem Raum Qj sei die sup-
Norm gewahlt und zu zeigen ist noch, dass ¢ in beide Richtungen stetig ist. Es
ist

I wies|| < max |lzie | = max|ay| - |lei|] < max|leil] - max |z;| = Cllz] o,

wobel C' = max ||e;||. Das zeigt, dass ||o(x)] < C||z]|c und ¢ stetig ist.

Fiir die Umkehrung zeigen wir, dass ¢ eine offene Abbildung ist.

Sei B = B<y := {z € Q) : [|z[|c <1} die Einheitskugel in Q}. Wir zeigen, dass
©(B) eine offene Kugel um 0 enthélt.

S sei die Einheitssphére in Q. 57 ist offensichtlich kompakt, als abgeschlossene
Teilmenge der Einheitskugel (diese ist kompakt, da Q, lokal-kompakt und V'
endlichdimensional ist). Damit ist ¢(S7) ebenfalls kompakt. Diese Bildmenge
enthilt sicher nicht die 0. Der Abstand von 0 zu ¢(S1) ist also positiv und an

irgendeinem Punkt ¢(zg) wird ein Minimum angenommen:
z €51 = [le(@)] = lle(@o)ll = € > 0.

Habe nun v € V — {0} eine Norm kleiner Epsilon. Dann hat fiir |A| <1,A € Q,
der Vektor A - z ebenfalls Norm kleiner Epsilon. Insbesondere

Ae K, N <1= ¢ p(S).

Wir kénnen nun schreiben

U= Zviei = p((vi)).

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass die letzte
Komponente die Grofite ist:

0 # [on| = max |vi] = [ (v5)]|oo-
Mit A = 1/vy,, haben wir Av = ¢((v;/vn)) = p(w) € ©(S1). Dieser Skalar A
erfiillt |A| > 1, soda8

1
[(Vi)lloo = |vn| = =7 < 1.
A

Das zeigt, dass v = ¢((v;)) mit [|(vi)[loc < 1:v € p(B), wobei B = B<1(0,Qy).
Dabher ist
B..(V) C ¢(B).

O
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Satz 1.32 Sei K eine endliche Erweiterung von Qp. Dann existiert eine ein-
deutige Fortsetzung des Absolutbetrages von Q, auf K.

Beweis:

Eindeutigkeit:

Seien |z| und |z|" zwei Absolutbetrige auf K, die den Absolutbetrag auf Q,
fortsetzen. Dann kann man, wie gewohnt K als Vektorraum iiber QQ, auffassen
und die beiden Betrige als Normen.

Es existieren also ¢ > 0 und C' > 0 mit

clz| < |z < Clx.
Da die Absolutbetrage multiplikativ sind gilt fiir x = y™:

c(ly)™ < (yl)™ < Cly)"
was dquivalent dazu ist, dass:
crlyl <yl < Crlyl.
Und in dieser Ungleichung geht fiir n — oo sicherlich
cn—1 und Cn —1.
Also sind die Betrége gleich!

Existenz:
Durch die Betrachtung Galois’scher Erweiterungen unter der Voraussetzung der
Existenz einer Fortsetzung, kommt man zu folgendem Ansatz:

Wenn K eine endliche Erweiterung vom Grad d von Q, ist und fiir jedes z € Q,
die lineare Abbildung [, definiert ist durch I, (y) : y — zy, dann gilt:

f(a) = | det(i,)|

ist ein Absolutbetrag auf K, der mit dem {iblichen Absolutbetrag auf Q, tiber-
einstimmt.

Offensichtlich ist fiir a € Q, die det(l,) = a? und daher die d-te Wurzel wie-
der gleich a. Aus der Multiplikativitdt von det folgt die von f und auf Q,
stimmen die beiden offensichtlich iiberein. Einzig die verschérfte Dreiecksun-
gleichung mufl noch gezeigt werden. Hier geht die Lokal-Kompaktheit von Q,
ein. Wir wéhlen auf K irgendeine Norm, deren Wertebereich auf K mit dem der
Bewertung auf Q,, iibereinstimmt. Zum Beispiel kann man die kanonische Basis
aus d Vektoren von K iiber @, annehmen, mit der sup-norm auf den Kom-
ponenten. Da die stetige Funktion f nicht auf der kompakten Menge ||z|| = 1
verschwindet, ist sie dort nach oben und nach unten beschrankt:

0<e< fr) <A< (Ilz]] = 1).
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Fir z # 0,z € K wihle A € Q, mit ||z] = ||
Der Vektor £ hat Norm 1,

e<f(5)A w#,

A < fla) < Alz|  (x#0)

ellzll < f(z) < Allzl] (2 #0)

Daher gilt mit a = ¢! sowohl ||z|| < af(z) als auch f(z) < Al|z||. Angenommen
f(z) <1 und somit ||z]| < a.
Wir folgern:

F+a) < Af+a| <A max{z], 1)
<A max{||L],a} = C = Cmax{f(1), f(x)}

I(z)

Wir kénnen also im Allgemeinen, falls f(y) > f(z), durch y dividieren und die
obige Ungleichung auf  anwenden, da f (%) = fty) < 1. Multiplizieren wir nun

beide Seiten mit f(y), dann erhalten wir:

flz+y) < Cmax{f(x), f(y)}.

Dieser Absolutbetrag stimmt auf @, mit dem p-adischen iiberein, und ist be-
schréankt auf den natiirlichen Zahlen, also ist er sicher ein nichtarchimedischer
Absolutbetrag.[]

Also 148t sich auf jeder endlichen Erweiterung ein passender Absolutbetrag fin-
den. Der algebraische Abschlufl von Q, 1&8t sich jedoch nicht in endlich vielen
Schritten erreichen. Es stellt sich also die Frage, ob der algebraische Abschlufl
ebenfalls ein nicht-archimedisch bewerteter Kérper bzw. noch lokal-kompakt(
und damit vollsténdig) ist. Zur letzten Frage liefert der folgende Satz schon ein
Indiz:

Satz 1.33 FEin lokal-kompakter Vektorraum V tber Q, ist endlich-dimensional.

Beweis:

Man wéihle eine kompakte Umgebung €2 der 0 in V, sowie einen Skalar a €
Qp (0 < la| <1). Die Inneren der Translate z+aQ2 (z € V) bilden ein offene
Uberdeckung von V. Es existieren also endlich viele Vektoren a; mit:

QcC U(ai +af)

Sei L nun die lineare Hiille dieser endlich vielen( 0.B.d.A seien es d) a;. Dieser
d-dimensionale Unterraum ist isomorph zu zu Qg und damit abgeschlossen bzw
vollstidndig. In dem hausdorffschen Quotientenraum V/L ist das Bild A von §2
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eine kompakte 0 Umgebung mit A C a A woraus folgt a™" A C A nach Induktion.
Da |a™"| — 0, muB gelten:

ACV/L CUp>1a "AC A.

Insbesondere ist V/L kompakt; V/L = 0 = V = L ist ein endlich-dimensionaler
Vektorraum.[]

Also wird der (unendliche) algebraische Abschlufl zumindest nicht lokal-kompakt
sein. Dass er auch nicht vollsténdig ist, wird sich spéter zeigen. Dass QQ,, nicht
schon algebraisch abgeschlossen ist, sieht man iibrigens z.B. anhand von Eisen-
stein Polynomen in Z,( analog zu Eisensteinpolynomen in den ganzen Zahlen
iiber den rationalen). In der Tat ist der algebraische Abschlul damit bestimmt
unendlich-dimensional.

Definition 1.34 Bezeichne im Folgenden Qj einen festen algebraischen Ab-
schluf$ von Q.

Der algebraische Abschlufl ist bewertet, da jedes Element in einer endlichen
Erweiterung liegt und dort einen eindeutigen Betrag hat. Daher ist Q) ein nicht-
archimedisch bewerteter Koérper. Aufgrund des letzten Satzes ist Qp nicht lokal-
kompakt. Es erhebt sich die Frage nach der Vollstdndigkeit. Dazu definieren
wir:

Definition 1.35 Ein topologischer Raum heifst Baire-Raum, wenn der Baire-
sche Kategoriensatz in thm gilt.

Bekanntermaflen sind vollstdndige metrische Rdume Baire-Rdume. In unserem
Fall gilt aber:

Satz 1.36 Qg ist kein Baire-Raum( und damit insbesondere nicht vollstindig).

Beweits:
Wir definieren eine Folge von Teilmengen:

Xn={z€Qy:deg(z) :=[Qy(z) : Qp] =n} C Qj

womit sicher Qp = Uy, >1 X, gilt. Ausserdem ist AX,, C X, fiir alle A € Q, sowie
X, + X, C Xpm, insbesondere:

Xn+ X, C X2

Die Teilmengen sind abgeschlossen. Ist 2 im Abschluf von X, ( = limz;,x; €
X,), dann sei fiir alle ¢, f;(X) € Qp[X] ein Polynom von moglichst geringem
Grad mit Wurzel z; und den Koeffizienten in Z,( nétigenfalls durch skalieren).
Wenigstens ein Koeffizient mufl ungleich 0 sein. Falls notig kann zu einer Teilfoge
iibergegangen werden, die ( Koeffizientenweise in der Norm) konvergiert. Also
fi — fund f € Z,[X]. f hat Grad < n und wenigstens einen Koeffizienten
ungleich 0. Aufgrund der verschérften Dreiecksungleichung ist die Konvergenz
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gleichméfig auf beschrénkten Teilmengen von Q. Da die Folge (x;) beschrinkt
ist, gilt:
f(@) = fi(x:) = f(x) = fzi) + fzi) = filzi) — O,

da die beiden Folgen rechts gegen 0 gehen. Damit folgt f(z) = lim f;(z;) = 0
und x € X,

Die Teilmengen X,, haben keinen inneren Punkt. Fiir jede abgeschlossene Kugel
B C Q von positivem Radius haben wir Qj = Q,B. Daher kann eine solche
Kugel nicht in einem X, enthalten sein und auch kein Translat davon. O

Fiir weitere Betrachtungen (insbesondere um die Separabilitit von Qf zu zei-
gen) benstigt man Krasner’s Lemma, aus dem sich die stetige Abhéngigkeit der
Waurzeln eines Polynoms in Q, von den Koeffizienten herleiten 148t.

Satz 1.37 (Krasners Lemma) Sei K C Qf eine endliche Erweiterung von
Qp und sei a € Qp. Bezeichne a° die Konjugierten von a dber K und r =
Minge 24 [a® — al. Dann erzeugt jedes Element b € B..(a; Q) ( gemeint ist:
Kugel in Q) iber K eine Erweiterung, die K(a) enthdlt.

Beweis:

Sei b € K, sodass a ¢ K (b). Die Charakteristik aller vorkommenden Koérper ist
0, also existiert ein Konjugiertes Element a® # a von a iiber K (b)( o ein Au-
tomorphismus der K (b) elementweise festlafit). Wir schitzen nun den Abstand
von a zu b ab:

Ib—a’| =[(b—a)?[=|b—al,
la —a?| < max{|]a —b|,|b—a’)} = |b—al.
Daraus erkennt man:
|b—al >la—a’| >r

Wenn also b € B,(a) also |b— a| < r, dann muf} schon gelten:
a€ K(b) = K(a) C K(b).O

Aus Krasner’s Lemma kann man nun die stetige Abhéngigkeit der Wurzeln
von den Koeffizienten eines Polynoms folgern. Fiir ein Polynom f sei || f|| :=

max{|a;|}, wobei f(z) =>"1"| a;z’.

Satz 1.38 (Stetigkeit der Wurzeln einer Gleichung) Sei K eine endliche
Erweiterung tber den p-adischen Zahlen Qp und a ein festes Element a € Qj
vom Grad n iber K mit Minimalpolynom f € K[X]| vom Grad n. Dann gibt
es ein positives €, sodass jedes normierte Polynom g € K[X| vom Grad n mit
llg — fll <€ eine Wurzel b € K(a) hat die die gleiche Erweiterung erzeugt:

Beweits:
g kann in Qj als Produkt von Linearfaktoren geschrieben werden.

g = H(X —b;).
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Nun werten wir bei a aus:
[I(a=1b:) = g(a) = g(a) - f(a)

Sei M := maxo<;<n{|al’} = max{1,|a|"}. Dann kann man abschétzen:

[Tla—bil = lg(a) = f(a)l < |lg = fllM
also gibt es wenigstens einen Index i, fiir den gilt:
1,1
la = bi| < llg = fl= M.

Wihlt man e also klein genug und ||g — f|| < ¢, so ist nach Krasner’s Lemma
K(a) C K(b;) fiir ein 4. Aber der Grad von b; ist kleiner gleich n da degg = n
und g(b;) = 0. Daher gilt K(b;) = K(a). O.

Daraus mufl noch ein Korollar gebildet werden, welches die Konvergenz der
Wurzeln mit den Koeffizienten zeigt:

Korollar 1.39 Sei f ein normiertes irreduzibles Polynom, a € Q; eine Wurzel
von f und (g;)ien eine Folge von normierten Polynomen mit Koeffizienten in
K und alle vom selben Grad wie f. Falls g; — f koeffizientenweise, dann gibt
es eine Folge von Wurzeln (x;) der (g;), sodass x; € K (a) fiir geniigend grofe i
und T; — a.

Beweis:
Sobald ||g; — f|| < € klein genug ist, kénnen wir den obigen Satz verwenden, und
folgern, dass |a — x;| klein ist, fiir zumindest ein i. Genauer:

11
la — ;| <|lgi — fl= M~

Daraus sieht man, dass |a —z;| — 0, und die Konvergenz x; — a folgt( in K (a)).
|

Nun folgt leicht, dass gewiinschte Ergebnis:

Korollar 1.40 Der algebraische Abschlufs Qp von Q, ist ein separabler metri-
scher Raum.

Beweits:

Sei a € Qp und f sein Minimalpolynom iiber Q,. Da Q dicht in Q, liegt
konnen wir Polynome mit rationalen Koeffizienten beliebig nahe bei f finden.
Wir withlen also eine Folge (g;) € Q[X] mit g; — f. Nach dem vorigen Korollar
gibt es also eine Folge von Wurzeln (z;) die gegen a konvergiert. Das zeigt, dass
der algebraische Abschluff von Q dicht in Qj liegt. Dieser algebraische Abschluf}
ist sicher abzéhlbar, da die Menge der Polynome zu einem fixen Grad, mit Ko-
effizienten aus Q, abzéhlbar ist. (I
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1.7 Der universelle Korper (2,

Wir wollen nun die Vervollstdndigung von Qj betrachten. Dazu konstruieren
wir einen Erweiterungskorper der sogar sphérisch vollsténdig ist.

Sei R der normierte Ring der beschrinkten Folgen in Qj mit der Supremums-
norm( also £°(Qg)). Auf N sei ein Ultrafilter T der die Mengen [n,00) (n € N)
enthélt fest gewdhlt. Damit liegt also fiir alle A C N entweder A oder A° in Y.
Nun hat jede beschriankte Folge reeller Zahlen einen Limes auf Y. Wir definieren
nun ¢:

¢(a) = lim || > 0. a € >(Qp (limes auf Y!)

Zur Bedeutung des Limes auf T:

Es ist wesentlich, zu wissen, dass das Bild eines Ultrafilters unter einer beliebigen
Abbildung wieder ein Ultrafilter ist und das in einem kompakten Raum jeder
Ultrafilter konvergiert.

Definition 1.41 Sei (z,,) eine beschrinkte Folge reeller Zahlen und Y ein Ul-
trafilter von Teilmengen von N. Die Zahlenfolge (x,,) definiert eine Abbildung
n — x, von N — [inf x,,supz,]. Das Bild von T unter dieser Abbildung ist
ein Ultrafilter in diesem kompakten Intervall. Daher konvergiert der Ultrafilter
gegen eine Zahl o € [inf x,,,sup x,]. Wir definieren limy x,, := .

Durch Faktorisieren nach einem maximalen Ideal erhalten wir nun einen Kérper:

Satz 1.42 Die Teilmenge A = ker¢ ist ein mazrimales Ideal im Ring R und
Qp = R/A ein Korper der Qp umfafit.

Beweis:
Wir zeigen, dass jedes Element a ¢ A modA-invertierbar ist. Ist o nicht im
Ideal, dann bedeutet das ja gerade, dass der limr = ¢(«) nicht verschwindet.
Es existiert also eine Teilmenge A € T mit § < [og] < 2r (i € A). Wir
definieren jetzt eine Folge 8 = (3;) durch

g = a% firie A

‘71 =0 sonst.

Da |5;] < % ist die Folge beschrinkt und nach Konstruktion verschwindet 1 — a3
auf ganz A, weswegen 1 — a8 € A. Das zeigt, dass o/ A invertierbar ist im Quo-

tienten €,. Daher ist der Quotient ein Korper und A ein maximales Ideal in R.
Die konstanten Folgen sind eine natiirliche Einbettung von Qj in €2,

¢ ist eine Bewertung auf ,. Fiir a € Q,, gilt:
jal = lala, := ¢(a) = lim|a].

Diese Bewertung(bzw. Absolutbetrag) setzt die Bewertung von Qf fort. Weiters
ist sie vertraglich mit der Quotientennorm:
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Satz 1.43 Der Absolutbetrag |.|o, stimmt mit der Quotientennorm von R/A
Gberein. Genauer:

ala, = la/All/x = inf fla = 5.

Beweis:
Es gilt lim~y |y;| < sup|vy;| ;¥ € R und daher:

lim ;| = lim |o; — 3| < sup |o; = Bi (B € J),

lala, < |la— Bl
Damit folgt:

lala, < llallr/a-
Umgekehrt, falls ¢ = o mod A, dann kann man fiir jede Teilmenge A € T eine
Folge (8 definieren mit 8; = 0(¢ € A)und 3; = «; sonst. Womit S € A und
llor = Bl = supje 4 |ei| und

< inf | =1 | =
Jalla < jof sup o] = limsup|a

li%n|ai| = lalq, - O

Womit wir einen wohldefinierten Absolutbetrag auf (2, haben, dessen Wertebe-
reich iibrigens( ohne Beweis) alle nicht-negativen reellen Zahlen sind.
Q, hat nun bereits eine sehr erfreuliche Eigenschaft:

Satz 1.44 €, ist algebraisch abgeschlossen.

Beweits:
Sei f ein normiertes irreduzibles Polynom f € €, vom Grad n > 1. Wir zei-
gen, dass f eine Wurzel in €, hat. Zuerst wihlen wir Représentanten fiir die
Koeffizienten:

ar = (ag;); mod A.

Damit kénnen wir eine Familie von Polynomen bilden:
filX) = X"+ 3 o X' € QlX].
k<n

Da Qj algebraisch abgeschlossen ist, hat jedes dieser Polynome Wurzeln in Q}.
Das Produkt dieser Wurzeln ist( bis auf ein Vorzeichen) genau ag;. Es gibt
also mindestens eine Wurzel & mit & < |ag;|=. Die Folge £ = (&) ist also be-
schrankt( [|€]| < [|aol|* ), also & € R und die Klasse 2 von & ist eine Wurzel von
finQ,. 0O

Wie schon angekiindigt, hat ), sogar sphérische Vollstandigkeit.

Satz 1.45 Q,, ist sphdrisch vollstindig( und damit insbesondere auch vollstindig).
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Beweis:
Betrachten wir also eine abnehmende Folge von Kugeln (Bj,)n>0 mit B, =
B<,(ay) in . Die verschérfte Dreiecksungleichung sagt aus, dass:

|apn+1 — an| <7, und (ry,) fallend ist.

Wir gehen nun von den Mittelpunkten a,, € R/A zu Reprisentanten o € R
iiber. Da:
|an+l - an| S T < Tp-1

und da der Absolutbetrag die Quotientennorm ist, wihlen wir induktiv a1,
sodass noch immer gilt, dass ||y +1 — an|| < 7—1. Dann gilt [Jog, — || < rp—1
fiir alle k& > n. Die i-te Komponente erfilllt ||ak; — anil] < rn—1 (K > n). Wir
gehen nun zur Diagonalfolge £ = (&;) in R iiber, mit & = ay;. Es muf} gelten:

”5 - anH S SUP|§1‘ - ani| S Tn—1
i>n

da das Intervall [n, c0) zum Ultrafilter T gehort. Also gilt fiir = £ mod A :
|z —an| < [[€ = an|| < Tn-1,

|z — an—1] < max{|x — anl,|an — an—1|} < rn_1.
also x € B, _1. Da das fiir alle n > 0 gemacht werden kann, folgern wir z € (| B,
und der Schnitt ist nichtleer. Damit ist €2, sphérisch vollstdndig. O
Ein Wort noch zu der Bezeichnung ,universell, die €2, im Titel des Kapitels

tragt:

Definition 1.46 Einen nichtarchimedischen Korper K nennt man maximal,
wenn es keinen bewerteten Koper gibt, der K echt enthdlt und denselben Wer-
tebereich der Bewertung und denselben Restklassenkorper hat.

Es gilt

Satz 1.47 (ohne Beweis) FEin nichtarchimedischer Kérper ist mazimal dann
und nur dann, wenn er sphdrisch vollstindig ist.

Der Beweis wiirde leider weit iiber diese Arbeit hinausfiihren.

1.8 Die p-adischen komplexen Zahlen C,
Definition 1.48 C, ist der Abschluf von Qj in €2,

Anmerkung:

Damit ist C,, sicher vollstéindig und ein separabler ( ,denn Qj ist separabel und
liegt dicht) metrischer Raum.

C,, ist nicht lokal-kompakt, denn (ohne Beweis) es ist der Wertebereich von C,,
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durch Fortsetzung des Absolutbetrages von Qj, gleich p@. Da die Bewertung
aber eine stetige Abbildung ist, miifite fiir einen lokalkompakten nichtarchime-
dischen Korper das Bild lokal-endlich in R sein. p@ liegt aber dicht.

Aus der Norméaquivalenz iiber vollstédndigen nichtdiskreten nichtarchimedischen
Korpern folgt wieder die Eindeutigkeit des Absolutbetrages auf endlichen Er-
weiterungen vollstdndiger nicht-archimedischer Korper. K-Automorphismen in
einer Erweiterung L sind isometrisch.

Um die algebraische Abgeschlossenheit von C, zu zeigen benétigt man eine
Verallgemeinerung von Krasner’s lemma:

Satz 1.49 Sei Q) eine beliebige algebraisch abgeschlossene Erweiterung von Q,
und K C Q ein vollstindiger Teilkérper. Sei a € Q algebraisch iber K. Wei-
ters bezeichne a” seine Konjugierten in Q dber K. r := mings 4, |a” — al|. Dann
erzeugt jedes Element b, algebraisch iiber K, mit b € B<,(a) eine Korpererwei-
terung K(b) die K(a) enthilt.

Beweis:
Wir beweisen wieder die Negation.
Fiir ein algebraisches Element b mit a ¢ K(b) hat a ein Konjugiertes a® # a
iiber K (b) und:
lb—a’[ =|(b—a)?| = |b—al,

la — a?| < |max{|a —bl|,|b—a’|} = |b—al.

Dabher:
|b—al >]a—a%| > O

Satz 1.50 C, ist algebraisch abgeschlossen.

Beuweis:

Sei L eine endliche( insbesondere algebraische) Erweiterung von C,. Wir kénnen
Krasner’s Lemma anwenden, da C, vollsténdig ist, 2, algebraisch abgeschlossen
und der Absolutbetrag auf €2, den p-adischen fortsetzt. Angenommen L = C,(a)
seine eine Erweiterung vom Grad > 1 und sei f € C,[X] das normierte irreduzi-
ble Polynom von a. Da Qg dicht liegt in C,, konnen wir ein Polynom g € Q5[X]
nahe genug bei f wahlen, damit eine Wurzel von g den Kérper L iiber C, er-
zeugt. Da aber Q algebraisch abgeschlossen ist, liegt diese Wurzel schon in Qp
und f muB vom Grad 1 sein = L =C,.

Satz 1.51 C, ist nicht sphdrisch vollstindig.

Beweits:

Gegeben eine strikt fallende Folge von Radien 7, ( mit Zahlen die im Wer-
tebereich des Absolutbetrages auf C, liegen). Wir beginnen mit der Kugel
B = B<,,(0) und wihlen zwei abgeschlossene disjunkte Kugeln By und B;
mit gleichem Radius 71 < rg. In jeder der beiden Kugeln kénnen wir zwei abge-
schlossene disjunkte Kugeln mit Radius 7o < r; wéhlen. Wir bezeichnen diese
dann mit B;y und Bj;;. Sie sind abgeschlossene und disjunkte Kugeln in B;.
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Féahrt man in dieser Weise fort, so erhilt man abnehmende Folgen abgeschlos-
sener Kugeln:
B; D Bij IDREED) Bij...k D Bij...kl D....

Die Indizes sind hier entweder 0 oder 1. Zwei Kugeln, die unterschiedliche Mul-
tiindizes gleicher Linge haben, sind disjunkt. Zu einer gegebenen binéren Folge
(i) = (41,12, ...) konnen wir definieren:

Dieser Durchschnitt ist entweder leer oder eine abgeschlossene Kugel vom Ra-
dius r = limr,,. Alle B(;) sind nun sicher offen in C,, weil r > 0. Ist irgendwo in
zwei bindren Folgen zumindest ein Index verschieden, so sind die zugehorigen
Kugeln ab diesem Index und ihre Schnittmengen sicher disjunkt. Da C, aber
separabel ist, besteht diese iiberabzédhlbare Familie von disjunkten offenen Men-
gen, nur aus héchstens abzahlbar vielen verschiedenen disjunkten Mengen. Also
miissen die meisten By leer sein. [J

Interessanterweise sind C und C,, in algebraische Hinsicht fast ident. Um das zu
zeigen, bendtigen wir das

Lemma 1.52 Der Korper C, hat die Mdchtigkeit des Kontinuums.

Beweis:

Die Einheitskugel von Q, ist Z, und dieses hat die Machtigkeit des Kontinu-
ums (offensichtlich kann man surjektiv nach [0, 1] abbilden, wobei man hichstens
abzdhlbar oft ein Element mehrfach trifft). Der Kérper Q, ist die abz&hlbare
Vereinigung von Kugeln p™Z, und hat somit auch die Méchtigkeit des Kon-
tinuums. Ebenso haben alle endlichen Korpererweiterungen die selbe Michtig-
keit. Der algebraische Abschluf hat die gleiche Méchtigkeit wie der Polynomring
iiber Q, und der ist wieder von der Machtigkeit des Kontinuums. Schliefllich hat
das abzéhlbares Produkt (QZ)N keine groflere Méchtigkeit und dieses Produkt
enthilt sicher alle Cauchyfolgen in Q. Die Méchtigkeit von C,, ist offensichtlich
kleiner gleich der Méchtigkeit dieses Produkts. OJ

Jetzt benotigen wir den Begriff der Transzendenzbasis.

Definition 1.53 FEine Transzendenzbasis einer Korpererweiterung K/k ist ei-
ne Familie von Elementen (X;);cr, sodaf$ der Unterkirper k(X;)ier C K rein
transzendent iber k ist und K/k(X;)icr eine algebraische Erweiterung ist.

Anmerkung:

Je zwei algebraische Abschliisse eines Korpers & sind k-isomorph.
Jede Korpererweiterung K /k hat eine Transzendenzbasis.

Je zwei Transzendenzbasen von K/k haben selbe Michtigkeit.

Jetzt konnen wir den Beweis zu Ende fithren:

Satz 1.54 Die Korper C und C, sind algebraisch isomorph.
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Beweits:

Jede Erweiterung der rationalen Zahlen von der Méachtigkeit des Kontinuums
hat eine Transzendenzbasis dieser Méchtigkeit. Wir kénnen also in C und C,
Basen (X;)ier und (Y;)ier wihlen( mit gleicher Indexmenge). C ist der algebrai-
sche Abschlufl von Q(X;);er und C,, ist der algebraische Abschlufl von Q(Y;);er.
Damit sind diese beiden algebraischen Abschliisse isomorph. [J

Es benotigt der Beweis das Auswahlaxiom( bei der Existenz der Transzen-
denzbasen), weswegen ein algebraischer Isomorphismus leider nicht kanonisch
gegeben ist.
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Kapitel 2

Grundbegriffe der
nicht-archimedischen
Topologie

Im Folgenden werden einige Begriffe der Topologie ultrametrischer Rdume er-
klart, die fiir das Verstdndnis der nicht-archimedischen Mafitheorie und Spek-
traltheorie notwendig sind.

Definition 2.1 Fine Menge heifit clopen in einer gegebenen Topologie, wenn
sie zugleich offen und abgeschlossen ist.

Definition 2.2 FEin topologischer Raum X heifit null-dimensional, falls er eine
Basis aus clopen-Mengen hat.

Definition 2.3 Ein topologischer Raum X heifit N-kompakt, genau dann wenn
es eine Homdoomorphismus von X in einen abgeschlossenen Unterraum eines
Produktes hdchstens abzdihlbarer diskreter Rdume g¢ibt.

Anmerkung:

Die kompakten Mengen eines nulldimensionalen Raumes bilden einen Mengen-
ring B.(X). Ist X lokalkompakt und nulldimensional, dann iiberdeckt B.(X)
den Raum X.

Ist X nun ein lokalkompakter nulldimensionaler Hausdorffraum und R ein Sub-
ring von B.(X), der X iiberdeckt und die Punkte von X trennt, dann ist
R = B.(X).

Definition 2.4 Der Stone-Raum eines booleschen Rings R ist die Menge al-
ler nicht-trivialen Ringhomomorphismen R — Fo mit der Teilraumtopologie
beziiglich F. By trigt die diskrete Topologie.

Defintion und Satz 2.5 (ohne Beweis) Sei X ein topologischer Raum und
B(X) der Ring der clopen-Mengen von X. Der Stone-Raum von B(X) heifst

27
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Banaschewski-Kompaktifizierung von X und wird kurz als X¢ geschrieben.
Dieser Raum ist kompakt und fiir X nulldimensional und hausdorffsch liegt X
dicht in X¢. Kompakte Riume bleiben topologisch unverdndert. Stetige Abbil-
dungen auf X setzen sich eindeutig auf X¢ fort.

Die FEinbettung wird gegeben durch die Abbildung C:

| 1eFy fallsxelU
i) ={ gem Tnisy

Anmerkung:

Ist X der Stone-Raum eines booleschen Rings R, dann ist X ein kompakter
Hausdorffraum und R ist isomorph zu B(X). Ist umgekehrt Y ein kompakter
nulldimensionaler Hausdorffraum, dann ist ¥ homdéomorph zum Stone-Raum
von B(Y).

Bemerkung:

Fiir ein Mengensystem z.B. A wird fiir (), 4A kurz (A geschrieben.

Um eine niitzlich Aussage iiber Mafie auf gewissen null-dimensionalen Rdumen
zu gewinnen, benotigen wir noch zwei Definitionen.

Definition 2.6 Ein o-Ideal in B(X) ist ein Ideal J mit der Figenschaft, dass
UA,, € J, falls Ay, As,--- € J und UA,, € B(X).

Definition 2.7 Fin Ideal J in B(X) heifst frei, falls die Vereinigung iber das
ganze Ideal, ganz X ist. Ansonsten heiffit J fix. Zu einem mazimalen fizen Ideal
gibt eseinac X mit J={AeB(X):a¢A}.

Ein sehr bedeutende Aussage, beziiglich Maflen auf N-kompakten Rdumen liefert
der folgende

Satz 2.8 Die folgenden Aussagen iiber einen nulldimensionalen Hausdorffraum
X sind dquivalent:

(a) X ist N-kompakt.

(b) Jedes mazimale Ideal des booleschen Rings B(X) welches ein o-Ideal ist, ist
fix.

(c¢) Jedes nichi-triviale o-additive {0, 1}-wertige Maf auf B(X) ist eine Punkt-
masse.

Beweis:

(b) < (c):

Die maximalen Ideale J von B(X) entsprechen eins-zu-eins den nicht-trivialen
additiven Abbildungen p : B(X) — {0,1} C R die definiert werden durch

UeJ<—= ulU)=0.
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Damit entsprechen die maximalen o-Ideale, den entsprechenden o-additiven Ab-
bildungen und die fixen Ideale den Punktmassen.

(a) = (¢):

Sei S eine Menge und f ein Homoomorphismus von X auf eine abgeschlossene
Teilmenge von R¥. Wiihle ein o-additives p : B(X) — {0,1}, 1 # 0. Es definiert

v(U) = p(f7HU))  [U € B(N%)]

ein nicht-triviales o-additives {0, 1}-wertiges Maf§ auf B(N?).

Fiir jedes s € S ist N° die Vereinigung der paarweise disjunkten Mengen {y €
N¥) : ys = n}. Hierbei bezeichne y, die s-te Stelle von y € N°. Es gibt also fiir
jedes s € S ein eindeutiges n(s) € N, sodaB die Menge {y € N7 : y, = n(s)} v-
MaSB eins hat. Definiere b € N° durch by :=n(s) (s € S). Falls s1,...,8, € S.
dann ist v(N;{y € N% : y5, = bs,}) = 1, sodaB die Menge N;{y € N7 : y,, = by, }
das Bild f(X) schneiden muf}. Daher ist b € f(X) = f(X) und es gibt eina € X
mit f(a) = b.

Wenn nun U € B(X) und a € U, dann gibt es s1,...,8, € S mit U D
fHni{y € N% 1y, = f(a)s,). Dann st p(U) > v(Nify € N¥ 1y, = b, }) = 1,
sodafl u(U) = 1. Daraus folgt, dass p ein Punktmasse in a ist.

(¢) = (a):

Sei S die Familie aller abzéhlbaren clopen Partitionen von X. Fir 4 € S und
x € X bezeichne U(X) das Element von U, welches = enthélt. Wir betrachten
jedes U € S als diskreten topologischen Raum. Dann ist = — U(X) eine stetige
Abbildung X — U.

Wir betrachten nun den Produktraum [ S := [],,c ¢ und versehen in mit der
Produkttopologie. Wir haben damit eine stetige Injektion f : X — [].S, welche
gegeben wird durch

f@)uy =U(x) (xe X,UeS).

Ist U € B(X), dann ist U := {U,X\U} € S und U = {z : f(z)y = U}. Daher
ist f ein Homéomorphismus von X auf f(X) C [[S. Wir sind fertig, wenn f(X)
abgeschlossen ist.
Sei nun y € [[S aus dem Abschlufl von f(X). Sind U,V € S, dann ist {z €
N% : 24 N 2y # 0} eine abgeschlossene Untermenge von N° die f(X) enthilt.
Daher gilt:

wNyy #0 U, VEeS).

Definiere p: B(X) — {0,1} C R durch:

1 falls WU € S, U =yu
wU) _{ 0 sonst.

Falls U € S, dann gibt es ein eindeutiges Uy € U mit Uy = yy. Dalfiir ist
1(Up) = 1. Fiir alle anderen Elemente U € U gilt UNy = 0, weswegen pu(U) = 0.
Insgesammt ist

duU)y=1 UeS).

veu
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Seien nun Uy, Us,--- € B(X) paarweise disjunkt und UU, € B(X). Wen-
det man das letzte Ergebnis zuerst auf &Y = {X\ U U,, Uy, Us,...} dann auf
U = {U\Up, X\ UU,} an, dann erhidlt man > u(U,) = pu(UU,). Daher ist p
o-additiv!

Angenommen (c¢) gilt, dann mufl p die Punktmasse fiir irgendein a € X sein.
Fiir jedes U € S gibt es dann a € yy mit yy = U(a) = f(a). Daher ist
y=/f(a) € f(X). O

Generell sollten die betrachteten Mengen nicht zu grof werden. Gemeint ist,
dass im Folgenden nur sogenannte kleine Kardinalitdten betrachtet werden.

Definition 2.9 Eine Kardinalzahl m heifit mefbar, falls es eine Menge der
Mdchtigkeit m gibt und ein nichttriviales o-additives Maff B(X) — R, dass
keine anderen Werte als 0 oder 1 annimmdt, aber dennoch keine Punktmasse ist.
Ist m nicht meffbar, dann auch alle kleineren Kardinalitdten nicht und m heifit
dann klein.

Wie schon gesagt, wollen wir nur kleine Kardinalitidten betrachten.
Anmerkung:

Die Annahme, dass iiberhapt alle Kardinalzahlen klein sind, ist konsistent mit
ZFC!



Kapitel 3

Nicht-archimedische
Banachraume

Um den Spektralsatz der nicht-archimedischen Funktionalanalysis zu beweisen
sind einige Resultate iiber Banachrdume und Orthogonalbasen notwendig. Letz-
tere sind schon fiir die nicht-archimedischen Mafle unverzichtbare Hilfsmittel.

3.1 Nichtarchimedische Banachriume

3.1.1 Definition und elementare Eigenschaften

Wir beginnen mit der Definition eines Banachraums im nicht-archimedischen:

Definition 3.1 Sei E ein Vektorraum iber einem nichtarchimedischen Kérper
K. Eine Norm ||.|| ist eine Abbildung E — R™ fiir die gilt:

(a)

Izl >0,z =0 z=0

(b)
[l +yll <max{|[z]], [yll}  (z,y € E)

(c)

loz|| = [allz]  (a€ K,z € E)

Eine solche Norm induziert in natiirlicher Weise ein Ultrametrik auf E. Da-
mit wir E zu einem null-dimensionalen Hausdorffraum und Addition und Ska-
larmultiplikation sind stetig in der ultrametrischen Topologie.

Definition 3.2 FEin topologischer Vektorraum tber K heifst normierter Raum,
wenn es eine Norm ||.|| gibt, die die Topologie von E induziert. Ein vollstindiger
normierter Raum heif$t Banachraum.

31
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Beispiel:

Sei X ein nulldimensionaler lokalkompakter Hausdorffraum, K ein nichtarchime-
discher Kérper. BC(X) bezeichne die beschréinkten stetigen Funktionen X — K.
Diese bilden einen Banachraum beziiglich der Supremumsnorm.

Die beschriinkten stetigen Funktionen, fiir die f(X) prikompakt ist in K, bilden
einen abgeschlossenen Unterraum PC(X) von BC(X).

Der Raum Coo(X) := {f € BC(X) : Ve > 03A C X, A ist kompakt , |f(z)] <
€, Vo & A} ist ein abgeschlossener Unterraum von PC(X).

Die metrische Vervollstdndigung eines normierten Raumes ist in natiirlicher
Weise ein Banachraum.
Weiters konnen in der nichtarchimedischen Theorie auch Banachrdume noch
stiarker vervollstdndigt werden. Dazu definieren wir:

Definition 3.3 Ein Banachraum E heifst sphdrisch vollstindig, falls er als
(ultra)-metrischer Raum sphdrisch vollstindig ist.

Anmerkung:

Jeder normierte Vektorraum E ld8t sich in einen sphérisch vollstédndigen nor-
mierten Vektorraum F isometrisch einbetten, sodaf} kein echter sphérisch vollsténdi-
ger Teilraum von F' das eingebettete E enthilt.

Vollig analog dem archimedischen Fall, definiert man Isomorphie, Isometrien,
den (topologischen) Dualvektorraum, lineare Hiille oder die schwache Topolo-
gie. In jedem Fall erwidhnenswert ist aber, dass der Wertebereich der Bewertung
auf dem Korper, bis auf 0, génzlich verschieden sein kann, von dem Wertebe-
reich der nicht-archimedischen Norm (z.B. weil die Bewertung auf K diskret
ist). Dadurch kann es z.B. passieren, dass die Einheitskugel leer ist. Das hat fiir
die Definition einer Norm auf dem Raum der linearen Abbildungen zwischen
normierten Radumen Konsequenzen.

Definition 3.4 Bezeiche L(E, F') den Vektorraum aller stetigen linearen Abbil-
dungen zwischen zwei normierten Vektorrdumen E,F. Dann soll die Abbildung

Tz
I =T — ||| :zsup{%:xEE,x;ﬁO} (T'e L(E,F))

Norm auf L(E, F) heifien.

Satz 3.5 Die Norm auf L(E, F) ist eine Norm im Sinne der ersten Definition.
Weiters ist L(E, F) genau dann ein Banachraum, wenn F einer ist.

Beweits:
Die erste Aussage ist trivial, die zweite wird genau wie im archimedischen Fall
bewiesen. [

Wie schon erwihnt, wird der duale Vektorraum genau als L(E, K) definiert.
Wir schreiben auch fiir L(E, E) kurz L(E). Speziell fiir L(E) haben wir in ge-
wohnter Weise ein Multiplikation durch Verkniipfung der Abbildungen und die
Ungleichung || TS| < ||T||||S||- Damit gilt
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Satz 3.6 Die als Verkniipfung definierte Multiplikation auf L(E) ist ||.||-stetig.
Damit ist L(E) eine normierte Algebra. Auflerdem gilt mit der obigen Definition

der Norm:
[Tzl < [[T[[z|  [r€E,Te€L(EF).

Beweis:
Folgt direkt aus der Defintion, wie im archimedischen Fall. (]

Die Konvergenz von Reihen verhélt sich wie bei nichtarchimedischen abelschen
Gruppen. Konvergenz ist stets unbedingt!

Direkte Summen lassen sich ebenso leicht einfiihren, wenn man als Norm auf
einem kartesischen Produkt F x F die Abbildung ||(z,y)| := max{|z|,||y|}
nimmt. Fiir endliche Summen 148t sich diese Konstruktion natiirlich iterieren.
Auf einem endlich-dimensionalen K™ nehmen wir als Norm immer die max-
Norm als gegeben an. Fiir unendliche Summen mufl man anders definieren:

Definition 3.7 Sei I eine beliebige Indexmenge, E; normierte Riume Vi € 1.
Die Teilmenge eines kartesischen Produktes [[,.; E;, fir die gilt {|a;l| : i €
I} ist beschrinkt, erzeugt einen linearen Teilraum auf dem eine Norm erklirt
werden kann durch ||a|| := sup{||a;|| : i € I}. Diesen Raum bezeichnen wir mit
Xier k.

Die Elemente, sodaf$ fiir jedes € > 0 die Menge {i € I : ||a;|| > €} endlich ist,
bilden einen abgeschlossenen linearen Teilraum bezeichnet durch ®;crFE;. Man
nennt dies die direkte Summe der E;.

Im Hinblick auf die spater wichtigen Orthogonalbasen werden wir als néchs-
tes eine Basis eines Banachraums definieren. Dazu ist noch die Definition eines
bestimmten Raums notwendig.

Definition 3.8 Sei X eine nichtleere Menge und s eine Funktion X — (0,00).
Fir f: X — K sei:

[f1ls := sup{|f(z)|s(z) : € X}.

Die Funktionen fiir die dieses sup endlich ist bilden einen Banachraum 1% (X :
s) unter der Norm ||.||s.

Als ¢o(X : s) bezeichnen wir den abgeschlossenen Unterraum, welcher aus den
Funktionen besteht, fiir die fir jedes € > 0 die Menge {x € X : |f(z)|s(z) > €}
endlich ist.

Anmerkung:
co(X : s) ist die abgeschlossene lineare Hiille der charakteristischen Funktionen
von einpunktigen Teilmengen von X, in [*°(X : s).

Definition 3.9 Eine Basis eines Banachraums ist eine Familie {x;i € I : x; €
E} zusammen mit einer Abbildung S : c¢o(I : ||.||) — E definiert als S(f) =
Yoicr f(wi)zi wobei S bijektiv sein mup.
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Weiters kann man Quotientenridume, wie gewohnt definieren.

Im nichtarchimedischen Fall ist es moglich einen Begriff von Orthogonalitit zu
geben, der auch fiir Banachriume niitzlich ist. Die Idee dazu kommt aus ei-
ner Eigenschaft von Hilbertrdumen in der archimedischen Theorie. Das ist auch
deshalb sehr interessant, weil es groie Schwierigkeiten gibt Analoga zu Hilber-
traumen zu konstruieren. Eine fiir die Funktionalanalysis wirklich gewinnbrin-
gende Theorie zu inneren Produkten im unendlich-dimensionalen Nichtarchime-
dischen ist mir bisher nicht bekannt.

3.1.2 Orthogonalitidt im Banachraum

Definition 3.10 Sei E ein normierter Raum und D ein abgeschlossener linea-
rer Teilraum. Dann sei dist(z, D) = infycp ||z — y||. Wir definieren dann den
Winkel zwischen zwei Vektoren als

Zwei Vektoren heiffen dann Orthogonal, falls Z(x,y) = Z(y,z) = 1.

Die angesprochene Analogie zum archimedischen Fall liegt darin, dass im reellen
oder komplexen Hilbertraum der Winkel zwischen zwei Vektoren mit arcsin(%)
definiert werden kann. Der arcsin interessiert uns im Nichtarchimedischen nicht.
Dass diese Definition sinnvoll ist haben wir uns damit noch nicht iiberlegt. Die
Eigenschaften der Winkelabbildung werden das aber schnell klar machen.

Zuvor benotigen wir allerdings noch zwei Hilfssétze:

Satz 3.11 Falls a1,aq,...,a, Elemente eines normierten Vektorraums E sind
und ||a;|| # ||la;ll, Vi # 3, dann ist

lar + - + apl| = max{|ja;]| : i =1,2,...,n}.
Beweis:
Sicher ist [jai + -+ + an|| < max{|ja;]| :i=1,...,n}.
Fiir die Umkehrung nehmen wir an ||a;|| < - -+ < ||ay]|. Bezeichne s die Summe

der a;, dann ist a,, = s — (a1 + - -+ + an), sodal
llan| < max{||s||, max{[la;|| : i <n}} = max{||s]], [|an—1]}.

Da wir der Grofie nach geordnet hatten, muf gelten ||ay, || < ||s]|. O
Daraus folgt auch unmittelbar, dass fiir eine Folge (a;),a; € E,Vi, Y,
konvergiert wenn a; eine Nullfolge ist( die Umkehrung ist klar).

Der néchste Satz wird fiir die Bestimmung der Eigenschaften der Orthogonalitit
benétigt.

ieN di

Satz 3.12 Secien x,y Elemente eines normierten Raumes E. Seit € R,0 <t <
1 und ||z + y|| > t||z||. Dann gilt auch ||z + y|| > t||y|| und damit

[l +yl| = t max{]|z[], [|y[|}-
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Beweis:

Angenommen ||z + y|| < ¢||y||. Dann gilt |z + y|| < |ly|]| = || — y||. Daraus folgt
mit dem obigen Satz ||z|| = ||y|| und ||z +y|| > t|z|| = t|ly|. O

Jetzt hat man alle Mittel um die elementaren Eigenschaften der Orthogonalitét
zu bestimmen.

Satz 3.13 Seien x,y # 0 zwei Elemente aus einem normierten Raum E. Dann
gilt:

(a) 0 < ZL(z,y) < 1. Es gilt Z(xz,y) = 0 dann und nur dann, wenn x und y
linear abhdngig sind.

(b)
Low, By) = L(x,y) (Yo, 8 # 0,0, € K).

(c)
L(x,y) = L(y, )

()
Z(x,y) = nf{{laz + Byl / max{|laz], [| Byl : o, B # 0}

(e)
2| £(z, 2 +y) = [lyl|£(y, x + y).

Bewess:

(a) und (b) gelten laut Definition. (¢) folgt aus (d). (e) aus der Gleichheit
dist(z, [z +y]) = dist(y, [x + y]). Zum Beweis von (d):

Seien «, f € K. Dann ist

lex + Byl = dist(ax, [y]) = |aldist(z, [y]) = [laz|£(z, y);

also( hier geht der obige Satz ein) |lax + By|| > Z(z, y) max{||az|, |Gy}
Das ist die eine Richtung von (d). Fiir die andere beachte man:

Z(x,y) = f{{lz + Syll/[l=] : 8 € K} >

inf{|[z + Byl|/ max{{[z[|, [|Byll} : B € K}
inf{{laz + Byll/ max{|laz|, |By[l} : o, 5 # 0} T

Insbesondere die Symmetrie in & und y ist eine sehr wichtige Eigenschaft.
Man kann die Orthogonalitét von zwei Vektoren x und y nun zum Beispiel auch
ausdriicken durch

lax + Byl = max{|lax], [Byll}  (Vo,B € K)

Definition 3.14 Ist D ein linearer Unterraum von E, so schreiben wir x L D,
wenn x Ly, Yy € D.
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Im Zusammenhang damit gibt es noch einen wichtigen Begriff:

Definition 3.15 Sei E ein normierter Vektorraum und D ein Unterraum von
E. E heifit eine unmittelbare( oder direkte) Erweiterung von D, falls 0 das
einzige Element von E ist, das auf ganz D orthogonal steht.

Zur Orthogonalitiat von Folgen von Elementen:

Definition 3.16 Sei (z;) eine Folge in E. Wir sagen, die Folge ist orthogonal,
falls vm € N und Vo, ..., am € K gilt

lorxy + - - + am@m || = max{||oz;|| : i =1,...,m}.
Eine Abschwéchung dieser Forderung liefert das folgende Konzept:

Definition 3.17 Unter den gleichen Vorraussetzungen wie oben, heifst eine Fol-
ge t-orthogonal( 0 <t < 1,t € R), wenn gilt

lrzr + ... x| > tmax{||a;]| i =1,...,m}

Analog dem Archimedischen sind Komplemente und ortho-Komplemente ab-
geschlossener Teilrdume definiert. Die Orthogonalitéit zweier Teilrdume ist durch
die paarweise Orthogonalitéit ihrer Elemente bestimmt.

Zur Reflexivitdt von Banachrdumen gibt es im Nichtarchimedischen mehrere
wichtige Begriffe:

Definition 3.18 Wir definieren eine lineare Abbildung Jg : E — E" durch
a — a* wobei gilt a*(f) := f(a) (NVa € E,fe€E'). Wenn Jg

(a) eine surjektive lineare Isometrie ist, heifit E reflexiv.
(b) eine lineare Isometrie ist, heiffit E pseudoreflexiv.

(c) ein linearer Homdomorphismus auf einen Unterraum von E" ist, heifit F
topologisch pseudorefiexiv.

3.1.3 Hauptsitze der Funktionalanalysis

Als Nichstes werden wir zeigen, dass einige Grundpfeiler der archimedischen
Funktionalanalysis auch in der nichtarchimedischen Theorie gelten.

Satz 3.19 (Satz vom abgeschlossenen Graphen) Sei T eine lineare Ab-
bildung eines Banachraums E in einen Banachraum F, sodafi graph(T) =
{(z,Tz) : © € E} eine abgeschlossene Teilmenge von E x F ist. Dann ist T
stetig.



3.1. NICHTARCHIMEDISCHE BANACHRAUME 37

Beweits:

Wihle 7 € K,0 < |n] < 1 und sei B := {z € E: ||Tz| <1}. Die Mengen
7 "B (n € N) sind abgeschlossen und ihre Vereinigung ist E. Nach dem Bai-
reschen Kategoriensatz gibt es ein m € N, ein ¢ > 0 und ein a € E, soda$l
B.(a) C 7~™B. Dann ist

B(0)Ca+n mBCn "B4+nx "B=n "B.

Mit § := |n|™e gilt Bs(0) C B. Fiir jedes z € E,||z]| < ¢ gibt es ein 2’ €
E,||T2'|| <1, ||z —2'|| < |8, also |7~z —7~12'|| < 6. Fiir so ein x kénnen wir
induktiv eine Folge zg,x1, ... konstruieren, sodaf fiir alle n, [|Tz,| < 1 und

|7ty — " g — My — e — || <6

Daher ist ||z — (2o + 721 + - -+ + 72,)|| < |7|*T1S. Damit folgt © = > 7"a,,.
Weiters konvergiert Y 7Tz, und gemif unserer Voraussetzung ist diese Sum-
me Tz. Es ist daher | Tx| <1 fiir jedes € Bs(0). Daher ist T stetig. O
Eine sehr wichtige Folgerung ist der

Satz 3.20 (Satz von der offenen Abbildung) Seien E, F Banachriume und
T € L(E, F) surjektiv. Dann ist T eine offene Abbildung.

Beweis:

Sei D :=T71(0) und P die Quotientenabbildung E — E/D. Dies induziert eine
lineare Abbildung T : E/D + F, soda3 T = TP. T ist ein Homdomorphismus
(das folgt aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen).

Sei jetzt U C E offen. Dann ist P(U) offen in E/D und TP(U)( also T) ist
offen in F. 0O

Und daraus folgt ein weiterer Grundsatz der Funktionalanalysis, ndmlich der
Satz von der gleichméfigen Beschrinktheit.

Satz 3.21 ( Satz von der gleichmiiligen Beschrénktheit) Sei E ein Ba-
nachraum und E ein normierter Vektorraum. Ist S C L(E, F), sodafi Vx € E
die Menge {Sx : S € S} beschrinkt ist in F. Dann ist S eine beschrinkte
Teilmenge in L(E, F).

Beweis:

Fiir jedes n € N ist die Menge E,, := {x € E: VS € S, ||Sz|| < n} abgeschlossen
in . Da UF, = FE ist, hat zumindest ein FE, nichtleeres Inneres. Weiters ist
jedes E, eine Gruppe.

Daher gibt esn € Nund € > 0 mit B.(0) C E,. Seinw € K,0 < |n| < 1. Fiir jedes
x € E gibt es ein m € Z, fiir das ¢|n| < |n|™||z|| < e. Daher ist 7™z € B.(0),
sodafl VS € S gilt

[Szl| = ||~ [S(x™2)|| < |x|"n < (n/elx])]z]

Daherist S C {T' € L(E,F) : ||T|| < n/e|r|}. O

Der ebenfalls sehr wichtige Satz von Hahn-Banach 148t sich allerdings nur iiber
sphérisch vollstdndigen Grundkorpern beweisen. Sein nichtarchimedisches Ana-
logon heifit Ingleton’s Theorem.
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Satz 3.22 (Ingleton’s Theorem) SeiV ein Unterraum eines normierten Raum-
es E diber einem sphdrisch vollstindigen Grundkérper K. Dann ist die Ein-
schrankungsabbildung

Y=y, B =V

surjektiv und zu jedem @ € V' existiert eine normgleiche Fortsetzung auf E’.

Beweis:
Zuerst zeigen wir, dass eine stetige Linearform auf V' normgleich auf V+Ka, (a €
E,a ¢ V) fortgesetzt werden kann. Es muf fiir v = @ gelten

[¥(z + Aa)l| < [l - lz + Aall - (z € VA€ K)

Fiir A = 0 gilt dies, da ), = ¢. Ist A # 0, dann kénnen wir durch — A dividieren
und erhalten als Bedingungen:

[z —a)l < el - llz—all (zeV),
[¥(z) =) < el - lle —al =712 (z€V).

Wir wihlen also a = (a) aus dem Schnitt der Kugeln B, = B<,, (p(z)) C K.
Fiir je zwei Punkte x,y € V liegt zwischen p(z) € B, und ¢(y) € B, der
Abstand

lp(z) — o) < llell - Iz =yl < llell max{[lz —all, ly — a[|} = max{ry,ry}.

Das bedeutet B, N B, # . Da K sphirisch vollsténdig ist, ist Nyey By nichtleer
und jedes Element dieses Schnitts ist ein mogliches a = 9 (a).

Wir betrachten nun die Menge aller Paare (V', ¢’) bestehend aus einem Unter-
raum V' D V und einer normgleichen Fortsetzung von ¢ auf V’. Offensichtlich
erhélt man eine Halbordung durch

(VI/,SOI/) - (VI,SD/) — VI/ D) VI7SOT/V, _ s0/

Jede Kette solcher Paare hat eine obere Schranke. Nach dem Lemma von Zorn
existiert ein maximales Paar. Nach dem ersten Teil des Beweises, mufl dieses
Paar auf ganz E definiert sein. [

3.1.4 Réiume vom abzihlbaren Typ

Der Begriff der Separabilitét spielt eine bedeutende Rolle in der archimedischen
Funktionalanalysis. Dort ist die Existenz einer abzihlbaren dichten Teilmen-
ge des Banachraums dquivalent zur Existenz einer abzéhlbaren Teilmenge, de-
ren lineare Hiille dicht liegt. Diese Aquivalenz kommt dadurch zustande, dass
die betrachteten Grundkorper schon separabel sind. In der nichtarchimedischen
Theorie muf} das fiir den Grundkoérper keineswegs erfiillt sein. Aber es gibt viele
Réaume, die abzdhlbare Mengen enthalten, deren abgeschlossene lineare Hiille
der ganze Raum ist.
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Definition 3.23 Ein Banachraum E heifit vom abzdhlbaren Typ, wenn er die
abgeschlossene lineare Hiille einer hdchstens abzdihlbaren Teilmenge ist. Ist der
Grundkorper K separabel( z.B C,), dann fillt dieser Begriff mit der Separabilitiit
von E zusammen.

Vorbereitend, benotigen wir nun einen kleinen

Satz 3.24 Sei F' ein abgeschlossener linearer Unterraum eines normierten Vek-
torraumes E und a € E,a & F.

(a) [a] + F ist abgeschlossen. Ist F' wvollstindig, dann auch [a] + F.

(b) Fiir jedest € R mit 0 <t <1, gibt es ein e € E mit [a] + F = [e] + F und
dist(e, F') > tlle]|.
Fiir ein solches e gilt
||e + x| > max{]|ce]|, ||z]} (ae K,z eF).
Mit 0 < |7| < 1 kann man e so wihlen, dass

[m < lefl < 1.

(¢) Ist F sphirisch vollstindig, dann kann man in (b) t = 1 wdihlen.( also
el F)

Beweis:

Setze r := dist(a; F'). Es gibt ein z € F mit|la — z|| < t~1r. Setze eg := a — z,
dann ist [a] + F = [e] + F und t||eg|| < r = dist(eg + z, F) = dist(eg, F).

Ist e ein nichttriviales Element von E, sodaB t|le|| < dist(e, F). Fiir jedes
a € K,z € F gilt ||ae + z|| > dist(ae, F) < t||ae|| und daher |ae + z|| >
t max{||ae||, ||z||}. Die Abbildung (o, 2) — ae+x ist daher ein linearer Homdomor-
phismus von K @ F auf [a] + F, sodafl [a] + f metrisch vollstindig und abge-
schlossen in E ist. Die letzte Aussage gilt, durch Multiplikation von e mit einem
Skalar, offensichtlich.

Sei nun F' sphérisch vollsténdig. Wir suchen ein z € F' mit ||a—z|| = r. Fiir jedes
s > rist Bs(a)NF eine Kugel in F' mit Radius s. Es enthélt nun Ngs, Bs(a) N F
ein Element z. Nun ist ||a—z|| < inf{s: s> r} und |la—z|| > dist(a, F) =r. O
Im Folgenden sei ein endlichdimensionaler K™ immer mit der Maximumsnorm
versehen. Wir konnen nun eine niitzliche Aussage iiber endlich-dimensionale
Vektorrdume machen.

Anmerkung:
Es bezeichnet im folgenden Satz K, den Grundkorper K als Vektorraum tiber
sich selbst mit der Norm |le1]| := s1 € Ry, wobei e; den kannonischen Basis-

vektorbezeichnet.
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Satz 3.25 Sei E ein n-dimensionaler normierter Vektorraum. Dann gilt:
(a) E ist linear homdomorph zu K™.

(b) E ist ein Banachraum. Alle linearen Abbildungen FE — K sind stetig. Alle
linearen Unterrdume sind abgeschlossen und komplementiert.

(c¢) Fiir jedes t € (0,1) gibt es eine t-orthogonale Folge e1, ... e, € E die eine
Basis von E bildet.

(d) Fir jedes t € (0,1) gibt es positive reelle Zahlen s1,. .., sy und eine lineare
Bijektion T : K, & --- & K, — FE, sodafs

tzl < | Tl <zl (v € Ks, @ & Ks,).
(e) E ist reflexiv.

Beweis:
Alle diese Eigenschaften folgen leicht aus dem vorigen Satz. [

Wir kommen nun gewissermaflen zum Hauptsatz iiber Banachrdume vom abzéahl-
baren Typ.

Satz 3.26 Sei E ein unendlich-dimensionaler Banachraum vom abzdhlbaren
Typ. Dann gilt
(a) Fiir jede Folge t; € (0,1), hat E eine Basis {e; : i € N}, sodafl
| ZaieiH > max{t;||a;e;|| :i=1,...,m}
i=1

fir alle m € N und a4, ..., € K.

(b) Fiir jedest € (0,1) enthilt E eine t-orthogonale Folge die eine Basis von E
bildet. E ist linear homdomorph zu cy.

(c) Fiir jedes t € (0,1) gibt es eine Funktion s : N — (0,1) und eine lineare
Bigektion S : co(N : s) — E, sodaf

tzll < [[Szll <flzf [z € co(N:s)].

(d) E ist pseudoreflexiv.
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(e) Sei E ein abgeschlossener linearer Teilraum von E. Dann sind sowohl D
als auch E/D vom abzihlbaren Typ. D ist komplementiert. Fir jedes € > 0
gibt es eine Projektion von E auf D mit Norm kleiner gleich 1+ €.

(f) Sei D ein linearer Unterraum von E, sei f' € D und ¢ > 0. Dann kann f'
fortgesetzt werden zu f' € E' mit || f'|| < (1+ ¢)|lf]-

Beweis:

Seimre K,0<7<1.

Zu (a): Wir diirfen annehmen, dass t; < t2 < ... . Wir wihlen eine Folge
{0} = Ey C Ey C Ey C ... linearer Teilrdume von E, sodafl jedes E, n-

dimensional ist und UE,, = E. Nach Satz 3.24 konnen wir fiir jedes n € N ein
en € B, wihlen, fiir das gilt:

7| <llenll <1

ln

laen + 2l 2~ max{flaca, |#all} (@ € K,z € Eaov).
1

n—+

Es folgt induktiv, dass fir alle aq, ..., a, € K, gilt
t; .
llanen + -+ + arer| > max{——||aies| : i < n}.
i<n tn+1

Da t,+1 < 1 ist, haben wir die gesuchte Ungleichung. Es bleibt zu zeigen, dass
{e; : i € N} eine Basis ist.

Sei s : N — [0,00) die Funktion ¢ — ||e;||. Dann erhalten wir eine Abbildung
S :co(N:s)— E durch

S(al,ag,...):Zaiei [(a1,a2,...) € co(N:s)l.
i=1

S ist offensichtlich linear und ||.S|| < 1. Es folgt nun weiters, dass
|larer + - 4+ anen|| > t1 max{||a;e;]|]} (n € Nyag,...,a, € K).

Daher ist ||Sz| > ti]jz||. S ist also ein linearer Homdomorphismus auf einen
abgeschlossenen linearen Teilraum von E. Dieser Teilraum enthilt aber alle e;,
also muf} S surjektiv sein und die e; eine Basis.

Zu (b):

Man wende das obige auf t; = v/t. Die Folge der e; ist dann t-orthogonal. Da
|7] < s(i) < 1 gilt sind ¢o(N : s) und ¢y identlische Mengen und die Identitét ist
ein Homdomorphismus.

Zu (c):

Analog (b).

Zu (d):

Sei a € E und ¢ € (0, 1): wir konstruieren ein nichttriviales f € E’ mit |f(a)| >

tlFllall-
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Seien s und S wie in (c). Es gibt ein b = (81,82,...) € co(N : s), sodass
Sb = a und es gibt ein ¢ mit ||b|| = s(¢)|5;]. Sei f : E — K die Funktion die
jedem z € E die i-te Koordinate von S~'z zuordnet. Dann ist f € F/, || f| <

s(@)7H|STY| < s(i)7't7!, wihrend andrerseits |f(a)] = |8;] = s(i)7Y||b| >
s(1) 7| S0l = s(i)~Hal|.
Zu (e):

Klarerweise ist F' := E/D vom abzihlbaren Typ. Sei @ die Quotientenabbildung
E— F.Seie>0,t:=(1+ 6)_%. I hat eine Basis bestehend aus Elementen
einer t-orthogonalen Folge e1,eo,.... Fiir jedes i sei a; € E, sodass Qa; = ¢;
und ||e;|| > t]|a;]|. Ist Aq, Ag, - -+ € K, dann gilt

1> Naill < max{[ Al [leall} < ¢7211) Niel |-

Also gibt es ein T € L(E,F) mit Te; = a; und ||T| < t72 = 1+ ¢ Es ist
QT =idp. Sei nun P := 1 — TQ. Dann ist P € L(F) und ||P|| < 1 + €. Wegen
QP =Q —-QTQ =Q —idrpoQ = Q — Q = 0 folgern wir, dass P(F) im Kern
von @ enthalten ist. Dieser Kern ist D und auf D gilt Q = 0, also ||P|| = 1. Es
ist also P eine Projektion von E auf D mit Norm 1 + e.

Zn (f) )

Wir nehmen an, D sei abgeschlossen. Sei P wie in (e) und f:= foP. O

Korollar 3.27 FEin Banachraum FE ist lokalkompakt dann und nur dann, wenn
K lokalkompakt und E endlichdimensional ist.

Beweits:

Ist £ endlichdimensional und K lokalkompakt, dann zeigt man, wie im Fall Qy,
dass E lokalkompakt ist.

Ist umgekehrt E lokalkompakt, dann enthélt E einen abgeschlossenen linea-
ren Teilraum der Homoéomorph zu K ist, also ist K lokalkompakt. Wére F
weiters unendlichdimensional, so gibt es einen abgeschlossenen Teilraum der
homoéomorph zu ¢y ist. ¢ ist aber nicht lokalkompakt. [

Korollar 3.28 In einem Banachraum E mit Basis X ist jeder abgeschlossene
lineare Tetlraum vom abzdhlbaren Typ komplementiert.

Beweis:

Sei F ein Banachraum mit Basis X und D ein abgeschlossener linearer Teil-
raum vom abzahlbaren Typ. D enthilt also eine abzéhlbare Teilmenge Y, mit
cls(Y) = D. Jedes y € Y kann geschrieben werden als

y= Z Agy®

reX

Fiir geeignete A, € K. Fiir jedes y € Y gibt es nur hoéchstens abzéhlbarviele
z, fiir die Agy # 0. Es ist also auch die Menge Z :={z € X : Jy € Y, A,y # 0}
hochstens abzihlbar. Offensichtlich ist cls(X\Z) ein Komplement von ¢ls(Z) in
E, wihrend D ein Komplement in ¢ls(Z) hat. Daher hat D ein Komplement in
E. O
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3.1.5 Kompakte Operatoren

Um alle wichtigen Sétze iiber die Orthogonalitdt auch beweisen zu koénnen,
sind an einigen wenigen Stellen Analoga kompakter Operatoren notig. Da die
Bedeutung der kompakten Operatoren fiir den Spektralsatz ansonsten aber eher
gering ist, werden die Sétze iiber diese Operatoren hier ohne Beweis angegeben.

Definition 3.29 Im Folgenden bezeichne Bi die abgeschlossene Finheitskugel
in K und Bg selbige in einem normierten Raum E.

Bei der Definition kompakter Operatoren sind einige zusétzliche Begriffe von
Bedeutung:

Definition 3.30 Eine nichtleere Teilmenge von E heifit absolut konvezx, wenn
mitx,y € E auch Ax+ py, (A, u € Bg) in der Menge enthalten sind. Es bezeich-
ne CoY fir ein nichtleeres Y C E den Schnitt tiber alle abgeschlossenen absolut
konvexen Teilmengen von E die Y enthalten. Diese Menge heifit abgeschlossene
absolut konvexe Hille von Y.

Eine Teilmenge A C E heifst kompaktoid, falls es fiir jedes € > 0 eine endliche
Menge X C E gibt, mit A C B.(0) + CoX.

Man iiberlegt sich leicht, dass Untermengen von Kompaktoiden wieder kom-
paktoid sind, ebenso wie Summen und Vereinigungen. Gleichfalls sind Bilder
von Kompaktoiden unter stetigen Abbildungen wieder kompaktoid.

Im Folgenden spielen Banachrdume, in denen alle eindimensionalen Unterrédume
orthokomplementiert sind, eine Rolle.

Satz 3.31 Sei E ein Banachraum.

(a) Ist K sphdrisch vollstindig, dann hat jeder eindimensionale lineare Teil-
raum ein Orthokomplement.

(b) Ohne die Vorraussetzung iber K gilt dasselbe auch, wenn E isomorph zu
einem co(I : s) ist.

(¢) Falls jeder eindimensionale Unterraum von E orthokomplementiert ist, dann
ist E pseudoreflexiv und sogar jeder endlichdimensionale Unterraum ist Or-
thokomplementiert.

Diese Komplementeigenschaft hat nun eine interessante Folgerung:
Satz 3.32 Seim € K,0 < |r| < 1. Sei E ein Banachraum vom abzihlbaren Typ

und X eine nichtleere beschrinkte und absolut konvexe Teilmenge von E. Dann
gelten:
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1. Falls fir t € (0,1) jede t-orthogonale Folge von Elementen in X gegen
0 geht, dann gibt es eine t-orthogonale Folge ey, ez, - € 771X, sodaf
lime, =0 und X C Co{ey,ea,...}.

2. Angenommen jeder eindimensionale Unterraum von E hat ein Ortho-
komplement. Falls jede orthogonale Folge in X gegen O geht, dann gibt
es eine orthogonale Folge ey, ez, - € 7' X mit lime, = 0 und X C
m{el, €2,... }

8. Angenommen die Bewertung von K sei diskret. Fualls jede orthogonale Fol-
ge in X gegen O strebt, gibt es eine orthogonale Folge ey, ez, - € X mit
lime, =0 und X C Co{ey,ea,...}.

Nun 148t sich die Eigenschaft kompaktoid zu sein etwas besser charakteri-
sieren.

Satz 3.33 Sei X eine beschrinkte absolut konvere Teilmenge eines Banach-
raums E. Sei 0 <t < 1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(a) X ist kompaktoid.
(b) Jede abzihlbare Teilmenge von X ist kompaktoid.

(¢) Fiir jedes € > 0 gibt es einen endlichdimensoinalen Unterraum D, sodaf
X C D+ B.(0).

(d) Es gibt eine prikompakte Menge Y C E mit X C CoY .

(e) LEs gibt eine t-orthogonale Folge ai,az,--- € E mit lima, = 0 und X C
Co{ay,as,...}.

(f) Jede t-orthogonale Folge in X strebt gegen 0.

(9) Die lineare Hiille von X enthilt keinen unendlichdimensionalen Unterraum
von E, der abgeschlossen in E ist.

(h) Sei D ein Unterraum von E, sodaff X N D offen in D ist, dann ist D end-
lichdimensional.
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Man kann sofort verschirfen

Satz 3.34 Seien E und X wie im vorigen Satz.

(1)

Angenommen jeder eindimensionale Unterraum von E hat ein Orthokomple-
ment. Dann ist Bedingung (a) des vorigen Satzes dquivalent zu jeder der beiden
Folgenden:

(a) Es gibt eine orthogonale Folge ay,az,--- € E mit lima, = 0 und X C
Co{a1,az,...}.

(b) Jede orthogonale Folge in X geht gegen 0.

(2)

Falls die Bewertung auf K diskret ist, dann ist (a) des vorigen Satzes dquivalent
2u :

Es gibt eine orthogonale Folge ay,az,--- € E, sodafl X = Co{ay,as,...}.

Nun kénnen wir kompakte Operatoren definieren:

Definition 3.35 Seien E, F' Banachrdume. Eine lineare Abbildung T : E — F
heifit kompakt, falls T(Bg) kompaktoid ist.

Diese Operatoren sind offensichtlich stetig. Sie sind den vollstetigen Opera-
toren der archimedischen Theorie verwandt:

Satz 3.36 Scien E,F Banachriume, T € L(E,F). T ist kompakt dann und
nur dann, wenn fir jedes € > 0 ein S € L(E, F) mit S(E) endlichdimensional
existiert und ||T — S|| < e.

Uberhaupt lassen sich kompakte Operatoren schén charakterisieren:

Satz 3.37 Seien E,F Banachriume. Fiir T € L(E,F) sind die folgenden Be-
dingungen dquivalent:

(a) T ist kompakt.

(b) Fiir jedem abgeschlossenen Unterraum D vom abzihlbaren Typ, ist die Fin-
schrinkung von T auf D kompakt.

(¢c) T(E) enthilt keinen unendlichdimensionalen Unterraum, der abgeschlossen
in F ist.
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(d) Es gibt a € cp,U € L(E,I*°) und S € L(co, F), sodafs T = SM,U.

(e) Es gibt a1,a2,--- € F und g1,92, -+ € E’', sodaf lim ||a,||||gn]] = 0 und
Tz => gn(x)a, (z€E).

(f) Firn € No seiv,(T) := inf{||T},|| : D ist linearer Teilraum der Codimension <
n}. Dann ist limv,(T) = 0.

(g9) Ist D ein unendlich-dimensionaler Teilraum von E, dann ist inf{||Tx| /| z|; x €

D,z #0} =0.

Damit haben wir alle wichtigen Sétze iiber kompakte Operatoren.

3.2 Mafle auf o-Algebren

Ein wichtiges Ergebnis fiir die Mafitheorie K-wertiger Mengenfunktionen, be-
trifft die Analogie zur archimedischen Definition. Man kann Mafle zwar auch
auf o-Algebren definieren, doch die dadurch erhéltlichen Mafe stellen sich als
mehr oder weniger trivial heraus. Der Beweis dieses Ergebnisses gehort dennoch
in dieses Kapitel, da damit interessante Aussagen iiber den Raum ¢y gemacht
werden konnen.

Zuvor einige Definitionen:

Definition 3.38 Sei R eine o-Algebra von Teilmengen einer Menge X und sei
p: R — K o- additiv. Eine Menge A € R heiffe u-Nullmenge, falls u(B) = 0
fiir alle B € R,B C A. Fiir A,B € R schreiben wir A < B falls A\B Null-
menge ist. Wir nennen A, B dquivalent, wenn sie sich nur um eine Nullmenge
unterscheiden.

Eine nicht-Nullmenge A € R heifit Atom, falls jede Teilmenge von A in R
entweder eine Nullmenge oder dquivalent zu A ist.

Falls A ein Atom ist und B € R, dann gilt trivialerweise entweder A < B
oder A < X\B.

Satz 3.39 Seien X, R, u wie oben. Dann gibt es eine Folge von paarweise dis-
Junkten Atomen Aj, Aa, ..., sodaff X\ U A, eine Nullmenge ist und

p(A) = {u(A,) ineN; A, < A} (A€R).

Bewets:
Seien A, A,,, B, C Mengen aus R. Fiir alle A setzen wir

||l := sup min{1, |u(B)[}
BCcA
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Falls A1, As,--- € R und B C UA,,, dann ist B eine Vereinigung von paarweise
disjunkten Elementen B, Ba,... von R fiir die B, C A, (n € N; dann ist
|n(B)| < sup |u(Bn)|, weswegen min{1, [;(B)[} < sup||A,||. Daher:

[Un Apll = sup [[An] (A1, Az,--- €R).

Weiters setzen wir

r(A) = sup [|A\B]| (AeR)
BCA,||B|I=]lAl

Sei nun A € R keine Nullmenge. Es gibt A;, Ao, ..., sodaf fiir jedes n,

Al = A7 An+1 C An;
[An+1ll = [[Anl;

1
| An\Ani1ll > §T(An)

Sei B := NAy. Fiir jedes n wihlen wir Cy, C A, \Ay11, sodaB [Cr| > (3)]]An\Ans1]|.
Gemif der o-Additivitit von g mufl diese Folge konvergieren. Es gilt lim p(C,,) =
0,lim | Ap\Ap41]| und limr(A,,) = 0. Fiir alle n, A,, = Ug>n (Ag\Ak+1)UB. Da-
her gilt

141} = tim [ An | = limmax{sup [ A\ Ags | | BII} = | B

Daher ist || B|| # 0 und B keine Nullmenge. Zu zeigen ist, dass B ein Atom ist.
Dafiir muf fiir jedes C' C B entweder C oder B\C' eine Nullmenge sein.

Nun gilt ||B|| = max{||C||, || B\C|}, sodafl entweder |C|| = || B|| oder |B\C|| =
| B||. 0.B.d.A gelte Ersteres.

Fiir jedes n gilt [|C]| = [|B] = [|All = [[An[| und damit [B\C|| < [|A.\C|| <
r(Ay,). Da der limr(4,) = 0, mu} B\C eine Nullmenge sein.

Jede nicht-Nullmenge enthélt also ein Atom. Falls A1, Ao, ... Atome sind und
A; N A; eine Nullmenge fiir ¢ # j, dann konvergiert » p(A4;) und lim p(A4;) = 0.
Damit gibt es nur hochstens abzdhlbar viele Atome und die Aussage des Satzes
ist klar. O

Satz 3.40 Sei I eine Indexmenge. Fiir jedes o-additive p : P(I) — K ist i +—
w({i}) ein Element von co(I) und

pA) =3 ulliy)  (AcT)
i€A

Beuweis:
Wir wenden das vorhergehende Lemma auf R = P(I) an. Sei A ein Atom und
werde v : P(I) — 0,1 definiert als

0eR falls u(B)=0€k
v(B):=¢ 1R falls u(B) = u(4)
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Dann ist v o-additiv. v ist die Punktmasse in einem ¢ € I. Dann ist im Sinne des
vorigen Lemmas A dquivalent zu {i}. Fiir die Atome relativ zu p, die wir geméf8
dem vorigen Lemmas erhalten, kénnen wir Punktmassen nehmen. Es gibt also
eine( endliche oder unendliche Folge) in I sodaB fiir alle A € P(I) gilt:

p(A) => {u({i}) :n €Nyi, € A}, O

Satz 3.41 Sei K nicht sphdrisch vollstindig, I eine Indexmenge. Dann gilt:

(a) Sei fel°(I). Wihle a; := f(§r53) (i € I). Dann ist a € co und

f(z) = Zaixi [x € 17°(1)].

icl

Die Funktion A f(€a) (A C ) ist o-additiv. auf P(I).

(b) Falls f € 1°°(I) und f verschwindet identisch auf co(I), dann ist f = 0.
Der Quotientenraum 1°°(I)\co(I) hat einen trivialen Bidualraum.

(c) co(I) und I>°(I) sind reflexiv.

Beweis:

(b) und (c) sind direkte Folgerungen aus (a). Zu (a):

Sei nun f € [°°(I) und definiere a : I — K wie in (a). Es ist A — f(£a)
o-additiv P(I) — K. Daher ist a ein Element von c¢o(I) und mit A =T gilt

FO) =" FEay)-
iel
Nun sei x € {°°(I). Fiir y € [°°(I) definiere xy € I°°(I) als (xy); = x;y; (i € I).
Dann ist y — f(xy) ein Element g von (*°(I)’ und es gilt

fla)=g(1) =Y g(&uy) =D F@€y)

i€l icl

= Zf(xif{i}) = inf(f{i}) = inai. 0

el i€l el
3.3 Orthogonalsysteme

Als néchstes wenden wir uns Orthogonalsystemen und -basen zu. Denn diese
spielen ein bedeutende Rolle, fiir die Theorie der straffen Mafle, welche die Ana-
loga der Borelmafle im Archimedischen sind.

Um den Begriff des Orthogonalsystems angemessen zu definieren, benétigen wir
einen Hilfssatz:
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Satz 3.42 Sei E ein Banachraum, {E;}icr eine Familie von linearen Unterrdum-
en von E. dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(a) Sind iy, ..., im verschiedene Elemente von I und xy, € E;, firk=1,...,m,
dann gilt || > x| = max ||zg]|.

(b) Es gibt eine Familie {P;}icr, sodap fir jedes i P; die Orthoprojektion von
> E; auf E; ist und PiP; =0 fir i # j, sowie

icl

(¢) Fiir alle J C T ist ;e ; B LY 05 By
(d) Fir jedes j € I,E; L, E;.

(e) Es gibt eine lineare Ordnung < von I, sodaff E; L Zi<j E; fiir jedes j € 1.

Beweits:

0.B.d.A seien die E; abgeschlossen und ihre abgeschlossene Summe ganz E.
(a) = (b):

Fir jedes x € Y E; gibt es eindeutige ¢;x € E;, sodafl * = ) ¢;x und nur
endlich viele sind ungleich 0. Wir definieren lineare Abbildungen ¢; : Y E; +—
E;:x v x;, wobel gilt ||¢;|| < 1,¢z =z falls x € E;,qux =0 falls x € Ej,i # j.
Jedes ¢; hat eine eindeutige stetige Fortsetzung P; : E +— FE;. Dann ist P; eine
Orthoprojektion und P P; = 0,7 # j.

Wir wihlen schliellich x € E,e > 0. Es gibt y € > Ej, ||z — y|| < €. Sei
J:={j €I:Pjy+#0}. Dann ist §J endlich. Ist j ¢ J, dann gilt

1Pz = 1Pz — )| < [z — )]l < €
und weiters
lz =" P =z —y) = S Py(e -yl < [z — yll < e
JjeJ JjeJ

also ist x = )" Pjx.
(b) = (¢):
Ist z € E und € > 0, dann kann es nur endlich viele j € I geben mit ||z| > e.
Dabher ist fiir jedes z € E,
Pjx = Z Pix

jeJ
konvergent. P; : E +— E ist linear und || Py|| < 1. Weiters ist P;P; = 0 falls
j & J und PjP; = P; falls j € J. Damit ist P; eine Orthoprojektion deren
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Bildbereich . ; Ej und deren Kern .., ; E; enthilt. Also gilt (c).

(¢) = (d) und (d) = (e) sind trivial, wenn man den Wohlordnungssatz akzep-
tiert.

(¢) = (a).

Wir diirfen annehmen ¢ < i3 < -+ < 4,. Dann gilt

122 @kl = max{]| g, wills 2ml} =

max{[| 2op <1 el [2m—rlls lzmll} = max{[lea]l,. .. Jzm |} O

Nun kénnen wir Orthogonalsysteme definieren.

Definition 3.43 FEine Familie {E;};c1 von linearen Teilriumen eines Banach-
raumes E heifit Orthogonalsystem von Teilrdumen, wenn sie die dquivalenten
Bedingungen des obigen Satzes erfillt.

Eine Familie von Vektoren heifst Orthogonalsystem, wenn die erzeugten Un-
terrdume die entsprechende Bedingung erfillen. Die Familie heifst Orthonor-
malsystem, wenn die Vektoren alle Norm 1 haben.

Ein Orthogonalsystem 148t sich zu einem maximalen Orthogonalsystem fort-
setzen. Ein Orthogonalsystem ist maximal dann und nur dann, wenn E eine
unmittelbare Erweiterung von [X] ist.

Der Zusammenhang von Orthogonalitdt und linearer Unabhéngigkeit ist im
Nichtarchimedischen besonders interessant. Darauf wird nun néher eingegan-
gen.

Defintion und Satz 3.44 Sei k der Restklassenkorper von K und o — @ die
kanonische Abbildung {a € K : |a| <1} — k. Sei E ein normierter Vektorraum
und B1(0) :={z € E : ||z|| <1} sowie D1(0) :={x € E: ||z| < 1}. Dann ist in
natirlicher Weise B1(0)/D1(0) =: S1(0) eine additive Gruppe. Sei x — T die
Quotientenabbildung. Dann wird S1(0) ein Vektorraum tber k durch

az:=az (veK,|a|<LzeE |z <1).

Fiir diesen Vektorraum gilt, wenn X C B1(0): 3)

X ist ein Orthonormalsystem dann und nur dann, wenn {T : x € X} linear
unabhdngig iber k ist.

Weiters ist X ein mazimales Orthonormalsystem dann und nur dann, wenn
{Z:x € X} eine Basis von S1(0) dber k ist.

Beweits:
Der erste Teil des Satzes ist klar. Der Rest folgt durch einfaches Nachrechnen.
O

Damit haben wir eine wichtige Konsequenz

Satz 3.45 Je zwei maximale Orthonormalsysteme im Banachraum E haben
gleiche Mdchtigkeit.
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Beweis:

Direkete Folgerung aus dem obigen Satz. [

Anmerkung:

Weiters sind die linearen Hiillen zweier maximaler OGS eines Banachraums iso-
metrisch isomorph.

Definition 3.46 Sei eine Basis eines Banachraums E wie oben definiert. Dann
heifit eine Basis Orthogonalbasis, wenn das System der x € E ein Orthogonal-
system ist.

Analog lassen sich t-orthogonale Basen definieren.

Definition 3.47 Seien E, F' Bacnachriume. Eine stetige lineare Surjektion T :
E — I heifit strikt, wenn fir jedes a € F ein x € E existiert, mit Tx =
a, ||T||[|z]| = llal|.

Ein Banachraum F heifit projektiv, wenn fir jeden Banachraum E und jede
strikt Surjektion T € L(E,F) ein S € L(E,F) existiert. mit TS = id und
T[S < 1.

Der Zusammenhang von Projektivitdt und der Existenz einer Orthogonal-
basis ist Inhalt des néchsten Satzes:

Satz 3.48 (Gruson-van der Put) Fin Banachraum E ist projektiv dann und
nur dann, wenn E eine Orthogonalbasis hat.

Beweis:
Sei T': E +— F eine strikte Surjektion und F' habe eine Orthogonalbasis X . Fiir
jedes x € X wihle ein 2’ € E fiir das Tz = 2’ und ||T||||2'|] = ||=||. Da X eine

OGB ist, setzt sich x — &’ eindeutig zu einem S € L(F, E) fort. Es gilt T'S = id
und || S < [J¢] 1

Fiir die andere Richtung sei angenommen, dass F projektiv ist. Sei Z := E\{0}, s(z) :=
llz]| und (z € Z). Dann ist P:aw ) ., a.z eine strikte Surjektion co(Z;s) —
E mit Norm 1. Da E projektiv ist, gibt es ein lineares T : E +— ¢o(Z;s) mit
Norm 1 und PT = idg. T ist dann eine Isometrie und es geniigt zu zeigen,
dass T'(F) eine OGB besitzt. Daher diirfen wir annehmen, dass F ein Teilraum
eines Banachraumes F', der eine ONB hat, ist und dass es eine Orthoprojektion
P:F s E gibt.

Wir nennen eine Teilmenge Y von X stabil, wenn P(Y") C [Y]. Fiir eine stabile
Menge gilt EN[Y] = P(Y).

Fiir jedes abzihlbare Y C X gibt es ein abzihlbares Y’ C X mit P(Y) C [Y'].
Dabher ist jedes abzéhlbare Y enthalten in einer abzéhlbaren stabilen Teilmenge
von X.

Sei S die Menge aller Paare (Y, B), wobei Y C X stabil und B eine OGB von
P([Y]) ist. In natiirlicher Weise, werden diese Paare durch komponentenweise
Inklusion halbgeordnet. Zu zeigen ist damit, dass S ein maximales Element be-
sitzt und dieses Element das gesuchte Objekt ist.

S ist nichtleer, da (0,0) dazugehort. Wir wihlen nun ein Teilkette (Y, Bx)a
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aus der HO und setze Y := UY),B := UB). Dann ist Y € X und B ist eine
orthogonale Menge von Vektoren. Aulerdem gilt:

[Y] = U], P([Y]) € UP([YA])

und
[B] = U|| Ball-

Es folgt leicht, dass (Y, B) € S. Natiirlich ist (Y, B) eine obere Schranke fiir die
gewihlte Kette. Somit hat S nach dem Lemma von Zorn ein maximales Element
(Yo, Bo).

Sei nun Yy # X. In dem Fall gibt es ein y; € X\Yo. {y1} ist enthalten einer
abzdhlbaren stabilen Teilmenge Y7 C X. Dann ist Yy U Y7 stabil und Yy U Y3
enthélt Y, echt.

Sei @ die natiirliche Orthoprojektion [X] +— [Yo] deren Kern || X\Yj||. Dann ist
PQ eine lineare Abbildung mit Norm < 1. Sie bildet [X] auf P([Yp]) ab und, da
Yp stabil ist, es gilt (PQ)? = PQ. Daher ist PQ eine Orthoprojektion von [X]
auf P([¥y]).

D :={z € P([YoUY1]) : PQz = 0} ist ein Orthokomplement von P([Yp]) in
P([YpUY1]). Hat nun D eine OGB By, dann hat P([Yy UY3]) die OGB BU By,
was der Maximalitét von (Yp, By) widerspricht. Also sind wir fertig, wenn wir
zeigen konnen, dass D eine OGB hat.

Da PQ eine Orthoprojektion auf P([Yy]) ist, gilt (I — PQ)P([Yo]) = {0} und
daher

D = (I-PQ)P([YouV1]) = (I-PQ)P([Yo])+(I-PQ)P([Y1\Y0]) = (I-PQ)P([Y1\Y])-

Es ist Y1\Yo abzihlbar. Also ist D vom abzihlbaren Typ. Wir wihlen eine
(moglicherweise endliche) Folge Dg, D1, ... linearer Unterrdume von D, sodafl
dim D,, = n fiir jedes n und UD,, ist dicht in D. Nach Satz 3.31 gibt es fiir jedes
n eine Orthoprojektion P, von F nach D,. Fiir jedes n € N, fiir welches D,,
existiert, haben wir D,,_1 # D,, sodafl D,, ein Element e, ungleich 0 enthilt,
mit P,_1(e,) = 0. Fiir dieses e,, sehen wir, dass gilt e,, 1 D,,—1. Also bilden die
e, eine OGB von D. [
Mit diesem Satz kann man beweisen:

Satz 3.49 (Gruson) Hat E eine Orthogonalbasis, dann auch jeder abgeschlos-
sene lineare Teilraum.

Beweits:

Sei D ein abgeschlossener linearer Teilraum von E. Es geniigt zu zeigen, dass
D projektiv ist. Sei T eine strikte Surjektion eines Banachraums H auf D. Wir
bilden ein S € L(D, H), fiir das T'S = id gilt und ||T||||S] < 1. O.b.d.A nehmen
wir an ||T|| = 1. Man beachte D = H/kerT.

Sei nun Hx D H eine sphérische Vervollstdndigung von H und @ die Quo-
tientenabbildung H* — H x /kerT. Die Einbettung H C Hx* induziert ei-
ne isometrische Einbettung H/kerT C H x /kerT und dadurch eine Isometrie
J: D w— Hx/kerT,sodal JT die Einschrinkung von Q auf H ist. Da H x /kerT
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sphérisch vollstdndig ist, enthilt es eine sphirische Vervollstandigung J(D)* von
J(D). Nach dem Satz von Ingleton kénnen wir J fortsetzen zu einer linearen
Abbildung R : E — J(D)* mit |R|| = 1.

Sei x € E, Rx # 0. Dann ist Rx ein Element der Unmittelbaren Erweiterung
J(D)* von J(D), also gibt es ein d € D fiir das ||Jd — Rz| < ||Rz| gilt.
Da T strikt ist, gibt es ein h € H mit Th = d und ||| = ||d|. Damit ist
Qh — Rx € H * /kerT und ||Qh — Rz| = ||JTh — Rz|| = ||Jd — Rz|| < ||Rz||,
sodafl es ein b’ € Hx* geben mufl, mit Qh' = Qh — Rz und ||W'|| < ||Rz||. Da
|Jd — Re|l < |Ra| gilt, haben wir [|W']| < |[Re|l = |Jd] = |id] = |I4].

Sei nun hx = h — h/. Dann ist hx € H x /kerT,Qhx = Rz und ||h* || = ||h]| =
|Rz|| < ||z||. Daher gibt es fiir jedes x € E ein hx € Hx, fiir welches Qh* = Rx
gilt und ||h* || < ||z

Nehmen wir nun fiir z die Elemente der Orthogonalbasis X von FE, so erhalten
wir eine Abbildung x — xx von X in Hx die sich eindeutig fortsetzt zu einem
S € L(E,Hx) mit ||S|| < 1 und QS = R. Falls S D nach H abbildet, dann
haben wir J = R‘D = (Qg)‘D = Q o (§|D) =JTo (§|D), sodal T o (§|D) = idD
und wir kénnen definieren S := 5.

Es bleibt zu zeigen, dass wirklich S(D) C H. Sei d € D, dann gibt es ein h € H
mit d € Th. In H % /kerT gilt QSd = Rd = Jd = JTh = Qh und daher
Sdeh+kerQ=h+kerT CH. O

Ein einfaches Korollar aus diesem Satz ist das Folgende:

Korollar 3.50 Hat ein Banachraum E eine Basis, dann auch jeder abgeschlos-
sene lineare Teilraum.

Beweis:

Folgt trivial aud dem obigen. [J.

Die folgende Aussage wird fiir die nicht-archimedischen Mafle, wie auch den
Spektralsatz benotigt.

Satz 3.51 Fir jeden Banachraum E sind die folgenden Bedingungen dquiva-
lent.

(a) Jedes mazimale Orthogonalsystem von Elementen von E ist eine Orthogo-
nalbasis.

(b) Jeder abgeschlossene lineare Teilraum hat ein Orthokomplement.

(c) Jeder abgeschlossene lineare Teilraum vom abzihlbaren Typ hat ein Ortho-
komplement.

(d) E ist nicht eine unmittelbare Erweiterung, eines echten abgeschlossenen li-
nearen Teilraums.
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(e) Jedes abzihlbare Orthogonalsystem von Elementen von E, kann zu eine
OGB fortgesetzt werden.

Beweis:

(a) = (b):

Sei D ein abgeschlossener linearer Teilraum von F, dann wéhle man ein ma-
ximales Orthogonalsystem X. Geméfi Vorraussetzung kann man X zu einer
Orthogonalbasis Y von FE fortsetzen. Es gibt nun eine Orthoprojektion P von
E auf [X], deren Kern ganz [Y\ X] ist. Damit ist (D N KerP) L [X], womit die
Einschrinkung von P auf D injektiv ist. Damit ist D = P(D) = [X] und KerP
ist ein Orthokomplement von D.

(b) = (¢):

Trivial

(¢) = (d):

Angenommen F ist eine unmittelbare Erweiterung eines abgeschlossenen linea-
ren Teilraums D von E. Sei @ € E. Dann hat D einen abgeschlossenen linearen
Teilraum Dy vom abzdhlbaren Typ, sodafl dist(a, D) = dist(a, D1). Gemi$ ~y
existiert eine Orthoprojektion @ von E auf D;. Es gilt fiir alle x € D:

l(a - Qa) — | = lla = (Qa + )|
> dist(a, D) =dist(a,D1) = |a— Qal.

Daherist a — Qa L. D,a — Qa=0und a =Qa € D; C D.

(d) = (a):

Ist X ein maximales Orthogonalsystem von Elementen von E, dann ist E eine
unmittelbare Erweiterung von [X]. Falls (d) gilt, dann folgt [X] = E.

(a) = (e) ist offensichtlich, (¢) = (c¢) analog zu (a) = (b). 0.

Korollar 3.52 Mit einem Banachraum E haben auch alle abgeschlossenen li-
nearen Teilrdume und Quotientenrdume die Eigenschaften des vorigen Satzes.

Beweis:

Habe E die Eigenschaften des vorigen Satzes und sei D ein abgeschlossener li-
nearer Teilraum. Nach dem obigen Beweis von (a) = (b) hat D die Eigenschaft
(a). Gemé$ (b) hat D ein Orthokomplement Dy und D; hat die Eigenschaft (a).
Es ist nun aber Dy 2 E/D.[.

Satz 3.53 Ein endlichdimensionaler Banachraum E hat die obigen Eigenschaf-
ten genau dann, wenn er eine Orthogonalbasis hat.

Beweis:

Das folgt daraus, dass zwei verschiedene OGB’s stets gleichméchtig und ihre
linearen Hiillen linear isometrisch sind. Damit hat ein endlichdimensionaler Ba-
nachraum FE die Eigenschaft (a) , sobald er eine OGB hat. [.
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Satz 3.54 Fiir einen unendlichdimensionalen Banachraum E sind die Bedin-
gungen (a)—(e) der vorigen zwei Sitze, jeweils dquivalent zu jeder der folgenden
Aussagen:

(f)-

Jeder abgeschlossene lineare Teilraum von E ist sphdrisch vollstindig.

(9)-

E hat eine Orthogonalbasis und ist sphdirisch vollstindig.

(h).

Jede strikt fallende Folge von Werten der Normfunktion auf E konvergiert gegen
0.

Die Bewertung auf K ist diskret. Mit 0 < || < 1,7 € K gibt es eine Menge X
und eine Funktion s : X — (|r],1], sodaf$

E>cp(X:s)

und die Menge der Werte von s wohlgeordnet ist. Ist E vom abzdihlbaren Typ,
dann sind alle diese Bedingungen dquivalent zur sphdrischen Vollstindigkeit von
E.

Beweits:

Sei zuerst E vom abzdhlbaren Typ. n impliziert sphérische Vollstindigkeit. Da
umgekehrt E' # {0}, ist auch K sphérisch vollstéindig und es gibt eine OGB in
E.

Fiir beliebiges E:

(a) = (i):

Sei m € K wie iiblich. E hat eine OGB X und wir kénnen X so wéhlen, dass
|7] < ||lz|] < 1,Vz € X. Dann ist E = ¢o(X : ||.||). Gilt ¢ nicht, dann gibt es
a1, ae, -+ € K und verschiedene x1, 2, -+ € X, sodaf

1> |aa|flzall > |az[z2]l > - - > |x].

Wir diirfen z,, durch «,,x, ersetzen und koénnen auch annehmen, dass o, = 1
fiir jedes n. Wir definieren ¢ € E’ durch

go(z A ) = Z Az, -

zeX

E hat die Eigenschaft § und ¢ # 0, daher gibt es ein ¢ # 0,c € E mit ¢ L ¢p~1(0).
Wir wéhlen ¢ so, dass ¢(c) = 1. Dann gibt es v, € K, fiir die ¢ = > 7y,z. Da
w(c) =1, gibt es ein m € N mit |v;,,| > 1. Damit gilt:

el = 1V @mll < llzmll > |2mall

Andrerseits ist ¢(c) = 1 = ¢(x,,) und daher ¢ — 2,11 € ¢~ 1(0) L c. Also ist
|Zm1l] = max{|lc|, |€m+1||} > |lc]| und das ist ein Widerspruch.
(1) = (h):
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Die Werte der Funktion ||.|| auf co(X : s) sind einfach die Werte |a|s(z).

(h) = (f):

Ist F ein vollstindiger ultrametrischer Raum in dem jede strikt fallende Folge
von Abstidnden gegen 0 konvergiert, so ist F sphérisch vollsténdig.

(f) = (9):

Sei D die abgeschlossene lineare Hiille eines maximalen OGS in E. Dann ist D
nach ¢ sphérisch vollsténdig und es gibt eine Orthogonalprojektion P von E auf
D. Da das OGS maximal war, ist P~(0) = {0} und D = E. D hat eine OGB.
(9) = (a):

Sei D die abgeschlossene lineare Hiille eines maximalen OGS in E. Da zwei
verschiedene maximale OGS gleichméchtig und ihre linearen Hiillen isometrisch
isomorph sind, ist D 22 E, sodafl E sphérisch vollstéindig ist. Der Rest folgt wir
oben. [

Aus diesem Satz folgen wichtige Korollare.

Korollar 3.55 Sei K sphdrisch vollstindig und dicht bewertet. Ist E ein un-
endlichdimensionaler Banachraum, dann kann E’ keine Orthogonalbasis haben.

Beweits:

E’ ist in diesem Fall sphirisch vollsténdig. Nun wende man den vorigen Satz
an. [J

Das folgende Korollar wird an einer Stelle als Hilfsmittel fiir eine Aussage der
nichtarchimedischen Mafitheorie benétigt. Es wird ohne Beweis angegeben, da
dieser sich hauptséchlich auf die Sitze iiber Kompakte Operatoren stiitzt.

Korollar 3.56 (ohne Beweis) Sei K dicht bewertet. Dann ist jede stetige li-
neare Abbildung I°° +— cq kompakt, cq ist nicht komplementiert in 1°° und [*°
hat keine Basis.

Nun koénnen wir einen sehr wichtigen Satz von van der Put beweisen.

Satz 3.57 (van der Put) Seikq der Primkorper des Restklassenkirpers k von
K. Sei X ein lokal-kompakter Raum. Sei weiters U ein mazimales System offe-
ner kompakter Teilmengen von X, deren ko-wertigen charakteristischen Funk-
tionen linear unabhingig sind. Dann ist {£y : U € U} eine Orthonormalbasis

von Coo (X).

Anmerkung:
Es gibt eine kg-lineare Abbildung von k auf kg, die alle Elemente von kg fest
148t. Es folgt leicht, dass die ko-wertigen charakteristischen Funktionen eines
Systems von Teilmengen von X linear unabhéingig iiber k¢ sind, genau dann
wenn sie linear unabhéngig iiber £ sind.
Beweis:
Sei Ky der Primkorper von K. Wir konnen in natiirlicher Weise kg mit dem
Restklassenkorper von K| identifizieren. Die Bewertung auf K ist diskret. Da-
her gibt es ein ¢ € (0, 1) fiir welches aus o € Ko, |a| < 1 folgt || < ¢.
Sei B.(X) die Menge aller offenen kompakten Teilmengen von X und sei F' die
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lineare Hiille von {&y : U € B.(X)}. Fiir U € B.(X) bezeichne ey die k-wertige
charakteristische Funktion von U. Weiters sei D := [{&y : U € U}].

Falls U € B.(X) gilt, dann folgt aus der Definition von U, dasses Uy, ..., U, € U
und 5y, ..., Bm € ko gibt, sodal ey = Y Biey,. Damit gibt es auch ay, ..., qy, €
Ko mit |oy| <1 fiir jedes ¢ und ||{p — > iy, || < 1. Daher ist dist(&y, D) < t.
Schreibt man jedes Element von F' als endliche Linearkombination von charak-
teristischen Funktionen von paarweise disjunkten Elementen von B.(X), dann
sieht man, dass dist(f, D) < t||f] fir alle f € F, f # 0. Da F dicht in Cwo(X)
ist, gilt die gleiche Ungleichung fiir alle f € Coo(X), f # 0. Wir folgern mit dem
vorigen Satz das D = Coo(X). O

Satz 3.58 Sei Y ein topologischer Raum. Dann hat PC(Y') eine Orthonormal-
basis aus charakteristischen Funktionen von clopen Mengen und jedes Ortho-
normalsystem von charakteristischen Funktionen von clopen Mengen, kann zu
einer Orthonormalbasis von PC(Y') fortgesetzt werden.

Beweis:
Es ist PC(Y) 2 C(Y). Weiters priift man die lineare Unabhingigkeit iiber k
leicht nach und erhélt die Orthogonalitét.

Satz 3.59 (Ellis) SeiY eine abgeschlossener Teilraum eines null-dimensionalen
Hausdorffraumes X . Angenommen es ist Y kompakt oder die Uberlagerungsdi-
mension von X ist 0. Dann gibt es eine lineare Isometrie T : PC(Y) — PC(X),
sodaf fiir jedes f € PC(Y), Tf eine Erweiterung von f ist.

Beweits:

In beiden Féllen gibt es fiir jedes U C Y clopen, eine clopen Menge U’ C X
mit U =U’'NY. Sei U das System derjenigen clopen Teilmengen von Y, deren
charakteristische Funktionen eine Orthonormalbasis fiir PC(Y") bilden. Es gibt
ein eindeutiges T' € L(PC(Y), PC(X)), sodal T¢y = &y fiir alle U € U. Dieses
T hat die gewiinschten Eigenschaften. [

Als letztes benotigen wir noch ein Analogon des Weierstrafischen Approximati-
onssatzes.

Satz 3.60 (Kaplansky) Sei X C K kompakt. Dann bilden die Polynomfunk-
tionen auf X einen dichten Teilraum von C(X).

Beweis:

Die charakteristischen Funktionen der Mengen X N Bs(c) mit 6 > 0,¢ € X,
bilden einen dichten linearen Teilraum von C(X). Wir miissen also lediglich
zeigen:

Ist X € K kompakt, 0 € X, 0 < < 1 und 0 < € < 1, dann gibt es eine
Polynomfunktion P auf X, sodaf |P(z) — {p; o) ()| < € fiir alle 2 € X.

Fiir eine solche Wahl von ¢ und €, wihlen wir ¢1,...,¢, € X, sodal X =
Bs(0) U U, Bs(c;). Es seien B;(0), Bs(c1),. .., Bs(cm) paarweise disjunkt und
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ler] < ea] < -+ < |- Damit ist |¢;| > 6. Wir konstruieren nun eine Polynom-
funktion P mit

|P(z) —1| <€ fir € Bs(0),
|P(z)| <e firzeU;Bs(c).

Sei k € N, sodaB (6/]c1])* < e. Dann ist fiir 2 € Bs(0) und alle i, 1 — (z/c;)* €

B.(1). Wir wihlen nun positive ganze Zahlen n1, . .., n,, und definieren P durch
PGy =TT - (5.
i=1 *

Fiir jede Wahl der n; gilt jedenfalls |P(z) — 1] < € fir € Bs(0). Wir withlen
nun z € Bs(¢;) fur irgendein 4. Dann ist |z| = |¢;|, da § < |¢;|. Wir schétzen nun
1= (2)¥] ab.
Fiir j > 1,
1= ()4 < max{L,| =) = max{1,| 7} = 1
C Cj Cj

%

Fir j =14,
T T T T
L= (P == S S (D))
J ¢j ¢j ¢
< lci _$|1 < i
C; |Cl|
Fir j <4,

x x ci
1— () < 12k = Sk
1 () < ma{L | = 12
Wir miissen also die n; so wihlen, dass fiir jedes ¢ gilt:
s

|ﬂ|kn1|_1|kn2 | (& |lml,1(£)n1 <e.
C1 C2 Ci—1 Cc1

Dies ist aber moglich, da 2 < 1. O

[e1]

Damit sind alle Sdtze, die zur Behandlung der K-wertigen Mafle erforderlich
sind, vorhanden.



Kapitel 4

Nicht-archimedische
Mafl3theorie

4.1 Mafle mit Werten in nichtarchimedischen Kérpern

Wir betrachten Mengenfunktionen mit Werten in einem nicht-archimedischen
Korper K.

Ein Problem in der nicht-archimedischen Mafitheorie ist, dass es keine nicht-
atomaren Borelmafle im Sinne der archimedischen Theorie gibt( Siehe Teil iiber
nichtarchimedische Banachridume). Es zeigt sich, dass das Problem bei der De-
finition mafB-artiger Mengenfunktionen nicht die o-Additivitat ist, sondern die
Tatsache, dass das Mengensystem eine o-Algebra sein soll. Auf Mengenringen
lassen sich dagegen sehr wohl entsprechende nicht-triviale Funtionen definieren.

Definition 4.1 Es sei im folgenden R ein Mengenring tber einem topologi-
schen Raum X, dessen Elemente X iiberdecken. R ist eine Basis fiir eine Topo-
logie, die wir R-Topologie nennen wollen. Statt stetig, kompakt .etc beziiglich der
R-Topolgie sagen wir einfach R-stetig, R-kompakt, etc. Wir nennen R punkte-
trennend, wenn fir je zwei verschiedene Elemente x,y € X ein A € R existiert,

mitx € A,y & A.

Anmerkung:
Die R-Topologie ist offensichtlich dann und nur dann Hausdorff’sch, wenn R
punktetrennend ist.

Definition 4.2 FEin Teilsystem A von R heifit schrumpfend, falls der Durch-
schnitt von je zwei Elementen von A ein Element von A enthdlt. Ist A schrump-
fend mit leerem Durchschnitt und f eine Abbildung R — K, dann sagen wir
limaca f(A) =0 genau dann, wenn

Ve>0 FAge A [f(A)|<e V(A€ A ACA).

59
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Definition 4.3 Ein Maf auf R ist eine Abbildung 1 : R — K mit folgenden
Eigenschaften:

(a) p ist additiv.
(b) Fir alle A € R ist die Menge {u(B) : B € R,B C A} beschrinkt.

(c) Sei A ein schrumpfendes Teilsystem und () 4. 4 A leer, dann gilt lim s 4 p(A) =
0.

Die dritte Bedingung ersetz o-Additivitdt. In der Tat folgt die o-Additivitat
aus (c). Falls die R-Topologie Lindel6f’sch ist, dann ist (¢) dquivalent zur o-
Additiviat.

Definition 4.4 Fiir ein beliebiges 1 : R — K sei nun definiert:
JAll, = sup{lu(B) : BER,BC A}  (A€R).
Lemma 4.5 Es folgt unmittelbar
JAll, < 1Bl < A C B.
Damit ist 3.(b) offensichtlich dquivalent zu:
|All, < o0 (VA eR).

Beweis:
Trivial. O

Satz 4.6 Fir ein additives p ist 3.(c) dquivalent zu:

ACR st schrumpfend und N A =0 = }xin}c\ lA]l. = 0.
€

Beweits:

Offensichtlich folgt 3.(c) aus dieser Bedingung. Zur Umkehrung:

Sei pr : R — K additiv und 3.(c) gilt. Sei A schrumpfend mit leerem Schnitt
und € > 0. Der Beweis ist fertig, wenn wir nun stets ein A € A finden kénnen
mit || A, < 2e.

Es gibt nun eine Menge Ay mit |u(A)| < e fiir alle A € A, A C Ag. Fiir jedes A
wihlen wir R4 € R,Ra C A, sodaB [u(Ra)| > min{e, 27| A|,}. Fiir jedes A
gilt:

{RaNB:Be A B C A} ist ein schrumpfendes Teilsystem von R mit leerem
Schnitt. Also kann man fiir jedes A € A ein A’ € A, A’ C A wihlen, sodafl
(R0 A)| < .

Betrachten wir das System B:= {Ry4UA" : A€ A A C Ag}. Falls A,Be A,
dann existiert ein C € A mit C C A’ N B’. Dalfiir gilt dann,

RocUC' cCc A c RyUA und ebenso
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RculC' cCcB CcRgUB.

Daher ist B schrumpfend und der Schnitt von B ist leer. Es existiert nun sicher
ein A € A, A C Ao, |p(Ra UA")| < e. Fiir dieses A gilt [u(Ra U A")| < ¢,
|u(RanNA| <eund |u(Ad)| <e(daja A € Aund A’ C A C Ap).

Daher gilt |1(Ra)| = |u(RaUA ) +u(RaNA")—pu(A”)| < e. Aus der Ungleichung:

|u(Ra)| > min{e, 27| All,.}

folgt, dass [|Al|, < 2. O
Anmerkung:
Fiir jedes Mafl p auf R gelten noch die folgenden zwei Eigenschaften:
3.(d):
JAU B, < max{||Al,.. | Bl..}

3.(e):
Ist SCR, A€ Rund A C [Jges S, dann gilt:

[ Al < sup [[S]],.-
Ses

Definition 4.7 Fir f: X — K und ¢ : X — [0,00), sei definiert:

1fllg := sup |f(z)[(x).
reX

Daraus folgt eine andere, wichtige Funktion:

Satz 4.8 Sei p ein Maf auf R. Dann ezistiert eine eindeutige Funktion N, :
X — [000) fiir die gilt:

(a)
v, = U1l

(b) Falls ¢ : X — [0,00) und |[Evlle < U, gilt, fir alle U € R, dann gilt
¢ <N,.
N, ist gegeben durch:

Nu(@) = _inf_ (U]l

Beweis:
Sei ein N, definiert wie oben. Dann gilt (b) offensichtlich und ebenso die Un-
gleichung:

1€v N, < Uu

Fiir die umgekehrte Ungleichung sei U € R,e > 0. Es sei A := {4 € R :
A C U|U/A|, < |€ulln, + €}. Nach Eigenschaft 3.(d) nicht-archimedischer



62 KAPITEL 4. NICHT-ARCHIMEDISCHE MASSTHEORIE

MafBe ist A schrumpfend. Fiir jedes x € U existiert ein A € R,z € A mit
|All, < Ny +€ < |lEulln, + € also U/A € A. Es folgt, dass der Schnitt iiber
A leer ist. Aufgrund der zu 3.(c¢) dquivalenten Aussage, existiert ein A € A mit
| Al <e. Also:

101w < max{[|All, [U/Allu} < [€vlln, +e O

Im Folgenden wird oft IV statt IV, geschrieben, wenn keine Verwechslung zu
befiirchten ist.

4.2 Fortsetzung von Maflen

Definition 4.9 Eine Treppenfunktion( R-Treppenfunktion) ist eine Abbildung
von X nach K, die eine endliche Linearkombination von charakteristischen
Funktionen von Elementen aus R ist.

Die Treppenfunktionen bilden einen Vektorraum iiber K.

Satz 4.10 Es existiert eine eindeutige lineare und skalarwertige Funktion [ auf
dem Vektorraum der Treppenfunktionen, sodaf8 [ £a = p(A), fir jedes A € R.

Beweis:

Die Abbildung ist wohldefiniert und durch ihre Werte auf den charakteristischen
Funktionen eindeutig bestimmt. [

Bemerkung:

Sei f eine Treppenfunktion( f =" a;€4,), dann gilt:

[ 1< 15l <o
Definition 4.11 FEine Funktion f : X — K heifit p-integrierbar, falls es eine
Folge von Treppenfunktionen (f;) gibt, mit lim || f — fil|n, = 0.
Offensichtlich gilt:

Satz 4.12 1) Die p-integrierbaren Funktionen bilden einen Vektorraum L(w).
2) Die Treppenfunktionen bilden einen dichten Teilraum von L(u).

Beweis:

Klar, nach Definition. [

Da | [ fdu| < ||f||~, fiir alle Treppenfunktionen gilt, existiert ein eindeutiges
lineares Funktional [ : f — [ f auf £(p). Fiir dieses gilt:

Satz 4.13

[ <l (0 € L)

/ Eadp=p(4)  (A€R).
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Beweits:
Folgt aus der Dichtheit der Treppenfunktionen in £(u). O

Definition 4.14 Sei R, := {A : A C X,{a € L(p)} das System der Teil-
mengen von X mit p-integrierbarer charakteristischer Funktion. Fir A € R,

definere ' (A) := [ £adp.
So konstruieren wir eine Fortsetzung des gegebenen Mafles p.

Satz 4.15 Sei p ein Maf auf R. Fine Menge A C X ist ein Element von R,
dann und nur dann, wenn fir jedes € > 0 ein B € R existiert, sodaff N, < €
auf ANB.

Beweis:

Zu zeigen ist, dass A € R dann und nur dann, wenn Ve > 0,dB € R mit
|64 — €Bl|v < €. Das daraus A € R, folgt ist klar.

Umgekehrt, sei A € R,,e > 0. Dann gibt es eine Treppenfunktion f mit |[{4 —

flin, < e
Setze B :={z : |f(z) — 1| < 1}. Dann ist B € R. Fiir alle x gilt:

[f(2) = &p(@)| <min{[f(2)],[f(z) - 1|} <[f(2) - Eala)].
Daher gilt

164 = &pllv < max{|[f — &alln, [|f = €lIn} = [If = €ally <e. O

Damit ist gezeigt, dass R, ein iiberdeckender Mengenring tiber X ist. Als néchs-
tes zeigt sich die Fortsetzbarkeit von p auf R,,.

Satz 4.16 Sei p ein Maf auf R. Dann ist ¢/ ein MafS auf R, dass auf R mit
W dbereinstimmit.

Beweits:
p' ist additiv und dies ist Eigenschaft 3.(a) eines Mafles. Falls A € R, dann gilt
fiir alle B C A:

W (B)] < [[€6lln < [1alln < oo

Damit erfiillt © die Bedingung 3.(b) fiir nicht-archimedische Mafle.
Also fehlt nur noch Eigenschaft 3.(c), dann ist man fertig:
Sei nun A C R, schrumpfend und mit leerem Schnitt. Sei € > 0 und X, := {z €
X : N(z) > €}. Weiters sei B:={Be R:3Ac A, ANX. = BNX.} Bist
schrumpfend. Falls z ¢ X, dann 3C € R,z € C mit € > ||C||, = ||C||n. Dann
ist B\C € BVB € B, also C N (NB) = (. Es ist daher NB C X..
Nach dem vorhergehenden Satz, gibt es ein A € A mit AN X, = BN X,. Damit
gilt:

NB =NpesBN X =NaeadN X, = 0.
Wendet man die zu 3.(c) dquivalente Bedingung auf B an, dann gibt es ein
B € B mit |Bl|, < e. Also BN X, = . Damit existiert ein A € 4, AN X, =0,
sodaB |A]|, <e O
Damit wurde das Maf also auf einen gréfieren Ring ausgedehnt. Nun wére denk-
bar, dass man immer wieder das Maf} so erweitern konnte. Diese Frage klart der
folgende
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Satz 4.17 Ist p ein Maf$ auf R. Dann ist N, = Ny und in der Folge L(p) =
L")

Beweis:
Sei z € X. Wir zeigen N(x) = inf{|[|A[|, : A € Ry,x € A}. Sei s > N(x).
JAeRCRy,x €A, |A|N <s. Fir jedes Be R, B C A gilt:

(W (B)] < || Blln < | Allv < .
Daher auch ||A||, < s. Folglich gilt:
N(z) > inf{||A]|,y : A€ R,z € A}.

Fiir die andere Richtung sei t > 0,t < N(z) und A € R,,z € A. Wir sind
fertig, wenn wir zeigen konnen, dass ||A|,» > t. Es gibt nun ein B € R mit
N <t auf AAB. Fiir dieses B gilt, |B||y > N(x) > t, also |u(c)| > t fiir ein
CeR,C C B. Da gilt:

1(C) = @ (CNA)| = | (C\A)| =< |C\A|xy < [|B\ Al <t < |p(C)]
sieht man, dass |u(C' N A)| = |u(C)| weswegen
[l = W (CnA) =|u(@)] >t O

R, definiert natiirlich wieder eine Topologie auf X. Diese ist feiner als die R-
Topologie.

Satz 4.18 (a) Ist i ein Maf$ auf R, dann ist N,, R-halbstetig von oben und fiir
jedes A € Ry, und € > 0 ist die Menge {x € A: N(z) > e} R, -kompakt.

(b) Seip: R — K additiv. Angenommen es existiert eine von oben R-halbstetige
Funktion ¢ : X — [0,00), sodaf |u(A)] < sup,cad(x) (A € R) und die
Menge {x € A: ¢(x) > €} ist R-kompakt. Dann ist u ein Mafi und N, < ¢.

Beweits:

(a)

Sei X, := {x : N(z) > €}. Fiir jedes a € X\X, existiert ein A € R,a €
A,||A|l, < e. Dann ist A € X\X.. Daher ist X, R-abgeschlossen und N ist
R-halbstetig von oben.

Wiéhle A € R, und sei T eine Uberdeckung von AN X, durch Elemente von Ry
Dann bilden die Mengen A\ (U;U---UU,UU), wobein € N, Uy,...U, € T,U €
Ry und U C X\ X, ein schrumpfendes Teilsystem von R, dessen Schnitt leer
ist. Nach Eigenschaft 3.(c) eines Mafles gibt es Uy,...,U, € T und U C X\ X,
mit [|[A\(U1 U---U U, UU)||, < ¢ also AA\(U1 U---UU,UU) C X\X.. Da
Uc X\X, folgt ANX. Cc Uy U---UU,. Damit ist AN X, kompakt und diese
Menge ist gerade {x € A : N,(z) > €}.

(b)

Es gilt sicher [|Al|, < [|€alls (VA € R).
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¢ ist R-halbstetig von oben, daher ist ¢ nach oben beschrinkt auf jeder R-
kompakten Menge. Daher ist ||A|, < 0o0,YA € R und p hat Eigenschaft 3.(b)
eines Mafes.

Sei nun A C R,NA = ) und € > 0. Die Mengen {z € A: ¢(x) > €} (A€ A)
bilden eine Familie R-kompakter Mengen die unter endlichen Durchschnitten
abgeschlossen und deren Schnitt leer ist. Es muf} also ein A € A geben, sodaf
{x € A: ¢(z) > €} = 0. Es folgt, dass A C {z: ¢(z) < e} und |[A], <e. O
Damit hat man unmittelbar:

Korollar 4.19 Fulls p ein Maf auf R ist, dann ist fir jedes € > 0 die Menge
{z : N,(x) > €} R-lokalkompakt.

Ohne Beweis sei noch erwahnt:

Satz 4.20 (ohne Beweis) Sind v, Mafle auf R, dann sind auch p+ v und
uw— v Mafe und es gilt:

Nyio(a) < max{N,(a), Ny(a)}  (a€ X)),
INu(@) = Ny(@)| < Nmy(a)  (a € X).

Die Eindeutigkeit dieser Fortsetzungsmethode wird mit dem folgenden Satz noch
unterstrichen:

Satz 4.21 Seip ein Maf$ auf R und S ein punktetrennender und iberdeckender
unter-Mengenring von R,,. Sei nun v die Einschrinkung von p' auf S. Dann
gilt S, =R, und v/ = 1/

Beuweis:

Wir fithren den Beweis in vier Schritten:

A)

Wir zeigen N, > N,:

Angenommen es gibt ein a € X mit N,(a) < N,(a). Nach Definition von N, (a)
gibt es ein W € R mit |[W||, < N, (a), wahrend [|W||,, = ||W]| . Nun iiberdeckt
S X und ist punktetrennend. Wir wihlen nun ein U € S mit a € U aber x ¢ U.
Daher ist {U\W : U € S,a € U} eine schrumpfende Teilfamilie in R, mit
leerem Schnitt.

Nach Eigenschaft 3.(c) fiir nicht-archimedische Mafe existiert nun ein U € S
mit a € U fir das |[U\W]||,» < N,(a). Aber gleichzeitig gilt [|W|,» < N,(a),
womit aus Eigenschaft 3.(d) eines nicht-archimedischen Mafles folgt ||U||,, <
|UUW]|,, < Ny(a). Da v die Einschrénkung von y' auf S und U € § ist, gilt
U], <||U|l < Nu(a). Das ist aber nicht méglich, da a € U.

B

Wir zeigen R, C Sy

Sei A € R, und € > 0. Gesucht ist ein B € S, sodall N, < € auf AAB. Wir
setzen T := {x € A : N,(x) > €}. T ist R,-kompakt, wie wir schon in einem
fritheren Beweis gesechen haben. Aus R ,-kompakt folgt S-kompakt. Es gibt also
fiir jedes x € X\T ein B € S mit T C B aber ¢ B. Die schrumpfende
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Mengenfamilie {B\A: B € S, B D T} in R, hat daher einen leeren Schnitt. Es
gibt also ein B € S,B D T mit || B\A|| <e.

Dann ist N, = N,y < € auf B\ A. Nach Definition von 7" haben wir N, < e auf
A\T. Da diese Menge A\B enthilt, folgt N, < € auf AAB.

C.)

Wir zeigen, dass i eine Einschrinkung von v/ ist:

Seien A, B, e wie in Teil B) dieses Beweises. Dann gilt:

V/(A) =/ (A)| = [V'(A) = v(B)+ 4/ (B) — i/ (A)] = [V'(A\NANB) - (B\ANB)+

W (B\ANB)~ 1/ (A\ANB)| < max{| AAB|,r, |AAB|,} = [AAB|l,e = sup Ny < e.

Folglich gilt v/ = p/ auf R,,.

D.)

Insbesondere ist R C S, und p ist eine Einschrinkung von v/. Vertauscht man
die Rollen von x4 und v, dann erhélt man S, =R, und v/ = p/. 0.

Beispiel:
Ist X ein lokal-kompakter null-dimensionaler Hausdorff-Raum, dann sind die
MafBe ausgehend von dem Ring der kompakten clopen Mengen B.(X), genau
die beschrinkten additiven Funktionen B.(X) — K. Diese Mafie lassen sich
als lineare stetige Funktionale auf einem geeigneten Raum stetiger Funktionen
auffassen.

Beispiel: Sei X eine beliebige nichtleere Menge und h : X — K eine beliebige
Funktion. Dann erhalten wir ein Maf auf dem Ring aller endlichen Teilmengen

von X durch:
p(A) =Y h(x).
€A

Fiir dieses p gilt N, = |h], L(p) ={f : X — K : fh € ¢o(X)} und:

[ =3 s

reX

Ein endliches reelles oder komplexes Radonmafl auf einem lokal-kompakten
Raum hat einen o-kompakten Triager. Im nicht-archimedischen kann man Mafle
finden, fiir die {z : N(z) > 0} nicht o-kompakt ist.

Satz 4.22 Sei X irgendein beliebiger lokal-kompakter null-dimensionaler Hausdor(f-
Raum. Dann gibt es ein Maf$ v auf Bo(X) mit N, (z) =1 fiir alle z € X.

Beuweis:

Sei kg der Primkorper des Restklassenkorpers von K. Fiir A C X sei £4% die
ko-wertige charakteristische Funktion von A. Wenn A C X clopen ist, dann ist
ein U C B.(A) voll beziiglich A, wenn {{p* : B € U} linear unabhingig ist
iber ko wéhrend jedes nichtleere B € B.(A) ein Element von U enthilt. Wenn
U C B.(X) voll beziiglich X ist, dann ist es nach Satz 3.57 von van der Put
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moglich, {{g : B € U} zu einer orthogonal Basis von Co (X)) fortzusetzen:

Es gibt dann ndmlich ein ¢ € CL,||¢|| = 1, sodaB ¢({g) = 1,VB € U. So
ein ¢ bestimmt ein Mafl p : A — ¢(€a) auf B.(X). Dann ist [|Al|, = 1 falls
A€ B.(X),A#0und N, = 1. Das ist aber die Aussage des Satzes. Es geniigt
also, wenn man beweisen kann, dass es ein & C B gibt das voll beziiglich X ist.
Fiir clopen A C X sei BY(A) := B.(A)\{0} und sei ca die Méchtigkeit von
BY(A). Wir nennen A speziell, falls cg = cy4 fiir alle B € BY(A). Angenom-
men X ist speziell. Wir kénnen annehmen, dass X unendlich ist. Sei nun ~ die
erste Ordinalzahl, deren Kardinalitit cx ist. Die Elemente von B2(X) werden
wohlgeordnet als (Aq)a<y. Fiir jedes « ist ca, unendlich und strikt gréfer als
die Méchtigkeit von a. Nun ist kg abzdhlbar und daher existiert eine Teilfolge
(Ba)a<~), sodaB fiir jedes a, B, € B2(Aq) und &g, * ko-linear unabhingig sind
von {{p,* : f < a}. Dann ist {B, : @ < v} voll beziiglich X.

Es gibt also ein volles System beziiglich X, wenn X speziell ist. Fiir den allge-
meinen Fall sei A eine maximale Menge von wechselseitig disjunkten speziellen
Elementen von B2(X). Fiir jedes A € A ist Uy C B2(A) C BY(X) voll beziiglich
A. Wir beweisen das U := U{U4 : A € A} voll beziiglich X ist.

Natiirlich ist {p* : B € U} linear unabhiingig iiber ky. Wihle nun B € B%(X).
BY(B) enthélt ein B fiir das cp. = inf{cc : C € BY(B)}. Dann ist Bx speziell.
GemiB der Maximalitéit von A muf es ein A € A geben, mit AN Bx # (). Dann
enthilt A N Bx* ein Element von U4 und weiters B ein Element von /. [

4.3 Integrationstheorie

Wir kénnen nun zu den integrierbaren Funktionen fortschreiten. Das néchste
Ziel wird sein, eine Beschreibung von £(p) durch die R,-Topologie und die
Funktion N, zu erhalten. Wir brauchen etwas zusétzliche Information iiber die
‘R ,.-Topologie.

Satz 4.23 Sei v ein Maf auf R. Fir e > 0 setze X, := {x : N,(z) > €}. Die
FEinschrinkungen der R- und der R, -Topologien auf X. stimmen tiberein. Eine
Funktion f : X — K ist R,- stetig dann und nur dann ,wenn fir jedes ¢ die
Einschrinkung von f auf X. R-stetig ist.

Beweis:

Auf X, stimmen die von R und R, induzierten Topologien iiberein. Ein R -
stetiges f ist natiirlich R-stetig.

Angenommen es sei f nun fiir jedes X, R-stetig. Sei U C K eine clopen Menge:
Wir zeigen, dass dann f~!(U) R,-clopen ist. Es geniigt dafiir zu zeigen, dass
Y U)NA € R, fiir alle A € R. Oben wurde bewiesen, dass dafiir geniigt, dass
es fiir jedes A € R und € > 0 ein B € R gibt, sodaB f~1(U)NAN X, = BN X..
Es gilt ANX, ist R-kompakt und f~*(U)NANX, ist R-clopen als Teilmenge von
X.. Fiir jedes # € f~Y(U)N AN X, withle Bx € R,x € Bx, sodal Bx N X, C
f~YU)N AN X.. Da diese Menge kompakt ist, gibt es x1,2,...,7,, sodaB
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7Y (U)N AN X, C UB,,. Setzt man B := UB,,, dann gilt f~*(U)N AN X, =
BnX. O

Korollar 4.24 Falls f : X — K R, -stetig ist, auf jeder R, -kompakten Menge,
dann ist f R,-stetig auf X. Falls C C X R, -kompakt, dann ist F :={x € C:
N, (z) = 0} endlich und es gibt ein § > 0, sodaff N, > ¢ auf C\F.

Beweis:

Jede R-kompalte Teilmenge von X, ist R,-kompakt( folgt aus dem vorigen
Lemma). Daher ist f R,-stetig auf jeder R-kompakten Teilmenge von X.. f
ist also auch R-stetig auf jeder R-kompakten Teilmenge von X.. Aber X, ist
lokal-kompakt, also ist f R-stetig auf X. und R,-stetig auf X.

Sei C C X R,-kompakt. Jede Teilmenge von {z € X : N,(x) = 0} ist R,-
clopen, also muf8 F' endlich sein. Sei 7 € K,0 < |n| < 1. Falls inf{N,(z) : « €
C\F} = 0 gilt, dann gibt es a1, as,...,€ C, soda$ fiir jedes n, Ny(a,) < |7|"
und Ny (an) < Ny(an—1). Fir jedes n wihle A, € R, A, D an, soda N, < |x|"
auf A, gilt. Aus dem vorigen Lemma folgt, dass g := > 77 "§4, A{a:N,(2)>0} }
R .- stetig ist. Aber g ist nicht beschrénkt auf der R, kompakten Menge C. [

Satz 4.25 Sei p ein MafS auf R. Fine Funktion f: X — K ist p-integrierbar,
genau dann, wenn sie die folgenden zwei Eigenschaften erfillt:

(a) f ist R,-stetig.

(b) Fiir jedes € > 0 ist die Menge {z : |f(x)|N,(z) > €} R, -kompakt und damit
enthalten in mindestens einer der Mengen {x : N, (x) > 0} fir é > 0.

Beweis:

Fiir € > 0 setze wieder X, := {x : N(x) > €}. Wéhle f € L(u). Dann gibt es
Treppenfunktionen fi, fa,..., soda im || f — f.||v = 0. Jedes f,, ist R- stetig
und lim f, = f gleichméfig auf jedem X.. Also ist f R-stetig auf jedem X..
Daher ist f auch R,-stetig.

Fiir die zweite Aussage sei wieder € > 0. Es gibt eine Treppenfunktion ¢g mit
If —glly < e. Dann gilt {z : |f(x)|N(x) > e} = {z : |[g(z)|N(z) > €}. Diese
Menge ist aber R ,-kompakt.

Erfillle f nun umgekehrt (a) und (b). Setze § > 0. Wir konstruieren eine R -
Treppenfunktion g mit || f — g||x < 4.

Sei C':= {z : |f(z)|N(X) > 0}. Da N R,-halbstetig von oben ist, ist s :=
sup,cc N(x) endlich.

C ist eine Vereinigung von endlich vielen nicht-leeren, disjunkten relativ R,-
clopen Teilmengen Ay, ..., A,, sodal | f(x) — f(y)|s < ¢ falls z,y € C im selben
A; liegen. Wihle a; € A;. Fiir jedes iist die Menge {x € X : | f(x)—f(a;)|N(z) <
0} R,-offen und enthélt A;. Es gibt nun( wir betrachten nur endlich viele i)
disjunkte Mengen By,...,B, € R,, soda A; = B;NC und B; C {z € X :
() — f(a) [N (z) < 6.
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Man definiert nun g := > f(a;)¢p,. g ist offensichtlich eine R ,-Treppenfunktion.
Fiir x € B;, gilt

|f(x) = g(2)IN(z) = [f(2) = f(a:)[N(x) <6

wéhrend fiir z &€ UB; gilt:

[f(x) = g(2)|N(2) = | f(2)|N(z) <.
Daher gilt auch ||f —g||lnv <6. O

Damit erhalten wir Analoga zum Satz von der majorisierten Konvergenz:

Korollar 4.26 Sei i ein Maf$ auf R,g € L(u). Falls f : X — K R,,-stetig ist
und | f(x)| < |g(z)| fir alle z € X, dann ist f € L(u).

Korollar 4.27 Sei p ein Maf§ auf R, g € Lyu und sei (fi)icr eine Moore-
Smith-Folge von p-integrierbaren Funktionen X — K, die gegen eine Funktion f
gleichmifSig auf R,,-kompakten Teilmengen konvergieren, wobei | f;| < |g| iberall
ist, fir alle i. Dann ist f € L(p),lim || f; — f||, = 0 und lim [ f;du = [ fdpu.

Definition 4.28 Die Mengen A fiir die nun | A||, = 0 gilt heifien p-Nullmengen.

Ist nun P(x) eine Aussage, sodafl die Menge {z € X : P(z)} eine u-Nullmenge
ist, dann sagen wir P gilt p-fast iiberall( f.ii.).

Ist f € L(u) und gilt f = g p-fii, soist [ fdu = [gdp und g € L(p). Alle
f.ii. tibereinstimmenden Funktionen werden nun zu Klassen zusammengefafit.
Die entsprechende Relation / =’ f.ii. ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquiva-
lenzklasse von f heifft nun p-intgrierbar, wenn f f.ii. mit einer integrierbaren
Funktion iibereinstimmt.

Wir schrinken jetzt von X auf die Menge {z € X : N(x) > 0} ein. Und erhalten
dort wieder einen Vektorraum den wir als L(x) bezeichnen. Dieser Vektorraum
ist ein Banachraum unter der Norm:

11l := llglln, firalle g e L(n) f =g fi.

Zum Dual von L(p):
Sei ¢ € L(p)' und vy : R — K definiert als:

vs(A) == 9(6a)  (A€R).

Dann ist v¢ ein Mal und N,, < ||#||N,. So erhilt man eine eins-zu-eins Ent-
sprechung der Elemente aus L(i)" und den Mafien auf R fiir die es ein ¢ > 0
gibt, mit:

N, <cN,.

Die Rdume L(p) haben eine zum Zweck der nicht-archimedischen Funktional-
analysis sehr erfreuliche Eigenschaft:
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Satz 4.29 Sei p ein Maf auf R. Dann existiert fiir jedes t € (0,1) eine t-
orthogonale Basis zu L(u). Damit ist die kanonische Abbildung in den Bidual-
raum eine Isometrie.

Beweis:

0.B.d.A sei die Bewertung von K dicht und N(z) > 0 fiir alle z € X ( damit
L(p) = L(w)). Sei nun ¢ € (0,1). Es gibt ein 7 € K mit ¢ < |7|] < 1. Sei
g : X — K definiert durch:

g(z):=n"falls n € Z,x € X, |7|"** < N(z) < |n|"™.

Dann ist || < N < |g|.

Bezeichne X; den diskreten topologischen Raum auf X. Die Abbildung G :
f +— fg ist eine lineare Abbildung L(u) — BC(X4). Bezeichne ||| die Norm
auf BC(Xg, dann gilt |7|[|Gfllec < ||fllx < |Gf|loo fiir alle f € L(p).

Fiir jedes A € R ist {€a(z)g(z) : z € X} C {m" : n € Z,|7" | < ||€alln}-
Daher ist G€4 € PC(Xy) fiir alle A € R. Gemé$ Linearitét und Stetigkeit von
G, muf} das Bild ein abgeschlossener linearer Teilraum von PC(Xg4) sein. Nach
den Satzen von Gruson und Van der Put hat das Bild eine orthogonal Basis.

Das inverse Bild dieser Basis ist eine t-orthogonale Basis in L(p). O

Anmerkung:
Ist die Bewertung von K diskret, dann hat L(u) sogar eine Orthogonalbasis.

Als nichstes kann man, weitgehend wie im archimedischen Fall, Produktma-
Be konstruieren.

Satz 4.30 Sei u ein Maf auf einem punktetrennenden tiberdeckenden Mengen-
ring R von X und v ein ebensolches Mafl auf dem Ring S von Y. Die endlichen
Vereinigungen der Mengen A x B (A € R,B € S) bilden einen iberdeckenden
Mengenring R ®@ S von X x Y. Es gilt:

1. Es gibt ein eindeutiges Mafi p X v auf R ® S, sodaf:

(uxv)(A x B) = pu(A)v(B) (AeR,BeS)

Weiters:
Nusxy =N, ®@N,.

2. Falls f € L(p), g € L(v), dann ist f ® g € L(p x v) und

/f®gd(u><V)=/fdu-/gdv.

3. Falls f € L(p x v), dann ist y — [ f(z,y)du(x) eine v-f.i. definierte
v-integrierbare Funktion und

/fd(u X v) = //f(%y)du(w)dl/(y)-



4.3. INTEGRATIONSTHEORIE 71

Genauso

/mwaz//}@ww@wu»

Beweis:
Zu (a):
Definiere u x v: R x § — K durch

(3 0)(©) = [ [ oepdutalanty)

Es folgt direkt
wxmm://@mwwwwm

p x v ist additiv. Setze N := N, x N,,. Falls A € R, B € S dann gilt

[(nx v)(Ax B)| < |[€axBlNn

Daher ist |C|lux» < [|écllv (C € R®S).

Es seien X und Y mit den R- und S-Topologien ausgestattet und X x Y mit
der Produkttopologie. Fiir alle A € R, B € S und € > 0 ist

{(z,y) € AXB: N(z,y) > ¢} C{z € A: Nu(2)[| Bll, 2 e} x{y € B: N (y)[|Alln = €}-
Daher ist {(z,y) € Ax B : N(z,y) > €} enthalten in einer kompakten Teilmenge
von X x Y und( da N halbstetig von oben ist) muf selbst kompakt sein.

Fiir jedes C € R® S ist {z € C : N(z) > ¢} R ® S-kompakt. Damit ist u x v
ein Mafl und N, », < N. Die umgekehrte Ungleichung folgt aus ||A X B x, >
|Al|l.|| B|l.. Die Eindeutigkeit ist klar nach Konstruktion.

(b) ist eine Anwendung von (a)

(¢) gilt offensichtlich fiir R ® S-Treppenfunktionen. Sei nun f € Ly x v. Es
gibt also eine Folge von Treppenfunktionen (f,) sodaB ||f — fu|y < i. Fiir
z € X,yeY,neN,setze man f¥(z) := f(z,y), f¥(x) := fun(z,y). Jedes f¥ ist
eine R- Treppenfunktion und

1

177 = Rl o) <

Daher gilt fiir v-fast alle y € Y f¥ € L(u) und | [ fYdp — [ f¥dp|N,(y) < L.
Dabher ist die v-fast iiberall definierte Abbildung y — [ f¥du v-integrierbar und

(] rrawavty) =tim [( [ rawavty) =tim [ [ g.op)duta)avty) =

:lim/fnd(,uxy):/fd(uxy).

Damit ist die erste hilfte von (¢) bewiesen. Die zweite geht analog. O
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Satz 4.31 Seien XY, R, S, u,v wie oben. Dann gilt:
L(pxv)=L(u) ® L(v).

Beweis:

0.B.d.A nehmen wir an N,(z) > 0 und N,(y) > 0 fiir alle z,y: dann ist
L(p) = L), L(v) = L(v),L(up x v) = L(p x v). Wir haben eine bilineare
Abbildung ® : L(p) X L(v) — L(u X v) mit Norm 1. Sei F' ein Banachraum und
S : L(p) x L(v) — F bilinear und stetig. Dann gibt es eine eindeutige linea-
re F-wertige Abbildung Sg auf dem Raum aller R®S- Treppenfunktionen sodafl

Se(fa ®&p) = Sg(€axn) = S(€a,€B)
fir alle A € R,B € S. Sei f eine R ® S-Treppenfunktion. f ist eine endli-
che Summe Y @;€4,xp, mit o; € K, # 0,4; € R,A; # 0,B; € S,B; #
0, (A; x B;) N (A; x Bj) =0 fiir i # j. Wahle nun j, sodal ||Sg(ajéa,x5,)| =
max; ||S®(ai§AiXBi)
Dann ist

[Se fll < 1Se(eéa; xB;)|l = |l I1S(Ea;, EB))
<oy llISéa, 1IN, 1€B, I,
= [ISNlleja; xB; N < NISIFIIN, .

Daher kann Sg fortgesetzt werden, zu einer stetigen linearen Abbildung L(p x
v) — F. Diese Erweiterung werde ebenfalls mit Sg bezeichnet. Aus Stetigkeits-
griinden gilt Sg(f ® g) = S(f,g) fiir alle f € L(u),g € L(v) und Sg ist die
einzige lineare Abbildung die jedes f ® g auf sein S(f,g) abbildet. Damit ist
L(p x v) ein Tensorprodukt von L(p) und L(v). O

Was leider nicht zu erhalten ist, ist ein Analogon des Satzes von Radon-Nikodym.
Es gibt hier explizite Gegenbeispiele.

4.4 Straffe Mafle

Wir kommen nun zu jenen Maflen, die ungefihr den Borelmaflen in der archi-
medischen Theorie entsprechen.

Im folgenden ist X ein topologischer Raum und B(X) der Ring aller clopen
Teilmengen von X erzeugt wird. Diesen bezeichnen wir manchmal auch als Bo-
relmengen oder Borel-(Mengen)-Algebra. B(X) ist ein punktetrennender iiber-
deckender Mengenring auf X. Die B(X) Topologie ist genau die vorgegebene
Topologie auf X.

Definition 4.32 Die Mafle auf B(X) nennt man die straffen Mafle auf X. Sie
bilden den Vektorraum M (X). Dieser ist ein Banachraum unter der Norm:

[ull := sup |(A)] = [ X[, = sup Ny(z).
AeB(X) zeX
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Definition 4.33 Jedes a € X bestimmt eine Punktmasse 6, € M(X) durch

0a(A) :=Eala) (A € B(X)).
Der Triger eines Mafles p € M(X) ist der AbschlufS der Menge {x € X :
N,(z) > 0}.

Bemerkung:
Falls die Topologie von X diskret ist, dann existiert eine natiirliche lineare Iso-
metrie T von M (X) auf ¢o(X):

(Tu)(z) := p({z})  (ze X).

Interessanter ist allerdings der Zusammenhang zwischen straffen Maflen und
Linearformen auf den stetigen Funktionen.

Satz 4.34 Sei R ein tiberdeckender Ring, der eine Basis fir die Topologie auf
X bildet. p sei ein Maf$ auf R. Ist nun j € L(u), dann definiert die Gleichung:

) = [eajdn (A€ B(X)
ein Element ju von M(X). Die Abbildung j — ju ist eine lineare Isometrie von
L(u) nach M(X).

Beweis:
Folgt direkt aus der Definition. O
Der folgende Satz ist ein Analogon des klassischen Satzes von Riesz.

Satz 4.35 Ist p € M(X), dann ist BC(X) C L(u). Die Formel

50 = [ fdu (€ Bex)
definiert eine linear Isometrie J : M(X) — BC(X)'. Fiir kompaktes X gilt sogar:
M(X) = C(X).

Beuweis:
Jy, ist wohldefiniert. J ist linear und ||J|| < 1. Ist p € M(X), dann gilt

el =" sup [J.(€a)| < [[Jull-
A€B(X)

J ist also eine Isometrie.
Die Aussage iiber kompakte X ist klar. (]

Wie weit dieser Satz verschirft werden kann, héngt auch davon ab, in welchen
Korper die betrachteten Mafle abbilden. Fiir sphérisch vollsténdige Korper sind
nicht ganz so starke Verschérfungen zu erreichen.

Weitere Ergebnisse hingen auch davon ab, ob die Bewertung von K dicht ist
oder nicht. Schon klassifizieren kann man alle Mafle auf jenen Rdumen in denen
alle kompakten Teilmengen diskret sind:



74 KAPITEL 4. NICHT-ARCHIMEDISCHE MASSTHEORIE

Satz 4.36 Ist K dicht bewertet, dann sind die folgenden Bedingungnen an X
dquivalent.

(a) M(X) hat eine Orthonormalbasis.
(b) M(X) hat eine Basis
(c) Alle kompakten Teilmengen von X sind endlich

(d) Fiir jedes p € M(X) existieren a1, az,--- € X und (A1, Ae,...) € co, sodafs
n = Z/\Z(Sal

Beweis:

Fir z € X sei §, die Punktmasse in z. {, : x € X} ist ein Orthonormalsystem
in M(X). Sei D seine abgeschlossene lineare Hiille. Dann ist (d) &quivalent zu
D = M(X). Damit impliziert (d) schon (a).

Die Implikation (a) = (b) ist klar.

(b) = (o):

Sei Y C X kompakt. Nach dem Satz 3.57 von van der Put gibt es ein I mit
C(Y) = ¢p(I). Dann ist M(Y) 2 C(Y) 22 ¢o(I) =2 1°°(I), womit M (X) einen
Unterraum hat der isomorph ist zu {°°(I). Angenommen [ ist unendlich, dann
existiert ein Teilraum in M (X)), der isomorph ist zu [*°. Der Satz von Gruson
3.49 besagt nun, dass {*° eine Basis hat, was der Dichtheit der Bewertung auf
K wiederspricht.

(¢) = (d):

Bewiesen wird die dquivalente Aussage D = M(X) Sei p € M(X),e > 0: wir
bilden ein v € D mit ||u — v|| <.

Die Menge {z : N,(z) > €} enthélt nur endlich viele Punkte a1, a2, ..., a, mit
a; # a;,i # j. Sei {Un,...,Upy} eine clopen Partition von X, soda$ a; € U; fiir
jedes i.

Setze nun v := ) u(U;)d,,; dann ist v € D. Fiir jedes A € B(X) gilt:

(1= 1)(A4) = S (AN T) — pu(Us)éa(ar)
=¥ [ e @)iato) - éatenlduta)

,sodaf:

(1 = v)(A)] < max sup [€a(e) = Ealai) [Ny ()
<max sup N,(z)<e O
v zeU;,x#a;
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Ein Kriterium fiir Integrierbarkeit beziiglich straffer Mafle gibt der folgende
Satz:

Satz 4.37 Fir eine Funktion f : X — K sind dquivalent:
(a) Fiir jedes p € M(X) ist f u-integrierbar.

(b) f ist beschrinkt und fir jedes Kompaktum C C X ist die Einschrinkung
von [ auf C stetig.

Beuweis:

(a) = (b):

Sei m € K,0 < |n| < 1. Ist f nicht beschréinkt, dann gibt es eine Folge (a;);
von paarweise verschiedenen Punkten in X, sodafl der lim |7" f(a,,)| = oco. Sei
v =Y 7"0,,. Dann ist v € M(X) und N,(a,) = |7"| fir jedes n. Es folgt,
dass || f||n, = oo, weswegen f & L(v).

Sei weiters C C X kompakt. Dann gibt es ein p € M(X), sodal N, die R-
wertige charakteristische Funktion von C' ist. Ist f p-integrierbar, damm mufl
f auf C stetig sein.

(b) = (a):

Sei p € M(X). Dann ist f B(X) p-stetig. Daher ist f € L(p). O

Wir benétigen fiir die folgenden Sétze einige zusétzliche Begriffe:

Definition 4.38 X heifit ein ko-Raum, wenn gilt:

Ist U C X eine Teilmenge, sodaf fiir jedes Kompaktum C C X der Schnitt
UNC clopen ist in C, dann ist U ebenfalls clopen in X .

Aquivalent dazu:

Ist f: X — K und fir jedes Kompaktum C C X die Finschrinkung von f auf
C stetig, dann ist f stetig auf X.

Ist X lokal-kompakt oder metrisierbar, dann ist es auch k.
Es ergibt sich nun ein interessanter Satz iiber die beschriankten stetigen Funk-
tionen auf X.

Korollar 4.39 Ist X ein ko-Raum, dann ist BC(X) = (\,enrx) L(1)-

Beweis:

Folgt direkt aus der Definition. O

Um nun weiters jene Elemente von BC(X)' zu charakterisieren, die straffen
Mafen entsprechen, benotigen wir noch einige zusétzliche Begriffe.

Definition 4.40 Fin ¢ € BC(X)' hat kompakten Triger, falls ein Kompaktum
Y C X eaistiert, sodaf ¢ verschwindet auf {f € BC(X) : f(x) =0,Vx € Y}.
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Satz 4.41 Fiir so ein'Y gilt:

[p(H)] < ||¢||§1€15|f(y)| (f € BC(X))

Beuweis:
Nach Ellis Satz 3.59 gibt es ein g € PC(X) mit ¢ = f auf Y und ||g| =

supey |f(2)]. Dann st [¢(f)] = [o(g)] < [[¢ll[lg]-

Definition 4.42 FEine Haube sei eine Funktion ¢ : X — [0,00), sodaf fiir alle
€ >0 die Menge {x : ¢(z) > €} kompakt ist.

Eine Teilmenge U C BC(X) heifit strikt( oder straff) offen, falls fiir jedes f € U
eine Haube ¢ existiert, sodaf8 U die Menge {g € BC(X) : || f —gll¢ <1} enthilt.

Defintion und Satz 4.43 Die strikt offenen Mengen bilden eine Topologie auf
BC(X), die sogenannte strikte( oder straffe) Topologie.

Beweis:

Klar. 0O

Satz 4.44 Addition und skalare Multiplikation sind strikt stetig und die strikte
Topologie ist schwdicher als die Norm-Topologie.

Bewets:
Leicht nachzurechnen. O

Definition 4.45 Fir ein f € BC(X) undY C X setzen wir

[flly := sup [f(z)].
€Y

Jetzt kann man die strikten Mafle unter den Funktionalen charakterisieren:

Satz 4.46 Die Folgenden Bedingungen an ¢ € BC(X)' sind dquivalent:
(a) Es gibt ein p € M(X) mit & = J,.

(b) Fiir jedes € > 0 existiert ein Kompaktum Y C X, sodafs:

[6(H) < max{|[gll - [|Flly el FII}

(c) ¢ ist Limes( in der Norm) von Elementen aus BC(X) mit kompakten
Tréagern.

(d) ¢ ist strikt stetig.
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Beweis:

Fiir kompaktes Y C X sei Sy die Einschrinkung BC(X) — C(Y). Nach Ellis
Satz gibt es eine lineare Isometrie Ty : C(Y) — PC(X), sodafl Sy o Ty = Id.
Sei im folgenden @y := ® o Ty o Sy.

(a) = (d):

Sei & = J,,u € M(X). Dann ist N, eine Haube und [®(f)| < || f|~, fiir alle
f € BC(X). Es folgt, dass ¢ strikt stetig ist.

(d) = (b):

Wiéhle 7 € K,0 < |7| < 1. Dann gibt es eine Haube, soda8l {f : ||flle < 1} C
{f 1®(f)] < ||} und es ist |®(f)|] < ||flle fur alle f. Sei e > 0,Y := {z :
O(x) > €}. Fir f € BC(X) setze g := Ty Sy f; dann ist

(f) =2(f —g) + 2(9),
|(f — g)| < sup [f(z) — g(x)|®(x) < sup [f(x) —g(z)le < [|f]le,
rcX €Y

und [®(g)| < [[@[[[[g]l < @[ f]]y-
(b) = (c):
® hat einen kompakten Triger. Fiir jedes f € BC(X) gilt:

|2(f) — @y (f)| = @(f = Ty Sy /)l < ellf =Ty Sy fl| <ellf]-

Daher ist ||® — Oy || < e.

(¢) = (a):

M(X) ist vollstindig und J eine Isometrie, also ist das Bild von J abgeschlos-
sen. Wir konnen nun annehmen, dass ® selbst einen komapkten Triger hat.
Sei Y C X, sodaBl ®(f) = 0 falls f auf YV identisch verschwindet. Definiere
ein additives p : B(X) — K durch p(A) := ®({4). Dann ist N, = 0 auf ¥
und N, ist beschrénkt. Daher ist p ein Mafl auf B(X). Sei f € BC(X). Da
C(Y) eine Orthogonalbasis aus charakteristischen Funktionen besitzt, gibt es
A1, Ag,--- € B(X) und aq,a9,--- € K, soda lime; = 0 und f = > a;u(A4;),
gleichméBig auf Y. Dann ist ®(f) = &> a;éa;) = > ai®(€a,) =D aip(4;) =
[Y aiéadp= [ fdu. O

Etwas allgemeiner noch, kann man die beschrankten o-additiven Funktionen
B(X) — K betrachten. Diese bilden einen Banachraum M?(X) unter der Su-
premumsnorm.

Falls K nicht sphérisch vollstdndig ist, dann haben wir schon ein erstes Resultat.

Satz 4.47 Sei K nicht sphirisch vollstindig. Dann bestimmt jedes p € M (X)
ein eindeutiges J, € BC(X), durch:

Ju(€a) =u(4) (A€ B(X))
Die Abbildung pn — J,, ist ein Isomorphismus

M?(X) = BC(X)
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Beweis:

Sei @ das System aller clopen Partitionen von X. Fiir U € ® sei Ly der Raum
aller beschrankten Funktionen X — K die auf jedem Element von U/ konstant
sind. Jedes Ly, ist ein abgeschlossener Teilraum von BC(X ), isomorph zu {*°(U).
BCs(X) ist die abgeschlossene lineare Hiille von > {Ly : U € ®}.

Wir zeigen zuerst, dass zu einer gegebenen Funktion p € M?(X) hochstens ein
passendes J,, € BC,(X)' existiert.

Sei J € BCs(X) mit J(£4) = 0 fiir alle A € B(X): es geniigt zu zeigen, dass die
Einschréankung von J auf jedes Ly, identisch verschwinden muf. Es ist aber Ly, =
[°°(U) und aus dem Satz 3.57 von van der Put folgt das identische Verschwinden.
Als néichstes withle man ein g € M?(X) und konstruiere ein J, € BCs(X)" das
die Bedingung an J erfiillt und ||J,,|| < x| gilt.

Sei U € ®. Dann ist

I'—= p(UuerU) (I €PU))
eine beschrinkte o-additive Mengenfunktion auf P(U). Wir haben daher
wUverU) =Y wU)  (I€PWU))
vel
und da Ly = 1°°(U), kénnen wir Jyy € (Ly)' definieren durch
(Y avtv) =Y avpU)  (a€l®U)).
veu veu

Damit gilt offensichtlich
[

Falls U,V aus ® und V eine Verfeinerung ist, dann ist Ly C Ly. Jedes V € V
ist enthalten in einem eindeutigen V* € U. Jedes f € Ly kann als ) o, avéy
dargestellt werden fiir ein @ € [°°(). Dann ist f =) ., ay+§y und man erhélt

Tu(f) =Y avpU) = avp(Uvev,veuV)

veu Ueu
=D av Y wV)= avau(V) = Ju(f).
Ueu VeV, Vi=U vey

Je zwei Elemente von ® haben eine gemeinsame Verfeinerung in . Daher kon-
nen wir eine K wertige Funktion auf > {Ly : U € ®} konstruieren, fiir welche
jedes Jy; die entsprechende Einschriankung von J ist.

Damit ist ||J|| < ||p]]. Da Y {Ly : U € &} dicht ist in BC4(X), setzt J die
Ju € BCs(X) fort. Die geforderte Eigenschaft und ||J,,|| < ||u|| sind damit klar.
Mit g +— J, ist nun eine lineare Isometrie gegeben von M?(X) nach BCs(X)'.
Es fehlt nur mehr die Surjektivitit.

Sei J € BCy(X) und p: B(X) — K durch p(A) = J(£4) definiert( A € B(X)).
Dieses p ist beschrankt und additiv. Es fehlt noch die o-Additivitét.
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Sei {U1,Us, ...} eine clopen Partition von X: es geniigt zu zeigen, dass u(X) =
> u(Uy). Es ist dann

a»—»J(Zan&;n) (a €l®)

ein Element im Dual von [*°. Nach Satz 3.57 von van der Put ist die Funktion
A J(3 0, caév,) o- additiv. Insbesondere gilt

wX)=JOO )= J(Ew,) =D wU,). O

neN neN

Definition 4.48 Mit BC.(X) bezeichnen wir den Raum aller beschrinkten Funk-
tionen, sodaf fiir jede Einschrinkung auf ein Kompaktum die Funktionen stetig
sind.

Diese Funktionen sind offenbar genau die beziiglich allen straffen Maflen inte-
grierbaren Funktionen.

Satz 4.49 BC.(X) ist ein Banachraum beziiglich der Supremumsnorm. BC.(X) =
BC(X) dann und nur dann wenn X ein ko-Raum ist.

Beweis:

Gilt offensichtlich. O

Satz 4.50 Sei K nicht sphirisch vollstindig. Jedes f € BC.(X) induziert ein
H; e M(X)' durch

Hyi= [ fdn (we M)

Diese Abbildung f — Hy ist ein Banachraumisomorphismus

Die inverse Abbildung M(X) — BC.(X) ordnet jedem ¢ € M (X)' die Funktion
x— ¢(0y) zu.

Beuweis:

Es ist BC.(X) C Lp) fiir jedes o € M(X). Von jedem f € BC.(X) erhalten wir
ein Hy € M(X)'. Offensichtlich ist f — Hy linear und || H|| < ||f|| fiir jedes
f € BC.(X). Fiir jedes f gilt

[fIl = sup |f(z)| = sup [Hy(d2)| < [[Hy]-
zeX rzeX

Also ist f +— Hy eine lineare Isometrie und zu zeigen ist noch Surjektivitat und
die Aussage iiber die Inverse.
Sei ® € M(X)'. f €1°°(X) werde definiert als

fx) :=®(,) (x € X).
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Wir sind fertig falls f € BC.(X) und ®(u) = [ fdp fiir jedes p € M(X) mit
kompaktem Trager.

Sei Y C X kompakt. C(Y') hat eine Orthonormalbasis I aus charakteristischen
Funktionen von clopen Mengen. Da nun C(Y') 2 ¢o(I) ist, ist C(Y") reflexiv.
Jedes v € M(Y) bestimmt ein vy € M(X) und v — ®(vx) ist ein Element
von M(Y)'. Wegen des natiirlichen Isomorphismuses C(Y) = M(X)" und der
Reflexivitidt von C(Y'),, gibt es ein g € C(Y') mit

D(vy) = /gdu [ve M(Y)].

Wir wihlen nun v = §, (y € Y) und erkennen, dass g die Einschrinkung von
f nach Y ist, womit f € BC.(X). Weiters ist, falls u € M(X) und Tr(u) C Y,
dann gibt es ein v € M(Y), sodal u = vx. Schliefflich gilt dann

B() = ¥(ox) = [ (v = [ fa

O

Korollar 4.51 Insbesondere fiir ko-Rdume ist f — Hy ein Banachraumiso-
morphismus:

BC(X) = M(X)



Kapitel 5

Der nichtarchimedische
Spektralsatz

5.1 Banachalgebren

5.1.1 Definition und Spektrum

Das Spektrum eines beschrinkten linearen Operators in der nichtarchimedischen
Theorie, wird mit Hilfe von Banachalgebren definiert.

Definition 5.1 FEine Algebra A dber einem nichtarchimedischen Kérper K ist
ein Vektorraum und ein Ring mit einer assoziativen Ringmultiplikation, sodafl
a — xa stetig ist fir alle z,a € A. Gilt xy = yx, dann heif$t A eine kommuta-
tive Algebra.

Gibt es eine Element 1 mit 1z = x fir alle x € A, so spricht man von einer
Algebra mit 1.

Eine lineare Abbildung T zwischen Algebren heifft multiplikativ, falls T(xy) =
T(x)T (y) gilt.

Eine normierte Algebra ist eine Algebra mit einer nichtarchimedischen Vektor-
raumsnorm ||.||, sodaf fir alle z,y € A gilt:

eyl < ll=[l{lyll-

Eine Banachalgebra ist eine vollstindige normierte Algebra. Fin Banachalge-
brenhomomorphismus ist ein Algebrenhomomorphismus T fiir den | T|| < 1 gilt.
Ist T isometrisch, so heifst er Banachalgebrenisomorphismus und die Banachal-
gebren isomorph.

Ideale in der Banachalgebra miissen stets auch Untervektorrdume sein. Fir eine
Banachalgebra mit 1 sind dies genau die Ringideale von A als Ring aufgefafst.

Ein typisches Beispiel einer Banachalgebra ist der Raum L(F) der beschrinkten
Endomorphismen eines Banachraums F'.
Auch die Réume PC(X), Cs(X) und BC(X) sind Banachalgebren.

81
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Fiir ein weiteres Beispiel seien X,Y Banachriume mit X 2 c¢y(a, K) und
Y = ¢y(B, K), K ein vollstindiger nichtarchimedischer Korper. Die beiden ent-
halten die Standartnormalbasen {e; : j € a} von X und {¢; : j € 8} von Y.
Jeder Operator E € L(X,Y) hat eine Matrixdarstellung E; ;, := ¢; Fe;, wobei
die gj € Y’ stetige Linearformen seien mit g;(g;) = 5;-“. Es gibt zu E also eine
duale Abbildung. Die Transponierte Abbildung E* wird nun erklirt, durch die
Einschréinkung EY' , wobei Y in Y* eingebettet ist.

Seien A, E aus L(X) und E' = A, dann gehéren A und E zu dem Unterraum
Lo(X) :={F € L(X) : Ve > 0,k € asind {j : [e} Fe;| > €} und {j : |e] Fex| >
€} beide endlich } und Lo(X) ist ein abgeschlossener Unterraum von L(X).

Aus einer gegebenen normierten Algebra ohne 1, kann eine mit 1 konstruiert
werden.

Definition 5.2 Sei A eine normierte Algebra, dann wird der normierte Raum
K ® A zu einer normierten Algebra AY mit 1 := (1,0), durch:

(0,a)(8,b) == (af, fa + ab+ab) (o, € K,a,b € A).

Die Abbildung a — (0, a) ist ein Isomorphismus von A auf ein mazimales beid-
seitiges Ringideal von A™T.

Kommutativitdt und Vollstdndigkeit iibertragen sich offenbar bei dieser Kon-
struktion.

Definition 5.3 Sei A eine kommutative Banachalgebra. Das Spektrum von A
Sp(A) ist die Menge aller nichttrivialen Algebrenhomomorphismen A — K,
mit der Teilraumtopologie beziiglich K4. Jedes x € A induziert eine Abbildung
Gz : Sp(A) — K durch

(Gz)(9) == ¢(z) (¢ € Sp(A)).

Das Spektrum Sp(x) eines Elementes x € A ist der Abschluff vom Bild von Gz.
In Analogie zum archimedischen Fall heif$t G : x — Gz Gelfand- Transformation.

FEigenscha ften:

Gz ist eine beschrinkte stetige Abbildung auf Sp(A). Threm sup-Norm heifit
Spektralnorm von z und wird bezeichnet mit ||z||sp.

Es ist Sp(A) stets ein nulldimensionaler Hausdorffraum. Sp(.A) U {0} ist ein
abgeschlossener Teilraum von K. Hat A ein 1-Element, dann ist Sp(A) bereits
selbst ein abgeschlossener Teilraum von K.

Jedes x € A hat ein kompaktes Spektrum, wenn Sp(A) kompakt ist. Hat jedes
x € A kompaktes Spektrum, dann ist Sp(A) lokal-kompakt.

Die Topologie von Sp(A) ist die grobste, sodafl alle G stetig sind.

Fiir jedes z € A ist

sup{laf : o€ Sp(x)} =: [[z[lsp < [|2]-
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Es ist ||.]|sp eine Halbnorm und es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir die
Multiplikation.
Die Gleichung

(Fé)(a,a) := a+ ¢(a) (¢ € Sp(A)U{0},ae K,a e A)

definiert einen Homdomorphismus F von Sp(A) U {0} auf Sp(A™).

Seien A, C kommutative Banachalgebren und sei T : A — C ein Algebrenhomo-
morphismus, dessen Bild nicht in einem maximalen Ideal von C enthalten ist.
Dann gibt es ein stetiges GT : Sp(C) — Sp(A), sodaf gilt:

(GT)(¢) =T (¢ € 5p(C)).

Sind A, C kommutative Banachalgebren und 7" : A — C linear und multiplikativ,
dann ist
1Tz llsp < llzllsp (x € A).

Satz 5.4 Sei X ein lokal-kompakter null-dimensionaler Hausdorffraum. Dann
gelten

(a) Jedes a € X induziert & € Sp(Coo(X)) durch
a(f):=fla)  [f € Cuu(X)].

(b) Zu jedem abgeschlossenen Ringideal I in Coo(X) gibt es ein abgeschlossenes
Z C X, sodafS I = {f € Coo(X) : f =0 auf Z}. Es ist insbesondere jedes
abgeschlossene Ringideal ein Algebrenideal.

(¢) Zu jedem mazimalen Ringideal M C Cso(X) gibt es ein eindeutiges a € X,
mit

M ={f € Cx(X) : f(a) = 0}.

Jedes mazimale Ringideal von Cs (X)) ist der Kern eines eindeutig bestimm-
ten Homomorphismuses Coo — K.

(d) Die Abbildung a — a ist ein Homdomorphismus von X auf Sp(Cso(X)).

(e) Sei f € Coo(X). Ist X kompakt, dann ist Sp(f) = f(X), andernfalls ist

Sp(f) = f(X)U{0}. In jedem Fall ist Sp(f) = f(X) und ||f]| = [[f]lsp-

Beweis:

(a) ist trivial.

Fiir (b) seild :=={U : U C X,&y € I}. Sind Uy,Usz € U, dann ist Uy UU; € U,
da &vuv, = Eu, + Eu, — & éu,. Also ist U abgeschlossen unter der Bildung
endlicher Vereinigungen und Z := N{X\U : U € U} ist eine abgeschlossene
Menge.
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Um zu zeigen, dass I C {f : f =0 auf Z } geniigt es zu zeigen, dass |f| < € auf
Z gilt, fur alle f € I,e > 0. Fiir jedes solche f sei U die offene kompakte Menge
{z :|f(z)| > €}. Wir definieren g : X — K durch:

% auf U,
9=
{ 0 auf X\U .
Damit ist g € Coo(X) und {y = fg € I. Daher ist Z C X\U und |f| < € auf Z.
Sei umgekehrt f € Coo(X),f = 0 auf Z. Fir n € N bezeichne U,, := {z :
|f(x)] > 1}. Dann ist U, C X\Z = UUY. Da die U, kompakt sind, gibt es
eine endliche Teiliiberdeckung und U,, wird schon durch ein einziges U € U
iiberdeckt. Damit ist &y, = &y, &g € 1. Damit ist f = lim f&, € I.
Fiir (c) sei M ein maximales Ringideal. Es geniigt zu zeigen, dass es ein a € X
gibt, fiir das M C {f : f(a) = 0} gilt. Angenommen es gébe kein solches a. Dann
gibt es fiir jedes a ein f, € M mit f,(a) = 1. Die Mengen U, := {x : | f(x)| = 1}
sind offen und kompakt und &y € f,Coo(X) C M gilt fiir jede offene und
kompakte Menge V' C U,. Da jede offene und kompakte Menge enthalten ist in
der Vereinigung von endlich vielen Uy, ist auch gy € M fiir jedes g € Co (X)
und jedes offene und kompakte V.
Sei g € Coo(X),g ¢ M. Dann gibt es g1,92 € Coo(X), sodaBl g = g1g2 und
{z:9(x) #0} ={x: g1(x) # 0} = {z : g2(z) # 0}. Da M maximal ist, gibt es
f€Mund h € Coo(X) mit g1 = f+ hg. Sei V :={z : |h(x)g2(z)| > 1}. Dann
ist g§¢y € M. Fiir ¢ ¢ V ist entweder g1(x) = 0 oder |h(z)g(z)| < |g1(z)]- In
jedem Fall ist |f(z)| = |g1(x)|. Wir definieren nun j : X — K durch
i(@) = { S \v(@)  fals g(x) £ 0,
0 falls g(x) = 0.
Die Einschriankung von j auf {x : g(x) # 0} ist stetig und |j| < |go|, daher ist
J € Coo(X). Nun ist g§x\v = fj € M. Wir folgern, dass g = g&v +g{x\v € M.
Dies ist aber ein Widerspruch.
(d) und (e) folgen leicht aus den obigen. O

Korollar 5.5 Sei X ein lokalkompakter nulldimensionaler Hausdorffraum. Sp(PC(X))
ist homdomorph zu X¢.

Beweis:

PC(X)=C(XS). O

Korollar 5.6 Sei X ein lokal-kompakter nulldimensionaler Hausdorffraum. Sei
M die Menge aller mazimalen Ringideale von Coo(X). Fiir f € Coo(X) setze
fO:={M e M: f¢gM}. Durch die Subbasis gebildet durch Mengen der Form
{f°: f € Coo(X)} wird eine Topologie auf M gegeben. Mit dieser Topologie auf
M ist a— a=1(0) ein Homdomorphismus von X nach M.

Beweits:
Die Abbildung a — a~1(0) ist injektiv und surjektiv. Sie ist ein Homéomorphis-
mus weil {a:a"'(0) € f°={a: f(a)=0}. O
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Daraus folgt unmittelbar, dass solche X eindeutig durch ihre C (X )-Algebren
bestimmt sind. Eine &hnliche Aussage wird in der archimedischen Topologie
durch die Stone-Cech-Kompaktifizierung gewonnen.

5.1.2 (C-Algebren

Definition 5.7 Eine kommutative Banachalgebra A heifit eine C-Algebra, wenn
es einen lokal-kompakten Hausdorffraum X gibt, mit A = Coo(X).

X ist kompakt, dann und nur dann wenn A ein 1-Element hat.

Korollar 5.8 Ist A eine C-Algebra, dann ist A= C(Sp(A)).

Korollar 5.9 Jede multiplikative lineare Abbildung einer Banachalgebra in eine
C-Algebra ist ein Banachalgebrenhomomorphismus.

Satz 5.10 Seia € A, dann ist Sp(a) kompakt und es gibt einen Isomorphismus

T : Kla] = Co(Sp(a)\{0}),

fiir welchen Ta die identische Abbildung auf Sp(a)\{0} ist.
Insbesondere ist K [a] eine C-Algebra. Hat A ein 1-Element und a ist invertier-
bar in A, dann ist auch a=! € K|a.

Beweis:

Wir diirfen annehmen, dass A = Co(X) fiir einen lokalkompakten Hausdorfiraum
X. Seinun A := (Sp(a))U{0} = a(X)U{0}. Cy(A) bezeichne {g € C(A) : g(0) =
0}. Dann ist Cp(A4) = Co (Sp(a))\{0}). Ist g € Cy(A), dann ist goa € Cro (X)
und g(A) = goa(X)U{0}. Daher ist ||g|| = ||goal| und die Abbildung g — goa ist
ein isometrischer Algebrenhomomorphismus von Cy(A) auf eine abgeschlossene
Unteralgebra C von Coo(X). Das inverse Bild von Kla] unter dieser Abbildung
ist der Abschlufl der Menge aller Polynomfunktionen ohne konstanten Term in
Co(A).

Wir sind fertig, wenn die Polynome dicht in Cy(A) liegen. Sei also g € Cy(A), € >
0. Da A kompakt ist, gibt es nach dem Satz iiber die Dichtheit der Polynome in
C(X) von Kaplansky eine Polynomfunktion P auf A mit ||g — P|| < e. Es gilt
also |P(0)| = |g(0) — P(0)| < e. Nun ist P — P(0) ein Polynom ohne konstanten
Term und ||g — (P — P(0))]| < e. Damit folgt die Behauptung. [

Satz 5.11 Fine C-Algebra ist vom abzihlbaren Typ, dann und nur dann wenn
es ein a € A gibt, mit A= Kla).

Beuweis:

Es ist K[a] vom abzéhlbaren Typ. Sei X ein lokalkompakter nulldimensio-
naler Hausdorfifraum. und sei Co(X) vom abzdhlbaren Typ. Dann gibt es
f1, f2,- - € Cx(X), sodass die lineare Hiille von {f, : n € N} dicht liegt
in Coo(X). Fiir jedes n sei X,, die kompakte Menge f,(X) U {0} und p, die
kannonische Surjektion [[X,, — X,. Dann gibt es ein eindeutiges stetiges
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f X — [[Xm mit f,, = py o f fiir jedes n. Die Menge [] X, ist kompakt
und ultrametrisierbar und somit existiert ein Homdomorphismus g von [] X,
auf eine kompakte Teilmenge von K. Wir withlen g so, dass ¢(0,0,...) = 0. Dann
ist go f € Coo(X). Fiir jedes n gilt p,og~! € C(g(J] Xin)) und p,, 0g~1(0) = 0.
Wendet man den obigen Satz auf die C-Algebra C([]X,,) sieht man, dass

pn € Klg] € C([]Xm), sodass fr, = pno f € K[go f] C Coo(X) und damit

Coo(X)=K[go f]. O

Satz 5.12 (van der Put) Die folgenden Bedingungen an eine kommutative
Banachalgebra A sind dquivalent:

(a) A ist eine C-Algebra.
(b) At ist eine C-Algebra.
(¢) Die lineare Hiille von {e € A: e = €2, |le|]| < 1} ist dicht in A.

(d) Fir jedes a € A ist K[a] eine C-Algebra.

(e) A ist die kleinste abgeschlossene Unteralgebra von A, die die {a € A :
K{a] ist eine C-Algebra } enthilt.

Beweits:

Aus (d) folgt sicher (e) und aus (a) folgt (d) ist eine Konsequenz von des vor-
letzten Satzes.

(b) = (a):

A ist isomorph zu einem maximalen Ideal in A*. Es gibt ein Kompaktum X
mit AT =2 C(X). Es gibt nun ein @ € X mit A = {f € C(X) : f(a) =0}
Coo(X\{a}}.

(e) = (c):

Fiir jeden C(X) bilden, nach den Bemerkungen im Kapitel iiber Topologie,
die charakteristischen Funktionen offener kompakter Mengen einen dichten li-
nearen Teilraum. Daher enthilt die abgeschlossene lineare Hiille von {e € A :
e =e? |le|| <1} die Menge {a € A: K]|a] ist eine C-Algebra }. Das Produkt
von zwei idempotenten Elementen mit Norm < 1 ist wieder ein ebensolches
idempotentes Element. Daher ist diese abgeschlossene lineare Hiille eine abge-
schlossene Teilalgebra von A. Damit kann sie aber nur A selbst sein.

(c) = (b):
Sei R die Menge aller idempotenten Elemente von AT mit Norm < 1. Seie € R
und e # 0, dann ist |le]| = 1, denn ||| = |[e?|| < |le]|?. Die lineare Hiille von

R ist dicht in A™. R ist ein boolescher Ring unter der Addition A und der
Multiplikation -, welche man folgendermaflen definiert:

e1Ney :=e1 +e3 — e1ea (e1,e2 € R)
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€] €2 = €1€39 (61,62 S R)

Nach den Aussagen des Topologiekapitels gibt es einen kompakten nulldimen-
sionalen Hausdorffraum X und einen injektiven Homomorphismus 7" von R auf
die Menge der charakteristischen Funktionen von clopen-Mengen. Es ist insbe-
sondere T'(e1 +e2) = Te; +Tes falls e1ea = 0. Induktiv 148t sich diese Gleichheit
auf n-Summanden aus dehnen, wenn paarweise e;e; = 0 fiir ¢ # j gilt.

Seien nun e; +...e, € R und a,...qa, € K, dann wollen wir zeigen
1D aweill = Y aiTeill.
i i
Fiir alle I C {1,...,n} setzen wir
er := Hei H(e — e,
i€l jel
wobei e das Einselement von AT bezeichne. Fiiri € {1,...,n}und I C {1,...,n}

sei nun 6} =1fiirie I und 5 =0 firi ¢ I. Fir alle i und I gilt ejer = 5161
Fiir jedes i ist e; = ), dtes und daher Te; = Y, 8iTes. Daher ist

I ZaiTeill = z;aﬁ}Tezll < m}dXII(Z ai0p)Teil =

max | (3 @sdher | = max (3 avener | < max | S aerlles] < |3 e

Analog beweist man || Y aje;| < || D, a;Te;]|. Damit ist die Isometrie gezeigt.
Es definiert also > aje; — > a;Te; eine lineare multiplikative Isometrie von
einem dichten Teilraum von AT auf einen dichten Teilraum von C'(X). Also ist

At =0(X). O

Korollar 5.13 Jede abgeschlossene Unteralgebra einer C-Algebra ist eine C'-
Algebra. Jeder Quotient einer C-Algebra nach einem abgeschlossenen Ideal ist
eine C-Algebra.

Beweis:
Abgeschlossene Unteralgebren haben Eigenschaft (d) des vorigen Satzes, Quo-
tienten die Eigenschaft (¢). O

Korollar 5.14 Jede abgeschlossene Unteralgebra einer C-Algebra hat ein Or-
thokomplement.

Beweis:

Sei A eine abgeschlossene Unteralgebra von Co(X). Da A eine C-Algebra ist
hat sie eine OGB W bestehend aus idempotenten Elementen. Diese Basis kann
nach dem Korollar aus dem Satz (3.57) von van der Put zu einer OGB W, von
Coo(X) fortgesetzt werden. Die abgeschlossene lineare Hiille von Wy\W ist ein
orthogonales Komplement von A. [

Der folgende sehr wichtige Satz ist ein Analogon zum Satz von Stone-Weierstraf.
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Satz 5.15 (Kaplansky) Sei X ein lokal-kompakter nulldimensionaler Haus-
dorffraum und A eine abgeschlossene Unteralgebra von Coo(X), sodaf es fiir je
zwei verschiedene Punkte x und y von X ein f € A gibt, mit f(z) =0, f(y) = 1.
Dann ist A = Coo(X).

Beweis:

Sei R := {U € B.(X) : &g € A}. A ist die abgeschlossene lineare Hiille von
{&v : U € R}. Dann iiberdeckt R X und trennt die Punkte von X. Damit ist
R=B.(X)und A=Cx(X). O

5.2  Spektralsatz

5.2.1 Vorbereitungen

Im Folgenden bezeichne K stets einen lokalkompakten nichtarchimedischen Korper,
wenn nichts Anderes gesagt wird.

Definition 5.16 Sei A eine Banachalgebra dber einem vollstindigen Korper
K. Eine Abbildung a — a* a,a® € A heifit Transposition, falls fir a,b € A die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

(a) (a+b)t =a® +0b'.
(b) (Aa)t = \a.

(c) (ab)t = btal.

(d) (a")! = a'* = a.

Definition 5.17 Sei A eine Algebra iber K, welche fir a € A die folgenden
Bedingungen erfillt:

(a) A ist eine Banachalgebra.
(b) Auf A gibt es eine Transposition.

(c) lla‘al = [|al|.
Dann nennt man A eine E-Algebra.
Ist die letzte Bedingung nicht erfillt, dann nennt man A eine T-Algebra.
Gilt statt der letzten Bedingung:
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(d) ||a*a] = ||a®||.

Dann nennt man A eine S-Algebra.
Anmerkung:
In einer E-Algebra gilt stets ||a’| = ||al|.
Anmerkung:

Fiir jeden Banachraum H ist L(H) eine T-Algebra. Jede C-Algebra ist eine
E-Algebra.

Definition 5.18 FEs bezeichne fiir eine Menge J im folgenden spx{ai-...,ay, :
aj-...,a, €J,n € N} die frei von der Menge J erzeugte Algebra.

Lemma 5.19 Auf der frei von J erzeugten Algebra A gibt es eine Norm, mit
llad|l < ||all||]] fir alle a,b € A.

Beweis:
Sei w := a1 - -+ - ap ein Wort in A. Sei nun fiir jedes Wort ||w|| = 1 und
fir Summen von Wértern v := ciwy + -+ + ¢y, mit ¢; € K, sei ||v]] =

maxi<;j<m |¢j[. O

Definition 5.20 Secien A,C zwei E-Algebren iber demselben Korper K. FEin
Algebrenhomomorphismus T : A — C heifit t-Darstellung von A in C, falls
Ty = (T,)! fiir alle a € A.

Definition 5.21 Der Schnitt iber die Kerne aller t-Darstellungen von A in C
heif$t reduzierendes Ideal von A und wird mit Y bezeichnet.

Definition 5.22 Sei A eine kommutative Banach-T -algebra und AY ihr Gelfand-
Raum. Es bezeichne A den abgeschlossenen Teilraum von AT der aus jenen
¢ € AT besteht, fir die p(at) = ¢(a) gilt, fir alle a € A. Diese ¢ nennt man
symmetrisch.

Satz 5.23 Das reduzierende Ideal T von A besteht aus jenen a € A, sodafs
a(¢) =0 fir alle ¢ € A. Die Gleichung F(m(a)) = @), bestimmt einen isometri-
schen t-Isomorphismus F : Ay — Cy (A, K), falls K ein lokalkompakter Kiorper
15t.

Beweis:

Es gilt sup,. z]a(¢)| < [[7(a)l|¢ fir alle @ € A. Wir wahlen eine ¢-Darstellung
T von A und setzen B := im(T), wobei der Abschlf} in der Norm zu bilden ist.
Daher ist B eine kommutative E-Algebra.

Um den Beweis zu beenden benétigen wir noch den

Satz 5.24 Sei A eine kommutative E-Algebra:

A= (spk{Ha;” :n; € Nya; € J,at = a,m € N}).
i=1
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Dann ist A = A*. Weiters ist die Gelfand- Transformation a +— a ein iso-
metrischer Isomorphismus von A auf Coo (A, K), wobei K ein lokal-kompakter
Korper ist.

Beweis:

Es geniigt zu zeigen, dass AT = A ist, da A isomorph ist zu Cso(Sp(A), K),
wobei Sp(A) = A. Ist a’ =a € Aund ¢ € AT, dann ist ¢(a?) = ¢(a) € K. Tst
1 ¢ A, dann setzt sich ¢ zu einem t-homomorphismus der S-Algebra A; fort,
die man durch hinzufiigen der 1 zu A erhélt, da man z.B. A & K betrachten
kann.

Da K lokal-kompakt ist, ist A; isomorph zu C(aY, K) wobei oY = Sp(A) U
{0} die Alexandroff-Kompaktifizierung von Sp(A) bedeutet. Dann ist |la|| =
SUDy e 4+ Ix(a)|]. Sei ¢(a) = r € K,b := a+ 21, wobei z € K. Aus ||¢|| < 1
folgt [p(bD)|, = |(r + 2)%|p < [IB?]| und %] = [la’a + za" + za + 2%1|| <
max([|a®|, |z],]lall,|z[%). Dann gibt es ein 0 < e < (lla2]))2, sodaB fiir jedes
|z] < e:]p(b')|, < ||la?| gilt und damit ¢ eine stetige Fortsetzung auf A; hat.
Sei ¢ € AT und a0b+c € A mit b* = bund ¢! = —¢, dann ist ¢(a’) = ¢(b) —¢(c).
Ist ¢p(at = —¢(a) fiir jedes a € A, dann ist ¢(b) = 0 fiir jedes b = bt € A. Ist
d(at) = ¢(a) fiir jedes a € A, dann ist ¢(c) = 0 fiir jedes ¢! = —c € A
Transponieren ist eine stetige Abbildung in A.

Sei nun ¢ € AT und ¢ # 0. Dann gilt fiir jedes ¢(a) # 0, dass ¢(a’) # 0,
da a' = a. Daher ist ¢(a’) = A\yp¢(a) fiir jedes a € A, fiir welches ¢(a) # 0,
denn cokerg ¢ ist eindimensional fiir Ay # 0. Es gilt ¢((a’a)") = A}é(a)*". Da
ja ||atal| = ||a®]|,a’ = a und ¢ ein multiplikatives stetiges Funktional ist, gilt
[A¢lp = 1. Andrerseits ist

Aod(ab) = ¢(a'd’) = ¢(a")p(b") = Nd(a)p(b) = Ag(ab),

daher ist Ay =1, da es a,b € A gibt, mit ¢(ab) # 0.

Damit gilt mit ¢*(a) := ¢(a?), dass ¢' = ¢ und damit A = A+, O
Beweis(Fortsetzung):

Es gibt ein ¢ € B, sodaB [¢(T,)| = ||Ta]l, da ¢’ : a — ¢(T,) € A und wei-
ters [|Ta|| = [¢'(a)| < supye 41a(@)], somit ist [|7(a)lls < supge 4la()]. Daher
ist [[w(a)lls = supye 4 |a(¢)| und die Abbildung F' definiert einen isometrischen
t-Isomorphismus von A; in Coo(Sp(A), K). Das Bild von A* ist eine punkte-
trennende T-Subalgebra, die die Punkte von A trennt, da der Satz (3.60) von

Kaplansky gilt im(F) = Coo (A, K). O

Definition 5.25 Sei H = c¢o(a, K) und K ein vollstindiger Korper, Y ein
Banachraum dber K. Dann wird die starke Operatortopologie auf L(H,Y) defi-
niert, durch Angabe der Basis Ve,pix,, ..z, = {Z € L(H,Y) : sup; <<, [|(E —
2)zjlly <€} mite>0,Ee€ L(H,Y),z; € H;j=1,...,n;n €N.
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5.2.2 Projektionswertige Mafle

Definition 5.26 Sei X ein topologischer Raum. Ein H-projektionswertiges Maj3
auf einem Mengenring U von Teilmengen von X ist eine Funktion P auf U, die
jedem A € U eine Projektion P(A) auf H zuordnet und dabei die folgenden
Bedingungen erfillt:

(a) P(X)=1g.

(b) Zu jeder Folge paarweise disjunkter Mengen A, € U gibt es Projektionen
P(A,) mit P(A;)P(A;) =0 fiiri # j und P(UE_ A,) = ¢ _ P(A,).

n=1

(¢) Ist B C U schrumpfend und NacpA = 0 dann ist limacp P(A) = 0, wobei
die Konvergenz in der starken Operatortopologie gilt und unbedingt ist.

Definition 5.27 Sei P ein H-projektionswertiges Maf$ auf X . Fine Teilmenge
A C X heifft P-Nullmenge, falls es ein B € U gibt, sodaf§ A C B und P(B) = 0.
A heifst P-mef$bar, falls AAB eine P-Nullmenge ist. Fine Funktion f: X — K
heifit P-mefbar, falls f~1(D) immer P-mefbar ist, fiir jedes D € Bf(K), wenn
BfK die Algebra der borelschen Teilmengen auf f(X) C K ist. Die Funktion
heifit essentiell beschrinkt, wenn es ein k > 0 gibt, sodaff {x € X : |f(x)] >
k} eine P-Nullmenge ist. || f|lco bezeichen die kleinste Zahl k, fir die das gilt.
Dann sei F := spx{xp : B € L} der Raum der Treppenfunktionen und die
Vervollstindigung von F beziiglich ||.]|co heifle Loo(P). Dieser Raum ist eine
Banachalgebra unter punktweiser Multiplikation.

Korollar 5.28 Es gibt eine eindeutige lineare Abbildung I : F — L(H) fir die
gilt:

(a) I(Z?:l AiXBi) = Z?:l /\lP(Bl) wobein e N,B; € L, \; € K.

(b) Wegen [ I(f)|| = ||fllco setzt sich I zu einer linearen Isometrie( gleich be-
zeichnet) von Loo(P) auf L(H) fort.

(¢) Sei f € Loo(P) dann heift der durch [ f(x)P(dx) := I(f) definierte Ope-
rator in L(H) das spektrale Integral von f.
Beuwets:

Man nehme Punkt (a) als Definition. Die Fortsetzbarkeit und Eindeutigkeit folgt
sofort. [J

Satz 5.29 Die Figenschaften des Spektralintegrals sind:
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(a) Es gilt [ f(x)P(dz) = [y g(x) ) dann und nur dann, wenn f und g
sich nur auf einer P Nullmenge unterschezden

(b) [ f(x)P(dzx) ist linear in f.
(c) fo(:v)g(:C)P(dx)z(fo( fXg dx)) fiir alle f,g € Loo(P).

(@)
||/ F(@)P(dn)] = ||l

(e) Ist A€ U, dann ist [y xa(x)P(dx) = P(A) und insbesondere [ P(dx) =
P(X)=1g.

(f) Fiir jedes Paar{ € H und n* € H* sei ,ugn(A) =7 ( (A)E) fur A eU.
Ist E = [y f(x)P(dx), dann ist n*(E€) = [y f(x)pen(dz).

(g) Ist A € U, dann kommutiert P(A ) mit [y f(z)P(dx), falls P(A) € Lo(H)
fiir jedes A € U, wobei €' := sodafs e (e]) = (51

17

[el(/xf(x) (dx)e;] —ej/f P(dx)e;).
Beweis:

(a) — (g) folgen aus der Integraldefinition. (h) gilt wegen:

(h)

€' (P(A)ej) = prie,nimp(A)e; = O5PTimp(aye; = € (P(A)e;)

wobei die Projektoren prz auf bestimmte abgeschlossene Unterrdume Z so
gewihlt werden, dass sie die obige Gleichung erfiillen. Dies ist zum Beispiel
moglich indem man den Isomorphismus des Banachraums H zu einem ¢o(a, K)
und die orthogonalen Projektionen auf die Komponenten verwendet. Die Ei-
genschaften folgen nun aus der Integralkonstruktion. Da P(A)! = P(A) fiir
alle A € U gilt, falls P(A) € Lo( ) fiir jedes A € U, ist [[ f(z)P(dz)]" =
Jx f(x)P'(dx) und daher [ f(x)P(dz) ein symmetrischer Operator O

Definition 5.30 Sei P ein H Projektionswertiges Maj$, dann heifst P reguldir,
falls P(A) =sup{P(C) : C C A,C  kompakt} fir jedes A € Bf(X), wobei sup
den kleinsten abgeschlossenen linearen Teilraum von H bezeichnet, der imP(C)
enthdlt( und auf diesen gibt es eine Projektion).
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Korollar 5.31 Fir ein regulires H-projektionswertiges Maf gilt
P(A)=inf{P(U):U st offen und U D A} = I—sup{P(C) : C C X/A und C ist kompakt}
und es entspricht das Infimum der Projektion auf Nuca,vogenP (U)H.

Beweits:
Folgt direkt aus der Definition.[]

Definition 5.32 Fin Maf p: Bf(X) — K heifit requlir, wenn fir jedes € > 0
und jedes A € Bf(X) mit ||A||, < co eine kompakte Teilmenge C C A existiert,
sodaf [|A\C||,, < e. Mit |[P(X)|| = 1 gilt ||pe,y = l[€]| |l -

Lemma 5.33 Fir den Raum H diber K sind Mafe der Form ¢, auf einem
lokalkompakten Raum X straff, fir alle &, n in einer punktetrennenden Teilmen-
ge J C H— H’' dann und nur dann, falls P definiert ist auf Bf(X).

P ist reguldr, dann und nur dann, falls pe , reguldr ist fir alle £,m € J.

Beweis:

Die beiden Aussagen folgen aus dem Korollar zur Definition der H-Projektionswertigen
Mafle. O

Wir konnen uns nun auf Mafle der Form ¢ ¢ einschrénken, da (‘_L) 2pe,y =

Pe(+Yne(F)n — &g = Hnne

Definition 5.34 Wir bezeichen als TrP eines H-projektionswertigen Mafles P
auf X die abgeschlossene Menge aller x € X, sodass P(U) # 0 fiir jede offene
Umgebung U von x.

Satz 5.35 Sei X ein lokalkompakter total-unzusammenhdngender Hausdorffraum
und H ein Banachraum iber K. Ist T : Coo (X, K) — Lo(H) eine lineare stetige
Abbildung mit:

(a) Tyq =TT, fir f,g € C(X, K),
(b) Ty =1 fiir kompaktes X,

(c) T]f =Ty =Ty falls zwischen kommutativen E-Algebren abgebildet wird und
X = Sp(A).
Dann ist f — n*(Tt€) = pen(f) fir & € H und n* € H* ein stetiges
K -lineares Fuktional auf Coo(X, K).

Beweits:

Aus der Definition folgt || T < 1 und Ty» = T} fiir jedes n € N. Ist X lokal-
kompakt aber nicht kompakt, dann bezeichne X, die Alexandroff-Kompaktifizierung
und f € C(Xw,K) kann eindeutig geschrieben werden als f = AMx_ + ¢

mit g € Coo(X, K). Wir konnen also T zu einer stetigen linearen Abbildung

T : C(Xoo, K) — L(H) fortsetzen, durch T'f = Tg+ X\I. O
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5.2.3 Darstellungssatz

Satz 5.36 In der Situation des obigen Satzes gilt nach dem Satz iber die Iso-
morphie von straffen Maflen auf Kompakta und stetigen linearen Funktionalen
ein eindeutiges Maf e, sodass gilt:

(a) n*(Ts€) = fX x) e n(dx) fiir jedes f € Coo(X, K).

(b) Es gibt eine eindeutige lineare Abbildung P(A) € L(H) mit ||[P(A)|| < 1
und n*(P(A)§) = pen(A), wobei &,n e H.

(c) Es gibt ein projektionswertiges Mafi P’ auf Xoo mit P = P"Bf(x). Im Fall
X lokal-kompakt aber nicht kompakt, sei spr{Th€ : f € Coo(X,K), £ € H}
dicht in H.

Beweis:

(a)

Folgt direkt aus dem Analogon des Satzes von Riesz.

(b)

Fir T = Ty haben wir pg.y = piy.e. Da 11 = 1 gilt pe(X) = 0" () = & (n).
Dann gilt fiir jedes A € BF(X) [l < €]l supsso [Tyl < €] Da
H, aufgefafit als Teilraum seines Dualraums, punktetrennend auf sich selbst
operiert, gibt es zu jedem A € Bf(X) einen eindeutigen linearen Operator
P(A) € L(H) der (b) erfiillt.

(©)

Ist die Bedingung aus Satz (5.36) erfiillt, so ist P(A)" = P(A), da ja pe ,(A) =
pin,e(A). Aus der Existenz eines H-projektionswertigen MaBes auf kompaktem X
erhalten wir ein H-projektionswertiges Mal P’ auf Xo mit T} = [ x. f(@)P'(dz)
fir jedes f € C(X, K). Dann ist

Py = ([ Pl

Xoo Xoo

o) P (da)) = /X No P'(d) = 0

fiir jedes g € Co (X, K), da g(zo0) = 0.
Ist X nur lokal-kompakt aber nicht kompakt, dann folgt aus der Zusatzbedin-
gung P’'(zs) = 0 und damit P/(X) = P (Xoo\{Zo}) = 1. O

Lemma 5.37 Fiir alle A,B € Bf(X) gilt
P(AN B) = P(A)P(B) = P(B)P(A).

Beweis:
Fiir jedes g € Coo(X, K) und &,n € H sei vy(dz) := g(x)pe n(dz).
Fiir f,g € Co(X, K) gilt dann

[ s@unetdn) =i 17,6 = [ @atene(da) = [ faw(an)
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und folglich vy = pr,¢ p-
Fiir ein festes A € Bf(X) sei p(B) := pe (AN B) fir B € Bf(X). Dann ist
p € M(X). Fiir jedes g € Co (X, K) gelten die Ungleichungen

[ st@ntdn) = [ glhuc(da) =v,(4) = (P4 (T,6) = (PLAW) (1,0
X A

— [ s@nuriae (o)
X

da P(A)" = P(A). Daher ist p = pe p(ayy. Fiir jedes B € Bf(X) erhalten wir
so:
N (P(AN B)§) = peqn(ANB) = p(B) = pe,pay(B) =
(P(A)n)* (P(B)E) = 0" (P(A)P(B)S),
da wiederum P(A)! = P(A). Die Elemente &,n € H waren beliebig, daher ist

P(AN B) = P(A)P(B). Analoges Rechnen mit vertauschtem A und B fiihrt
zur Aussage des Lemmas. [

Korollar 5.38 Fiir jedes A € Bf(X) haben wir P?(A) = P(A) und P(A) ist
ein Projektionsoperator, sodafl P(X)=1. Ist ANB =0 und A,B € Bf(X), s
gilt P(A)P(B) = 0.

Beweis:
Folgt direkt aus dem Obigen. [

Satz 5.39 Sind die Bedingungen von Satz (5.30) (a) — (f) erfillt, dann ist
P das ez’ndeutig bestimmte regiilare H -projektionswertige Maf auf X fir das

Ty = [y f(x)P(dx) fiir jedes f € Coo(X, K).

Beweits:

Sei {A,, : n € N} eine Folge von paarweise disjunkten Mengen in X. Da X lokal-
kompakt ist, existiert das Spektralintegral. Nach obigem Korollar sind die P(A,,)
paarweise disjunkte orthogonale Projektoren. Setze nun Q := ) _\ P(Ay).
Dann gilt fir £, € H:

6) = Z n*(P(An)g) = Z /‘fﬂl(An) = /‘fﬂl(UnENAn) = n*(P(UnENAn)g)a

neN neN

und damit P(U,A,) =3, P(A,) und P ist ein H-projektionswertiges Maf.
Da X lokal-kompakt ist, ist jedes Maf} ¢ ,, straff und regulér, also ist P reguléir
Sei nun f € Coo(X, K) und bllde das Spektrahntegral E = [ f(z)P(dx).
Fir alle £,n € H haben wir n*( fX x) ey (dx) = n*(TrE), und damit
E = T¢. In Hinblick auf 4.37) haben wir regulidre H-projektionswertige Mafe
im kompakten und lokal-kompakten Fall bez. X.

Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen:

Angenommen es gidbe noch ein anderes reguldres H-projektionswertiges Mafi W
auf X. Setze ug n(4) = n*(P(A){“), ven(A) = 17 (W(A)E) fir alle A € Bf(X).
Dann ist [ f(z)pe,n(de) = n*(T§E) = [y f(x)ven(de) fiir alle f € O (X, K),
also fie,y = Ve etq und folglich W(A) = P(A) fir alle A € Bf(X). 0O
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Korollar 5.40 Die Relation Ty = [y f(x)P(dzx) definiert eine Bijektion zwi-
schen der Menge aller requldren H -projektionswertigen MafSen P auf X und der
Menge aller stetigen linearen Abbildungen T : Coo(X, K) — L(H) und erfillt
die Bedingungen 30.(a) — (f).

Beweis:
Folgt direkt aus dem vorigen Satz.[]

Satz 5.41 (Das Stone-Theorem) Sei A eine kommutative Banach-C-Algebra
iber einem lokalkompakten Korper K. Ist P ein reguldres H- projektionswerti-
ges Map auf A, dann gilt: Fir jedes a € A definiert T, = IA a(@)P(dg) eine
nicht-asgeartete Darstellung von A in H.

Umgekehrt bestimmt jede nichtausgeartete Darstellung T von A in einem Ba-
nachraum H ein eindeutiges reguldres H -projektionswertiges Mafs P auf A, so-

dass T, = [; a(¢)P(de) gilt.

Beweits:

Die rechte Seite der Gleichung ist ein Spektralintegral. Sei P ein regulidres H-
projektionswertiges MaB auf A. Nach Korollar (5.41) ist 7" : f +— [ f(x)P(dx)
eine nichtausgeartete Darstellung von Cs (A, K) in H. Nach Satz (5.24) ist die
Abbildung a — a| ; ein Homdomorphismus von A auf eine dichte Teilmenge einer

Unteralgebra von Ca (A, K), sodass die Abbildung T : a — T"a‘ = [ aP(da)
A

eine nichtausgeartete Darstellung von A ist.
Sei Umgekehrt T eine nichtausgeartete Darstellung von A in H. Dann folgt aus
(4.24), dass es eine nichtausgeartete Darstellung von C (A, K) gibt mit

Ta:Té‘h Va € A.
A

Nach Satz (5.40) gibt es dann ein reguldres H-projektionswertiges Mafi P auf
A fiir das gilt

7y = [ Ha)Plde)  ¥f € Cul(A). K)

Verbindet man diese beiden Eigenschaften, so erhéllt man die gewiinschte Glei-
chung.

Sei nun @ ein anderes regulires H-projektionswertiges Maf} auf A, welches die
geforderte Gleichung erfiillt, dann ist [; a(x)Q(dz) = T, = [; a(z)P(dx) fiir
jedes a € A. Da aber nach Satz (5.24) {¢, : a € A} dicht ist in Cr (A, K)
beziiglich der sup- Norm. Damit und mit (5.30) folgt [ f(z)P(dz) = [; f(2)Q(dx)
fiir jedes f € Coo(A, K) und nach Satz (5.40) folgt damit Q = P. [

5.2.4 Spektralsatz

Definition 5.42 Das Mafi P aus dem Stone-Theorem heifst Spektralmafl der
nichtausgearteten Darstellung T von A.
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Satz 5.43 Sei P das Spektralmafl einer nichtausgearteten Darstellung T einer
kommutativen Banach-C-Algebra iber einem lokal- kompakten Kérper K. Ist
¢ € A, dann ist

im(P({¢}) = {€ € H(T) : Tut = $(a)é, Va € A}.

Beweis:

Falls £ € im(P({¢})) dann ist T, = ¢(a)¢ fir jedes a € A.

Sei umgekehrt T,& = ¢(a)¢ fiir jedes a € A. Ist T’ die isomorphe Darstellung in
Ay von Coo(A, K) und T" ist dual zu T, dann ist

TiE = f(9)6  Vf e Cu(A K).

Angenommen ¢ ¢ im(P({¢})) und wir betrachten das MaBl pe ,(W) = n *
(P(W)¢) fiir n,& € H. dann gibt es n,£ # 0, sodaf pe ¢ ist nicht in im¢. Da
pie.e regulir ist, gibt es ein Kompaktum E C A, sodaB ¢ ¢ E und | Bl e > 0.
Wir wiihlen f € Coo (A, K) wobei f nicht identisch 0 sei und f(¢) =0, da A ein
vollstandig reguldrer Raum ist.

Dann folgt, dass T;{ = 0. Es gilt fiir Male nun die Ungleichung:

1T}l 2 £l 2 Sup | @) N (2) = il

Ist [[€][x = 1, dann ist [|TF¢[| = ||f||N,%5- Wir erhalten eine Kontraktion und
somit £ € im(P({¢})). O

Im Folgenden sei A eine kommutative C-Algebra mit Einselement 1 iiber einem
lokalkompakten Kérper K und j ein reguliires MaB auf A. Sei L(A, u, K) = L()
wie iiblich.

Satz 5.44 Die Gleichung (To f)(¢) = (6)(¢) f(¢) definiert eine nichtausgeartete
Darstellung T von A auf H = L(u) und das Spektralmafs P von T" wird gegeben

durch P(W)f = xw [ fiir jedes W € B(A) und f € H.

Beweis:
Ist a € C(A), dann ist sup, 4 [a($)| < oo, sodaBl

sup | f(9)[[a(9)|Nu(¢) < Ifllullallcoa

PEA

und folglich af € H und T,f = [; a(¢)P(d¢)f nach dem Stone Theorem. Es
gilt also fiir & = yw und W € B(A) T,f = P(W)f. O
Damit ist auch Tr(P) C Sp(A).

Satz 5.45 Der Kern einer nichtausgearteten Darstellung T von A besteht aus
a € A, sodass a auf dem ganzen Spektrum von T wverschwindet. Gilt weiters,
dass A eine kommutative C-Algebra tiber einem lokalkompakten Korper K ist,
dann ist T injektiv genau dann wenn, das Spektrum von T gleich dem Spektrum
von A ist.
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Beweis:

Die Bedingung T, = 0 ist dquivalent zu [ a(¢)P(d¢) = 0 und diese zu a(¢)|, =
0 nach dem Stone Theorem. Daher ist kerT = {0} dquivalent zu TrT = A. [
Anmerkung :

Beim nun folgenden Spektralsatz gilt Sp(b) = Spr () (b) := Sp(spr{b™ : n € N}).

Satz 5.46 (Der nichtarchimedische Spektralsatz) Sei H ein nichtarchi-
medischer Banachraum iber F und b € L(H). Dann gibt es ein eindeutiges
H -projektionswertiges Maff P auf dem lokalkompakten Teilkorper K < F mit
Werten in L(H) mit:

(a) Der Triger D von P ist beschrinkt in K.

(b)
b= /K xP(dx).

(c) Falls K = F, dann ist D = Sp(b).

Beweits:

Der Korper F' kann als Banachraum iiber K aufgefafit werden, also wegen (2.54)
F 2 ¢p(3, K) mit einer eindeutigen Ordinalzahl 3, da K lokalkompakt und so-
mit auch sphiirisch vollstindig ist. Der Isomorphismus x : F' — ¢o(5, K) mufl
nicht isometrisch sein.

Der Isomorphismus x induziert einen Isomorphismus von H( als Banachraum
iiber K) xg : H — co(ak, K) mit einer eindeutigen Ordinalzahl ax . Dieser Iso-
morphismus ist K-linear und induziert eine K-lineare Einbettung x* : L(H)
L(co(ak, K)) mit stetiger Inverser X*&imm)' Die Einbettung wird gegeben
durch die Formel y * (a)y := yax ™'y fiir jedes a € L(H) und y € L(co(ag, K).
Im endlichdimensionalen Fall entspricht diese Konstruktion der Zuordnung ei-
ner Matrix zu jeder linearen Abbildung.

Angenommen es gibt eine Darstellung einer C-Algebra Co (X, F') mit Hilfe ei-
nes co(ak, K)- projektionswertigen Maes P mit Triger in einer lokalkompakten
Teilmenge X in K7. Dann bildet x*~! aus P ein H-projektionswertiges Maf}
Pr durch

TPVIOTTPW)x) =xT'P(VNW)x YV, W € Bf(X).

Folglich gilt

! /X o(x)P(dz)yz = /X (@) Pdr)X)z V€ H, f € On(X, K).
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Falls x * (a) = [y ga(z)P(dz), dann ist a = [y fo(@)Pr(dx) wobei g, €
Coo(X, K) und daher x * (gq) := fo € Coo(X, F), sodaBl f, = g,, da die Ein-
schrinkung von x auf K ( eingebettet in F') die Identitét auf K ist.

Daraus folgt, dass es geniigt, statt b nur x * (b) zu betrachten. Bezeichne daher
im Folgenden b x * (b). Der Operator b erzeugt eine kommutative Unteralge-
bra A von L(H) durch spg(b) = {b" : n € N} wobei b° = 1 im Sinne der
Banachalgebra. Diese Unteralgebra hat eine Vervollstdndigung A beziiglich der
Spektalnorm ||.||sp- Diese Banachalgebra ist eine C-Algebra C(Sp(A), K) da
1 € A und Sp(A) ist kompakt, sodal C'(F, K) isomorph ist zu Coo(E, K) fiir
ein kompaktes F.

Jedes ¢ € AT ist vollstéindig bestimmt durch ¢(b). Die Abbildung ¢ +— ¢(b)
ist also stetig und bijektiv. Sie ist also ein Hom&éomorphismus vom kompak-
ten Sp(A) auf die kompakte Teilmenge Sp(b) von K. Daher identifizieren wir
Sp(A) und Sp(b). Die Gelfandtransformation wir dabei zur identischen Abbil-
dung. Nach dem Stone-Theorem erzeugt die identische Darstellung von A ein
H-projektionswertiges Mafl P auf Sp(b), sodafl b = fSp(b) xP(dz). Da die iden-
tische Darstellung injektiv ist, ist der Tréiger D von P gleich Sp(b). Setzen wir
P auf Bf(K) fort, durch P(W) = P((W) N Sp(b)), so erhalten wir ein projek-
tionswertiges Mafl auf K, welches (a) — (c) erfiillt.

(a) und (b) bestimmen das Maf} eindeutig. Sei P’ ein zweites H-projektionswertiges
MaB auf K, welches (a) und (b) erfiillt und E eine kompakte Teilmenge von K
die die Trager beider Mafle umfafit. Wir betrachten die beiden induzierten Dar-
stellungen T' : f — [ f(z)P(dz) wnd T : f — [, f(2z)P'(dz) von C(E,K).
Sei w die identische Abbildung auf F und e die konstante Abbildung e(z) = 1
auf F, dann folgt aus (b), dass T\, = T'(w) = b und T, = T, = 1. Nach dem
Kaplansky-Theorem erzeugen w und e C(F, K) als C-Algebra und daher ist
T = T’ und nach der Eindeutigkeitsaussage im Stone-Theorem ist P/ = P. O
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