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Einleitung

In den 1830er Jahren begannen die beiden Mathematiker J. Sturm' und J. Liouville? sich mit
Differentialgleichungen der Form

—(p()y ()" + q(x)y(z) = Ar(x)y(z), = € (a,b), (SL)

auseinanderzusetzen. In einer Reihe von Artikeln erschufen sie einen ganz neuen, systemati-
schen Zugang zu einer Klasse von gewohnlichen Differentialgleichungen, der einen immensen
Einfluss auf die damalige mathematische Gesellschaft hatte. Thre Arbeit war ein Meilenstein in
der Analysis und durch sie entwickelte sich ein ganzes neues Gebiet in der Mathematik, das als
Sturm-Liouville-Theorie bekannt geworden ist.

Die Theorie behandelt die allgemeine reelle lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung der
Form (SL), die auch als Sturm-Liouville-Differentialgleichung bezeichnet wird, mit gewissen
vorgegebenen Randbedingungen. Am héufigsten werden getrennte Randbedinungen der Form

cosa - y(a) +sina - (py')(a)

0
cos - y(b) +sin B - (py)(b) = 0

mit gewissen Konstanten o und g betrachtet.

Die Koeffizienten p, ¢ und r sind dabei reellwertige Funktionen, sodass %, q und r lokal inte-
grierbar bzgl. dem Lebesguemaf sind und die Gewichtsfunktion r fast iiberall strikt positiv ist.
Dieses Eigenwertproblem, das Sturm-Liouville-Problem, beschéftigt sich mit der Frage, fiir wel-
che komplexen Spektralparameter A eine nicht-triviale Losung des Randwertproblems existiert.
Solche A bezeichnet man als Eigenwerte, die dazugehorigen nicht-trivialen Lésungen als Eigen-
funktionen zum Eigenwert A.

Wenn man den Differentialoperator L einfiihrt, der durch

1/d af
Lfi=—|—|p—
/ r (d:c <pdx> +qf>
definiert wird, lésst sich die Sturm-Liouville-Theorie aus einem funktionalanalytischen Blick-

winkel betrachten und es konnen viele interessante Aussagen iiber den sogenannten Sturm-
Liouville-Operator L getroffen werden.

Mittlerweile gibt es zahlreiche Modifikationen und Verallgemeinerungen des Sturm-Liouville-
Problems, um die in der heutigen angewandten Mathematik und der mathematischen Physik
aufgeworfenen Aufgaben losen zu koénnen.

In dieser Arbeit werden wir das Sturm-Liouville-Problem (SL) verallgemeinern, indem wir die
lokal integrierbaren Koeffizienten p, ¢ und r durch mafiwertige ersetzen. Wir werden uns auf
den folgenden Sturm-Liouville-Operator konzentrieren

_d df
= ()

! Jacques Charles Frangois Sturm (1803 - 1855)
% Joseph Liouville (1809 - 1882)




wobei p, ¢ und x gewisse Borelmafle sind und d% bzw. % die Radon-Nikodym-Ableitung einer
Funktion nach dem entsprechenden Maf ist. Da beim Operator T keine Koeffizienten p, ¢ und
r auftreten, interpretieren wir stattdessen p, ¢ und y als mafiwertige Koeffizienten.

Auf den ersten Blick erkennt man vielleicht nicht sofort, in welchem Zusammenhang dieser
Operator tatsidchlich mit dem klassischen Sturm-Liouville-Operator L steht. Jedoch wird sich
herausstellen, dass L nur ein Spezialfall des von uns betrachteten Operators ist, und zwar durch
eine geeignete Wahl der Mafle.

Falls der Leser sich bis jetzt noch nicht abschrecken liefl, méchte ich an dieser Stelle noch einen
kurzen Uberblick iiber den Inhalt und den Aufbau dieser Arbeit machen. Das erste Kapitel dient
als Einfiihrung fiir die verwendete Notation und die Erklirung der grundlegenden Konzepte,
die spéter durchgehend verwendet werden. Besonders auf das Unterkapitel iiber lineare Relatio-
nen mochte ich hinweisen, da wir in der spéteren Arbeit sehr stark davon Verwendung machen
werden. Fiir eine genauere Theorie iiber lineare Relationen verweise ich auf das Skriptum aus
,Funktionalanalysis 2“ an der TU Wien [7] bzw. auf [4].

Das zweite Kapitel behandelt Anfangswertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen erster
Ordnung, bei denen statt klassischer Ableitungen Radon-Nikodym-Ableitungen nach positiven
Borelmafien betrachtet werden. Unter gewissen Voraussetzungen erhalten wir die Existenz und
die Eindeutigkeit der Losung eines solchen Anfangswertproblems und zeigen noch weitere Aus-
sagen iiber die Regularitdt der Losung. Die Aussagen und Beweise dieses Kapitels stammen aus
[1, Appendix. A].

Im dritten Kapitel folgen wir ebenfalls der Vorgangsweise der Arbeit von Eckhardt und Te-
schl [1]. Wir fithren den Sturm-Liouville-Operator 7" ein und verwenden die Resultate aus dem
zweiten Kapitel, um die Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems mit
T zu erhalten. Um das Rand- bzw. Eigenwertproblem fiir T" 16sen zu kénnen, fassen wir 71" als
lineare Relation auf. Wir fithren die minimale und die maximale Relation zu T ein und su-
chen Randbedingungen fiir den Sturm-Liouville-Operator T', sodass die entsprechende lineare
Relation selbstadjungiert ist. Bei getrennten Randbedingungen lésen wir das Rand- bzw. Ei-
genwertproblem und finden einige Aussagen {iber die Eigenschaften des Losungsoperators und
die Eigenwerte der entsprechenden selbstadjungierten linearen Relation.

Im abschlieSenden vierten Kapitel verwenden wir die Resultate aus der Dissertation von Uta
Freiberg [2]. Indem wir das Mafl x = 0 wahlen, erhalten wir den p-v-Laplace-Operator A, ,,
der ein Spezialfall des im dritten Kapitel behandelten Sturm-Liouville-Operators ist. Speziell
betrachten wir diesen Operator mit Dirichlet- und Neumann-Randbedinungen und erhalten,
dass die Eigenwerte von —A,, , nicht-negativ sind und eine aufsteigende Folge gegen unend-
lich bilden. Zum Schluss dieses Kapitels beschéftigen wir uns mit der Fragestellung, falls x4 ein
selbstéhnliches Maf ist und v gewisse Homogenitdtsbedingungen erfiillt, wie das asymptotische
Verhalten der Eigenwerte beeinflusst wird.

Abschlielend méchte ich mich noch bei meinen Professoren Harald Woracek und Michael Kal-
tenbick bedanken, dass sie mein Interesse an der Analysis geweckt haben. Thre mathematische
Prézision hat mich stets inspiriert und motiviert. Ihre zahlreichen Vorlesungen, die ich wahrend
meines Studiums besuchen konnte, haben mich immer sehr fasziniert und mein mathematisches
Wissen gefordert. Danke!

Arpad Pinter Wien, am 26. September 2013
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1 Grundlagen und Notation

1.1 Malle, integrierbare und absolut stetige Funktionen
1.1.1 Positive, signierte und komplexe Mafle

Sei  eine nichtleere Menge und A eine o-Algebra iiber €. Das Paar (€2, .A) bezeichnen wir als
Messraum.

Ein positives Mal p auf dem Messraum (€2,.4) ist eine Mengenfunktion p: A — [0, 00], die
w(0) = 0 erfiillt und o-additiv? ist. Die erste Eigenschaft ist #iquivalent zur Existenz einer Men-
ge A€ A mit u(A) < co. Damit wird gerade der Fall y = oo ausgeschlossen.

Ein positives Mafl p heifit endlich, wenn p(€2) < oo ist. Falls sogar p(£2) = 1 ist, dann nennen
wir p ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

Ein signiertes Maf§  auf dem Messraum (£2,.A) ist eine Mengenfunktion p: A — [—00, 00) bzw.
p: A — (—o0,00], die pu(@) = 0 erfiillt und o-additiv ist. Man beachte, dass signierte Mafle
maximal einen der Werte oo und —oco annehmen.

Ein komplexes Mafl p auf dem Messraum (€2,.4) ist eine Mengenfunktion p: A — C, die o-
additiv ist. Bei komplexen MaBen folgt die Eigenschaft p(()) = 0 bereits aus der o-Additivitit,
da komplexe Mafle den Wert co nicht annehmen.

Fiir ein signiertes (oder komplexes) Mafl p auf (€2,.A) bezeichnen wir mit |u| die Variation von
u, die durch

|pe|(A) := sup {Z |(Ap)|: U A, = A fiir eine paarweise disjunkte Folge (An)neN} .
n=1

n=1

|| ist dann ein endliches positives Mafi.

Fiir ein positives (signiertes oder komplexes) Maf p auf (£2,.4) sagen wir, dass eine Eigenschaft
pu-fast iiberall gilt, wenn die Ausnahmemenge N € A, die diese Eigenschaft nicht erfiillt, eine
|pe|-Nullmenge ist, d.h. |p|(N) = 0.

Ein positives (signiertes oder komplexes) Maf v ist absolut stetig bzgl. eines anderen positiven
(signierten oder komplexen) MafBles p, wenn fiir alle Mengen A € A mit |u|(A) = 0 folgt, dass
v(A) = 0. In Zeichen schreiben wir dann p < v.

Ein positives (signiertes oder komplexes) Mafl i heifit atomlos, wenn p({w}) = 0 fiir alle w € Q2
gilt.

3g-Additivitdt: Ein MaB p auf dem Messraum (€2,.4) heiBit o-additiv, falls fiir jede Folge (A, )nen paarweise
disjunkter Mengen aus A die folgende Gleichheit gilt

m <U An> = u(An).



1.1.2 Borelmafle

Sei (X, T) ein topologischer Hausdorffraum. Mit B(X) bezeichnen wir die Borel-o-Algebra auf
X, die von den Mengen aus T erzeugt wird.

Unter einem positiven (signierten oder komplexen) Borelmafl p auf (X, 7) verstehen wir ein
positives (signiertes oder komplexes) Mafl auf (X, B(X)), das lokal endlich* ist.

Ist der topologische Hausdorffraum (X, 7) zusitzlich lokalkompakt®, dann ist die lokale End-
lichkeit eines Borelmafies p dquivalent zur Eigenschaft, dass pu(K) < oo fiir alle kompakten
Mengen K C X gilt.

Der Tréger eines positiven Borelmafes p auf (X, 7) wird als die Menge
supp(p) :={x € X| VU, € T mit x € Uy: u(Uy) >0}

definiert.

Sei [a,b] ein abgeschlossenes, reelles Intervall mit —oo < a < b < oo und p ein positives
(signiertes oder komplexes) Borelmafl auf [a, b].
Dann heiBt eine Funktion F': [a,b] — C eine Verteilungsfunktion® von 1, wenn

p(le, d)) = F(d) = F(e)

fiir alle ¢,d € [a,b], c < d, gilt.
Jedes Maf besitzt eine Verteilungsfunktion, die bis auf eine additive Konstante eindeutig be-
stimmt ist.

1.1.3 Integrierbare Funktionen

Sei X eine Teilmenge von C. Eine Funktion f: X — C heifit Borel-messbar oder kurz messbar,
wenn alle Urbilder von Borelmengen unter f wieder Borelmengen sind, d.h. f~1(A) € B(X) fiir
alle A € B(C).

Sei [a, b] ein abgeschlossenes, reelles Intervall mit —oco < a < b < oo und p ein positives Borel-
maf} auf [a, b].

Eine messbare Funktion f: [a,b] — C heifit integrierbar bzgl. p, wenn f[a,b] |f(t)| du(t) < oo gilt.
Die Menge L' ([a, b], 1) bezeichnet dann die Menge aller integrierbaren Funktionen auf [a, b] bzgl.
dem MaB pu.

Fiir ein signiertes (oder komplexes) Borelmafl p auf [a,b] nennen wir eine messbare Funktion
f: [a,b] — C integrierbar bzgl. u, wenn f integrierbar bzgl. |u| ist. Die Menge L'([a,b], i) be-
zeichnet dann wieder die Menge aller integrierbaren Funktionen auf [a, b] bzgl. dem signierten
(oder komplexen) Mafl p. AuBerdem gilt L!([a,b], ) = L'([a, b], |u]).

“Lokale Endlichkeit: Ein Ma p auf einem topologischen Hausdorffraum (X, 7)) heift lokal endlich, falls fiir
alle z € X eine Umgebung U € T mit p(U) < oo existiert.

Lokal kompakt: Ein topologischer Raum (X, T) heiBit lokalkompakt, wenn fiir jedes x € X eine kompakte
Umgebung von x existiert.

SDurch diese Definition ist die Verteilungsfunktion eines MaBes y linksstetig. Man beachte jedoch, dass in
der Literatur meistens Verteilungsfunktion als rechtsstetig definiert werden bzw. dass fiir sie die Bedingung
u((c,d]) = F(d) — F(c) fiir alle ¢,d € [a,b], ¢ < d, gelten muss.



1.1.4 Lokal integrierbare Funktionen

Sei (a,b) ein offenes, reelles Intervall mit —oo < a < b < oo und p ein positives Borelmafl auf
(a,b).

Eine messbare Funktion f: (a,b) — C heifit lokal integrierbar bzgl. u, wenn fiir jedes abge-
schlossene Intervall [, 8] C (a,b) mit o, € (a,b), a < B, gilt, dass f[[, g integrierbar auf
[, B] bzgl. dem (auf [, 8] eingeschrinkten) Mafl ju[p((q, ) ist, d.h. f[aﬁ} |f(®)|du(t) < oo fiir
alle a, B € (a,b) mit o < B.

Die Menge Li ((a,b),u) bezeichnet dann die Menge aller lokal integrierbaren Funktionen auf

loc

(a,b) bzgl. dem Maf p.

Fiir ein signiertes (oder komplexes) Borelma$l 1 auf (a,b) nennen wir eine messbare Funktion
f: (a,b) — C lokal integrierbar bzgl. u, wenn f lokal integrierbar bzgl. |u| ist. Die Menge
L}, .((a,b), 1) bezeichnet dann wieder die Menge aller lokal integrierbaren Funktionen auf [a, b]
bzgl. dem signierten (oder komplexen) MaB u. AuBerdem gilt L} ([a,b], ) = L} ([a,b], |u]).

loc

1.1.5 Absolute stetige Funktionen

Sei [a, b] ein abgeschlossenes, reelles Intervall mit —oco < a < b < oo und g ein positives (si-
gniertes oder komplexes) Borelmafl auf [a, b].

Eine Funktion f: [a,b] — C heifit absolut stetig bzgl. 1, wenn sie eine Verteilungsfunktion eines
Mafles v ist, das absolut stetig bzgl. p ist.

Mit der Menge AC(]a, b, 1) bezeichnen wir nun die Menge aller (linksstetigen) absolut stetigen
Funktionen bzgl. pu.

Mit Hilfe des Satzes von Radon-Nikodym lésst sich zeigen, dass eine Funktion f genau dann in
AC([a, b], 1) liegt, wenn ein h € L([a, b], ) existiert, sodass sich f darstellen lisst als

fle)+ f[cw) h(t)du(t), fallsc<x<b

o= {f(c> ~ S R dp(t), fallsa <z <c (1.1.1)

fiir ein beliebiges ¢ € [a, b].

Zur Vereinfachung der Notation werden wir uns auf die folgende Schreibweise fiir das Integral

einigen
d Ji. oy B(t) du(t) falls c < d
— [c.d) ’ -
/C h(t) du(t) :== {_ f[d,c) h(t)du(t), fallsd < c

fiir beliebige ¢, d € [a, b].

Fiir eine Funktion f € AC([a,b], u) existiert auch immer der rechtsseitige Limes f(z+) :=
limy\, f(2) fiir alle x € [a,b) und es gilt

F(e) + [iog h(t) du(t), fallsc <z <b
flz+) = {f(c) — f([x C]) h(t)du(t), fallsa <z <c

Wegen f(z+) = f(z) + h(x)u({z}) fiir € [a,b) konnen die Unstetigkeitsstellen von f nur an
jenen Stellen z € [a,b) auftreten, bei denen u({x}) # 0 gilt.

)



1.1.6 Lokal absolut stetige Funktionen

Sei (a,b) ein offenes, reelles Intervall mit —oco < a < b < oo und p ein positives (signiertes oder
komplexes) Borelma$ auf (a,b).

Eine Funktion f: (a,b) — C heifit lokal absolut stetig bzgl. u, wenn fiir jedes abgeschlossene
Intervall [a, 8] C (a,b) gilt, dass flj, g absolut stetig auf [, 3] bzgl. dem (auf [a, 8] einge-
schrinkten) Maf j ist.

Mit der Menge ACjoc((a,b), 1) bezeichnen wir nun die Menge aller (linksstetigen) lokal absolut
stetigen Funktionen bzgl. u.

Eine Funktion f: (a,b) — C liegt genau dann in ACj,.((a,b), ), wenn eine Funktion h €
L} ((a,b), ) existiert, sodass sich f darstellen lisst als

Fz) = F() + fiom h(E) du(t), falls c <2 <b
D Z\ ) — o b du(t), falls o <z < ¢

fiir ein beliebiges ¢ € (a, b).

Genauso wie vorher existiert auch fiir f € ACjoc((a,b), p) der rechtsseitige Limes f(z+) und die
Unstetigkeitsstellen von f kénnen nur an jenen Stellen = € (a, b) auftreten, bei denen p({z}) # 0
gilt.

1.2 Klassen von Operatoren
1.2.1 Beschrinkte lineare Operatoren

Seien (X, || - ||x), (Y, || - |ly) Banachrdume und A: X — Y ein linearer Operator. Die Operator-
norm von A ist dann definiert durch

[Az]ly

vex\{oy llzllx

IA[l =

Ist die Operatornorm ||A|| < oo, dann nennt man A einen beschrénkten, linearen Operator.
Ansonsten heifit A unbeschrénkt.

Die Menge aller beschrénkten, linearen Operatoren von X nach Y bezeichnen wir mit B(X,Y).
Im Falle X =Y schreiben wir abkiirzend B(X) := B(X, X).

Versehen mit der Operatornorm || - || ist B(X,Y") selbst ein Banachraum.

1.2.2 Kompakte Operatoren

Seien (X, || - |lx), (Y, - ||y) Banachrdume. Eine lineare Abbildung K: X — Y heifit kompakter
Operator, wenn das Bild der abgeschlossenen Einheitskugel B;X := {z € X| ||z||x < 1} unter
der Abbildung K relativ kompakt” in Y ist, d.h. K(B;*) ist kompakt in Y.

Aquivalent konnen wir K als kompakten Operator definieren, wenn fiir jede Folge (2, )nen in
X eine Teilfolge (xy, )ren existiert, sodass (K (xy, ))ren eine konvergente Folge ist.

Die Menge aller kompakten linearen Operatoren von X nach Y bezeichnen wir mit K(X,Y).
Falls X =Y schreiben wir abkiirzend (X) := £(X, X).

"Relativ kompakt: Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X heifit relativ kompakt, wenn ihr topolo-
gischer Abschluss A in X kompakt ist.



Jeder kompakte lineare Operator ist auch beschréinkt und die Menge der kompakten Operatoren
K(X,Y) ist ein bzgl. der Operatornorm || - || abgeschlossener linearer Unterraum von B(X,Y).
Dabher ist (K(X,Y),] -||) auch ein Banachraum.

1.2.3 Nukleare Operatoren

Sei H ein separabler® Hilbertraum. Ein beschrinkter, linearer Operator R € B(H) heifit nuklea-
rer Operator oder auch Spurklasseoperator, wenn fiir eine (und daher fiir jede) Orthonormalbasis
(en)nen von H die nukleare Norm bzw. Spurnorm

o0

HRHnuk = Z((R*R)l/Qena en>H

n=1

endlich ist. Dabei bezeichnet R* den adjungierten Operator zu R und A := (R*R)'/? € B(H)
ist jener eindeutige positive? Operator, fiir den A% = R*R gilt.

Die Menge aller nuklearen Operatoren auf H bezeichnen wir mit AN (H). Versehen mit der
Spurnorm || - ||k ist N(H) sogar ein Banachraum.

Jeder nukleare Operator auf H ist auch kompakt, also gilt

N(H)CK(H) C B(H).
Fiir einen Operator R € N'(H) kénnen wir die Spur tr folgendermafien definieren

tr R = Z(Aen, en)H,

n=1

wobei die Reihe absolut konvergiert und unabhéngig von der Wahl der gewéhlten Orthonor-
malbasis (e, )nen ist. Die Spur tr ist ein linearer Operator auf N (H), sie ist sogar ein stetiger
Operator auf N(H) bzgl. der Spurnorm || - ||puk, d-h. [tr A < [|A||nuk-
Ist Ae N(H) und B € B(H), dann sind auch AB, BA € N(H) und es gilt

[ABlnuk < |Allnukl| Bl und || BA|lnur < [|Allnuk || Bl|- (1.2.1)
AuBerdem gilt ||A|| < ||Allnur fiir jeden nuklearen Operator A € N'(H).
Ist A ein selbstadjungierter, kompakter Operator auf H und bezeichne (A, )nex die gemés ihrer

Vielfachheit gezéhlten Eigenwerte von A. Dann ist A genau dann nuklear, wenn ) 7 | |\,| < oo
ist. In diesem Fall ist dann tr A =Y >2 | \,.

Ist A ein positiver, selbstadjungierter Operator auf H, dann ist A = (A*A)l/ 2 und daher
|A||lnuk = tr A.
1.2.4 Hilbert-Schmidt-Operatoren

Sei H ein separabler Hilbertraum. Ein beschrénkter, linearer Operator A € B(H) heifit Hilbert-
Schmidt-Operator, wenn fiir eine (und daher fiir jede) Orthonormalbasis (e,)nen die Hilbert-
Schmidt-Norm

00 1/2 00 1/2
[Allms = (Z((A*A)emen)H) = (Z HAenllir)
n=1

n=1

8Separabel: Ein Hilbertraum H heifit separabel, wenn H eine abzihlbare, dichte Teilmenge enthélt.
9Positivitiit: Ein selbstadjungierter Operator A € B(H) heifit positiv, wenn (Az, z)g > 0 fiir alle x € H.



endlich ist.
Die Menge aller Hilbert-Schmidt-Operatoren auf H bezeichnen wir mit HS(H).

Fiir Hilbert-Schmidt-Operatoren A, B € HS(H) kann man auch das Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt

definieren als
o0

(A,B)gs =Y (Aen, Ben)u,

n=1

wobei die Reihe unabhéngig von der gewi#hlten Orthonormalbasis (e,)nen ist. Versehen mit
dem Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt (-, ) s ist HS(H) ein Hilbertraum.

Jeder Hilbert-Schmidt-Operator auf H ist auch kompakt, also gilt

HS(H) C K(H) C B(H).

1.3 Lineare Relationen
1.3.1 Grundlagen

Seien X und Y Vektorrdume iiber C. Eine lineare Relation T" auf X X Y ist nichts anderes als
ein linearer Teilraum von X X Y, in Zeichen schreiben wir 7' < X x Y.

Lineare Relationen verallgemeinern den Begriff der linearen Operatoren, denn jeder lineare Ope-
rator kann durch Identifikation mit seinem Graphen als lineare Relation angesehen werden. Sei
dazu D ein linearer Teilraum von X und B: D — Y ein linearer Operator, dann ist der Graph
von B, den wir hier ebenfalls mit B bezeichnen, eine lineare Relation B < X x Y.

Fiir eine lineare Realtion 7" < X x Y definieren wir

Eine lineare Relation ist genau dann ein Operator, genauer der Graph eines Operators, wenn
mul(7") = {0}.

Motiviert durch einen operatortheoretischen Standpunkt wollen wir nun die Addition, die Ska-
larmultiplikation, die Hintereinanderausfiihrung und die Inversenbildung von linearen Relatio-
nen einfithren.

Seien dazu X, Y, Z Vektorrdume iiber C, A € C ein Skalar, T, U < X xY und S <Y x Z lineare
Relationen, dann definieren wir

T+U ={(z,y) e X XY |Ty,pp €Y:y=uy1+y2, (v,y1) €T, (z,492) € U}
AN ={(z,y) e X xY |Ty €Y:y= Ay, (z,y1) € T}
ST :={(x,2) e X xZ|TyeY: (z,y) €T, (y,2) € S}
T7V={(y,z) €Y x X | (z,y) € T}

Dabei ist ST eine lineare Relation auf X x Z und T~ ! eine auf Y x X ist. AuBerdem sei noch
bemerkt, dass dom(7 + U) C dom(7") N dom(U), dom(A\T") = dom(T") fiir A # 0, dom(ST') C



dom(T) und dom(T~!) = ran(T).
Man beachte auch, dass die Addition und die Hintereinanderausfithrung kommutativ sind, d.h.
fir T, U,V <X xYund S<Y xZ, R<Z x W, wobei W, X,Y, Z Vektorraume iiber C sind,
gilt

(T+U)+V =T+ {U+V) und (RS)T = R(ST),
jedoch gelten im Allgemeinen die Distributivgesetze nicht. Sei noch zusétzlich P <Y x Z, dann

gilt genauer
S(r+uvU)2>8T+SU und (P+S)T C PT+ ST.

1.3.2 Die adjungierte lineare Relation

Von nun an seien X und Y Hilbertrdume mit Skalarprodukten (-,-) x und (-,-)y. Der Produkt-
raum X X Y versehen mit dem Summenskalarprodukt (-, -) xxy ist ebenfalls ein Hilbertraum.
Eine lineare Relation T' < X x Y heifit abgeschlossen, falls die Menge 7" in X x Y bzgl. (-, ") xxy
abgeschlossen ist. Der Abschluss einer linearen Relation T ist wieder eine lineare Relation und
wird mit T bezeichnet.

Die Adjungierte einer linearen Relation T" < X X Y ist eine lineare Relation auf ¥ x X und
wird definiert als

T :={(y,z) € Y x X |Y(u,v) € T: (u,z)x = (v,y)y }.

Die Adjungierte T von T ist immer eine abgeschlossene lineare Relation. Auflerdem gelten die
folgenden Beziehungen

T =T, ker(T*)=ran(T)t und mul(T*) = dom(T)>*. (1.3.1)

Falls 5,7 < X x Y lineare Relationen sind, dann folgt aus S C T sofort aus der Definition
T* C S*. Des Weiteren gelten die folgenden Zusammenhénge fiir 77 < X x Y und B € B(X,Y)

(TYHY*=(T*)"' und (T + B)*=T"+ B, (1.3.2)

wobei der beschréankte lineare Operator B als lineare Relation aufgefasst wird.

1.3.3 Das Spektrum und die Resolventenmenge

Sei H ein Hilbertraum und T" < H x H eine abgeschlossene lineare Relation, dann definieren wir
die Resolventenmenge p(T') als die Menge aller 2 € C, sodass die lineare Relation R, := (T—z)"*
ein iiberall definierter Operator ist, d.h. dom(R,) = H und mul(R,) = {0}.

Wenn wir die lineare Relation R, als Operator auffassen, dann ist die Resolventenmenge p(T")
definiert als

p(T):={2€C|(T—2)""'€B(H)}.

und sie ist immer eine offene Teilmenge von C.
Man bezeichnet R, z € p(T), auch als Resolvente von T" bei z und es gilt die Resolventenglei-
chung

R,— Ry =(z—w)R.,Ry, z,we€p(T). (1.3.3)

Daraus folgt auch, dass die Resolventenabbildung R: p(T") — B(H) stetig ist.
Das Spektrum o(7") einer abgeschlossenen linearen Relation 7" ist dann wie gewohnt das Kom-
plement der Resolventenmenge

o(T) = C\ p(T).



Man kann nun das Spektrum von 7 in drei disjunkte Teilmengen zerlegen, ndmlich in

- das Punktspektrum
0p(T) = {z € o(T) | ker(T — 2) # {0},

- das kontinuierliche Spektrum

0c(T):={z€0(T)| ker(T — z) = {0}, ran(T — z) # H, ran(T — z) = H},

- das Residualspektrum

or(T):={z€0(T)| ker(T — z) = {0}, ran(T — z) # H}.

Ein Element z € 0,(T") aus dem Punktspektrum bezeichnet man als Eigenwert, der dazugehdorige
Raum ker(7T — z) heifit der Eigenraum zum Eigenwert z und alle von Null verschiedenen Vek-
toren des Eigenraums nennt man Eigenvektoren zum Eigenwert z.

1.3.4 Symmetrische, selbstadjungierte und normale lineare Relationen

Sei H ein Hilbertraum. Dann nennen wir eine lineare Relation 7' < H x H symmetrisch, falls
T C T*, selbstadjungiert, falls T = T%, und normal, falls T*T = TT*. Ist T symmetrisch,
so ist auch T symmetrisch. Daher werden in weiterer Folge meist nur mehr abgeschlossene
symmetrische lineare Relationen betrachten.

Selbstadjungierte lineare Relationen S sind immer abgeschlossen und es gelten die Beziehungen

mul(S) = dom(S)> und ker(S) = ran(S)=*.
Daher ist S genau dann ein Operator, wenn S dicht definiert ist.

Einen schénen Zusammenhang zwischen einer abgeschlossenen symmetrischen linearen Relation
T und ihrer Adjungierten 7™ liefert die von Neumannsche Formel

T* =T & My (T) ® M_(T), (1.3.4)

wobei My (T) := {(x,y) € T*| y = iz} als Defektrdume bezeichnet werden. M4 (T") sind sogar
lineare Operatoren und ihr Definitionsbereich ist

dom (M (T)) = ker(T* i) = ran(T Fi)*.

Es sei zusitzlich noch erwiihnt, dass die Kodimension von T im Hilbertraum!® 7% gerade den
Dimensionen der Defektraume entspricht, also

codimp+ T' = dim M4 (T') + dim M_(T). (1.3.5)

10Als abgeschlossener linearer Teilraum des Hilbertraums H x H ist auch T* ein Hilbertraum.



1.3.5 Selbstadjungierte Erweiterungen

Wir sagen, dass eine symmetrische lineare Relation T' eine selbstadjungierte Erweiterung S
besitzt, wenn T' C S und S selbstadjungiert ist. Falls T' dicht definiert ist, so ist wegen

{0} = dom(T)* D dom(S)* = mul(S)
jede selbstadjungierte Erweiterung von T sogar ein Operator.

Es stellen sich nun die Fragen, ob iiberhaupt solche selbstadjungierten Erweiterungen existieren
und wie man diese Erweiterungen bestimmen kann. Zur Beantwortung dieser Fragen erweist es
sich als sinnvoll fiir eine symmetrische lineare Relation 1" die folgenden Zahlen

ny(T) := dimran(T — i)+,
n_(T) := dimran(T + i)+,

zu definieren. Die Zahlen ny (7)) und n_(7) heiflen auch die Defektindizes von 7" und sie ent-
sprechen gerade den Dimensionen der Defektriume

ni(T) = dimdom(My(T)) = dim My (T),

wobei die zweite Gleichheit gilt, da My (T) Operatoren sind. Der Abschluss T von T hat die
selben Defektindizes wie T'.

Satz 1.3.1. Fine symmetrische lineare Relation T besitzt genau dann eine selbstadjungierte
Erweiterung, wenn ny(T) = n_(T).
In diesem Fall sind alle selbstadjungierten Erweiterungen S von T gegeben durch

S=Ta& I —-V)M(T), (1.3.6)

wobei I der Identititsoperator bezeichnet und V' ein isometrischer Operator von My (T') nach
M_(T) ist. Umgekehrt definiert (1.3.6) fiir jeden solchen isometrischen Operator V' einen selbst-
adjungierte lineare Relation S.

Beweis. Den Beweis findet man in [4, Corollary 6.4] O

Korollar 1.3.2. Sei T eine symmetrische lineare Relation mit gleichen, aber endlichen Defek-
tindizes, d.h. ni.(T) =n_(T) =:n € N.

Dann sind die selbstadjungierten Erweiterungen S von T genau die n-dimensionalen symmetri-
schen Erweiterungen von T, d.h. S =T+ M ' fiir eine symmetrische lineare Relation M C T*
mit dim M = n.

Beweis. Den Beweis findet man in [1, Corollary B.6]. O

18 = T+ M bedeutet hier, dass TNM = {0} und T+ M = S, wobei "+’ hier fiir die Addition zweier Teilriume
von X x X steht, jedoch nicht fiir die eben eingefithrte Addition zweier linearer Relationen.



1.4 Wichtige Resultate

In diesem kurzen Abschnitt wollen wir einige wichtige Sétze auflisten, die wir spéter fiir unsere
Beweise benotigen werden.

Satz 1.4.1 (Partielle Integration fiir Verteilungsfunktionen).
Seien pur und pg zwei komplexe Majfle mit den dazugehorigen Verteilungsfunktionen F bzw. G.
Dann gilt fiir a,b € R, a < b,

()
s F(t—)dug(t) + - G(t+) dpr(t) = F(b+)G(b+) — F(a—)G(a—)

(i)
[ b)F(t—)duc(t) + - G(t+) dur(t) = F(b—)G(b-) — F(a—)G(a—)

(iii)
/( ’ F(t—)dug(t) + i G(t+) dur(t) = F(b+)G(b+) — F(a+)G(a+)

(i)
/( FU e+ [ G dur(t) = FO-)60-) - Flah)0es)

Beweis. Den Beweis findet man in [5, Theorem 21.67]. O

Bemerkung 1.4.2. Sind insbesondere F' und G zwei linksstetige Verteilungsfunktionen der
komplexen MaBle up bzw. pg, so erhalten wir die Formel der partiellen Integration (1.4.1) in
der Form, in der wir sie in den nachfolgenden Beweisen verwenden werden.

/[b) E(t) dpa(t) = [F(0)G(b) — F(a)G(a)] — ) G(t+) dur(t) (1.4.1)

Abkiirzend wird an einigen Stellen die Notation [FG]% fiir
[FG], = F(0)G(b) — F(a)G(a)

verwendet.

Satz 1.4.3 (Spektralsatz fiir kompakte, normale Operatoren).

Sei R ein kompakter, normaler Operator auf dem Hilbertraum H .

Dann existiert ein (eventuell endliches) Orthonormalsystem (e1, es,...) in H, sowie eine (even-
tuell endliche) Folge (A1, A2, ...) in C\ {0} mit limg_,oo A\ = 0, falls die Folge unendlich ist,
sodass

H = ker(R) @ span{ey, ea, ...}

und
T = Z)\k(a},ek)Hek, x € H.
k

10



Dabei sind die A1, Mo, ... gerade die von 0 wverschiedenen FEigenwerte von R und ey ist ein
Eigenvektor zum Figenwert Ay fir alle k =1,2,....

Beweis. Fiir den Beweis siehe [10, Theorem VI.3.2]. O

Satz 1.4.4 (von Mercer).
Sei K C R eine kompakte Menge, p ein positives Mafl auf den Borelmengen B(K), G: Kx K —
R ein stetiger Kern und R: L?>(K, ) — L*(K, ) der dazugehorige Integraloperator, d.h.

(R)(x) = /K Gle.y) (W) duly), f € L*(K.p), =€ K.

Es gelte G(z,y) = G(y,x) fir alle x,y € K, sodass R selbstadjungiert ist.

Seien A1, Ao, ... die gemdf$ ihrer geometrischen Vielfachheit gezdhlten Figenwerte von R mit
den dazugehdrigen Eigenfunktionen ey, e, ... .

Falls R positiv ist, gilt fir (p ® wu)-fast alle (x,y) € K x K

G(.%', y) = Z Anen(x>m7
n=1

wobei die Konvergenz (i ® w)-fast iberall absolut und gleichmdfsig ist.

Beweis. Fiir den Beweis siehe [10, Satz VI1.4.2]. O

Satz 1.4.5 (Spezialfall des Taubertheorems fiir Stieltjestransformationen).
Sei N: (0,00) — (0,00) eine nicht-fallende Funktion und existiere fiir eine feste Zahl a« > 0 das

Integral
e 1
—F dN(t),
/0 (t+ 2) ®)

fiir alle z > 0.

Aus - .
/0 (t—l—z)adN(t)AZ fir z— 00, 0<—-F<aq,
folgt dann
N(z) =< 2°%?  fiir & — .
Beweis. Den entsprechenden Satz und Beweis findet man in [8, Satz. III]. O

Bemerkung 1.4.6. Das im vorigen Satz verwendete Zeichen < steht fiir ,,asymptotisch gleich*.
Die Notation
f(z) <g(z) firz— oo

mit zwei Funktionen f,g: (0,00) — (0,00) bedeutet, dass C1,Cy > 0 und ein zp € (0,00)
existieren, sodass
Cig(z) < f(2) < Cag(2), =z = 20,

gilt.
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2 Anfangswertprobleme mit Radon-Nikodym-Ableitung

2.1 Existenz und Eindeutigkeit

Sei (a,b) ein reelles Intervall mit —oo < @ < b < oo und w ein positives Borelmaf auf (a,b).
AuBerdem seien M: (a,b) — C™*™ und F': (a,b) — C™ messbar und komponentenweise lokal
integrierbar bzgl. w.

Definition 2.1.1. Sei ¢ € (a,b) und Y, € C". Wir sagen, dass eine Funktion Y: (a,b) — C"
eine Losung des Anfangswertproblems

ay
— =MY +F 2.1.1
T + (2.1.1)
mit der Anfangsbedingung
Y(c)=Y, (2.1.2)

ist, wenn die Komponenten von Y linksstetig und lokal absolut stetig bzgl. w sind, die Radon-
Nikodym-Ableitung von Y die Gleichung (2.1.1) w-fast iiberall erfiillt und (2.1.2) gilt.

Bemerkung 2.1.2. Durch Integration erhélt man, dass eine Funktion Y': (a,b) — C™ genau
dann eine Losung des Anfangswertproblems (2.1.1) und (2.1.2) ist, wenn Y die Integralgleichung

Y(z)=Y(c)+ /I(M(t)Y(t) +F(t)dw(t), z € (a,b), (2.1.3)

16st.

Lemma 2.1.3 (Gronwall).
Sei (a,b) ein Intervall mit —oco < a < b < oo, ¢ € (a,b) und w ein positives Borelmaf$ auf (a,b).
Auperdem sei v € L}, ((a,b),w) reellwertig.

(i) Gelte 0 <v(x) < K + f[c 2) vdw fiir alle x € [c,b) und eine Konstante K > 0.
Dann erfillt v die Abschdtzung

v(z) < Keliew woore [e, ).

(ii) Gelte 0 <v(z) < K + f(x o Vdw fiir alle x € (a,c] und eine Konstante K > 0.
Dann erfillt v die Abschdtzung

v(x) < Kelwa W xe (a,c].

Beweis. Zuerst zeigen wir die folgende Abschéitzung
F(z)"™ > (n+ 1)/ F(t)"dw(t), c€lcb). (2.1.4)
[c,z)

Dazu definieren wir F(x) = f[ ) dw,z € [c,b), und behaupten, dass fiir n € N die Funktion
(F™)(z) = F(x)",z € [c,b), absolut stetig bzgl. w ist, mit der Radon-Nikodym-Ableitung

d(Fn) _”_1 7 n—1)—i
o (x)_i;F(x) Fz+)" D7 2 e e,b).
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Wir zeigen diese Aussage induktiv. Der Fall n = 1 folgt sofort aus der Definition von F. Gelte
nun die Behauptung fiir n € N. Mit der Formel der partiellen Integration (1.4.1)

/[ )F(t)”dw(t)ZF(x)"F(:v)— . )F(t—i—)d(din)(t)dw(t)

= F(z)"*! /{)(ZF )dw() x € e, b).

Durch Umformen erhalten wir

F(z)"+! :/ (ZF ) dw(t), € le,b). (2.1.5)

Somit gilt die Aussage auch fiir n + 1.

Mit der Ungleichung F(t+) > F(t),t € [¢,b), in (2.1.5) folgt sofort die Abschitzung (2.1.4).
Nun kommen wir zum eigentlichen Beweis des Gronwall-Lemmas. Wir zeigen fiir alle n € N
induktiv die Behauptung

" F(z)!  F(x)"
m)gKgg!)+;3/k:z)vdw, x € [c,b).

Fiir n = 0 ist das genau unsere Voraussetzung. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass
die Aussage fiir n € N erfiillt ist und zeigen sie fiir n + 1. Fiir « € [¢,b) gilt dann

v(z) < K—|—/[ )’U(t) dw(t)

=0
n+1 ;
F [ n+1
(:c) + Flz) / vdw,
Z! (TL =+ 1)' [c,l’)

wobei in der zweiten Ungleichung die Induktionsannahme und in der letzten zweimal die Abschéitzung
(2.1.4) verwendet wurde.

Bildet man nun den Grenzwert fiir n — oo, so ergibt sich die gewiinschte Abschétzung.

Mit einer analogen Rechnung erhalten wir auch die zweite Aussage. U

—~

1=0

Bemerkung 2.1.4. Bezeichne || - || eine beliebige Norm auf C"*". Wegen der Aquivalenz von
allen Normen auf endlichdimensionalen Banachrdumen erhalten wir die Ungleichungen

/ Mj(t)) dt < /
[e,d] [e,d]

/ | M () \dt<K22/ (t)| dt
|:C7

2,j=1

S My () dt < K, /[ RALCITY

ij=1 &

und
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fiir ¢,d € (a,b) mit ¢ < d und Ky, Ky > 0.
Daraus folgt, dass M genau dann komponententweise lokal integrierbar bzgl. w ist, wenn || M (-)||
lokal integrierbar bzgl. w ist. Analog kénnen wir diese Aussage auch fiir F' zeigen.

Satz 2.1.5 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz).

Sei (a,b) ein reelles Intervall mit —oo < a < b < 0o und w ein positives Borelmaf auf (a,b).
Auperdem seien M: (a,b) — C"*™ und F: (a,b) — C"™ messbar, sodass ||M(-)|| und ||F(-)|
lokal integrierbar bzgl. w sind.

Dann hat das Anfangswertproblem (2.1.1) mit (2.1.2) eine eindeutige Lésung fir alle ¢ € (a,b)
und Y, € C" genau dann, wenn die Matrix

I +w({z})M(z) (2.1.6)

reguldr fir alle x € (a,b) ist.
Sind M, F und Y, reell, dann ist auch die Losung Y reell.

Bemerkung 2.1.6. Die Matrix (2.1.6) ist fiir alle z € (a,b) mit w({z}) = 0 gleich der Ein-
heitsmatrix I. Fiir jene x € (a,b) mit w({z}) # 0 ist der Funktionswert M (z) der (komponen-
tenweise) lokal integrierbaren Funktion M eindeutig definiert. Somit ist die Matrix tatséchlich
fir alle « € (a,b) wohldefiniert.

Beweis. Zuerst nehmen wir an, dass das Anfangswertproblem (2.1.1) mit (2.1.2) eine eindeutige
Losung fiir alle ¢ € (a,b) und Y, € C" hat. Wére die Matrix (2.1.6) fiir ein x¢ € (a,b) nicht
reguldr, dann miisste w({xo}) # 0 gelten und wir konnten zwei verschiedene Vektoren y; und
yo finden, sodass

[+ w({zo})M(zo)lyr = [I +w({zo}) M (z0)]y2

Seien Y7 und Y3 die Losungen des Anfangswertproblems (2.1.1) mit Y (xg) = y1 bzw. Y (x0) = yo.
Indem wir den rechtsseitigen Limes bei x( in der Integraldarstellung (2.1.3) bilden, erhalten wir

Yi(zo+) = Yi(2o) +w({zo}) (M (20)Y1(w0) + F(z0))
= [I +w({zo}) M (z0)ly1 +w({zo})F(20)
= [I +w({zo}) M (z0)]y2 + w({wo}) F(z0) = Ya(w0+)

Fiir x € (z9,b) gilt dann
1Vi(2) - Ya(@)] = |(Vi(z) - Yi(zo+)) — (Ya(z) — Ya(zo+))]
< / 1M ()Y (1) — Ya(t)]| deo(t)
(z0,z)

Aus dem Gronwall-Lemma 2.1.3 folgt fiir ||Y1(:)—Y2()|| € L}, (w0, b), || M (-)||dw), dass ||Y1(z)—
Ya(x)|| = 0 bzw. Yi(z) = Ya(z) fir alle x € (xo, b).

Wihlt man nun ¢ € (xg,b) und den Anfangswert Y, := Y1(c) = Ya(c), dann sind Y7 und Y3 zwei
verschiedene Losungen des Anfangswertproblems (2.1.1) mit (2.1.2), also ein Widerspruch.

Sei nun die Matrix (2.1.6) fiir alle z € (a,b) reguldr. Da M und F nur (komponentenweise)
lokal integrierbar sind, miissen wir uns auf Teilintervalle (o, 8) C (a,b) mit «, 8 € (a,b),a <
beschrianken. Wenn wir nun die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung auf (a, ) fiir alle
a,B € (a,b) mit a < ¢ < f zeigen konnen, so muss auch auf (a,b) eine eindeutige Losung
existieren, die eingeschriankt auf die Teilintervalle («, 8) mit den dort entsprechenden Losungen

14



ibereinstimmt.

Eindeutigkeit der Losung:
Seien Y7 und Ys zwei Losungen des Anfangswertproblems (2.1.1) mit (2.1.2) auf (a, ). Dann
16st Y :=Y; — Y> das homogene Anfangswertproblem = MY und Y (c) = 0. Wir erhalten

HY(x)HS/ IM@Y @O dew(t), € [e, B),

und mit dem Gronwall-Lemma 2.1.3 folgt Y (z) = 0 fur alle = € [¢, §).
Fiir x € (a, ¢) gilt hingegen

Y(z)=— [ )M(t)Y(t) dw(t) = — : )M(t)Y(t) dw(t) — w({z})M(z)Y (z).
Durch Umformen ergibt sich
Y(z) = —[I+w({z})M(z)]™* ( )M(t)Y(t) dw(t), =€ (ayc)

und wir erhalten
1Y @) < |l + w{z}) M 1H/ IM@IY @) de(t), € (ac).
Da ||[M(-)]| lokal integrierbar bzgl. w ist, gilt wegen
Y. w({zpIM@)] S/ [[M ()| dew(t) < oo, (2.1.7)
z€ () w({a}h)#£0 ]

dass w({z})||M(z)|| < 3 fiir alle bis auf endlich viele z € (av, ¢) gilt. Fiir diese z folgt

o0

> (~w({zh)M

n=0

7+ w({zhM @) = <Z ({}) 1M ()|))" < 2

Insgesamt ist daher ||[I + w({z})M (x)]~!|| beschrénkt fiir alle z € (c, ) und mit dem Gronwall-
Lemma 2.1.3 erhalten wir auch Y (z) = 0 fiir alle z € (a, ¢).

Existenz der Losung:
Nun wollen wir eine Losung des Anfangswertproblems (2.1.1) und (2.1.2) konstruieren. Dazu
definieren wir fiir

Yo(z) =Y. + /1 F(t)dw(t), x€lcp),
und induktiv fiir jedes n € Ny
D)= [ MEYarl)de(®), @€ le.)

Diese Funktionen sind alle beschriankt durch

f [M ()] dw(t)"

[Yn(2)|| < sup [[Yo(t , (2.1.8)
tele,x) n:
B
M(t)]| d
< sup ||Yo(t f | 'H w(t)" , x€lep). (2.1.9)
tele,B) n:
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Die zweite Ungleichung ist offensichtlich. Die erste zeigen wir induktiv. Fiir n = 0 ist die Aussage
offensichtlich. Falls die Aussage nun fiir n € N gilt, so erhélt man fiir n + 1

[Yota(2)]| < /z IM@)[[[[Yn(2)]] deo(t)

= opp, M gy e HM(];)!H WO ot
(f: | M (t)]| dew(t))"H
) el s (n+1)! , z€[ep),

wobei in der zweiten Ungleichung die Induktionsannahme und in der letzten die Abschéitzung
2.1.4 mit dem positiven Borelmaf || M (-)||dw verwendet wurde.

Somit konvergiert die Reihe Y(z) := > 2 Y, (z),z € [¢, B), absolut und gleichméBig. Daraus
folgt

V@) =Yoo + 3 / "MW Yai (8 det)

—Y+/ M(t + F(t)dw(t), z¢€lcp).

Wir haben nun eine Losung Y auf [c, 5) konstruiert. Wir miissen nur mehr die Losung auf
ganz (o, ) erweitern. Dazu teilen wir das Intervall (¢, ¢) in Teilintervalle auf und erweitern die
Losung schrittweise auf das néchste Teilintervall.

Fiir die Teilintervallgrenzen (zj)Y_, mit « = 29 < z1 < ... < xy = c wihlen wir jene
Punkte = € (a,¢), fiir die w({z})M(z) > 3. Das sind nur endlich viele Punkte wegen (2.1.7).
Gegebenfalls zerteilen wir die so erhaltenen Teilintervalle in endlich viele weitere Teilintervalle,
sodass fiir alle k =0,..., N — 1 gilt

/ 1M ()] deo(t) <
(Th,TRt1)

Das ist aufgrund der lokalen Integrierbarkeit von ||M(.)| sicherlich moglich.

Wir nehmen nun an, dass wir fiir £ = 1,..., N bereits eine Losung Y auf [z, 3) konstruiert
haben und zeigen, dass Y auf [z}_1, 5) erweitert werden kann. Dazu gehen wir in zwei Schritten
vor. Zuerst konstruieren wir eine Erweiterung der Losung fiir das Intervall (x;_1, zx). Im zweiten
Schritt wird dann der Y (z;_1) bestimmt.

Definieren wir

(2.1.10)

L\DM—~

Zo(z) =Y (xg) +/ F(t)dw(t), =z € (vk—1,2k),

[w7xk)

und induktiv fiir jedes n € N
Zn(x) = [ )M(t)Zn_l(t) dw(t), =€ (xp_1,xk)-
T,Tp

Mit Hilfe von (2.1.10) erhalten wir ganz einfach durch Induktion, dass diese Funktionen fiir alle
n € Ng beschrénkt sind, ndmlich durch

[Zn ()]} < <HY(wk)ll +/[ )\F(t)\dW(t)> 2% € (Th-1,7k)-
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Somit konvergiert die Reihe Y (z) := > 7" | Z,(x),x € (x)_1, x)), absolut und erkennt genauso
wie oben, dass nun Y eine Losung auf (zp_1, 3) ist.

Wegen der Darstellung (2.1.3) existiert der rechtsseitige Grenzwert von Y (z;_1+) und wegen
der Regularitdtsannahme der Matrix I + w({zg—1})M (z_1) kénnen wir

Y(zp1) = [ +w({zra )M (zr-0)] (Y (21+) —w{zr1}) F(ap-1))

definieren. Durch Umformen gilt dann Y (zx_1+) = Y (zk—1) + w({xgp—1}) (M (2-1)Y (xx—1 +
F(xp_1)). Also ist Y tatséchlich eine Losung auf [xg_1, 3).
Nach endlich vielen Schritten erhilt man so eine Losung auf ganz (o, 3).

Sind die entsprechenden Daten M, F' und Y, reell, dann erkennt man leicht, dass alle auftreten-
den Funktionen bei der Konstruktion der Losung auch reell sind und daher die Losung ebenfalls
reell sein muss. U

Bemerkung 2.1.7. Der Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes 2.1.5 zeigt uns, dass die
Bedingung (2.1.6) nur fiir die Eindeutigkeit der Losung links vor dem Anfangspunkt ¢ € (a, b),
also fiir alle = € (a,b), bendtigt wird. Es ist immer moglich, die Losung eindeutig nach rechts
fortzusetzen.

Ein einfaches Beispiel nehmen wir n = 1 an und betrachten das Intervall (—2,2). Wir wéhlen
M=1,F=0,c=0,Y,=0und w = —§_; das Dirac-MaBl bei —1. Dann ist die Bedingung
(2.1.6) bei x = —1 nicht erfiillt. Die entsprechende Integralgleichung

Y (x) :/ Y(t)dw(t), z€(-2,2).
0
hat als Losungen die Funktionen

d, fir —2<zx<-1
Yd(“r)_{ 0, fir —1<z< -2

fiir jedes d € C. Die Losungen sind daher nicht eindeutig links vom Anfangspunkt ¢ = 0.

Korollar 2.1.8. Sei die Matriz I +w({z})M(x) reguldr fir alle v € (a,b).
Dann hat das Anfangswertproblem

dy
T =MY+F mit Y(ct)=Y,
w

eine eindeutige Lisung fir alle ¢ € (a,b) und Y, € C".
Sind M, F und Y, reell, dann ist auch die Losung Y reell.

Beweis. Wegen der Integraldarstellung (2.1.3) gilt
Y(ct) =Y(c) + w({ch)(M()Y(c) + F(c))

und durch Umformen gilt Y (¢) = (I +w({c})M(c)) (Y (c+) —w({c})F(c)).
Somit ist eine Funktion Y eine Losung des obigen Anfangswertproblems genau dann, wenn es
eine Losung des folgenden Anfangswertproblems ist

ay

o = MY +F mit Y(c)= I+ w{cHhM(c) (Y. —w({c})F(c)).
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2.2 Regularitiatsaussagen

Definition 2.2.1. Eine messbare Funktion f: (a,b) — C heifit integrierbar bei a [bzw. bei
b] bzgl. w, wenn fiir alle ¢ € (a,b) gilt, dass f € Ll((a, c,w) [bzw. f € L'([c,b),w)] ist.

Bemerkung 2.2.2. Eine Funktion f € L}, ((a,b),w) ist genau dann integrierbar bei a bzgl. w
wenn fiir ein ¢ € (a,b) gilt, dass f € L'((a, c],w). (Eine analoge Aussage gilt auch fiir b.)

Satz 2.2.3. Seien [|[M(-)|| und ||F(-)|| integrierbar bei a bzgl. w und Y eine Lésung des An-
fangswertproblems (2.1.1) mit (2.1.2).

Dann existiert der Limes Y (a) := limy\ o Y ().

(Eine analoge Aussage gilt auch fiir b.)

Beweis. Wegen unserer Annahme kénnen wir ¢ € (a, b) so nahe bei a wéhlen, dass

/( 1M dott) <

Zuerst zeigen wir, dass ||Y ()| auf (a, ¢] beschrénkt ist. Fiir x € (a, ¢) gilt

DN |

Y (@) < [Y () +/ IIM(t)\IIIY(t)IIdW(t)+/ [1E ()] deo(?)-

[z.c] [z.c]
Nun wéhlen wir s € (a, c¢) beliebig und erhalten

mace [¥ ()] < [V ()] + /[ IOl O date) + /[ RECIEO

< IIY(C)II+ZIQ§§]IIY($)II/ HM(t)Ildw(tH/ [1E ()] dew(t)

a,c

< IIY(C)||+/ 1) deo) + 5 max [[Y ()]

, 2CC SC

Wegen der Linksstetigkeit ist Y auf [s, ¢] beschrinkt, also ist das Maximum endlich und wir
konnen die Ungleichung umformen zu

1
5 [V @) < Y ()] + / |F()] du(t) = .

)

Da s € (a, c) beliebig war, folgt max ¢, q [V ()| < 2K.
Um die eigentliche Aussage zu zeigen, wihlen wir fiir ¢ > 0 ein d € (a, ¢| so nahe bei a, dass

ILCIEECES=S

Dann gilt fiir alle z1, 25 € (a,d] mit 1 < x9

1Y (1) =Y (z2) S/[ ]HM(t)IIHY(t)HdW(t) §2K/( ; M ()] dew(t) <e,

d.h. (Y(2))ze(a,q ist ein Cauchy-Netz in C fiir x \, a. Daher existiert der Grenzwert Y (a) =
lim,\ o Y (z) und Y'(a) € C. O
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Korollar 2.2.4.

(i) Seien | M(-)|| und ||F(-)| integrierbar bei a bzgl. w. Dann hat das Anfangswertproblem

Y
Cfl— =MY+F mit Y(a)=Y, (2.2.1)
w

eine eindeutige Losung fir alle Y, € C™.
Sind M, F und Y, reell, dann ist auch die Lisung Y reell.

(ii) Seien | M(-)|| und ||F(-)|| integrierbar bei b bzgl. w. Dann hat das Anfangswertproblem

dY

eine eindeutige Losung fir alle Yy, € C" genau dann, wenn I + w({x})M (x) reguldr fir
alle x € (a,b) ist.
Sind M, F und Yy reell, dann ist auch die Lisung Y reell.

Beweis.

(i) Eine Funktion Y': [a,b) — C", die rechtsstetig bei a ist, ist genau dann eine Lésung von
(2.2.1), wenn Y die Integralgleichung

Y(z) =Y (a) +/( )(M(t)Y(t) + F(t))dw(t), =€ [a,b),

erfillt.

(ii) Eine Funktion Y: (a,b] — C", die linksstetig bei b ist, ist genau dann eine Losung von
(2.2.2), wenn Y die Integralgleichung

Y(x)—Y(b)—/[ LAY () + F@)de), € (@b

erfiillt.

Mit einem im Wesentlichen gleichen Beweis wie in Satz 2.1.5 erhalten wir die entsprechenden
Behauptungen. O
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3 Sturm-Liouville-Operatoren mit mafliwertigen Koeffizienten

3.1 Der Sturm-Liouville-Differentialausdruck

Sei (a,b) ein beliebiges Intervall mit —oco < a < b < oo und seien p, ¢ und x positive, signierte
oder komplexe Borelmafe auf (a,b).

Unser Ziel ist es, den Differentialausdruck

d df
Tf:=—|—-= d € Dr. 3.1.1
sinnvoll zu definieren, sodass T' ein wohldefinierter Differentialoperator wird. Die Menge D
bezeichnet dabei den maximalen Definitionsbereich von T und soll aus allen Funktionen f &
AC)oc((a,b), ) bestehen, fiir die T'f definiert ist. Dazu muss zusitzlich f € L}, ((a,b), x) gelten
und die Funktion

df x
Vy(z) = —d—g(x) +/ fdx, =€ (a,b), (3.1.2)
(&
muss fiir ein ¢ € (a,b) in ACj4((a,b), p) liegen. Da 15 wegen der Radon-Nikodym-Ableitung fil—];
nur [g|-fast iiberall bestimmt ist, meinen wir damit, dass ein linksstetiger, bzgl. p lokal absolut
stetiger Représentant von 1)y existieren soll.

Zusammengefasst definieren wir den maximalen Definitionsbereich 7 von T als

Dr = {f € ACloc((aa b),g): f € Llloc((av b)vX)v <_Zi +/ de> € ACloc((aab)ap) fiir c € (aa b)} :
C

Das Problem ist jedoch, dass T'f fiir f € ®©p noch immer nicht wohldefiniert ist, denn es

kénnten zwei Représentanten von 1y existieren, die zwar verschieden sind, aber [|-fast iiberall

iibereinstimmen.

Damit wir die Eindeutigkeit von v bzw. die Wohldefiniertheit von T" erreichen, miissen wir

unvermeidlich weitere Annahmen an die Mafle p, ¢ und x stellen.

Eine mogliche Annahme ist

supp([<|) = (a,b), (A.la)

denn zwei linksstetige Funktionen, die |¢|-fast iiberall gleich sind, miissen bereits nach Lemma
3.1.1 (ii) auf ganz (a,b) = supp([s|)° tibereinstimmen. Daher ist 1); eindeutig auf (a,b).

Ebenso konnen wir aber auch die Annahme

supp(|p|) < supp([s]|) und p ist atomlos (A.1.b)

treffen. Wegen der Atomlosigkeit von p sind Funktionen aus ACj,.((a,b), p) stetig. Zwei stetige
Funktionen, die [g|-fast iiberall gleich sind, stimmen nach Lemma 3.1.1 (i) bereits auf supp(|s]|)
iiberein. Also ist 95 auf supp(|s|) eindeutig bestimmt. Als ACj,c((a,b), p)-Funktion ist ¢, auf
supp(|p|)¢ konstant, insbesondere auf supp(|s|)¢ C supp(|p|)¢. Aus der Stetigkeit folgt dann die
Eindeutigkeit von v¢ auf ganz (a,b).
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Lemma 3.1.1. Sei p ein positives Borelmaf auf (a,b).

(i) Sei f: (a,b) — C eine stetige Funktion mit f = 0 fast diberall bzgl. p.
Dann ist f(x) =0 fir alle x € supp(u).

(
(ii) Sei f: (a,b) — C eine links- oder rechtsstetige Funktion mit f =0 fast iberall bzgl. .
Dann ist f(x) = 0 fiir alle z € supp(p)° 2.

Beweis.

(i) Angenommen, es ist f(x) # 0 fiir ein € supp(u). Dann folgt aus der Stetigkeit von f,
dass eine Umgebung U von x existiert, sodass f(y) # 0,y € U. Da f = 0 fast iiberall bzgl.
w ist, muss U eine p-Nullmenge sein. Wegen x € supp(u) muss aber nach Definition des
Triagers u(U) > 0 gelten. Das ist aber ein Widerspruch.

(ii) Wir zeigen die Aussage fiir eine linksstetige Funktion f, fiir rechtsstetige f verlduft der
Beweis dhnlich. Angenommen, es ist f(x) # 0 fiir ein = € supp(u)°. Dann existiert wegen
der Linksstetigkeit von f ein ¢ € (a,z), sodass f(y) # 0, y € (¢,x). Da f = 0 fast iiberall
bzgl. u ist, muss (¢,xz) C supp(u)® gelten. Daraus wiirde aber folgen, dass x € supp(u)°
ein Randpunkt sein miisste, was aber ein Widerspruch ist.

(]

Definition 3.1.2. Sei f € ®p. Dann bezeichnet man die Funktion
daf

o€ Lil(a,). 1<)

f[I] —
als erste Quasiableitung von f.

Bemerkung 3.1.3.

(i) Die Annahmen (A.l.a) bzw. (A.1.b) benétigen wir nur fiir die Wohldefiniertheit des Ope-
rators T'. Fiir die weiteren Beweise der nachfolgenden Sétze werden sie nicht bendtigt.

(ii) In der Definition von (3.1.2) tritt zwar eine Konstante ¢ € (a,b) auf. Jedoch ist T'f von ¢
unabhéngig fiir f € D7.
Wenn némlich (¢¢)c, (1¢)q die entsprechenden Funktionen aus (3.1.2) zu ¢,d € (a,b) be-

zeichnen, unterscheiden sich die beiden Funktionen nur um die Konstante fcd f dx. Somit
ist einerseits (¢¢). aus ACj,((a,b),p) genau dann, wenn es (¢f)q ist. Andererseits gilt

dip(@/)f)c = dip(wf)d
(iii) Fir f € ®p ist Tf € L. ((a,b),p) genau die Radon-Nikodym-Ableitung der Funktion

loc

(3.1.2) bzgl. p. Durch Integration erhalten wir die Darstellung
f@) = 1)+ [ fMds e (@) (3.13)
@) = M0+ [ fax— [ Trdp. e (@) (3.1.4)

fiir ein ¢ € (a,b).

12F{ir eine Teilmenge A eines topologischen Raumes bezeichnet A° das Innere der Menge A. Das ist die groBte
offene Menge, die in A enthalten ist.
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(iv) Aus der Darstellung (3.1.4) erkennen wir sofort, dass fIU linksstetig ist. Fiir f € Dp
existieren auch die rechtsseitigen Limiten

r+) := lim un WU(z4) := lim £ T € (a
flat)i=lm £() wnd fUa4) =l fU0). € (@),
und es gilt
fla+) = f(@) + fM(2)s({z}), = € (a,b), (3.1.5)
fat) = @) + f@)x{}) - Tf@)p({a}). € (a.b). (3.1.6)

Dabei kann fI(2)s({z}) baw. f(z)x({z}) — Tf(x)p({z}) als ,,Sprungwert* der linksste-
tigen Funktion f bzw. fl) interpretiert werden.

(v) Die Unstetigkeitsstellen von f sind jene Stellen = € (a,b), fir die ¢({z}) # 0 gilt. Aus
p({z}) = x({x}) = 0 hingegen folgt die Stetigkeit von fI bei z € (a,b).
Ist ¢ atomlos, dann ist f stetig. Sind p und x beide atomlos, dann ist I stetig.

Beispiel 3.1.4. Seien die Mafle ¢, x und p absolut stetig bzgl. dem Lebesgue-Mafl A mit den
Dichten %, q und r, d.h.

p) = [ rin <= [ San xa)= [ aan

fiir jede Borelmenge A € B((a,b)).
Die Mafle p, ¢ und x sind genau dann Borelmafle, wenn 7q7 r € L .((a,b),\) sind.

Mit einer einfachen Rechnung erhalten wir fiir f € ACj,.((a,b),s) bzw. ¥ € ACjs((a,b), p)
g A1y

de ~ Pax ™Y @ T ran

Insgesamt folgt damit fiir ein ¢ € (a,b)

d [ df 1d 1 df
(e 502 (e [ )2 [ ) o s

Eine Funktion f ist genau dann in ®7, wenn f und flU = pdf lokal absolut stetig bzgl. dem
Lebesgue-Maf sind, d.h.

Dy = {f € ACioc((a,b),\): fI € ACie((a,b),\)}.

Falls wir / d}\ definieren, ist in diesem Fall der Differentialoperator 1" gegeben als

1
r(x)

und entspricht gerade dem gewdhnlichen Sturm-Liouville-Differentialoperator.

(Th)(@) = —Ip@)f (@) + f(@)a(x)], feDr, =z€/(ab),
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Satz 3.1.5. Sei g € L}, ((a,b), p). Dann exzistiert eine eindeutige Losung u € D von
(T—2u=g mit u(c)=d,uV(c)=dy (3.1.7)
fiir alle z € C, ¢ € (a,b) und dy,dy € C genau dann, wenn

p{z})s({z}) =0 wund x({z})s({z}) #1

fir alle x € (a,b).
Sind zusdtzlich g, dyv, do und z reell, dann ist auch die Lisung u reell.

Beweis. Eine Funktion u € ®7 ist eine Losung von (T — z)u = g mit u(c) = di und ul'!(c) = dy
genau dann, wenn

u(z) = dy +/ uds, € (a,b) (3.1.8)

u(z) = dy +/ udyx —/ (zu+g)dp, =z € (a,b). (3.1.9)

Nun definiere das positive Borelmafl w := [¢| + |x| + |p|, dann gilt ¢, x, p < w. AuBerdem gilt
[gdp < wund x — zp < w fiir alle z € C. Bezeichne mit mq2, mo1(z) und fo die Radon-
Nikodym-Ableitungen von ¢, x — zp und [ gdp bzgl. w.
Dann lassen sich die vorigen Gleichungen schreiben als

<u71§xl)> = (Z;) + / : (mz(l)(z) ,ng> <u?1]> d + /x ( })2 > dw, z€(ab). (3.1.10)

=:M,

Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz 2.1.5 existiert eine eindeutige Losung von (3.1.7)
fiir alle z € C, ¢ € (a,b) und dy, d2 € C genau dann, wenn die Matrix

A (z) = I +w({z}) M. (z)

fiir alle z € C und alle z € (a, b) regulér ist.
Wegen w({z})miz(x) = ¢({z}) und w({z})ma1(z) = x({z}) — zp({z}) erhalten wir

_ 1 N
10 = (o) S sptgay ) €@

Die Determinante dieser Matrix det A.(z) = 1 — x({x})s({z}) + zp({x})s({x}) ist ein lineares
Polynom in z und hat genau dann keine Nullstellen, wenn

p({z})s({z}) =0 und x({z})s({z}) #1
fiir alle z € (a,b) gilt. O

Bemerkung 3.1.6. Fiir die Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir alle Anfangswertprobleme
wurde zwar nur die Bedingung

p{z})s({z}) =0 und x({z})s({z}) #1

fiir alle 2 € (a,b) bendtigt, jedoch wollen wir in weiterer Folge annehmen, dass die stirkere

Aussage
p({z})c({z}) =0 und x({z})s({z}) =0 (3.1.11)
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fiir alle = € (a,b) gilt, da sie in einer entscheidenden Weise beim Beweis der Lagrange-Identitét
(3.1.12) einflieBen wird.

Definition 3.1.7. Fiir f,g € D7 ist die Wronski-Determinante W ( f,
als
W(£)(e) i= 1@ 0) ~ 9)f) et (H0 0), ae

g): (a,b) — C definiert

Satz 3.1.8 (Lagrange-Identitit).
Fiir alle f,g € D7 und o, 8 € (a,b), a < B, gilt

8
/ (9T f(t) = f()Tg(t) dp(t) = W(f,9)(B) = W(f,9)(a). (3.1.12)

Beweis. Wegen der Darstellung (3.1.3) ist ¢ eine Verteilungsfunktion des MaBes |[ gl d¢ und
wegen der Darstellung (3.1.4) mit z = 0 ist

( ) __f[1 / de7 T e avb)7

eine Verteilungsfunktion des Mafes [ Tf dp.
Somit erhalten wir durch die Formel der partiellen Integration fiir Verteilungsfunktionen (1.4.1)

B8 B8
| s0rs@ do® = oF ) - [ Pt e ds(o

= —[gfM) + < / 6fd><) 9(8) - / ’ F(t)gl(t) ds(t),

wobei im letzten Integral F'(t+) durch F(t) ersetzt werden kann, da die Menge der Unstetig-
keitsstellen von F' wegen der Annahme (3.1.11) eine ¢-Nullmenge ist.
Dieses Integral kann nun weiter berechnet werden als

/j gV (#) /fn Voll(t) de () + /(/a de> 1 (6) de(t).

Fiir das zweite Integral auf der rechten Seite verwenden wir wieder die Formel der partiellen
Integration mit den Verteilungsfunktionen g und H(z) := [ f dx der MaBe [ g ds bzw. [ fdx

und erhalten
/j (/;fdx> g () ds(t) = (/jf@() 9(B) — /jg(tJr)f(t) dy.

Wegen Annahme (3.1.11) kann wieder g(t+) durch g(t) ersetzt werden.
Insgesamt ergibt sich dann

8 8 8
/ ngdp:—[gf[”]ﬁJr/ fllgh d<+/ gf dx

[0}
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Mit einer analogen Rechnung fiir [ f fTgdp erhdlt man schlussendlich

B8
/ (4T — fTg)dp = g — gf )8 = (W (s, g)If.

Korollar 3.1.9.

(i) Seien f,g € Dp. Dann ist die Wronski-Determinante W(f,g) € ACie((a,b),p) mit
Radon-Nikodym-Ableitung
dW (f,9)

28— grf - Ty
0

(ii) Die Wronski-Determinante W (uy,u2) zweier Losungen uy,us € D7 von (T — z)u =0 ist
konstant.

(11i) Fiir zwei Lisungen uy,us € D1 von (T'— z)u = 0 gilt W (u1,u2) # 0 genau dann, wenn
uy und ug linear unabhdngig sind.

Beweis.
(i) Die Aussage folgt sofort aus der Lagrange-Identitét (3.1.12).

(ii) Fiir die Radon-Nikodym-Ableitung von W (uy,ug) gilt

dWw
M = ugTuy — u1Tug = ug (T — z)ug —uy (T — 2)ug = 0.

Somit muss W (uq,us) konstant sein.

(iii) Seien u; und ug linear abhéngig. Dann folgt aus der Definition der Wronski-Determinante
sofort, dass W (ui,ug) = 0 ist.
Gelte umgekehrt W (uq,u2) = 0, so sind fiir alle x € (a,b) die Vektoren

(E@)) und (5[5](2))

linear abhéngig. Fiir ein ¢ € (a, b) gilt dann ( uﬁ]((c))) =k ( uﬁ]((c))) mit k& € C. Da sowohl u
ul C u2 C

als auch kus Losungen von (7' — z)u = 0 mit den Anfangsbedingungen u(c) = wu;(c) und

ul(c) = u[ll](c) sind, folgt aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz 3.1.5, dass uj(z) =

kus(x) fir alle z € (a,b) und daher u; und wug linear abhingig sind.

O

Definition 3.1.10. Fiir z € C nennen wir zwei linear unabhéngige Losungen von (7' — z)u = 0
ein Fundamentalsystem von (7' — z)u = 0.

Bemerkung 3.1.11. Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz und den Eigenschaften der
Wronski-Determinante existiert immer ein Fundamentalsystem von (7' — z)u = 0 fiir alle z € C.
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Nach dem vorigen Korollar erhalten wir ein Fundamentalsystem von (7' — z)u = 0, indem wir

linear unabhéngige Vektoren <§;> , <61> € C? wihlen und g, us als Losungen von (T — z)u = 0

€2
mit den Anfangsbedingungen u(c) = di, ul’(¢c) = da bzw. u(c) = ey, ull(¢) = ey bestimmen, fiir
ein beliebiges ¢ € (a,b).
Insbesondere gilt dimker(T" — z) = 2.

Satz 3.1.12. Sei z € C und ui,ug € D7 ein Fundamentalsystem von (T — z)u = 0. Auflerdem
seic € (a,b), di,dy € C und g € L} ((a,b),p).

loc
Dann existieren c1,ca € C, sodass die Losung f von

(T—2)f=g mit f(c)=d,fMNc)=dy

fir x € (a,b) gegeben ist durch

B uy(z) r ug(z) r
f(z) = cqur(z) + coua(z) + VV(Ul,Uz)/C uzg dp — M/c urgdp

(1] x (1] x
1) = eyl IR O L R
#w) = exu @) + en o) 4 s g dp - 2 B [ dy

Wenn uy,us das Fundamentalsystem mat
N ) _ My
ui(c) =ug'(c) =1 und wuz(c)=wu; (c)=0
ist, dann gilt cp = di und co = ds.

Beweis. Wir definieren die Funktion
h(zx) := ul(x)/ ugg dp — uz(x)/ uigdp, x € (a,b)

Nun wollen wir hlt) = Z—? berechnen. Durch Integration fiir Verteilungsfunktionen erhalten wir
fiir alle , 8 € (a,b), a < S,

/j U[f] (t) </: u2g dp) ds(t) = |:U1 /C u2g dpE — /j uy (t4)ua(t)g(t) dp(t)

[ [ vt o / " (us®)g(®) dp(t)

«

Bei der zweiten Gleichheit wurde verwendet, dass u(t) und u(t+) p-fast iiberall iibereinstimmen,
denn fiir Unstetigkeitsstellen z € (a,b) von u; € D7 C ACjs((a,b),s) gilt immer ¢({z}) # 0
und wegen der Annahme (3.1.11) folgt p({z}) = 0.

Mit einer analogen Rechnung mit vertauschten Rollen von u; und ug folgt dann

B t t . . 8
/ (u&”(t) [ wsgdo—al | ulgdp) ds(t) = [u [ wgdo—un | ulgdp} — [hl?

Somit ist

A (z) = u[ll] (x)/ ugg dp — u[QH (z)/ uigdp, x € (a,b).

26



Motiviert durch die Darstellung (3.1.9) und unter mehrmaliger Verwendung der partiellen In-
tegration erhalten wir fiir alle «, 5 € (a,b), a < 3,

/jm(t) </tuzgdp) d(x — zp)(t)
= [ [ oo [ max _zp} /B</ wd(x = 29) ) ualt)g (1) o)

= [ [ oo ()]~ [ () - b0 ot

r . B B
= [ [wagdo| [yt dote

Mit einer analogen Rechnung mit vertauschten Rollen von u; und ug erhalten wir somit

B g
[ hdoc=zp) = 00— [ () - b)) gte) dpte)

Das letzte Integral vereinfacht sich aufgrund der Tatsache, dass die Unstetigkeitsstellen von u
und ug p-Nullmengen sind, zu

B B
| (s - e ) sty dote) = [ (u&” (t+)us (t+) — uf ]<t+>u1<t+>) g(t) dp(1)
/ W (ur,u2)(t+)g / W (u1,u2)(t)g(t) dp(t),

wobei die letzte Ungleichung gilt, da wegen Korollar 3.1.9 (ii) die Wronski-Determinante W (u1, ug)
als konstante Funktion stetig ist.
Insgesamt erhalten wir

B B
| hax= [ b =W u2)g) dp = n(3) o)

und erkennen aus der Darstellung (3.1.8), dass (1" — z)h = W (u1, uz)g gilt. Somit ist die ange-
gebene Funktion f eine Losung von (T — z)f = g, wobei bemerkt sei, dass W (uq,ug) # 0 fiir
das Fundamentalsystem wu;, ug von (T' — z)u = 0.

Damit f die Anfangsbedingungen erfiillt muss das folgende Gleichungssystem gelost werden

ui(c)  uz(c) <C1> _ <d1>

w)(e) uhle)) \e) ~ \d2)"
Da die Wronski-Determinante W (ui,u2) # 0 ist, existiert eine eindeutige Losung <2) des
Gleichungssystems. Durch Nachrechnen ergibt sich

= W(f,uz)(c) und  cp = W (uy, f)(e)
W (w1, uz2)(c) W (uy, u2)(c)’

O
Satz 3.1.13 (Pliicker-Identitét).
Fiir alle f1, fo, f3, fa € D7 gilt
W (f1, f2)W(f3, fa) + W(f1, f5)W (fa, fo) + W(f1, f)W (fa, f3) = 0. (3.1.13)
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Beweis. Wenn wir die Determinante der singuldren Matrix

i fo fzs fa
(1] (1] (1] (1]

LY h fo I 4
2 i fo fz fa
(1] (1] (1] (1]

1 fe fs 4

mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes berechnen, erhalten wir

0= %[flfé”mfz, ) = AW (fa, £0) + AW (o, £3)

— R fW (fa, 1) + R fSW (S Fa) — R fW(SL )
+ 3 f W (fo, fa) = B W (1, £) + BETW (S £2)
— Fu W (fo, f3) + W (S f) — FfSTW (S o)

Zusammengefasst ergibt sich dann sofort die Behauptung. O

Definition 3.1.14.

(i) T heiit regulér bei a [bzw. bei b], wenn fiir ein (und daher fiir alle) ¢ € (a, b) gilt, dass
1o1((a, ), sl((a, 1), Ix((a,c]) Dzaw. [pl([e, b)), Isl(fe;5)), [xI([e, )] endlich sind.

(ii) T heiit regulér, wenn 7' regulér bei a und bei b ist.

Satz 3.1.15. Sei T regulir bei a, z € C und g € L}, ((a,b), p) integrierbar bei a bzgl. |p|. Dann

loc

existiert fiir jede Lisung f € ©p von (T — z)f = g der Limes

f(a):=lim f(z) wnd fYa):= lim M)
z\a £N\a
und ist endlich.
(Eine analoge Aussage gilt auch fiir b.)

Beweis. Eine Losung f € ©1 von (T —z) f = g 16st die Integralgleichung (3.1.10). Wenn wir nun
zeigen, dass die im Beweis von Satz 3.1.5 definieren Funktionen mq2(2), me; und fy integrierbar
bei a bzgl. w = [¢] 4+ |x| + |p| sind, dann kénnen wir Satz 2.2.3 anwenden und erhalten die
Aussage.
Wegen der Definition von mg; gilt <(A) = [, mo1 dw, A € B((a,b)), und fiir ¢ € (a,b) erhalten
wir daher

/( Izl = [c(0,6]) < .

also ist mg; integrierbar bei a bzgl. w. Analog sieht man die Aussage fiir mi2(z).
Die Funktion f5 ist gerade die Radon-Nikodym-Ableitung des MaBes [ gdp bzgl. w und es gilt

/( 12l =/( Igldlol < o,

)
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Also ist auch fy integrierbar bei a bzgl. w. O

Korollar 3.1.16. Sei T' regulir bei a, z € C und g € L}, ((a,b), p) integrierbar bei a bzgl. |p).
Dann existiert eine eindeutige Lisung f € D1 von

(T—2)f=g mit f(a)=d,fMNa)=d (3.1.14)

fiir alle z € C und d1,ds € C.
Sind zusdtzlich g, di, do und z reell, dann ist auch die Ldsung u reell.
(Eine analoge Aussage gilt auch fiir b.)

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus Korollar 2.2.4. Die zusétzliche Bedingung beim Endpunkt
b ist wegen der Annahme (3.1.11) immer erfiillt. O

Definition 3.1.17. Sei p ein positives Borelmafl auf (a,b).

(i) Wir definieren «, := inf supp(p) und f, := sup supp(p).

(ii) Wir sagen p hat Masse bei o, [bzw. bei §,], wenn

a, >aund p({a,}) #0 [bzw. 8, < bund p({5,}) # 0]
gilt.

(iii) Ein Intervall (o, 8) mit «, 5 € (a,b), a < B, heifit ein Spalt von supp(p), wenn (o, 3) C
supp(p)¢ ist und die Intervallgrenzen «, § € supp(p) liegen.

Wir werden nun die bisher getroffenen Annahmen and die Mafle p, ¢ und x zusammenfassen und
noch einige neue hinzunehmen, die wir fiir die spiateren Aussagen und Beweise benotigen werden.

Annahme 3.1.18.
(i) p ist ein positives Mafl und der Tréger von p besteht aus mehr als einem Punkt.
(ii) ¢ ist ein signiertes MaB.

(iii) x ist ein signiertes Maf.

)

(iv) Das Maf} ¢ hat keine gemeinsamen Punktmassen mit y und p, d.h.
s({zhx({z}) = <({z})p({z}) = 0.

(v) Fiir jeden Spalt («, 5) von supp(p) und jede Funktion f € D¢ mit f(a—) = f(B+) =0
folgt auch f(x) =0 fiir alle z € («, B).

(vi) Entweder (A.l.a) oder (A.1.b) ist erfiillt.
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Bemerkung 3.1.19.

(i) Wegen der Reellwertigkeit der Mafle p, x und ¢ ist T" ein reeller Differentialausdruck, d.h.

feEDr & fe®Dr und Tf=TF.

(ii) p nehmen wir als positives Mafl an, damit wir spiter im Hilbertraum L?((a, b), p) arbeiten
konnen und die ganze Hilbertraumtheorie zur Verfiigung haben.

(iii) Die Annahme, dass der Triger supp(p) aus mehr als einem Punkt besteht, ist wichtig, da

sonst L; ((a,b), p) eindimensional wiire und daher alle Lésungen von (7' — z)u =0, z € C,

linear abhéingig waren.

(iv) Die Spaltbedingung 3.1.18 (v) wird eine entscheidende Rolle beim Lemma 3.2.1 und damit
auch beim Satz 3.2.4 spielen.

(v) Die Annahme (A.l.a) oder (A.l.b) wird lediglich fiir die Wohldefiniertheit des Sturm-
Liouville-Operators gefordert.

Lemma 3.1.20. Unter der Voraussetzung, dass fir jeden Spalt («, ) von supp(p)

Sliag) X8 oder =<l —Xl[a,g)

positive MajSe sind, gilt die Annahme 3.1.18 (v).

Beweis. Sei (o, 3) ein Spalt von supp(p) und f € D7 mit f(a—) = f(8+) = 0.
Mit p(a, f) = 0 und f(a) = f(a—) = 0 folgt nach einer analogen Rechnung wie im Beweis von
Satz 3.1.12 die folgende Gleichheit

FOTLB)p{8)) = /[ L TIOT@ap()

Jus

)

£ (012 do () + / 1F(8) 2 dx(t).
] [a,8]

)

Falls f bei 8 unstetig ist, gilt wegen Bemerkung 3.1.3 (iv) ¢({8}) # 0 und wegen Annahme
(3.1.11) folgt p({B}) = 01Ist f jedoch stetig bei 3, so gilt f(B) = f(5+) = 0. Auf jeden Fall ist die
linke Seite der Gleichheit 0 und aufgrund unserer Vorraussetzungen miissen beide Integrale auf
der rechten Seite verschwinden. Wir folgern daraus, dass fl!) = Z—{; = 0 fast iiberall bzgl. <[, g-
Wegen der Darstellung (3.1.3) ist daher f konstant auf [o, ] und wegen f(a) = f(a—) =0
gleich 0. (]

3.2 Die minimale und maximale Relation 7,,;, und 7,,.,

Unser Ziel ist es nun lineare Operatoren im Hilbertraum L?((a, b), p) einzufiihren, die durch den
Differentialausdruck 7' erzeugt werden.

Als ersten Schritt wollen wir versuchen die Abbildung

T: 97 — Llloc((a7 b)vp)
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in eine Abbildung )
T Lie((a,b),p) ND1 = Lis((a,b), p)

iiberzufithren, indem wir D7 in L} ((a,b),p) einbetten. Jedoch wird uns das néchste Lemma
zeigen, dass dies nicht immer zum Ziel fithren muss.

Lemma 3.2.1.

(i) Sei f € Dp mit f =0 fast iberall bzgl. p. Dann gilt fir gewisse cq,cp € C

0, falls p weder bei o, noch bei B, Masse hat,
Tf— Calia,y; falls p nur bei a, Masse hat,
alyp,y, falls p nur bei 8, Masse hat,

calfa,y + cvlyp,y, falls p bei oy und bei B, hat,

fast diberall bzgl. p gilt.

Falls p Masse bei o, hat, dann ist

- ) = fm(ap_)
a — Tf( P) - p({ap}) : (321)

Falls p Masse bei 3, hat, dann ist

(1]
0 =TF(B,) = —M- (3:2.2)

(i1) Habe p Masse bei a,. Fiir jede Konstante ¢, € C existiert eine Funktion f € ®1 mit f =0
fast diberall bzgl. p, sodass

Tf = calia,

fast tberall bzgl. p gilt.
(Ein analoges Resultat gilt auch, wenn p Masse bei 3, hat.)

Beweis.

(i) Sei f € ©p mit f = 0 fast iiberall bzgl. p gegeben. Wir zeigen zuerst, dass f(x) = 0 fiir
alle z € (ay, Bp) gilt.
Fiir 2 € supp(p) mit p({z}) # 0 gilt offensichtlich f(x) = 0. Mit Lemma 3.1.1 (ii) folgt
auch f(z) = 0 fiir alle = € supp(p)°.
Sei nun (e, 3) ein Spalt von supp(p), also «, € supp(p). Mit analogen Uberlegungen
wie in Lemma 3.1.1 muss f(a—) = f(8+) = 0 sein. Mit Annahme 3.1.18 (v) gilt somit
f(z) =0 fiir alle z € [a, B].
Somit sind alle Punkte x € supp(p), fiir die moglicherweise f(z) # 0 gilt, jene Randpunkte
von supp(p), fiir die monotone Folgen (z;}),en und (2}, )nen in supp(p) mit z;7 \, z und
x, /* x existieren. Fiir jedes n € N gilt entweder f(z;,;+) = 0 oder f(z, —) = 0. Somit
erhalten wir entweder f(x—) = lim, oo f(z, —) = 0 oder f(z—) = lim, o f(z;,; —) = 0.
Auf jeden Fall ist f(x—) = 0. Ebenso zeigt man auch f(z+) = 0.
Insgesamt haben wir bereits f(z) = 0 fiir alle x € («, 5,) gezeigt.
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Die Funktion ¢, definiert in (3.1.2), ist mit der Annahme (A.1.a) oder (A.1.b) eindeutig
bestimmt in ACj,((a,b), p), daher muss ¢¢(z) = 0, z € (p,5,) sein und damit auch
fM(z) = 0 fiir alle x € (ay,, B,).

Aus

/( T =y (a) — tylaph), € (06)

folgt nun, dass T'f = 0 fast iiberall bzg]. p](ap”gp).

AbschlieBend zeigen wir noch f(«,) = 0 fiir a, > a, um (3.2.1) zu erhalten. Sei also o, > a.
Es gilt
fap) = flap+) = s({a,}) fM(ay) = —({a,}) fM(a,)

Falls ¢({a,}) = 0 ist, sind wir fertig. Sei also ¢({a,}) # 0. Wegen Annahme (3.1.11) gilt
dann x({a,}) = p({a,}) = 0 und wegen Bemerkung 3.1.3 (iv) ist f[! stetig bei a,, d.h.
fl(a,) = fM(a,+) = 0. Also folgt dann ebenso f(a,) = 0.

Habe p Masse bei a,. Aus (3.1.6) fir x = a, folgt dann

0= fm(ap"‘) = fm(ap_) = Tf(ap)p({p})
und durch Umformen die Formel (3.2.1).

(ii) Habe p Masse bei a,. Sei ¢, € C und definiere die Funktion f durch

| cap({ap}ug, fira <z <ap,
f@)_{ 0, fir a, < <0,

[1]

wobei u, die Losung von T'uw = 0 mit Anfangswerten uq(a—) = 0 und ug (a—) =1 ist.
Dann ist f € D7 mit f = 0 fast iiberall bzgl. p und es gilt fl(a—) = cap({a,}). Mit der
Formel (3.2.1) erhalten wir sofort T'f = ¢, fast iiberall bzgl. p.

O

Bemerkung 3.2.2. Hat p Masse bei a, oder bei 3,, dann zeigt uns das Lemma 3.2.1, dass
T Lie((a,b),p) ND1 = Li,((a,b), p)

nicht wohldefiniert ist. 7" ist némlich genau dann wohldefiniert und damit ein Operator, wenn
p weder bei o, noch bei 3, Masse hat.

Damit wir dieses Problem umgehen kénnen und da es eine schone Theorie dazu gibt, bietet es
sich an, T als lineare Relation aufzufassen, vgl. das Kapitel 1.3 tiber lineare Relationen.

Als ersten Schritt definieren wir die folgende lineare Relation.
Definition 3.2.3. Sei T < Li,.((a,b), p) x Li,.((a,b), p) jene lineare Relation, die durch

Toe = {(lean): f € QT}

definiert wird.
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Satz 3.2.4. Die lineare Abbildung

©T — Tloc

f = (le ) Tf)
st bijektiv.

Beweis. Offensichtlich ist die Abbildung linear und surjektiv. Um die Injektivitat nachzupriifen,
wahlen wir f € ®p, sodass f = 0 und T'f = 0 fast iiberall bzgl. p gilt. Wie im Beweis von
Lemma 3.2.1 ist f(x) = 0 und daher auch fl!l(x) = 0 fiir alle z € (a,, 3,).

Wenn wir ¢ € (a,, 5,) wihlen, dann ist f gerade eine Losung des Anfangswertproblems T'f = 0
mit den Anfangsbedingungen f(c) = 0 und fl!l(¢) = 0 Nach dem Existenz- und Eindeutigkeits-
satz 3.1.5 muss daher f = 0 sein und zwar als Element von Dr. O

Bemerkung 3.2.5. In weiterer Folge werden wir daher die Elemente von Tj,. mit den Elemen-
ten von D7 identifizieren.

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir von nun an fiir Elemente von 7j,. immer § =
(f,Tf) statt §f = (fp1,Tf). Fiir f € Tjoe bezeichnet dann f die zu f gehorende eindeutig be-
stimmte Funktion f € ®p. Dabei schreiben wir Elemente von Tj,. immer mit frakturiellen
Buchstaben f, g oder h. Fiir Elemente von ®1 verwenden wir hingegen die kleingeschriebenen
Buchstaben f, g oder h.

Satz 3.2.6. Der Multi-Valued-Part mul(Tioc) == {g € L},.((a,b),p): (0,9) € Tioc} von Tioc ist
gegeben als
mul(7},c) = span {]l{ap}, ﬂ{ﬁp}} )

Insbesondere gilt
0, falls p weder bei o, noch bei 3, Masse hat

dimmul(Tioc) = ¢ 1, falls p nur bei o, bzw. nur bei B, Masse hat
, falls p bei o), und bei 3, Masse hat

[\)

und Tioc ist genau dann ein Operator, wenn p keine Masse in o, und B, besitzt.

Beweis. Mit Lemma 3.2.1 erhalten wir sofort die Aussage. O

Bemerkung 3.2.7. Fiir zwei Elemente f, g € Ti. definieren wir die Wronski-Determinante als

W, 0)(z) = W(f,9)(z) = f(z)g"(x) — fM(2)g(z), =€ (a,b).

Wie im klassischen Fall gilt auch hier die Lagrange-Identitét

B
W(§,9)(B) =W 9)(a) =/ gOT f(t) = f(t)Tg(t) dp(t) (3.2.3)
o

fiir alle o, 5 € (a,b) mit o < 3.
Auflerdem erhalten wir aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz 3.1.5 und aus Bemerkung
3.1.11

ran(T — z) = L},.((a,b),p) und dimker(T —2) =2, z¢€C.
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Wir schriinken nun T < L}.((a,b), p) x L} _((a,b), p) auf L?((a,b), p) x L*((a,b),p) ein, um

eine lineare Relation auf dem Hilbertraum L?((a,b), p) zu erhalten und die umfangreiche Theo-
rie der Hilbertrdume anwenden zu konnen.
Mit (-, ), bezeichnen wir von nun an das Skalarprodukt auf L?((a,b), p).

Definition 3.2.8. Sei Tina < L?((a,b), p) x L*((a,b), p) jene lineare Relation, die durch
Tnax = {(£,Tf) € Tioc: f,Tf € L*((a,0), )} = Tioc N L*((a,b), p) x L*((a,b), )
definiert ist.
Bemerkung 3.2.9. Im Allgemeinen ist Ty, kein Operator, denn es gilt
mul(Tax) = mul(Ziec).

Diese Gleichheit folgt aus der Tatsache, dass alle Elemente von mul(7jec) = span{la,}, 1s,1}
quadratisch integrierbar bzgl. p sind.

Damit wir eine symmetrische lineare Relation erhalten, schrinken wir Ti,,x weiter ein.

Definition 3.2.10. Sei Ty < L?((a,b), p) x L?((a,b), p) jene lineare Relation, die durch
To :={(f,Tf) € Tioc: f € Dr,supp(f) ist kompakt in (a,b)}

definiert ist.

Bemerkung 3.2.11.

(i) Wie sich spéter herausstellen wird, ist Ty sogar ein Operator, d.h. mul(7p) = {0}.

(ii) Da T ein reeller Differentialausdruck im Sinne von Bemerkung 3.1.19 (i) ist, sind auch die
lineargnﬁelationen Tinax qnd To reell. D.h. es gilt f € Thax [bzw. § € Tp] genau dann, wenn
f:=(f,Tf) € Thmax [bzw. f € Tp].

Definition 3.2.12.

(i) Eine messbare Funktion f auf (a,b) heifit quadratisch integrierbar bei a [bzw. bei b]
bzgl. p, wenn f € L?((a,cl, p) [bzw. f € L%([c,b), p)] fiir alle ¢ € (a,b) gilt.

(ii) AuBerdem sagen wir, dass ein f € Tjoc in Tmax nahe bei a [bzw. nahe bei b] liegt, wenn
sowohl f als auch T'f quadratisch integrierbar bei a [bzw. bei b] bzgl. p sind.

Bemerkung 3.2.13. Fiir f € L?((a,b),p) ist f offensichtlich quadratisch integrierbar bei a
und bei b. Damit gilt fiir | € Tinax, dass § in Thax sowohl nahe bei a als auch nahe bei b liegt.
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Satz 3.2.14. Sei T reguldr bei a und liege | in Tmax nahe bei a. Dann existieren die Limiten

f(a) = lim f(@) und  fU(a) = lim fU(z)

und sind endlich.
(Ein analoges Resultat gilt auch fiir b.)

Beweis. Unter diesen Annahmen gilt T'f € L?((a, ], p) und p((a, c]) ist endlich fiir alle ¢ € (a, b).
Mit der Jensen-Ungleichung oder mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt sofort T'f €
L*((a,c],p) fiir alle ¢ € (a,b), d.h. Tf ist integrierbar bei a. Mit Satz 3.1.15 folgt sofort die
Behauptung. O

Satz 3.2.15.

(i) Liegen f und g in Tymax nahe bei a, dann existiert der Limes
W (5. 8)(a) = lin W(7.9))

und ist endlich.
Sei zusdtzlich T reguldr bei a, dann gilt

W(§,9)(a) = f(a)g")(a) - fM(a)g(a).

(Ein analoges Resultat gilt auch fir b.)

(ii) Sind f,9 € Tiax, dann gilt

(T'f,9)p = (,T9)p = W(,8)(b) = W(j,8)(a).

Beweis.

(i) Da f,g in Tyax nahe bei a liegen, sind f,Tf,g,Tg € L?((a, ), p) fiir ein 8 € (a,b). Wegen
dem Satz iiber die dominierte Konvergenz kann fiir « € (a, ) der Limes a@ — a auf der
rechten Seite der Lagrange-Identitét (3.2.3) gebildet werden und dieser Limes ist endlich.
Ist T zusétzlich reguldr, dann folgt mit Satz 3.2.14 sofort die zweite Aussage.

(ii) Sind f,g € Tmax, so liegen wegen Bemerkung 3.2.13 § und g in Tyhax nahe bei a und bei b,
also existiert sowohl W (f,g)(a) als auch W(f,g)(b). Die Lagrange-Identitét (3.2.3) liefert
nun die Behauptung durch Bildung der Limiten o — a und 8 — b.

O

Damit wir die Adjungierte von Ty, vgl. Abschnitt 1.3.2,

Ty = {(f.9) € L*((a,b). p) x L*((a,b), p): {f, T, = (g,u), ¥(u,Tu) € Tp}

berechnen koénnen, bendtigen wir das folgende Lemma aus der Linearen Algebra.
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Lemma 3.2.16. Sei V ein Vektorraum diber C und Ly, ...,L,, L € V*.
Dann folgt aus (;_, ker L; C ker L, dass L € span{L1,..., L,}.

Beweis. ObdA seien L1, ..., L, linear unabhingig in V*. Definiere den Untervektorraum U :=
iz, ker L; von V, dann gilt codim U = n. Der Komplementérraum W von U, d.h. WHU =V
und W NU = {0}, ist daher n-dimensional.

Wihle eine Basis {v1,...,v,} von W, dann hat das lineare Gleichungssystem

L(v;) = > ALi(vy), j=1,...,n,
=1

eine eindeutige Losung A = (A1,..., ), da Ly,..., L, linear unabhingig sind.
Daher gilt L(v) = Y1 | A\iL;(v) zumindest fiir alle v € W, aber wegen unserer Annahme auch
fir alle v € U, daher fiir alle v € V. Alsoist L =" | A\;L;. O

Satz 3.2.17. Die Adjungierte von Ty ist genau Tax, d.h. Ty = Tax-
Beweis. Aus Lemma 3.2.15 (ii) folgt fiir alle g € Tiyax und alle § € Ty C Tipax
(Tf,9),=(f,Tg), = lim W(f,9)(8) — lim W(f,g)(a) = 0,
B,/b aN\a

da mit f und T'f auch W (f,g) einen kompakten Tréger in (a,b) hat. Daher gilt Tinax C Tj;.
Sei nun (f,g) € T gegeben, f € D eine Losung von Tf = g und u1,us € D7 ein Fundamen-
talsystem von T'u = 0 mit W (uy,u2) = 1. Bezeichne mit L3((a,b), p) den Raum der quadratisch
integrierbaren Funktionen bzgl. p mit kompaktem Trager in (a,b).

Definiere die linearen Funktionale

L(h) = (h.f = [)p = / (f(8) = F(@&)h(t) dp(t), h € L§((a,b), p)

(a,b)

L) = wle = [ TR0, he Iil(a .0, 5=12

Diese Funktionale sind wohldefiniert fiir alle h € L%((a,b), p), da die linksstetigen Funktionen
f, w1 und ug auf der kompakten Menge supp(h) beschréankt sind.

Wir zeigen nun ker Ly Nker Ly C ker L. Sei also h € ker Lj Nker Ly und wihle ¢ € (a,inf supp h).
Dann ist

u(x) = w (@) / " uaOh(t) dp(t) — ua(@) / “m @) do(t), @ < (a,b),

wegen Satz 3.1.12 eine Losung von Tu = h und u hat einen kompakten Trager, da g einen
kompakten Tréiger hat und in ker L1 N ker Ly liegt. Daher ist u € T.

Unter Verwendung der Lagrange-Identitét (3.2.3) fiir Elemente von 7j,. und der Definition der
Adjungierten einer linearen Relation folgt

/ () — F(O)Tu(t) dp(t) = (Tu, f), - / FO)Tut) dp(t)
(a,b) (a,b)

= (u,Tf)y —/( ) Tf(t)u(t) dp(t) = 0
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Somit ist h € ker L.
Wegen Lemma 3.2.16 existieren ¢y, co € C, sodass

/( U0 = F(0 e (®) ~ @)t dn(t) =,

fiir alle h €~Lg((a, b), p), woraus folgt, dass f und f +crug+cous fast iiberall bzgl. p iibereinstimmen.
Wegen T'(f + crur + couz) = g gilt (f,g) = (f + crur + couz,g) € Tioe. Damit gilt (f,g) €
Tioc mL2((a7 b)>ﬂ) X LQ((%b)aP) = Trax- O

Definition 3.2.18. Sei Tinin € L%((a,b), p) x L?((a,b), p) der Abschluss von Ty, d.h. Tiyin = Tp.

Bemerkung 3.2.19. Insbesondere erkennen wir aus dem vorigen Satz, dass Tiax abgeschlossen
ist. Auflerdem ist Ty symmetrisch, denn

TO g Tmax = Ték

Die minimale Relation Ty, ist als Abschluss von T eine abgeschlossene, symmetrische lineare
Relation und es gilt

Tnin = TO = Tg* =T, und To., =Tor = Tinax-

max min max

Lemma 3.2.20. Wenn §, in Thmax nahe bei a und fp in Thmax nahe bei b liegt, dann existiert ein
f € Tmax, sodass f = fq in einer Umgebung von a und f = f in einer Umgebung von b.

Beweis. Sei u1,us ein Fundamentalsystem von T'u = 0 mit W (uq,ug) = 1.
Zuerst zeigen wir, dass «, 5 € (a,b) mit o < 3 existieren, sodass die Funktionale

8
FM(g) r=/ u;(t)g(t) dp(t), g€ L*((a,b),p), j=1,2,

linear unabhéngig sind.
Angenommen, diese Behauptung gilt nicht. Dann existiert fiir alle o, 8 € (a,b) mit o < 3 eine
Konstante A\, g, sodass

FP(g) = MapF5P(g), g€ L*((a,b), p)

gilt. Man erkennt aber sofort, dass A, g unabhingig von o und 3 ist, daher schreiben wir nur
mehr \. Somit folgt

B
/ [ur — Auslgdp =0

fiir alle g € L%((a,b), p) und alle «, 8 € (a,b) mit o < B. Daher ist u; — Aug = 0 in L?((a,b), p)
und mit der Identifikation aus Satz 3.2.4 auch als Element von ®7. Das ist aber ein Widerspruch
zur linearen Unabhéngigkeit von u; und us.

Wir withlen daher «, 8 € (a,b) mit a < 3, sodass F} := Fla’ﬁ und Fy = an,,B linear unabh#ngig
sind.
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Als néchsten Schritt zeigen wir, dass fiir alle dy,ds,ds,ds € C immer ein u € D7 existiert,
sodass

u(e) =di, ul(a), wB)=ds, und w(B)=d,.
Dazu sei g € L?((a,b), p) und u € D7 eine Losung von Tu = g mit den Anfangsbedingungen

u(@)=d; und uM(a)=ds.

Mit Satz 3.1.12 lasst sich u bei 8 darstellen als

u(B)\ [ auw(B)+ couz(B) ui(B)  —u2(p) ff usg dp
) ) = epult gy T 1] 5 )
cruy - (B) + cauy” (B) up (B) —uy () ) \ Jy wigdp
wobei c1,co € C die Konstanten aus dem Satz sind. Also erfiillt » genau dann die Randbedin-
gungen bei 8, wenn

s -1
<F2(g ) f uzg dp ur(B)  —ua(B) d3 — cru1(B) — couz(B)
Fi)) ~ \[Jwgdp) ~ \ul'(8) —ub(®)) \di—end(8) = cou(8) )
gilt. Da die Funktionale F; und F linear unabhiingig sind, existiert ein g € L?((a,b), p), sodass

die obige Gleichung erfiillt ist.
Wir wiithlen uns daher u € D7, sodass u(a) = fa(a), ul(a) = g}(a), u(B) = fp(B) und

ull(8) = £7(8).
Wenn wir nun f durch
fa(z), fir x < a,
flz) =< u(x), fira<z<p,
fo(x), fir 8 <=,

definieren, dann ist f := (f,Tf) € Trax- O

Satz 3.2.21. Die minimale Relation Ty, ist gegeben durch

Tnin = { € Timax: W(f,0)(a) = W(j,0)(b) =0 Vg € Tinax}-

Beweis. Sei f € Tinin = Tiax € Tmax- Dann gilt

0=_(Tf,9)p = (f,Tg)p =W(8)(b) —W(,5)(a) (3.2.4)

fiir alle g € Tinax. Sei nun ein g € Ty gegeben, dann existiert nach Lemma 3.2.20 ein g, € Thax,
sodass g, = ¢ in einer Umgebung von a und g, = 0 in einer Umgebung von b. Damit erhalten
wir

W (§,9)(a) = W(§,8a)(a) = W(F,8a) (b) = W(},0)(b) = 0,
wobei die zweite Gleichheit wegen (3.2.4) gilt. Analog folgt auch W (f, g)(b) = 0 fiir alle g € Tiyax.
Sei nun umgekehrt § € Tiax, sodass W(f,g)(a) = W (f,g)(b) = 0 fiir alle g € Tinax. Dann ist

(Tf.9)p — (£, Tg)p = W(§,8)(b) = W(§,8)(a) =0,

also f € T .« = Tmin. O

max
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Lemma 3.2.22. Sei T reguldir bei a und f € Tyax. Dann gilt
fla)=fMNa)=0 < Vg€ Tnax: W(f.g)(a) =0.
(Ein analoges Resultat gilt auch fiir b.)

Beweis. Wegen der Regularitit von T bei a gilt W(f,g)(a) = f(a)g!(a) — fM(a)g(a) fir alle
f, 8 € Tmax nach Satz 3.2.15. Somit folgt aus f(a) = fI(a) = 0 offensichtlich W (f, g)(a) = 0 fiir
alle g € Tinax-

Fiir die umgekehrte Folgerung wéhlen wir g € Tihax nach Lemma 3.2.20, sodass g in einer

Umgebung von a mit der Losung von Twu = 0 mit u(a) = 1,ull(a) = 0 bzw. mit u(a) =
0,u(a) = 1 iibereinstimmt. Dieses u = (u, Tw) ist nach Satz 3.3.5 tatséichlich in T}, nahe bei
a. U

Lemma 3.2.23.
(i) Sei o, > a und f € Tax. Dann gilt
flap=) = fMa,=) =0 & V¥g€Tnu: W(.g)(a) =0.
(i1) Sei B, < b und f € Tyax. Dann gilt

FB+) = fU(B,+) =0 & Vg€ Tmax: W(f,g)(b) =0.

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur fiir o, > a. Den Fall 3, < b betrachtet man analog.
Aus der Lagrange-Identitét (3.2.3) erkennen wir, dass W(f, g) konstant auf (a, c,) ist. Also gilt

Wi, 9)(a) = W(f,0)(a,—) = f(ap—)g[l](ap—) - f[l](ap—)g(ozp—)

Somit folgt aus f(a,—) = f(a,~) = 0 sofort W (f,g)(a) = 0 fiir alle g € Tinax-

Fiir die umgekehrte Folgerung wihlen wir g € Tiax nach Lemma 3.2.20, sodass g in einer
Umgebung von a mit der Lésung von Tu = 0 mit u(a,—) = 1,ull(a,—) = 0 bzw. mit u(a,—) =
0,ull(a,—) = 1 iibereinstimmt. Dieses u = (u, Tu) ist nach Satz 3.3.5 tatsichlich in Tyax nahe
bei a. O

Korollar 3.2.24.

(i) Sei T regulir (bei a und bei b). Dann gilt
Thnin = {f € Tnax: f(a) = fM(a) = f(b) = f1(b) = 0}.
(i1) Sei o, > a und B, < b. Dann gilt

Tinin = {f € Tonax: flap—) = f(,—) = f(B,+) = f(B,+) = 0}.
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Beweis. Die Aussage folgt sofort aus Lemma 3.2.22 und 3.2.23. (]

Satz 3.2.25. Ty, ist ein Operator, d.h. mul(Ty,) = {0}.

Beweis. Sei § € Tiin mit f = 0 fast iiberall bzgl. p gegeben. Wir wollen nun zeigen, dass T'f =0
fast iiberall bzgl. p gilt.

Falls p Masse bei a, hat, miissen wir nach Lemma 3.2.1 zeigen, dass A (ap—) = 0 ist. Falls p
Masse bei (3, hat, miissen wir i (Bp+) = 0 zeigen. Das gilt aber bereits nach Lemma 3.2.23. [

Bemerkung 3.2.26. Im Allgemeinen ist der Operator T, wegen

dom (Timin)t = mul(T;) = mul(Tinax)

min

nicht dicht definiert. Der Definitionsbereich dom(Tj,.y) ist hingegen immer dicht in L?((a, b), p)
wegen
dom(Tax)t = mul(T7,,,) = mul(Tiim) = {0}.

3.3 Weyls Alternative
Definition 3.3.1.

(i) Wir sagen, T ist im limit circle LC-Fall bei b [bzw. bei a], wenn fiir alle z € C alle
Losungen von (T — z)u = 0 in L?((a,b), p) nahe bei a [bzw. bei b] liegen.

(ii) Wir sagen, T ist im limit point LP-Fall bei b [bzw. bei a], wenn fiir alle z € C eine
Losung von (T — z)u = 0 existiert, die nicht in L?((a,b), p) nahe bei a [bzw. bei b] liegt.

Bemerkung 3.3.2. Aus der Definition kénnte man vorerst denken, dass bei einem Endpunkt
a oder b, weder der eine noch der andere Fall eintreten muss. Tatséchlich wird sich gleich
herausstellen, dass immer einer der beiden Fille eintreten muss. Diese Tatsache wird auch als
Weylsche Alternative bezeichnet.

Lemma 3.3.3. Sei zg € C, sodass alle Losungen von (T — zo)u = 0 in L*((a,b), p) nahe bei a
liegen. Dann ist T im LC-Full bei a.
(Eine analoge Aussage gilt auch fiir b.)

Beweis. Sei z € C\ {20} und u € Dp eine Losung von (T' — z)u = 0. Seien uj,uz € D ein

Fundamentalsystem von (T —zp)u = 0. Wegen unserer Annahme liegen u1 und ug in L2((a, b), p)
nahe bei a. Daher kénnen wir ¢ € (a,b) so nahe bei a wihlen, dass fiir v := |u1| + |uza| gilt

. (3.3.1)

[N

Z— 20 v2dp <
»

(a,c]

Nun ist u eine Losung von (T — zp)u = (z — zp)u und lésst sich wegen Satz 3.1.12 darstellen als
u(z) = crur (z) + coug(z) + (2 — ZO)/ (ur(z)uz(t) — wr(t)uz(x))u(t) dp(t), € (a,b),
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mit ¢1,co € C. Mit C' = max{|ci1], |c2|} erhalten wir

()| < Co(a) + |2 - z|o(a) / ()] dp(t), € (a,0)

[z,¢)

Unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir die quadrierte Gleichung folgt

lu(x)]* < 20%v(2)* + 2|z — 20|2v(1:)2/ v? dp/ lul*dp, =z € (a,c)
[z,0)

[z,¢)

Integration dieser Ungleichung nach p iiber [s, ¢| mit s € (a, c) liefert

/[]|u\2dp§202/( ]v2dp+2]z—z0]2/[ }v(m)2/[ )dep/[ )\u|2dpdp(x)

) )

2
< 2C2/ v2dp + 2|z — 2| </ v? dp) / lu|? dp
(a,d] (ayc] [s,c]

1
< 202/ v2dp + 2/ lu|? dp,
(a,d] [s.c]

wobei in der letzten Ungleichung (3.3.1) verwendet wurde. Wegen der Linksstetigkeit von u ist
f[s d |u|? dp fiir alle s € (a,c) endlich und wir erhalten durch Umformen

1/ ]u\zdpSQCQ/ v2dp =: K.
2 [s,c] (a,c]

)

Da s € (a, c) beliebig war, folgt f(a . lul?dp < 2K. Also ist u in L?((a,b), p) nahe bei a. O

Korollar 3.3.4 (Weylsche Alternative).
Fiir jeden Endpunkt ist T entweder im LC- oder im LP-Fuall.

Satz 3.3.5. Ist T regulir bei a oder gilt o, > a, dann ist T' im LC-Fall bei a.

Insbesondere gilt in beiden Fdllen fiir jede Lisung u € D7 von Tu = 0, dass u = (u,Tu) in
Tiax nahe bei a liegt.

(Eine analoge Aussage gilt auch fiir b.)

Beweis. Sei z € C und u € D eine Losung von (7' — z)u = 0.

Zuerst sei T reguldr bei a. Wegen Satz 3.1.15 kann u bei a stetig fortgesetzt werden. Sei ¢ € (a, b),
dann ist u auf (a, c] beschrinkt und wegen der Regularitit von 7T ist p\(aﬂ] ein endliches Maf}
auf (a, c]. Daher ist f((w] |u|? dp endlich und u liegt in L?((a,b), p) nahe bei a.

Sei nun a, > a. Es gilt

/ |U|2 dp == f(O‘P:C] |’LL‘2 dp’ fiir ¢ S [apu b)
(ac] 0, fir c € (a,a,)

Im ersten Fall ist u als linksstetige Funktion auf [o,c] beschréinkt und das Borelmafl p auf
[y, ¢] endlich. Also ist u € L*((a,c], p) fiir alle ¢ € (a,b), und daher liegt u in L?*((a,b), p) nahe
bei a. O

Bemerkung 3.3.6. Sei T im LC-Fall bei beiden Endpunkten.

Jede Losung u € D7 von (T — z)u = 0 fiir z € C liegt daher in L?((a,b), p) nahe bei a und nahe
bei b. Daraus folgt sofort, dass u € L?((a,b), p) ist.

Insbesondere gilt fiir jede Losung u € ©7 von Tu = 0, dass u = (u, Tu) € Tiax ist.
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3.4 Selbstadjungierte lineare Relationen

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir in weiterer Folge

W2 (5, 8) = W (5, 0) () = W(f,0)(a).

Satz 3.4.1. Sei T im LC-Fall bei a und bei b. Dann sind die Defektindizes der minimalen
Relation T, beide gleich 2.

Beweis. Aus (1.3.1) erkennen wir, dass die folgende Beziehung gilt
ran(Tiin + )= = ker(T7%,, — i) = ker(Tinax — 7).

Wir zeigen nun ker(Tmax — ¢) = ker(T" — ¢). Offensichtlich gilt ker(Tiax — 7) C ker(T' —14).
Fiir die umgekehrte Inklusion sei u € ker(T — 7). Wegen Bemerkung 3.3.6 liegt jede Losung u
von (T —i)u = 0 in L?((a,b), p). Daher gilt (u, Tu) = (u, iu) € Tinax bzw. (u,0) = (u, Tu—iu) €
(Tmax — 7). Somit ist jede Losung u von (T — ¢)u = 0 in ker(Tmax — 7).
Aus Bemerkung 3.1.11 folgt daher

n_(Tiin) = dim(ran(Tipin — i)4) = dim(ker(T — i) = 2.

Analog erhalten wir ny (Tiin) = 2. O

Satz 3.4.2. Sei S eine lineare Relation mit Tiin C S C Thax und definiere die lineare Relation
SO = {f € Thax: W£<f7g) = ng € S}
Dann ist S genau dann selbstadjungiert, wenn S = Sjy.

Beweis. Wegen T, C S gilt S* C T

= min

S§* ={f € Trmax: <Tfag>p = <faTg>p Vg € S}.

= Tinax und daher

Die Aussage folgt dann sofort aus 3.2.15, da fiir Elemente §, g aus Thax gilt, dass

W(f(fvg) = <Tfa g>P - <fa Tg>,0

Satz 3.4.3. Sei T im LC-Fuall bei a und bei b. Dann ist eine lineare Relation S eine selbstad-
jungierte Erweiterung von Tyin genau dann, wenn 0,10 € Tiax \ Tmin ezistieren, die

W2(0,0) = Wo(w, 1) = Wo(v,10) =0 (3.4.1)
erfillen und linear unabhdingig modulo Ty ™ sind, sodass

S = {f € Thax: Wg(f,ﬁ) = Wc?(fvﬁ) = 0}

BWir sagen, dass v, to unabhingig modulo Tiin sind, wenn aus c1v + c2tv € Tinin mit Konstanten c¢i,ce € C
folgt, dass ¢1 = c2 = 0.
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Beweis. Da n(Tpin) = 2 ist, sind nach Korollar 1.3.2 die selbstadjungierten Erweiterungen von
Thin gerade die 2-dimensionalen, symmetrischen Erweiterungen von T, d.h. es existiert ein
2-dimensionaler symmetrischer Untervektorraum M von L?((a,b),p) x L?((a,b), p) mit M C
T = Tmax, sodass S = Tnin+M gilt.

Somit ist S eine selbstadjungierte Erweiterung von Tii, genau dann, wenn 0,10 € Tiax \ Tmin
existieren, die linear unabhéngig modulo Ty, sind und (3.4.1) erfiillen. Dabei stellt (3.4.1)
gerade sicher, dass M := span{v,tv} symmetrisch ist.

Somit miissen wir nur
span{Tmin U {0, 10}} = { € Thnax| W2(5,0) = W)(§,0) =0)} = T

zeigen. Wegen (3.4.1) und Satz 3.2.21 gilt sicherlich span{Tyi, U {v,t0}} C T'. Es bleibt noch
zu zeigen, dass span{Tmin U {v,t0}} keine echte Teilmenge von T" sein kann.
Definiere dazu die linearen Funktionale Ly, Ly, auf Ty, durch

Lo(f) = W2(,5) und Ly(f) = WE(1,®), f€ Tax.

Diese sind linear unabhéngig. Wenn fiir ¢1,cy € C ndmlich ¢1L, 4+ ¢3Ly = 0 gilt, folgt aus der
Linearitét und Lemma 3.2.15 (ii), dass

0 =& Lo() + ELu(f) = W (a0 F ) = (£, T(crv + exw)), — (Tf,c1v + cxw),.

Daher ist c1v + coto € T

max = Imin und wegen der linearen Unabhéngigkeit modulo T, gilt

c1 =cy = 0.
Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von L, und Ly, liefert uns das Lemma 3.2.16

ker Ly € ker Ly, und ker Ly, € ker Ly.

Somit existieren f, € ker L, \ ker Ly, und fy € ker Ly, \ ker L,. Damit haben wir fy, fx € Timax
und es gilt

W2(F0,0) = W (fo, ) =0, W.(fo, ) #0 und W, (fw,0) # 0.

Einerseits sind fy, fn & T, andererseits sind f, und fy linear unabhingig modulo 7', da aus
c1fv + c2fn € 1" durch Linearitét

0 =W2(c1fo + cofin, 0) = 1 WL (fo, 0) + 2 W, (o, 0) = oW (f, D)

und daraus cg = 0 folgt, bzw. analog auch ¢; = 0 folgt.

Wegen Satz 3.4.1 und (1.3.5) ist die Kodimension von Tiyin in Tinax = T, genau 4. Da fy, fo € T

und linear unabhéngig modulo 7', kann 7" nur maximal eine 2-dimensionale Erweiterung von
Trnin sein, d.h. T = span{Tj,, U {v,10}}. O

3.5 Randbedingungen fiir selbstadjungierte lineare Relationen

In diesem Kapitel setzen wir durchgehend voraus, dass 7" im LC-Fall bei beiden Endpunkten
ist, d.h. alle Losungen von (T — z)u = 0 sind aus L?((a,b), p) fiir jedes z € C.

43



Wir wahlen uns nun to, 1oy € Tiax, sodass

W(wi,w2)(a) =1 und W (g, 107)(a) = W(tog,103)(a) =
W(wi,m2)(b) =1 und W (roq,107)(b) = W(tog,103)(b) =

erfiillt ist.

Diese Wahl von to; und tos ist sicherlich moglich, da 7" im LC-Fall bei a und bei b ist. Man
kann beispielsweise einfach tv, 09 € Tiax nach Lemma 3.2.20 so wahlen, dass wi, w9 bei a und
bei b mit reellen Losungen von Tu = 0, die W (u1,u2) = 1 erfiillen, iibereinstimmen.

Haben wir toq,109 € Tjax mit den gewiinschten Eigenschaften (3.5.2) und (3.5.2) gegeben,
dann definieren wir uns damit die folgenden linearen Funktionale auf Ty,.x, die wir fiir die
Randbedingungen verwenden werden,

R{(§) == W(f,™3)(a) und R§(f) = W(®1,f)(a), f € Tmax
RY(§) == W (§,02)(b) und R3(f) := W (1, f)(), FE Tmax

Bemerkung 3.5.1. Fiir a sind die Funktionale R{ und R§ wegen (3.5.1) linear unabhéngig.
Denn mit §f = t; erhalten wir

R%(w1) = W(toy,2)(a) =1 und RS(w;) = W (w1,01)(a) = 0.
Mit § = w9 gilt hingegen

R{(ro2) = W(te,2)(a) =0 und R5(w2) = W (w1, w2)(a) = 1.
(Eine analoge Aussage gilt auch fiir b.)

Satz 3.5.2. Sei T regulir bei a. Dann existieren 01,109 € Tiax, die (3.5.1) erfiillen, sodass
sich die linearen Funktionale R und R5 darstellen lassen als

R(H) = f(a) und R3() = fM(a). (3.5.5)
(Eine analoge Aussage gilt auch fiir b.)

Beweis. Da T regulér bei a ist, ldsst sich nach Satz 3.2.15 die Wronski-Determinante bei R
und R§ schreiben als

Wenn wir to, oy € T S0 wihlen, dass wy, we in einer Umgebung von a mit den reellen Losung
uy, w2 von T'u = 0 mit den Anfangsbedingungen

ui(a) = u[;](a) =1 und u[ll] (a) =wuz(a) =0

iibereinstimmen, dann ist (3.5.1) und (3.5.5) erfiillt. O
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Satz 3.5.3.

(i) Sei o, > a. Dann existieren w1,y € Ty, die (3.5.1) erfiillen, sodass sich die linearen
Funktionale R{ und RS darstellen lassen als

RI(f) = f(ap—) und R3(f) = fM(a,—). (3.5.6)

(i1) Sei B, < b. Dann existieren w1,wy € Thax, die (3.5.2) erfillen, sodass sich die linearen
Funktionale R} und RS darstellen lassen als

RY() = f(Bo+) und R5(f) = f(B,+). (3.5.7)

Beweis. Wir zeigen nur (i), denn (ii) folgt mit analogen Beweisschritten.
Da die Wronski-Determinante auf (a, a,) wegen der Lagrange-Identitét konstant ist, gilt fir R{
und 12§

Ri(f) = W(f,@)(ap—) = f(ap—)@[l] (O‘p_) - @(ap_)fm (O‘p_)
R3(§) = W (w1, §)(a,—) = Wl(ap_)f[l] (ap—) — f(ap_)m[l] (ap—)

Wenn wir to;, oy € Tinax so wihlen, dass wy, we in einer Umgebung von a mit den reellen Lésung
u1, uz von Tu = 0 mit den Anfangsbedingungen
N =uMa. ) =1 d uMie. )= =0
ur(ap—) = uy (p—) = und  ug(ap—) = uz(a,—) =

iibereinstimmen, dann ist (3.5.1) und (3.5.6) erfiillt. O

Bemerkung 3.5.4. Die Pliicker-Identitét 3.1.13 mit den Elementen f, g, 107 und oz liefert uns

W(f,9)(a) = Ri(F)R5(g) — R3(R1(9), .9 € Tmax- (3.5.8)

Ein analoges Resultat gilt auch fiir b.
Mit Hilfe von (3.5.8) kénnen wir die minimale Relation Ty, auch durch die linearen Funktionale
R¢, R%, RY und R} darstellen.

Satz 3.5.5. Sei T im LC-Fall bei a. Dann gilt
Ri(f)=R3(f) =0 < W(,0)(a) =0 Vg€ Tnax

(Ein analoges Resultat gilt auch firb.)

Beweis. Wegen (3.5.8) folgt aus R{(f) = R5(f) = 0 sofort W (f, g) = 0 fiir alle g € Tryax.
Fiir die umgekehrte Folgerung wéhlen wir speziell g = wg bzw. g = —toy, um R{(f) = 0 bzw.
R$(f) = 0 zu erhalten. O

Korollar 3.5.6. Sei T im LC-Fuall bei beiden Endpunkten. Dann gilt

Tinin = {F € Timax: RI(F) = RS(F) = R3(f) = R3(f) = 0}
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Bemerkung 3.5.7. Korollar 3.2.24 ist ein Spezialfall von Korollar 3.5.6, falls wir 1w,y €
Tinax, mit denen die Randbedingungsfunktionale definiert sind, wie in Satz 3.5.2 bzw. Satz 3.5.3
wéahlen.

Definition 3.5.8. Sei T" im LC-Fall bei beiden Endpunkten. Dann teilen wir die selbstadjun-
gierten Erweiterungen von Ty, in zwei Klassen ein.

(i) Selbstadjungierte lineare Relationen mit getrennten Randbedingungen:
Wir sagen, dass eine lineare Relation S eine selbstadjungierte Erweiterung von Ty, mit
getrennten Randbedingungen ist, wenn sie sich darstellen lésst als

S =A{f € Tmax: W(f,0)(a) = W(f,)(b) = 0} (3.5.9)
fiir v,10 € Thax \ Tmin mit W(v,0)(a) = W(w,w)(b) = 0 und

(R{(v), R5(v)) # (0,0) und (Rj(w), R3(w)) # (0,0). (3.5.10)

(ii) Selbstadjungierte lineare Relationen mit gekoppelten Randbedingunen:
Alle restlichen selbstadjungierten Erweiterungen von Ti;, bezeichnet man als selbstadjun-
gierte Erweiterungen von Ty, mit gekoppelten Randbedingungen.

Bemerkung 3.5.9. Um zu sehen, dass eine lineare Relation S, die durch (3.5.9) definiert ist,
tatséiichlich selbstadjungiert ist, erinnern wir uns an Satz 3.4.3 und suchen b,t0 € Tyay, die die
Voraussetzungen dieses Satzes erfiillen.

Mit Lemma 3.2.20 wihlen wir © € Tjhay, sodass ¥ = v in einer Umgebung von @ und © = 0 in
einer Umgebung von b, und 10 € T ax, sodass w = 0 in einer Umgebung von a und w = w in
einer Umgebung von b.

Mit dieser Wahl ist dann (3.4.1) sicherlich erfiillt und wegen (3.5.9) sind v, w nach Korollar
3.5.6 keine Elemente von T,i, und linear unabhéngig modulo Tiy,.

Damit erfiillen v, 10 € Ti,ax alle gewiinschten Vorraussetzungen. Die lineare Relation S lisst sich
nun darstellen als

S = {J € Tmax: W (5, 0) = W,(, ) = 0}
und ist nach Satz 3.4.3 selbstadjungiert.

Lemma 3.5.10. Sei v € Tiax, sodass W(v,0)(a) = 0, und es existiere ein ) € Tyax mit
W(h,0)(a) # 0. Dann gilt fir §f € Tiax

W(f,0)(a) =0 & W(,0)(a) =0.
(Eine analoge Aussage gilt auch fiir b.)
Beweis. Zuerst wihlen wir v,9, b, in der Pliicker-Identitit (3.1.13) und erhalten durch Umfor-

men |[W(h,0)(a)|? = |W(h,0)(a)|>. Damit ist auch W(h,v)(a) # 0.
Mit f,0,0,bH in der Pliicker-Identitét folgt

W (f,0)(a)W(h,0)(a) = W(f,0)(a)W (h, v)(a),

und damit sofort die Behauptung. O
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Bemerkung 3.5.11. Aus dem vorigen Lemma erkennen wir sofort, dass eine selbstadjungierte
Erweiterung S von Tiyin mit getrennten Randbedingungen im Sinne von Bemerkung 3.1.19 (i)
immer reell ist, d.h. mit f € S gilt immer auch | € S.

Lemma 3.5.12.
(i) Fiir jedes v € Tiax \ Tmin mit W(v,0)(a) = 0 und (R{(v), R§(v)) # (0,0) existiert ein

©q € [0,7), sodass fiir alle § € Tinax
W(B) @) =0 & RI()cospa — RY(T)sing =0

gilt.

(ii) Fir jedes o, € [0,7) ezistiert ein v € Tiax \ Tmin mit W(v,0)(a) = 0 und (R{(v), R§(v)) #

(0,0), sodass fiir alle § € Thax
W(EB)@) =0 &  RIf)cosga — Ry([)sing, =0

gilt.

Beweis. Nach (3.5.8) ist W (f,0)(a) = R{(f)R$(0) — R (f)R{(v) fiir f,0 € Thax.

(i) Dividieren wir nun R¢(§)R4(v) — R$(F)RI(0) = 0 durch r := /|R%(v)|2 + |R¢(v)]2 > 0,

dann erhalten wir

RY(f)-c— R3(f) - s =0, (3.5.11)
wobei ¢ := Ri(v)/r und s := R3(0)/r.
Wegen (c,s) € S = {x € R? : ||z|| = 1} existiert ein ¢ € [0,27), sodass ¢ = cos und

5 = sin ¢. Dabei bezeichnet | - ||2 die euklidische Norm auf R?.
Fiir ¢ € [0, ) wihlen wir ¢, := ¢ und sind fertig. Falls ¢ € [7, 27) nehmen wir stattdessen
Yq = @ — 7, denn dann ist ndmlich ¢ = — cos ¢, und s = — sin ¢,. Auch in diesem Fall ist

die Gleichung (3.5.11) erfiillt.

Aus Bemerkung 3.5.1 erkennen wir, dass R{ und R§ linear unabhingig sind. Insbesondere
konnen wir v mit den gewiinschten Eigenschaften sogar explizit angeben, als

0 1= COS (g - 101 + Sin g - 02 € Thax-

Nun gilt R{(v) = cos ¢, und R3(v) = sin¢,, daher ist (R{(v), R5(v)) # (0,0) und v ¢ Tiin-
Schliefilich erhalten wir mit (3.5.1) auch W (v,0)(a) = 0.

O

Satz 3.5.13. Sei T im LC-Fall bei beiden Endpunkten. Dann ist eine lineare Relation S ei-
ne selbstadjungierte Erweiterung von Ty mit getrennten Randbedingungen genau dann, wenn
Ya, b € [0,7) existieren, sodass

_ . R(ll(f) COS Yq — Rg(f) sing, =0 }
&{“ﬂm'mwmw—%mm%zo

Beweis. Folgt sofort aus dem vorigen Lemma. O
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Korollar 3.5.14.

(i)

(i)

Sei T regulir (bei a und bei b) und seien 101,109 € Tinax wie in Satz 3.5.2 gewdhlt. Dann
ist eine lineare Relation S eine selbstadjungierte Erweiterung von Ty, mit getrennten
Randbedingungen genau dann, wenn ., op € [0,7) existieren, sodass

_  f(a)cos g — fl(a) singp, =0
S - {f S Tmax- f(b) Cos @y, — f[l](b) sin op = 0 } (3512)

Sei a, > a und $, < b und seien w1, w3 € Tyax wie in Satz 5.5.3 gewdhlt. Dann ist eine
lineare Relation S eine selbstadjungierte Erweiterung von Ty mit getrennten Randbedin-
gungen genau dann, wenn pg, pp € [0,7) existieren, sodass

B - flap—)cosp, — f[l](ap—)sinapa =0 }
SR (EECNIAT 0% b 1t (3:5:43)

Bemerkung 3.5.15. Jede selbstadjungierte Erweiterung S von Ty, erfillt Tinin € S € Thax.
Dabei ist Tiyin ein Operator, d.h. mul(7Ti,in) = {0}. Falls aber p Masse bei «, oder bei 3, besitzt,
dann ist Tiyax hingegen kein Operator mehr.

Es stellt sich nun die Frage, welche selbstadjungierten Erweiterungen S von T, tatséichlich
Operatoren sind, d.h. mul(S) = {0}.

Satz 3.5.16. Sei T im LC-Fuall bei beiden Endpunkten.

()

(i)

(iii)

Habe p Masse bei oy, aber nicht bei 8,. Dann ist eine selbstadjungierte Erweiterung S
von Tmin mit getrennten Randbedingungen, dargestellt wie in Satz 3.5.13, genau dann ein
Operator, wenn

cos pqwa (o, —) + sin pawi (ap—) # 0 (3.5.14)

gilt.
Habe p Masse bei [3,, aber nicht bei a,. Dann ist eine selbstadjungierte Erweiterung S
von Tmin mit getrennten Randbedingungen, dargestellt wie in Satz 3.5.13, genau dann ein

Operator, wenn
cos ppwa(Bp+) + sin ppwi (B,+) # 0 (3.5.15)

gilt.

Habe p Masse bei o, und bei B,. Dann ist eine selbstadjungierte Erweiterung S von Tinin
mit getrennten Randbedingungen, dargestellt wie in Satz 3.5.13, genau dann ein Operator,
wenn

cos pawa(o,—) + sin w1 (a,—) # 0
cos ppwa(Bp+) + sin ppwi (Bp+) # 0

gilt.

Beweis. Wir werden nur (i) zeigen, denn (ii) und (iii) folgen mit analogen Beweisschritten.
Gelte zuerst (3.5.14) und sei f € S gegeben, sodass f = 0 fast iiberall bzgl. p. Laut Lemma 3.2.1
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miissen wir nur f m(ap—) = 0 zeigen. Wegen der Randbedingung bei a und der Konstanz der
Wronski-Determinante auf (a, o) erfiillt f die folgende Gleichung
Co8 @a[f(ap_)@[l] (O‘p_)_f[l] (ap—)w2(ap—)]
= sin a1 (@) wr(ap—) — f(rp— )il ().
Mit der Bedingung (3.5.14) und f(a,—) = 0 erhalten wir
e (o — ino. o (a,—
COS P, W « -+ sin Y, W o
£y ) = flary) P02 o) S 2T ()
€08 a2 (0, —) + sin pawi (op—)

Nach Lemma 3.2.1 ist also T'f = 0 und daher mul(S) = {0}.
Angenommen (3.5.14) gelte nicht. Dann betrachten wir die Funktion

=0,

ey, fira<z <o,
fc(x)_{ 0, fiira,<z<b

wobei ¢ € C ist und u, € D¢ die Losung von Tu = 0 mit u,(ep—) = 0 und u[[ll] (ap—) =1 ist.
Nun ist f. € D7 und f. = 0 fast iiberall bzgl. p. Offensichtlich erfillt f. = (f.,Tf.) die
Randbedingung bei b. Fiir die Randbedingung bei a gilt

R (fe) cos pa — RS (Fe) sinpa = — f1 () [cos paws(ap—) +sinpawi(a,—)] = 0,
da die Wronski-Determinante auf (a, ) konstant und f.(o,—) = 0 ist.
Auflerdem gilt mit Lemma 3.2.1, dass T'f, = 71{a,}- Somit ist fo € S und daher mul(S) =

P({;p}
span{]l{ap}}. O

Korollar 3.5.17. Sei T im LC-Fall bei beiden Endpunkten.

(i) Habe p Masse bei o, aber nicht bei B,. Ist S eine selbstadjungierte Erweiterung von Ty
mit getrennten Randbedingungen, dargestellt wie in Satz 3.5.13, dann gilt

1(S) = {0}, wenn (8.5.15) erfillt ist,
o | span{ly, 1}, wenn (8.5.15) nicht erfillt ist.

(i1) Habe p Masse bei B,, aber nicht bei a,. Ist S eine selbstadjungierte Erweiterung von Tin
mit getrennten Randbedingungen, dargestellt wie in Satz 3.5.13, dann gilt

{ {0}, wenn (3.5.14) erfillt ist,

mul(S) = span{lyg\}, wenn (3.5.14) nicht erfillt ist.

111) Habe p Masse bei o, und bei B,. Ist S eine selbstadjungierte Erweiterung von Ty mit
p P
getrennten Randbedingungen, dargestellt wie in Satz 3.5.13, dann gilt

{0}, wenn (3.5.14) und (3.5.15) erfiillt sind,
1(5) = span{l,, 1, wenn (3.5.15) erfillt ist, jedoch (3.5.15) nicht,
m | span{lyg,}, wenn (3.5.14) erfillt ist, jedoch (3.5.15) nicht,

span{l,, 1, 11,1}, wenn weder (3.5.14) noch (3.5.15) erfillt sind.
Beweis. Die Aussagen folgen ganz leicht aus dem Beweis von Satz 3.5.16. (]
Bemerkung 3.5.18. Sind 1o,y € Tiax wie in Satz 3.5.3 gewihlt, dann vereinfachen sich die

Bedingungen (3.5.14) und (3.5.15) zu ¢, # 0 bzw. zu ¢ # 0.

49



3.6 Eigenschaften selbstadjungierter Sturm-Liouville-Relationen

Satz 3.6.1. Sei T im LC-Fall bei beiden Endpunkten, S eine selbstadjungierte Erweiterung von
Tinin mit getrennten Randbedingungen und z € p(S).

Auferdem seien uq,up € D7 \{0} zwei Lisungen von (T'—z)u = 0, sodass u, die Randbedingung
bei a und vy die Randbedingung bei b erfillt.

Dann ist die Resolvente R, ein Integraloperator

b
R.f(z) = / G.(2,9)9() dp(y), = € (a,b), g € L((a,b), p),

mit der Kernfunktion G, € L*((a,b)?, p® p), die gegeben ist durch

W(ui,ua)ua(y)ub(x)a firy < x,

W(ulb,ua)ua<m)ub(y)7 fUTy > x.

(3.6.1)

G(z,y) = {

Beweis. Die Elemente ug, uy € Tiax sind linear unabhéingig, denn ansonsten ware u, = Au, fiir
ein A € C\ {0} und wiirde sowohl die Randbedingung bei a als auch bei b erfiillen. Wegen
(T — z)uq = 0 wire u, € ker(S — z) und damit ein Eigenvektor von S mit Eigenwert z. Somit
bilden ug, up ein Fundamentalsystem von (7 — z)u = 0.

Nun definieren wir den Operator ®: L?((a,b), p) — L?((a,b), p) durch

B(9) = fr (Ub(ﬁﬂ) [ g+ uate) [ ung dp) -/ ' Gl ) £ ) o)

W (up, ug
fiir alle g € L%((a,b), p).
Da die Kernfunktion G, die Abschitzung ||G.|/p0p < Kllualpllusl|, fir ein K > 0 erfiillt, ist
der Integraloperator ® ein beschriinkter linearer Operator auf L?((a,b), p) mit Operatornorm
|®]| < |G| pep. Dabei bezeichnet || - ||, und || - ||, die Normen auf L?((a,b)?, p ® p) bzw.
1%((a,b), ).
Fiir g € L2((a,b), p) ist f, := ®(g) eine Losung von (T — z)f = g, wenn wir in Satz 3.1.12 die
Konstanten ¢; = (fcb upg dp) /W (up, uq) und co = ([ uqg dp)/W (up, uq) wihlen.
Da g einen kompakten Trager hat, ist f, ein skalares Vielfaches von u, in einer Umgebung von
a und ein skalares Vielfaches von u; in einer Umgebung von b. Somit erfiillt f, = (fy, T'fy) die
Randbedingungen von S, also §, € S.
Daher ist (fg,9) = (fy, T fg—2fg) € S—z. Mit der Definition der Inversen fiir lineare Relationen
folgt (g, fy) € (S — 2)~! = R,, oder anders ausgedriickt R,g = f, = ®(g).
Da der beschriinkte Operator R, mit ® auf der dichten Teilmenge L?((a,b), p) von L?((a,b), p)
iibereinstimmt, muss schon R, = ® auf ganz L?((a,b), p) gelten. O

Bemerkung 3.6.2. Im vorigen Satz wurde von der Existenz von u,, up € D7\ {0} ausgegangen,
sodass u, die Randbedingung bei a und u, die Randbedingung bei b erfiillt.

Solche Funktionen existieren immer. Zuerst wéhlen wir ein beliebiges Fundamentalsystem ug, uo
von (T'— z)u = 0. Nun erfillt u, := cfu; + c§uz mit den Konstanten ¢ = R{(u2) cosp, —
R$(ug)sin ¢, und ¢§ = —R{(u1) cos pq + R§(uq)sin ¢, die Randbedingung bei a.

Analog wird uy, := cbu; + cqu mit geeigneten Konstanten ¢}, cg gewihlt.
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Satz 3.6.3. Seien (2, A, u) ein Mafraum, K: Q x Q — C eine messbare Funktion und
K: L2(Q, A, 1) — L2(Q, A, 1) der durch den Kern K definierte Integraloperator mit

/Kwy Vduly), feQAp), zeq,

Dann ist K € L2(Q x Q,A® A, p ® p) genau dann, wenn K ein Hilbert-Schmidt-Operator auf
L3(Q, A, u) ist.
Insbesondere ist in diesem Fall IC ein kompakter linearer Operator.

Beweis. Sei (uy, )nen eine Orthonormalbasis von L?(€, A, 11). Dann ist auch (i, )nen eine Ortho-
normalbasis von L?((2, A, 1) und wir erhalten

b b b
1Kl = [ [ 1,0 du®)dnts) = [ (05, K (.o
p 0o
= [0, T K (5, ) )
a pn=1

o] b -
:Z/ (K (3,),un) u(K(s, "), Un)y dp(s)
=Z / (5, ), )l ()
=Z / (K ) ()] dp(s) Zumm-umm

Hier bezeichnet ||.|| s die Hilbert-Schmidt-Norm fiir Operatoren auf L?(Q, A, p1).
Insbesondere sind Hilbert-Schmidt-Operatoren kompakte lineare Operatoren. U

Korollar 3.6.4. Sei T im LC-Fall bei beiden Endpunkten, S eine selbstadjungierte Erweiterung
von Twin mit getrennten Randbedingungen und z € p(S).

Dann ist die Resolvente R, ein kompakter, normaler Operator auf L*((a,b),p). Fiir z € R ist
die Resolvente R, sogar selbstadjungiert.

Beweis. Die Kompaktheit von R, folgt aus den Sétzen 3.6.1 und 3.6.3.
Mit den Beziehungen (1.3.2) gilt

(R) =((S=2))'=((S—2)") " =(5-2)"=R=
Fiir z € R ist R, selbstadjungiert. Fiir z € C \ R folgt mit der Resolventengleichung (1.3.3)

1 1
R.Rs = ——(R. ~ Rs) = ———(Rs — R.) = RzR.

die Normalitit von R,. O

Satz 3.6.5. Sei T im LC-Fall bei beiden Endpunkten, S eine selbstadjungierte Erweiterung von
Tinin mit getrennten Randbedingungen und z € p(S).
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Dann ezistiert eine abzihlbare Orthonormalbasis aus Eigenvektoren (e, )nen von R, in L2((a,b), p),
sowie eine Nullfolge der dazugehdrigen Eigenwerte (Ap)nen in C\ {0}, sodass

L*((a,b), p) = ker(R,) @ span{e,: n € N}
und

sz = Z)\n<fa en>p€na f € LQ((% b),p)
n=1

gilt.

Beweis. Die Resolvente R, ist ein kompakter, normaler Operator auf dem Hilbertraum L?((a, b), p)
nach Korollar 3.6.4. Die Aussage folgt dann mit dem Spektralsatz fiir kompakte, normale Ope-
ratoren 1.4.3. O

Lemma 3.6.6. Sei T im LC-Fuall bei beiden Endpunkten, S eine selbstadjungierte Erweiterung
von Twin mit getrennten Randbedingungen und z € p(.5).

Eine Funktion f € L?((a,b),p) ist genau dann eine Eigenfunktion von S zum FEigenwert X,
wenn f eine Eigenfunktion von R, zum Figenwert ﬁ ist. Insbesondere gilt

om0} = {32 A o)

1

)

Beweis. Sei f € L?((a,b), p) eine Eigenfunktion von R, zum Eigenwert -, dann gilt

(Fitsf)er & (-anner
s (ff,(A=2)f)eS—z < (f,\f)eS.

Da wir aus dem vorigen Satz 3.6.5 bereits wissen, dass das Spektrum o(R,) nur aus Eigenwerten
von R, besteht, gilt auch die zusétzliche Aussage iiber die Spektren. (]

Satz 3.6.7. Sei T im LC-Fall bei beiden Endpunkten und S eine selbstadjungierte Erweiterung
von Tmin mit getrennten Randbedingungen.

Dann hat S ein rein diskretes Spektrum, d.h. o(S) = o,(S), und alle Eigenwerte von S sind
einfach, d.h. dimker(S — z) =1 fir alle z € o(95).

Beweis. Die Tatsache, dass das Spektrum o (S) von S nur aus dem Punktspektrum o, (S) besteht,
folgt sofort aus Lemma 3.6.6.

Sei z € 0(5) = 0,(5) ein Eigenwert und uq, up € ker(S — z) zwei Eigenvektoren zum Eigenwert
z, die also Tu; = zu; fiir ¢ = 1, 2 erfiillen. Die Funktionen w1, ug € ®7 sind daher Losungen von
(T — 2)u=0.

Mit (3.5.8) erhalten wir fiir u; := (u1, zu1) und ug := (ug, zu2)

mmwwzmmmmwﬂwmmmzw(
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Dau; und us beide die Randbedingungen von S erfiillen, hat die Matrix R := <R1 (ulg R3<u1))
2

R(f(ug R (ug)
wegen R (Z?;g:) = 0 nur den Rang rg R = 1. Daher ist W (u1,u2)(a) = W(ui,u2)(a) = 0 und
mit Korollar 3.1.9 (ii) folgt W (u1,u2) = 0. Daher sind u; und us linear abhéngig. O
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4 Die Spektralasymptotik des u-v-Laplace-Operators

4.1 Der p-v-Laplace-Operators

In diesem abschlieBenden Kapitel beschéftigen wir uns mit einem ganz besonderen Sturm-
Liouville-Problem.

Sei [a, b] ein abgeschlossenes reelles Intervall mit —oco < a < b < oo und seien p, v zwei atomlose,
endliche positive Borelmafle auf [a, b] mit kompakten Trégern. Zusétzlich gelte a,b € supp(v).
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit fordern wir wegen der Endlichkeit der Mafle sogar

ulla,b]) = v(ja,b]) = 1.
Ab sofort bezeichnen wir mit L := supp(u) und K := supp(v) die Triager von p und v.

AuBlerdem treffen wir noch die Annahme (vgl. Annahme (A.1.b) in der Einleitung von Kapitel
3.1)

LCK, (A1)
damit die nachfolgende Definition sinnvoll ist.

Definition 4.1.1. Den Differentialausdruck A, , definieren wir als

4 (d
A/,L,l/f = dﬂ (dV) ) f € D,

wobei DA die Menge

D4 = {f € AC([a,b],v): f € AC((a,b], p)}
bezeichnet und fI := % wieder fiir die erste Quasiableitung einer Funktion f € ©a steht.
Wir bezeichnen A, als den Laplace-Operator bzgl. den Maflen p und v, oder kurz pu-v-
Laplace-Operator.

Bemerkung 4.1.2.

(i) Falls wir fur g und v das Lebesgue-Maf auf [a, b] wihlen, erhalten wir den gewohnlichen
Laplace-Operator A.

(ii) Der p-v-Laplace-Operator ist gerade ein Spezialfall unseres bisher behandelten Sturm-
Liouville-Differentialausdrucks (3.1.1) mit den Maien p = p, ¢ = —v und x = 0.

(iii) Die Atomlosigkeit von p und v zieht einige positive Konsequenzen mit sich.
Alle absolutstetigen Funktionen bzgl. 1 und v sind nach Bemerkung 3.1.3 (v) sogar stetig.
AuBerdem, da die Mafle auf der kompakten Menge K definiert sind, entstehen auch keine
Schwierigkeiten bei der Einbettung von D in L?([a, b], 1), denn es gilt D C C([a,b]) C
L*([a,b], 1)**. Somit sind alle auftretenden linearen Relationen, die sich aus dem Differen-
tialausdruck A, ergeben, sogar Operatoren.

Wir betrachten nun den p-v-Laplace-Operator mit zusétzlichen Randbedingungen. Dabei be-
schrinken wir uns nur auf Dirichlet- und Neumannrandbedingungen.

40 ([a, b]) bezeichnet die Menge der stetigen Funktionen auf [a, b].
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Definition 4.1.3.

(i) AD » nennen wir den u-v-Laplace-Operator mit Dirichlet-Randbedingungen und
bezelchnen damit die lineare Relation

Apy =A{(f:Auuf) € L¥([a,b], ) x L*([a,b], ) f € Da, fa) = f(b) = 0}

bzw. falls wir Aﬁ , als Operator auffassen, schreiben wir

AL f=NDuuf, f€dom(AL)

mit dem Definitionsbereich

dom(AR ) == {f € L*([a,b], n): f €AC([a,b],v), I € AC([a,b], 1),
Auwf € L*([a,b], ), f(a) = f(b) = O}.

(ii) AN » nennen wir den p-v-Laplace-Operator mit Neumann-Randbedingungen und
bezelchnen damit die lineare Relation

AN = A{(f: B f) € LP([a,b), 1) x L*([a,b], p): f € D, fM(a) = fU(b) = 0}

bzw. falls wir A;]X , als Operator auffassen, schreiben wir

AN Fi=Duuf,  fedom(A])
mit dem Definitionsbereich

dom(AN ) == {f € L*([a,b], n): f €AC([a,b],v), I € AC([a,b], ),
A f € L¥([a,b], ), fW(a) = fH(b) = 0}.

Bemerkung 4.1.4. Mit der Notation AE,Z/,N wollen wir von nun an andeuten, dass eine Aussage
sowohl fiir AD als auch fiir AN o gilt.

Wenn wir dle Randbedmgungsfunktlonale wie in Satz 3.5.2 wiahlen, dann erhalten wir aus
Korollar 3.5.14 mit ¢, = ¢, = 0 bzw. mit ¢, = ¢, = 7, dass Aiu und AIJX,/ selbstadjungierte

lineare Relationen sind. Da Afz,/,N ein Operator ist, gilt daher die folgende Beziehung
<A5,I//Nfa g>,u = <f7 A££N>,Un fa g € dOHl(AELN)

Diese Eigenschaft von Aué hatten wir aber genauso durch zweimalige partielle Integration
erhalten koénnen.

AuBerdem ist wegen dom(AfZl/,N) ul(AD/ N) = {0} die lineare Relation Aﬂl/,N sogar dicht
definiert. Deswegen werden wir ab sofort AW/,N nicht mehr als lineare Relation, sondern als
dicht definierten Operator auffassen.

Satz 4.1.5. Der selbstadjungierte Operator A,]%N ist negativ, d.h. (Auuf,f)u < 0 fir alle

€ dom(ARM).
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Beweis. Sei f € Da. Dann ist f eine Verteilungsfunktion des Mafes [ ﬁdu und flU ist eine
Verteilungsfunktion des MaBes [ A, fdp. Mit dem Satz iiber die partielle Integration fiir
Verteilungsfunktionen folgt

b s
Ouf D= [ Ot T =177~ [ 7

Fir f € dom(AZéN) erhalten wir

(ADINF £ =—[IfV], <0
J

Bemerkung 4.1.6. Wenn wir von A,?LN zum Operator —Af% iibergehen, dann ist dieser

ein positiver Operator. Aus Satz 3.6.7 wissen wir, dass das Spektrum eines selbstadjungierten

D/N

Sturm-Liouville-Operators nur aus Eigenwerten besteht. Wegen der Positivitét von —A,; ;" sind
alle Eigenwerte nichtnegativ, denn fiir jeden Eigenwert A von —A, / und einer zu A gehorenden
Eigenfunktion f € dom(Aﬁ),/, ) gilt

AD/IN
AR P

A T

Also ist (—o00,0) in der Resolventenmenge p (—Afz,/jN) enthalten.

Die Resolvente von —Afz,/,N bei z € (—o0,0) werden wir ab sofort mit
D/N/y _ D/N -1
R,u,l// (Z) - (_Au,é - Z)

bezeichnen. Da —Aﬁl/,N ein Operator ist und z € p (—Afz,/jN) ist, ist die Resolvente Ry, D/ N (2)

eine bijektiver Operator von L?([a,b], 1) nach dom(AfZéN).

Satz 4.1.7. Sei z € (—00,0). Dann ist die Resolvente R,?Z/,N(z) ein kompakter, positiver Ope-
rator auf L?([a,b], ).

Beweis. Dass die Resolvente ein kompakter, selbstadjungierter Operator fiir z € R ist, haben
wir schon in Korollar 3.6.4 festgestellt.

Sei f € L?[a,b], u und definiere g := RD/N( )f € dom(AD/

(REIN()f, o = (g, (=ARIN — 2)g) = —(A2IN g, g), — 29, ) > 0

die Positivitit der Resolvente. O

), dann folgt durch

D/N

Lemma 4.1.8. Die Eigenwerte von —A, " sind alle nichtnegativ und bilden eine Folge, die
gegen unendlich strebt.
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D/N

Beweis. Bezeichne mit (\,;),en die Eigenwertfolge von —A, )" und mit (ky)nen die Folge der

von 0 verschiedenen Eigenwerte von RiﬁN(z) fiir ein z € (—00,0).
Die Nichtnegativitdat von A,, n € N, haben wir in Bemerkung 4.1.6 schon erkannt, analog
erhalten wir auch k, > 0, n € N. Das Lemma 3.6.6 liefert den Zusammmenhang x, = ﬁ

bzw.
1

Am=—+2 mneN

R

Da (kn)nen eine nichtnegative Nullfolge ist, muss A, fiir n — oo gegen unendlich streben. [

Durch das vorige Lemma macht es Sinn, die Eigenwertzédhlfunktion von —AEJ/,N zu betrachten

und genauer zu untersuchen. Unser Ziel dieses Kapitels wird es sein, eine asymptotische Aussage
iiber die Eigenwertzéhlfunktion zu finden, wenn die Mafle p und v auf selbstdhnlichen Mengen
von [a, b] leben.

Definition 4.1.9. Wir definieren
NIEKN({L‘) = #{\ <z : \ist Eigenwert von — Aﬁl/,N , x€(0,00)
D/N

als die Eigenwertzdhlfunktion des Operators —A, .
Dabei bezeichnet #A die Méchtigkeit, in unserem Fall die Anzahl der Elemente, der Menge A.

Bemerkung 4.1.10. In Korollar 3.6.4 haben wir gesehen, dass die Resolvente eines Sturm-
Liouville-Operators ein kompakter Operator ist, sogar ein Hilbert-Schmidt-Operator.

Indem wir noch die Positivitét von R,?,/,N(z) fiir z € (—00,0) ausniitzen, kénnen wir mit Hilfe
des Satzes von Mercer 1.4.4 sogar noch mehr iiber die Resolvente aussagen.

Satz 4.1.11. Sei z € (—00,0). Dann ist die Resolvente R,E),,/,N(z) ein nuklearer Operator auf

L*([a, b], ) mit der Spur

tr Rfi,/jN(z) = Z K, (4.1.1)
n=1

wobei (kp)nen die Folge der von 0 verschiedenen Eigenwerte von R,?,,/,N(z) ist.

Beweis. Der Satz von Mercer 1.4.4 ist in diesem Fall anwendbar mit der kompakten Menge

[a,b], dem Maf} ; und dem Integraloperator R,lzl/,N(z) mit Kern G, der wie in (3.6.1) mit

entsprechenden Funktionen wug, up € dom(Ail/,N) dargestellt werden kann.

Wegen der Atomlosigkeit von g und v sind u, und u; stetig, daher auch G,. Aulerdem ist die
Resolvente selbstadjungiert und sogar positiv.

Somit erhalten wir fiir (u ® u)-fast alle (z,y) € [a, b] X [a, b]

G.(z,y) = Z Knen(x)en(y), (4.1.2)

wobei die Konvergenz (u ® p)-fast iiberall absolut und gleichméBig ist. Dabei ist (ep)nen das

Orthonormalsystem aus Eigenvektoren von R,?,,/,N(z) aus Satz 3.6.5 und e,, der Eigenvektor zum
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Eigenwert x,, fiir n € N ist.
Nun gilt mit G, (z,z) = Yo% | knlen(x)|? und der gleichméBigen Konvergenz von (4.1.2)

00 00 b b
>t =Yk [ fea@)Pdnta) = [ 6w duo) < |Gull o) < oo, (113)
n=1 n=1 a a

wobeli || - ||oo hier die Supremumsnorm auf der Menge [a, b] X [a, b] bezeichnet.

Da die Resolvente ein selbstadjungierter, kompakter Operator auf L?([a, b], 1) ist und die Reihe
322 | kp < oo konvergiert, ist Ril/,N (z) ein nuklearer Operator und es gilt (4.1.1), vgl. Abschnitt

n=1

1.2.3. (]

Korollar 4.1.12. Sei z € (—00,0). Dann besitzt die Spur der Resolvente tr szl/,N(z) folgende

Darstellungen

(i)

b
RN () = [ G2 (o) duo), (4.1.4)
wobei GZD/N die in (3.6.1) definierte Funktion mit entsprechenden uq,up € dom(Af,,/,N)
1st.
(i)
* 1
D/N/.\ _ D/N
U"RML (Z)—/O EdNWf (), (4.1.5)

d.h. die Spur der Resolvente ist die Stieltjes- Transformierte der Figenwertzihlfunktion von
AN,

Beweis. Die erste Darstellung (4.1.4) haben wir bereits in (4.1.3) gezeigt. Die zweite folgt ganz

leicht mit dem Lemma 3.6.6, wenn wir mit \,, n € N, die Eigenwerte von —A,]i,/,N und mit &,

n € N, die von 0 verschiedenen Eigenwerte von Ril/,N(z) bezeichnen. Dann gilt

D/N/_\ _ _ — D/N
tr R, (2) = 321 Kp = 321 W /0 P dN, L7 ().

4.2 Vorbemerkungen zu selbstihnlichen Mengen und Maflen

Sei [a, b] ein abgeschlossenes reelles Intervall mit —oco < a < b < 0o, M > 2 eine natiirliche Zahl
und S := {S1,...,Su} eine Familie von affinen Kontraktionen, d.h. fiir i =1,..., M ist

Si(z) = ajxz +b;, x € [a,b], (4.2.1)

mit 0 < a; < 1 und b; € R, sodass die Funktion S; das Intervall [a, b] wieder nach [a, b] abbildet.
AuBlerdem sei p := (p1,...,pum) ein M-dimensionaler Gewichtungsvektor, d.h. pi,..., pas sind
reelle Zahlen aus (0,1) mit Zf\il pi=1.
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Definition 4.2.1.

(i) Eine Teilmenge L von [a, b] heiit selbstdhnlich bzgl. S, falls
M
L=JSi(L).
i=1
(ii) Ein positives BorelmaB p auf [a, b] heifit selbstihnlich bzgl. S und p, falls

M
p(A) =" pin(S7(A))
=1

fiir jede Borelmenge A € B([a, b]) gilt.

Satz 4.2.2.

(i) Fiir jede Familie S von affinen Kontraktionen existiert eine eindeutige bzgl. S selbstihnliche
Teilmenge L(S) von [a,b] und L(S) kompakt.

(ii) Fir jede Familie S von affinen Kontraktionen und jeden Gewichtungsvektor p existiert ein
eindeutiges bzgl. S und p selbstihnliches Borel-Wahrscheinlichkeitsmaf (S, p) und es gilt

supp u(S, p) = L(5).

Beweis. Die entsprechenden Resultate iiber die Existenz und Eindeutigkeit von selbstédhnlichen
Mengen und Maflen findet man in Hutchinson [6, Theorem 3.1.(3), Theorem 4.4.(1) und Theo-
rem 4.4.(4)]. O

Bemerkung 4.2.3. Wenn eine Familie S = (S1,...,Sy), M > 2, von affinen Kontraktionen
wie in (4.2.1) gegeben ist, dann bezeichnet man die eindeutige Losung D von Zf\i LaP =1 als
die Ahnlichkeitsdimension von S.

Falls die zusétzliche Annahme #(S;([a,b]) N S;([a,b])) < 1 fir 4,5 = 1,..., M, i # j, erfiillt
ist, dann stimmt die Ahnlichkeitsdimension von S mit der Hausdorff-Dimension'® von L(S)
iiberein.

Beispiel 4.2.4. Die bekannte Cantormenge C' C [0, 1] ist die eindeutige selbstihnliche Menge
bzgl. der affinen Kontraktionen S1(z) = £ und Sz(z) = L2 von [0, 1] nach [0, 1].

Die Ahnlichkeitsdimension D = L‘% von S = (51, S2) ergibt sich aus der Gleichung (3)P+(3)" =
1 und ist gleich der Hausdorff-Dimension der Cantormenge C.

5Hausdorff-Dimension: siche [6].
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4.3 Das asymptotische Verhalten der Eigenwerte des u-v-Laplace-Operators

Seien wie zu Anfang des Kapitels u, v zwei atomlose Borel-Wahrscheinlichkeitsmafie mit kom-
pakten Trégern L = supp(p) und K = supp(v). Ferner seien S = (Si,...,Sy), M > 2, eine
Familie von affinen Kontraktionen und p = (p1,..., par) ein Gewichtungsvektor.

Zusétzlich sollen noch die folgenden Annahmen gelten:

(A.1) Der Triager von p ist im Triger von v enthalten, d.h. L C K.
(A.2) Die Bilder der Abbildungen von S beriihren sich maximal in einem Punkt, d.h.

#(Si([a,0]) N Sj([a, b)) <1 fiird,j=1,...,M,i#j

(A.3) u ist das eindeutige selbstihnliche Borel-Wahrscheinlichkeitsmafl bzgl. S und p, d.h.
p=p(S,p).

(A.4) Es existieren reelle Zahlen o; > 0, i =1,..., M, sodass

M M
v (Aﬂ (U Si<[a,b1>>> = > ow(s; ()

i=1
fiir alle Borelmengen A € B([a, b]) gilt.

Beispiel 4.3.1. Sei v das Lebesgue-Maf auf [0, 1] ist und p ein beliebiges selbstédhnliches Maf3
bzgl. einer Familie S von affinen Kontraktionen und einem Gewichtungsvektor p. Wenn S wie

in (4.2.1) gegeben ist, dann wird die Annahme (A.4) gerade von den Gewichten o; = a;,
i=1,..., M, erfiillt.

Lemma 4.3.2. Seien u, v zwei atomlose Borel-Wahrscheinlichkeitsmafe mit kompakten Trdgern
und seien die Annahmen (A.1)-(A.4) mit einer Familie S = {S1,...,Su} von affinen Kontrak-
tionen, einem Gewichtungsvektor p = (p1,...,pn) und positiven Zahlen oy,... o erfillt,
wobei M > 2 eine natiirliche Zahl ist.

Dann gilt

(i) wls(s(ap)) = PiSit, i=1,...,M,
(1) v|g(s,(jap))) = 0iSiv, i=1,...,M,
(iii) UL, Si(K) C K,
(iv) Yo < 1.
Beweis. Die Aussagen (i) und (i7) folgen sofort aus der Selbstihnlichkeit des Mafles 1 und aus

(A.4), wenn wir (A.2) und die Atomlosigkeit der Mafle beriicksichtigen.

Fiir (i) definieren wir zuerst das Maf} v/ := v(- N Uf\il Si([a,b])) auf B([a,b]) und stellen fest,
dass supp(¢/) C supp(v) = K. Wegen (A.4) gilt aber v/ = "M 5,S;v. Der Triiger von o;S;v,
i=1,...,M, ist aber gerade supp(c;S;v) = S;K. Daher folgt supp(v') = UM, Si(K).

Um (iv) zu beweisen, wahlen wir A = U,f\il Si(K) in (A.4) und erhalten damit, da v ein
Wahrscheinlichkeitsmafl mit v(K) = 1 ist,

M M M
doi=> ow(K)=v (U Si(K)> <1,
=1 =1 =1
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wobei wir die Beziehung S; ! (Ui‘il S,(K)) = S7YSi(K)) = K, i = 1,..., M, ausgeniitzt
haben, die wegen (A.2) gilt. O

Satz 4.3.3. Seien u,v zwei atomlose Borel-Wahrscheinlichkeitsmafle mit kompakten Trdigern
und seien die Annahmen (A.1)-(A.4) mit einer Familie S = {S1,...,Swm} von affinen Kon-
traktionen, einem Gewichtungsvektor p = (p1,...,pn) und positiven Zahlen oy, ... ,on erfillt,
wobet M > 2 eine natirliche Zahl ist.

Dann gilt die Ungleichungskette

M
E: (eS8 (@) < N2y (2) < N () E: (isinoisin) (@) @20, (4.3.1)
=1 i=1
wobei N,EI{N die Eigenwertzdihlfunktionen des Operators —A,?l, auf [a,b] und N([p)/gu) (0:S:v)
jene des Operators A(p/fgvu) (038i) auf S;([a, b]) = [S;a, S;b] bezeichnet.

D/N

Beweis. Da die Eigenwerte von —A,; ;" durch ein Maximum-Minimum-Prinzip charakterisiert
sind (siehe [2, Folgerung 3.3.4]), konnen wir die klassischen Resultate iiber elliptische Eigen-
wertprobleme auf Gebieten, die aus endlich vielen nicht-iiberlappenden Teilgebieten bestehen,
anwenden (siehe Courant und Hilbert [3]). Mit Hilfe von Proposition V1.2.2 und VI.2.4 in [3]
erhalten wir folgende Aussagen iiber die Eigenwertzahlfunktionen

,[a, b)) >Z ,[Sia, S;b]), x>0, (4.3.2)
, [a, b)) <§: x,[Sia, S;b]), x>0, (4.3.3)
wobei i = plws;(ap)) UNd Vi = V|gs(ap)) die auf [Sia, S;b] eingeschrénkten Mafe fiir
i=1,...,M, sind. Das Intervall beim Argument der Eigenwertzihlfunktionen soll dabei veran-

schaulichen, auf welchem Intervall die entsprechende Eigenwertzéhlfunktion definiert ist.
Mit Lemma 4.3.2 (i) und (ii) erhalten wir dann fiir i =1,..., M

D/N
NP (@, [Sia, Sib)) = NOJGL o i (@0 [Sia, Sib]), 2> 0. (4.3.4)

AuBlerdem kann die Technik des Dirichlet-Neumann-Bracketings (siche Abschnitt 3.3 in [2])
angewandt werden, die uns

D N D
N, (z,[a,b]) < N, (z,[a,b]) < N, (2,[a,b]) +2, x>0, (4.3.5)

liefert, vgl. Satz 3.3.5 in [2].
Wenn wir die Ungleichungen und Gleichungen (4.3.2) - (4.3.5) zusammenfassen erhalten wir die
gewiinschte Aussage. O

Satz 4.3.4. Seien u,v zwei atomlose Borel-Wahrscheinlichkeitsmafe mit kompakten Trigern,
sodass (A.1) erfillt ist.
Auferdem sei S eine affine Kontraktion auf [a,b] und p,o € (0,1) zwei reelle Zahlen, sodass

W(S(A) = p-p(A) und U(S(A)) = o v(A)
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fiir alle Borelmengen A € 9B([a, b)) gilt, bzw. anders ausgedriickt, es gelte p = pSp und v = oSv
auf den Borelmengen B(S([a,b])).

Dann gilt
(i) die folgende Skalierungseigenschaft der Eigenwertzihlfunktion
D/N
NUEY s (@) = NP[N (poz), 2 >0, (4.3.6)

und

(ii) die folgende Skalierungseigenschaft der Spur der Resolvente

D/N
R s (2) = potr RON (poz), 2 € (~00,0). (4.3.7)
Beweis.
(i) Wir zeigen, dass f genau dann eine Eigenfunktion von Ag)éz (o5y) Zum Eigenwert A ist,

wenn g := f oS eine Eigenfunktion von Ai,/,N zum FEigenwert po A ist.
Wir nehmen nun an, dass A5, (050).f = Af auf [Sa, Sb] fiir eine Funktion f € dom(A ()5, (050))

gilt, d.h.
f(z) = f(Sa) + /S ’ U@ d(eSv)(t), te [Sa, S,
F1() = F1(Sa) + A ; F(t)d(pSp)(t), ¢ € [Sa, Sb).

Da die Abbildung S': [a, b] — [Sa, Sb] bijektiv ist, erhalten wir mit der Substitution x = Sz,
z € [a,b], fir f

Sz
9(2) = 1(82) = fSa) + [ M0 diosu)e)

Sz
— f(Sa)+ o / () d(Sw)(t)

Sa

— g(a) + 0/ AU(SE) du(), = € [a,b)].
Daraus folgt gl'!(z) = o(fI! 0 S)(2), z € [a, b]. Mit der gleichen Substitution erhalten wir
fiir 01
Sz
g"(z) = of(S2) = ofMN(Sa) £ oX | - F(t) d(pSu)(®)

Sz
= o f(Sa) + poA g f(#)d(Sp)(t)

= g1(a) + po / " F(St) dp(t)

—g(@) + po [ g(0)dut). =€ ol
Wegen g = f oS und glYl = 6 fl o § erfiillt g offensichtlich die Dirichlet- bzw. Neumann-
Randbedingungen g(a) = g(b) = 0 bzw. glll(a) = ¢l!l(b) = 0, da f sie bereits bei Sa und

bei Sb erfiillt. Daher ist g € dom(A,a,/,N) und g ist eine Lésung von A,?LNQ = polg, d.h.

g ist eine Eigenfunktion von AEJ/,N
Die Umkehrung zeigt man analog.

zum Eigenwert po .
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(ii) Mit der Beziehung (4.1.5) und der Gleichung (4.3.6) erhalten wir

D/N (1 D/N
R 5u) (o50) (2) = /0 PR AN 5 (050 (1)
1

—/O Elef,fN(pat), z € (—00,0).

Mit Hilfe einer Lebesgue-Stieltjes-Transformation, siehe [9, Chapter 0. $4, Proposition
(4.10)], mit der stetigen, monotonen Transformationsabbildung M (t) = pot, t € (0,00),
erhalten wir weiter, fiir z € (—o0, 0)

L UNDIN (o) = / T L NN
| vt oty = oo [ S aNE (1)

oo
1
= pa/o P dN/flfN(t) = po tr Rﬁl/,N(paz).

Korollar 4.3.5. Seien u, v zwei atomlose Borel-Wahrscheinlichkeitsmafle mit kompakten Trdagern
und seien die Annahmen (A.1)-(A.4) mit einer Familie S = {S1,...,Sm} von affinen Kontrak-
tionen, einem Gewichtungsvektor p = (p1,...,pm) und positiven Zahlen o1,... 05 erfillt,
wobei M > 2 eine natiirliche Zahl ist.

Dann gilt

M M
Zpiai tr Rﬁy(piaiz) <‘tr Rﬁy(z) < tr foy(z) < sz‘di tr foy(piaiz), z € (—00,0).
i=1 i=1

Beweis. Die Aussage folgt, wenn wir die Ungleichungskette (4.3.1) mit (4.1.5) kombinieren und
dann die Spur der Resolvente gemé8 (4.3.7) skalieren. O

Lemma 4.3.6. Seien M > 2 eine natiirliche Zahl, 0 < a; < 1,1 =1,..., M, reelle Zahlen mit
Ei]\il a; <1 und 8 € (—1,0) die eindeutig bestimmte Lisung von Zf\il aZHB =1.
Ferner sei f: (0,00) — (0,00) eine stetige Funktion.

(i) Falls f(z) < Zf\il a;f(aiz) fiir alle x € (0,00) gilt, dann existiert ein C7 > 0, sodass

< 128 > mi .
f(x)— 1T, .T_‘IIIHHMOQ

(ii) Falls f(z) > Zf\il a; f(aux) fiir alle x € (0,00) gilt, dann existiert ein Cy > 0, sodass

2) > Coz?, > min o
f(z) 2 Cox”, ~i=1,.,M

Beweis. Zunéichst stellen wir fest, dass die durch



definierte Funktion g auf [—1,0] stetig und streng monoton fallend, also bijektiv ist. Nun gilt
g(—1) =M > 2 und ¢(0) = Ef\i 1 o < 1. Nach dem Zwischenwertsatz muss daher eine eindeu-
tige Losung 5 € (—1,0) mit g(/5) = 1 existieren.

Nun beweisen wir (7), die Aussage (ii) erhilt man analog. Dazu definieren wir uns die Funktion

z € (0,00).
Unter Verwendung der Gleichheit 2% = Ef\i L @i(a;2)? und der Eigenschaft von f ergibt sich

M i f(aiz) « ,
V(z) < —Zﬁl ()’ < i:nﬂ.z.i.,MV(aZZ)’ z € (0,00). (4.3.8)

Wegen der Stetigkeit von f kénnen wir die Konstante
C} := max {V(z): z € [min a, 1]}
7

definieren, die wegen V(z) > 0, z € (0,00), positiv ist.
Fiir z € [min; o, 1] gilt definitionsgeméf V(z) < C. Fiir z > 1 erhalten wir durch wiederholtes
Anwenden von (4.3.8)

V(z) < V(e 2) < V(apaiyz) < ... < Viai, @i,y - 06, 2)

fiir eine gewisse Folge 41,12, ..., i, von Indizes aus {1,..., M}, wobei wir m € N als die grofite
natiirliche Zahl definieren, fiir die
Qg 2> 1 (4.3.9)

gilt. Dann ist
mino; < o, 04, 0,2 <1,
1

wobei die erste Ungleichung aus (4.3.9) folgt. Somit gilt auch in diesem Falle V(z) < C;. O

Korollar 4.3.7. Seien u, v zwei atomlose Borel-Wahrscheinlichkeitsmafle mit kompakten Trdagern
und seien die Annahmen (A.1)-(A.4) mit einer Familie S = {51, ..., Su} von affinen Kontrak-
tionen, einem Gewichtungsvektor p = (p1,...,pm) und positiven Zahlen o1,...,05 erfillt,
wobei M > 2 eine natiirliche Zahl ist.
Dann existieren C,Cy > 0, sodass die Ungleichungen

tr Rﬁy(—z) > 012, 2> Z:IInlnM PiTi,

tr foy(—z) <Oy, 2> z:rlan PiTi,
gelten, wobei 5 € (—1,0) die eindeutige Losung von Zf\il(aipi)““ﬂ =1 ist. Insgesamt gilt daher
mit der Notation wie in Bemerkung 1.4.6

tr Ril/,N(—z) =28 fiir z = .
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Beweis. Wir definieren die Funktion f(z) := tr sz,/,N(—z) fir z € (0,00). Da die Resolvente

Rﬁl/,N(—z) ein positiver, nuklearer Operator ist, sind deren Eigenwerte nichtnegativ und mit

der Darstellung (4.1.1) ist ihre Spur positiv, da mindestens ein positiver Eigenwert existieren
muss. Daher ist f > 0 und f bildet (0, 00) nach (0, 00) ab.

Die Spur ist ein stetiges lineares Funktional auf dem Raum der nuklearen Operatoren N'(L?((a, b), 1)),
vgl. [10, Satz. VI.5.8.(a)].

Um die Stetigkeit der Resolvente RiéN als Abbildung von (—o0,0) in die Menge der nuklearen
Operatoren N'(L?([a,b], 1)) zu zeigen, verwenden wir die Resolventengleichung 1.3.3. Fiir die
Resolvente bei z schreiben wir abkiirzend R(z). Sei z € (—00,0) fest und y € (—o0,0), sodass

|z — y|||R(z)]| <1 ist. Dann erhalten wir mit (1.2.1) und der Dreiecksungleichung

1R (2) = R(Y)lnur < [z = yl[IR() 1Y) |nur
< [z = ylllR) ([ B(2) [lnuk + [[B(2) = B(Y)lnuk),

wobei || - |[pur die nukleare Norm auf N'(L?((a,b), 1)) bezeichnet. Durch Umformen ergibt sich

o 2 = ylIREIRE)]
) < Z)lnuk

Also konvergiert |R(z) — R(y)||pur — 0 fir y — 2, d.h. R ist stetig bei z.
Die Abbildung h(z) := —z, z € (0,00), ist klarerweise auch stetig. Somit ist f als Zusammane-
setzung stetiger Abbildungen stetig.
Weiters gilt

M M

Z(Pmi) < Zaz‘ <1,

i=1 i=1
und daraus erhalten wir auch 0 < p;o; <1 firi=1,..., M.
Es sind alle Voraussetzungen von Lemma 4.3.6 erfiillt. Damit folgt die asymptotische Aussage
iiber die Resolvente. O

Satz 4.3.8. Seien u,v zwei atomlose Borel-Wahrscheinlichkeitsmafle mit kompakten Trdigern
und seien die Annahmen (A.1)-(A.4) mit einer Familie S = {S1,...,Sym} von affinen Kon-
traktionen, einem Gewichtungsvektor p = (p1,...,pn) und positiven Zahlen oy, ... ,on erfillt,
wobei M > 2 eine natiirliche Zahl ist.

Wir betrachten das Eigenwertproblem
—Auuf =X\, fe€dom(AL/N)
/N

fir den p-v-Laplace-Operator Ai,j mit Dirichtlet- bzw. Neumann-Randbedingungen, und seien
NP und Nliv die entsprechenden Eigenwertzdhlfunktionen.

M?V 71/
Dann gilt
lelfN(a:) =z7,  firx — oo,

d.h. es existieren Konstanten C1,Co > 0 und eine Zahl xo € (0,00), sodass
Crz7 < Nﬁ{N(aj) < Oz, fir alle x > xg,

wobei die Konvergenzrate v € (0,1) die eindeutig bestimmte Lisung von Zi]\il(piai)”’ =1 ist.
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Beweis. Aus Korollar 4.3.7 wissen wir bereits
tr szl/,N(—z) =27 fiir z — oo,

wobei 5 € (—1,0) die eindeutig bestimmte Losung von Zi]\il(pio’i)l“‘ﬁ =1 ist.
Auflerdem stehen tr R,?{,N und N,i) ,fN in Beziehung (4.1.5). Also haben wir

oo
1
/ . dNZ%N(t)xzﬁ fiir z — oo.
0 z ’

Wenn wir darauf den Spezialfall des Taubertheorems fiir Stieltjestransformationen, Satz 1.4.5,
mit a = 1 anwenden, folgt sofort die Behauptung. O
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