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Einleitung

In einem quantenmechanischen Modell treten meistens drei mathematische Problemstellungen auf. Man
interessiert sich fiir

(i) Selbstadjungiertheit von Observablen.
(ii) Spektrum von Observablen.
(iii) Langzeitverhalten und Streutheorie von Observablen.

Wir wollen diese drei Problemstellungen fiir die freie Schrédingergleichung

d
i—u(t) = —Ayu(t), z € Rt € R,

dt
untersuchen.
In Kapitel 1 beweisen wir die wichtigsten Sétze iiber unbeschrinkte Operatoren, um iiberhaupt den
freien Schrodinger Operator Hy = —A, definieren zu kénnen.

In Kapitel 2 definieren wir den Operator Hy. Wir zeigen, dass dieser selbstadjungiert ist und berechnen
das Spektrum. AnschlieBend zeigen wir, wie man das Spektrum in Punktspektrum, absolut-stetiges
Spektrum und singulér-stetiges Spektrum zerlegt und beweisen, dass der freie Schrodinger Operator Hy
nur absolut stetiges Spektrum besitzt. Als Beispiel berechnen wir noch die Resolvente fiir Dimension 1
und 3.

In Kapitel 3 beschéftigen wir uns mit der Zeitentwicklung des freien Schrédinger-Operators, welche durch
den Operator e~ #Ho gegeben ist. Wir zeigen, dass so ein Ausdruck wohldefiniert werden kann und die freie
Schrodingergleichung 16st. Weiters berechnen wir eine explizite punktweise Darstellung von e~®Ho, Zum
Schluss zeigen wir den RAGE-Satz, welcher uns einen engen Zusammenhang zwischen den spektralen
Teilriumen eines selbstadjungieren Operators 7" und dem asymptotischen Verhalten des Operators e~ 7
liefert. Als Anwendung dieses Satzes erhalten wir interessante Aussagen iiber die Asymptotik der freien
Schrodingergleichung.



1 Operatortheorie

1.1 Abgeschlossene und selbstadjungierte Operatoren

Wir bezeichnen mit H; bzw. Hy immer einen Hilbertraum mit zugehorigem Skalarprodukt (-, -); bzw.
(-, )a.

Wir verstehen unter einem linearen Operator T' eine lineare Abbildung eines linearen Teilraumes von
H1 nach Hs. Den Definitionsbereich von T' bezeichnet man mit dom 7 und man schreibt 1" : domT C
H1 — Ho oder, abkiirzend, T : H1 — Hs.

Weiters setzt man

kerT ={x € domT : Tx =0} C H;
ranT ={y € Ho : Jx € domT mit Tz =y} C Ho

Der Graph G(T) eines linearen Operators ist G(T') = {(z,Tz) : x € domT } C H; x Ha.
Eine grofle Klasse von unbeschrinkten Operatoren sind die abgeschlossenen bzw. abschlieBbaren Opera-
toren.

Definition 1.1.1. Ein linearer Operator T : H1 — Ho heifit abgeschlossen, wenn G(T) abgeschlossen
bzgl. der Produkttopologie auf Hy X Ho ist.

Ein linearer Operator T : Hi1 — Ho heifit abschliefbar, falls eine abgeschlossene Erweiterung S von T
existiert, d.h. S abgeschlossen, domT" C dom S und Tx = Sx fir x € domT .

Meistens ist die folgende Charakterisierung einfacher zu iiberpriifen:
Lemma 1.1.2. Sei T : H1 — Ho ein linearer Operator. Dann sind dquivalent:

(i) T ist abgeschlossen.

(ii) Sei (xn)nen eine Folge aus dom T, lim z, = ¢ und lim Tz, = y. Dann folgt x € domT wund
n—oo n—oo

Tr=y.

Lemma 1.1.3. Ein linearer Unterraum M C Hi @ Hs ist genau dann Graph eines Operators, wenn aus
(0,y) € M immer y =0 folgt.

Beweis. Sei M = G(T') Graph eines Operators T. Dann gilt y = T(0) = T(0+ 0) = T'(0) + T(0) = 2y.
Offensichtlich ist dies nur fiir y = 0 erfiillt.

Setze dom T := {x € H; : Jy € Hy sodass (z,y) € M} und Tz :=y, € domT . Wegen der Vorausset-
zung und der Linearitét ist dadurch ein linearer Operator wohldefiniert. O

Lemma 1.1.4. Sei T : H1 — Ho ein linearer Operator. Dann sind dquivalent:
(i) T ist abschlieffbar.

(ii) Sei (zn)nen eine Folge aus domT mit lim x,, =0 und lim Tz, =y. Dann folgt y = 0.

n—oo n— 00

(i1i) G(T') ist der Graph eines linearen Operators.

Beweis. (i) = (ii): Sei S eine abgeschlossene Erweiterung von T' mit G(T') C G(S). Dann gilt G(T) C

G(S), also ist G(T') Graph eines Operators.

(i) < (iii): Lemma 1.1.3.

(#i3) = (1): Es gilt G(T') = G(9) fiir einen abgeschlossenen Operator S und 7' C S. Also ist T abschliefibar.
O

Sei T : H1 — Ho ein linearer Operator und dom T dicht in H;. Dann ist auf
domT™" :={y € Ho: Ju € Hy mit (Tz,y)2 = (x,u)1, z € domT }

durch T*y = wu ein linearer Operator definiert.
Nach Riesz-Fischer ist y € domT* genau dann, wenn das Funktional = — (Tz,y)s stetig ist. Das
zugehorige Element u € H; ist eindeutig, da dom 7" dicht in H; ist.



Definition 1.1.5. Sei T : H1 — Ha ein linearer Operator und domT dicht in H,.
T heifit symmetrisch, falls T C T* und selbstadjungiert, falls T = T*.

Bemerkung 1.1.6. Fiir unbeschriinkte Operatoren ist die Unterscheidung zwischen symmetrisch und
selbstadjungiert wesentlich, nur fiir Letztere gilt der Spektralsatz. Im beschrinkten Fall ist jeder sym-
metrische Operator selbstadjungiert.

Proposition 1.1.7. Sei T : H1 — Ho ein linearer Operator und dom T dicht in Hi. Dann gilt
(i) T* ist abgeschlossen.
(i) Wenn domT™* dicht in Ha ist, dann gilt T C T**, wobei T** := (T*)*.

Beweis. (i) Sei (yn)nen eine Folge aus domT* mit lim y, = y und lim T"y, = z. Wir miissen
n—oo n—oo
y € domT* und T*y = z zeigen:
Sei x € domT' . Aus der komponentenweisen Stetigkeit des Skalarproduktes folgt

(z,z) = lim (x,T"y,) = lim (Tz,y,) = Tz,y).
n— oo

n—oo
Damit ist y € domT™* und T"y = z.
(ii) Wenn dom T* dicht in H, ist, ist auf
dom (T)* ={z € Hy: v € Hy mit (x, T"y) = (v,y),y € domT* }

(T*)* definiert. Fiir z € domT wihle v = Tz, dann gilt (z,T*y) = (v,y), y € domT™*, d.h.
x € dom (T%)* . Womit wir T C T™** erhalten.
O

Der Beweis der folgenden Proposition benutzt die sogenannte Graph-Methode. Wir gehen wie in [5,
Proposition 1.8] vor:
Sei V : Hi X Ho — Hao X H1 der unitédre Operator definiert durch

V(z,y) :=(—y,z), x € H1,y € Ha.
Lemma 1.1.8. Sei T : H1 — Hs ein linearer Operator und domT dicht in Hy. Dann gilt
G(T*) = V(G(T))* = V(G(T)*)
Beweis. Seien x € domT und y € domT™ . Wegen
(V(z,Tx), (y, T"y)) = (T, ), (y, T"y)) = (=T, y)2 + (2, T7y)1 = 0

folgt G(T*) C V(G(T))*.
Sei umgekehrt (y,u) € V(G(T))*. Fiir x € dom T gilt

(V(z,Tz), (y,u)) = (—Tx,y)s + (z,u); = 0.

Also folgt (T'z,y) = (x,u). Nach Definition von T* folgt damit T*y = u und y € dom T™* . Daher erhalten
wir V(G(T))*+ € G(T%).
Die dritte Gleichheit folgt direkt aus der Unitaritét von V', da V' das Skalarprodukt erhélt.
O
Proposition 1.1.9. Sei T : Hy — Hs ein dicht definierter, linearer Operator. Dann gilt
(i) T ist genau dann abschlieffbar, wenn domT* dicht in Hs ist.
(ii) Ist T abschliefbar, dann ist (T)* = T* und T = T**.

(i1i) T ist genau dann abgeschlossen, wenn T = T**.



(iv) Ist T invertierbar, dann ist T genau dann abgeschlossen, wenn T~ abgeschlossen ist.

Beweis. (i) Sei T abschlieBbar und u € (dom 7% ). Dann ist (—u,0) € G(T*)* und mit Lemma 1.1.8
folgt

(0,u) = V7 (~u,0) € VTHG(T*)H) = VTHV(G(T) ) = G(T)~ = G(T).

Nach Lemma 1.1.4 ist G(T') Graph eines Operators. Also folgt mit Lemma 1.1.3 v = 0. Damit ist
dom T* dicht in Ha, da (domT* )+ = {0}.

Umgekehrt sei dom 7™ dicht in Ho. Dann existiert der Operator 17 mit 7" C T™*. Da T™* abge-
schlossen ist, hat T eine abgeschlossene Erweiterung.

(ii) Fiir einen abschlieBbaren Operator T gilt offensichtlich G(T') = G(T'), damit folgt

G((T)") = V(G(T)") = V(G(T) ) = V(G(T)*") = G(T™).

Dabher ist (T)* = T*. Wegen der Voraussetzung und Punkt (i) existiert 7**. Ubertragen wir Lemma
1.1.8 auf T*, so ist der zugehorige unitire Operator —V ~!. Zweimaliges Anwenden liefert

G(I™) = (=V)(G(T")) =V HV(G(T) ) = G(T)** = G(T) = G(T).
Damit ist 7% = T.
(iii) Folgt unmittelbar aus Punkt (ii).

(iv) Betrachte den unitéiren Operator U : Hi X Ho — Ha x H; definiert durch
U(x,y) = (y,x), T e 7'[1,21 € H2~

Fiir # € domT und Tx = y gilt wegen der Voraussetzung U(x,Tx) = (y,T~'y). Also bildet U
den Graphen G(T) auf G(T~1) ab, d.h. U(G(T)) = G(T~). Damit ist T’ genau dann abgeschlossen,
wenn T~! abgeschlossen ist.

O

Oft léasst sich ein abgeschlossener Operator T' als Abschluss eines Operators Ty schreiben. Dann ist es
sinnvoll zunéchst Eigenschaften fiir Ty nachzuweisen, um dann mit einem Abschlussargument auf 7' zu
schlieen.

Definition 1.1.10. SeiT : Hi — Ho abgeschlossen. Ein linearer dichter Unterraum D von (dom T, ||-|| 1)

heift Core, wenn gilt (T|p) =T, wobei ||z|; = ||z| + [|Tz].

1.2 Spektrum abgeschlossener Operatoren

Ahnlich wie fiir beschréinkte Operatoren, definieren wir Resolventenmenge und Spektrum fiir abgeschlos-
sene Operatoren:

Definition 1.2.1. Sei T : H — H abgeschlossen. p(T) :=={A € C: (T —A\)~' € B(H)} und
o (T) := C\ p(T). Der Operator R\(T) : H — H mit R\(T) = (T — M )~' heifst die Resolvente des
Operators T fiir A € p (T).

Bemerkung 1.2.2. Ist A € p(T) so ist der auf ganz H beschrinkte Operator (7' — \)~! abgeschlossen.
Wegen Proposition 1.1.9 damit auch die Inverse (T' — A). Wire T nicht abgeschlossen, wiirde immer
p(T) =0 und o (T) = C gelten.

Proposition 1.2.3. p(T) ist die Menge aller A € C sodass T — A bijektiv domT auf H abbildet oder
dquivalent ker T'— A = {0} und ranT — XA = H.



Beweis. Zu zeigen ist, dass aus der Bijektivitit von T — A die Beschrinktheit des Operators (7' — \) 1
folgt.

Aus der Abgeschlossenheit von T folgt die von T — A und damit auch die von (T'— \)~! nach Proposition
1.1.9 (iv). Da (T — \)~! abgeschlossen ist auf ganz H, folgt mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen,
dass (T — X\)~! beschriinkt ist. O

Als Beispiel betrachten wir den maximal definierten Multiplikationsoperator M, mit einer Funktion ¢
auf L2(R™). Das ist der auf

dom M, = {f € L*(R") : of € L*(R")}

durch M, f := ¢f definierte lineare Operator.
Ist ¢ reellwertig und stetig, so hat der Operator M, bemerkenswerte Eigenschaften:

Proposition 1.2.4. Sei ¢ : R® — R stetig. Dann gilt fiir den Multiplikationsoperator M, :
(i) M, ist abgeschlossen und dom M, ist dicht in L*(R™).

(it) M, ist selbstadjungiert.

(iii) o (M) = p(B").

Beweis. (i) Siehe [1, Satz 2.3.1].

1) Sel g € dom . Fir f € dom gilt ,9) 2 = ([, g)r2 fir reellwertiges ¢. Also ist
ii) Sei dom M, . Fiir f € dom M, gilt (M, f fi M, f 11 i . Also i
g € dom M nach Definition des Adjungierten, womit M, C M.

Sei umgekehrt f € dom M7 und h = MZf. Sei x, := Xk, die charakteristische Funktion von
K, ={z € R": |p(z)| < n}. Wegen x,, € L>°(R") sind x,h € L2(R™) und x,¢f € L*(R").

Fiir g € dom M, folgt wegen x,g € dom M,
(@ Xxn ML)z = (Xng, h) 2 = (MuXng, [z = (0Xngs f) 2 = (9, X f) L2
Also ist

/ an(E - @7) d/\n = 0, g < dom MS(J .

Da dom M, dicht in L?(R") ist, folgt h = ¢f fii. auf K, und damit auf ganz R™. Jetzt ist
h € L*(R™) und damit auch ¢f € L*(R"), d.h. aber f € dom M,,.

(iii) Sei A = ¢(x0). Wegen der Stetigkeit von ¢ existiert X' C R™ kompakt mit A, (K) > 0, sodass
lp(@) = p(zo)|| <6 € K.
Damit folgt
(M = A)xxre|| < ellxxll -
Angenommen A € p (M,), d.-h. (M, — \)~! ist beschrinkt und damit
Xl = [ (M = XN My = x| < [|(Mp =N ellxxll -

Fiir €||(M, — A)~!|| < 1 ist das offensichtlich unméglich, also muss A € o (M,,) sein. Wir erhalten
@(R™) C o (M,) und wegen der Abgeschlossenheit des Spektrums auch ¢(R™) C o (M.,).

Sei umgekehrt A ¢ ¢(R"). Dann existiert ein ¢ > 0, sodass |p(z) — A| > ¢ fiir € R™. Damit ist die
Funktion 1 (z) := (p(x) —A)~! auf R™ beschriinkt. Daher ist der zugehdrige Multiplikationsoperator
Myf = ¢f auf ganz L*(R") definiert und M, = (M, — A\)~'. Also ist (M, — \) beschréinkt
invertierbar, d.h. A € p (My).

O



Das Spektrum ist bei unitéir dquivalenten Operatoren T, .S gleich:
Lemma 1.2.5. Sei T = U"'SU, wobei U : Hy — Ha unitir und S : Ho — Ha. Dann gilt o (T) = o (S).
Beweis. Sei A € p(S). Mit Proposition 1.2.3 und T — A = U~(S — \)U folgt
ranT — X\ = U 'ranS — A = H;
kerT —A=U""kerS — X = {0}.
Also ist A € p (7). Fiir die andere Richtung vertausche die Rollen von S und 7. O

2 Der Freie Schrédinger-Operator H

2.1 Definition von H,
Lemma 2.1.1. Seien f,g € C§°(R™). Dann gilt (Af,g)r2 = (f, Ag) 2.

Beweis. Folgt direkt aus der 2. Green’schen Formel. Die Randintegrale verschwinden, da f, g kompakten
Tréager haben. O

Um dem Differentialausdruck —A einen operatortheoretischen Sinn zu geben, gibt es mehrere Moglichkeiten.
Wir definieren:

(i) AufdomTy = C§°(R™) sei der Operator Ty durch Tof := —Af, f € dom T, definiert. Aus Lemma
2.3.3 folgt Ty C Ti;, damit ist T dicht definiert. Nach Proposition 1.1.9 (i) ist T daher abschlieSbar.

(i) Sei Tiin = Tp, der minimale Operator.
(iii) Auf dom Tax = {f € L*(R") : —Af = g € L*(R") im distributionellem Sinn} = H?(R") sei der
maximale Operator Ty, durch Ty f := —Af, f € dom T, definiert.
(iv) AufdomTr = {f € L2(R™) : [k|2f(k) € LQ(R”)} sei der Operator T durch Trf = F ' M2 F f,
f € domTr definiert. Wobei F der Fourier-Plancherel Operator ist und |k|* = Y"1, k2 fiir k € R™.
Proposition 2.1.2. (75)* = (Thin)* = Trmaz wnd (Trmaz)* = Tin.-

Beweis. Sei f € domTipax und ¢ € C§°(R™). Wegen (Taxf, ¢) = (—Af,0) = (f, —Ap), folgt Tiax C
T nach Definition des Adjungierten, da ¢ € dom Ty ist.
Sei umgekehrt f € dom T und setze g = Tj f. Dann gilt fiir ¢ € dom Ty :

(9,0) = (f, Tow) = (f, —Ayp).

Andererseits gilt fiir die regulére Distribution —Af:
—Af(p) = f(=Ap) = (f, —Ap), v € C5°(R").

Kombinieren wir beide Formeln, so erhalten wir, dass die regulire Distribution —Af durch g € L?(R")
gegeben ist und damit f € dom Tiax . Wir haben also gezeigt (T5)* = Tiax-
Da Twin = Tp folgt mit Proposition 1.1.9 (ii) T, = (170)* = (To)* = Tmax und T, = T = Thin =

m min
Tmin .

O
Proposition 2.1.3. (T'7)* = Tr und Tr = Tyin = Tmaz-

Beweis. Wir zeigen Tyin = T#. Nach Proposition 1.2.4 ist M|y = Mﬁvlg und da F unitdr ist folgt
Tr =T%.

Fiir den Beweis ist es sinnvoll einen weiteren Operator zu definieren. Wir definieren auf dom 77 = S(R™)
den Operator Ty durch T} f = —Af = F L k|2Ff, f € domT; .

Fir f € S(R™) gilt fe S(R™) und —Af = F~1k|>Ff. Daher ist domT; C domTx, womit T} C T'r.
Auferdem ist T} abschliefbar, da T abgeschlossen ist. Da offensichtlich Ty C T} gilt, folgt Tmin = To C
Tr.

Fiir die andere Richtung gehen wir in zwei Schritten vor:



i Tl g min: Sei f € dom Ty . Wihle p € C§°(R™) mit p(x) =1 fiir ||z|| < 1. Wir definieren ¢, (z) :=
0
“12) und f,(z) = @, (2)f(z) fiir z € R". Offensichtlich ist f,, € C§° und h_>m fu(z) = f(2)

fur alle z € R™. Wegen f,, € domTj und wegen
2 1
Afy, = ‘pn(Af) + ﬁv(wn)v(f) + E(A@n)fy
folgt lim Tofn(x) = lim —Af,(z) = —Af(z) = Ty f(z) fiir alle z € R™. Also ist f im Abschluss
n— o0 n— o0
von Ty, d.h. f € dom Tmin und Tominf = 11 f. Da Tmin abgeschlossen ist, folgt damit T7 € Tonin.

(ii) T C Ty: Sei g € domTx. Dann ist § € dom M2 nach Definition von Tr. Sei ¢ > 0. Da
C§°(R™) dicht in L*(R™) ist, gibt es ein ¢. € C§°(R™), sodass |[(1+ [k[*)(§ — ¢c)|| < e. Dann

ist 1. := F1(p:) € S(R™) und 1. = ., also gilt |lg — .|| = [|§ — @]l < &, da F unitir. Mit
—Av. = FH(|k|*:) = F1(|k|?p:) erhalten wir
HT]-'g - (_ 1bf:‘| = ||]: ‘k| g— @a H = |||k| g — e ||
Wir haben also gezeigt, dass g € domT; und T'rg = T1g, da T=g im Abschluss von (—A)y. = Tip.
ist.
Damit folgt insgesamt T7 = Tiin. Wegen Thnax = Thyy = Tx = Tr folgt Tr = Tiin = Tmax mit
Proposition 2.1.2. O

Definition 2.1.4. Der auf domHy = {f € L2(R") : [k|2f(k) € LQ(R")} durch Hof = —Af definierte

Operator heifit der freie Schridinger Operator oder der freie Hamiltonian.
Korollar 2.1.5. Hy ist selbstadjungiert mit Spektrum o (Hp) = [0,00) und Core C§°(R™).

Beweis. Das Spektrum von M)y 2 ist laut Proposition 1.2.3 o (M;2) = [0, 00). Wegen unitérer Aquivalenz
folgt mit Proposition 1.2.4 o (Hg) = o (M2) = [0,00). Dass Cg°(R") Core fiir Hy ist, folgt aus der
Tatsache, dass Hy nach Proposition 2.1.3 der Abschluss von Ty ist. O

2.2 Absolut stetiges Spektrum

Ahnlich wie wir das Spektrum eines Operators 7' in Punktspektrum, stetiges Spektrum und Resdiual-
spektrum aufteilen kénnen, wollen wir das Spektrum bzgl. dem Spektralmafl Er bzw. dem zugehorigen
Borelmafl p, zerlegen.

Satz 2.2.1 (Stone’sche Formel). Sei T : domT — H selbstadjungiert und ¢ € R. Dann gilt fir das
Spektralmafl E von T im Sinne der starken Operatortopologie

c+o
E((—o0,¢]) = lim lim i/ (T — (s +ie)) ™' — (T — (s —ig)) " ds. (2.2.1)

§—=0e—=0m1 J_ o
Beweis. Wir definieren fiir A,¢ € R die Funktionen
1 . — . —
fe(A ) = o (A= (t+ie) ' = (A= (t—ig) "],
b
fs,a,b()\,t) = / fs()\,t) dt

1. Fall a,b € R: Sei (gn)nen eine Folge von Riemann-Summen die punktweise gegen f: 4.5(\, t) konver-
giert, fiir alle A € R. Wegen

1 |2i¢] 2
A =——12 1 <2
|f€( I >| W(}\*t)2+€2 —_ 671'7
folgt
2(b—a
lgn| < ( )
emw



Also ist (gn)nen eine gleichmifig beschrinkte Folge, die punktweise gegen f: 4.5 konvergiert. Damit
folgt aus Proposition A.1.2 (v)

nlggo gn (Ta t) = fe,a,b(Ta t)~

in der starken Operatortopologie. Wegen Ry (z) = [, (A — z)~' dE()) erhalten wir

LTty = L (T~ (t+ie) — (T —(t—ie)].

T

Somit ist (g, (T"))nen eine Folge von Riemann Summen fiir das operatorwertige Integral fj fo(T,t)dt
und damit folgt fe o p(T) = [° fo(T, 1) dt.

2. Fall a = —oc0, b € R: Wegen arctan(—oc) := —7 und arctan(+o0) := & folgt
2 [° 2 b— A\ - A
|f6,a,b| S ;/a Mﬁ dt = ; {arctan — arctan @ S 2.

Damit und wegen f; o5 = fe,—0o,s flir @ = —o0 erhalten wir aus dem Satz von der dominierenden
Konvergenz

b
fer-oon(T) = T fea(T) = / LT dt.

3. Fall a € R, b = 400 bzw. 4. Fall a = —o0, b = +00: Analog.

Wir haben also gezeigt
b —
fean(T) = / fe(T,t)dt fiir a,b € R,a <b.

Wir wollen nun das Integral f; 45 explizit berechnen fiir ¢ — 0+

lim feap(A) = li L% L g, 2 e,
e it o T (t—N)2+e? G 0o E=X)2 42

. 2 b— A a— A\
= lim — ( arctan . — arctan .

e—=0+ T
0, A¢[a,b]
=<1, A=a,b =Xy + X@nA)-
2, M€ (a,b)

Da |fzab] <2 in R erhalten mit dem Satz von der dominierenden Konvergenz

lim f.00(T) = B([a,b]) + E((a,b)).

E—r

Fiir a = —oo und b = ¢ erhalten wir

E((—00,d]) + E((—o0,¢)) = lim i/c (T — (s +i€)) "1 — (T — (s — ic)) "L ds.

e—0 71 — 00

Aus der Rechtsstetigkeit von F((—o0, ]) folgt

6—0e—0 7

c+0
E((—o0,]) = 1 lim lim i/ (T — (s +ie)) ™' — (T — (s —ie)) " ds.

—0o0



Lemma 2.2.2. Sei M, wieder der mazimal definierte Multiplikationsoperator mit ¢ : R™ — R. Dann
gilt fiir das Spektralmafl Ep, :

En, (A)f = Xp-1(a)f, f € L*(R™), A € B(R).

Beweis. Fiir z € p(M,) gilt (M, —2)7'f = ﬁf. Damit und mit der Stone’schen Formel (2.2.1)
erhalten wir fiir ¢ € R:

c+6
(E((—00,c]f,g) = lim lim —/ /n (s+ie)) ' — (M, — (s —ie)) '] fgdA(z)ds

5—0e—0 271

c+6
1
= lim lim — — gdsd\
530 =30 271 /n/ <cp s—l—ze) gp(x)—(s—is)) fgds dA(z)
c+d .
21
= lim lim — - fq
/Rn 530 £30 27 /700 (s —p(x))? +e2 fgds d\(x)

c+6 c
— [ lim lim =  f  fgdsd\=
/ e Goe@r e (=)

n 0—0e—0 T

n 0—0e—0 T

:Anéz%whfgdA< )

1 —
= / lim lim — arctan %Mﬁtg fgdi(x)
i

wobel

1, c+ 9> p(x)
h=41/2, c+6=p(x)
0, c+ 0 < p(x)

Also erhalten wir

(Bl(=.1.9) = [ oozt 70N
:/ ch((—oo,c])*lfgcv‘(x)
Rn

= (Xo((—o0sd) -1 [ 9) -

Da die Mengen (—o0, (] fiir ¢ € R die Sigmaalgebra der Borelmengen B(R) erzeugen, gilt die Gleichheit
fir alle A € B(R). O

Lemma 2.2.3. Seien S : domS — H und T : domT — H selbstadjungiert mit T = U~'SU, wobei
U:H — H unitir ist. Dann gilt

() [[fdEr] =U-" [[ fdEs]U

(ii) Er = U 'EgU.

Beweis. Wir zeigen, dass durch das Spektralma$ E(A) := U~'Eg(A)U ein Funktionalkalkiil fiir T
definiert wird. ~ ~ B
Wegen E?(A) = U 'Eg(A)UU'Eg(A)U = E(A) und (E(A)z,y) = (BE(A)Uz,Uy) = (z, E(A)y),
x,y € H ist E wirklich eine orthogonale Projektion. Die anderen Eigenschaften folgen leicht aus der

Tatsache, dass Es ein Spektralmaf ist. Sei nun f Borel messbar auf o (S) = o (T') und {Aq,...,Apm)}
eine B(R)-Partition von o (S). Dann gilt fiir z € H

/f YdE(A x—lLrI;Ofon A”xfthlsznES(A"Ux* /f )dE(\
=1

Insbesondere fiir f = id und damit [, A dE(\)z = U™'SUx = Tz fiir alle € H. Also ist E wirklich ein
Spektralmas fiir 7. Wegen der Eindeutigkeit folgt Ep = E. O

10



Fiir den freien Schrodinger Operator, wo der unitire Operator U genau die Fouriertransformation F
ist, erhalten wir eine elegante Darstellung fiir den Funktionalkalkiil als Faltungsoperator. Dieses Lemma
wird uns helfen die Resolvente Ry, und den Zeitentwicklungsoperator e~ Ho 4 definieren:

Lemma 2.2.4. Sei g Borel messbar auf o (Hy), sodass g o |k|> € L2(R™). Dann gilt

1

(@) P)e) = Gz [ (F 0o ) =) f @)

Beweis. Sei f € L?(R™). Dann gilt wegen Lemma 2.2.2

g9(Ho) = F~ (g(Ik[*)F(f)) = FHFF (k) F())-

Da F~1(g(|k|?) € L?(R™) nach Voraussetzung, folgt aus der Faltungsregel fiir die Fouriertransformation

1 1

o) = s k) + = (BN @) = oz [ (F 7w W)@ =) ) d

(2m) R
O

Definition 2.2.5. Sei T : domT — H ein linearer Operator und Ho ein abgeschlossener, linearer
Teilraum von H. Wir sagen Ho reduziert den Operator T, falls es lineare Operatoren Ty : domT NHy — H
und Ty : domT N Hd‘ —H gibt mit T =Ty ®Ty.

Lemma 2.2.6. Sei T : domT — H ein linearer Operator, Hy ein abgeschlossener, linearer Teilraum
von H und Py, die Projektion auf Ho. Gilt Py, T C TPy, dann reduziert Hy den Operator T

Beweis. Da Hg abgeschlossen ist, existiert ein orthogonales Komplement Hg-, sodass H = Ho ® Hg-.
Sei € dom T . Aus Py, Tx = T Py,x folgt TPy, C Hy fiir * € domT. Analog folgt T(I — Py,) € H -
Also sind Ho und Hg invariant unter 7' und wir definieren

Ty : domT NHo, Tox =T Py,x
Ty :domT NHy, Tyx = T(I — Py, ).
Offensichtlich gilt T'= Ty @ T7. Also reduziert Hy den Operator T'. O

Proposition 2.2.7. Sei T : domT — H selbstadjungiert mit Spektralmafl E und S € B(H). Ist
SE(A) = E(A)S fir alle A € B(R), dann folgt ST CT'S.

Beuweis. Sei f Borel messbar auf o (T) und z € dom [[ fdE] = {z € H: [|f|?d(Exz,z) < co}. Weiteres
sei (Ay)nen eine aufsteigende Folge aus B(R) mit lim,, o A, = o (T'). Dann gilt

S[/de}x—nlirgoS[/XAnde]x—nIergo [/XAnde] Sx.

Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt

[12 atEse)] =t | [ s, 12 aE)ssa] = i || [ anras] sa

Also ist Sz € dom [[ fdE]. Womit lim, o [[ xa,fdE] Sz = [[ fdE] Sz. Insbesondere fiir f =
id. O

2
< 0.

Fiir den wichtigen Satz 2.2.14 werden wir den Hilbertraum # geschickt zerlegen. Fiir die grundlegenden
Eigenschaften bendtigen wir folgende Propositionen. Wir gehen wie in [5, Chapter 9.1] vor.

Definition 2.2.8. Sei T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralmafl E und x,y € H fest. Wir be-
zeichnen mit pi,(-) das nichtnegative endliche Borelmafl (E(-)x,x) und mit pig ,(-) das endliche komplexe

Map (E(-)z,y)-

11



Definition 2.2.9. Sei T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralmafs E. Wir definieren

Hp(T) :=cls{ker(T'— X)) : A e R}

He(T) :={z € H: A p((—00, N]) stetig in R}

Hae(T) :={x € H : pz(+) ist absolut stetig bzgl. dem Lebesguemaf}

Hoing(T) :={x € H : pa(-) ist singulir bzgl. \} = {x € H : E(N)x = z fir alle Lebesgue Nullmengen N C R}
Hse(T) := He(T) N Heing (T)

Proposition 2.2.10. Sei T selbstadjungiert mit Spektralmaf E. Dann gilt

(i) € H,(T) genau dann, wenn eine héchstens abzihlbar unendliche Menge N C R existiert, sodass
E(N)x = .

(ii) © € H(T) genau dann, wenn fir jede einelementige Menge N C R gilt E(N)x = 0 (und damit
auch fir jede abzihlbar unendliche Menge N C R).

(111) H,(T) und H(T) sind abgeschlossen und orthogonal aufeinander.

Beweis. (i) Sei € H,(T). Dann ist « von der Form Zio:l T,, wobei Tz, = \,z, mit A\, € R. Da
E({\.}) genau die orthogonale Projektion auf den Eigenraum von A, ist, gilt E({\,}x, = x,.
Setze N := {\, : n € N}, dann folgt

E(N)z=EN)Y zn=Y E({A}zn =Y on =1
n=1 n=1 n=1

Existiere umgekehrt eine hochstens abzéhlbare Menge N C R, deren Elemente wir mit \,, indizieren,
sodass E(N)zx = x. Setze z,, := E({\,})z. Aus Proposition A.1.3 folgt, dass x,, genau dann ungleich
0 ist, wenn z,, Eigenvektor zum Eigenwert \,, ist. Mit Tz,, = \,x,, erhalten wir

z=E(N)x = ZE({/\H})J: = Zazn
n=1 n=1

Womit « € H,(T).

(ii) Die monoton steigende Funktion A — (E((—o0, A])z,z) ist genau dann stetig, wenn sie keine
Sprungstellen besitzt. Das ist genau dann der Fall, wenn (E(N)x,z) = 0 bzw. E(A)x = 0 fur
alle A € R, da E orthogonale Projektion ist. Aus der Sigmaadditivitit von E folgt schlielich die
Behauptung fiir abzéhlbares N.

(iii) H,(T) ist laut Definition abgeschlossen, wir zeigen H.(T) = H,(T)*. Damit ist H.(T) als ortho-
gonales Komplement abgeschlossen.

Sei # € H,(T)* und setze ) := E({\})z € ket T — X C H,(T) fiir A € R. Wegen 0 = (z),7) =
(E({\})z, ), folgt E({\})x = 0 und daher mit Punkt (ii) x € H.(T).

Sei umgekehrt € H.(T) und y € H,(T). Nach Punkt (i) existiert eine hochstens abzdhlbare
Menge N C R, sodass E(N)y = y. AuBlerdem gilt F(N)z = 0 wegen Punkt (ii) und daher folgt

(,y) = (x, E(N)y) = (E(N)z,y) = 0.

Also ist @ € H,(T)*.
O

Proposition 2.2.11. H,(T), He(T), Hae(T), Hoing(T) und Hse(T') sind abgeschlossene lineare Teilrdume
von H, sodass H = Hae(T) ® Hsing(T) und Hsing(T) = Hp(T) & Hee(T).

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass Heing(T) ein linearer Raum ist. Offensichtlich ist mit @ € Hging(T)
auch Az € Hging(T) fiir A € C. Selen x1,x2 € Hsing(T), dann gibt es Lebesgue Nullmengen N, Ny
mit F(N71)x; = x1 und E(No)xy = xo. Offensichtlich ist N := N; U Ny eine Lebesgue Nullmenge und
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es gilt E(N)xz; = E(N;j)z; = x; fir j = 1,2. Daher erhalten wir E(N)(z1 + x2) = 1 + 2, womit
Tr1+ X9 € Hsmg(T).

Wir zeigen , dass Hsing(T) abgeschlossen ist. Sei (x,,)nen eine Folge aus Hging(T), die gegen ein z € H
konvergiert. Nach der Definition von Hsing(T') gibt es Lebesgue Nullmengen N,,, sodass E(N,)x, = T,
Dann ist N = J;-; N,, auch eine Lebesgue Nullmenge und E(N)z,, = E(N,)z, = z, fir alle n € N.
Womit z = nh_)rr;o Ty = nlgr;o E(N)z, = E(N)xz. Also ist € Hging(T).

Wir zeigen Hoe(T) = Hsing (). Sei 2 € Hoo(T) und y € Hging(T). Nach der Definition von He.(T)
und Hsing(T) existiert eine Lebesgue Nullmenge N mit E(N)xr = 0 und E(N)y = y. Daher folgt
(z,y) = (x, E(N)y) = (B(N)z,y) = 0, somit ist © € Hsing(T)*. Sei umgekehrt x € Hying(T)+ und N
eine Lebesgue Nullmenge. Fiir y € H erhalten wir u, := E(N)y € Hging(T) und somit (E(N)z,y) =
(z, E(N)y) = (z,uy) = 0 fiir alle y € H. Also folgt E(N)z = 0. Da N beliechig war, folgern wir
T € Hae(T).
Somit folgt H = Hae(T) B Heing(T).
Fir z € H,(T) gilt wegen Proposition 2.2.10 (i) E(N)z = z fiir alle hochstens abzihlbar unendlichen
Mengen N C R. Da solche N immer Lebesgue Nullmengen sind, erhalten wir H,(T) C Hging(T).
Da Hee(T) = He(T) N Hoing(T) erhalten wir aus H = Hy(T) & Ho(T) die Zerlegung Heing(T) =
Hp(T) & Hse(T).

O

Proposition 2.2.12. H,(T), Hc(T), Hac(T), Hsing(T), und Hso(T) reduzieren den selbstadjungierten
Operator T, d.h. T = Tging ® Toe =T ® Tye @ The-

Beweis. Wir zeigen, dass Hsing(T') den Operator T reduziert. Sei dazu & € Hging(T') und bezeichne P, die
orthogonale Projektion auf Hgnq(T). Dann existiert eine Lebesgue Nullmenge N, sodass E(N)z = z.
Wegen E(N)E(MN)xz = E(A)E(N)x = E(N)z, erhalten wir E(A)x C Hging(T). Mit Adjungieren folgt
P,E(X) = (E(M\)Ps)* = (PsE(N)Ps)* = PsE(MN) Py, = E(M\)Ps fiir alle A € R. Damit kommutiert £ mit P
fiir alle Borelmengen B € B(R). Mit Proposition 2.2.7 folgt P;T C TP, und damit folgt mit Proposition
2.2.6, dass Hsing(T) den Operator T reduziert.
Ist x € Hp(T'), dann existiert eine héchstens abzdhlbar unendliche Menge N C R, sodass E(N)z = z.
Derselbe Beweis zeigt, dass auch H,(T') den Operator T' reduziert.
Die Unterrdume H¢(T), Hace(T') und Hse(T) reduzieren den Operator T', da sie orthogonale Komplemente
von reduzierenden Unterrdumen sind, siehe Proposition 2.2.10 (iii) und Proposition 2.2.11.

O

Definition 2.2.13. Sei T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralmafl E. Wir definieren

opp(T) := o(T|Hp),
Oac(T) = o(T|[Hae),
0sc(T) = 0(T|Hse)-

Wir wenden die neue Zerlegung des Spektrums auf den freien Schrodinger Operator Hy an und zeigen,
dass es nur absolut stetiges Spektrum gibt.

Satz 2.2.14. Der freie Schridinger Operator Hy hat rein absolut stetiges Spektrum, d.h. ou.(Hp) =
[0,00) und opp(Hoy) = 05c(Ho) = 0.

Beweis. Das Spektrum kennen wir aus Korollar 2.1.5. Bleibt zu zeigen, dass das Borelma8§ p(-)y rein
absolut stetig bzgl. dem Lebesgue Maf X fiir alle f € L?(R") ist.

Da Hj unitdr dquivalent zum Multiplikationsoperator M, mit ¢(z) = ||x||§ ist, gilt wegen Lemma 2.2.3
En, = f’lEMw}'. Weiters wissen wir aus Lemma 2.2.2, dass das Spektralmafl Eyy, durch Epy (N)f =
Xe-1(n)f gegeben ist. Damit folgt

1) = 1By ()51 = |77 Bt OFSI* = g0 7S
- /R Xo—1 () (@) F f(@)|? dAn (),

wobei ¢ 1(N) = {x ER"™: ||l‘||3 € N}.
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Aufgrund der besonderen Gestalt von ¢~ 1(IV) bietet es sich an, das Integral auf sphirische Koordinaten
zu transformieren und in Radial- und Oberflichenanteil aufzuteilen:

/Rn Xt ) (@) Ff (@) dAn () = /

/ Xomt 0y (F) | F £ ()| div () dA(r)
(0,400) Sn—1

_ / / CoXpm vy ()| F £ () 2 dir(y) dA(r)
(0,+OO) Sn—l

_ / / Col Ff (ry) | du(y) dA(r).
{r>0:r2eN} n—1

Dabei ist S"71 = {z € R": ||z|| = 1} die n-dimensionale Einheitssphire, v das zugehorige (n — 1)-
dimensionale Oberflichenmafl und C,, eine nur von n abhingige Konstante.

Ist N eine Lebesgue-Nullmenge, so ist {r >0:72€ N } als injektives Bild von N wieder eine Lebesgue-
Nullmenge. Also ist p1¢(-) absolut stetig beziiglich dem Lebesguemaf X fiir beliebiges f € L*(R™) . O

Wir erhalten also fiir den freien Schrédinger Operator Hy, Hac(Ho) = L?(R™) und H,(Ho) = Hse(Ho) =
{o}.
2.3 Freie Resolvente und Green’sche Funktion

Als Beispiel wollen wir die Resolvente Ry, (z) von Hy explizit berechnen. Wir beschréinken uns hier auf
die Félle n =1 und n = 3.

Lemma 2.3.1. Sei G C C ein Gebiet und f : G x R — C eine Funktion. Weiters sei x — f(x,z)
messbar fiir alle z und z — f(x, z) analytisch fir alle x. Existiert fir alle kompakten Teilmengen K C G
eine integrierbare Funktion g, sodass |f(x,2)| < g(z) fir alle z € K, dann ist die Funktion

F(z):/Rf(x,z)dx

analytisch auf ganz G.
Beweis. Sei K C C kompakt. Wegen

/K/R|f($7z)|dxdzS/K/]Rg(a:)dmdz<oo

konnen wir Fubini anwenden und erhalten mit der Voraussetzung

/KF(z)dz:/K/Rf(x,z)dxdz:/R/Kf(x,z)dzd:r:O.

Nach dem Satz von Morera ist F'(z) daher analytisch in G.
O

Lemma 2.3.2. Sei f(z) = e~2lel*/2 ¢ L' (R™), Re(z) > 0. Dann gilt f(k) = ﬁe"kw(?z), wobei 2"/?
durch den komplexen Logarithmus auf G = C\ {z € C: Re(z) < 0} definiert sei.

Beweis. Wegen
n
e 2z1?/2 _ =230 a?/2 _ H e—zw?/Q’
i=1

reicht es die Behauptung fiir x € R zu bewz)eisen.
Sei zuniichst z > 0 und setze ¢.(z) = e~** /2. Dann erfiillt ¢, (z) die Differentialgleichung

¢-(x) + zz¢.(x) =0, ¢.(0) = 1.

Betrachten wir die Fouriertransformierte Gleichung

i(ko. (k) + 24 (k)) = 0.
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Dann erfiillt (;ASZ(k:) dieselbe Differentialgleichung wie ¢, /. (x). Wegen der Eindeutigkeit der Losung folgt
(;ASZ(IC) = C¢y.(x), wobei
1 2 1
C= Ozi/efzI/de:—.
Also erhalten wir ¢, (k) = %e‘ﬁ/(h) fir z > 0.

Sei nun z € C mit Re(z) > 0. Offensichtlich ist e==0"/2 analytisch in z. Setze fiir jede kompakte Teilmenge
K CG:={z€C: Re(z) >0} m:=min,cx Re(z), dann gilt

N

|e—zx2/2| < e—mm2/2 =: g(a).

Also sind die Voraussetzungen von Lemma 2.3.1 erfiillt, daher ist F(z) = [ e=**"/2 analytisch in z € G.
Da F(z) = % fiir z > 0 gilt und beide Funktionen analytisch in G sind, folgt die Gleichheit fiir alle

z € G und damit die Behauptung.

O
Lemma 2.3.3. Sei f € L'(R") mit f(z) = f(|x|). Dann gilt f(k) = f(|k|) und f(k) = f(|k]).
Beweis. Sei U eine orthogonale lineare Transformation, sodass |U(x)| = |x|. Dann folgt wegen detU =1
und A, (U(-)) = det U\, (+)
R = [ e @) i) = [ O o) = [ @) dhao) = (b
Analog fiir f. O

Satz 2.3.4. Sei z € p(Hy) und \/z so definiert, dass Im\/z > 0 gilt. Dann gilt fir f € L*(R")
(i) n=1

Ripy(2)/ () = / Golz,z — ) f(y) dA(y) = / ﬁeiﬁ‘m—y'ﬂy) dA(y).

(i) n=3

R ()f (@) = [ Golzoz — ) f(y) drs(y) = / L eivEle =l () dag(y).

s ws Az —y|
Beweis. Da die Funktion W%z € L2(R") ist, erhalten wir mit Proposition 2.2.4 fiir f € L?(R")
Riy()1(0) = o [ F )= 0@ dhal) = [ Goleva =)/ () dhao).
(2m)"/2 Jgn |2 — 2z Rn
Wir miissen also die Fourierkotransformation von W%Z berechnen. Fiir n = 1 bzw. n = 3 erhalten wir:

(i) Betrachte das Integral

1 ei|z|k

GO(va) = % R |k|2 —

dx.

Es bietet sich an das Integral mittels Residuensatz auszuwerten, da der Integrand nach Vorausset-
zung nur bei |k| = 4/z einen Pol 1-ter Ordnung hat und sonst analytisch ist.

Sei yg(t) : [0,71] — C durch yg(t) := Re® definiert. Dann gilt

1 eih?“@ 1 ™ ei‘$|R€it ) 1 ™ e—R|w\sin(t)
o | podkl =l | g Rie dt <7/ Rt
|27r /A/R k|2 — 2 | ‘277/0 R2e2it — 5 e | < o Jo |R2e% — 2]

1 (" R
< — —————dt > 0fiir R .
_271_/0 T2 — 0 fir R = o0
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Damit erhalten wir

G i (L[ k) = 2mim
o(z,2) = lim 277/R|k?|2—2 +/7R|k|2_z = 2miRes(f(¢), ¢ = V)

LelVE i s
or oz 2z

(ii) Da Ik\"’%z nur von Betrag von k abhingt, folgt mit Lemma 2.3.3 z.B

Goli.) = ol lelea) = s [ oo

Wir transformieren das Integral auf Kugelkoordinaten mit Funktionaldeterminante r*sin(f) und
erhalten

2m etlzlrcos(0)

z|x|rcos(0

r?sin(@) drdfdy = ————r?sin(0) dr df

0

0

72 z\x|rcos(9)
d
(27T) /0 r2—z  dzlr |, "
. [eS)
— 1 —_? r (e7|"c\r _ e—i\m\r) dr
@m)? |zl Jo -z
1 =y

_ ilzlr g
el ) otz

Analog wie im 1-dimensionalen Fall, wollen wir auch hier wieder den Residuensatz anwenden, um
das Integral auszuwerten. Dafiir sei v () gleich wie in (i) und es gilt

it ) ™ R267|I\Rcos(t)
‘ z\z|r d?"‘ |/ z\z|Re Riett dt| <
R2621t

o Rt —
R267|I|Rcos(t)
< — dt.
/0 |R? — 2]

Der letzte Integrand ist fiir hinreichend grofies R durch 1+ & beschrankt und konvergiert gegen die
0 Funktion fiir R — oo. Also erhalten wir mit dem Residuensatz

dt

1 —i r 1 —i (B 1 —i o
-t 2|a:\rd — 1 s e z\z|rd v 1‘1|Td
em2lel )=z 7 Rfﬁo<(2w)2 B Rr2—z T ), -

1 —i 2 1 eiVzlal
= 2miRes(f({), ¢ = V/2) = 2mi ellelvz —
@n)? e 27" dr|z| |z
O

Bemerkung 2.3.5. Fiir allgemeines n ist es schwierig die Fourierkotransformation von IP%Z zu be-

rechnen. Man kann zeigen, dass gilt

Ry (290(2) = [ oo = y)(s) d (o),

wobel

G . ~Setet gy
B e — g TF
0(2’,7“) /0 (47Tt)n/2e

2-1
1 (vV/—=2\"7
=5 ( 5 ) Kn_1(V—zr).

Dabei sind K, (v) modifizierte Besselfunktionen von der zweiten Art
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3 Quantendynamik der freien Schrodingergleichung

Beispiel 3.0.6. Sei T' € R™"*"™ eine Matrix und betrachte das Anfangswertproblem

.d
Z%u(t) = Tu(t),

u(0) = ug.

Aus der Theorie iiber Differentialgleichungen wissen wir, dass die Losung von der Form
u(t) = e Ty,

ist und das asymptotische Verhalten von den Eigenwerten der Matrix T abhéngt.

Wir interessieren uns fiir die Verallgemeinerung des Anfangswertproblems, wo 7" keine Matrix mehr ist,
sondern ein selbstadjungierter Operator. Betrachten wir zum Beispiel das abstrakte Anfangswertproblem
fiir die freie Schrodingergleichung

. d
z%u(t) = Tu(t),

u(0) = uy,

fiir einen selbstadjungierten Operator T. Wir werden sehen, dass der Ausdruck e~*7w, wohldefiniert

ist und die eindeutige Losung dieses Anfangswertproblems ist. Weiters berechnen wir eine explizite
punktweise Darstellung von e~#Ho. AnschlieBend zeigen wir, dass ein enger Zusammenhang zwischen der
Asymptotik von Operatoren der Art e~*7 und den spektralen Teilriumen H.(T') bzw. H,(T') besteht,
was auch als RAGE-Satz bekannt ist.

3.1 Der Operator ¢ "

Definition 3.1.1. FEine Menge U = {U(t) : t € R} auf einem Hilbertraum H heifit stark stetige Gruppe,
wenn gilt

(i) Ut)U(s) =U(t +s) firt,s eR.
(ii) limpo U(t + h)x = U(t)x fir x € H und t € R.

Fiir einen selbstadjungierten Operator 7' : dom7T — H mit Spektralmafl £ kénnen wir den Operator

e~ T mittels Funktionalkalkiil definieren. Wegen

dom €T = {x eEH: / |eit)‘|2d<E(/\)x,x>} =H
R

ist der durch T := [, e7#*dFE()) definierte Operator auf ganz H definiert. Die folgende Proposition
zeigt, dass Definition 3.1.1 genau das richtige Setting ist, um Losungen fiir Gleichungen wie die freie
Schrodingergleichung zu definieren.

Proposition 3.1.2. Sei T : domT — H selbstadjungiert mit Spektralmafl E und
U={U(t):=e":tcR}. Dann gilt

(i) Der Operator U(t) = e®T ist unitdr fir t € R.
(ii) Die Menge U bildet eine Co-Gruppe aus unitiren Operatoren.

(iii) Der Operator T ist durch U eindeutig festgelegt, d.h.

h—0

domT :{xEH:d
dt

Ut)z = lim h=(U(h) — Iz ezistiert}
t=0
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() Ist x € dom T, dann gilt

, d
iTe = 7 U(t)x. (3.1.1)

(v) Ist x € domT undt € R, dann ist U(t)z € domT und es gilt

4

ZU(Ha = iTU(a = U (t)Ta, (3.1.2)

Beweis. Wir gehen wie in [5, Proposition 6.1] vor:

(i) Wegen Satz A.1.2 (ii) und (iv) gilt |U(¢)|| = He“’\Hoo =1und U(t)* = U(—t), womit U(¢t)*U(t) =
U@)U(t)* =1 fiir t € R. Also ist U(¢) unitér.

(ii) Bedingung (i) aus Definition 3.1.1 folgt direkt aus Satz A.1.2 (iii). Fiir die Bedingung (ii) sei x € H
und definiere fj,(\) = e7#* — 1 fiir A € R. Offensichtlich gilt limy, o fn(A\) = 0 und |fL(\)| < 2.

Aus dem Satz von der dominierenden Konvergenz erhalten wir
lim [|[U(R)z — 2| = lim / (V2 dEN) 2, 2) = 0.
h—0 h—0 R
(iii) Wir definieren einen weiteren Operator auf
dom S = {x € H : lim h™H(U(h) — I)x existiert }
h—0

durch Sz := —ilimy,_,o h"Y(U(h) — I)x.
Wegen U(h)* = U(—h) folgt fir € dom S

(Sz,y) = lim (=ih™(U(h) = Da,y) = lim (z, ~i(=h) " (U(=h) = D)y} = (2, Sy).

h—0

Also ist S symmetrisch.

Wir zeigen T C S. Sei dazu x € domT und definiere gn()\) := h~1(e?™ — 1) — i fiir A € R.
Offensichtlich gilt limj_,0 gn(A) = 0. Wegen |g},(A)| = [i(e?* —1)| < 2 folgt weiters mit dem Mittel-
wertsatz |gn (N\)]? = |gn(A\) —gn(0)]? < 4X2. Damit erhalten wir aus dem Satz von der dominierenden
Konvergenz

}lLi_r%Hh’l(U(h)—I)x—iTmW:%iir%)/R|gh()\)\2d<E(/\)x,x> ~0.

Also folgt iTx = limy,_,o h~1(U(h) — I)x fiir * € dom T, womit T'C S. Wegen T C S C S* CT* =
T folgt schliefSlich T'=S.

(iv) Sei x € domT', wegen T = S gilt

iTe =iSx = i(—i) Jim, Y U(h) — Iz 5
—

(v) Sei z € domT und t € R. Wegen

Jim RN (U(h) — DU (t)x = Jim YU+ h) —U(t)z = U(t) Jim h=Y(U(h) — Nz = U(t)iTx

und wegen dom7 = dom S, folgt U(t)z € domT und iTU(t)z = LU(t)x = U(t)iTx.

18



Als Anwendung betrachten wir das abstrakte Cauchy-Problem fiir die freie Schrodingergleichung;:

d
iau(t,x) = —iTu(t,z), t e R,x € H,
u(0,+) = up.

Gesucht ist eine Losung u € C1(R, H), sodass u(t,z) € domT und die Gleichung fiir alle ¢ € R erfiillt
ist.

Proposition 3.1.3. Sei T : domT — H selbstadjungiert und ug € domT . Dann ist
u(t) = e Ty, teR
die eindeutige Losung des Cauchy-Problems fiir die freie Schrodingergleichung.

Beweis. Offensichtlich ist u(t) nach Proposition 3.1.2 (v) eine Losung. Zu zeigen ist nur die Eindeutigkeit.
Angenommen es existieren zwei Losungen uq und ug. Setze v(t) = u; () —u2(t). Dann gilt v(0) = ug—up =

0 und
%(v(t),v(t» = (v (1),v(t)) + (v(t),v"(t)) = (=iTv(t),v(t)) + (v(t), —iTv(t))

= (—iTu(t),v(t)) + (Tv(t),v(t)) = 0.
Also ist ||v(t)|| konstant auf R. Wegen v(0) = 0 folgt v(t) = 0 auf ganz R und somit u; () = ua(t). O

3.2 Die explizite Form von e~ o

Wir wollen die stark stetige Gruppe U = {U (t) := e Ho . ¢ ¢ R} explizit fiir den freien Schrédinger-
Operator Hy berechnen. Wegen dom U () = L?(R™) kénnen wir zumindest fiir ug € L*(R™) eine explizite
Form im L2-Sinn angeben. Ist ug € L*(R™) N L(R") so bekommen wir sogar eine explizite Darstellung
die punktweise gilt und erhalten, dass die Losung fiir grofle Zeiten verschwindet.

Offensichtlich ist die Funktion g(z) = e~*l=1* picht im L?(R™), wir kénnen also nicht wie beim Beispiel
der freien Resolvente Proposition 2.2.4 anwenden, um e~ o explizit zu berechnen.

Fiir den niichsten Abschnitt fithren wir fiir ug € L?(R") folgende Notation ein:

u(t)(z) := e”oyg(x), t e R\ {0}, € R",
u(0) :=

N
<

Proposition 3.2.1. Sei ug € L'(R™) N L*(R™). Dann gilt
(1)

w(t)(z) = —— /nei#uo(y) dnly), © € R, (3.2.1)

(47T’Lt)n/2 R

1
()]l < RE [[uoll; - (3.2.2)

Sei ug € L2(R™). Dann gilt
(i)

jlz—y|?

" ug(y) dAn(y)

t)= lim —~
U( ) Rl—I>noo (47T2t)n/2 /KR(O) c

im L?-Sinn.

(#ii) u(t) € C(R™) firt # 0.
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(i)
[u(@)lly = [luolly -

Beweis. (i) Betrachte die Folge f. () := e~ (+en)? fiir eine Nullfolge (£,,)nen mit en > 0. Die Folge
f- ist gleichmiiBig beschrinkt durch 1 und konvergiert punktweise gegen f(x) = e~%*. Aus Satz
A.1.2 (v) folgt, dass f.(Ho)ug — f(Ho)uo in der starken Operatortopologie.

Da f., o|z|* = e—(itten)|z® o 12 (R™) koénnen wir Proposition 2.2.4 anwenden, um eine explizite
Darstellung zu berechnen. Die inverse Fouriertransformation liefert uns Lemma 2.3.2. Damit ergibt
sich fir x € R™

el uo(e) = iz [ F ) = pualy) o)
1

_le—y?
= Gy Lot W )

Wegen der Konvergenz im starken Sinn, existiert eine Teilfolge f., (Hp)(x) die punktweise gegen
f(Hp)(x) konvergiert. Die Abschétzung

1 Iw yl?
[ / e~ S uo (y) dAn(y)|

(4m (it +€))n/2

C®) | o)l dra() = C(0) a1 < o0

zeigt, dass ug eine integrierbare Majorante von f, ist. Damit folgt mit dem Satz von der dominie-
renden Konvergenz

1 o —y|?

(o) =l e [ () dh )
Rn

en—0 (47 (it 4 €))"/2

1 _le—y|?
:W/Rne 4it uo(y)d)\n(y).

Die Voraussetzung ug € L*(R™) kann also nicht weggelassen werden.

Aus der expliziten Darstellung erhalten wir fiir x € R™
|z —y|2 1

u(t) ()| = |(47mt)n/2/ e T ug(y) dAn(y)] < (47rt1)”/2|/Rn luo(y)| = |W| l[uolly -

(ii) Fiir allgemeines ug € L?(R™) approximiere ug durch XK (0)Uo, Wobei Kr(0) = {z € R" : |z| < R}.
Da ygruo € L'(R"™) N L?(R") gilt die Darstellung (i) im L?-Sinn, aber nicht mehr punktweise.

(iii) Folgt aus der Stetigkeit von e~lel’/2,

(iv) Der Opertor e~ "0 ist nach Proposition 3.1.2 (i) unitér. Also folgt [lu(t)[|, = ||~ ’tH"uon = |Juol|y-

Nach (3.2.2) zerflieit die Losung der freien Schrodingergleichung fiir groBe Zeiten ¢t. Die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit ||ug||,» ist jedoch zeitlich konstant. Die explizite Form (3.2.1) von e~ %o lisst uns
sogar etwas iiber die Asymptotik der Losung sagen:

Korollar 3.2.2. Sei ug € L?(R™). Dann gilt

u(t)(w) - (21]5)/ o)

lim
|t] =00
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Beweis. Sei ug € S(R™). Die explizite Darstellung (3.2.1) ergibt

i 1 jle=vl?
e tHOuo(I) = (47‘('7,25)"/2/ e T "ug(y) dAn(y)
SRS SR G T (y) dA (y)
= (47rit)”/2 o 0 n\Y
1 Qo2 2w

(3

= iz e ul)

%)

Mit der Abschéitzung

At
folgt
» 1 .2z 1 MERD T
itHo _ % ~ T _
e up(z) (2Z-t)n/26 4t Ug (Qt) (Qt)n/g e T ug(y) Uo(2t)
1 i lv|?
(Qt)n/Q (e o= l)uo(y) L2
1 i lvl? 9 1/2
(2t)n/2 |(6 B 71)“’0( )| d)\n(y)

1
(2t)n/2 it ||\y| uo( )||L2'

Die Funktion |y|?ug ist im L?(R"), da ug € S(R™) ist. Fiir |t| — oo folgt die Behauptung.
Fiir allgemeines ug € L?(R™) approximiere ug durch eine Folge u,, € S(R™). O

Interpretiert man [luol| 2 (g, als Aufenthaltswahrscheinlichkeit und ||do| ;2 (q) als Impulswahrscheinlich-
keit eines Teilchens in einem quantenmechanischen System, so sagt Korollar 3.2.2 gerade: die Wahr-
scheinlichkeit ein Teilchen in dem Gebiet €2 C R"™ zu finden ist asymptotisch dquivalent dazu, den Impuls
des Teilchens im Gebiet iQ zu finden.

3.3 RAGE

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass es einen direkten Zusammenhang zwischen dem Spektrum
eines selbstadjungierten Operators 7" und dem asymptotischen Verhalten des Operators U(t) = e~ 7
gibt. Der Hauptsatz 3.3.5 beschreibt eine vollsténdige Charakterisierung der Réume H,(T') und H.(T'). In
gewissem Sinn ist Satz 3.3.5 eine Verallgemeinerung des Lemma’s von Riemann-Lebesgue fiir Operatoren.
Wir verbinden [6, Abschnitt 5.2] und [7, Abschnitt 12.2 und 12.3].

Definition 3.3.1. Ein Operator S heifit relativ kompakt bzgl. einem Operator T, falls SRt (z) kompakt
ist fir z € p(T).

Lemma 3.3.2. Sei T selbstadjungiert mit Spektralmafl E und x € H fest. Ist das Maf$ p.(-) ac, sc oder
pp bzgl. dem Lebesguemafs, so auch das komplexe Mafs$ p o fiir alle y € H.

Beweis. Sei x € Hy, und P, die Projektion auf den Raum H,,(T), wobei zz € {ac, sc,pp}. Da H,.(T)
den Operator T reduziert folgt

pay (D) = (E(A)z,y) = (E(A) Prot, y) = (Poo E(A)2,y) = (E(A)x, Proy) = pia, Py, A € B(R).

Sei jetzt p, xx bzgl. dem Lebesguemafl und gy = P,,y. Da H,, ein linearer Raum ist und wegen
Uiz y (D) = Az 5(A) = LE(A)z, E(A)]) = potg(A) = po—g(D) + iptotig(D) — ipo—ig(A),
ist g,y auch zz bzgl. dem Lebesguemasf. O
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Satz 3.3.3 (Wiener). Sei v ein endliches komplexes Borelmaf auf R, d.h. p: B(R) — C. Weiters sei
F,(t) == [z e"®*du(X) die Fourier-Transformation von p. Dann gilt
1 N
lim — (O dt => " [u({ANP

A€R

Beweis.

o / (O dt = i / [ auta) [ vanar= [ [ (2} / ze“@y)dt) dp(z) di(y)

Setze fiir festes y

1 N . 1
— —it(z—y) g4 — i
H(N,z) 5 /Ne dt ( » sin(N(z —y)).

Fiir « # y folgt A}im H(N,z) = 0. Fiir £ = y erhalten wir mit der Regel von L’Hospital
—00
lim i 1 in(N = lim 1 L N N =1
Al gy SNV — ) = Jim i SN cos(N(w —y)) = 1.

Also gilt Nlim H(T,z) = xqo1 (v —y). Wegen |[H(N,z)| <1 folgt mit dem Satz von der dominierenden
— 00

Konvergenz

/R/Rwhinwﬁ/ e T de dp() d(y //X{O}‘”‘ ) dt du() di(y)

/ {whdity) = 3 (b

AER
Der letzte Term ist endlich, da p nach Voraussetzung ein endliches Maf ist. O

Proposition 3.3.4. Sei T selbstadjungiert und K relativ kompakt bzgl. T'. Dann gilt

(i)

N—oo 2

domT O’HC(T)Q{JJEH lim N/ | Ke " || dt—O}

(i)
domT NHeaeT) C {m €M lim ||Ke "af = 0}
[t|—o0

Ist K zusdtzlich beschrinkt so gilt (i) fiir ganz H(T) bzw. (i) fir ganz Hee(T).

Beweis. Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten. Zuerst sei K kompakt mit dimran K < oo, dann
K kompakt und zuletzt schlieflich sei K relativ kompakt bzgl. T.

1. Schritt: Ist dimran K = 1, d.h. K = (¢,-)¢ mit [[¢]| = 1. So gilt ||Ke "Tz|| = |[(v, e *Ta)¢| =
(¥, e a)| = | [e T dy, EQN)z)| = | J[pe ™ dpy,al.
Im ersten Fall z € H.(T') folgt mit Satz von Wiener angewandt auf das Mafl iy

- —itA 2 —
Jim // dptgal?dt =3 o (M) = 0,

AER

da E({A\})x = 0 fiir alle A € R nach Proposition 2.2.10 (ii).
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Im zweiten Fall z € Hoo(T) gilt [z e " dpy o(A) = [z e ™ h(A) dA fiir ein h € LY(R), da pyo
absolut stetig bzgl. dem Lebesguemafl ist nach Lemma 3.3.2. Mit dem Lemma von Riemann-
Lebesgue erhalten wir schliellich

lim [|[Ke *"z| = lim |/ “HAR(A) dA| = 0.
[t]—o0 [t]—o0

Also gilt die Behauptung fiir K mit dimran K = 1.
2. Schritt: Ist dimran K = n, so wihle eine Orthonormalbasis (e;)7; von ran K . Dann gilt
Kz = Z(fi,@ei mit f; = K*e;, © € H.
i=1

Im ersten Fall z € H.(T') folgt analog mit dem Satz von Wiener

g [ el a3 g L1 et pa
= Z D g (N3P =

i=1 AeR

Im zweiten Fall € H,.(T) folgt analog mit dem Lemma von Riemann-Lebesgue

lim ||Ke~ ”TmH < lim |/ AL (N) dX| = 0.

[t| =00 7 ltl=o0

3. Schritt: Sei K kompakt. Wegen der Singulirwertzerlegung existieren Orthonormalsysteme (e;);en,
(fi)ien in H und eine monoton fallende Nullfolge (s;);en in R, sodass gilt

T = Zsi<fi,$>€u z e H.
i=1

Setze K, = > ' _, s;(fi,)e;, dann ist K, kompakt und dimran K,, = n. Insbesondere gilt ||K — K, || <
% in der Operatornorm fiir hinreichend grofles n. Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir

, ) 1
HKe_”TxH < HKne_“‘TxH + — ||z .
n
Nach dem 2. Schritt gilt die Behauptung fiir K, und der letzte Term wird beliebig klein fiir

hinreichend grofles n. Also folgt die Behauptung fiir kompaktes K.

4. Schritt: Der Operator (T — z) ist bijektiv von domT — H fiir z € p (T). Also kénnen wir € dom T
schreiben als x = (T — z)~ !y fiir ein y € H. Dabei gilt y € H.(T) genau dann, wenn x € H.(T),
da H.(T) den Operator T reduziert. Nach Voraussetzung ist K (T — z)~! kompakt. Wegen Kz =
K(T — z)~ 'y folgt die Behauptung aus dem 3. Schritt.

Fiir Hao(T) analog, da H,.(T') ebenfalls T' reduziert.

Sei schlieBllich K beschriankt und x € H. Da dom T dicht in H ist, finden wir eine Folge x,, € dom T mit
|z — 2, < % und damit folgt aus der Dreiecksungleichung

Ko tTe|| < | Ke Ty || + = K] .
n

O
Satz 3.3.5 (RAGE). Sei T selbstadjungiert und K,, eine Folge relativ kompakter Operatoren bzgl. T mit
lim K,x =z, x € H. Dann gilt

n—oo
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(i)

n—00 N—oo 2

N
H(T) = {x €H: lim lim i/ HKne_itTasH dt = O} .
N J-n

()

Hp(T) = {w €M : lim sup||(I — K,)e " :0}.

n—oo t>0

Beweis. (i) Sei x € H(T'). Dann gilt

2
. 1 —itT 1 N —itT |12
ngnooﬁ/ Kot dt<1\}gnooN</_NHKne | dt) S0,

wegen der Holder-Ungleichung und Proposition 3.3.4 (i).

Sei umgekehrt @ ¢ H.(T), wegen H = Ho(T) ® H,(T) reicht es zu zeigen, dass ||[Kne x| > €
bzw.

lim sup ||(I — Ky)e ﬂtT:cH = 0.

n—oo t>0

—itT

Wir kénnen e xp mit dem Spektralsatz darstellen als

o0 oo
o —itT, . _ —itT R —ithj .
zp(t) =e ", =e E a;x; = g e "Mz,
Jj=1 Jj=1

N
Setze ) (t) := Z e~ oz ; und sei e > 0. Wihle N und n hinreichend groB, sodass gilt
j=1
N N
I = K @l = || (1 = Ka) 3 e Mayas|| < 3|2 = Kn)e™ |
i=1 =1
N
Jojz|| < ————
g T T 24 ||K I

und

N E
[|lzp(t) — =) (1)]| < Tr R

Funktioniert wegen der starken Konvergenz von K,,. Dann folgt

07 = Kn)e™ Py || < (|7 = Kn)(@p(®) — 23" ()| + [|(T = Kn)z )]
S EAOREA ||+||K H o (t) = 2" )] + (T = Kz (1)
P —) N A
T 24Kl 2+||K A

Da e > 0 beliebig war, folgt

lim sup” (I-Kye ﬂthH =0.

n—oo t>0
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(ii) Sei @ € Hp(T) dann gilt lim sup|[(I — K,)e "Tz|| = 0 wie gerade gezeigt. Sei umgekehrt z ¢

n—oo t>0

H,(T), dann reicht es zu zeigen, dass lim (I — K, )e ""z| # 0.
n—oo

Angenommen ILm || (I—- Kn)e*”TxH = 0. Dann folgt mit der Dreiecksungleichung nach unten der
Widerspruch
. 1 N . —itT . . 1 N —itT
0 = ]\}gnooﬁ/_]v nlgr;o (I = Kn)e x| dt = nh_)rréo ]\}gnwﬁ/_N (I — Kn)e x“ dt
—i . . 1 N —i —i
> el = Jim gim i [ R a] di] = e T
=0

O

Bemerkung 3.3.6. Sei H, T und K,, wie in Satz 3.3.5. Nach [7, S. 22] kann man den Satz 3.3.5 wie
folgt physikalisch interpretieren:

e Ein x € H heifit gebundener Zustand, wenn fiir jedes € > 0 gilt
(I = Kp)e "Txz|| < e fiir alle t € R.

Ein gebundener Zustand ist ein solcher, im dem das Teilchen fiir alle Zeiten mit Wahrscheinlichkeit
beliebig nahe bei 1 in einer hinreichend grofien Kugel bleibt.

e Ein x € H heifit Streuzustand, wenn fiir alle n € N gilt
Kpe ™y — 0 fiir |t| — oco.

Ein Streuzustand ist ein solcher, in dem das Teilchen fiir |[t| — oo jede Kugel endgiiltig verlassen
wird.

e Ein z € H heifit Streuzustand im zeitlichen Mittel, wenn fiir alle n € N gilt

I ,
lim 7/ | Kne™ || dt = 0.
N—o0 N _N
Ein Streuzustand im zeitlichen Mittel ist ein solcher, in dem das Teilchen fiir grofle Zeitintervalle
jede Kugel im zeitlichen Mittel verlassen wird.

Betrachten wir den Spezialfall X = L?*(R"), T = Hy und K, = Xk, (0)- Nach Satz 2.2.14 hat der
freie Schrodinger Operator rein absolut stetiges Spektrum. Fiir die freie Schrédingergleichung existieren
also keine gebundenen Zustiinde, jedes z € L?(R™) ist ein Streuzustand fiir Hy und damit auch ein
Streuzustand im zeitlichen Mittel.

Bemerkung 3.3.7. Betrachten wir den Spezialfall K,, = I in Satz 3.3.5. Nach Voraussetzung ist I(T —
AI)~! kompakt. Wir wissen, dass die Resolvente genau dann kompakt ist, wenn der Operator 7 nur
diskretes Spektrum hat. Betrachten wir die Darstellung von H,(7T') in Satz 3.3.5 in diesem Spezialfall,
so erhalten wir

Hp(T) = {:c € H: lim sup||(I — e "z O} ={zeH:0=0}="H.

n—oo t>0

Als Anwendung von Satz 3.3.5 zeigen wir, dass fiir den Operator Multiplikation mit xx, wobei K C R"
kompakt, die Voraussetzungen erfiillt sind.

Proposition 3.3.8. Sei K C R"™ kompakt, dann ist der Operator xx(Ho — z)~! kompakt fiir jedes
2 € p(Ho) = C\ [0, +0x).
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Beweis. Nach Proposition 2.2.4 (i) gilt

1 1 - 1
Xk (x Ho—z_lfx:XKm}'_li}'fmzi/ XK (x)e™? Ff(y)dy.
(@)(Hy = 2 (@) = () P (s PN = oy [ @)™ o F i)
Setze
ixzy 1
k(z,y) = L oo wps S K< R
0, sonst.
Offensichtlich ist k(z,y) € L?(R™ x R"), also ist der durch k erzeugte Integraloperator
(ko)) = [ Ko Fow)dy
kompakt. Auerdem gilt
Xk (z)(Ho —2) " — K| = HXK]:1X{y>R}(y|2_Z)]:H < ”X{y>R}(|y|2_Z)]:H
1
Als Normlimes kompakter Operatoren ist xx (z)(Ho — z) ! kompakt. O

Proposition 3.3.8 gilt auch fiir Stérungen 7' von Hy, wenn diese immer noch selbstadjungiert sind und
domT C dom Hy gilt.

Korollar 3.3.9. Sei T : domT — H selbstadjungiert mit domT C dom Hy. Dann ist xx (T — 2)7!
kompakt fiir jede kompakte Teilmenge K C R™.

Beweis. Betrachte den Operator S := (Hg — 2)(T — z)~* fiir z € p(T). Wegen (T — 2)~!:H — domT
ist S nach Voraussetzung wohldefiniert und wegen dom (T — 2)~! = H gilt dom S = H. Weiters ist S
abgeschlossen, da Hy — z abgeschlossen ist. Mit dem Satz von abgeschlossenen Graphen folgt, dass S
beschrénkt sein muss. Es gilt

xi(T —2)"' = xx(Hy — 2) " (Hy — 2)(T — 2)~!
Als Produkt eines kompakten und eines beschriinkten Operators ist xx (T — z)~! kompakt. O
Korollar 3.3.10. Sei Q C R™ beschrinkt und ug € L*>(R™). Dann gilt

Jin, e~ ol =0

Beweis. Nach Proposition 3.3.8 ist xq(Ho — z)~! kompakt fiir 2 € p(Hp). AuBerdem hat der freie
Schrodinger Operator Hy rein absolut stetiges Spektrum, d.h. H(Hp) = Hace(Ho). Somit folgt mit Pro-
position 3.3.4 (ii) die Behauptung,. O

Zusammenfassend erhalten wir fiir die Asymptotik der freien Schrodingergleichung folgende Resultate:

(i) Die Losung zerflieit in der Zeit (Dispersion).
Proposition 3.2.1: Fiir ug € L*(R™) N LY(R") gilt

1
[u®)ll < [t 72 [luoll; -

(ii) Das Teilchen verldsst jede Kugel fiir grofle Zeiten ¢, da die Wahrscheinlichkeit das Teilchen in einem
beschrankten Gebiet 2 C R"™ zu finden gegen 0 konvergiert.

Korollar 3.3.10: Fiir up € L?(R"™) und 2 C R" beschrinkt gilt

Jim [[xqu(t)[ly = 0.
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(iii) Die Wahrscheinlichkeit das Teilchen im R™ zu finden ist zeitlich konstant.
Proposition 3.2.1: Fiir ug € L?*(R") gilt

[u(®)llz = [luoll -

(iv) Jeder Anfangswert ug € L?(R") ist ein Streuzustand und damit ein Streuzustand im zeitlichen
Mittel. Insbesondere existieren keine gebundenen Zusténde fiir die freie Schrodingergleichung.

Satz 2.2.14 und Bemerkung 3.3.6: 04.(Hp) = L*(R") und o,,(Hy) = 0s.(Ho) = {0}.
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A Anhang

Satz A.1.1 (Spektralsatz fiir unbeschrénkte selbstadjungierte Operatoren). Sei T : domT C H — H
ein selbstadjungierter Operator. Dann gibt es genau ein Spektralmaf Er fir (R, B(R),H), sodass

T= /)\dE()\).

Dabei gilt E(R\ o (T)) = 0.
Beweis. Siehe [1, Satz 4.6.1]. O

Bezeichne die Menge aller A messbaren Funktionen f : @ — C mit U(Q,.A) und die Menge aller
beschriankt A-messbaren Funktionen f : Q — C mit B(, A).

Satz A.1.2 (Funktionalkalkiil). Seien f,g € U(£, A).
(i) Fir v € H gilt: v € dom [[ fdE| genau dann, wenn [, |f|* d{Ez,z) < oc.

(i) deE}* = [ fdE (Adjungieren bzw. Konjugieren in C).

(iii) [[ fgdE] = [[ fdE] [ gdE] (Abschluss eines Operators).
(iv) Ist f beschrinkt, so gilt || f||l.. = ||/ fdE|.

(v) Ist fr, € B(Q, A) eine gleichmdfig beschrinkte Folge, die punktweise gegen ein f : Q — C konver-
giert, so ist f € B(Q, A) und [ f, dE konvergiert gegen [ f dE bzgl. der starken Operatortopologie.

Beweis. Siehe [1, Proposition 4.5.6], [2, Bemerkung 7.2.5] und [2, Satz 7.1.8]. O

Proposition A.1.3. Fine reelle Zahl X ist genau dann Figenwert fiir einen selbstadjungierten Operator
T:domT — H, wenn Er({\}) # 0. In diesem Fall ist Ep({\}) die Projektion auf den Figenraum von
T bei M.

Beweis. Siehe [2, Korollar 7.2.11]. O
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