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1 Grundlagen

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit beschéiftigen wir uns mit "axiomatischer Spektraltheorie’. Wir
wollen einen Uberblick iiber die axiomatische Sicht der Spektraltheorie geben. Die Ar-
beit orientiert sich vorrangig an Kapitel 6 von 'Spectral Theory of Linear Operators’
von Vladimir Miiller [1]. Doch auch das 1. und das 16. Kapitel, sowie 'On the axiomatic
theory of spectrum’ , eine Arbeit von V. Kordula und V. Miiller [2], waren fiir die Ent-
stehung dieser Arbeit essenziell.

Zu Beginn beschéftigen wir uns mit den Grundlagen, wie zum Beispiel Banchalgebren
und einigen wichtigen Sétzen aus der komplexen Analysis. Im zweiten Kapitel wird die so-
genannte Regularitit eingefiihrt, was uns ermdglicht, das Spektrum zu verallgemeinern.
Im darauffolgenden Kapitel kommen wir zum Hauptteil dieser Arbeit, der axiomatischen
Spektraltheorie und am Ende steht noch ein Kapitel iiber die Anwendungen, wo wir uns
mit dem essenziellen Spektrum und dem Browder Spektrum auseinandersetzen.

1 Grundlagen

1.1 Banachalgebren

Definition 1.1. Eine Algebra A ist ein linearer Raum iiber C zusammen mit einer zwei-
stelligen Verkniipfung -(x,y) : A x A — A, -(x,y) — xy, welche folgende Eigenschaften
fiir alle x, y, z € A und «a € C erfiillt:

i) (zy)z = z(yz)

i) z(y+2)=zy+zz(x+y)z =22+ yz

)
)

il) (ax)y = a(ry) = z(ay)
)

iv) Es existiert ein eindeutiges neutrales Element 14 # 0 : und 142 = zl14 = x fir
alle z € A
Definition 1.2. Sei A eine Algebra.
Eine Algebra-Seminorm ist eine Funktion ||.|| : A — R™, welche folgende Eigenschaften
erfiillt:
i) o] = |of||l]]

)
i) [l +yll < llzll + llyll
i) floyll < [lz] - [yl

)

iv) [Lall =1

Eine Algebra-Norm ist eine Algebra-Seminorm, falls gilt:
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v) [z =0 2=0

Definition 1.3. Eine normierte Algebra ist ein Paar (A, || - ||), wobei A eine Algebra
und || - || eine Algebra-Norm ist. Eine Banachalgebra ist eine normierte Algebra, welche
unter der Norm vollsténdig ist.

Beispiel 1.4. Beispiele fiir Banachalgebren:

i) Ist X ein topologischer Raum und bezeichnet Cy(X,C) den Vektorraum aller be-
schrinkten stetigen komplexwertigen Funktionen versehen mit der Supremums-
norm || fllec = supsex |f(t)], so ist Cp(X,C) bekannterweise ein Banachraum. Be-
trachtet man nun die Abbildung

Co(X,C) x Gp(X,C) = Co(X,C,-(f,9) = [ g

also die punktweise Multiplikation, so gilt || f-glloc < || flloc:||9lleo- Also ist Cy(X,C)
eine offensichtlich auch kommutative Banachalgebra. Schlieflich ist die konstante
Finsfunktion offensichtlich ein normiertes Einselement.

vgl. Funktionalanalysis, S. 105 6.3.3 i) [7]

i) Sei L' die Menge aller integrierbaren Funktionen f : R — C. Definiere die Multi-
plikation und Norm auf dem L' als:

(f % g)(s) = / " F(tgls — tydt

und

1] = / T 1F)de.

o0

Der L' erfiillt alle Aziome einer Banachalgebra aufer der Existenz des Einsele-
ments. Die Verwendung von L' @& C mit der Norm ||f & X|| = ||f||\| und der
Multplikation (f & X) - (9@ p) = f* g+ Ag+ pf & A\ ist eine Banachalgebra.

vgl. [0]

Proposition 1.5. Sei (X, ||.||) ein Banachraum, dann ist B(X) := B(X, X)) die Algebra
der beschrinkten linearen Operatoren versehen mit der Operatornorm eine Banachalge-
bra.

Beweis. Teil 1) B(X) ist vollstandig:

Sei (A )nen eine Cauchy-Folge von Operatoren aus B(X). Insbesondere gilt fiir jedes
x, dass (An(x))nen eine Cauchy-Folge in X ist. Da X ein Banachraum ist, existiert der
Grenzwert und wir setzen A(z) := lim, . A,(z). Sei = beliebig und € > 0, so kénnen
wir ein N wéhlen, sodass ||A,, — A|| < € und zwar fiir alle n > N. Damit konvergiert A,
gleichméBig gegen A, welches somit beschriankt ist.

Teil 2) B(X) ist eine Algebra und es gilt die multiplikatve Dreiecksungleichung:
Als Einselement haben wir die Identitét I : [z = x. Man sieht leicht, dass ||I]| = 1
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Fiir A, B € B(X) definieren wir die Multiplikation als das Hintereinanderausfithren der
beiden Operatoren : A- B : X — X,z — A(B(z)). Damit folgen die Assoziativitit,
die Distributivitdt und das Rausziehen eines Skalars. Auch die Giiltigkeit der multipli-
kativen Dreiecksungleichung ist nicht schwer zu beweisen: ||(S - T)(x)|| = ||S(T(z))|| <
ST TN l=]] und damit gilt |[S - T < [lS][[[T].

g

Definition 1.6.
Invi(A):={zeAd:Fye A:yz =1}

Inv,(A):={r e A:Fyec A:zy =1}
Inv(A) := Inv;(A) N Inv,(A)
Lemma 1.7. Sei a € A, ||a|]| <1, dann gilt 1 — a € Inv(A)

Beweis. Sei |al| < 1,|la*]| < |la||¥ und somit ist die Reihe Y -, a* konvergent und

es gilt: (1 —a)(3;2,a") = (332001 —a) = 1immoo(ZIZ:o at — ZZ:O attt) =
limg oo (1 — a**1) =1

]
Lemma 1.8. Die Mengen Inv,(A), Inv,(A) und Inv(A) sind offen.

Beweis. Sei yr = 1 und sei ||u]| < |ly/|~'. Dann gilt: y(x + uv) = 1 + yx, wobei
|lyul] < ||y||[|u]| < 1 und nach Lemma 1.7 ist y(z + u) invertierbar mit:

(y(z +u)) " (y + (z +u)) = 1, das bedeutet (z + u) € Inv;(A).

Der Beweis funktioniert analog fiir Inv,(A). Da Inv(A) der Durchschnitt zweier offener
Mengen ist, ist Inv(A) wieder offen.

U

1.2 Komplexe Analysis

In den folgenden Kapiteln werden einige Resultate der komplexen Analysis verwendet,
welche hier aufgelistet werden sollen.

Definition 1.9. Eine Funktion f: D — C, D C C offen, wird analytisch in D genannt,
falls sie an jedem Punkt komplex differenzierbar ist, oder anders ausgedriickt, fiir jeden
Punkt a € D folgender Grenzwert existiert:

L f() = ()

Lemma 1.10. Seien f,g: D — C Funktionen, welche in a € D komplex differenzierbar
sind, dann sind es auch die Funktionen f+ g, f-g,1/f und \f, fir A € C.



1 Grundlagen

Lemma 1.11. Seien f : D — C, g : D' — C Funktionen und f(D) C D', f in a und
g in f(a) komplex differenzierbar, dann ist die Zusammensetzung fog: D — C in a
komplex differenzierbar und es gilt (f o g)'(a) = ¢'(f(a)) - f'(a).

Beweis. Die Beweise von Lemma 1.10 und Lemma 1.11 finden sich in [7] ab Seite 36.

Definition 1.12. Sei f : D — C eine analytische Funktion, so nennt man A € D
Nullstelle n-ter Ordnung, wenn folgendes gilt: f(A) = 0, fM(X) = 0,..., fD(X) = 0
und f™(\) #£ 0.

Satz 1.13. Sei f : D — C analytisch, D C C. Ug(a) C D, dann gilt:
f(2) =32 yar(z — a)*, fir alle z € Ug(a) und mit a;, = @ e N,

n!

Beweis. Der Beweis dazu befindet sich in [7] auf seite 107.

Definition 1.14. Eine Menge M heif3t zusammenhéngend, wenn sie nicht in zwei dis-
junkte offene Mengen zerlegt werden kann. Das bedeutet, dass fiir zwei beliebige dis-
junkte offene Mengen O, Oy # ) gilt, dass O; U Oy # M.

Definition 1.15. Ein Gebiet ist eine offene, nichtleere und zusammenhéngende Teilmen-
ge eines topologischen Raumes. Ein beziiglich der Mengeninklusion maximales Gebiet
nennt man Zusammenhangskomponente.

Satz 1.16. (Identitdtssatz) Seien f,g: D — C zwei analytische Funktionen auf einem
Gebiet, so ist f = g genau dann, wenn die Koinzidenmenge {z € D : f(z) = g(2)} einen
Hdufungspunkt in D hat.

Beweis. Die eine Richtung ist trivial. Fiir die andere Richtung nehmen wir an, dass
die Koinzidenmenge M einen Haufungspunkt a in D hat. Wir betrachten die Funktion
h = f — g. Fiir diese Funktion stimmen die Nullstellen mit M {iberein. Nun miis-
sen wir zeigen, dass h konstant 0 auf D ist. Wir entwickeln A als Potenzreihe um a:
f(z) = >0 gan(z — a)¥, fiir |2 — a| < 7. a ist Hiufungspunkt von M, damit gibt es
in jeder Umgebung von a Punkte z # a mit f(z) = 0. Aus der Stetigkeit von f folgt,

dass ap = f(a) = 0. Wir wenden induktiv die gleiche Argumentation auf /(2)

e und

erhalten, dass alle Koeffizienten der Potenzreihe verschwinden. Damit ist f(z) = 0 fiir
alle z € Uy(a). Nun ist U := {z € D : z Haufungspunkt von M} offen. Ebenso ist
V :={z € D : z kein Haufungspunkt von M} offen. D ist aber ein Gebiet und damit
zusammenhéangend, woraus folgt, dass eine der Mengen leer sein muss. Da U nicht leer
ist muss gelten V = () und U = D.

g

Lemma 1.17. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C analytisch, K C G kompakt, Ay, ..., \,
Nullstellen von f in K, der Vielfachheit oft gezihlt. Sei D eine offene Umgebung von K
ohne weitere Nullstellen von f, dann gibt es eine nullstellenfreie analytische Funktion
g: D — C, sodass folgendes gilt: f(z) = (z = A1) - .. r (2 — A)g(2).
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Beweis. Es gibt n Nullstellen, was P := (z—\y)-...-(2—\,) zu einem Polynom n-ten Gra-
des macht. P ist demnach analytisch, genau wie 1/P. Nach Lemma 1.10 ist damit auch
g = f/P analytisch. Nun ist zu zeigen, dass ¢ nullstellenfrei ist. P ist beschrénkt, folglich
sind die einzigen Punkte, an den Nullstellen auftreten konnten die ;. Sei \; eine Null-
stelle der Ordnung n. Wir entwickeln f als Potenzreihe um A;. f(z) = >0, ar(z — \i)".
Wir wissen, dass f™()\;) # 0. Das bedeutet, dass a; = 0, fir & < n und a,,; # 0.
Es gilt: g(2) = Y 5y ax(z — \i)*/P(z). Der Faktor (z — );) tritt in P genau n mal auf.

Wir definieren () := H] LA #N; ( — A ) Damit erhalten wir g<)\ ) _ 0+an+1+2k n+2 a0
@ ist ein Polynom und damit beschréankt, im Zahler steht eine Zahl # 0 und damlt 1st

g(\) # 0.

g

Satz 1.18. Sei A eine Banachalgebra, a € A, G eine offene Umgebung von o(a),
f + G — C analytisch. Dann existiert eine Menge von einfach positiv orientierten ge-
schlossenen KurvenI' := {1, ..., 7}, in G\o(a), sodass folgender Ausdruck wohldefiniert
15t.

-l
27m/f (ze —a) "dz

Beweis. Den Beweis findet man in [3] ab Seite 200.

Definition 1.19. Sei Hol(a) die Algebra aller analytischen Funktionen, welche in einer
Umgebung von o(a) definiert sind.

Die Addition ergibt eine Funktion, welche auf dem Schnitt der Funktionsbereiche der
einzelnen Funktionen definiert ist. Auflerdem muss man zwei Funktionen, welche auf
dem Schnitt ihrer Definitionsbereiche gleich sind, als dquivalent betrachten.

Satz 1.20. (Riesz-Dunford’sche Funktionalkalkil) Sei A eine Banachalgebra, a € A,
dann gilt folgendes:

i) Die Abbildung ®, : f — f(a), von Hol(a) — A ist ein Algebrahomomorphismus.
ii) f(z) =1, dann gilt f(a) =
iii) f(z) = z, dann gilt f(a) =
w) f(z) = > peyaxz® mit oy € C und Konvergenzradius R > r(a), dann gilt f(a) =
> g oa”.
v) f(2) # 0,z € o(a), dann gibt es eine Inverse zu f(a). f(a)™' = (1/f)(a).

vi) f, f1, f2, ... analytisch mit dem gleichen Definitionsbereich G, o(a) C G, und
fn(2) = f(2) gleichmdflig auf kompakten Teilmengen von G, dann gilt || f.(a) —
fa)[[ = 0.

Beweis. Der Beweis ist ebenfalls in [3] ab Seite 201 zu finden.
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2 Verallgemeinertes Spektrum

2.1 Regularitaten

Fiir den folgenden Teil, in dem das Spektrum verallgemeinert wird, ist die Einfithrung
des Begriffs Regularitéit vonnoten.

Definition 2.1. Sei A eine Banachalgebra und R eine nicht leere Teilmenge von A, so
nennt man R eine Regularitit, genau dann, wenn folgende zwei Punkte erfiillt sind:

i) Seia € Aund n € N. Dann gilt a € R < a" € R;

i1) Seien a, b, ¢, d paarweise kommutierende Elemente aus A und ac + bd = 14, dann
gilt:

abeR<acRundbeR.

Proposition 2.2. Sei R eine Reqularitit in einer Banachalgebra A, dann gilt:
i) 1lyeR
i) Inv(A) CR

i) Fira,b € A,ab=ba und a € Inv(A) folgt:
abe R beER
Insbesondere gilt: 0 #a =X € Cundbe R =N eR

Beweis. 1) Wir wihlen ein beliebges b € R £ 0, so gilt: 14-144+0-b=14

und damit folgt aus Definition 2.1ii) 14-b€ R < 14 € Rund b € R.

ii) Sei ¢ € Inv(A) beliebig: c- ¢! +0- ¢! =14, aus i) folgt damit ¢ € R,

iii) a-a™' 4+ 0-b= 14 damit folgt aus i) und Definition 2.1 ii) sofort die Behauptung.

g

Korollar 2.3. Sei R eine Regularitat in einer Banachalgebra A. Sei R abgeschlossen,
so qilt 0 € R.

Beweis. Aus vorrangegangener Proposition wissen wir, dass 14 in jeder Regularitét liegt
und dass in jeder Regularitiat Folgendes gilt: A # 0 und @ € R = Aa € R. Daraus folgt,
dass fiir jedes € > 0 gilt: [[$14—0]| < €. Sei R abgeschlossen, dann liegt 0 sicherlich in R.

g

Im Zuge dieser Arbeit werden noch einige Regularitédten behandelt werden, welche man
nicht immmer sofort als solche identifizieren kann. Das folgende Kriterium kann dabei
in einigen Féllen hilfreich sein.
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Satz 2.4. Sei R eine nicht leere Teilmenge einer Banachalgebra A. Sei vorrausgesetzt,
dass fiir alle kommutierenden Elemente a,b € A gilt, dass:

abce R acRundbeR (1)

Dann ist R eine Regularitdt.

Beweis. Teil 1) zz. i) fira € A,neNgilt: a" e R a e R

Da a mit a"~! kommutiert, gilt nach (1), wenn man b = a"~! setzt, genau das Geforder-
te.

Teil 2) Punkt ii) der Definition ist erfiillt, wenn die Aquivalenz (1) fiir alle kommutie-
renden Elemente gilt.

0
Beispiel 2.5. Beispiele fir Regularititen in einer Banachalgebra A:
i) Ry = A
ii) Ry = Inv(A)
iii) Ry = Inv;(A)
i) Ry = Inv,(A)

Beweis. 1) Man sieht leicht, dass i) alle Bedingungen erfiillt, um eine Regularitét zu sein.

ii) Fiir Ry verwenden wir den vorangegangenen Satz. Seien a, b kommutierende Elemen-

te, dann muss Aquivalenz (1) gelten.

«: Fiir a, b invertierbare Elemente, ist sicherlich b=!a~! das Inverse zu ab.

=: Sei ab invertierbar, dann gilt: (ab)"'ab = 1. Nach dem Assoziativgesetz gilt: ((ab)'a)(b) =
1, was bedeutet, dass b invertierbar ist. Die Invertierbarkeit von a zeigt man genauso,
jedoch bendtigt man einmal das Kommutativgesetz. Fiir iii) und iv) verldauft der Beweis
genau wie fiir Punkt ii).

t

Lemma 2.6. Seien (R,)nen Regularititen, dann ist R ==
ritat.

nen Rn wieder eine Regula-

Beweis. Wir miissen beide Punkte in Definition 2.1 zeigen. i) Fiir ein a € R gilt, dass es
in jeder Regularitdat R; liegt. In jeder dieser Regularitdaten liegen auch die Elemente a”.
Ebenso gilt fiir ein a”, welches in allen Regularititen R; liegt, dass in jeder Regularitiaten
auch a liegt. Damit liegt @ auch in R.

Nun zu Punkt ii): Liegt ab = ba in R, dann liegt es auch in allen Regularititen R;. In
jeder dieser Regularitiiten liegen auch a und b, welche dann wieder in R liegen. Ebenso
wenn a und b mit ab = ba in R liegt, dann liegen a und b in den Regularititen R; und
damit liegt auch ab in jeder Regularitit R;. Damit liegt ab in R.

g
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Lemma 2.7. Seien (R, )nen Regularitdten. Set vorrausgesetzt, dass fiir jedes a,b € N
ein ¢c € N qibt, sodass R, U R, C R.. Dann ist R := UneN R, eine Regularitdt.

Beweis. i) Liegt a in einer Regularitéit, dann liegt auch " in dieser Regularitit und
damit liegt es auch in der Vereinigung. Dassselbe gilt wenn ein a™ in einer Regularitét
liegt, dann liegt auch a darin und es liegt auch in der Vereinigung.

ii) Sei ab aus R, dann liegt ab in einer Regularitit R;. Dort liegen auch a und b, welche
damit auch wieder in der Vereinigung liegen. Fiir a, b aus R gibt es ein 4 und ein j,
sodass @ in R; liegt und b in R;. Nach Vorraussetzung gibt es in k, sodass a und b in
Ry liegen. Dort liegt auch ab, welches dann in R liegt.

0

2.2 Definition des Spektrums

Nun, da wir alle nétigen Grundlagen ausgearbeitet haben, konnen wir das verallgemei-
nerte Spektrum definieren.

Definition 2.8. Sei A eine Banachalgebra und R eine Regularitit, dann ist das zu R
zugehorige Spektrum definiert als:

or(a) ={AeC:a—X¢R}

Dieser neue Begriff des Spektrums stimmt fiir R = Inv(.A) mit dem bisherigen Spektrum
o iiberein. Fiir den Rest dieser Arbeit gilt: o := o,y (4). Fiir eine beliebige Regularitét
R gilt o C 0.

Beweis. Dies folgt sofort aus der Tatsache, dass jede Regularitéit R eine Obermenge von

Inv(A) ist.
Lemma 2.9. Sei R, eine Folge von Regularititen und Ry :=(),cn Rn, dann gilt

or,(a) = U or,(a)

neN

Beweis. Nach Lemma 2.6 ist R; wieder eine Regularitét. Das heifit op, existiert und es
gelten die Aquivalenzen:

AEog(a)e(a—AN)E€Ri < (a—)N) € enRn &

& es gibt ein Ry : (a —A) € Ry <& A € og, & A € U, ey 0r,(a) das bedeutet:

AE OR, (a) S ANE UneN aRn(a)

U

Lemma 2.10. Seit R,, eine Folge von Regularititen, es gilt zusdtzlich, dass fiir jedes
a,b € N ein c € N existiert, sodass: R, URy C R. und Ry := UneN R, dann gilt:

or,(a) = () or,(a)

neN

10
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Beweis. R, ist dank Lemma 2.7 wieder eine Regularitdt und damit existiert das zuge-
horige Spektrum.

Sei A € opy(a) & (a—AN) € Ry (a—A) € U,enRn &

& fiirallen gilt : (a —\) € R, & A € 0g, © X €(),cnyOr, (a) damit gilt:

A€ ogy(a) & A€ N,en Or, (@)

2.3 Der Spektralabbildungssatz

Zu Beginn mochte ich den Spektralabbildungssatz fiir Polynome auf dem herkémmlichen
Spektrum ausfiihren.

Satz 2.11. (Spektralabbildungssatz fiir Polynome)
Sei A eine Banchalgebra und a € A und p ein Polynom, dann gilt:

o(p(a)) = plo(a)) (2)

Beweis. Es gilt o # (). Damit ist die Gleichheit fiir konstante Polynome klar. Sei p nicht
konstant und A € C, dann gibt es 5, aq,...,a, € C, wobei f # 0,n > 1 , sodass gilt
p(z) = A=p(z—a) ... (2 — o). Somit ist klar, dass p(a) — A nicht invertierbar ist,
wenn es ein ¢ € 1,...,n gibt, sodass (a — «;) nicht invertierbar ist. Woraus folgt, dass
A € o(p(a)) genau dann wenn p(z) — A = 0.

g

Lemma 2.12. Fiir relativ prime Polynome p, q existieren Polynome p1, q1 so, dass pp+
qq = 1.

Beweis. Der Beweis und zusitzliches Material ist in [9] auf Seite 234 zu finden.

Satz 2.13. (Spektraler Abbildungssatz)
Sei A eine Banachalgebra, R eine Regularitit und das zugehirige Spektrum or, dann
qgilt:

flor(a)) = or(f(a)) (3)

fir alle a € A und jede analytische Funktion f, welche auf einer Umgebung von o(a)
definiert ist und dabei auf jeder Zusammenhangskomponente! lokal nicht-konstant ist.

Beweis. Wir bemerken zu Beginn, dass fiir eine analytische Funktion f der Ausdruck
f(a) nach Satz 1.18 sinnvoll ist. Sei p € C. Es geniigt zu zeigen, dass

p & or(fla)) & pé flor(a)) (4)

!Zusammenhangskomponente: siche Kapitel 1.2

11
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Aufgrund der Vorraussetzung und des Identitéitssatzes fiir analytische Funktionen® hat
(f — 1) nur endlich viele Nullstellen Ay, ..., \,, € o(a) und kann nach Lemma 1.17 darge-
stellt werden als f(z) —pu = (z—A1)-...- (2= A,) - g(z) wobei g eine analytische Funktion
ist, mit g(z) # 0Vz € o(a).

Damit gilt f(a)—p = (a—X\1)-...-(a—A,)-g(a) und nach Satz 1.20 v) ist g(a) invertierbar.
Nun ist (4) dquivalent zu Folgendem:

fla)—peRsa—-—NeER (i=1,...,n) (5)

Da g(a) invertierbar ist, sind nach Proposition 2.2 iii) die Gleichungen (5) und (6)
dquivalent:

(@a=X)-.-(a=XN)eER<e(a—N)ER (i=1,..,n) (6)

Fiir relativ prime Polynome p,q gibt es nach Lemma 2.13 Polynome p,q; so, dass
pp1+qq = 1.
Fir alle ¢ € I == {1,..,n} : p(z) = (2 = A) und ¢(2) = [[ep (2 — Ax). Damit
existieren py, ¢ so, dass p(a)pi(a)+q(a)qi(a) = 14(a). Somit folgt (6) aus dem 2. Punkt
der Definition von Regularitéten.

g

2Identitéitssatz fiir analytische Funktionen: siehe Kapitel 1.2

12
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3 Axiomatische Spektraltheorie

Jetzt, da wir schon begonnen haben uns in das Feld der Spektraltheorie etwas vorzu-
tasten, konnen wir versuchen, bestimmte Eigenschaften der Spektren an bestimmten
Kriterien festzumachen. So kann man sich fragen, ob man ein Kriterium dafiir findet,
wann die Spektren abgeschlossen sind und wann nicht. Die Antwort darauf und noch
einige weitere liefert die axiomatische Spektraltheorie.

3.1 Halbstetigkeit von oben

Die erste Eigenschaft, die wir in diesem Zusammenhang definieren werden, ist die Halb-
stetigkeit von oben. Doch zuerst sollten wir wiederholen, was es heifit, dass eine men-
genwertige Abbildung halbstetig von oben ist.

Definition 3.1. Seien XY metrische Rdume und sei ¢ : X — P(Y) eine Abbildung,
die jedem x € X eine abgeschlossene Teilmenge von Y zuordnet. Weiters sei xy € X.
Dann heifit ¢ halbstetig von oben an x, falls fiir jede Umgebung U von ¢(x¢) ein € > 0
existiert, sodass fiir alle z € U(x¢)¢(z) in U liegt. Die Abbildung ¢ wird halbstetig von
oben genannt, falls sie halbstetig von oben an jedem z € X ist.

Definition 3.2. Seien A, B Teilmengen eines metrischen Raums (Y, d), dann sei
A(A, B) := sup,4 d(z, B). Man beachte jedoch, dass dieser Abstandsbegriff zweier Men-
gen nicht symmetrisch ist.

Satz 3.3. Seien X,Y metrische Riume und set Y kompakt. Sei x € X und ¢ eine
Abbildung, welche jedem Punkt aus X eine kompakte Menge aus Y zuordnet, dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

i) ¢ ist halbstetig von oben bei x.
i) Sei x, € X und gelte x, — xo, dann gilt lim,_,., A(¢(x,), p(xo)) = 0.

iii) Sei x, € X, y, € ¢(x,) undy € Y, dann gilt folgendes:
(v — @) und (yp — y) = y € ¢().

Bewezs.

e i) = ii) : Sei (U;);en eine Folge von Umgebung von ¢(zy) und es gelte
lim,, oo A(U;, ¢(x9)) = 0. Dann gibt es fiir jede dieser Umgebungen ein N € N
so, dass ¢(z,) C U, fir alle n > N. Deswegen gilt: lim,, oo A(P(x,,), ¢(x0)) <
lim; 00 A(Ui, ¢(0)) = 0.

® i) = i) : Aus T, — To,Yn — Y, Yn € @d(x,) soll folgen, dass y in ¢(zg) liegt.
Sei angenommen, dass y nicht in ¢(zg) liegt. Dann gibt es, da das Bild von ¢
abgeschlossen ist, eine § - Kugel um y, welche mit ¢(xg) einen leeren Schnitt hat.
Daraus folgt, dass B := Us/3(y) und A = (¢(x0) + Us/3(0)) einen leeren Schnitt
haben. Daraus folgt, dass es ein N; € N gibt, sodass y, € B, fiir alle n ab dem
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Index N;. Andererseits folgt aus ii), dass es ein Ny € N gibt, sodass ¢(z,) in A
liegt, fiir n ab dem Index Ny. Sei N := max(N;, Ny) dann kénnen wir folgern, dass
yn & d(xy), was ein Widerspruch ist.

e iii) = i) : Sei x, eine Folge in X welche gegen z, konvergiert mit der Ab-
schiatzung ||z, — xo|| < 1/n. Wir nehmen an, es gibe eine offene Umgebung von
¢(xo) mit der Eigenschaft, dass ¢(z,) € U. Sei r der Abstand zwischen einer
abgeschlossenen Menge U¢ und der kompakten Menge ¢(z() und damit positiv.
r:=d(U® ¢(xo)) > 0 Nun wihlen wir y,, € ¢(z,,) NUC. Da Y kompakt ist, gibt es
eine konvergente Teilfolge y,, — y € Y. Aus iii) folgt, dass y in ¢(zo) liegt. Dies
ist ein Widerspruch, da folgendes gelten miisste: d({y,}, o(z,)) > r.

g

Definition 3.4. (P2) Sei A eine Banachalgebra und R eine Regularitét. Das zugehorige
Spektrum or wird genau dann halbstetig von oben genannt, wenn fiir
an,a € A a, = a, N\, € og(a,) und A\, — X gilt: A € og(a)

Satz 3.5. Sei A eine Banachalgebra, R eine Regularitit und or das zugehdrige Spek-
trum, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) (P2);
i1) or(a) ist abgeschlossen und die Abbildung a — or(a) ist halbstetig von oben.
i) R ist offen.

Beispiel 3.6. Sei R = Inv(A). Laut Lemma 1.8 ist R offen und wir wissen, dass o
abgeschlossen ist, was bekrdftigen wiirde, dass Satz 3.5 korrekt ist.

Beweis. (von Satz 3.5)

e iii) = i):Seien a,,a € A,a, — a,\, € or(a,) und A, — A. Dann gilt, dass
an — A € R. Da A\ R abgeschlossen ist folgt, dass a — A ¢ R und deswegen
A E O’R<CZ).

e i) = iii): R ist offen, genau dann wenn A4\ R abgeschlossen ist. Seien a, €
A\ R,a, — a. Dann ist 0 € o (a,) fur alle n, und aus i) folgt, dass 0 € og(a),
was bedeutet, dass a € A\ R.

e i) & ii): Sei a € A beliebig. Betrachtet man die konstante Folge a,, = a, so folgt aus
i), dass das Spektrum o abgeschlossen und damit kompakt ist. Der Rest dieser
Aquivalenz folgt aus Satz 3.3.

14
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3.2 Halbstetigkeit von oben fiir kommutierende Elemente

Eine weitere Eigenschaft ist (P3), die Halbstetigkeit von oben fiir kommutierende Ele-
mente. Wie man aus dem Namen schlieflen kann, ist diese sehr dhnlich der Halbstetigkeit
von oben.

Definition 3.7. Sei A eine Banachalgebra, R eine Regularitéit und or das zugehorige
Spektrum. R wird (P3) genannt, falls ox halbstetig von oben fiir kommutierende Ele-
mente ist. Das bedeutet fiir a,,a € A, a, — a,a,a = aa,, A\, € og(a,) und A\, — A gilt:
AE 0'73((1).

Wie man leicht sehen kann, gilt (P2) = (P3).

Korollar 3.8. Betrachtet man fiir ein beliebiges a € A die konstante Folge a, = a, so
sieht man, dass das zugehorige Spektrum og(a) abgeschlossen ist.

Satz 3.9. Sei A eine Banachalgebra, R eine Regularitit und or das zugehdrige Spek-
trum, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) (P3);

it) or(a) ist abgeschlossen fir jedes a € A und fir jede Umgebung U von og(a) gibt
es ein € > 0, sodass og(a+u) C U, firue A, au = ua, ||ul| <e.

iii) Fir jedes a € R gibt es ein € > 0, sodass aus u € A,ua = au und ||u|| < ¢, folgt,
dass a+u €R.

Beweis.

e i) = ii): Nach Korollar 3.8 ist og(a) abgeschlossen. Sei a,,a € A, a, — a, a,a =
aay, fir jedes n, sei A\, € og(a,) und A, — A. Dann miisste nach (P3) gelten,
dass A in og(a) liegt, was jetzt durch Kontraposition gezeigt wird. A € og(a) <
a— X ¢ R. Wir nehmen an, dass a — A € R. Dann gibt es fiir ein € > 0 ein
n€N: |a, —al <¢e/2und |\ = \,| < €/2. Damit gilt: ||(a — A) — (a, — M) || < €.
Nach den Vorraussetzungen gilt: a(a, — a) = aa,, — a®> = (a, — a)a. Auch (a — \)
und (a, — A,) kommutieren, da Skalare mit den Elementen einer Banachalgebra
vertauschen. Nun gilt nach iii), dass ((a —\) + (a, — A\, —a+ X)) = (a, — A\n) € R,
was ein Widerspruch zur Annahme ist.

e ii) = iii): Sei a € R,u, € A : upa = auy, ||u,|| < 1/n,a+u, € Rya+u, € R &
0 € or(a+uy,). Sei U die 6 - Umgebung von ox(a). Dann gilt nach ii), dass es ein
e > 0 gibt, sodass or(a +u) C U, fiir alle u € A mit au = ua, ||ul| < e.
Demnach liegen alle og(a + u,) C U fur n > 1/e. Insbesondere liegt auch 0 in U.
Wir haben & beliebig gewhlt, woraus folgt, dass 0 in og(a). Da dieses nach ii)
abgeschlossen ist, gilt 0 € og(a) und damit 0 ¢ R. Widerspruch.
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e iii) = i): Seien a,,a € A, a, — a,a,a = aa,, N\, = A\, A, € og(a,). Wir nehmen
an, dass A nicht in og(a) liegt, oder dquivalent a — A € R. Nach iii) existiert ein
e > 0, sodass fiir v € A mit ||ul]| < ¢,au = ua gilt, dass a + v in R liegt. Wir
wéhlen w, := (a, — A\,) — (a — \). Da a,, A\, gegen a, A konvergieren folgt, dass
llun]| — 0. Fiir grofies n wird ||u,|| < e. Damit folgt aus iii), dass (& — A\) + u in
R liegt, was bedeutet, dass (a, — A,) in R liegt. Aquivalent zu dieser Aussage ist
An & or(ay), was einen Widerspruch zur Annahme ergibt.

g

Die Eigenschaft (P3) ermoglicht es uns, Regularitidten auf eine zusétzliche Weise darzu-
stellen.

Satz 3.10. Sei A eine Banachalgebra und R eine nicht leere Teilmenge von A, welche
die Figenschaft (P3) und folgende leicht abgednderte Punkte erfiillt:

i) Seia € Aundn € N. Dann gilt a € R = a™ € R;

i1) Seien a, b, c,d paarweise kommutierende Elemente aus A und ac+ bd = 14, dann
qgilt:

abe R<acR undbeR.

Dann ist R eine Regularitdt.

Beweis. Der Unterschied zur Definition einer Regularitit liegt in Punkt i). Wir miissen
zeigen, dass aus (P3) folgt, dass a” € R = a € R, fir n € N : n > 2. Aus (P3)
folgt, dass aus a" € R folgt, dass a" — pa = a(a™ ' — p) € R, fiir u € C. Es gilt:
(@' = p) (=) +a(pta"?) =14

Damit folgt aus ii) die gewiinschte Eigenschaft.

3.3 Stetigkeit fiir kommutierende Elemente

Die dritte Eigenschaft, die wir in diesem Kontext anfithren mochten, ist die Stetigkeit
fiir kommutierende Elemente. In den letzten beiden Unterkapiteln haben wir uns mit
Halbstetigkeit von oben auseinandergesetzt. Wie iiblich ist eine Funktion genau dann
stetig, wenn sie halbstetig von oben und halbstetig von unten ist.

Definition 3.11. Seien X,Y metrische Rdume und sei die Abbildung ¢ : X — P(Y),
eine Abbildung die jedem x € X eine abgeschlossene Teilmenge von Y zuordnet. Sei
xo € X. ¢ wird halbstetig von unten an zy genannt, falls fiir jede offene Menge U mit
UNa¢(xg) # 0 Folgendes gilt: Es existiert ein € > 0, sodass fiir jedes = € U () gilt, dass
UnN¢(x) # 0. Die Abbildung ¢ wird halbstetig von unten genannt, falls sie halbstetig
von unten an jedem z € X ist.
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Satz 3.12. Seien X, Y metrische Raume und sei x € X und ¢ eine Abbhildung, welche
jedem Punkt aus X eine kompakte Menge aus Y zuordnet, dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

i) ¢ ist halbstetig von unten bei xy.
i1) Sei x, € X und gelte x,, — xo, dann gilt lim,,_,., A(¢(zo), ¢(x,)) = 0.

i) Sei x, € X, x, = xo und y € ¢(xy), dann existiert ein y, € ¢(x,) so, dass
Yn — Y-

Beweis.

e i) = ii) : Sei U eine endliche Uberdeckung von ¢(xo) mit § - Kugeln. Eine solche
ist zu finden, da das Bild von ¢ kompakt ist. Aus i) erhalten wir fiir jede dieser
Kugeln ein ¢;. Sei € das Kleinste davon. Dann gilt, dass es ein N € N gibt, sodass
fir jedes n > N gilt, dass ¢(z,) jede dieser 6 - Kugeln schneidet. Woraus folgt,

dass A(¢(xg), p(x,)) < 0.

e ii) = 4ii) : Sei (x,)nen eine Folge, welche gegen xy konvergiert, y € ¢(xg). Zu
zeigen ist, dass eine Folge (y,)nen so existiert, dass y, € ¢(z,) und y, — y. Wir
wissen, dass A(¢(zo), ¢(z,)) beliebig klein wird. Damit gilt aber, dass d(y, ¢(x,,))
beliebig klein wird. Da ¢(x,) kompakt ist, gibt es ein Element mit minimalem
Abstand fiir jede Menge ¢(x,,). Sei (yn)nen genau diese Folge, dann folgt daraus,
dass der Abstand von y, zu y beliebig klein wird, oder anders ausgedriickt, dass
Yn gegen y konvergiert.

e iii) = i) : Sei U eine offene Menge, mit U N ¢(xq) # 0. Sei (2, )nen eine Folge mit
T, # xo und x,, — xo. Sollte die Metrik nur Folgen gegen xy konvergieren lassen,
welche ab einem gewissen Index konstant sind, dann ist dieser Punkt trivialerweise
erfiillt. Andernfalls wihle y € ¢(z¢) NU. Damit gibt es nach iii) eine Folge (¥ )nen
mit y, € ¢(x,). Da U offen ist, gibt es ein § > 0, sodass Us(y) C U. Insgesamt
folgt daraus, dass ein N € N existiert, mit d(y,,y) < ¢, fiir alle n > N. Woraus
schlieBlich folgt, dass ab diesem N jedes dieser x,, einen nichtleeren Schnitt mit U
hat.

t

Definition 3.13. (P4) Das zu einer Regularitéit R, in einer Banachalgebra A, zugehorige
Spektrum o wird stetig fiir kommutierende Elemente genannt, wenn fiir a,,, a € A, a,, —
a, a,a = aa,, folgt:

A € or(a) genau dann, wenn \,, € og(a,) und A\, — A

Offensichtlich gilt: (P4) = (P3). Fiir Regularitdten mit Eigenschaft (P4) ist deswegen
das zugehorige Spektrum ox(a) abgeschlossen.

17



3 Axiomatische Spektraltheorie

Definition 3.14. Seien A, B beschrénkte Teilmengen von C, dann sei (A, B) der Haus-
dorff Abstand von A zu B, welcher defniniert ist als:

§(A, B) = max{A(4, B), A(B, A)}.

Satz 3.15. Sei A eine Banachalgebra, R eine Regularitit und or das zugehorige Spek-
trum, dann gelten folgende zwei Aussagen:

i) Sei angenommen fir jedes a € A gelte:

inf{|z| : 2€ C,a— 2z ¢ R} =inf{||u]| : v € A ua = au,a —u ¢ R}

Dann ist §(or(a),or (b)) < |la —b| fir alle kommutierenden Elemente a,b € A.

it) Wenn og(a) abgeschlossen, fir jedes a € A ist und 6(or(a),or (b)) < ||la —b|| fir

alle kommutierenden Elemente a,b € A, dann erfillt or (P4).

Beweis.

i)

i)

Seien a,b € A,ab = ba, X € or(a).

Wir zeigen zuerst, dass d(\, ox(b)) < |la — b||. Fiir A € og(b) ist dieser Punkt
trivialerweise erfiillt. Fir A & ox(b) gilt: |la — b]] = |[(a — A) — (b = N)|| >
inf{|lul| : v e Aulb—A) = (b—Nu,(b— ) +u ¢ R}. Das ist nach Annah-
me #quivalent zu: inf{|z| : z € ox(b— \)}. Aquivalent dazu ist d(0, oz (b— \), was
d(X\, or (b)) entspricht. Nun kénnen wir das Gewiinschte zeigen. A(og(a), o (b)) =
SUD)eor (a) AN 0 (D)) < [la — b]|. Aufgrund der Symmetrie folgt, dass
5(or (@), ox (8)) < [l — b].

Sei a, — a,aa, = a,a,\, € or(a,),\, = A. Aus i) folgt, dass es fiir jedes n ein
tn € or(ay,) gibt, sodass |, — Ay < |la, — al|. Da die rechte Seite konvergiert,
muss es auch die linke. Es gilt also u,, — A. Da o (a) abgeschlossen ist, folgt, dass
A in og(a) liegt. Damit folgt nach Satz 3.3 die Halbstetigkeit von oben. Es fehlt
die Halbstetigkeit von unten, welche aus Satz 3.12 folgt, wenn man bemerkt, dass
fiir jedes n ein p, so existieren muss, dass |, — A| < ||a, — a||. Dieses p, liegt in
or(a,) und muss, genau wie oben, gegen A konvergieren.
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3.4 Spektralradius

Wir wissen, dass fiir einen beschrinkten Operator a das gewohnliche Spektrum o(a)
innerhalb der Kreisscheibe Ujjq(0) liegt. In vielen Féllen ist das Spektrum jedoch we-
sentlich kleiner. Dafiir haben wir in der Funktionalanalysis 1 bereits den folgendermaflen
definierten Spektralradius kennengelernt:

r(a) = max{|\| : A € o(a)}
Es gibt auch die Méglichkeit diesen zu berechnen, denn es gilt (@) = lim,_ [|a”|"" =
inf,, [|a”||"/™.
Jetzt, da wir weitere Spektren betrachten, kénnen wir uns fragen, wie diese im Vergleich
zum gewohnlichen Spektrum aussehen. Dafiir haben wir bereits gezeigt, dass fiir alle

Regularitdten R gilt: ox(a) C o(a). Wesentlich ist auch folgende Eigenschaft:

Definition 3.16. Sei R eine Regularitéit in einer Banachalgebra A. Man nennt das
zugehorige Spektrum or Spektralradius erhaltend, falls oz abgeschlossen ist und es gilt:
max{|A| : A € or(a)} = r(a), fiir alle a € A.

Hier ist klarzustellen, dass sich r(a) auf den Spektralradius des gew6hnlichen Spektrums
bezieht.

Korollar 3.17. Sei R eine Regularitdt in einer Banachalgebra A. Sei das zugehdrige
Spektrum ogr Spektralradius erhaltend, dann gilt: 0o C ox fir alle a € A.

Beweis. Wir zeigen das Gewiinschte durch Kontraposition. Sei Ay € do(a). Angenom-
men es existiert ein € > 0 so, dass {2z : |z — A\g| < €} Nor = 0. Jetzt wihlen wir ein
A1 € C\o(a) mit [\g—A1| < €/2 und betrachten die Funktion f(z) = (z—X;)™'. Wir kén-
nen die Inverse des Abstands zwischen A; und dem Spektrum betrachten, da A\; & og(a).
Es gilt: d(\,or(a))”" = sup{|f(2)] : z € or(a)} = sup{|z| : z € f(or)}. Laut dem
Spektralen Abbildungssatz gilt: sup{|z| : z € f(or(a))} = sup{|z| : z € or(f(a))} =
(7)) = mas{l ()] 2 € 0(a)} > e > 2/e.

Das bedeutet, es gibt ein Ay € og(a) mit |As — A1| < €/2. Der Abstand |A\g — Aa| <
Ao — A1] + |[A1 — A2] < e. Das ist ein Widerspruch zur Annahme und damit folgt das
Gewiinschte.

g

Aus dem Korollar folgt insbesondere, dass Spektralradius erhaltende Spektren nicht leer
sind.
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4 Komplexere Beispiele

4.1 Fredholmoperatoren

Fredholmoperatoren sind jene beschrinkten Operatoren, die den Invertierbaren am néchs-
ten kommen. Doch zuerst sind einige Definitionen notwendig.

Definition 4.1. Seien X, Y Banachrdume, A € B(X,Y’), und sei das Bild von A abge-
schlossen.

i) a(A) = dim(ker(A)) ( = Dimension des Kerns)
ii) B(A) := codim(ran(A)) (= Defekt)

Definition 4.2. A heifit Fredholmoperator, wenn ran(A) abgeschlossen ist und a(A) <
oo und S(A4) < oo.

A heifit semi - Fredholmoperator, wenn ran(A) abgeschlossen ist und a(A) < oo oder
B(A) < o0.

ind(A) := a(A) — B(A) (= Index)

O(X,Y) beziehungsweise ®(X) bezeichnet die Menge aller Fredholmoperatoren von X
nach Y beziehungsweise X nach X. Fredholmoperatoren haben immer einen endlichen
Index. Semi - Fredholmoperatoren dagegen konnen auch einen Index von oo oder —oo
haben. &, (X)) bezeichnet die Menge aller semi - Fredholmoperatoren mit einem o < occ.
Diese werden auch upper semi - Fredholmoperatoren genannt. ®_(X') dagegen bezeichnet
die lower semi - Freholmoperatoren mit 5 < oo. Thr Index kann endlich sein, aber auch
den Wert oo annehmen. Die nichsten Lemmata werden zeigen, dass ein endlicher Index
fiir einen Operator ausreicht, um Fredholm zu sein.

Lemma 4.3. Sei A ein Fredholmoperator, dann gibt es abgeschlossene Unterrdume
Xo, Yo so0, dass X = X @ ker(A),Y =Y, @ran(A).

Beweis. Es gilt: f(A) < oo und damit kann man Y als direkte Summe aufschrei-
ben. Y = ran(A) & Yy, wobei Y endlich dimensional und damit abgeschlossen ist.
Wir wollen zeigen, dass es eine stetige Projektion m von X auf ker(A) gibt, denn da-
mit wéire X, := ker(m) abgeschlossen und wir hétten: X = Xy & ker(A). Wir wissen,
dass dim(ker(A4)) < oo. Damit gibt es eine endliche Basis: {0y, ..., b,} von ker(A) und
{¢1, ..., ¢n} definiert durch (b;, ¢;) := d;; eine duale Basis von ker(A)’. Nach Hahn-Banach
gibt es Fortsetzungen der linearen Funktinoale ¢; zu 2, € X’. Damit konnen wir uns die

stetige Projektion P konstruieren als Pr = )7 (z, 2))z).

g

Definition 4.4. Sei A : X — Y ein Fredholmoperator, Xy, Yy abgeschlossene Unter-
rdume wie sie nach dem obigen Lemma existieren, dann nennt man A die Bijektion
assoziiert mit A, Xy und Yy, wobei A : Xy x Yy — Y, (20, 40) — (Azo + o).
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Beweis. A ist eine Bijektion, da erstens ker(A) = {0} und zweitens, da aufgrund der
Konstruktion jeder Punkt y € Y ein Urbild hat.

g

Lemma 4.5. Seien X,Y Banachrdume. A € B(X,Y), mit B(A) < oo, dann folgt, dass
ran(A) abgeschlossen ist.

Beweis. Sei A : X/ker(A) x Yy — Y, A(x, z) := Az + 2. Eine Konstruktion sehr ihn-
lich der Obrigen, jedoch verwenden wir hier nur, dass f(A) < oo ist. Dieser lineare
und beschréankte Operator ist bijektiv und hat nach dem Satz vom inversen Opera-
tor eine stetige Inverse: A1, Schlussendlich kénnen wir das Bild von A schreiben als:
ran(A) = (A~1)"1(X x {0}). Damit ist ran(A) als stetiges Urbild einer abgeschlossenen
Menge wieder abgeschlossen.

g

Operatoren mit abgeschlossenem Bild werden normal auflésbar genannt und sind auf-
grund der folgenden Gleichung interessant.

ran(A) = (ker A*)* (7)

Satz 4.6. Sei A € B(X,Y) und sei das Bild von A abgeschlossen. Dann gilt o(A*) =
B(A) und B(A") = a(A).

B((ij}f)is. B(A) = dim(Y/ran(4)) = dim(Y/ran(A4))* = dim(ran(A)*) = dim(ker(A*)) =
a(A) = dim(ker(A)) = dim(ker(A4)*) = dim(X*/(ker(A)1)) = dim(X*/ran(A*) =
B(A7)

g

Korollar 4.7. Aus dem letzten Satz folgt, dass sich Adjungieren folgendermafen auf
den Indexr auswirkt: ind(A*) = —ind(A). Deshalb gilt:

i) A B(X,)Y) & A* € B(Y*, X¥)
i) A€, (X,Y) e A* € d_(V*, X¥)
iii) A€ d_(X,Y) & A € D (Y, X*)

Aus Lemma 4.5 folgt, dass Operatoren mit endlichem Index immer ein abgeschlossenes
Bild haben. Desweiteren haben auch Operatoren mit einem Index von —oo, also lower
semi - Fredholmoperatoren, ein abgeschlossenes Bild. Fiir upper semi - Fredholmoperato-
ren miissen wir diese Eigenschaft echt fordern. Zu bemerken sei noch, dass ein Operator,
der sowohl upper semi - Fredholm und lower semi - Fredholm ist, einen endlichen Index
hat und damit ein Fredholmoperator ist.
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Satz 4.8. (Produkt von Fredholmoperatoren ) Seien X,Y und Z Banachrdiume, A €
B(X.,Y) und B € B(Y,Z), dann gilt:

i) A und B lower semi - Fredholm, dann ist auch BA lower semi - Fredholm.
it) A und B upper semi - Fredholm, dann ist auch BA upper semi - Fredholm.
iii) A und B Fredholm, dann ist auch BA Fredholm.

Beweis.

i) Fir einen lower semi - Fredholmoperator A : X — Y, gibt es einen endlich
dimensionalen linearen Raum Yy, C Y so, dass Y = ran(Y) + Yy. Wir wéh-
len Z, fir den Operator B auf die gleiche Weise. Nun gilt: Z = Zy + B(Y) =
Zy+ B(ran(A)) + B(Yy) = ran(BA) + (Zo + B(Yy)). dim(Zy + B(Yp)) < oo. Damit
ist BA ein lower semi - Fredholmoperator.

ii) Seien A, B upper semi - Fredholmoperatoren, dann sind nach Satz 4.7 A*, B* lower
semi - Fredholmoperatoren und nach i) damit auch der Operator A*B*, woraus
folgt, dass BA ein upper semi - Freholmoperator ist.

iii) Aus i) und ii) folgt, dass BA ein Fredholmoperator ist.

g

Lemma 4.9. Sei A € B(X,Y), M C X ein abgeschlossener Unterraum mit dim(X/M) =

n < oo. Dann folgt, dass A genau dann ein Fredholmoperator ist, wenn Ag := A | M
ein Fredholmoperator ist. Fir den Index gilt Folgendes: ind(A) = ind(Ap) + n.

Beweis. Wir beweisen das Lemma fiir dim(X/M) = 1. Der Rest folgt mittels Induk-
tion. Wir konnen X darstellen als X = M @ span{z;}. Nun miissen wir zwei Félle
unterscheiden.

1. Fall: Az ¢ ran(A)
ran(A) = ran(Ap) @ span{Ax1}, 5(Ag) = B(A) + 1, ker(A) = ker(Ap), a(A) = a(Ay)
A Fredholm < A Fredholm, ind(A) = ind(A4p) + 1

2. Fall: Az € ran(Ay)
ran(A) = ran(Ap), es existiert ein u € M : Ax; = Au = A(z; —u) = 0,ker(A4) =
ker(Ag) @ span{z; —u},a(A) = a(Ay) + 1
A Fredholm < Ay Fredholm, ind(A) = ind(Ag) + 1
Satz 4.10. A € ®(X,Y) sei A eine Bijektion wie in Definition 4.4 , B € B(X,Y) mit
|1B| < ﬁ, dann gilt:

i) (A+ B) ist Fredholm.
i) ind(A+ B) = ind(A).
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Beweis. Seien Xo,Yy wie in Definition 4.6. C' := A + B,C: Xy xYy = Y, (20, %0) —
Co + yo. Danm gilt: [ — Alwo,yo)| = [(C — A)ao)l < [Blzoll < B0, yo)l.
Das bedeutet: ||C' — A|| < ||B]| < 1/||A7Y|. Damit ist C, mithilfe der Neumanschen
Reihe, invertierbar, woraus folgt, dass C Fredholm ist. Nun bemiihen wir Lemma 4.9
und konnen folgern, dass Cy := C' | Xy Fredholm ist. Erneut mit Lemma 4.9 ergibt sich,
dass C' Fredholm ist.

ind(C) = ind(Cp)+dim(X/X,) = ind(Cy)+dim(ker(A)) = ind(C)—dim((Xox V) /(Xox
{0})) — a(A). Da C invertierbar ist, gilt ind(C') = 0, woraus folgt: ind(C) = ind(A).

4

Daraus folgt, dass ®(X) beziiglich der Operatornorm offen ist. Auch ¢, (X) und ®_(X)
sind offen beziiglich der Operatornorm, der Beweis wiirde jedoch zusétzliche Theorie
bendtigen. Er ist in [1] auf Seite 158 zu finden.

Lemma 4.11. Sei A € B(X,Y), dann ist A genau dann upper semi - Fredholm, wenn
es einen abgeschlossenen Unterraum M C X gibt mit dim(X/M) = m < oo, sodass
inf{||Az|| :x € M : ||z|| =1} > 0.

Beweis.

=" A e ¢.(X,Y),dim(ker(A)) < oo und es gibt einen abgeschlossenen Unterraum
M, sodass X = ker(A)® M. A | M : M — ran(A). Der Kern dieses Operators ist
{0} und sein Bild ist abgeschlossen. Damit ist er, wie im Lemma gefordert, nach unten
beschrankt.

"< Sei M C X, dim(X/M) = m < oo und inf{||Az| : x € M : |jz]| =1} = C > 0.
Dann gilt ker(A) N M = {0} und daraus folgt, dass dim(ker(A)) < cc.

Sei X = M @ F,ran(A) = AF+ AM. AF ist abgeschlossen, da F' endlichdimensional ist.
Damit bleibt zu zeigen, dass A | M ein abgeschlossenes Bild hat. Fiir eine Cauchyfolge
(Yn)nen in ran(A |) gibt es x,, € M so, dass Az, = yp. € > ||Yn — Yml|| = [|Azn — Az || >
C||xyn — x||. Damit bilden die x,, eine Cauchyfolge in M. Da A ein beschrinkter Ope-
rator ist gilt Az = y, wobei x und y die Grenzwerte ihrer Folgen sind.

g

Satz 4.12. (kompakte Storung) Sei A ein semi - Fredholmoperator welcher von X nach
Y abbildet, K : X — Y ein kompakter Operator, dann ist (A + K) wieder ein semi -
Fredholmoperator. Falls A ein Fredholmoperator ist, dann gilt: ind(A) = ind(A + K).

Beweis.

i) Sei A € ¢,(X,Y). Nach dem vorherigen Lemma gibt es einen abgeschlossenen
Unterraum M; von X mit dim(X/M;) = my < oo und inf{||Az|| :z € M : ||z|| =
1} = ¢ > 0. K ist kompakt und damit gibt es einen abgeschlossenen Unterraum
My € X mit dim(X/My) = my < 00, sodass sup{||Kz| : x € My, ||z|| = 1} = ¢/2.
M = M; N My, dim(X/M) < my; + ms < oo und ist wieder abgeschlossen.
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inf{||(A+ K)z|| : © € M, ||z|| = 1} > inf{} > ¢/2. Damit liegt 7'+ K wieder
in ., (X,Y).

i) Fir A € &_(X,Y) sind A* € ¢, (YV*, X*) und K* € K(Y*, X*). Nach (i) ist
(A* + K*) wieder in &, (Y™*, X*), woraus folgt, dass (A+ K) in ®_(X,Y) liegt.

iii) Sei A Fredholm, dann ist (A + K) sowohl upper - als auch lower semi - Fredholm
und damit wieder Fredholm. Fiir den Index gilt Folgendes: Sei f(¢) := ind(A+tK),
dann ist diese Funktion nach Satz 4.10 stetig. Die Funktion bildet nur auf Wer-
te in Z ab, woraus folgt, dass sie konstant ist. ind(A) = f(0) = f(1) = ind(A+ K).

U
Satz 4.13. (verallgemeinerte Inverse) Sei A € B(X,Y'), dann gilt Folgendes:

i) Sei A Fredholm, dann gibt es einen Operator aus B(Y, X), sodass (I —TA) und
(I — AT) endlichen Rang haben.

i) Fir A und T wie in i) gelten die Gleichungen ATA = A und TAT = T, dabei
wird T als die verallgemeinerte Inverse zu A bezeichnet.

iii) A ist genau dann Fredholm, falls es einen Operator T € B(Y,X) gibt, sodass
(I —TA) und (I — AT) kompakt sind.

Beweis.

i) Fir A gibt es abgeschlossene Unterrdume, sodass man die Rdume X und Y zerle-
gen kann: X = ker(A4) & Xo und Y =ran(A) & Yy. Ag := A | Xo: X — ran(A).
Diese Abbildung ist bijektiv und damit Fredholm. Das bedeutet man kann die
Abbildung invertieren und es gilt: Ay € B(ran(A), Xp). Sei Q die Projektion von
Y auf ran(A) entlang Yy. Es gilt also: ker(Q)) = Yy, ran(Q) = ran(A). Jetzt kon-
nen wir uns den Operator T definieren T := A;*Q. T ist wohldefiniert, da wir
() genau so gewihlt haben, dass das Bild von ) und der Definitionsbereich von
Ag! iibereinstimmen. Nun betrachten wir (I — T A): Hier miissen wir zwei Fille
unterscheiden:

1)z eker(A) = (I -TA)(z)=x—0==x

2) v € Xg:— ([ —TA) () =2 — A;'QA =0

Daraus folgt, dass (I — T'A) eine Projektion von X auf ker(A) entlang von Xj ist.
dim(ker(A)) < oo, woraus folgt, dass es sich um einen Operator von endlichem
Rang handelt.

Wir betrachten nun (I — AT'). Erneut gibt es zwei Félle zu unterscheiden.
Dyecran(A): (I - AT)y =y — AA;'Qy =0

2)yeYo: (I -Aly=y—-0=y

Daraus folgt, dass (I — AT') eine Projektion von Y auf Y| entlang ran(A) ist.
dim(Yp) < oo woraus folgt, dass auch (I — AT') endlichen Rang hat.

24



4 Komplexere Beispiele

ii) (A—ATA) = A(I-TA), da entweder x in ker(A) oder in X liegt, gilt dass immer
einer der beiden Faktoren gleich 0 ist, woraus folgt, dass A— AT'A = 0 oder anders
ausgedriickt AT A = A. Analog dazu erhéllt man folgende Aquivalenz: TAT =T.

iii) Sei TA = I — Ky und AT = I — K5, mit K7, Ky kompakt. Dann gilt ker(A) C
ker(T'A). Damit kann man a(A) abschitzen. a(A) < a(TA) = a(l — K;) < co.
Fir die Abschitzung von B(A) verwenden wir folgende Gleichung: ran(A) D
ran(AT). Daraus folgt: S(A) < B(AT) = B(I — K3) < oo. Insgesamt ergibt sich
daraus fiir A ein endlicher Index, was bedeutet, dass es sich um einen Fredholm-
operator handelt.

g

Sei im Folgenden die dim(X) = co. (X)), die Menge der kompakten Operatoren bildet
ein beziiglich der Operatornorm abgeschlossenes Ideal in B(X).

Definition 4.14. Ca(X) = B(X)/ K(X) wird die Calkin - Algebra genannt.

Die Calkin - Algebra ist sicherlich ein Banachraum und da IC(X) ein Ideal ist, ist sie eine
Banachalgebra. Die Identitét [ ist nicht kompakt und deswegen folgt: [/] # [0]. Damit
ist die Calkin Algebra eine Banachalgebra mit 1.

Beweis. vgl. [5] S. 61

Jetzt kommen wir zu einer anderen Moglichkeit, um Fredhomoperatoren zu charakteri-
sieren.

Satz 4.15. A € B(X), dann gilt: A ist Fredholm < [A] hat eine Inverse in der Calkin
- Algebra.

Beweis.

"=". Fiir einen Fredholmoperator gibt es ein T € B(X,Y), sodass (I — T'A) und
(I — AT) kompakt sind. Anders ausgedriickt: [A][T] = [AT] = [I] beziehungsweise:
[T][A] = [T A} = [1].

7<" Angenommen es gibt ein 7', sodass [A|[T] = [I] = [T][A], dann folgt daraus, dass
(I — AT) und (I — T'A) kompakt sind. Nach dem Satz 4.13 iii) folgt, dass A ein Fred-
holmoperator ist.

g

Lemma 4.16. Sei A ein beschrdnkter Operator, dann gilt: A ist genau dann Fredholm
mit Index 0, falls es einen Operator F' mit endlichem Rang gibt, sodass (A + F') inver-
tierbar ist.
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Beweis.

7<=": Sei (A+ F') invertierbar, dann gilt: ind(A + F') = 0. Aus Satz 4.12 folgt dann, dass
A ebenfalls ein Fredholmoperator ist, mit ind(A) = 0.

"= Sei X = ker(A4) + Xo, Y = ran(A) + Y. Aus einem Index von 0 folgt, dass
dim(ker(A)) = dim(Yp) < oo ist. Das bedeutet: Es gibt eine bijektive Abbildung Fj :
ker(A) — Yp und eine Projektion @ von X auf ker(A) entlang Xy. Wir setzen I := FyQ.
Nun gilt fir u € ker(A),zo € Xo: (A+F)(u+zo) = Au+ Fu+ Azo+ Fro = Fou+ Axy.
Diese Abbildung ist erneut bijektiv und kann deshalb invertiert werden.

i

Satz 4.17. Sei Q C C offen und zusammenhingend, W : Q — ®(X,Y) analytisch
und angenommen, dass W (X\g) ist invertierbar fir ein \g € Q, dann folgt, dass die
Menge E := {\ € Q : W(X) nicht invertierbar } hochstens abzdihlbar ist und keinen
Haufungspunkt in € hat.

Beweis. Da wir W () invertieren konnen gilt, dass ind(WW (\g)) gleich 0 ist. Aus Satz
4.10 folgt, dass ind(WW(.)) stetig ist. AuBerdem nimmt die Funktion nur Werte in Z an,
woraus folgt, dass sie konstant 0 ist. Sei \; € ) beliebig, dann gibt es nach dem vor-
herigen Lemma ein F' mit endlichem Rang, sodass (W (A1) + F) invertierbar ist. Nun
gibt es ein § > 0, sodass E(\) := W(A) + F invertierbar, fiir alle A € Us(\;). Es
gilt also: W(A\) = E(\) — F = E(A\)(I — E(\)"'F). Jetzt definieren wir uns folgende
Projektionen: P : X — X, entlang ker(F). @ := (I — P) die zweite Projektion. Da-
mit gilt P+ Q = I, PQ = 0. Wir erhalten folgende Aquivalenzen: (I — E(\)"'F) =
(I — E(\)"'FP), da die Projektion auf den Definitionsbereich von F nichts veréindert.
(I-E(\)™'FP)= (I-PE(\)'FP)(I-QE(\)~'FP) Die Gleichheit erhéllt man durch
ausmultiplizieren. Zur Vereinfachung definieren wir G()\) := (I — QFE(\)"'FP). Dieses
G()) ist invertierbar, da G(A)(I + QE(N\)"'FP) = I. Jetzt kénnen wir W () darstellen
als: E(N)(I — PE(A)'FP)G(A\). E(A) und G()) sind invertierbar, woraus folgt, dass
W () genau dann invertierbar ist, falls es (I — PE(X)"'FP) ist.

Sei Wy := (I — PE(A\)"'FP) | Xy. Der ganze Ausdruck ist invertierbar, wenn es W,
ist. X ist endlichdimensional, also gilt Xy = C™ und Wy(\) kann man daher als Matrix
darstellen. Wir wissen, dass Wy(A) genau dann invertierbar ist, wenn det(Wy(\)) # 0.
Da Wy analytisch war, ist es nach Lemma 1.11 auch det(Wy(.)). Es gilt nun entweder:
1. Fall: det(Ws (X)) = 0 fiir alle A € Us(\y).

2. Fall: {\ € Us(\) : det(IWy(A) = 0} ist hochstens abziahlbar und hat keinen Haufungs-
punkt im Inneren.

Fall 1 ist nicht moglich, da dann nicht einmal Wy(A;) invertierbar wére. Das bedeutet:
Fall 2 tritt ein und beweist den Satz.

g
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4.2 Essenzielles Spektrum

Das essenzielle Spektrum, oder auch das wesentliche Spektrum, ist das Spektrum beziig-
lich ®(X). Um dieses zu betrachten, miissen wir noch zeigen, dass die Fredholmopera-
toren eine Regularitét bilden.

Satz 4.18. Seien X,Y und Z Banachriume, A € B(X,Y) und B € B(Y, Z), dann gilt:

i) BA ist lower semi - Fredholm, dann ist B lower semi - Fredholm.
ii) BA ist upper semi - Fredholm, dann ist A upper semi - Fredholm.

iii) BA ist Fredholm, dann ist B lower semi - Fredholm und A upper semi - Fredholm.

Beweis.

i) Fiir BA lower semi - Fredhom gilt: f(BA) < oo aulerdem gilt noch: ran(BA) C
ran(B), was bedeutet, dass 5(B) < f(BA) < oo.

ii) Sei BA upper semi - Fredholm, damit folgt aus Satz 4.7, dass A* B* ein lower semi
- Fredholmoperator ist. Aus i) folgt, dass A* lower semi - Freholm ist und damit
folgt, dass A upper semi - Fredholm ist.

iii) Folgt aus i) und ii).

Korollar 4.19. &(X), &, (X) und ®_(X) sind Regularititen.

Beweis. A, B € B(X) und es gilt AB = BA.

=: Sei AB ein Fredholmoperator, so folgt aus dem vorherigen Satz, dass A lower semi -
Fredholm und B upper semi - Fredholm ist. Da aber auch BA ein Fredholmoperator ist
folgt auch, dass B lower semi - Fredholm und A upper semi - Fredholm ist. Damit sind
A und B sowohl lower - als auch upper semi - Fredholm, was sie zu Fredholmoperatoren
macht.

<: Nach Satz 4.8 ist das Produkt von zwei Fredholmoperatoren wieder ein Fredholm-
operator und damit gilt folgende Gleichung:

AB € ®(X) = Ac ®(X) und B € (X)

Nach Satz 2.4 folgt, dass ®(X) eine Regularitét ist. Der Beweis fiir &, (X) und ®_(X)
verlauft analog.

g

Nun, da wir wissen, dass es sich um Regularititen handelt, kénnen wir uns die zugeho-
rigen Spektra ansehen und versuchen, diese ndher zu beschreiben.
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Definition 4.20. Das essenzielle Spektrum o.(A) ist definiert als oox) = {A € C :
A— X\ & ®(X)}. Das essenzielle approximative Punktspektrum o,.(A) ist das zur Regu-
laritdt @, (X) zugehorige Spektrum. Das essenzielle surjektive Spektrum og.(A) ist das
Spektrum zugehorig zu ¢_(X).

Satz 4.21. Sei dim(X) = oo und A € B(X), dann ist das essenzielle Spektrum o.(A) #
0.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass das essenzielle Spektrum eines Operators A gleich dem
gewohnlichen Spektrum in der Calkin Algebra ist. A\ € o.(A) < A — X Fredholm
& [A] — M[I] invertierbar < A & o([A]). Daher gilt: 0.(A) = o([A]). Das gewiinsch-
te Resultat folgt aus der Tatsache, dass das gewohnliche Spektrum nicht leer ist.

g

Nach Lemma 2.9 und 2.10 kann man die Vereinigung und den Durchschnitt von Spek-
tren und den dazugehorigen Regularitédten bilden.

Korollar 4.22. Fir einen Operator A € B(X) gilt:
Oe(A) = 0pe(A) Uose(A). (8)

Beweis. Es gilt: ®(X) = &,(X) N P_(X), womit (7) aus Lemma 2.10 folgt.

g

Definition 4.23. Nach Lemma 2.9 gilt, dass &, (X) U ®_(X) wieder eine Regularitét
ist. Das zugehorige Spektrum wird o.; genannt.

Sei im Folgenden o, das stetige Spektrum.
Satz 4.24. Fir einen Operator A gilt: 0.(A) C 0e1(A) C 0re(A) C 0.(A) Co(A).

Beweis. Fiir A € 0.(A) gilt, dass ran(A — ) nicht abgeschlossen ist. Damit kann (A — \)
kein semi - Fredholmoperator sein, was dquivalent ist zu A € o.1(A). Aus der Tatsache,
dass (A — ) kein semi - Fredholmoperator folgt, dass (A — A) auch kein upper semi
- Fredholmoperator, oder anders ausgedriickt: A € 0.1(A) = A € 0.(A). Ein Opera-
tor der nicht upper semi - Fredholm ist, ist sicherlich auch nicht Fredholm. Damit gilt:
A € 0re(A) = A € g.(A). Schliefllich ist jedes Spektrum Teilmenge des gewthnlichen
Spektrums.

g

Bermerkt sei noch, dass man in der Kette in Satz 4.20 auf os.(A) statt o,.(A) anfiihren
konnte, wobei man den Beweis nicht verdndern brauchte.

Korollar 4.25. Die Regularititen ®(X), P, (X),P_(X) und &, (X)UP_(X) sind offen
und die zugehorigen Spektren erfiillen (P2).
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Beweis. Nach Satz 4.10 und der Tatsache, dass die Vereinigung von offenen Mengen
wieder offen ist, folgt, dass die oben aufgezihlten Regularitéiten offen sind. Aufgrund
von Satz 3.5 gilt, dass jedes der zugehorigen Spektren die Eigenschaft (P2) erfiillt.

i

Satz 4.26. Sei A ein beschrdnkter Operator, Q) eine offene, zusammenhdngende Menge
mit folgenden Eigenschaften: Q N o.(A) = 0, QN p(A) # 0, dann folgt, dass QN o(A)
hichstens abzdhlbar ist und keinen Hdufungspunkt in Q hat. Fir X\ aus diesem Durch-
schnitt gilt: X ist ein Figenwert mit endlicher Vielfachheit.

Beweis. Sei W(A)(z) := Az — Az, fir x € X, X € , dann ist W analytisch auf 2. Da
das essenzielle Spektrum nicht geschnitten wird, ist W () Fredholm fiir alle A. Da Q und
p(A) nichtleeren Schnitt haben, gibt es ein Ao, sodass A — Ay beziehungsweise W (o)
invertierbar ist. Aus Satz 4.17 folgt, dass die Menge © N o(A) oder anders formuliert
{\ € Q: W(A) nicht invertierbar } hochstens abzihlbar ist und keinen Haufungspunkt
in 2 hat. Fir den Index von W(A) gilt, dass er konstant 0 ist, fiir alle A\ € Q. Fiir
A € QNo(A) folgt jedoch, dass entweder o oder 3 von (A — A\)0 ungleich 0 sind. Aus
einem Index von 0 folgt, dass « = 5. Damit muss auf jeden Fall gelten, dass a(A—\) # 0
und damit ker(A—\) < oo. Das bedeutet, dass es sich bei A um einen Eigenwert handelt,
welcher aufgrund der Fredholmeigenschaft nur endliche Vielfachheit haben kann.

t

Satz 4.27. Die Spektren der Regularititen ®(X), @ (X), P_(X) und ¢, (X)U d_(X)
sind unter kompakten Stérungen invariant. Sei o eines dieser Spektren, A € B(X),
K € K(X), dann gilt:

oc(A+ K)=0(A)
Beweis. Wir beweisen diesen Satz fiir 0., die anderen Beweise verlaufen analog. Sei
A & 0.(A), dann ist A — X ein Fredholmoperator und nach Satz 4.12 ist das dquivalent
dazu, dass A — A + K Fredholm ist. Das bedeutet, dass A € 0(A + K).

g
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4.3 Browder Spektrum

Sei Ry(X) die Menge aller Fredholmoperatoren mit den Eigenschaften, dass 7" invertier-
bar ist oder 0 ein isolierter Punkt in o(7") ist.

Definition 4.28. Sei 7' € B(X), dann sei N(7T') := ker(T") und R(T') := ran(T).
N> ="y N(T™) und R>™ := (., R(T™)

Lemma 4.29. Fir einen Operator T € B(X) gilt: T € Ry(X) genau dann, wenn es
eine Zerlegung von X gibt, sodass X = X1 & Xy, T(X;) C X, (1 = 1,2),dim(X;) < oo,
o(T ] X1) C{0} und T' | Xo ist invertierbar.

Beweis.

=" Fir T € Ro(X) sei: Xy = N*°(T) und Xy = R*(T). Aufgrund der Definition
gilt, dass sowohl X als auch X, invariant bzgl. T sein miissen. Um zu zeigen, dass X;
endlichdimensional ist benotigt man die so genannte Kato Zerlegung, welche hier nicht
ausgefiihrt wird. Man findet den Beweis in [1] auf Seite 164. Im Gegensatz dazu ist klar,
dass das Spektrum von T' | X; Teilmenge von {0} ist. T' | X5 ist invertierbar, da mindes-
tens der Kern von T herausfaktorisiert wurde und damit gilt ker(7") = {0}: AuBlerdem

ist die Abbildung surjektiv, da X5 der Durchschnitt der Bilder von T™ ist.

7<": Angenommen wir héitten eine Zerlegung X = X;®X,. Dann gilt o(7T") = dim(ker(7)) <
dim(X;) < 0o. Xy ist invertierbar und damit surjektiv, damit folgt: 5(T") = dim(Y/ ran(7)) <
dim(X;) < co. Wir wissen nun, dass 7' Fredholm ist. Angenommen dim(X;) = 0, dann
folgt daraus, dass 7' invertierbar ist. Andernfalls gilt: 0 € o(T"). Aber es gilt auch

0 € o(T | Xy). Da das Spektrum o(.) abgeschlossen ist, muss gelten, dass 0 ein iso-
lierter Punkt in o(7T) ist.

4

Lemma 4.30. Sei A eine Banachalgebra, a,b € A und es gelte ab = ba, dann gilt:
o(ab) C o(a) - o(b)

Beweis. Der zugehorige Beweis benotigt noch zusétzliche Theorie iiber kommutative
Banachalgebren und wird deshalb hier nicht aufgefithrt. Er ist in [1] auf Seite 20 zu
finden.

Satz 4.31. Ro(X) ist eine Regularitdt.

Beweis. Um zu zeigen, dass Ry(X) eine Regularitét ist, bemiithen wir erneut Satz 2.4.
7<" Sei angenommen a,b € Ry(X) und es gilt ab = ba. Nach Satz 4.8 ist ab wieder ein
Fredholmoperator. Nach Lemma 4.30 gilt folgende Gleichung: o(ab) C o(a) - o(b), und
da fiir a als auch b gilt, dass entweder 0 nicht im Spektrum liegt, oder 0 ein isolierter
Punkt ist, folgt, dass genau das auch fiir ab gelten muss, was bedeutet, dass ab in Ry(X)
liegt.

"=": Sei ab € Ry(X). Dann gilt nach Lemma 4.29 : X = N*°(ab) & R*>*(ab). Da N*°(ab)
endlichdimensional ist und da ab | R*°(ab) invertierbar ist, folgt, dass nach dem glei-
chen Argument wie in Beispiel 2.5 2)a | R*(ab) invertierbar ist. Sei M der Eigenraum
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zu allen von 0 verschiedenen Spektralpunkten des Operators a | N*(ab). Da N*(ab)
endlichdimensional ist, folgt, dass M der Eigenraum zu endlich vielen Eigenwerten ist.
Damit kann man X folgendermafien zerlegen: X = N*°(a) & (R*(ab) & M). Es gilt:
N*®(a) € N*(ab) Damit ist N*°(a) auch endlichdimensional. Nach Definition von M
und der Tatsache, dass a | R*(ab) invertierbar ist, folgt, dass a | (R>*(ab) & M) inver-
tierbar ist. Aus Lemma 4.29 folgt, dass a in Ro(X) liegt. Es gilt ab = ba und damit folgt
nach dem gleichen Prinzip, dass auch b in Ry(X) liegt.

g

Definition 4.32. Das zu Ry(X) zugehorige Spektrum og, wird Browder Spektrum
genannt.

Satz 4.33. Ro(X) ist offen.

Beweis. Sei A € Ry(X). Da A Fredholm ist, gibt es ein € > 0, sodass fiir beschriankte
Operatoren B mit ||B|| < e nach Satz 4.10 gilt, dass A + B wieder Fredholm ist. A ist
auBerdem invertierbar oder 0 ist ein isolierter Punkt von o(A), was bedeutet, dass es ein
do > 0 gibt, sodass Uss, (0) N o(A) C {0}. Zusitzlich besitzen sowohl das gewdhnliche
Spektrum als auch das essenzielle Spektrum die Eigenschaft (P2), also Halbstetigkeit von
oben. Daraus folgt, dass es ein § gibt und sei B ein beschrankter Operator mit ||B|| <
so, dass folgendes gilt:

o(A+B) CUs(0)U{z:|z| > 26}

o.(A+ B) C {z:|z| > 25}

Daraus folgt, dass A + B entweder invertierbar ist, oder 0 € (A + B)\o.(A + B). Aus
Lemma 4.22 folgt, dass in diesem Fall 0 ein isolierter Punkt mit endlicher Vielfachheit
ist. Insgesamt folgt daraus, dass A + B wieder in Ry(X) liegt.

O
Korollar 4.34. Das Browder Spektrum erfillt Eigenschaft (P2).

Beweis. Dies folgt aus der Tatsache, dass Ry(X) offen ist.
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