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durch
Kim Lindner

26.4.2018

1



Inhaltsverzeichnis

1 Holomorphie auf Cr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2 Stetige Funktionen auf W (T ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3 Anhang . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2



1 Holomorphie auf Cr

Bekanntlicherweise ist eine auf einem offenen D ⊆ C definierte Funktion f : D → C
genau dann holomorph, wenn sie sich lokal um jeden Punkt w ∈ D als Grenzfunktion
einer Potenzreihe darstellen lässt. Dieses Konzept lässt sich auch in Cr umsetzen. Dazu
benötigen wir den Begriff einer Potenzreihe auf D ⊆ Cr. Wir setzen N0 := N ∪ {0}.
In diesem Kapitel sei Cr immer mit der Maximumsnorm ‖z‖∞ := max

i=1,...,r
|zi| versehen.

Die offene Kugel mit Radius R um einen Punkt w ∈ Cr sei mit UR(w) := {z ∈ Cr :
‖z − w‖∞ < R} bezeichnet.

Definition 1.1 Zu einer nichtleeren Menge M sei E = E(M) die Menge aller endlichen
Teilmengen von M . Mit der Mengeninklusion als Relation wird (E ,⊆) zu einer gerichteten
Menge. Sind aj ∈ C für alle j ∈ M , so heißt die Reihe

∑
j∈M aj unbedingt konvergent,

falls das Netz (
∑

j∈A aj)A∈E konvergiert. In diesem Fall setzen wir∑
j∈M

aj = lim
A∈E

∑
j∈A

aj.

Bemerkung 1.2 Auf dem Maßraum (M,P(M), ζ) ist eine Funktion a : M → C genau
dann bezüglich dem Zählmaß ζ auf der Potenzmenge von M integrierbar, wenn die Reihe∑

j∈M aj im Sinne von Definition 1.1 konvergiert. In diesem Fall gilt (siehe Bem. 15.2.11
in [ANA3]) ∑

j∈M

aj =

∫
M

aj dζ(j).

Definition 1.3 Sind am ∈ C, z ∈ Cr, m ∈ Nr
0, so nennt man mit der Bezeichnung

zm := zm1
1 · · · zmr

r die komplexwertige Reihe, ob konvergent oder nicht,

f(z) =
∑
m∈Nr

0

am(z − w)m

eine Potenzreihe in mehreren Variablen mit Anschlussstelle in w ∈ Cr.

Definition 1.4 Eine auf einem offenen D ⊆ Cr definierte Funktion f : D → C heißt
holomorph, falls sie sich lokal um jeden Punkt als eine Potenzreihe in mehreren Varia-
blen darstellen lässt. Das heißt zu jedem w ∈ D gibt es eine offene Kugel UR(w) und
Koeffizienten am ∈ C, sodass

f(z) =
∑
m∈Nr

0

am(z − w)m

im Sinne von Definition 1.1 für alle z ∈ UR(w).

Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass die Hintereinanderausführung einer holomorphen Funk-
tion in mehreren Variablen mit einer holomorphen Funktion in einer Variable wieder eine
holomorphe Funktion in mehreren Variablen ist. Diese Tatsache werden wir später in
einem Beweis benötigen. Zunächst machen wir dafür einige Vorarbeiten.
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Lemma 1.5 Sind X ein kompakter topologischer Raum und Y ein Hausdorff-Raum und
f : X → Y eine stetige, bijektive Funktion, so ist die Umkehrfunktion von f auch stetig.

Beweis. Siehe zum Beipiel Korollar 12.11.9 in [ANA2]. 2

Lemma 1.6 Ist (Kn)n∈N eine Folge von Teilmengen in Cr mit Kn ⊆ K◦n+1 und⋃
n∈N

Kn = D ⊆ Cr, und f : D → C eine Funktion, sodass f |Kn stetig ist für alle n ∈ N,

dann ist f stetig.

Beweis. Sind zn, z ∈ D mit lim
n→∞

zn = z, dann ist z ∈ K◦m für ein m ∈ N. Es gibt ein

N ∈ N mit zn ∈ K◦m ⊆ Km für alle n ≥ N . Damit ist (zn)n≥N eine Folge in Km mit
lim
n→∞

zn = z. Zusammen mit der Stetigkeit von f |Km folgt lim
n→∞

f(zn) = f(z). 2

Lemma 1.7 Ist f(z) =
∑

m∈Nr
0
am(z−w)m eine Potenzreihe in mehreren Variablen, die

in einem Punkt z̃ mit z̃j 6= wj für alle j = 1, . . . , r konvergiert, dann konvergiert sie auf
jeder abgeschlossenen Kugel KR(w) mit R < min

1≤j≤r
|z̃j − wj| absolut als Funktionenreihe.

Beweis. Aus der unbedingten Konvergenz von f(z̃) folgt die unbedingte Konvergenz von∑
m∈Nr

0
|am(z̃ − w)m|; siehe Satz 5.4.4 in [ANA1].

Setzen wir ‖am(z − w)m‖∞,R := sup
z∈KR(w)

‖am(z − w)m‖∞, dann gilt

∑
m∈Nr

0

‖am(z − w)m‖∞,R ≤
∑
m∈Nr

0

|am|Rm1+···+mr

≤
∑
m∈Nr

0

|am|( min
1≤j≤r

|z̃j − wj|)m1+···+mr ≤
∑
m∈Nr

0

|am(z̃ − w)m| < +∞,

was zu zeigen war. 2

Satz 1.8 Ist R > 0 und f(z) =
∑

m∈Nr
0
am(z − w)m eine für alle z ∈ UR(w) konvergente

Potenzreihe in mehreren Variablen, so ist f stetig auf UR(w).

Beweis. Für k ∈ N mit
1

k
< R konvergiert f auf KR− 1

k
(w) nach Lemma 1.7 mit

z̃ = w + (R − 1

k + 1
, . . . , R − 1

k + 1
) absolut als Funktionenreihe und konvergiert daher

auch gleichmäßig. Ist (zn)n∈N eine Folge in KR− 1
k
(w) mit lim

n→∞
zn = z, so folgt mit Satz

8.7.1 in [ANA2]

lim
n→∞

f(zn) = lim
n→∞

∑
m∈Nr

0

am(zn − w)m

=
∑
m∈Nr

0

lim
n→∞

am(zn − w)m =
∑
m∈Nr

0

am(z − w)m = f(z)

Nach Lemma 1.6 ist f stetig auf UR(w). 2

4



Satz 1.9 Sei f(z) =
∑

m∈Nr
0
amz

m eine Potenzreihe auf UR(0) und w = (w1, . . . , wr) ∈
UR(0), j ∈ {1, . . . , r} fest. Betrachte die Abbildung
Wj : UC

R(0) → UR(0) : z 7→ (w1, . . . , wj−1, z, wj+1, . . . , wr). Dann ist f ◦Wj auf UC
R(0)

beliebig oft komplex differenzierbar mit der Ableitung

∂k

∂zk
f(Wj(z)) =

∞∑
n=0

( ∑
m∈Nr

0

mj=n+k

am
(n+ k)!

n!

∏
i 6=j

wmi
i

)
zn.

Zudem ist

∂k

∂zkj
f(w) :=

∂k

∂zk
f(Wj(z))

∣∣∣
z=wj

=
∑
m∈Nr

0

am+kej

(m+ kej)!

m!
wm, (1)

eine auf UR(0) konvergente Potenzreihe, wobei ej den j-ten kanonischen Einheitsektor in
Nr

0 bezeichnet und m! := m1! · · · · ·mr! für m ∈ Nr
0.

Beweis. Wegen Wj(z) ∈ UR(0) konvergiert∑
m∈Nr

0

amz
mj

∏
i 6=j

wmi
i =

∑
m∈Nr

0

amWj(z)m für alle z ∈ UC
R(0).

Partitioniert man Nr
0 in Nr

0 =
⋃̇
n∈N0

{m ∈ Nr
0 : mj = n}, dann folgt aus Proposition 5.4.8

in [ANA1]∑
m∈Nr

0

amWj(z)m =
∑
n∈N0

∑
m∈Nr

0

mj=n

amz
mj

∏
i 6=j

wmi
i =

∞∑
n=0

(∑
m∈Nr

0

mj=n

am
∏
i 6=j

wmi
i

)
zn.

Damit ist z 7→
∑
m∈Nr

0

amWj(z)m eine klassische, auf UC
R(0) ⊆ C definierte Potenzreihe der

Form
∞∑
n=0

bnz
n, mit bn =

∑
m∈Nr

0

mj=n

am
∏
i 6=j

wmi
i , welche bekanntlich beliebig oft differenzierbar

mit der Ableitung
∂k

∂zk

∑
m∈Nr

0

amWj(z)m =
∞∑
n=0

∑
m∈Nr

0

mj=n+k

am(
∏
i 6=j

wmi
i )

(n+ k)!

n!
zn ist. Die Ab-

leitungen besitzen denselben Konvergenzradius und sind daher auf UC
R(0) wohldefiniert.

Mit einer Indexverschiebung und Proposition 5.4.8 erhalten wir

∂k

∂zk
f(Wj(z))

∣∣∣
z=wj

=
∞∑
n=0

∑
m∈Nr

0

mj=n+k

am(
∏
i 6=j

wmi
i )

(n+ k)!

n!
wnj

=
∞∑
n=0

∑
m∈Nr

0

mj=n

am+kej(
∏
i 6=j

wmi
i )

(mj + k)!

mj!
w
mj

j
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Wegen Satz 5.4.4 in [ANA1] konvergiert die Reihe
∑

m∈Nr
0
|amWj(z)m| für alle z ∈ UC

R(0),

womit z 7→
∑

m∈Nr
0
|am

∏
i 6=j w

mi
i |zmj auf UC

R(0) definiert. Wir erhalten analog die unbe-

dingte Konvergenz von
∞∑
n=0

∑
m∈Nr

0

mj=n+k

|am+kej

∏
i 6=j

wmi
i

(mj + k)!

mj!
w
mj

j | und es folgt

∂k

∂zk
f(Wj(z))

∣∣∣
z=wj

=
∑
m∈Nr

0

am+kej

(m+ kej)!

m!
wm.

Da w ∈ UR(0) beliebig war, ist

∂k

∂zkj
f(w) :=

∂k

∂zk
f(Wj(z))

∣∣∣
z=wj

=
∑
m∈Nr

0

am+kej

(m+ kej)!

m!
wm

eine auf UR(0) definierte Potenzreihe in mehreren Variablen.
2

Definition 1.10 Eine Funktion f : D → C, mit einem offenen D ⊆ Cr, heißt komplex
partiell differenzierbar, falls für alle w ∈ D, j ∈ {1, . . . , r} der Ausdruck f ◦Wj in wj
komplex differenzierbar ist. In diesem Fall schreiben wir

∂

∂zj
f(w) :=

∂

∂z
f(Wj(z))

∣∣∣
z=wj

, w ∈ D.

Sie ist unendlich oft komplex partiell differenzierbar, falls für alle n ∈ N und Indizes
ji ∈ {1, . . . , r}, i = 1, . . . , n die Funktion

∂

∂zjn
. . .

∂

∂zj1
f

auf D existiert.

Für Potenzreihen in mehreren Variablen gilt ein zum Satz von Schwarz ähnliches Resultat.

Korollar 1.11 Ist f(z) =
∑

m∈Nr
0
amz

m eine Potenzreihe definiert auf UR(0), dann ist f
unendlich oft komplex partiell differenzierbar, und es gilt

∂

∂zi

( ∂
∂zj

f
)

=
∂

∂zj

( ∂
∂zi

f
)

für alle i, j ∈ {1, . . . , r}.

Beweis. Nach Satz 1.9 ist f partiell differenzierbar. Setzen wir bm = am+ej

(m+ ej)!

m!
,

dann ist
∂

∂zj
f(z) =

∑
m∈Nr

0

bmz
m eine Potenzreihe auf UR(0) und selbiger Satz liefert

∂

∂zi

( ∂
∂zj

f
)
(z) =

∑
m∈Nr

0

bm+ei

(m+ ei)!

m!
zm =

∑
m∈Nr

0

am+ei+ej

(m+ ei + ej)!

m!
zm
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Wiederholt man diese Prozedur in umgekehrter Reihenfolge, das heißt man bildet zuerst
∂

∂zi
f und dann

∂

∂zj

( ∂
∂zi

f
)
, so erhalten wir genauso

∂

∂zj

( ∂
∂zi

f
)
(z) =

∑
m∈Nr

0

am+ei+ej

(m+ ei + ej)!

m!
zm.

Somit gilt
∂

∂zi

( ∂
∂zj

f
)

=
∂

∂zj

( ∂
∂zi

f
)

für alle i, j ∈ {1, . . . , r}, wobei beide Grenzfunktionen

auf UR(0) definiert sind. Da jede partielle Ableitung von f die Voraussetzung von Satz
1.9 erfüllt, ist f unendlich oft differenzierbar.

2

Bemerkung. Induktiv folgt, dass es bei Ableitungen höherer Ordnung nicht darauf an-
kommt, in welcher Reihenfolge differenziert wird.

Folgende Definition wird durch die letzten beiden Sätze gerechtfertigt.

Definition 1.12 Ist f(z) =
∑

m∈Nr
0
amz

m eine Potenzreihe und α ∈ Nr
0, dann definieren

wir

f (α)(z) :=
∂α1

∂zα1
1

. . .
∂αr

∂zαr
r

f(z) =
∑
m∈Nr

0

am+α
(m+ α)!

m!
zm.

Satz 1.13 Die Koeffizienten einer Potenzreihendarstellung sind eindeutig; gilt also

f(z) =
∑
m∈Nr

0

amz
m =

∑
m∈Nr

0

bmz
m für alle z ∈ UR(0), dann folgt am = bm für alle m ∈ Nr

0.

Beweis. Für ein festes α ∈ Nr
0 gilt nach Satz 1.9

f (α)(z) =
∑
m∈Nr

0

am+α
(m+ α)!

m!
zm =

∑
m∈Nr

0

bm+α
(m+ α)!

m!
zm

und daher f (α)(0) = aαα! = bαα!, das heißt aα = bα. Da α ∈ Nr
0 beliebig war, folgt

am = bm für alle m ∈ Nr
0.

2

Bemerkung. Die bisherigen Resultate gelten auch entsprechend für Potenzreihen der
Form

∑
m∈Nr

0
am(z − w)m.

Im Folgenden setzen wir
∏

m :=
r∏
i=1

{1, . . . ,mi} für ein m ∈ Nr
0.

Lemma 1.14 Sind xm, ym, zm, m ∈ Nr
0 komplexe Zahlen, sodass

∑
m∈Nr

0

∑
k∈

∏
m

|xmykzm−k|

unbedingt konvergiert, dann konvergiert auch
∑
k∈Nr

0

∑
m∈Nr

0

xm+kykzm unbedingt und es gilt

∑
m∈Nr

0

∑
k∈

∏
m

xmykzm−k =
∑
k∈Nr

0

∑
m∈Nr

0

xm+kykzm.
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Beweis. Setzen wir xm, ym, zm auf Zr mit 0 fort, so gilt mit Bemerkung 1.2∑
m∈Nr

0

∑
k∈

∏
m

xmykzm−k =
∑
m∈Zr

∑
k∈Zr

xmykzm−k =

∫
Zr

∫
Zr

xmykzm−k dζ(k)dζ(m) (2)

Aus der unbedingten Konvergenz von
∑
m∈Nr

0

∑
k∈

∏
m

|xmykzm−k| folgt

∫
Zr

∫
Zr

|xmykzm−k| dζ(k)dζ(m) <∞.

Für festes k ∈ Zr ist die Transformation T (m) = m− k eine Bijektion auf Zr und es gilt
ζT−1 = ζ. Mit dem Transformationssatz und dem Satz von Fubini stimmt (2) überein
mit∫
Zr

∫
Zr

xmykzm−k dζ(k)dζ(m) =

∫
Zr

∫
Zr

xmykzm−k dζ(m)dζ(k) =

∫
Zr

∫
Zr

xm+kykzm dζ(m)dζ(k)

=
∑
k∈Zr

∑
m∈Zr

xm+kykzm =
∑
k∈Nr

0

∑
m∈Nr

0

xm+kykzm.

2

Eine leichte Verallgemeinerung von Korollar 5.4.11 in [ANA1] ist

Lemma 1.15 Sind
∑
n∈N0

a1,n, . . . ,
∑
n∈N0

ap,n unbedingt konvergente Reihen, dann gilt

p∏
i=1

∑
n∈N0

ai,n =
∑
m∈Np

0

p∏
i=1

ai,mi
.

Satz 1.16 Sei f(z) =
∑
m∈Nr

0

am(z − z0)m eine Potenzreihe definiert auf UR(z0). Sind w ∈

UR(z0) und ε > 0 mit Uε(w) ⊆ UR(z0), dann konvergiert
∑
m∈Nr

0

f (m)(w)

m!
(z − w)m für jedes

z ∈ Uε(w) und es gilt f(z) =
∑
m∈Nr

0

f (m)(w)

m!
(z − w)m.

Beweis. Mit der binomischen Formel und Lemma 1.15 erhalten wir

f(z) =
∑
m∈Nr

0

am(z − z0)m =
∑
m∈Nr

0

am

r∏
i=1

((zi − wi) + (wi − z0,i))mi

=
∑
m∈Nr

0

am

r∏
i=1

mi∑
k=0

(
mi

k

)
(zi − wi)k(wi − z0,i)mi−k

=
∑
m∈Nr

0

am
∑
k∈

∏
m

r∏
i=1

(
mi

ki

)
(zi − wi)ki(wi − z0,i)mi−ki

=
∑
m∈Nr

0

∑
k∈

∏
m

amm!
(z − w)k

k!

(w − z0)m−k

(m− k)!
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Der maximal wählbare Radius ist ε = R − ‖w − z0‖, denn für jeden größeren Radius
ρ > ε wäre die Kugel Uρ(w) nicht mehr in UR(z0) enthalten. Für ein festes z ∈ Uε(w)
gilt ‖z − z0‖ ≤ ‖z − w‖ + ‖w − z0‖ < R. Sei n ∈ N hinreichend groß, sodass c :=

‖z − w‖+ ‖w − z0‖+
1

n
< R. Nach Lemma 1.7 mit z̃ = z0 + (c, . . . , c) ∈ UR(z0) erhalten

wir insbesondere die unbedingte Konvergenz von
∑
m∈Nr

0

|am(z − z0)m| im Punkt z = z0 +

(c− 1

n
, . . . , c− 1

n
) ∈ Kc− 1

n
(z0). Wegen

∑
k∈

∏
m

∣∣∣amm!
(z − w)k

k!

(w − z0)m−k

(m− k)!

∣∣∣ = |am|
r∏
i=1

(|zi − wi|+ |wi − z0,i|)mi

≤ |am|(c−
1

n
, . . . , c− 1

n
)m für alle m ∈ Nr

0

folgt die unbedingte Konvergenz von
∑
m∈Nr

0

∑
k∈

∏
m

∣∣∣amm!
(z − w)k

k!

(w − z0)m−k

(m− k)!

∣∣∣. Lemma 1.14

angewendet auf xm = amm!, ym =
(z − w)m

m!
, zm =

(w − z0)m

m!
ergibt

f(z) =
∑
k∈Nr

0

∑
m∈Nr

0

am+k(m+ k)!
(z − w)k

k!

(w − z0)m

m!

=
∑
k∈Nr

0

1

k!

∑
m∈Nr

0

am+k
(m+ k)!

m!
(w − z0)m(z − w)k =

∑
k∈Nr

0

f (k)(w)

k!
(z − w)k.

2

Folgerung. Die Grenzfunktion einer Potenzreihe in mehreren Variablen, definiert auf
einer offenen Kugel, ist holomorph.

Satz 1.17 Folgende Aussagen über eine Funktion f : D → C, D ⊆ Cr offen, sind
äquivalent:

a) f ist holomorph.

b) f ist stetig und komplex partiell differenzierbar.

Beweis. a)⇒ b): Diese Richtung folgt aus Satz 1.8 und 1.9.
b) ⇒ a): Sei w ∈ C beliebig. Wähle ein ε > 0, sodass Kε(w) ⊆ D. Wir zeigen, dass
f die Grenzfunktion einer Potenzreihe auf Uε(w) ist. Daraus erhalten wir unmittelbar
die Holomorphie von f . Aus der partiellen Differenzierbarkeit von f in zr folgt mit der
Cauchyschen Integralformel für ein z ∈ Uε(w) wegen |zr − wr| < ε

f(z1, . . . , zr) =
1

2πi

∫
|ζr−wr|=ε

f(z1, . . . , zr−1, ζr)

ζr − zr
dζr
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Für f(z1, . . . , zr−1, ζr) erhalten wir analog

f(z1, . . . , zr−1, ζr) =
1

2πi

∫
|ζr−1−wr−1|=ε

f(z1, . . . , zr−2, ζr−1, ζr)

ζr−1 − zr−1
dζr−1,

und daher

f(z1, . . . , zr) =
( 1

2πi

)2 ∫
|ζr−wr|=ε

∫
|ζr−1−wr−1|=ε

f(z1, . . . , zr−2, ζr−1, ζr)

(ζr−1 − zr−1)(ζr − zr)
dζr−1dζr.

Induktiv erhalten wir

f(z1, . . . , zr) =
( 1

2πi

)r ∫
|ζr−wr|=ε

· · ·
∫

|ζ1−w1|=ε

f(ζ1, . . . , ζr)

(ζ1 − z1) . . . (ζr − zr)
dζ1 . . . dζr. (3)

Für ein ζ ∈ Uε(w) mit |ζj−wj| = ε, j = 1, . . . , r, gilt
∣∣∣zj − wj
ζj − wj

∣∣∣ < 1 für alle j ∈ {1, . . . , r}.

Daher gilt mit Lemma 1.15

1

(ζ − z)(1,...,1)
=

1

(ζ1 − w1 − (z1 − w1)) . . . (ζr − wr − (zr − wr))

=
1

(ζ1 − w1) . . . (ζr − wr)(1− z1−w1

ζ1−w1
) . . . (1− zr−wr

ζr−wr
)

=
1

(ζ − w)(1,...,1)

∞∑
n=0

(z1 − w1

ζ1 − w1

)n
. . .

∞∑
n=0

(zr − wr
ζr − wr

)n
=

1

(ζ − w)(1,...,1)

∑
m∈Nr

0

(z − w
ζ − w

)m
=
∑
m∈Nr

0

(z − w)m

(ζ − w)m+(1,...,1)
.

Da f stetig ist, ist f auf Kε(w) durch ein gewisses M > 0 beschränkt. Wir erhalten wegen∣∣∣f(ζ)
(z − w)m

(ζ − w)m+(1,...,1)

∣∣∣ ≤M
|(z − w)m|
ε|m|+r

die absolute Konvergenz von
∑

m∈Nr
0
f(ζ) (z−w)m

(ζ−w)m+(1,...,1) als Funktionenreihe in ζ, da∑
m∈Nr

0

|(z−w)m|
ε|m|

das Produkt von r vielen, endlichen geometrischen Reihen ist. Insbe-

sondere ist
f(ζ)

(ζ − z)(1,...,1)
gleichmäßiger Grenzwert von

∑
m∈Nr

0
f(ζ) (z−w)m

(ζ−w)m+(1,...,1) . Mit (3)

erhalten wir schließlich

f(z) =
( 1

2πi

)r ∫
|ζr−wr|=ε

· · ·
∫

|ζ1−w1|=ε

∑
m∈Nr

0

f(ζ)
(z − w)m

(ζ − w)m+(1,...,1)
dζ1 . . . dζr

=
∑
m∈Nr

0

(( 1

2πi

)r ∫
|ζr−wr|=ε

· · ·
∫

|ζ1−w1|=ε

f(ζ)

(ζ − w)m+(1,...,1)
dζ1 . . . dζr

)
(z − w)m.

2

Mit diesem Resultat können wir Korollar 1.11 verschärfen.
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Korollar 1.18 Ist f : D → C, mit einem offenen D ⊆ Cr, stetig und komplex par-
tiell differenzierbar, dann ist f unendlich oft differenzierbar, wobei Ableitungen höherer
Ordnung nicht von der Differentationsreihenfolge abhängen. Zudem sind alle partiellen
Ableitungen holomorph.

Beweis. Nach dem letzten Satz ist f holomorph und daher um jeden Punkt w ∈ D lokal
die Grenzfunktion einer Potenzreihe. Gemäß Korollar 1.11 ist f lokal um w unendlich
oft partiell differenzierbar, wobei jede Ableitung nicht von der Differentationsreihenfolge
abhängt und wieder eine Potenzreihe ist. Somit existieren alle partiellen Ableitungen und
sind holomorph.

2

Satz 1.19 Sind f : D → C, g : E → C, D ⊆ C offen, E ⊆ Cr offen, mit g(E) ⊆ D, f
und g holomorph, so ist auch f ◦ g holomorph. Insbesondere ist die Komposition zweier
Potenzreihen wieder eine Potenzreihe. Die Koeffizienten sind gegeben durch

c(0,...,0)T = b0, ck =

|k|∑
n=1

∑
M∈Ak

bn

n∏
j=1

ãMdj für k 6= (0, . . . , 0)T , (4)

wobei ãk =

{
0 , k = 0
ak , k 6= 0.

Beweis. Zu einem x ∈ E gibt es R1 > 0, R > 0 mit UR(g(x)) ⊆ D, UR1(x) ⊆ E,

sodass f(w) =
∑
n∈N0

bn(w − g(x))n für alle w ∈ UR(g(x)) und g(y) =
∑
m∈Nr

0

am(y − x)m

für alle y ∈ UR1(x). Die Funktion g̃ :=
(
y 7→ g(x) +

∑
m∈Nr

0

m6=(0,...,0)T

|am|(y − x)m
)

ist we-

gen Lemma 1.7 auf UR1(x) wohldefiniert und gemäß Satz 1.8 stetig, daher gibt es ein
ε ∈ (0, R1], sodass g̃(Uε(x)) ⊆ UR(g̃(x)) = UR(g(x)), womit die Komposition f(g̃(y)) =∑
n∈N0

bn
( ∑

m∈Nr
0

m6=(0,...,0)T

|am|(y − x)m
)n

für alle y ∈ Uε(x) wohldefiniert ist. Für y ∈ Uε(x) ist

auch ỹ := x+ (‖y − x‖ , . . . , ‖y − x‖) ∈ Uε(x). Wegen

|g(y)− g(x)| = |
∑
m∈Nr

0

am(y − x)m − g(x)| = |
∑
m∈Nr

0

am(y − x)m − a(0,...,0)T |

≤
∑
m∈Nr

0

m 6=(0,...,0)T

|am(y − x)m| ≤ |g̃(ỹ)− g(x)| < ε

ist auch f ◦g auf Uε(x) wohldefiniert. Wir setzen zur Vereinfachung o.B.d.A. a(0,...,0)T = 0
und z = y − x.
Für m1, . . . ,mr ∈ Nr

0 setzen wir M = (m1, . . . ,mn) ∈ Nr×n
0 . Weiters seien dj ∈ Nn

0 ,
ei ∈ Nr

0 die kanonischen Einheitsbasisvektoren in den entsprechenden Räumen. Zudem

11



definieren wir |(a1, . . . , ak)| =
k∑
i=1

ai für (a1, . . . , ak) ∈ Rk.

Aus der unbedingten Konvergenz von
∑
m∈Nr

0

|amzm| folgt durch wiederholtes anwenden von

Korollar 5.4.11 in [ANA1] für y ∈ Uε(x)

f(g(y)) =
∑
n∈N0

bn(
∑
m∈Nr

0

amz
m)n = b0 +

∑
n∈N

bn
∑
m1∈Nr

0

· · ·
∑
mn∈Nr

0

n∏
j=1

amj
zmj

= b0 +
∑
n∈N

bn
∑

M∈Nr×n
0

n∏
j=1

aMdjz
Mdj , (5)

wobei der Ausdruck
∑

M∈Nr×n
0

n∏
j=1

aMdjz
Mdj wegen des gleichen Satzes unbedingt konvergiert.

Es gilt
n∏
j=1

zMdj = zm11
1 zm21

2 . . . zmr1
r zm12

1 . . . zmr2
r . . . . . . zm1n

1 . . . zmrn
r =

r∏
i=1

z
|eTi M |
i . Damit

stimmt (5) überein mit

b0 +
∑
n∈N

bn
∑

M∈Nr×n
0

n∏
j=1

aMdj

r∏
i=1

z
|eTi M |
i . (6)

Setzen wir Ak = {M ∈ Nr×n
0 : |eTi M | = ki für alle i = 1, . . . r}, k ∈ Nr

0, dann ist

Nr×n
0 =

⋃
k∈Nr

0

Ak.

Ist M ∈ Ak1∩Ak2 , dann gilt k1,i = |eTi M | = k2,i für alle i = 1, . . . , r, woraus k1 = k2 folgt.
Also sind die Ak paarweise disjunkt und bilden eine Partition von Nr×n

0 . Für jedes n ∈ N

ist
∑

M∈Nr×n
0

n∏
j=1

aMdj

r∏
i=1

z
|eTi M |
i unbedingt konvergent. Somit folgt aus Proposition 5.4.8 in

[ANA1]

∑
M∈Nr×n

0

n∏
j=1

aMdj

r∏
i=1

z
|eTi M |
i =

∑
k∈Nr

0

∑
M∈Ak

n∏
j=1

aMdj

r∏
i=1

z
|eTi M |
i ,

Analog erhalten wir aus der unbedingten Konvergenz der Potenzreihendarstellung von
f ◦ g̃ auf Uε(x)

∑
n∈N

|bn(
∑
m∈Nr

0

|amzm|)n| =
∑
n∈N

∑
k∈Nr

0

∑
M∈Ak

|bn
n∏
j=1

aMdj

r∏
i=1

z
|eTi M |
i |
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Daher stimmt (6) wegen (5.19) in [ANA1] überein mit

b0 +
∑
n∈N

∑
k∈Nr

0

∑
M∈Ak

bn

n∏
j=1

aMdj

r∏
i=1

z
|eTi M |
i

= b0 +
∑
k∈Nr

0

∑
n∈N

∑
M∈Ak

bn

n∏
j=1

aMdj

r∏
i=1

zkii

= b0 +
∑
k∈Nr

0

(∑
n∈N

∑
M∈Ak

bn

n∏
j=1

aMdj

)
(y − x)k.

Somit lässt sich f ◦ g auf Uε(x) in die Potenzreihe
∑
k∈Nr

0

cm(y − x)m mit

c(0,...,0)T = b0, ck =

|k|∑
n=1

∑
M∈Ak

bn

n∏
j=1

aMdj für k 6= (0, . . . , 0)T , (7)

entwickeln. Warum die Summe nur bis |k| läuft kann man sich folgendermaßen überlegen.
Es gilt a(0,...,0)T = 0. Für n > |k| und einem M ∈ Ak = {M ∈ Nr×n

0 : |eTi M | = ki} muss M
aus Dimensionsgründen mindestens eine Nullspalte Mdj0 besitzen. Für diese Spalte gilt

per definitionem aMdj0
= 0 und daher taucht in diesem Fall im Produkt

n∏
j=1

aMdj immer

ein Faktor 0 auf. 2

Definition 1.20 Für ein z ∈ C\(−∞, 0] definieren wir den komplexen Logarithmus
durch

log(z) = ln|z|+ i · arg(z),

wobei ln den reellen, natürlichen Logarithmus bezeichnet und arg(z) ∈ (−π, π) der ein-
deutige Winkel mit z = |z|eiarg(z) ist.

Bekanntlich ist die Exponentialfunktion eingeschränkt auf R× (−π, π) eine Bijektion auf
C\(−∞, 0]. Es existiert daher eine Umkehrfunktion. Man kann elementar nachrechnen,
dass der komplexe Logarithmus im Sinne von Definition 1.20, genau diese Umkehrfunktion
ist.

Bemerkung. Der komplexe Logarithmus ist stetig auf C\(−∞, 0].

Satz 1.21 Es gelten folgende Rechenregeln für den komplexen Logarithmus log:

• log(z · w) = log(z) + log(w), falls z, w ∈ C\(−∞, 0] und
arg(z) + arg(w) ∈ (−π, π)

• log(z−1) = −log(z), falls z ∈ C\(−∞, 0].
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Beweis. Aus arg(z) + arg(w) ∈ (−π, π) folgt log(z) + log(w) ∈ R× (−π, π) und z ·w ∈
C\(−∞, 0]. Es gilt wegen z, w, z · w ∈ C\(−∞, 0]

exp(log(z · w)) = z · w = exp(log(z)) exp(log(w)) = exp(log(z) + log(w)).

Da die Exponentialfunktion injektiv auf R× (−π, π) ist, folgt

log(z · w) = log(z) + log(w)

für alle z, w ∈ C\(−∞, 0] mit arg(z) + arg(w) ∈ (−π, π). Den zweiten Punkt zeigt man
analog.

2

Proposition 1.22 Für g(z) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(z − 1)n, z ∈ U1(1) gilt g(z) = log(z).

Beweis. Gemäß Satz 1.19 erhalten wir für exp(g(z)) mit an =
(−1)n+1

n
und bn =

1

n!

exp(g(z)) =
∑
k=0

ck(z − 1)k = b0 +
∞∑
k=1

k∑
n=1

∑
m∈Nn

0

|m|=k

bn

n∏
j=1

amj
(z − 1)k

= 1 +
∞∑
k=1

k∑
n=1

∑
m1+···+mn=k

mj 6=0

1

n!

n∏
j=1

(−1)mj+1

mj

(z − 1)k.

Es gilt c0 = 1, ck =
k∑

n=1

∑
m1+···+mn=k

mj 6=0

1

n!

n∏
j=1

(−1)mj+1

mj

=

{
1 , k = 1
0 , k 6= 0, 1

, was wir mit

vollständiger Induktion zeigen werden. Für p = 2 ist c2 = −1

2
+

1

2
= 0. Angenommen die

Aussage ist für alle natürlichen Zahlen zwischen 2 und p gültig. Es gilt

(exp ◦g)′(z) =
∞∑
k=0

(k + 1)ck+1(z − 1)k = exp(g(z))g′(z) =
∞∑
k=0

k∑
n=0

cn(−1)k−n(z − 1)k,

wobei wir bei der letzten Gleichheit das Cauchyprodukt verwendet haben. Mit Satz 1.13
erhalten wir

(p+ 1)cp+1 =

p∑
n=0

cn(−1)p−n = (−1)p + (−1)p−1 +

p∑
n=2

cn(−1)p−n.

Die rechte Seite ergibt wegen der Induktionsvoraussetzung 0. Daraus folgt cp+1 = 0
und daher exp(g(z)) = z. Wir erhalten log(z) = g(z) + kz2πi für ein gewisses kz ∈ Z.
Wegen der Stetigkeit von g und log muss kz konstant für jedes z ∈ U1(1) sein. Aus
g(1) = 0 = log(1) = g(1) + k12πi folgt kz = 0 und somit g(z) = log(z). 2
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Korollar 1.23 Für jeden Punkt w ∈ C\(−∞, 0] gilt

log(z) = log(w) +
∞∑
n=1

(−1)n+1

nwn
(z − w)n, für alle z ∈ Uε(w),

wobei ε =

{
|Imw| , w /∈ R
|w| , w ∈ R+.

Der komplexe Logarithmus ist somit holomorph auf

C\(−∞, 0].

Beweis. Gemäß der letzten Proposition gilt log(z) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(z − 1)n, für alle z ∈

U1(1). Sei w /∈ R. Es gilt arg(
1

w
) = −arg(w). Für ein z ∈ U|Imw|(w) haben die Winkel

von z und w stets dasselbe Vorzeichen. Daher haben z und
1

w
stets verschiedene. Somit

gilt arg(z) + arg(
1

w
) ∈ (−π, π). Mit Satz 1.21 erhalten wir wegen | z

w
− 1| < 1

log(z)− log(w) = log(
z

w
) =

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(
z

w
− 1)n =

∞∑
n=1

(−1)n+1

nwn
(z − w)n.

Für w ∈ R+ und z ∈ U|w|(w) ist arg(w) = 0 und die obige Rechnung ist genauso

durchführbar. Setzen wir ε =

{
|Imw| , w /∈ R
|w| , w ∈ R+,

dann gilt

log(z) = log(w) +
∞∑
n=1

(−1)n+1

nwn
(z − w)n (8)

für alle z ∈ Uε(w). Also ist log holomorph auf C\(−∞, 0].
2
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2 Stetige Funktionen auf W (T )

Sei (T, T ) ein kompakter Hausdorff -Raum, C(T ) die Menge aller stetigen Funktionen
f : T → C und C(T )′ dessen topologischer Dualraum, also die Menge aller stetigen
Funktionale φ : C(T ) → C. Mit Mreg(T ) bezeichnen wir die Menge aller regulären,
komplexen Borelmaße auf dem Messraum (T,Aσ(T )). Ein A ∈ Aσ(T ) nennen wir auch
eine messbare Menge.
Die letzten beiden Funktionenräume stehen in einem engen Zusammenhang. Wir zitieren
den Darstellungssatz von Riesz-Markov in einer Form, in der wir ihn benötigen, ohne
Beweis.

Satz 2.1 Sei L ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann ist die Menge C(L) isometrisch
isomorph zu Mreg(L). Genauer ist die Abbildung Φ : Mreg(L) → C(L)′, die einem re-
gulären komplexen Borelmaß µ das durch

Φ(µ)f :=

∫
L

f dµ, f ∈ C0(L),

definierte lineare Funktional Φ(µ) zuordnet, ein isometrischer Isomorphismus von Mreg(L)
auf C0(L)′.

Sei C(T )′ versehen mit der w∗-Topologie, also die initiale Topologie aller Auswertungs-
funktionale ι(f) : C(T )′ → C, die definiert sind durch

ι(f)φ = φ(f), f ∈ C(T ). (9)

Die Urbilder jeder offenen Teilmenge von C(T )′ unter Φ aus Satz 2.1 induzieren eine
Topologie auf Mreg(T ), die wir mit w∗ bezeichnen. Damit wird Φ ein Homöomorphismus.
Sei W (T ) := {µ ∈ Mreg(T ) : µ ≥ 0, µ(T ) = 1}, also die Menge der regulären Wahr-
scheinlichkeitsmaße auf T . Die Spurtopologie auf W (T ) bezeichnen wir mit

O := w∗|W (T ) (10)

Satz 2.2 Ist µ ∈Mreg(T ), dann gilt

µ ∈ W (T ) genau dann, wenn µ(T ) = 1 und (11)∫
T

f dµ ≥ 0für alle nichtnegativen f ∈ C(T ).

Beweis. Falls µ ∈ W (T ), dann gilt klarerweise µ(T ) = 1 und

∫
T

f dµ ≥ 0. Für die

Umkehrung benötigen wir das Lemma von Urysohn (Satz 12.10.2 in [ANA2]).

Satz 2.3 Erfüllt (X, T ) das vierte Trennungsaxiom, so sind je zwei disjunkte abgeschlos-
sene Mengen A, B durch eine stetige Funktion f : X → [0, 1] trennbar, d.h. f(A) ⊆ {0},
f(B) ⊆ {1}.
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Da auf jedem kompakten Hausdorff -Raum das vierte Trennungsaxiom erfüllt ist, können
wir das Lemma von Urysohn hier anwenden. Mit µ ∈Mreg gilt auch µ ∈Mreg (komplexe
Konjugation).

Für Reµ :=
1

2
(µ+ µ) und Imµ :=

1

2i
(µ− µ) erhalten wir

µ =
1

2
(µ+ µ) + i

1

2i
(µ− µ) = Reµ+ iImµ.

Dabei sind Reµ und Imµ reellwertige, signierte Maße. Diese lassen sich nach dem Zer-
legungssatz von Jordan (Satz 11.11 in [K]) als Differenz zweier zueinander singulärer,
nichtnegativer Maße darstellen. Es gibt also µ1, µ2, µ3, µ4 mit µ1⊥µ2, µ3⊥µ4, sodass

Reµ = µ1 − µ2, Imµ = µ3 − µ4. (12)

Wir zeigen, dass alle obigen µi regulär sind.

Da Mreg(T ) ein Vektorraum ist, sind Reµ =
1

2
(µ + µ) und Imµ =

1

2i
(µ − µ) als Line-

arkombination von regulären Maßen auch regulär. Definitionsgemäß ist Reµ genau dann
regulär, wenn seine Variation |Reµ| = µ1 +µ2 es ist. Deshalb gibt es zu jedem ε > 0 und
A ∈ Aσ(T ) eine kompakte Menge K und eine offene Menge O mit K ⊆ A ⊆ O, sodass

|Reµ|(O\K) = µ1(O\K) + µ2(O\K) < ε.

Daraus folgt

µ1(O\K) < ε, µ2(O\K) < ε,

was die Regularität von µ1 und µ2 zeigt. Analog sind auch µ3 und µ4 regulär.

Wir schließen im Folgenden von

∫
T

fdµ ≥ 0 für alle nichtnegativen f ∈ C(T ) auf µ ≥ 0.

Wegen (12) und der Linearität des Integrals im Maß gilt für eine nichtnegative Funktion
f ∈ C(T ) ∫

T

f dµ =

∫
T

f dµ1 −
∫
T

f dµ2 + i(

∫
T

f dµ3 −
∫
T

f dµ4) ≥ 0

Daraus folgt

∫
T

f dµ1 ≥
∫
T

f dµ2 und

∫
T

f dµ3 −
∫
T

f dµ4 = 0. Wir müssen µ1 ≥ µ2

und µ3 = µ4 zeigen, woraus wegen µ1⊥µ2, µ3⊥µ4 unmittelbar µ2 = µ3 = µ4 = 0 und
daher µ = µ1 − µ2 + i(µ3 − µ4) ≥ 0 folgt. Sei A ∈ Aσ(T ) und ε > 0 beliebig. Wegen der
Regularität von µ1, µ2 gibt es eine offene Menge O ⊇ A mit µ1(A) > µ1(O)− ε und eine
kompakte Menge K ⊆ A mit µ2(K) > µ2(A)− ε. Das Lemma von Urysohn gewährt die
Existenz einer stetigen Funktion f : T → [0, 1] mit f(Oc) ⊆ {0} und f(K) ⊆ {1}. Damit
erhalten wir

µ1(A) > µ1(O)− ε =

∫
T

1O dµ1 − ε ≥
∫
T

f dµ1 − ε

≥
∫
T

f dµ2 − ε ≥
∫
T

1K dµ2 − ε = µ2(K)− ε > µ2(A)− 2ε.
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Da ε beliebig war, gilt µ1 ≥ µ2. Analog erhält man µ3 ≥ µ4 und aus Symmetriegründen
auch µ4 ≥ µ3 und daher µ3 = µ4. Damit ist µ ein nichtnegatives Maß und (11) ist
vollständig bewiesen. 2

Bemerkung. Mithilfe von Satz 1.2.3 in [F] kann man die Konvergenz eines Netzes in
W (T ) bzw. Mreg(T ) folgendermaßen charakterisieren (siehe Satz 3.1 im Anhang):
Ist (µi)i∈I ein Netz in W (T ) bzw. Mreg(T ), dann gilt

µi
O→ µ bzw. µi

w∗→ µ genau dann, wenn

∫
T

f dµi →
∫
T

f dµ für alle f ∈ C(T ). (13)

Satz 2.4 W (T ) ist eine w∗-kompakte Teilmenge von Mreg(T ).

Beweis. Sei (µi)i∈I ein Netz in W (T ) mit µi
w∗→ µ ∈Mreg(T ). Nach der letzten Bemerkung

ist dies genau dann der Fall, wenn∫
T

f dµi →
∫
T

f dµ für alle f ∈ C(T ).

Für f = 1T folgt klarerweise

∫
T

1T dµ = 1 und somit µ(T ) = 1. Ist f stetig und nicht-

negativ, dann gilt

∫
T

f dµi ≥ 0 für alle i ∈ I. Der Grenzwert

∫
T

f dµ dieses Netzes muss

dann auch eine nichtnegative Zahl sein. Aus (11) folgt µ ∈ W (T ). Also ist W (T ) eine
w∗-abgeschlossene Teilmenge von Mreg(T ).
Da die Totalvariation jedes µ ∈ W (T ) eins beträgt, ist W (T ) mithilfe der Riesz-Markov -
Identifikation Φ (siehe Satz 2.1) eine Teilmenge der Einheitskugel in C(T )′ bezüglich der
Operatornorm. Die Einheitskugel ist nach dem Satz von Banach-Alaoglu w∗-kompakt,
womit das Urbild bezüglich Φ auch kompakt in Mreg(T ) sein muss. Als abgeschlossene
Teilmenge einer kompakten Menge ist W (T ) ein w∗-kompakter topologischer Raum. 2

Lemma 2.5 Die Funktion ψ : T → W (T ), die jedem x ∈ T das Punktmaß δx zuordnet,
ist ein Homöomorphismus auf ihr Bild.

Beweis. Das Punktmaß entspricht gemäß Satz 2.1 dem Funktional

Φ(δx) =
(
f 7→

∫
T

f dδx
)

=
(
f 7→ f(x)

)
, f ∈ C(T ).

Nach Satz 1.2.1 in [F] ist x 7→
(
f 7→ f(x)

)
stetig, wenn ι(g) ◦

(
x 7→

(
f 7→ f(x)

))
für alle

g ∈ C(T ) stetig ist. Wegen

ι(g) ◦
(
x 7→

(
f 7→ f(x)

))
(x) = ι(g)(f 7→ f(x)) = g(x)

ist dies stets erfüllt. Infolge ist auch ψ = Φ−1 ◦
(
x 7→ (f 7→

∫
T

f dδx)
)

stetig. Aus der

Kompaktheit von T folgt mit Lemma 1.5 die Homöomorphie von ψ : T → ψ(T ).
2

Insbesondere ist T in W (T ) eingebettet und wir können T als Teilmenge von W (T )
betrachten.
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Definition 2.6 Sei φ : T → C eine messbare, beschränkte Funktion. Dann definieren
wir

φ̂(µ) :=

∫
T

φ dµ, µ ∈ W (T ).

Bemerkung. Aus der Linearität des Integrals im Maß folgt für eine Konvexkombination
αµ+ (1− α)ν in W (T ), α ∈ (0, 1), dass

φ̂(αµ+ (1− α)ν) =

∫
T

φ d(αµ+ (1− α)ν) = α

∫
T

φ dµ+ (1− α)

∫
T

φ dν

= αφ̂(µ) + (1− α)φ̂(ν).

Für µ ∈ W (T ) erhalten wir 1̂T (µ) =

∫
T

1 dµ = 1 und daher 1̂T = 1W (T ). Für die Funktion

ψ aus dem letzten Lemma gilt φ̂ ◦ ψ = φ.

Satz 2.7 Für ein stetiges φ ist auch φ̂ stetig. Dabei ist .̂ eine Isometrie von C(T ) nach
C(W (T )), wenn beide Räume mit der Supremumsnorm versehen sind.

Beweis. Für ein Netz µi ∈ W (T ) mit µi
w∗→ µ folgt aus (13)

φ̂(µi) =

∫
T

φ dµi →
∫
T

φ dµ = φ̂(µ),

was die Stetigkeit von φ̂ nach sich zieht. Wegen

sup
µ∈W (T )

|φ̂(µ)| = sup
µ∈W (T )

|
∫
T

φ dµ| ≤ sup
x∈T
|φ(x)| und φ̂(δx) = φ(x)

ist die Abbildung .̂ : C(T ) → C(W (T )) eine Isometrie, wenn man beide Räume mit der
Supremumsnorm versieht.

2

Definition 2.8 Sei P0 die Menge aller konstanten Funktionen von W (T ) nach C und
Pn die lineare Hülle in C(W (T )) aller Funktionen der Form

n∏
j=1

φ̂j, (14)

wobei φj ∈ C(T ). Zudem setzen wir

P∞ :=
∞⋃
k=0

Pn (⊆ C(W (T ))). (15)

Bemerkung. Wegen 1̂T = 1W (T ), kann man in (14) beliebig oft 1W (T ) dazu multiplizieren
und erhält Pn ⊆ Pn+1.
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Satz 2.9 P∞ ist eine nirgends identisch verschwindende, punktetrennende Algebra von
Funktionen und liegt somit dicht in C(W (T )).

Beweis. Nach Konstruktion ist P∞ ein Untervektorraum, der bezüglich der punktweisen
Multiplikation abgeschlossen ist.
Damit ist P∞ eine Algebra von Funktionen, die wegen 1W (T ) ∈ P∞ nirgends identisch ver-
schwindend ist. Sind µ1, µ2 ∈ W (T ) mit µ1 6= µ2, dann sind die durch die Riesz-Markov -

Identifikation gegebenen Funktionale f 7→
∫
T

f dµ1 und f 7→
∫
T

f dµ2 auch verschieden.

Demnach gibt es ein g ∈ C(T ) mit

ĝ(µ1) =

∫
T

g dµ1 6=
∫
T

g dµ2 = ĝ(µ2),

wodurch P∞ punktetrennend ist. Aus dem Satz von Stone-Weierstrass folgt, dass P∞
dicht in C(W (T )) bezüglich der Supremumsnorm liegt. 2

Beispiel 1: Im Fall T = {0, 1} gilt

W (T ) = {µ ∈Mreg(T ) : µ ≥ 0, µ({0}) + µ({1}) = 1} = {c0δ0 + c1δ1 : c0 + c1 = 1, ci ≥ 0}.

Identifiziert man δ0 mit 0 und δ1 mit 1, dann entspricht die obige Menge genau dem
Intervall [0, 1]. Genauso erhält man für T = {0, 1, 2}

W (T ) = {c0δ0 + c1δ1 + c2δ2 : c0 + c1 + c2 = 1, ci ≥ 0}.

Identifiziert man δ0 ∼=
(

0
0

)
, δ1 ∼=

(
1
0

)
, δ2 ∼=

(
0
1

)
in R2, dann entspricht die

obige Menge genau der konvexen Hülle von
{( 0

0

)
,

(
1
0

)
,

(
0
1

)}
, also das von den

3 Punkten aufgespannte Dreieck, da die ci genau die Bedingungen für die Koeffizienten
einer Konvexkombination erfüllen.
Mit denselben Überlegungen entspricht W (T ) für T = {0, . . . , n} der konvexen Hülle der
kanonischen Einheitsbasis mit 0 in Rn.

Beispiel 2: Sei N mit der diskreten Topologie, also der Potenzmenge, versehen und sei
T = N ∪ {∞} die Alexandroff-Kompaktifizierung gemäß Satz 13.1.1 in [ANA3]. Da die
kompakten Mengen von N genau die endlichen Mengen sind, ist der Umgebungsfilter von
{∞} gegeben durch

{{∞} ∪N : N c ist endlich, N ⊆ N}.

Wir setzen

K+
1 := {(xn)n∈N ∈ `1(N) :

∞∑
n=1

xn ≤ 1} ∩ [0,+∞)N

Eine Folge (xn)n∈N aus diesem Raum entspricht einem µ(xn)n∈N ∈ W (T ) mit µ(xn)n∈N({n}) =

xn und µ(xn)n∈N({∞}) = 1 −
∞∑
n=1

xn. Ist umgekehrt µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß, dann
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ist (µ({n}))n∈N eine Folge in K+
1 . Mit β : (xn)n∈N 7→ µ(xn)n∈N besteht also ein bijektiver

Zusammenhang zwischen K+
1 und W (T ).

Für ein beschränktes φ : T → C erhalten wir

φ̂(µ(xn)n∈N) =

∫
T

φ dµ(xn)n∈N = φ(∞)(1−
∞∑
n=1

xn) +
∞∑
n=1

φ(n)xn

= φ(∞) +
∞∑
n=1

(φ(n)− φ(∞))xn. (16)

Ist φ stetig, dann gibt es zu jedem ε > 0 eine Umgebung U von ∞ mit

φ(U) ⊆ UC
ε (φ(∞)).

Da jede Umgebung von ∞ alle bis auf endlich viele Elemente von N enthält, gilt

φ(n) ∈ UC
ε (φ(∞))

für alle bis auf endlich viele n ∈ N, woraus lim
n→∞

φ(n) = φ(∞) folgt.

Gilt umgekehrt lim
n→∞

φ(n) = φ(∞), dann gibt es zu jedem ε > 0 ein n0 ∈ N mit φ(n) ∈
UC
ε (φ(∞)) für alle n ≥ n0. Die Menge

D := {n ∈ N : n ≥ n0} ∪ {∞}

ist eine Umgebung von ∞ mit φ(D) ⊆ UC
ε (φ(∞)). Das zeigt die Stetigkeit von φ bei ∞.

Da {n} eine Umgebung von n und folglich φ({n}) in jeder Umgebung von φ(n) enthalten
ist, ist φ stetig bei n. Wir erhalten, dass

φ genau dann stetig ist, wenn lim
n→∞

φ(n) = φ(∞). (17)

//

Bekanntlich ist `1(N) = {(zn)n∈N ∈ CN :
∞∑
n=1

|zn| <∞} mit der Abbildung

ψ : `1(N)→ c0(N)′, die einer Folge (zn)n∈N ∈ `1(N) das Funktional

ψ((zn)n∈N)(xn)n∈N =
∞∑
n=1

xnzn =:< (xn)n∈N, (zn)n∈N > (18)

zuordnet, isometrisch isomorph zum topologischen Dualraum von c0(N), dem Raum aller
komplexwertigen Nullfolgen. Versieht man c0(N)′ mit der w∗-Topologie, dann induziert ψ
ähnlich wie bei der Konstruktion des topologischen Raumes (Mreg(T ), w∗), eine Topologie
auf `1(N). Wir bezeichnen beide Topologien mit w∗c′0

. Es sollte aus dem Kontext klar sein

welche gemeint ist.
Wir betrachten wieder den topologischen Raum T = N ∪ {∞} aus Beispiel 2 und kon-
struieren daraus den w∗-topologisierten Raum (W (T ),O); vgl. (10). Wir haben vorher
mit β : x 7→ µx einen bijektiven Zusammenhang zwischen K+

1 und W (T ) festgestellt. Wir
werden in Satz 2.11 zeigen, dass β : (K+

1 , w
∗
c′0
|K+

1
) → (W (T ),O) ein Homöomorphismus

ist.
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Lemma 2.10 (K+
1 , w

∗
c′0
|K+

1
) ist kompakt und konvex. Dasselbe gilt auch für die Menge

K+,m
1 := {α ∈ K+

1 : α1 ≥ α2 ≥ . . . }.

Beweis. Die Konvexität lässt sich elementar nachprüfen. Die Menge K+
1 kann als eine

Teilmenge in der abgeschlossenen Einheitskugel in c0(N)′, welche nach Banach-Alaoglu
w∗c′0

-kompakt ist, identifiziert werden. Es reicht daher die Abgeschlossenheit von K+
1

bezüglich w∗c′0
nachzuprüfen. Sei dazu (x(i)i∈I) ein Netz in K+

1 , das bezüglich w∗c′0
ge-

gen (xn)n∈N ∈ `1(N) konvergiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn

lim
i∈I

∞∑
n=1

ynxn(i)−
∞∑
j=1

ynxn = lim
i∈I

∞∑
j=n

yn(xn(i)− xn) = 0 für alle (yn)n∈N ∈ c0(N), (19)

da die initiale Topologie über alle Auswertungsfunktionale ι((yn)n∈N) gebildet wird.
Für die Folge (δj,n)n∈N ∈ c0(N) erhalten wir daher

0 = lim
i∈I

∞∑
n=1

δj,n(xn(i)− xn) = lim
i∈I

(xj(i)− xj) bzw. lim
i∈I

xj(i) = xj für alle j ∈ N. (20)

Somit gilt xj ≥ 0 für alle j ∈ N. Wäre
∑∞

n=1 xn > 1, dann gäbe es ein N ∈ N mit∑N
n=1 xn > 1. Mit (yn)n∈N = (

∑N
j=1 δjn)n∈N hätten wir wegen

0 = lim
i∈I

∞∑
n=1

yn(xn(i)− xn) = lim
i∈I

N∑
n=1

(xn(i)− xn)

einen Widerspruch zu
∑N

n=1 xn(i) ≤ 1 für alle i ∈ I. Das zeigt
∑∞

n=1 xn ≤ 1 und somit
(xn)n∈N ∈ K+

1 .
Ist (x(i))i∈I ein Netz in K+,m

1 mit lim
i∈I

x(i) = (xn)n∈N, so folgt wegen xn(i) ≥ xn+1(i) für

alle n ∈ N aus (20)

xn = lim
i∈I

xn(i) ≥ lim
i∈I

xn+1(i) = xn+1 für alle n ∈ N,

und daher (xn)n∈N ∈ K+,m
1 .

2

Satz 2.11 Die Abbildung β : (K+
1 , w

∗
c′0
|K+

1
) → (W (T ),O) : (xn)n∈N 7→ µ(xn)n∈N ist ein

Homöomorphismus.

Beweis. Da die Topologie O auf W (T ) die initiale Topologie von den Auswertungsfunk-
tionalen in (9) ist, ist β : x 7→ µx nach Satz 12.5.1 in [ANA2] genau dann stetig, wenn
die Abbildung

(xn)n∈N 7→
∫

N∪{∞}

φ dµ(xn)n∈N = φ(∞) +
∞∑
n=1

(φ(n)− φ(∞))xn

= φ(∞)+ < (φ(n)− φ(∞))n∈N, (xn)n∈N >
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für jedes φ ∈ C(N∪{∞}) stetig ist. Für φ ∈ C(N∪{∞}) sind (φ(n)−φ(∞))n∈N nach (17)
genau die Nullfolgen in c0(N). Die Auswertungsfunktionale ι((yn)n∈N) sind per definitio-
nem von w∗c0 für alle (yn)n∈N ∈ c0(N) stetig. Der Ausdruck < (φ(n)−φ(∞))n∈N, (xn)n∈N >
entspricht dem Auswerten des Funktionals (xn)n∈N ∈ `1(N) ∼= c0(N)′ an der Stelle
(φ(n)− φ(∞))n∈N; vgl. (18). Daraus folgt die Stetigkeit von
(xn)n∈N 7→ φ(∞)+ < (φ(n) − φ(∞))n∈N, (xn)n∈N > und infolge die von β. Nach Lemma
1.5 und dem letzten Lemma ist β ein Homöomorphismus.

2

Folgende Mengen sind dicht in K+
1 bzw. K+,m

1 enthalten.

Satz 2.12 Die Menge

K+,f
1 := {(zn)n∈N ∈ K+

1 : ‖(zn)n∈N‖1 = 1, zN+1 = zN+2 = · · · = 0 für ein N ∈ N}

ist konvex und liegt dicht in K+
1 und K+,m,f

1 := K+,f
1 ∩K+,m

1 liegt dicht in K+,m
1 , jeweils

bezüglich der w∗-Topologie.

Beweis. Sind (yn)n∈N, (zn)n∈N ∈ K+,f
1 und α ∈ [0, 1], so erhalten wir

‖α(yn)n∈N + (1− α)(zn)n∈N‖1 =
∞∑
n=1

|αyn + (1− α)zn| = α
∞∑
n=1

yn + (1− α)
∞∑
n=1

zn = 1.

Klarerweise verschwinden auch alle bis auf endlich viele Einträge von
α(yn)n∈N + (1− α)(zn)n∈N, womit K+,f

1 eine konvexe Teilmenge von `1(N) ist.
Für f ∈ (`1(N), w∗c′0

)′, gibt es eine Folge (xn)n∈N ∈ c0(N) mit (siehe Satz 3.2 im Anhang)

f((zn)n∈N) =
∞∑
n=1

xnzn für alle (zn)n∈N ∈ `1(N).

Gilt Ref(K+,f
1 ) ⊆ (−∞, γ] für ein γ ∈ R und ist 0 6= (zn)n∈N ∈ K+

1 , dann folgt

Ref((zn)n∈N) = Re

∞∑
n=1

xnzn = lim
N→∞

Re(
1∑N
n=1 zn

N∑
n=1

xnzn) =

lim
N→∞

Ref
( 1∑N

n=1 zn
(z1, . . . , zN , 0, . . . )

)
≤ γ,

und daher K+
1 \{0} ⊆ (Ref)−1(−∞, γ]. Da der Abschluss der konvexen Menge K+,f

1 nach
Korollar 5.2.6 in [F] mit dem Schnitt allerK+,f

1 enthaltenden Halbräume (Ref)−1(−∞, γ],
wobei f ∈ `1(N)′, γ ∈ R laufen, übereinstimmt, erhalten wir

K+
1 \{0} ⊆

⋂
f∈`1(N)′,γ∈R

K+,f
1 ⊆(Ref)−1(−∞,γ]

(Ref)−1(−∞, γ] = K+,f
1

w∗

Die Folge (ek)k∈N in `1(N) mit ek := (δkn)n∈N konvergiert bezüglich der w∗-Topologie
gegen 0, denn die zugehörigen Funktionale ψ(ek)k∈N in c0(N)′ konvergieren gemäß Satz
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1.2.3 in [F] genau dann gegen 0, wenn ι((xn)n∈N)(ψ(ek)) für alle (xn)n∈N ∈ c0(N) gegen 0
konvergiert. Es gilt

ι((xn)n∈N)(ψ(ek)) = ι((xn)n∈N)((yn)n∈N 7→
∞∑
n=1

ynδkn) =
∞∑
n=1

xnδkn = xk
k→∞→ 0

für alle (xn)n∈N ∈ c0(N). Somit liegt 0 im w∗-Abschluss von K+
1 \{0} und wir erhalten

K+
1 ⊆ K+

1 \{0}
w∗

⊆ K+,f
1

w∗

⊆ K+
1 .

In einer ähnlicher Weise ergibt sich für die zweite Aussage

K+,m
1 \{0} ⊆

⋂
f∈`1(N)′,γ∈R

K+,m,f
1 ⊆(Ref)−1(−∞,γ]

(Ref)−1(−∞, γ] = K+,m,f
1

w∗

.

Die Folge
1

k

k∑
n=1

en liegt in K+,m,f
1 . Nach Lemma 15.32 in [K] konvergieren die Mittel einer

konvergenten Folge gegen denselben Grenzwert. Wir erhalten

ι((xn)n∈N)(ψ(
1

k

k∑
n=1

en)) =
1

k

k∑
n=1

xn
k→∞→ 0

für alle (xn)n∈N ∈ c0(N) und daher wegen der Abgeschlossenheit von K+,m
1

K+,m
1 ⊆ K+,m

1 \{0}
w∗

⊆ K+,m,f
1

w∗

⊆ K+,m
1 .

2

Lemma 2.13 Die Abbildung tk : `1(N) → C : tk(α) =
∞∑
j=1

αkj für k ∈ N, k > 1 und

t1(α) = 1 ist stetig auf K+,m
1 := {α ∈ K+

1 : α1 ≥ α2 ≥ . . . } versehen mit der soeben
eingeführten Topologie auf K+

1 .

Beweis. Wegen (20) folgt aus der Konvergenz eines Netzes in K+
1 die Konvergenz in

den einzelnen Komponenten. Insbesondere sind die Projektionen πj : x = (xn)n∈N 7→ xj
stetig. Infolge sind die Funktionen tNk (x) =

∑N
n=1 x

k
n als Zusammensetzung von stetigen

Funktionen für alle N ∈ N stetig. Wäre für eine Folge (xn)n∈N ∈ K+,m
1 und einem n ∈ N

eine Komponente xn >
1

n
, dann folgt aus der Monotonie und Nichtnegativität von (xn)n∈N

∞∑
n=1

xn ≥
n∑
k=1

xn > n
1

n
= 1,

im Widerspruch zu
∑∞

n=1 xn ≤ 1. Also gilt

xn ≤
1

n
für alle n ∈ N.
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Damit erhalten wir für k > 1

|tk(x)− tNk (x)| =
∣∣∣ ∞∑
n=1

xkn −
N∑
n=1

xkn

∣∣∣ =
∞∑

n=N+1

xkn ≤
∞∑

n=N+1

1

nk
N→∞−→ 0 für alle x ∈ K+,m

1 .

Dies zeigt die gleichmäßige Konvergenz von tNk gegen tk für N → ∞. Als gleichmäßiger
Grenzwert von stetigen Funktionen ist tk stetig auf K+,m

1 . Für t1 = 1 ist nichts zu
beweisen.

2

Wir wiederholen einige Begriffe aus der Maßtheorie.

Definition 2.14 Für eine Familie von Messräumen (Ωi,Si)i∈I ist auf dem Produktraum∏
i∈I Ωi die Produkt-σ-Algebra

∏
i∈I Si als die kleinste σ-Algebra, bezüglich der alle Pro-

jektionen πj :
∏

i∈I Ωi → Ωj messbar sind, definiert.

Damit die Projektionen messbar sind, muss die Produkt-σ-Algebra auf jeden Fall π−1i (Si)
für alle i ∈ I enthalten. Die kleinste Sigmaalgebra, die alle diese Urbilder enthält, ist die
von den Urbildern erzeugte Sigmaalgebra. Es gilt also∏

i∈I

Si = Aσ

(⋃
i∈I

π−1(Si)
)
.

Die endlichen Schnitte von den Urbilder von πj haben einen besonderen Namen:

Definition 2.15 Ist (Ωi,Si)i∈I eine Familie von Messräumen, dann nennen wir Z einen
Pfeiler, wenn es eine endliche Teilmenge J 6= ∅ von I gibt, sodass

Z =
∏
j∈J

Aj ×
∏
i∈I\J

Ωi mit Aj ∈ Sj.

Nach Lemma 10.14 in [K] bildet das System der messbaren Pfeiler einen Semiring auf
dem Produktraum

∏
i∈I Ωi. Aus der Maßtheorie ist bekannt, dass sich jedes σ-endliche

Maß auf einem Semiring in eindeutiger Weise zu einem Maß, der auf der vom Semiring
erzeugten σ-Algebra definiert ist, fortsetzen lässt. Insbesondere ist ein endliches Maß auf
dem Produktraum bereits auf dem Mengensystem der Pfeiler eindeutig bestimmt.

Definition 2.16 Ist (Ωi,Si, µi)i∈I eine Familie von Wahrscheinlichkeitsräumen, dann
bezeichnet×

i∈I
µi das Produktmaß auf dem Produktraum, welches auf den Pfeilern durch

×
i∈I

µi (
∏
j∈J

Aj ×
∏
i∈I\J

Ωi) :=×
j∈J

µj (
∏
j∈J

Aj) =
∏
j∈J

µj(Aj) (21)

gegeben ist, wobei die rechte Seite das endliche Produktmaß der Maße µj, j ∈ J darstellt.
Mit µ× ν bezeichnen wir das übliche Produkt zweier Maße. Gilt µi = µ für alle i ∈ I, so
schreiben wir

µI :=×
i∈I

µ.

Für I = {1, . . . , N} bzw. J = {n ∈ N : n > N} schreiben wir

µN :=×
i∈I

µ bzw. µn>N :=×
j∈J

µ.
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Satz 9.6 in [G] besagt, dass die in (21) definierte Mengenfunktion tatsächlich ein Maß auf
dem Mengensystem der Pfeiler ist und rechtfertigt damit unsere Definition des Produkt-
maßes.

Satz 2.17 Ist (Ω,S, µ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und betrachtet man den Folgen-
raum (

∏
n∈N

Ω,
∏
n∈N

S,×
n∈N

µ) als Produktraum mit dem in Definition 2.8 gegebenen Produkt-

maß, so gilt für jedes N ∈ N

µN = µN × µn>N . (22)

Beweis. Wegen
∏

n∈N Ωn = (Ω1× · · · ×ΩN)×
∏

n>N Ωn und Satz 10.3 in [K] stimmt die

Produkt-σ-Algebra der beiden σ-Algebren
∏N

n=1S und
∏

n>N S mit
∏

n∈N S überein.
Damit sind die beiden Maße in (22) auf derselben σ-Algebra definiert. Um die Gleichheit
nachzuweisen, genügt es, die Gleichheit für jeden Pfeiler nachzuprüfen. Ist Z =

∏
j∈J Aj×∏

i∈N\J Ω ein Pfeiler, dann gilt per definitionem

µN(Z) = µN(
∏
j∈J

Aj ×
∏
i∈N\J

Ω) =
∏
j∈J

µ(Aj).

Andererseits gilt mit der Definition
(∏
j∈∅

Bj

)
× C := C

(µN × µn>N)(Z) = µN × µn>N(
∏
j≤N
j∈J

Aj ×
∏
j≤N
j /∈J

Ω×
∏
j>N

j∈J

Aj ×
∏
j>N

j /∈J

Ω)

= µN(
∏
j≤N
j∈J

Aj ×
∏
j≤N
j /∈J

Ω)µn>N(
∏
j>N

j∈J

Aj ×
∏
j>N

j /∈J

Ω))

=
∏
j≤N
j∈J

µ(Aj)
∏
j>N

j∈J

µ(Aj) =
∏
j∈J

µ(Aj).

2

Wir können nun folgenden Operator Bα : C(W (T ))→ C(W (T )) definieren.

Definition 2.18 Für α ∈ K+
1 , f ∈ C(W (T )), µ ∈ W (T ) definieren wir

Bα(f)(µ) :=

∫
TN
f(
∞∑
j=1

αjδxj + (1−
∞∑
j=1

αj)µ) dµN(x). (23)

Wir wenden uns der Wohldefiniertheit dieser Funktion zu. Man kann ganz elementar
zeigen, dass das Argument von f für jedes µ ∈ W (T ) und (xn)n∈N ∈ TN ein Wahrschein-
lichkeitsmaß ist. Die Projektionen πj : (xn)n∈N 7→ xj sind definitionsgemäß messbar. Die

Abbildung xj 7→ αjδxj ist nach Lemma 2.5 stetig. Somit ist (xn)n∈N 7→
∑N

j=1 αjδxj +

(1−
∑N

j=1 αj)µ als Zusammensetzung von messbaren Funktionen messbar und folglich ist
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(xn)n∈N 7→ f(
∑N

j=1 αjδxj + (1 −
∑N

j=1 αj)µ) auch messbar. Mithilfe von (13) zeigt man

leicht, dass für νN :=
N∑
j=1

αjδxj + (1−
N∑
j=1

αj)µ,

lim
N→∞

νN =
∞∑
j=1

αjδxj + (1−
∞∑
j=1

αj)µ

in W (T ) gilt. Aus der Stetigkeit von f folgt lim
N→∞

f(νN) = f(
∞∑
j=1

αjδxj + (1 −
∞∑
j=1

αj)µ).

Somit ist der Integrand in (23) als Grenzfunktion von messbaren Funktionen messbar.
Wegen der Kompaktheit von W (T ) ist f beschränkt. Die Integrierbarkeit folgt nun aus∫

TN
|f(

∞∑
j=1

αjδxj + (1−
∞∑
j=1

αj)µ)| dµN(x) ≤ ‖f‖∞
∫
TN
dµN = ‖f‖∞ < +∞.

An der obigen Ungleichung erkennt man auch, dass ‖Bα(f)‖∞ durch ‖f‖∞ beschränkt
ist, wodurch der Operator Bα : C(W (T )) → B(W (T ),C) beschränkt ist mit ‖Bα‖ ≤
1. Wegen Bα(1W (T )) = 1W (T ) gilt ‖Bα‖ = 1. Dabei ist B(W (T ),C) die Menge aller
beschränkten Funktionen auf W (T ). Was noch übrig bleibt, ist die Verifizierung der
Tatsache, dass Bα(f) stetig ist. Diese ergibt sich aus dem folgenden Satz. Davor bringen
wir noch ein Lemma.

Lemma 2.19 Für h1, . . . , hr ∈ C(T ), z ∈ C und f(µ) = exp(z1ĥ1(µ) + · · · + zrĥr(µ))

gilt Bα(f) =
∑
m∈Nr

0

zm

m!
Bα(ĥ1

m1 · · · ĥr
mr

)

Beweis. Es gilt f(µ) =
∑
m∈Nr

0

zm

m!

r∏
k=1

ĥk(µ)mk ; vgl. Lemma 1.15. Nach Satz 2.7 ist ĥi stetig.

Setzen wir ci =
∥∥∥ĥi∥∥∥

∞
und c = (c1, . . . , cr) ∈ Rr, dann konvergiert f wegen

∣∣∣zm
m!

r∏
k=1

ĥk(µ)mk

∣∣∣ ≤ |(c1z1, . . . , crzr)m|
m!

mit
∑
m∈Nr

0

|(c1z1, . . . , crzr)m|
m!

=
r∏

k=1

exp(ck|zk|) für alle z ∈ Cr absolut als

Funktionenreihe in µ und daher auch gleichmäßig. Das heißt, mit

gA(µ) =
∑
m∈A

zm

m!

r∏
k=1

ĥk(µ)mk gilt lim
A∈E(Nr

0)
gA = f in

(
C(W (T )), ‖.‖∞

)
.

Aus der Beschränktheit von Bα folgt

Bα(f) = lim
A∈E(Nr

0)
Bα(gA) =

∑
m∈Nr

0

zm

m!
Bα(

r∏
k=1

ĥk
mk

). (24)

2
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Satz 2.20 Es gelten folgende Aussagen.

• Für jede Funktionen f ∈ C(W (T )) ist Bα(f) ∈ C(W (T )).

• Die Abbildung α 7→ Bα von K+,m
1 , versehen mit der Topologie in Lemma 2.13, nach

Lb(C(W (T ))), versehen mit der starken Operatortopologie, ist stetig.

Beweis. Wegen |f(
∑N

j=1 αjδxj + (1 −
∑N

j=1 αj)µ)| ≤ ‖f‖∞ für alle N ∈ N erhalten wir
mit dem Satz von Lebesgue und Satz 2.17

Bα(f)(µ) = lim
N→∞

∫
TN
f(

N∑
j=1

αjδxj + (1−
N∑
j=1

αj)µ) dµN(x) =

lim
N→∞

∫
TN×Tn>N

f(
N∑
j=1

αjδxj + (1−
N∑
j=1

αj)µ) d(µN × µn>N).

Damit schließen wir mit dem Satz von Fubini auf

Bα(f)(µ) = lim
N→∞

∫
TN

f(
N∑
j=1

αjδxj + (1−
N∑
j=1

αj)µ) dµN(x). (25)

Für h1, . . . , hr ∈ C(T ), z1, . . . , zr ∈ C und f(µ) = exp(z1ĥ1(µ) + · · ·+ zrĥr(µ)) ergibt sich
aus der Linearität der ĥi bei Konvexkombinationen

f(
N∑
j=1

αjδxj + (1−
N∑
j=1

αj)µ) = exp(
r∑

k=1

zkĥk(
N∑
j=1

αjδxj + (1−
N∑
j=1

αj)µ))

= exp
( N∑
j=1

αj

r∑
k=1

zkhk(xj) + (1−
N∑
j=1

αj)
r∑

k=1

zkĥk(µ)
)

= exp
(

(1−
N∑
j=1

αj)
r∑

k=1

zkĥk(µ)
) N∏
j=1

r∏
k=1

exp(αjzkhk(xj)).

Aus der Beschränktheit von hk folgt die Integrierbarkeit von
∏r

k=1 exp(αzkhk(.)) bezüglich
µ. Da auch der Ausdruck

∏r
k=1 exp(|αzkhk(.)|) bezüglich µ integrierbar ist, folgt mit

Bemerkung 1.2 und dem Satz von Fubini (m! = m1! · · ·mr!,m ∈ Nr
0)∫

T

r∏
k=1

exp(αzkhk(x)) dµ(x) =

∫
T

r∏
k=1

∫
N0

(αzkhk(x))m

m!
dζ(m)dµ(x)

=

∫
T

∫
N0

· · ·
∫
N0

r∏
k=1

(αzkhk(x))mk

mk!
dζ(m1) . . . dζ(mr)dµ(x)

=

∫
Nr
0

α|m|zm

m!
(

∫
T

hm1
1 · · ·hmr

r dµ) dζ(m)

=
∑
m∈Nr

0

α|m|zm

m!
( ̂hm1

1 · · ·hmr
r )(µ) (26)
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und daher ∫
TN

f(
N∑
j=1

αjδxj + (1−
N∑
j=1

αj)µ) dµN(x) (27)

= exp
(

(1−
N∑
j=1

αj)
r∑

k=1

zkĥk(µ)
)∫

TN

N∏
j=1

r∏
k=1

exp(αjzkhk(xj)) dµ
N(x)

= exp
(

(1−
N∑
j=1

αj)
r∑

k=1

zkĥk(µ)
) N∏
j=1

∫
T

r∏
k=1

exp(αjzkhk(xj)) dµ(xj)

= exp
(

(1−
N∑
j=1

αj)
r∑

k=1

zkĥk(µ)
) N∏
j=1

∑
m∈Nr

0

(αjz)m

m!
( ̂hm1

1 · · ·hmr
r )(µ). (28)

Die Potenzreihe in (26) konvergiert für alle z ∈ Cr und ist stetig. Wir haben im ersten
Kapitel eine Potenzreihendarstellung des komplexen Logarithmus auf U1(1) hergeleitet.
Mit Satz 1.19 erhalten wir für alle w in einer gewissen Umgebung Uδ(0)

log
( ∑
m∈Nr

0

( ̂hm1
1 · · ·hmr

r )(µ)

m!
wm
)

=
∑
m∈Nr

0

b(µ)mw
m, (29)

wobei die Koeffizienten b(µ)k gemäß (7) mit Ak = {M ∈ Nr×n
0 : |eTi M | = ki} und Satz

1.13 eindeutig gegeben sind durch b(µ)(0,...,0)T = 0 und

b(µ)k =

|k|∑
n=1

(−1)n+1

n

∑
M∈Ak

Mdj 6=0

j=1,...,n

n∏
j=1

( ̂hm1
1 · · ·hmr

r )(µ)

m!

∣∣∣
m=Mdj

für k 6= (0, . . . , 0)T . (30)

Aus der Stetigkeit von h1, . . . , hr folgt, dass b(µ)k stetig in µ ist. Für z ∈ Uδ(0) ist wegen
αj ≤ 1 auch αjz ∈ Uδ(0) für alle j ∈ N. Wir betrachten für z ∈ Uδ(0) den Ausdruck

(1−
N∑
j=1

αj)
r∑

k=1

zkĥk(µ) +
N∑
j=1

∑
m∈Nr

0

b(µ)m(αjz)m

= (1−
N∑
j=1

αj)
r∑

k=1

zkĥk(µ) +
∑
m∈Nr

0

b(µ)mz
m(

N∑
j=1

α
|m|
j ). (31)

Die Koeffizienten b(µ)k sind für die kanonischen Basisvektoren ej ∈ Cr gemäß (30) gege-
ben durch

b(µ)ej = ĥj(µ).
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Wir definieren tk wie in Lemma 2.13 und setzen α
∣∣
N

:= (α1, . . . , αN , 0, . . . ). Dann stimmt
(31) überein mit

(1−
N∑
j=1

αj)
r∑

k=1

zkĥk(µ) +
r∑

k=1

zkĥk(µ)(
N∑
j=1

αj) +
∑
m∈Nr

0

|m|6=1

b(µ)mz
m(

N∑
j=1

α
|m|
j )

=
r∑

k=1

zkĥk(µ) +
∑
m∈Nr

0

|m|6=1

b(µ)mz
m(

N∑
j=1

α
|m|
j ) =

∑
m∈Nr

0

b(µ)mz
mt|m|(α

∣∣
N

).

Wegen αj ≤ 1 für alle j ∈ N gilt |tk(α
∣∣
N

)| ≤ ‖α‖1 ≤ 1 und infolge

|b(µ)mz
mt|m|(α

∣∣
N

)| ≤ |b(µ)mz
m| für alle N ∈ N. Somit ist |b(µ)mz

m| eine konvergente
Majorante. Nach dem Satz von Lebesgue gilt unter der Beachtung, dass t|m| wegen Lemma
2.13 stetig ist,

lim
N→∞

∑
m∈Nr

0

b(µ)mz
mt|m|(α

∣∣
N

) =
∑
m∈Nr

0

b(µ)mz
mt|m|(α).

Wir erhalten wegen (29)

exp
( ∑
m∈Nr

0

b(µ)mz
mt|m|(α

∣∣
N

)
)

= exp
(

(1−
N∑
j=1

αj)
r∑

k=1

zkĥk(µ) +
N∑
j=1

∑
m∈Nr

0

b(µ)m(αjz)m
)

= exp
(

(1−
N∑
j=1

αj)
r∑

k=1

zkĥk(µ)
) N∏
j=1

∑
m∈Nr

0

(αjz)m

m!
( ̂hm1

1 · · ·hmr
r )(µ),

was mit (28) übereinstimmt. Zusammen mit (25) und der Stetigkeit der Exponentialfunk-
tion erhalten wir für N →∞

Bα(f)(µ) = exp
( ∑
m∈Nr

0

b(µ)mz
mt|m|(α)

)
.

Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Darstellung in Lemma 2.19, so erhält man

exp
( ∑
m∈Nr

0

b(µ)mt|m|(α)zm
)

=
∑
m∈Nr

0

zm

m!
Bα(ĥ1

m1 · · · ĥr
mr

)(µ)

Die obige Gleichung ist für alle z ∈ Uδ(0) gültig. Der Ausdruck auf der linken Seite ist
wegen Satz 1.19 eine Potenzreihe, deren Koeffizienten wir mit Formel (7) explizit aus-
rechnen können. Aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten einer Potenzreihendarstellung
folgt daher für den Koeffizient mit m = (1, . . . , 1)T

Bα(ĥ1 · · · ĥr)(µ)

= b(µ)(1,...,1)T tr(α) +
1

2!

∑
m1+m2=(1,...,1)T

b(µ)m1b(µ)m2t|m1|(α)t|m2|(α) + . . .
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+
1

r!

∑
m1+···+mr=(1,...,1)T

b(µ)m1 · · · b(µ)mrt|m1|(α) · · · t|mr|(α), (32)

wenn man bedenkt, dass die Mengen unter den obigen Summen genau die A(1,...,1)T aus
Formel (7) für n = 2, . . . , r sind.
Da die b(µ)m stetig in µ sind, erhalten wir aus der Darstellung (32) die Stetigkeit von
Bα(ĥ1 · · · ĥr) in µ. Aus der Linearität von Bα(g) in g, folgt die Stetigkeit von Bα(g)
für alle g ∈ P∞; vgl. (15). Somit gilt Bα(P∞) ⊆ C(W (T )). Als beschränkter Operator
ist Bα : C(W (T )) → B(W (T ),C) stetig. Da P∞ dicht in C(W (T )) liegt und C(W (T ))
abgeschlossen ist, erhalten wir

Bα(C(W (T ))) = Bα(P∞) ⊆ Bα(P∞) ⊆ C(W (T )) = C(W (T )).

Das zeigt den ersten Punkt dieses Satzes und Bα ∈ Lb(C(W (T ))).
Ein Netz (Ti)i∈I in Lb(C(W (T ))) konvergiert bezüglich der starken Operatortopologie
genau dann gegen ein T , wenn (siehe Beispiel 5.1.10 in [F])

‖Ti(f)− T (f)‖∞
i∈I−→ 0 für alle f ∈ C(W (T )).

Seien αi, α ∈ K+,m
1 mit lim

i∈I
αi = α. Wir müssen lim

i∈I
‖Bαi

(f)−Bα(f)‖∞ = 0 für alle

f ∈ C(W (T )) nachweisen. Seien also f ∈ C(W (T )) und gN ∈ P∞ mit lim
N→∞

gN = f .

Dann gilt wegen der Stetigkeit von Bα, Bαi
und der Norm

‖Bαi
(f)−Bα(f)‖∞ = lim

N→∞
‖Bαi

(gN)−Bα(gN)‖∞ .

Wir setzen H(i, N) = ‖Bαi
(gN)−Bα(gN)‖∞, h(i) = ‖Bαi

(f)−Bα(f)‖∞ und überprüfen
die Voraussetzungen für Lemma 8.7.1 in [ANA2] mit j = N . Dazu ist zunächst die
gleichmäßige Konvergenz von H(i, N) gegen h(i) in i nachzuweisen.
Es gilt

|H(i, N)− h(i)| =
∣∣ ‖Bαi

(gN)−Bα(gN)‖∞ − ‖Bαi
(f)−Bα(f)‖∞

∣∣
≤ ‖Bαi

(gN)−Bα(gN)− (Bαi
(f)−Bα(f))‖∞

≤ ‖Bαi
(gN − f)‖∞ + ‖Bα(f − gN)‖∞ ≤ 2 ‖gN − f‖∞ .

Also konvergiert H(., N) gleichmäßig gegen h. Wegen der Stetigkeit von tk erkennt man
an der Darstellung (32), dass lim

i∈I
H(i, N) = lim

i∈I
‖Bαi

(gN)−Bα(gN)‖∞ = 0. Nach Lemma

8.7.1 in [ANA2] folgt

lim
i∈I
‖Bαi

(f)−Bα(f)‖∞ = lim
i∈I

h(i) = lim
N→∞

lim
i∈I

H(i, N) = 0.

2
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3 Anhang

Satz 3.1 Ist f ∈ (`1(N), w∗c′0
)′, dann ist f von der Form

f((zn)n∈N) =
∞∑
n=1

xnzn

mit einer Folge (xn)n∈N ∈ c0(N).

Beweis. Ist f ∈ (`1(N), w∗c′0
)′, dann ist mit ψ aus (18) f ◦ ψ−1 : c0(N)′ → R ein lineares

Funktional auf c0(N)′, das als Zusammensetzung von stetigen Funktionen stetig ist. Aus
Satz 5.3.3 in [F] folgt somit

f ◦ ψ−1 ∈ (c0(N)′, w∗c′0)
′ = ι(c0(N)).

Das heißt f ◦ ψ−1 entspricht einem Auswertungsfunktional, genauer

f ◦ ψ−1(h) = h((xn)n∈N), h ∈ c0(N)′

für eine Folge (xn)n∈N ∈ c0(N). Damit erhalten wir

f((zn)n∈N) = f ◦ ψ−1 ◦ ψ((zn)n∈N) = f ◦ ψ−1
(

(yn)n∈N 7→
∞∑
n=1

ynzn

)
=
∞∑
n=1

xnzn.

2
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