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1 Holomorphie auf C"

Bekanntlicherweise ist eine auf einem offenen D C C definierte Funktion f : D — C
genau dann holomorph, wenn sie sich lokal um jeden Punkt w € D als Grenzfunktion
einer Potenzreihe darstellen lasst. Dieses Konzept lasst sich auch in C™ umsetzen. Dazu
benodtigen wir den Begriff einer Potenzreihe auf D C C". Wir setzen Ny := N U {0}.
In diesem Kapitel sei C" immer mit der Maximumsnorm |/z||_ = max. |z;| versehen.

Die offene Kugel mit Radius R um einen Punkt w € C" sei mit Ugr(w) := {z € C" :
|z —w||,, < R} bezeichnet.

Definition 1.1 Zu einer nichtleeren Menge M sei & = E(M) die Menge aller endlichen
Teilmengen von M. Mit der Mengeninklusion als Relation wird (£, C) zu einer gerichteten
Menge. Sind a; € C fir alle j € M, so heifit die Reihe ZjeM a; unbedingt konvergent,
falls das Netz (3_,c 4 a;j) ace konvergiert. In diesem Fall setzen wir

a; = lim E a;.
Z T Ace J
jEM jEA

Bemerkung 1.2 Auf dem Mafsraum (M, P(M),() ist eine Funktion a : M — C genau
dann beziiglich dem Zahlmaf ¢ auf der Potenzmenge von M integrierbar, wenn die Reihe

ZJEM a; im Sinne von Definition 1.1 konvergiert. In diesem Fall gilt (siehe Bem. 15.2.11
in [ANA3])

Z a; = /aj d¢(j)-

Definition 1.3 Sind a,, € C, 2z € C", m € Nj, so nennt man mit der Bezeichnung
2" = 2" - 2 die komplezwertige Reihe, ob konvergent oder nicht,

f()=) am(z—w)"
meNj
eine Potenzreihe in mehreren Variablen mit Anschlussstelle in w € C".
Definition 1.4 Fine auf einem offenen D C C" definierte Funktion f : D — C heifst
holomorph, falls sie sich lokal um jeden Punkt als eine Potenzreihe in mehreren Varia-

blen darstellen lisst. Das heifft zu jedem w € D gibt es eine offene Kugel Ug(w) und
Koeffizienten a,, € C, sodass

f(2)=) am(z—w)"

im Sinne von Definition 1.1 fir alle z € Ug(w).

Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass die Hintereinanderausfithrung einer holomorphen Funk-
tion in mehreren Variablen mit einer holomorphen Funktion in einer Variable wieder eine
holomorphe Funktion in mehreren Variablen ist. Diese Tatsache werden wir spéter in
einem Beweis bendtigen. Zunéchst machen wir dafiir einige Vorarbeiten.
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Lemma 1.5 Sind X ein kompakter topologischer Raum und 'Y ein Hausdorff-Raum und
f: X =Y eine stetige, bijektive Funktion, so ist die Umkehrfunktion von f auch stetig.

Beweis. Siehe zum Beipiel Korollar 12.11.9 in [ANA2]. O

Lemma 1.6 Ist (K, ),en eine Folge von Teilmengen in C™ mit K,, C K7, und
U K,=D CC", und f: D — C eine Funktion, sodass f|k, stetig ist fir alle n € N,

neN
dann ist f stetig.

Beweis. Sind z,,z € D mit lim 2z, = z, dann ist z € K, fiir ein m € N. Es gibt ein

n—oo
N € N mit z, € K;, C K, fur alle n > N. Damit ist (z,),>n eine Folge in K,, mit
lim z, = z. Zusammen mit der Stetigkeit von f|g,, folgt lim f(z,) = f(2). O
n—oo n—oo

Lemma 1.7 Ist f(z) = ZmeNg am(z —w)™ eine Potenzreihe in mehreren Variablen, die

in einem Punkt Z mit Z; # w; fir alle j = 1,...,7 konvergiert, dann konvergiert sie auf

jeder abgeschlossenen Kugel Kr(w) mit R < 112121 |Z; — wj| absolut als Funktionenreihe.
<jsr

Beweis. Aus der unbedingten Konvergenz von f(2) folgt die unbedingte Konvergenz von
ZmeNg |ay, (2 — w)™|; siehe Satz 5.4.4 in [ANAT1].

Setzen Wir [|an, (2 — w)™"|| g = sup |lam(z —w)™| ., dann gilt
’ zeEKR(w)
Z ||am(z _ w)m“oo,R < Z |am|Rm1+~-~+mr
meN] meN[
< Z |am|(min |Z; — w;])™ T < Z |t (2 —w)™| < 400,
1<5<r
meN] meN]
was zU zeigen war. O

Satz 1.8 Ist R >0 und f(z) = ZmeNg am (2 —w)™ eine fir alle z € Ug(w) konvergente
Potenzreihe in mehreren Variablen, so ist f stetig auf Ur(w).

1
Beweis. Fiir k € N mit 7 < R konvergiert f auf KRfi(w) nach Lemma 1.7 mit

1
Z = R———, ..., R—
F=w k+17" k+1
auch gleichméBig. Ist (z,)nen eine Folge in K 1 (w) mit lim z, = z, so folgt mit Satz

n—oo
8.7.1 in [ANAZ2]

lim f(z,) = lim Z A (20 — W)™

) absolut als Funktionenreihe und konvergiert daher

n—oo n—oo
meN]
= 3l e ) = 3wz —w)” = £(2)
meNg meNg
Nach Lemma 1.6 ist f stetig auf Ugr(w). O



Satz 1.9 Sei f(z) = ZmeNg a2 eine Potenzreihe auf Ur(0) und w = (wy,...,w,) €
Ur(0), j € {1,...,r} fest. Betrachte die Abbildung

W; : Ug(0) — Ug(0) : z = (wy,...,wj_1,2,Wit1,...,w,). Dann ist f o W; auf Ug(0)
beliebig oft komplex differenzierbar mit der Ableitung

T =3 (% a O up)n

n=0 meNj 1#£j
mj=n+k
Zudem ist
ok ok (m + ke;)! .
8_25?f<w) =k (W;(2)) e, %T e, =W, (1)
melg

eine auf Ur(0) konvergente Potenzreihe, wobei e; den j-ten kanonischen Einheitsektor in
Ny bezeichnet und m! :=my!-----m,! firm e Nj.

Beweis. Wegen W;(z) € Ugr(0) konvergiert

Z Ay 2™ Hw;m = Z amW;(2)™  fiir alle z € Ug(0).

meNj i#£j meNj

Partitioniert man Nj in Nj = U {m € Nj : m; = n}, dann folgt aus Proposition 5.4.8

n€eNp
in [ANA1]
o
> @@ = 5 Y ane [Jur =30 (3 an [Lur)"
meNj neNg meNj i#j n=0 meNj 1#£]

Damit ist z — Z amW;(2)™ eine klassische, auf Us(0) C C definierte Potenzreihe der
meNj

Form Z b,z", mit b, = Z A Hw;m, welche bekanntlich beliebig oft differenzierbar
=0

meN] i#£]
| N . R
mit der Ableitung F Z amW;(2)™ = Z Z am(H w;") TR ist. Die Ab-
meN( n=0 meNj i#]

mj=n+k
leitungen besitzen denselben Konvergenzradius und sind daher auf Ug(0) wohldefiniert.
Mit einer Indexverschiebung und Proposition 5.4.8 erhalten wir

ak

(n + k)!
m; w"
Zawe_ =Y Y a[Tw) w
z Z=w; -
n=0 meNj 1#£j
mj=n+k
mj —|— k)! m;
=3 3t ([ ™ g
n=0 meNj 1#£]
m;=n



Wegen Satz 5.4.4 in [ANA]] konvergiert die Reihe ZmeNg |a, W;(2)™| fiir alle z € Ug(0),
womit z ZmeNr |t H#J

k) m
dingte Konvergenz von Z Z |Gt ke, H msz—ﬁ) 7| und es folgt
m .

mji auf US(0) definiert. Wir erhalten analog die unbe-

n=0 meNj 1#£j 7°
m;j=n+k
ok (m + ke;)! .
@f(Wj(z)) iy %T Armtke, Tjw
melo
Da w € Ug(0) beliebig war, ist

ok oF (m+ ke;)!
8_,zjl?f(w) = @f(Wj(Z)) i = Z am+kejT]w

meNj

eine auf Ug(0) definierte Potenzreihe in mehreren Variablen.
O

Definition 1.10 FEine Funktion f : D — C, mit einem offenen D C C", heifst komplex
partiell differenzierbar, falls fir alle w € D, j € {1,...,r} der Ausdruck f oW, in w,
komplex differenzierbar ist. In diesem Fall schreiben wir

0

S fWi(2)|  , weD.

f( ) 0z Z=w;

0z;

Sie ist unendlich oft komplex partiell differenzierbar, falls fir alle n € N und Indizes
gie{l,...,r},i=1,...,n die Funktion

0 0
aZ]’n o azjl

S

auf D existiert.

Fiir Potenzreihen in mehreren Variablen gilt ein zum Satz von Schwarz dhnliches Resultat.

Korollar 1.11 Ist f(z) = >, . amz™ eine Potenzreihe definiert auf Ug(0), dann ist f
unendlich oft komplex partiell dzﬁerenzzerbar und es gilt

0,0 o ,0

f) fir alled,j € {1,...,r}.

)1
Beweis. Nach Satz 1.9 ist f partiell differenzierbar. Setzen wir b,, = am+ejm,
m!
0
dann ist . f(z Z by,z™ eine Potenzreihe auf Ug(0) und selbiger Satz liefert
Zj
meNj
0 8 m+e@) Jm (m+e +¢€)
522 (52 = 2 Bmee T = D e T
meNj meNj



Wiederholt man diese Prozedur in umgekehrter Reihenfolge, das heifit man bildet zuerst

0
aZi

f und dann i (; f ), so erhalten wir genauso
Zi

82’]'

2: 202 m!
J v meNj

0 0,0
9z (_f ) = 0z 2,5 %
auf Ug(0) deﬁnlert sind. Da jede partielle Ableitung von f die Voraussetzung von Satz
1.9 erfiillt, ist f unendlich oft differenzierbar.

f ) firalled,j € {1,...,r}, wobei beide Grenzfunktionen

O
Bemerkung. Induktiv folgt, dass es bei Ableitungen héherer Ordnung nicht darauf an-
kommt, in welcher Reihenfolge differenziert wird.

Folgende Definition wird durch die letzten beiden Séatze gerechtfertigt.

Definition 1.12 Ist f(z) = ZmeNg a,m 2™ eine Potenzreihe und o € Ny, dann definieren
wir

oM (9‘” (m + a)
(@) fp— S
f (Z) . 82:?1 e ZaT‘ TneZNT am+a .

Satz 1.13 Die Koeffizienten einer Potenzreihendarstellung sind eindeutig; gilt also
f(z) = Z a2 = Z byz™ fiir alle z € Ugr(0), dann folgt a, = by, fir alle m € Nj.

meNj meNj
Beweis. Fiir ein festes o € Ny gilt nach Satz 1.9

Zam+am+a me+am+a) m

meNj meNj

und daher f(®(0) = a,a! = bya!, das heiBt a, = b,. Da a € N} beliebig war, folgt
ap, = by, fiir alle m € Nj.
O

Bemerkung. Die bisherigen Resultate gelten auch entsprechend fiir Potenzreihen der
Form ZmeNg A (2 — w)™.

Im Folgenden setzen wir Hm = H{l, ..,m;} fiir ein m € NJ.

=1

Lemma 1.14 Sind ., Ym, 2m, m € N komplexe Zahlen, sodass Z Z T —
meN] ke[ m

unbedingt konvergiert, dann konvergiert auch Z Z TmakYkzm unbedingt und es gilt
keN meNy

Z Z TmYkim—k = Z Z Tm+kYkZm-

meNj ke[[m keN[ meNj
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Beweis. Setzen wir x,,, Ym, 2, auf Z" mit 0 fort, so gilt mit Bemerkung 1.2

Z Z TmYkZm—k = Z meykzm—k = //xmfykzm—k d¢(k)d¢(m) (2)

Aus der unbedingten Konvergenz von Z Z |TmYr2m—k| folgt
meNj ke[[m

/ / | Y 2| dC(K)dC(m) < oo

Y/

Fiir festes k € Z" ist die Transformation 7'(m) = m — k eine Bijektion auf Z" und es gilt
CT‘l = (. Mit dem Transformationssatz und dem Satz von Fubini stimmt (2) iiberein

/ / oz AC(R)AC / / Eont 2 AC(m)dC (K / / E k2 AC () (K)

= Z Z T+ kYrim = Z Z Tm+kYkim-

kEZ" meZr keN; meNg

Eine leichte Verallgemeinerung von Korollar 5.4.11 in [ANA1] ist
Lemma 1.15 Sind Z A1y s Z a,, unbedingt konvergente Reihen, dann gilt

n€Np n€Ng
p p
11> an=2>_ [lawm
i=1 neNo meNg i=1

Satz 1.16 Sei f(z) = Z am(z — 20)™ eine Potenzreihe definiert auf Ug(zo). Sind w €

meNj

(m)
Ur(z0) und € > 0 mit U(w) C Ug(20), dann konvergiert Z / (‘w)(z —w)™ fir jedes
m!

meNj

z € U(w) und es gilt f(z Z f —w)™.

meNj

Beweis. Mit der binomischen Formel und Lemma 1.15 erhalten wir

=> > amm! (= _k!w) (’UET; iok).

meN] ke[Tm



Der maximal wihlbare Radius ist € = R — ||w — 2], denn fiir jeden gréferen Radius
p > € wire die Kugel U,(w) nicht mehr in Ug(z) enthalten. Fiir ein festes z € U.(w)
gilt ||z — 20l < ||z —w| + ||lw—20]] < R. Sei n € N hinreichend groB, sodass ¢ :=

|z — wl|| + [Jw — 2| + = < R. Nach Lemma 1.7 mit Z = zp+ (c, ..., c) € Ur(zp) erhalten
n

wir insbesondere die unbedingte Konvergenz von Z |am (2 — 20)™| im Punkt z = z5 +

meNj
1 1
(c— RER 5) € K._1(2). Wegen
(2 — w)* (w — z0)"™ " - m
E ‘amm! o (k) ‘ = |am’H(‘Zi_wi|+’wi_ZO,iD ’
ke[Im i=1
1 . "
<l|am|(c——,...,c— =) fiir alle m € Nj,
n n

o k . m—k
(z —w)” (w = 2) . Lemma 1.14

folgt die unbedingte Konvergenz von Z Z ’amm!

k! (m —k)!
meN] ke[ m
. m _ m
angewendet auf z,, = a,,m!, y,, = M, Zm = M ergibt
m! m!

)= 5 Y a4 it o= )"

m!
kEN], meNG

1 m+ k)! L ) (4w i
—ZEZamﬂc(m;!)(w—zo)m(z—w) :Zf k? >(z—w).

keNy " meNg keNg

O

Folgerung. Die Grenzfunktion einer Potenzrethe in mehreren Variablen, definiert auf
einer offenen Kugel, ist holomorph.

Satz 1.17 Folgende Aussagen tiber eine Funktion f : D — C, D C C" offen, sind
dquivalent:

a) f ist holomorph.

b) f ist stetig und komplex partiell differenzierbar.

Beweis. a) = b): Diese Richtung folgt aus Satz 1.8 und 1.9.

b) = a): Sei w € C beliebig. Wihle ein € > 0, sodass K.(w) € D. Wir zeigen, dass
f die Grenzfunktion einer Potenzreihe auf U.(w) ist. Daraus erhalten wir unmittelbar
die Holomorphie von f. Aus der partiellen Differenzierbarkeit von f in z, folgt mit der
Cauchyschen Integralformel fir ein z € U (w) wegen |z, — w,| < €

f(Zl,...,Zr):L' f(zl""’ZT*hCT)

271 G — 2

dr



Fir f(z1,...,2-—1, () erhalten wir analog

L / f(zly"'azT—27CT—17CT)

271 Gro1— Zr—1
|<’r'717wr71‘:€

f(Zl,...,Zr72,Cr717CT> d d
/ / (G—1 = 2—1)(G — 21) oo

f(Zl, .. "ZT’—hCr) =

dC’r—la

und daher

Fer ey 2) =

27r2
[¢r—wr|=¢€ [(r—1—wr—1|=¢€

Induktiv erhalten wir

|Gr—wr|=e  |¢1—w1|=e

Fiir ein ( € U (w) mit |(;—w;| =€, j=1,...,7,

< 1firalleje{1,...,r}.

j— W
Daher gilt mit Lemma 1.15
1 B 1
(€=2)tD (G —wi = (21— wi)) - (G = wr = (2 — wy))
1

(G —wp) (G —wp) (1 — 2o (T — 2t

N M Gy IR M G

1 Z—w\m (z —w)™
7Y 1)2( ) :Z L ym+(L,..0)
w0 22 \ o) T 22 (T w)
Da f stetig ist, ist f auf K .(w) durch ein gewisses M > 0 beschrénkt. Wir erhalten wegen
(z —w)" |(z — w)™|
‘f(c) (g _ w)er(l ..... 1) ‘ <M elm|+r
die absolute Konvergenz von ZmeNg f(¢ )% als Funktionenreihe in (, da

ZmeNg (=)™ Jas Produkt von r vielen, endlichen geometrischen Reihen ist. Insbe-

I

f(Q)
(= )0
erhalten wir schlieSlich

16 =(55) |

sondere ist

,,,,,

.....

> 1O _(Zw_)n:’f(? G dg,

(Gr—wrl=€  [C1—wi|=e ™No
_ §;T<Q£E>T t/ " t/ @;—&§£L1 ..... Udg.“dg>(z—uﬁm.
mENo [Gr—wr|=e  [C1—wi]=e
O

Mit diesem Resultat konnen wir Korollar 1.11 verscharfen.
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Korollar 1.18 Ist f : D — C, mit einem offenen D C C', stetig und komplex par-
tiell differenzierbar, dann ist f unendlich oft differenzierbar, wobei Ableitungen hoherer
Ordnung nicht von der Differentationsreihenfolge abhdngen. Zudem sind alle partiellen
Ableitungen holomorph.

Beweis. Nach dem letzten Satz ist f holomorph und daher um jeden Punkt w € D lokal
die Grenzfunktion einer Potenzreihe. Gemé&fl Korollar 1.11 ist f lokal um w unendlich
oft partiell differenzierbar, wobei jede Ableitung nicht von der Differentationsreihenfolge
abhéngt und wieder eine Potenzreihe ist. Somit existieren alle partiellen Ableitungen und
sind holomorph.

O

Satz 1.19 Sind f : D - C, g: E — C, D C C offen, E C C" offen, mit g(E) C D, f
und g holomorph, so ist auch f o g holomorph. Insbesondere ist die Komposition zweier
Potenzrethen wieder eine Potenzreihe. Die Koeffizienten sind gegeben durch

|| n

¢o,...,00T = b07 Cr = Z Z andej fUT’ k 7é (07 s 7O>T7 (4)

wobeia —{ ’ki
k
ag ,k#O

Beweis. Zu einem = € E gibt es By > 0, R > 0 mit Ug(g(x)) C D, Ug,(x) C E,
sodass f(w) = Z bo(w — g(z))" fur alle w € Ug(g(z)) und g(y) = Z ap(y — )™

neNp meNG
fir alle y € Ug,(x). Die Funktion ¢ := (y — g(z) + Z |am|(y — x)m) ist we-
meNj
m#(0,...,0)T

gen Lemma 1.7 auf Ug,(x) wohldefiniert und gem#f Satz 1.8 stetig, daher gibt es ein
€ € (0, Ry], sodass §(Uc(z)) C Ur(g(z)) = Ugr(g(x)), womit die Komposition f(§(y)) =
Z by ( Z |am|(y — 2)™)" fiir alle y € U,(z) wohldefiniert ist. Fiir y € U.(x) ist

neNg meN;

meNj meN]
< D lamy— )" < 3(5) — g(x)| <€
meNj
m#(0,...,0)T

ist auch fo g auf Uc(z) wohldefiniert. Wir setzen zur Vereinfachung o0.B.d.A. a
und z =y — x.

Fir my,...,m, € Nj setzen wir M = (my,...,m,) € Ny*". Weiters scien d; € Ng,
e; € Nj die kanonischen Einheitsbasisvektoren in den entsprechenden Réumen. Zudem

.....

11



definieren wir |(aq,...,ax)| = Zai fiir (a1,...,ar) € R,

Aus der unbedingten Konvergenz von Z |a,, 2™ | folgt durch wiederholtes anwenden von
meNj

Korollar 5.4.11 in [ANA1] fiir y € U(z)

= an(z amzm)”:bo+2bn Z Z Hamjsz

neNg  meNg neN  mieNp  myeN; j=1

= by + Z by Z ﬁ aMdeMdja (5)

neN MENG*™ j=1

wobei der Ausdruck Z H a MdeM 4 wegen des gleichen Satzes unbedingt konvergiert.
MeNG*™ j=1

. . e; .
Es gilt | | Ml = pmugmea | pme gz pme 2 | | M Damit
Jj=1

stimmt (5) tiberein mit

b0+2b Z HaMd H ‘TM‘. (6)

neN MGNT‘XnJ 1

Setzen wir A, = {M € N : |ef M| = k; fir allei = 1,...r}, k € Nj, dann ist
Ny = | J Ax.

keNg
Ist M € Ay, NAy,, dann gilt ky; = |e] M| = ky; fiir allei = 1,...,7, woraus k; = ks folgt.
Also sind die Ay paarweise disjunkt und bilden eine Partition von N{*". Fiir jedes n € N

Z HaMd H ¥ unbedingt konvergent. Somit folgt aus Proposition 5.4.8 in
MeernJ 1
[ANAT]

> Lo HZ‘ =SS o HZ‘ e

MeN;*™ j=1 keNy MeAy, j=1

Analog erhalten wir aus der unbedingten Konvergenz der Potenzreihendarstellung von

fogauf Ulx)

S (Y om0 = 350 S b Lo H o

neN meNj neN keNj MeAy J=1

12



Daher stimmt (6) wegen (5.19) in [ANA1] iiberein mit

b+ Y > > b [[amg H ST

neN keNi MeA, — j=1

0t X3S o [T

keNj neN MeAy j=1

it (XX bl ) o)

keN; neN MeA,  j=1
Somit lasst sich f o g auf U.(z) in die Potenzreihe Z Cm(y — )™ mit
keNg

|K|

Co,or =bo, k= Y by HaMd]. fiir k #(0,...,0)7, (7)

n=1 MecAy j=1

entwickeln. Warum die Summe nur bis |k| lduft kann man sich folgendermafien iiberlegen.
Es gilt a(g,_oyr = 0. Fiir n > |k| und einem M € Aj, = {M € Ny*" : |e] M| = k;} muss M
aus Dimensionsgriinden mindestens eine Nullspalte Md;, besitzen. Fiir diese Spalte gilt

per definitionem amd;, = 0 und daher taucht in diesem Fall im Produkt H aprq; immer

j=1
ein Faktor 0 auf. O

Definition 1.20 Fir ein z € C\(—o0,0] definieren wir den komplexen Logarithmus
durch

log(z) = In|z| +1i-arg(z),

wobei In den reellen, natirlichen Logarithmus bezeichnet und arg(z) € (—m,m) der ein-
deutige Winkel mit z = |z|e9() jst.

Bekanntlich ist die Exponentialfunktion eingeschriankt auf R x (—m, ) eine Bijektion auf
C\(—00,0]. Es existiert daher eine Umkehrfunktion. Man kann elementar nachrechnen,
dass der komplexe Logarithmus im Sinne von Definition 1.20, genau diese Umkehrfunktion
1st.

Bemerkung. Der komplexe Logarithmus ist stetig auf C\(—oo, 0].

Satz 1.21 FEs gelten folgende Rechenregeln fiir den komplexen Logarithmus log:

e log(z-w) =log(z) + log(w), falls z, w € C\(—o00,0] und
arg(z) + arg(w) € (—m, )

o log(z7') = —log(2), falls = € C\(—o00,0].

13



Beweis. Aus arg(z) + arg(w) € (—mn, ) folgt log(z) + log(w) € R X (—m,7) und z-w €
C\(—00,0]. Es gilt wegen z,w, z - w € C\(—o0, 0]

exp(log(z - w)) = z - w = exp(log(2)) exp(log(w)) = exp(log(z) + log(w)).
Da die Exponentialfunktion injektiv auf R x (—m, 7) ist, folgt
log(z - w) = log(z) + log(w)

fir alle z, w € C\(—o00,0] mit arg(z) + arg(w) € (—m, 7). Den zweiten Punkt zeigt man
analog.

a
*© n—l—l
Proposition 1.22 Fiir g(z Z (z—=1)", z€ U (1) gilt g(z) = log(z).
n=1
-1 n+1 1
Beweis. Gemif Satz 1.19 erhalten wir fiir exp(g(2)) mit a, = und b, = —
n n!

exp(g chz—l —bo—i—ZZZb Ham z—l

k=1 n=1 meNy j=1

:1+ZZ Z nl R CR

k=1 n=1 mq+- +mn—k 'j=1

k

Es gilt ¢ = 1, ck:Z Z

n=1mi+-Fmp=k  j=1
m;#0

was wir mit

==
|z

w1 k=1
S0 ,k#£0,1°

vollstéandiger Induktion zeigen werden. Fiir p = 2 ist ¢y = —3 + 3= 0. Angenommen die

Aussage ist fiir alle natiirlichen Zahlen zwischen 2 und p giiltig. Es gilt

00 ook
(expog)’ Z (k+ Deggr(z — 1DF = exp(yg Z Z cn(—1)F (2 — 1),
k=0

k=0 n=0

wobei wir bei der letzten Gleichheit das Cauchyprodukt verwendet haben. Mit Satz 1.13
erhalten wir

p
eps = ch = (=P (DT D) (1P
n=2

Die rechte Seite ergibt wegen der Induktionsvoraussetzung 0. Daraus folgt c,.1 = 0
und daher exp(g(z)) = z. Wir erhalten log(z) = g(z) + k,2mi fiir ein gewisses k, € Z.
Wegen der Stetigkeit von g und log muss k, konstant fiir jedes z € Uj(1) sein. Aus
g(1) =0=log(1) = g(1) + k12mi folgt k., = 0 und somit g(z) = log(z). O
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Korollar 1.23 Fiir jeden Punkt w € C\(—o0,0] gilt

0 1)+l
log(z) = log(w) + ; n;” (z—w)", fir alle z € U (w),
wobei € = [mw] - w ¢ R Der komplexe Logarithmus ist somit holomorph auf
| |l ,we RT. (4 g 4
C\(—o0,0].

o0 -1 n+1
Beweis. Geméf der letzten Proposition gilt log(z) = Z L(z —1)", fir alle z €
n
n=1

1
Ui(1). Sei w ¢ R. Es gilt arg(—) = —arg(w). Fiir ein 2 € U}py|(w) haben die Winkel
w

1
von z und w stets dasselbe Vorzeichen. Daher haben z und — stets verschiedene. Somit

w
1
gilt arg(z) +arg(—) € (—m,m). Mit Satz 1.21 erhalten wir wegen |E —-1l<1
w w
Sy = (1)
log(2) — log(w) = log(Z) =S (2 =S~ e,
0g(z) — log(w) = log(-") ; (-1 ; e (Fmw)

Fir w € RT und 2z € Ujy(w) ist arg(w) = 0 und die obige Rechnung ist genauso

durchfiihrbar. Setzen wir € = { IZTLM Z i R, dann gilt
o 1)n+1
log(z) = log(w) + Z s (z —w)" (8)

n=1

fiir alle z € U.(w). Also ist log holomorph auf C\(—o0, 0].

15



2 Stetige Funktionen auf W (7))

Sei (T,7T) ein kompakter Hausdorff-Raum, C(T') die Menge aller stetigen Funktionen
f T — C und C(T) dessen topologischer Dualraum, also die Menge aller stetigen
Funktionale ¢ : C(T') — C. Mit M,.,(T) bezeichnen wir die Menge aller reguléren,
komplexen Borelmafie auf dem Messraum (7,2,(7)). Ein A € 2,(7) nennen wir auch
eine messbare Menge.

Die letzten beiden Funktionenrdume stehen in einem engen Zusammenhang. Wir zitieren
den Darstellungssatz von Riesz-Markov in einer Form, in der wir ihn benétigen, ohne
Beweis.

Satz 2.1 Sei L ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann ist die Menge C(L) isometrisch
isomorph zu M,.4(L). Genauer ist die Abbildung ® : M,.,(L) — C(L)’, die einem re-
guldren komplexzen Borelmaf$ p das durch

() f = / fdu, f € Col(L),

definierte lineare Funktional ® (1) zuordnet, ein isometrischer Isomorphismus von M,.,(L)

auf Co(L)".

Sei C(T)" versehen mit der w*-Topologie, also die initiale Topologie aller Auswertungs-
funktionale «(f) : C(T)" — C, die definiert sind durch

ufe=e¢(f), fec(T) (9)

Die Urbilder jeder offenen Teilmenge von C(T')" unter ® aus Satz 2.1 induzieren eine

Topologie auf M, .,(T'), die wir mit w* bezeichnen. Damit wird ® ein Homéomorphismus.
Sei W(T) :={pu € Myey(T) : ¢ > 0, pu(T)) = 1}, also die Menge der reguliren Wahr-
scheinlichkeitsmafle auf 7". Die Spurtopologie auf W (7') bezeichnen wir mit

Satz 2.2 Ist u € M,.,(T), dann gilt

pe W(T) genau dann, wenn p(T) =1 und (11)

/ f du > Ofiir alle nichtnegativen f € C(T).
T

Beweis. Falls p € W(T), dann gilt klarerweise p(7') = 1 und / fdu > 0. Fiir die
T
Umkehrung benétigen wir das Lemma von Urysohn (Satz 12.10.2 in [ANA2]).

Satz 2.3 Erfillt (X, T) das vierte Trennungsaxiom, so sind je zwei disjunkte abgeschlos-
sene Mengen A, B durch eine stetige Funktion f : X — [0,1] trennbar, d.h. f(A) C {0},

f(B) € {1}.
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Da auf jedem kompakten Hausdorff-Raum das vierte Trennungsaxiom erfiillt ist, kénnen
wir das Lemma von Urysohn hier anwenden. Mit p € M,., gilt auch 7 € M,., (komplexe

Konjugation).
1 1
Fir Rep := i(u + 1) und Imp = 2—(,u — @) erhalten wir
i

1 1 _ .
p=5p+n) +ig(p—H = Rep+ilmp.
Dabei sind Re p und Im pu reellwertige, signierte Mafle. Diese lassen sich nach dem Zer-
legungssatz von Jordan (Satz 11.11 in [K]) als Differenz zweier zueinander singulérer,
nichtnegativer Mafle darstellen. Es gibt also 1, po, p3, ptg mit gy Lo, sl g, sodass

Rep = py — pg, Imp = ps — pia. (12)

Wir zeigen, dass alle obigen u; regulér sind.
1 _ :
—(pu — @) als Line-
i
arkombination von reguldren Maflen auch reguldr. Definitionsgeméf ist Re u genau dann
reguldr, wenn seine Variation |Re u| = p1 + uo es ist. Deshalb gibt es zu jedem € > 0 und

A € 2,(T) eine kompakte Menge K und eine offene Menge O mit K C A C O, sodass

1
Da M,.,(T) ein Vektorraum ist, sind Re 1 = §(u + @) und Imp =

|Re | (O\K) = 1 (O\K) + 12 (O\K) < e.
Daraus folgt
p(O\K) <€, pa(O\K) <,
was die Regularitéit von gy und ps zeigt. Analog sind auch pz und py regulér.

Wir schlieffen im Folgenden von / fdu > 0 fiir alle nichtnegativen f € C(T) auf p > 0.

T
Wegen (12) und der Linearitit des Integrals im Maf gilt fiir eine nichtnegative Funktion

fed(T)
[ ran=[ sam= [ rawei(f ram— [ rau=o

Daraus folgt /fdul > /fd,ug und /fdug — / fdupy = 0. Wir miissen p; > po
T T T T

und p3 = pg zeigen, woraus wegen g Lo, pslpy unmittelbar ps = ps = py = 0 und
daher g = py — po + i(pusz — pa) > 0 folgt. Sei A € A,(T) und € > 0 beliebig. Wegen der
Regularitit von py, ps gibt es eine offene Menge O O A mit p1(A) > p1(0O) — € und eine
kompakte Menge K C A mit ps(K) > pz(A) — €. Das Lemma von Urysohn gewéhrt die
Existenz einer stetigen Funktion f: 7" — [0, 1] mit f(O°) C {0} und f(K) C {1}. Damit
erhalten wir

i (A) >u1(0)—6—/

T

Z/fd,u2—62/]leug—ezug(K)—6>,u2(A)—26.
T T

LMM—eE/fer
T

17



Da € beliebig war, gilt 17 > po. Analog erhédlt man ps > py und aus Symmetriegriinden
auch py > ps und daher pz = pg. Damit ist g ein nichtnegatives Mafl und (11) ist
vollstandig bewiesen. O

Bemerkung. Mithilfe von Satz 1.2.3 in [F] kann man die Konvergenz eines Netzes in
W(T) bzw. M,.,(T) folgendermafien charakterisieren (siehe Satz 3.1 im Anhang):
Ist (14;)ier ein Netz in W(T') bzw. M,.,(T), dann gilt

L 4 i bzw. ER i genau dann, wenn/ fdu; — / fdu  firalle f € C(T). (13)
T T

Satz 2.4 W(T) ist eine w*-kompakte Teilmenge von M,.,(T).

Beweis. Sei (14;)ier ein Netz in W(T') mit p; N p € M,ey(T). Nach der letzten Bemerkung
ist dies genau dann der Fall, wenn

/fdp@- — / fdu fir alle f € C(T).
T T

Fir f = 17 folgt klarerweise /]lT dp = 1 und somit u(7T) = 1. Ist f stetig und nicht-
T

negativ, dann gilt / fdu; >0 fiir alle © € I. Der Grenzwert / f dp dieses Netzes muss
dann auch eine nichtnegative Zahl sein. Aus (11) folgt p € W(T). Also ist W(T') eine
w*-abgeschlossene Teilmenge von M, (7).

Da die Totalvariation jedes u € W(T') eins betrégt, ist W (T") mithilfe der Riesz-Markov-
Identifikation @ (siehe Satz 2.1) eine Teilmenge der Einheitskugel in C'(T")" beziiglich der
Operatornorm. Die Einheitskugel ist nach dem Satz von Banach-Alaoglu w*-kompakt,
womit das Urbild beziiglich ® auch kompakt in M,.,(T) sein muss. Als abgeschlossene
Teilmenge einer kompakten Menge ist W (T') ein w*-kompakter topologischer Raum. O

Lemma 2.5 Die Funktion ¢ : T — W(T), die jedem x € T das Punktmaf$ §, zuordnet,
st ein Homéomorphismus auf thr Bild.

Beweis. Das Punktmaf entspricht geméfl Satz 2.1 dem Funktional
)= (F = [ 1a5) = (£ 1), Fecm)

Nach Satz 1.2.1 in [F] ist © — (f — f(z)) stetig, wenn ¢(g) o <x = (f = f(;z:))) fiir alle
g € C(T) stetig ist. Wegen

wg)o (z = (F = F@) ) @) = lg)(f = f(2)) = g(a)

ist dies stets erfiillt. Infolge ist auch ¢ = ®~!o (:U = (f — /fd&@) stetig. Aus der
T

Kompaktheit von T folgt mit Lemma 1.5 die Homéomorphie von ¢ : T — (7).
(]

Insbesondere ist 7" in W(T') eingebettet und wir kénnen 7' als Teilmenge von W (T)
betrachten.
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Definition 2.6 Set ¢ : T' — C eine messbare, beschrinkte Funktion. Dann definieren
wir

@W%=L¢W,MGW@)

Bemerkung. Aus der Linearitéit des Integrals im Maf3 folgt fiir eine Konvexkombination
ap+ (1 —a)vin W(T), a € (0,1), dass

gb(au—l— (1 —-a)v /gbdozp—k (1—-a)v —a/gbd,u+ l—oz/gbdu
= ag() + (1= 2)o(v).
Fiir u € W(T) erhalten wir 17(p) = / Ldp = 1und daher 17 = Ly (r). Fiir die Funktion
T

1 aus dem letzten Lemma gilt qb o) = ¢.

Satz 2.7 Flir ein stetiges ¢ ist auch ngS stetig. Dabei ist . eine Isometrie von C(T) nach
C(W(T)), wenn beide Riume mit der Supremumsnorm versehen sind.

Beweis. Fiir ein Netz p; € W(T) mit u; N p folgt aus (13)

Qg(#i):/Tgbd#i_)/Tgbd#:Cg(U)

was die Stetigkeit von gg nach sich zieht. Wegen

sup [o(p)| = sup | [ ¢dpu| < suplo(x)| und (6:) = é(x)

HeW (T) HeEW(T) JT z€T

ist die Abbildung : C(T') — C(W(T')) eine Isometrie, wenn man beide Rdume mit der
Supremumsnorm versieht.
O

Definition 2.8 Sei Py die Menge aller konstanten Funktionen von W(T) nach C und
P, die lineare Hiille in C(W (T)) aller Funktionen der Form

H ngv (14)
j=1
wobei ¢p; € C(T). Zudem setzen wir
P = J P (€ COW(T))). (15)
k=0

Bemerkung. Wegen 1 = Lw (1), kann man in (14) beliebig oft 1y (ry dazu multiplizieren
und erhilt P, C P, ;.
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Satz 2.9 P, ist eine nirgends identisch verschwindende, punktetrennende Algebra von
Funktionen und liegt somit dicht in C(W(T)).

Beweis. Nach Konstruktion ist P, ein Untervektorraum, der beziiglich der punktweisen
Multiplikation abgeschlossen ist.

Damit ist P, eine Algebra von Funktionen, die wegen 1Ly (7) € Px nirgends identisch ver-
schwindend ist. Sind py, pe € W(T') mit py # pe, dann sind die durch die Riesz-Markov-

Identifikation gegebenen Funktionale f +— / fdu; und f — / f dpo auch verschieden.
T T
Demnach gibt es ein g € C(T') mit

iy Z/ngm #/nguzzﬁ(uz),

wodurch P,, punktetrennend ist. Aus dem Satz von Stone-Weierstrass folgt, dass P,
dicht in C(W/(T")) beziiglich der Supremumsnorm liegt. O

Beispiel 1: Im Fall 7= {0, 1} gilt
W(T) ={p € Myeg(T) : p > 0, u({0}) + p({1}) = 1} = {cobo + 161 : co + 1 =1, ¢; > 0}.

Identifiziert man §y mit 0 und 6; mit 1, dann entspricht die obige Menge genau dem
Intervall [0, 1]. Genauso erhélt man fir 7' = {0, 1, 2}

W(T) = {cobo + c101 + 202 : co+¢1 + o =1, ¢; > 0}.

0 0
. y 0 1 0
obige Menge genau der konvexen Hiille von { ( ) , ( ) , ( ) }, also das von den

Identifiziert man p = ( 0 >, 0 = < L ), 0y = ( (1) ) in R2, dann entspricht die

0 0 1
3 Punkten aufgespannte Dreieck, da die ¢; genau die Bedingungen fiir die Koeffizienten
einer Konvexkombination erfiillen.
Mit denselben Uberlegungen entspricht W (T') fiir T = {0, ...,n} der konvexen Hiille der
kanonischen Einheitsbasis mit 0 in R".

Beispiel 2: Sei N mit der diskreten Topologie, also der Potenzmenge, versehen und sei
T = NU{oo} die Alexandroff-Kompaktifizierung geméf Satz 13.1.1 in [ANA3]. Da die
kompakten Mengen von N genau die endlichen Mengen sind, ist der Umgebungsfilter von
{o0} gegeben durch

{{occ} UN : N€ ist endlich, N C N}.

Wir setzen
Ki = {(2)nen € (1(N Zmngl}ﬂ o)

Eine Folge (z,,)nen aus diesem Raum entspricht einem fi,,,), .. € W(T) mit ji(s,,), .. ({n}) =

x, und figz,), o ({o0}) =1 — an Ist umgekehrt p ein Wahrscheinlichkeitsmafl, dann

n=1
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ist (u({n}))nen eine Folge in K. Mit 8 : (Zn)nen — H(zn).en Desteht also ein bijektiver
Zusammenhang zwischen K;" und W (T).
Fiir ein beschrianktes ¢ : T'— C erhalten wir

Htttanyy) = / by, = 6(00)(1 =3z + 3 b(n)z,
n=1 n=1

= ¢(00) + Y ($(n) — ¢(00)). (16)

Ist ¢ stetig, dann gibt es zu jedem € > 0 eine Umgebung U von oo mit

o(U) C U (¢(0)).
Da jede Umgebung von oo alle bis auf endlich viele Elemente von N enthélt, gilt
¢(n) € U (¢(00))
fiir alle bis auf endlich viele n € N, woraus lim ¢(n) = ¢(o0) folgt.
n— o0

Gilt umgekehrt lim ¢(n) = ¢(o0), dann gibt es zu jedem e > 0 ein nyg € N mit ¢(n) €
n—oo
UL (4(00)) fiir alle n > ng. Die Menge

D:={neN:n>ny}U{oco}

ist eine Umgebung von oo mit ¢(D) C UL (¢(c0)). Das zeigt die Stetigkeit von ¢ bei co.
Da {n} eine Umgebung von n und folglich ¢({n}) in jeder Umgebung von ¢(n) enthalten
ist, ist ¢ stetig bei n. Wir erhalten, dass

¢ genau dann stetig ist, wenn lim ¢(n) = ¢(00). (17)
//

Bekanntlich ist ¢*(N) = {(2,)neny € CV : Z |zn| < oo} mit der Abbildung

n=1

Y 1(N) — ¢o(N), die einer Folge (z,)nen € £'(N) das Funktional
w«zn)nEN)(xn)nEN = anzn =< (ajn)nel\b (Zn)neN > (18)
n=1

zuordnet, isometrisch isomorph zum topologischen Dualraum von ¢(N), dem Raum aller
komplexwertigen Nullfolgen. Versieht man ¢o(N)’ mit der w*-Topologie, dann induziert
ahnlich wie bei der Konstruktion des topologischen Raumes (M,.,(T),w*), eine Topologie
auf ¢'(N). Wir bezeichnen beide Topologien mit w:g~ Es sollte aus dem Kontext klar sein
welche gemeint ist.

Wir betrachten wieder den topologischen Raum 7' = N U {oco} aus Beispiel 2 und kon-
struieren daraus den w*-topologisierten Raum (W (T, O); vgl. (10). Wir haben vorher
mit 3 : x — 1, einen bijektiven Zusammenhang zwischen K} und W (T) festgestellt. Wir
werden in Satz 2.11 zeigen, dass 3 : (K, w;)] x+) = (W(T),O) ein Homdomorphismus
ist.
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Lemma 2.10 (Kf,w:{)|Kf) ist kompakt und konvex. Dasselbe gilt auch fiir die Menge
KlJr’m I:{OéeKlJrZOqZOQZ...}.

Beweis. Die Konvexitiit liisst sich elementar nachpriifen. Die Menge K, kann als eine
Teilmenge in der abgeschlossenen Einheitskugel in ¢g(N)’, welche nach Banach-Alaoglu
w;‘{)—kompakt ist, identifiziert werden. Es reicht daher die Abgeschlossenheit von K

beziiglich w(, nachzupriifen. Sei dazu (z(i)icr) ein Netz in K, das beziiglich wy, ge-

gen (z,)nen € *(N) konvergiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn
hmZ Yo (i Z YnTn = hmz Y (@i =0 fiir alle (yn)nen € co(N), (19)

da die initiale Topologie tiber alle Auswertungsfunktionale ¢((yn)nen) gebildet wird.
Fiir die Folge (d;n)nen € co(N) erhalten wir daher

oo

0= 11151 Ojn(xn(i) — ) = hnll(x](z) — ;) bzw. hDIl xj(i) = z; fir alle j € N.  (20)
1€ 1€ 1€
n=1

Somit gilt z; > 0 fur alle j € N. Ware ) >, z, > 1, dann gibe es ein N € N mit
25:1 xp > 1. Mit (Y )neny = (Zjvzl djn)nen hétten wir wegen

N
—1 —z,) =i N
0 Z1€H1Zyn (1 im Y (z,(1) —x,)

el
n=1

einen Widerspruch zu 3> z,(i) < 1 fiir alle i € I. Das zeigt 3.°°, x, < 1 und somit
('Tn)nEN € I('lJr
Ist (2(i))ies ein Netz in K™ mit lim z(i) = (2, )nen, so folgt wegen x,(1) > 2,41 (i) fiir

i€l
alle n € N aus (20)

zy, =limax, (1) > limx,1(i) =z, fir allen € N,
icl icl

und daher (z,)nen € K.
O

Satz 2.11 Die Abbildung 3 : (Kf,wzé\KlJr) — (W(T),0) : (Tn)nen > Wan)nen 15T €in
Homdéomorphismus.

Beweis. Da die Topologie O auf W(T') die initiale Topologie von den Auswertungsfunk-
tionalen in (9) ist, ist § :  — p, nach Satz 12.5.1 in [ANA2] genau dann stetig, wenn
die Abbildung

e [ b0 = 8(00) + Y (0(n) = d(oc),

NU{oo}

= ¢(00)+ < (¢(n) — &(00)Jnew, (Tn)nen >
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genau die Nullfolgen in ¢g(N). Die Auswertungsfunktionale ¢((y,)nen) sind per definitio-
nem von w} fiir alle (y,)nen € co(N) stetig. Der Ausdruck < (¢(n)— ))nen, (Tn)nen >
entspricht dem Auswerten des Funktionals (z,)neny € *(N) = ¢o(N) an der Stelle
(p(n) — @(00))nen; vgl. (18). Daraus folgt die Stetigkeit von

(Tn)nen — d(00)+ < (¢(n) — ¢(00))nen, (Tn)neny > und infolge die von §. Nach Lemma
1.5 und dem letzten Lemma ist 5 ein Hom&omorphismus.

fiir jedes ¢ € C'(NU{oo}) stetig ist. Fiir ¢ € C(NU{oo}) sind (¢(n)— g)b( 00))nen nach (17)
(00

g
Folgende Mengen sind dicht in K" bzw. K;”™ enthalten.

Satz 2.12 Die Menge
K7 = {(z)nen € K7 2 | (Za)nenlly = 1, 2n41 = 2n42 = - -- = 0 fiir ein N € N}

st konvexr und lzegt dicht in K{" und K> ot = K" I K7™ liegt dicht in K7™, jeweils
beziiglich der w*-Topologie.

Beweis. Sind (¥, )nen, (2n)nen € Kf“f und « € [0, 1], so erhalten wir

o0

||O‘(?/n)neN+ (1 - Of Zn neNHl Z |ayn 1 -« Zn| = azyn 1 -« Zzn =1
n=1

Klarerweise verschwinden auch alle bis auf endlich viele Eintrége von
(yn)nen + (1 — @) (2n)nen, womit K/ eine konvexe Teilmenge von ¢1(N) ist.
Fiir f € (/Y(N), wzg)’, gibt es eine Folge (x,,)nen € ¢o(N) mit (siehe Satz 3.2 im Anhang)

f((zn)nEN) = i Tpin fﬁl“ alle (Zn)neN S gl (N)

n=1

Gilt Ref(K;"') C (—o0,4] fiir ein v € R und ist 0 # (2, )nen € K, dann folgt

o) N
1
Ref((zn)nen) = Re Tpzp = lim Re(—— TnZn) =
; N—=eo ZnNzl Zn ;
1
- <
&gRef(zn 1zn(zl,...,zN,0,...)> <7,

und daher K;\{0} C (Ref)~'(—00,~]. Da der Abschluss der konvexen Menge K,/ nach
Korollar 5.2.6 in [F] mit dem Schnitt aller K"/ enthaltenden Halbréiume (Re f)~!(—c0, 7],
wobei f € (1(N), v € R laufen, iibereinstimmt, erhalten wir

K\{0} C N (Ref)™(—o00,9] = K
fer (NY veR
KT C(Ref)=1(—o00]

Die Folge (ep)ren in 1(N) mit ep := (Opn)nen konvergiert beziiglich der w*-Topologie
gegen 0, denn die zugehorigen Funktionale ¥(ex)ren in ¢o(N)" konvergieren gemifl Satz
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1.2.3 in [F] genau dann gegen 0, wenn ¢((2,)nen) (¥ (ex)) fiir alle (z,,)nen € co(N) gegen 0
konvergiert. Es gilt

L((Zn)new) (Y(er)) = t((Tn)new) (Yn)nen — Zynakn) = Zmndlm = Tk k—_>>oo 0

n=1 n=1

fiir alle (2,,)nen € co(N). Somit liegt 0 im w*-Abschluss von K;\{0} und wir erhalten

Kt C K0y C KT C Kt

In einer &hnlicher Weise ergibt sich fiir die zweite Aussage

K™\{0} € N (Ref) ™ (—o0,7] = K™
fell(NY veR
K™ C(Ref)=} (=00

:
1
Die Folge % Z en liegt in K7™/ Nach Lemma 15.32 in [K] konvergieren die Mittel einer

n=1
konvergenten Folge gegen denselben Grenzwert. Wir erhalten
k

() D en)) = 73w, 0

n=1 n=1

| =

fiir alle (2,)nen € ¢o(N) und daher wegen der Abgeschlossenheit von K"

K™ C RPNy C KT C R

O

Lemma 2.13 Die Abbildung t; : ("(N) — C : ty(a) = Y of fir k € Nk > 1 und
j=1

ti(a) = 1 ist stetig auf K{7™ = {a € K" : a1 > ay > ...} versehen mit der soeben

eingefiihrten Topologie auf K.

Beweis. Wegen (20) folgt aus der Konvergenz eines Netzes in K, die Konvergenz in

den einzelnen Komponenten. Insbesondere sind die Projektionen 7; : x = (2, )neny = 2;

k

stetig. Infolge sind die Funktionen ¢ (z) = Zivzl x, als Zusammensetzung von stetigen

Funktionen fiir alle N € N stetig. Wire fiir eine Folge (2, )peny € K7™ und einem n € N

1
eine Komponente x,, > —, dann folgt aus der Monotonie und Nichtnegativitéit von (z,)nen
n

o0 n 1
> Z =
an > an > nn 1,
n=1 k=1
im Widerspruch zu )2, =, < 1. Also gilt

1
Tp < — fiir allen € N,
n
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Damit erhalten wir fir k > 1

00 N
() — (@) = | Yok = D ak
n=1 n=1

Dies zeigt die gleichmiBige Konvergenz von & gegen t; fiir N — oo. Als gleichmiifliger
Grenzwert von stetigen Funktionen ist tj stetig auf K;”". Fiir ; = 1 ist nichts zu
beweisen.

oo o
I~
k — 0 .. +,m
= 5 x, < E ﬁ—>0 fiir alle v € K.

O

Wir wiederholen einige Begriffe aus der Maftheorie.

Definition 2.14 Fiir eine Familie von Messrdaumen (£2;, S;)ier ist auf dem Produktraum
[Lic; S die Produkt-o-Algebra [],.; &; als die kleinste o-Algebra, beziiglich der alle Pro-
jektionen m; : [],c; Q4 — Q; messbar sind, definiert.

Damit die Projektionen messbar sind, muss die Produkt-o-Algebra auf jeden Fall 7; *(&;)
fiir alle 7 € I enthalten. Die kleinste Sigmaalgebra, die alle diese Urbilder enthélt, ist die

von den Urbildern erzeugte Sigmaalgebra. Es gilt also
[Is =2 (Ur'e).
iel iel
Die endlichen Schnitte von den Urbilder von 7; haben einen besonderen Namen:

Definition 2.15 Ist (2, S;).e; eine Familie von Messrdumen, dann nennen wir Z einen
Pfeiler, wenn es eine endliche Teilmenge J # () von I gibt, sodass

Z:HAJ X H Q,L mztAJ EGj.
jed iel\J
Nach Lemma 10.14 in [K] bildet das System der messbaren Pfeiler einen Semiring auf
dem Produktraum J],., €. Aus der MaBtheorie ist bekannt, dass sich jedes o-endliche
Maf} auf einem Semiring in eindeutiger Weise zu einem Maf}, der auf der vom Semiring

erzeugten o-Algebra definiert ist, fortsetzen ldsst. Insbesondere ist ein endliches Maf} auf
dem Produktraum bereits auf dem Mengensystem der Pfeiler eindeutig bestimmt.

Definition 2.16 Ist (€, &;, i1;)ic; eine Familie von Wahrscheinlichkeitsraumen, dann

bezeichnet X p; das Produktmaf auf dem Produktraum, welches auf den Pfeilern durch
iel
X (T4 % T @) = Xu (J]T A0 =[] (A7) (21)
iel jeJ iel\J jedJ jeJ jeJ

gegeben ist, wobei die rechte Seite das endliche Produktmaf der Mafe p;, j € J darstellt.
Mit pp X v bezeichnen wir das tibliche Produkt zweier Mafle. Gilt p; = p fiir alle i € I, so
schreiben wir

ph =X p.

i€l
Fir I ={1,...,N} bzw. J={n € N:n > N} schreiben wir
pN =X bzw. ptN =X p.

iel jeJ
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Satz 9.6 in [G] besagt, dass die in (21) definierte Mengenfunktion tatséchlich ein Maf} auf
dem Mengensystem der Pfeiler ist und rechtfertigt damit unsere Definition des Produkt-
mafes.

Satz 2.17 Ist (2, S, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum und betrachtet man den Folgen-
raum ([[Q, [I S, X p) als Produktraum mit dem in Definition 2.8 gegebenen Produkt-

neN  neN neN
mafs, so gilt fiir jedes N € N

Beweis. Wegen [], oy Q20 = (1 X - x Qn) X [[,,o 5 s und Satz 10.3 in [K] stimmt die

Produkt-o-Algebra der beiden o-Algebren [['_, & und [L,-n© mit [[,.y6 iiberein.
Damit sind die beiden Mafle in (22) auf derselben o-Algebra definiert. Um die Gleichheit

nachzuweisen, geniigt es, die Gleichheit fiir jeden Pfeiler nachzupriifen. Ist Z = Hj ey Ajx
HZ.GN\ ;€1 ein Pfeiler, dann gilt per definitionem
WN2) =i ([T A > TT @ =T wuA).
JjeJ ieN\J jeJ
Andererseits gilt mit der Definition (H Bj) xC:=C
Jjen
A AR | E RS I RS R [
JEN JEN j>N J>N
jed j¢J jeJ ¢
= uM([TA < [T (] T4 < [T
J<N J<N >N >N
jed J¢d jed i¢J
= [T AN T m(As) =TT m(Ay).
J<N >N jeJ
jed jeJ
(]

Wir kénnen nun folgenden Operator B, : C(W(T')) — C(W(T')) definieren.
Definition 2.18 Fira € K|, f € C(W(T)), u € W(T) definieren wir

Bl P = [ F(Y st + (1= Y as)) di(a). (23)

Wir wenden uns der Wohldefiniertheit dieser Funktion zu. Man kann ganz elementar
zeigen, dass das Argument von f fiir jedes u € W(T) und (2, )neny € TV ein Wahrschein-
lichkeitsmaf ist. Die Projektionen 7, : (,)nen — 2; sind definitionsgemafl messbar. Die
Abbildung x; — «;d,, ist nach Lemma 2.5 stetig. Somit ist (Tn)nen — Zjvzl 0y, +

(1— Zjvzl a;)p als Zusammensetzung von messbaren Funktionen messbar und folglich ist
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(Tp)nen — f(zj ) ajéx] + (1 - Zj L a])u) auch messbar. Mithilfe von (13) zeigt man

leicht, dass fiir vy = Zaiémi + (1 — Z a;)p

j=1
]\}1—{20 VN = Zl&jdxj + (1 — ZIOCJ‘)/L
J= J=

in W(T') gilt. Aus der Stetigkeit von f folgt hm fvw) ZQJ(SIJ +(1— Zoz]

Somit ist der Integrand in (23) als Grenzfunktion von messbaren Funktlonen messbar.
Wegen der Kompaktheit von W (T') ist f beschrénkt. Die Integrierbarkeit folgt nun aus

/Ifzaﬁxﬁl—Z% (@) < Ul [ = 1. < +oc.

An der obigen Ungleichung erkennt man auch, dass || By(f)||,, durch ||f|, beschriankt
ist, wodurch der Operator B, : C(W(T)) — B(W(T),C) beschriankt ist mit ||B,| <
1. Wegen B, (Lw ) = Lwr) gilt ||Ba| = 1. Dabei ist B(W(T),C) die Menge aller
beschrinkten Funktionen auf W (7). Was noch iibrig bleibt, ist die Verifizierung der
Tatsache, dass B, (f) stetig ist. Diese ergibt sich aus dem folgenden Satz. Davor bringen
wir noch ein Lemma.

Lemma 2.19 Fir hl, . h € C(T), z € C und f(p) = exp(z1hi(p) + - + 2.k, (1))
It B, —B ha by
it B = Y S )

meNj

Beweis. Es gilt f(u Z H hk )™ vgl. Lemma 1.15. Nach Satz 2.7 ist hi stetig.
mGNT
Setzen wir ¢; = und ¢ = (cq,...,¢.) € R", dann konvergiert f wegen
zm ﬁ]{ ()™ < (1215, o)™
m! . R - m!
=1

) C1215 -5 Cp2p)™ - . ,
mit Z I — )" = Hexp(ck|zk|) fiir alle z € C” absolut als
meN; k=1
Funktionenreihe in p und daher auch gleichméflig. Das heifit, mit

Z Hhk gl lim gy = fin (COW(T)). |llly)-

Aeg(Np)
meA
Aus der Beschrankthelt von B, folgt

Balf)= lm Bulgn)= 3 B[]0 (24)

AeE(NE) =
0
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Satz 2.20 Es gelten folgende Aussagen.
o Fir jede Funktionen f € C(W(T)) ist Bo(f) € C(W(T)).

o Die Abbildung o — B, von Kf“m, versehen mit der Topologie in Lemma 2.13, nach
Ly,(C(W(T))), versehen mit der starken Operatortopologie, ist stetig.

Beweis. Wegen |f(z g, + (1= Z o)) < | fll, fiir alle N € N erhalten wir
mit dem Satz von Lebesgue und Satz 2. 17

Ba(f)) = tim | F(3 " ase, + (1= Y apu)du’(a) =

N—oo TN
N N
lim FOabe, + (1 =) au)dp™ x p"=").
N—oo 7Ny n>N ; I _]Zl /

Damit schlielen wir mit dem Satz von Fubini auf

Ba(f)(p) = lim f(z oy, + (1 — Z%)u) dp” (). (25)

N—oo TN

Fiir by, ... h, € C(T), 21,..., 2, € Cund f(u) = exp(z1hi () + - -+ 2z-hy (1)) ergibt sich
aus der Linearitdt der h; bei Konvexkombinationen

N N r N N
f(z g, + (1 — Zaj)u) = eXp(Z zkﬁk(z g, + (1 — Z
j=1 j=1 j j=1

N
—exp<ZaJszhk () Z
Jj=1 7=1
N
—6Xp<1—ZOéj szhk )H
j=1 j=1

Aus der Beschrinktheit von hy, folgt die Integrierbarkeit von [, _, exp(azihy(.)) beziiglich
p. Da auch der Ausdruck [[;_, exp(|azihy(.)]) beziiglich p integrierbar ist, folgt mit

a;)i))

j Z i ))

=1

)

H exp(o;zihi(z5)).

Bemerkung 1.2 und dem Satz von Fubini (m!=my!---m,!,m € Nf)
azihg(
/ Hexp azkhk / / R k dC( ) ( )
T =1 T =1 Mo :

/ /N /N ORI 4oy ., ()

0 k=1

|m|
Z/T%(/Th?”mhﬁdu)d@‘(m)

almlzm
= > T ) ) (26)

meNj
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und daher

[ AOS a + 1= g (@ 1)

= exp <(1 — i zkhk /TN HHeXp (ojzih(z4)) du (o)
e (1-3 0 zzkﬁkw)) IT / TTesplo (e dntr,)
j=1 k=1 j=17T k=1

TR () (28)

_exp(l—jzlaj szhk >HZ

j=1meN;

Die Potenzreihe in (26) konvergiert fiir alle z € C” und ist stetig. Wir haben im ersten
Kapitel eine Potenzreihendarstellung des komplexen Logarithmus auf U;(1) hergeleitet.
Mit Satz 1.19 erhalten wir fiir alle w in einer gewissen Umgebung Us(0)

tog( 3 (™ m’fm o) = 3 b (29)

meNj meNj

wobei die Koeffizienten b(u), gemiB (7) mit Ay = {M € N : |ef M| = k;} und Satz
1.13 eindeutig gegeben sind durch b(x) o, gyr = 0 und

.....

n+1 hml m
b(k)k :Z > H () ik £ (0,07 (30)
n=1 MeA, j=1 7
Md;#0
7j=1,...,n

Aus der Stetigkeit von hq, ..., h, folgt, dass b(u), stetig in p ist. Fiir z € Us(0) ist wegen
a; <1 auch a;z € Us(0) fiir alle j € N. Wir betrachten fiir z € Us(0) den Ausdruck

(1—Zaj)2zkhk —i—ZZb

Jj=1 meNj
N
1—Zoz] szhk Zb mZ" Z lm'). (31)
j=1 meNg =1

Die Koeffizienten b(u), sind fiir die kanonischen Basisvektoren e; € C” geméf (30) gege-
ben durch
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Wir definieren t;, wie in Lemma 2.13 und setzen a‘N = (o1,...,an,0,...). Dann stimmt
(31) iiberein mit

N N
(1-— Z a; Z zkhk )+ Z Zkhk )(Z ;) Z b(pt) 2" Z |m|)
=1 j=1 meN; =1
jml£1
r N
= Z ZkiLk Z b mz Z |m| Z b mZ t|m| O./lN
k=1 meNy j=1 meNg

Iml£1

Wegen a; <1 fiir alle j € N gilt |tk(0z}N)| < |la|l; £ 1 und infolge

|b(u)mzmt|m|(oz|N)| < |b(p)m2™| fiir alle N € N. Somit ist |b(u),2™| eine konvergente
Majorante. Nach dem Satz von Lebesgue gilt unter der Beachtung, dass ), wegen Lemma
2.13 stetig ist,

dim b (@] ) = D 0(10) 2 b ().

meN([ meNj

Wir erhalten wegen (29)

exp(Zb Jm 2 tm (a ‘N>—exp<1—2a] szhk +ZZZ) )

meNg Jj=1 meNj

_exp(l—z% szhk )HZ a] hml. hmr)()

Jj=1 meNg

was mit (28) iibereinstimmt. Zusammen mit (25) und der Stetigkeit der Exponentialfunk-
tion erhalten wir fiir N — oo

Bo(£) (1) = exp (D btz tmi()).

meNg
Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Darstellung in Lemma 2.19, so erhélt man

exp (2 Whwtim(@)") = 30 TR R 00)

meNj meNj

Die obige Gleichung ist fiir alle z € Us(0) giiltig. Der Ausdruck auf der linken Seite ist
wegen Satz 1.19 eine Potenzreihe, deren Koeffizienten wir mit Formel (7) explizit aus-
rechnen kénnen. Aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten einer Potenzreihendarstellung
folgt daher fiir den Koeffizient mit m = (1,...,1)7



S b b E (@) Fp (1), (32)

wenn man bedenkt, dass die Mengen unter den obigen Summen genau die A
Formel (7) fir n =2,...,r sind.

Da die b(u),, stetig in p sind, erhalten wir aus der Darstellung (32) die Stetigkeit von
Ba(hy---hy) in p. Aus der Linearitit von B,(g) in g, folgt die Stetigkeit von Ba(g)
fir alle g € Py; vgl. (15). Somit gilt B,(Px) € C(W(T)). Als beschrénkter Operator
ist B, : C(W(T)) — B(W(T),C) stetig. Da Py, dicht in C(W(T)) liegt und C(W(T))
abgeschlossen ist, erhalten wir

1T aus

-----

Bo(C(W(T))) = Ba(Px) € Ba(Px) € C(W(T)) = C(W(T)).

Das zeigt den ersten Punkt dieses Satzes und B, € L,(C(W (T))).
Ein Netz (T})ier in Ly(C(W(T))) konvergiert beziiglich der starken Operatortopologie
genau dann gegen ein 7', wenn (siche Beispiel 5.1.10 in [F])

IT:(f) = T(f)ll. =50 fiir alle f € C(W(T)).

Seien a;, o € K;"™ mit ljrrllai = «. Wir miissen 11r111||Ba1(f) — Bo(f)|l, = 0 fiir alle
(IS 1€

f € C(W(T)) nachweisen. Seien also f € C(W(T)) und gy € P, mit Nlim gy = f.
—00
Dann gilt wegen der Stetigkeit von B,, B,, und der Norm

1Ba,(F) = BalFlle = Jim_ 1B, (95) = Balgn)l

Wir setzen H (i, N) = || Ba,(gn) — Ba(9n)|l oo, 2(2) = || Ba, (f) — Ba(f)]], und tiberpriifen
die Voraussetzungen fiir Lemma 8.7.1 in [ANA2] mit j = N. Dazu ist zunéchst die
gleichméBige Konvergenz von H (i, N) gegen h(i) in i nachzuweisen.

Es gilt

[H (i, N) = h(i)| = | | Ba,(95) = Balgn)lloo = 1Bai(f) = Balf)ll |
< ||Bai(gN> — Ba(gn) — (Ba; (f) — Ba(f))”oo
< [Bai(gn = Nlloe + 11Balf = 98)lloe < 2llgn = flls -
Also konvergiert H(., N) gleichmiflig gegen h. Wegen der Stetigkeit von t; erkennt man
an der Darstellung (32), dass 11161111 H(i,N) = liier? | Ba; (9n) — Ba(gn)|lo, = 0. Nach Lemma
8.7.1 in [ANAZ2] folgt

loc

lin |1 B, () = Balf) o = i h(i) = Jim lim H(i, N) = 0.

iel N—oo i€l

31



3 Anhang

Satz 3.1 Ist f € (ﬁl(N),w:{))’, dann ist f von der Form

f<<zn)n€N) = anzn

mit einer Folge (x,,)nen € co(N).
Beweis. Ist f € (fl(N),wzé)’, dann ist mit ¢ aus (18) foy ™' : ¢o(N) — R ein lineares
Funktional auf ¢q(N)’, das als Zusammensetzung von stetigen Funktionen stetig ist. Aus
Satz 5.3.3 in [F] folgt somit

Fov e (Y, ul) = el)).
Das heifit f o1 ~! entspricht einem Auswertungsfunktional, genauer

fo (k) = h((zn)nen), h € co(N)'

fir eine Folge (2,,)nen € co(N). Damit erhalten wir

f((zn)nen) = f o ¢71 0 ((2n)nen) = f o ¢71<<yn)n€N = Z@/nzn) = anzn-
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