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1 Einleitung

Schon Leibniz bekundete 1695 in einem Brief an de L’Hospital seine Neugier an der Erweiterung
des Ableitungsgrades auf nicht ganzzahlige Exponenten.

Zeitgeméfer interessieren wir uns fiir Potenzen linearer Relationen auf Banachrdumen, widmen
uns also der Zuweisung von linearen Relationen A“ zu linearen Relationen A und o € C mit

o Al = A,
o A%AP = AotB
o (A%)P = AP,

o 0(AY) =0cg(A)~,
wobei «a, 8 € C.

Im Jahr 1960 definierte Balakrishnan sogenannte nicht-negative Operatoren und schilderte einen
Weg, jene mit o aus der rechten Halbebene zu potenzieren.

1972 présentierte Hirsch [5] einen Funktionalkalkiil fiir nicht-negative Operatoren und Funktio-
nen aus 7T, welcher das Bilden von Potenzen mit Exponenten « € (0,1) ermdglichte. Diese
Situation verallgemeinert Alaarabiou [I] auf den Fall linearer Relationen.

MeclIntosh konstruierte 1986 einen Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren, um damit gebroch-
enen Potenzen einheitlich fiir beliebige komplexe Exponenten zu definieren; siehe [11].

In [3] wird zur Definition gebrochener Potenzen der Funktionalkalkiil von Hirsch ausgebaut.
Dieser Zugang ermdoglicht das Potenzieren linearer Relationen [4] und behilt auch auf lokal-
konvexen Rédumen seine Giiltigkeit, da er auf den Begriff der Sektoriellitét verzichtet.

In dieser Arbeit wird zur Definition gebrochener Potenzen ein Funktionalkalkiil fiir Stieltjes-
Funktionen und nicht-negative lineare Relationen entwickelt. Dabei wird im wesentlichen [3] und
[2] verwendet, um die Zwischenriume in [4] zu fiillen.



2 Lineare Relationen

Im Zuge der Konstruktion des Funktionalkalkiils wiirde man gerne ,,ﬁ“ fiir lineare Relationen

A integrieren. Dieses Kapitel formalisiert dieses Vorhaben.

2.1 Grundlagen und Relationenkalkiil

Wir wollen zunéchst einige Grundbegriffe iiber lineare Relationen anfiihren, wozu wir XY, Z als
Vektorrdaume iiber C annehmen.

Definition 2.1.1 Unter einer linearen Relation zwischen X und Y versteht man einen linearen
Unterraum A von X x Y, wofiir wir auch A < X x Y schreiben.

Definition 2.1.2 Fir eine lineare Relation A zwischen X und Y und M C X sind folgende
Teilmengen definiert.

e dom(A)={ue X |FveY: (uv) € A},
e ran(A)={veY |JueX: (uyv) e A},

o ker(A) ={ue X | (u,0) € A},

mul(A) ={veY | (0,v) € A}.

AM ={weY |ueM: (u,w) € A}

Lemma 2.1.3 Fiir eine lineare Relation A und (u,v) € A gilt

A{u} = v+ mul(A).

Beweis: Fiir w € A{u} gilt (0,w —v) = (u,w) — (u,v) € A, also w — v € mul(A4). Daraus folgt
A{u} C v+ mul(A).

Umgekehrt sei w € mul(A). Aus (u,v+w) = (u,v) + (0,w) € A folgt v+ w € A{u}, womit auch
v+ mul(4) C A{u}. O

Bemerkung 2.1.4 Eine lineare Relation B ist aufgrund von Lemma genau dann der
Graph eines linearen Operators mit Definitionsbereich dom(B), wenn mul(B) = {0}. Dieser wird
ebenfalls mit B bezeichnet. In dem Fall gilt fir (u,v) € B offenbar B{u} = {v} = {Bu}, was
klassisch in der Form v = Bu geschrieben wird.



Definition 2.1.5 Fiir lineare Relationen A,B < X xY, C <Y x Z und z € C definieren wir
die linearen Relationen

A+ B :={(u,v+w) € X XY | (u,v) € A, (u,w) € B},
zA = {(u,z2v) € X xY | (u,v) € A},
CA :={(u,w) € X x Z | v mit (v,w) € C, (u,v) € A},

A7V i={(u,v) €Y x X | (v,u) € A}.

Fakta 2.1.6 Unmittelbar aus der Definition erhalten wir (A=1)~! = A, A+ B = B + A,
(A+B)+C=A+(B+C) und z(A+ B) = zA + 2B, fiir lineare Relationen A, B,C < X xY
und z € C.

Lemma 2.1.7 Fiir einen weiteren Vektorraum W, lineare Relation A, B< X xY,C <Y x Z,
D<Wx X und z € C\ {0} gilt

1. (A+ B)D C AD + BD, wobei Gleichheit zutrifft, falls mul(D) C ker(B).
2. C(A+B)2CA+CB,
3. z(CA) = (2C)A = C(zA),
4. (CA)™t=A"1C1,
5. (CA)D = C(AD).
Beweis:
1.

Fiir (u,v) € (A B)D gibt esw € X und vq,v3 € Y mit (u,w) € D, v = v14ve, (w,v1) € A
und (w,vs) € B, womit (u,v1) € AD, (u,v2) € BD und schliefilich (u,v) = (u,v; + v2) €
AD + BD.

Im Fall mul(D) C ker(B) gibt es zu (u,v) € AD + BD wy,wy € D{u} und vy,v2 € Y
mit v = vy + va, (w1,v1) € A und (wa,v2) € B. Nach Lemma 3| gilt wy; € D{u} =
wg + mul(D) und folglich w; — we € mul(D) C ker(B), womit (w1 — w9,0) € B und
(w1, v2) = (w2,v2) + (w1 — we,0) € B. Daraus erhalten wir (wy,v) = (wy,v1 +v2) € A+ B
und schlieklich (u,v) € (A+ B)D

. Zu (u,v) € CA+ CB gibt es v1,v3 € Z mit v = v + vg, (u,v1) € CA und (u,v2) € CB.

Weiters existieren wy,wy € X mit (u,wy) € A4, (wy,v1) € C, (u,w2) € B und (wy,v2) € C.
Damit gilt (u, w1 +w3) € A+ B, (w1 +wsz,v1+v2) € Cund (u,v) = (u,v1+v2) € C(A+B).

Fiir ( ,U) € 2(CA) gilt (u,z71v) € CA. Also existiert ein w € Y mit (u,w) € A und
(w,271v) € C. Daraus folgt (w,v) € 2C und (u,v) € (2C)A.

Zu (u,v) € (2C)A existiert ein w € Y mit (u,w) € A und (w,v) € zC. Daraus folgt
(w,27t) € C, (zw,v) = z(w, 27 v) € C und (u, zw) € zA, weshalb (u,v) € C(zA).

Aus (u,v) € C(zA) folgt (u,w) € zA und (w,v) € C fiir ein w € Y. Also gilt (u,z71w) € A



und (271w, z71v) = 271 (w,v) € O, womit (u, 2~ !v) € CA und (u,v) € 2(CA).

. (u,v) € (CA)~! bedeutet (v,u) € CA. Also existiert ein w € Y mit (v,w) € A und

(w,u) € C beziehungsweise (w,v) € A~! und (u,w) € C~1, wodurch (u,v) € A~1C~1.

Aus der eben bew1esenen Inklusion angewandt auf die linearen Relationen A=, C~! und

Fakta- folgt 1) C (C7H)~H A1)t = CA. Invertieren ergibt A~1C~1 =
(A= H (CA)

Zu (u,v) € (CA)D existiert ein w € X mit (u,w) € D und (w,v) € CA, folglich auch ein
w €Y mit (w,w) € Aund (w,v) € C. Damit gilt (u,w) € BD und weiters (u,v) € C(AD).

Die andere Inklusion kann entweder analog oder wie folgt eingesehen werden. Zuerst wird
die bereits gezeigte Inklusion auf die linearen Relationen D~ A=, C~! angewandt, um
(D7'A"Y)C~1 € D71 (A1C~1) zu erhalten. Durch Invertieren folgt

C(AD)=C(D'A™H) ' =[(D*A"He 1!
cpHAte )t =Ate Y tD = (CA)D
aus Fakta [2.1.6] und Punkt (]
O

Bemerkung 2.1.8 Mit den Vorraussetzungen aus Lemma [2.1.7] gelten im Fall A C B auch
AD C BD,CA C CB, A~! C B™!, 2A C 2B, sowie dom(A) C dom(B), ran(A4) C ran(B),
ker(A) C ker(B), und mul(A) C mul(B).

Unmittelbar aus den Definitionen erhalten wir folgendes Resulat.

Lemma 2.1.9 Seien A, B < X xY,C <Y x Z lineare Relationen und z € C\ {0}. Dann gilt

1.

2.

dom(A + B) = dom(A) Ndom(B), mul(A + B) = mul(A4) + mul(B),
dom(zA) = dom(A), ran(zA) = ran(A), ker(zA) = ker(A), mul(zA) = mul(A4),
ker(C'A) D ker(A), mul(CA) 2 mul(C),

dom(CA) = {u e X | Fv € dom(C) : (u,v) € A} C dom(A) und falls A ein linearer Oper-
ator ist, dom(CA) = {u € dom(A4) | Au € dom(C)},

dom(A~') =ran(A), ran(A~!) = dom(A), ker(A™!) = mul(A), mul(A~") = ker(A).

Lemma 2.1.10 Seien A < X xY, C <Y x Z lineare Relationen.

1.

2.

Aus mul(A4) Ndom(C) C ker(C) folgt mul(CA) = mul(C),

und im Fall ran(A) C dom(C) gilt dom(C' A) = dom(A).

Beweis: Laut Lemma gilt mul(CA) O mul(C). Zu (0,v) € CA existiert w € Y mit

(w,v

) € Cund (0,w) € A, also w € mul(A)Ndom(C) C ker(C), weshalb (0,v) = (w,v)—(w,0) €



C, das heift v € mul(C).

Nach Lemma haben wir dom(CA) C dom(A). Fiir (u,w) € A gilt w € ran(A4) C dom(C),
weshalb (w,v) € C und infolge (u,v) € C'A fiir ein v € Z, also u € dom(CA). O

Fakta 2.1.11 Selen D <W x X, A B< X xY,C <Y x Z mit mul(C) = mul(D) = {0}.
1. Fir u € dom(A) und X € C\ {0} gilt M(A{u}) = AA){u} = A{ u}.
2. Zu uy,uz € dom(A) gibt es (u1,v1), (ug,v2) € A und aus Lemma erhalten wir

A{ur +ug} = (v1 +v2) + mul(A) = (v1 + mul(A4)) + (ve + mul(A)) = A{ui} + A{uz}.

3. Fir v € dom(A) Ndom(B) gilt

(A+B){u}={v | (u,v) € A+ B} = {v1 +v2 | (u,v1) € A, (u,v2) € B} = A{u} + B{u}.

4. Fir u € dom(AD) gilt (AD){u} = {v | (v,v) € AD} = {v | (Du,v) € A} = A{Du}.
5. Fir v € dom(CA) erhalten wir

(CA{u} ={v | (u,v) € CA} = {Cw | (u,w) € A, w € dom(C)}
={Cw | w € A{u} Ndom(C)} = C(A{u} N dom(C)).

6. Wegen (u,v) € A < v € A{u} ist dom(A) C dom(B) zusammen mit A{u} C B{u}, u €
dom(A), dquivalent zu A C B.

7. Fir A C B mit mul(A) O mul(B) und v € dom(A) gibt es v € X mit (u,v) € A C B,
weshalb B{u} = v + mul(B) C v + mul(4) = A{u}. Zusammen mit Punkt [] ergibt sich
A{u} = B{u}.

8. Fir A C B mit mul(4) 2 mul(B) und dom(A) 2 dom(B) gilt A{u} = B{u} fiir alle
u € dom(A), insbesondere fiir alle v € dom(B). Aus[6] folgt A O B, weshalb A = B.

9. Falls B C A und ker(C') D mul(A) folgt mul(CA) = mul(CB) = {0} aus Lemma
Wegen Bemerkung gilt CB C CA, weshalb (CA)u = (CB)u, u € dom(CB), nach
Punkt [7] und Bemerkung

Bemerkung 2.1.12 Seien V, W zwei weitere Vektorrdume. Lineare Abbildungen 7: X XY —
V' x W lassen sich iibersichtlich in Blockoperatorform darstellen. Dazu setzen wir

T11:=myoTotx : X =V, Tig:=myoToty : Y =V,
T i=mwoToLx : X = W, Ty :=TwoToLly : Y — W,

wobei my : VxW =V, (v,w)—= v, 7w : VYW =W, (v,w) —»w,tx: X > X XY, z— (2,0)
und 1y : Y = X xY, y+— (0,y).

Werden die Elemente von X x Y und V' x W als Spaltenvektoren angeschrieben, so wirkt 7 wie



eine Matrix-Vektor-Multiplikation:

e = (0 72)() = (M7 ww e

Definition 2.1.13 Eine lineare Relationen A zwischen topologischen Vektorrdumen X und
Y heiflt abgeschlossen, wenn sie als Teilmenge von X X Y beziiglich der Produkttopologie
abgeschlossen ist.

Bemerkung 2.1.14 Seien X, Y, V, W topologische Vektorrdume und X x Y,V x W jeweils mit
der Produkttopologie versehen. Ein lineares 7: X x Y — V x W ist bekannterweise genau dann
stetig, wenn 7y o 7 und 7wy o T stetig sind.

Aus idxxy = tx omx + Ly oy folgt

Ty OT =My OTOLXOTX + My OTOLy Oy =T11OTx +Ti2 0Ty

und entsprechend 7wy o 7 = 791 0 Tx + Tog o my. Damit ist die Stetigkeit von 7 auch dquivalent
ZU jener von Tii, T12, T21, T22.

Ist 7 invertierbar mit einer stetigen Inversen, dann ist 7 ein Homdomorphismus. Also gilt 7(A4) =
7(A) fir A C X x Y. Insbesondere ist 7(A) genau dann abgeschlossen, wenn A es ist.

Bemerkung 2.1.15 Fiir einen linearen Operator B : X — Y und z € C\ {0} definieren

XxY —-XxY
Ty : )
(u,v) = (u,2v)

TX=

(u,v)  +— (v,u)

XxY —-YxX XxY —-XxY
Y - und B -
(u,v) > (u, Bu+v)

bijektive Abbildungen mit den Inversen 7,-1,7y=x,7_B.

Fiir eine lineare Relation A < X x Y gilt 7,(A4) = 24, 7x=y (A) = A7 75(A) = A+ B.

Fiir topologische Vektorrdaume X,Y und stetiges B sind 7,,7x=y,7s nach Bemerkung
Homd&omorphismen.

Lemma 2.1.16 Fiir eine lineare und abgeschlossene Relation A zwischen den topologischen
Vekorrdumen X und Y, einen stetigen linearen Operator B : X — Y und z € C\ {0} sind auch
A+ B,zA und A~! abgeschlossen. Fiir lineares und stetiges D : X — X ist AD abgeschlossen.

Beweis: Nach Bemerkung[2.1.15und Bemerkung[2.1.14]sind A+ B, zA und A~! abgeschlossen.

Sei ((zk,yr))rex €in Netz in AD mit limge g (2, yx) = (z,y). Dann gilt (Dzg,yx) € A fir alle
k € K. Da A abgeschlossen und D stetig ist, liegt der Grenzwert (Dz,y) = limgc g (D2, yx) in
A, womit (z,y) € AD. O



Definition 2.1.17 Fir eine Matrix M = (‘Z g) € C?*? definiert
7 ¢ (u,v) = (du + cv, bu + av)

eine Abbildung von X? nach X? mit Blockoperatorform (¢f ¢1), wobei I : X — X die Identitét
auf X bezeichnet.

Mit A ist klarerweise auch 7ps(A) eine lineare Relation auf X.

Fakta 2.1.18 Sei A < X2 und M € C?*2,

1. Fiir M, N € C?>*2 iiberpriift man leicht, dass Ty = 7w © Tas, 7'( 1 0) = I'x und folglich fir
01
invertierbare M auch 7,1 = (137) L.

2. Ist A € C\ {0}, so gilt 7aar(A) = Arar(A) = 7ar(A).

3. Fir p, A € Cgilt T(O 1)(A) = A1 T()\O)(A) = AA und T(1 u)(A) = ul+ A. Statt ul + A

schreibt man oft 41+ A. Insbesondere folgt mit dieser Schreibweise aus Punkt
u+)\A—T(é,f)(é(l))(A)—T(ST)(A), (2.1)
e O [ R (R AL 22
T+A—p)(A-N""= (o 1y (9 JA)(A) =7( :i)(A)’ (2.3)
R O IR R (R R
T =0 @ =g )
A0 =g n@ =T @9

4. Fiir einen tologischen Vektorraum X und M € C?*2 ist 73, nach Bemerkung [2.1.14] stetig.
Falls M invertierbar ist, ist auch (7a7) ™ = 7371 stetig. Damit gilt

7o (4) = 7a (4) (2.7)

fiir A < X x X. Insbesondere ist 757 (A) genau dann abgeschlossen, wenn A es ist.
Lemma 2.1.19 Fiir A < X x X und Matrizen (24),(¢¢) € C**2 gilt

0y (AT 4 () = (0 1y (A8 Cher (70 ) (4)) ¢ O0)

e f

= T(a b)(A) H ({0} X mlﬂ(T(a b)(A)))7
ef cd

wobei B die Summe zweier linearer Unterrdume von X2 bezeichnet.

Beweis: Fiir (z,y) € T(a b)(A) existert (u,v) € A mit © = fu+ ev und y = bu + av. Dann
ef

liegt (x,du + cv) in 7'(g ?) (A) und (du + cv,y) in 7'(¢Z ) (A), also (z,y) € T(Z ) (A)T(g ?) (4).



Damit folgt T(g ?) (A) B ({0} x mul <T(a 2) (A))) €T

(a b)(A)T(C 1) (A) aus Lemma [2.1.9] 3.

cd ef

Gilt umgekehrt (x,y) € T(a b)(A)T(cd)(A), so existiert ein w € X mit (z,w) € T(Cd)(A)
cd ef ef

und (w,y) € T(a b)(A). Nach Definition [2.1.17| gibt es (u1,v1), (ug,v2) € A mit x = fu; + evy,

cd
y = bus + ave und w = duy + cvy = dug + cvy. Also liegt
(0,b(ug — u1) + a(ve — v1)) = (dug + cvg, bus + ave) — (duy + cvq, buy + avy)

in T(a g)(A) und
(z,y) = (fur + evy, bug + avs)
= (fu1 + evy,bug + avy) + (0,b(uz — u1) + a(vy — v1))

in T(g?)(A) EE({O} X mul<T(as)(A)>).

Die zweite Gleichung zeigt man genauso. O

Lemma 2.1.20 Fiir lineare Relationen A und B auf X mit dom(A4) = X und mul(A) = {0}
ist A=! = B aquivalent zu AB C I C BA.

Gilt zusétzlich mul(A~!) = ker(4) = {0}, so folgt I = A~'A. Gilt zusitzlich dom(A™!) =
ran(A) = X, so folgt AA™t =1.

Beweis: Aus Lemma 2.1.19 erhalten wir

AATY = T(10) (D701 (4) = 7(1 0y (A) B ({0} x mul(4)) = Tlran(a) € 1

10
10

o

1
0

und A=A = T(? )(A)T( 0) (A) = Ilaom(a) B (ker(A4) x {0}) D I.

1
01

o=

Jedes B mit ABC I C BAmuss wegen B=IBC A 'ABCA ' T=A"1"und A ' =TA" ' C
BAA~! = BI = B mit A~! {ibereinstimmen.

Falls A=! ein linearer Operator ist, gilt A='A = I B (ker(A) x {0}) = I. Im Fall ran(A) = X
folgt AATT = I|ran(A) =1. O

Von nun an sei X ein Banachraum.

Folgendes Resultat ist eine einfache Konsequenz aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen
(siehe [14] Satz 4.4.2) und aus der Tatsache, dass fiir ein beschrénktes B : M — Y mit einem
Teilraum M von X die Projektion mx|p auf die erste Komponente bijektiv und in beide Rich-
tungen stetig ist.

Lemma 2.1.21 Fiir einen Banachraum Y ist eine abgeschlossene lineare Relation A < X x Y
genau dann ein beschrénkter linearer Operator von dom(A) nach Y, wenn mul(4) = {0} und
dom(A) abgeschlossen ist.

Definition 2.1.22 Die Menge der beschrinkten linearen Operatoren auf X wird mit £,(X)



bezeichnet. Auf £,(X) ist durch [|Al| := sup,ex\ (o} Al ine Norm definiert, welche Opera-

B
tornorm genannt wird.

Definition 2.1.23  Fiir eine lineare Relation A < X x X bezeichnet p(A) die Menge aller
A € CU{oo} mit (A— X"t € £,(X), wobei (A —00)™! := A und ran(A — o0) = dom(A). Thr
Komplement bildet das Spektrum o(A) := (CU{oo}) \ p(4).

Lemma 2.1.24 Jede Relation A mit p(A) # @ ist abgeschlossen.

Beweis: Fiir A € p(A) ist (A —A)~! € £,(X) nach Lemma [2.1.21] abgeschlossen. Nach (2.7) ist
mit T(O 1 )(A) = (A — \)~! auch A abgeschlossen. O
1 -\

Bemerkung 2.1.25 Fiir eine invertierbare Matrix M = (: g) € C?*2 definiert

_az+f

eine Mobius Transformation. Die Abbildung ¢, ist bekannterweise eine Bijektion von C U {oo}
auf sich, wobei man ¢ps(c0) = % und (;SM(—%) = 00 setzt.

Ist N € C2*2 ebenfalls invertierbar, so gilt ¢ 0 on = dprn und gZ)J_wl = Ppr-1.

Bemerkung 2.1.26 Sei PSLy(C) = GL2(C)/Z(GL2(C)) wobei GL3(C) = GL(C?) die Gruppe

invertierbarer linearer Abbildungen von C? auf C? bezeichnet und Z(GL2(C)) = {(592) : z € C}.

Die Elemente [((1) %))]Z(GL2((C))’ [(6‘ ?)]Z(GLQ(C)) und [((1) llt)]Z(GLQ(C)) erzeugen PSLy(C), weil
a ad—be d
(e8) =co (g DG
fir (29) € GLy(C) mit ¢ # 0, und
(68)=d(o1)(37)
fiir (¢%) € GLy(C), wobei wegen 0 # det A = ad sicher d # 0.

Die Abbildungen PSLy(C) — GL(X?), M + 137, und PSLy(C) — Scu{so}, M = ¢, bilden
injektive Gruppenhomomorphismen, wobei Sgyfs) die Menge aller Bijektionen auf C U {oo}
bezeichnet.

Beispiel 2.1.27 Fiir M = (24) und w € C\ {—5} gilt
v (wl) = {(du + cv,bu + av) | (u,v) € wl} = {(du + cwu, bu + awu) | v € X} = ¢pr(w)l.

Proposition 2.1.28 Fiir eine invertierbare Matrix M € C**?2, A € CU {oo} und A < X x X
gibt es Konstanten s,¢ € C mit ¢ £ 0 derart, dass

(Tar(A) — ppr(AN) " =t(A = \) "t + 51



Beweis: Seien a,b,c,d € C mit M = (‘Z Z). Wir nehmen zuerst A # —g, oder dquivalent dazu
énm(X) # oo an. Dann folgt

(Tar(A) = dar(N) ™ = (T(o 1) OTM)(A) (A) (2.8)

=T c d
1 par(X (G*C(blvl()\) b*d¢M()\))

aus Fakta 2. .18l

Im Fall \ # oo, oder dquivalent ¢pr(A) # 2 gilt dabei a — coar(A) # 0. Aus (2.8), Fakta [2.1.18
und (2.4) erhalten wir

— -1 = c = c
() = B O™ =7 oy ot () = Tty ) 4
a—chppr(N) b—dopr(N) 1 —
a—copr(N) a—copr(XN)
=t(A- N 4sI,
Y e — c _ c _ ad—bc : :
wobei s = Tt = cA+ e ) = @ ONZ Wegen det M # 0 gilt dabei ¢ # 0.

Im Fall \ # —%,)\ = 00, also ¢ar(A) # 00, dpr(A) = & gilt ¢ # 0. Aus 1) Fakta|2.1.18/ 2. und
folgt wegen det M £ 0

(TM(A)*¢M()\))71:T(C d )(A):T( 2

cd
0b—2d Fesad Fooad )
3 o 1

(4)
=tA+sl =t(A—\)""+ s,
wobei s = ﬁ,t:bc%i“d#o.

Im Fall A = —¢, beziehungsweise ¢a(\) = oo, und ¢ # 0, folgt aus Fakta 2. und
(Tar(A) = dar(N) ™ = mar(A) = 7'( (A) = (s t—,\s)(A) =t(A—=XN)""+sl

1 -

= ole

Wobeis:%7t:)\%+g:lmc—72ad7é0.

Im Fall A = f%, beziehungsweise ¢ (A) = 0o, und ¢ = 0 schliefen wir von 0 # det M = ad—be =
ad auf d # 0 und a # 0. Wegen Fakta [2.1.18(2. und (2.1)) gilt

(a1 (A) = dar(N) ™" = s (A) = 7 )(A) =Tt ) (4)

01
=tA+ sl =t(A—-\)"'4sI,

a b
d d
01

t e b 1 _a
wobei s = 4, t =9 #0. ]

Proposition 2.1.29 Ist M € C?*? eine invertierbare Matrix und A < X x X, so gilt
o(tm(A)) = dn(a(A)) und p(1a(A)) = dar(p(A)).

Beweis: Fiir A € C U {oo} liegt (7ar(A) — ¢ar(A)) ™! nach Proposition genau dann in
£4(X), wenn (A — \)7t € £,(X), also p(Tar(4)) = o (p(A)).

Da ¢ : CU{oo} = CU {0} bijektiv ist und o(7as(A)) = (CU {oo}) \ p(Tar(A)) gilt, erhalten
wir o(Tar(A)) = dp(o(A)). O
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2.2 Nicht-negative lineare Relationen

In diesem Abschnitt wird die Menge der linearen Relationen, fiir welche der Funktionalkalkiil
angewandt und in Folge gebrochene Potenzen definiert werden konnen, eingefiihrt.

Definition 2.2.1 Fiir ein Netz (Ag)kex in £,(X) meint limge g Ax den Grenzwert beztiglich
der Operatornorm.

Ein Netz (Ag)rex linearer Operatoren konvergiert stark gegen einen linearen Operator A, falls
limge g (Agz) = Az fiir alle € dom(A).

Bemerkung 2.2.2 Wenn ein Netz (Ag)rex in £,(X) beziiglich der Operatornorm konvergiert,
dann konvergiert es auch stark gegen den selben Grenzwert.

Definition 2.2.3 Eine lineare Relation A auf X heift nicht-negativ, wenn p(A) O (—o0,0) und
sup,s.of|t(t + A) || =: M(A) < +oc. Die Menge aller nicht-negativen lincaren Relationen auf X
wird mit M bezeichnet.

Bemerkung 2.2.4 Offenbar gilt M(A) = sup,||(I + +A4)7"|| = sup,s0|| (1 +t4) 7.

Bemerkung 2.2.5 Im Fall A = {0} x X gilt p(4) = C und (I +tA)"! = A~! = X x {0}
fiir ¢ # 0, womit A € M und M(A) =0. Sei A € M\ {{0} x X}. Die Annahme dom(A) = {0}
steht dann wegen ran(t + A) = dom((t + A)~') = X, also t + A = {0} x X im Widerspruch zu
A # {0} x X. Fiir u € dom(A)\ {0} existiert ein v € X mit (u,v) € A. Aus (I +tA) " (u+tv) = u
folgt

o= 1+ a7 || = o1+ L4y~ | < emr(a)o)
und daraus ||u| = limeo||(Z + tA) " u|| < [Jull supyso||(1 + tA) 7| = [Jul|M(A), womit M(A) >
1.
Beispiel 2.2.6

e Fiir den Erzeuger A < X x X einer stark stetigen Kontraktionshalbgruppe gilt —A € M;
siehe etwa [6] Korollar 5.3.3.

e Falls B C X x X eine akkretive Relation ist, es also zu (u,v) € B mit ||u|| = 1 ein

x' € X' gibt, welches |lul]] = ||’ = «'(v) = 1 und Re(z’) > 0 erfiillt, und zusitzlich
ran(B + A) = X fiir zumindest ein A > 0 gilt, so liegt —B nach [6] Lemma 5.4.4 in M.

Lemma 2.2.7 Fiir A aus M und ¢ > 0 liegen auch tA, A+t und A~! in M.

Beweis: Aus Proposition [2.1.29| folgt p(tA) = p(T(

£0)(A)) = tp(A) 2 H(=00,0) = (=00,0).

11



Wegen

M(tA) = ig}gH(I n stA)_lu _ i‘i%”u + sA)—1H — M(A)

liegt tA in M.

Aus p(A-+1) = p(r(y 1)(4) = p(4) +1 2 (=00,0) £ = (~00,1) 2 (~0,0) und
R B R s

< M(A)
fiir s > 0 folgt A+t € M.

SchlieRlich gilt p(A=1) = p(7/,

1 (A4) = p(A)~! D (—00,0)7! = (—00,0). Fiir s > 0 erhalten
10
wir geméf Fakta [2.1.18

a7 =m0 ()W =T @ =@
=Ty W=1- (”i“‘)_l
und damit
R (GO S
weshalb A~ € M. D

Zusétzlich zur Resolvente definieren wir noch die Yosida-Approximation, welche im Beweis vom
Satz von Hille-Yoshida [6] Satz 5.3.2 eine zentrale Rolle spielt.

Definition 2.2.8 Fiir eine lineare Relation A und ¢ > 0 definieren wir (siche ([2.5)),(2.6)))
I = 7(0 1)(A) =(I+tA)7 Jt=1
t1

Avi= (g (4) = %(1— (I+4)7"), Ao = A

Lemma 2.2.9 Fiir A € M und ¢ > 0 sind die linearen Operatoren (¢ + A)_l, JA, Ay beschrinkt
und geniigen folgenden Abschéitzungen

L+ a7 < 2,
2. ||| < M(A),

M(A)+1
3. || A < ML

12



Weiters gilt ran(J#) = dom(A).

Beweis: Nach Definition gilt ¢||(t+A)7| = [[t(t+A) 7| < M(A) und gemiR Be-
merkung |J2]| = ||(I+tA)~!| < M(A). Aus der Dreiecksungleichung folgt t[|A|| =

[tA = |[T = JA|| < 14 M(A).

Weiters gilt ran(([ + tA)71> = dom(I +tA) = dom(A). O

Lemma 2.2.10 Fiir A€ M und ¢ > 0 gilt JAA C A, C AJ/, weshalb auch ran(4;) C ran(A4).
Falls A ein linearer Operator ist, so gilt A; = AJ, und im Fall A € £,(X) zudem JAA = A,.

Beweis: Laut Lemma [2.1.20| gilt JA(I +tA) € I C (I + tA)J;. Infolge schlieRen wir mit
Lemma auf I C (I +tA)JA CJA+tAJA und I D JA(I +tA) D JA +tJAA. Daraus folgt
JAAC A, =711 — JA) C AJA.

Falls A ein linearer Operator ist, so gilt mul( + tA) = ker(J/) = {0} und folglich I = (I+tA)JA
wegen Lemma [2.1.20) womit A; = AJA nach Lemma und 3| Fir A € £,(X) folgt
JAA = Ay aus JA(I +tA) = 1. O
Lemma 2.2.11 Fiir A € M und s, > 0 gilt (A,), = Agy; und JAJA = JA .

Beweis: Mit Fakta 2. T.I8/[ schlieft man auf

A, =1 A =1 A) = Ay,
S ) [ R (o R
fir s,t > 0. Zudem gilt (As), = As = Agyo, (Ao), = Ay = Aoy und (Ag), = A = Agso-
Fiir s,¢ > 0 erhalten wir aus Fakta 2.1.18|[1} und Lemma [2.1.19]

J?JtAs:T(o 1)<A)T(01>(10>(A)27(01>(A)7'( s 1)(14):7'( 0 1)(A):J5A+t'

51 t1)\s1 s 1 s+t 1 s+t 1
Des Weiteren haben wir JSAJ()AS =JAT =J4,. Jé“JtA0 =IJ# = J§, und
JEIg =1 =Jg,. O
Satz 2.2.12 Fiir s,t € (0,400) und A € M gelten folgende Aussagen.
L (t+A) ' —(s+A) ' =(s—t)t+A) (s+ A",
9. JA— JA = (s— 1) JAA,,
3. A — Ay = (s —t)ArAs.

Beweis: Fiir s =t sind die Aussagen offenbar richtig. Gelte also s # t.

13



1. Aus Fakta und Lemma folgt
t+A) T+ t—s)(s+A4)7")= (o %)(A)T .

2. Aus Fakta 2.1.18 und Lemma [2.1.19] folgt
T+ (t = s)Ay) =70 %)(A)T(H N1 o)(A) = (o %)(A)TQ 1)(A)

0 1

)(A) =JA

» O

1
1
3. Analog zum vorherigen Punkt gilt

A=A =m0 T ep n W =T W

Korollar 2.2.13 Fiir s,t € (0, +00) und A € M kommutieren (s + A)~", (t+ A)~",
JA, JA Ay, A, paarweise und es gilt JAA, = A JA.

Beweis: Folgt unmittelbar aus Satz [2.2.12] bzw. durch direktes Nachrechnen.

Korollar 2.2.14 Ist A € M, so sind die Funktionen
1. (0,400) = £4(X), t > (t+ A)~",
2. (0,400) = L£4(X), t— Ay,
3. (0,+00) = &(X), t— JA,
stetig beziiglich der von der Operatornorm erzeugten Topologie.

Beweis: Fiir s,t > 0 gilt wegen Satz [2.2.12] und Lemma [2.2.9

H(t YA (s A)*H = |s— t|H(t FA) (s + A)*H

<o AN L Ly
t s s t
1 1
4 = a2 = 1o = el A < |2 - Farcaoiarca) + 11
1 1

I4c = Al = bs =t < |2 = 4 v + 12

S
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O

Satz 2.2.15 Fir ¢t € (0,+00) und A, B € M mit mul(4) = mul(B) und dom(A4) = dom(B)

gelten folgende Aussagen.
L (t+A " —t+B) "'=t+A) " (B-AEt+B)"
2. JA —JB =tJA(B - A)JE,
3. Ay — By = JB(B - A)JA.

Beweis: Wegen Lemma [2.1.7) 2. gilt

(t+A)7(t+B) = (t+ A)]
(t+A)" (t+B)— (t+ A) "' (t+ A).

(t+A)7YB - A]

O

Aus ker((t + A)fl) = mul(4) = mul(4) + mul(B) 2 mul(B — A) folgt
nm%@+AfﬂBfAD:{m.
Wegen dom(A) = dom(B) = dom(A) N dom(B) und folglich
dom((t +A)7'B- A]) = dom(B) Ndom(A)
:mm(@+Ay4u+B)—@+Ayﬂu+AD

gilt Gleichheit in (2.9)).
Aus Lemma [2.1.19] folgen

(t+A)7 (t+ A) —T(?%) T(H) A)ZT(S%)(A) ({0} x {0}) = Ilaom
f\dom( a1y B ({0} x mul(4)) = T8 ({0} x mul(B)

= (t+ B)(t+B)",

I|dom(A)(t + A)71 = 7'(0 1)(A)T(0 1)(A) = T((l) %)(A) B ({0} x {0}) = (t + A)71

01 1t

Daraus sowie aus der oben gezeigten Gleichheit in (2.9)) folgt mit Lemma 1.

(t+A) ' [B-At+B)"
Ct+A) ' (t+B)(t+B) ' —@t+A) " (t+AE+B)*
= (t+A) 7+ A+ AT~ Taoma)(t+B)
= Ilgom(a)(t+ A) " = Iaomp) (t+ B) "
=(t+A) ' —t+B)!

15
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Wegen ran((t + B)71> = dom(A) = dom(B — A) gilt

dom((t +A) B - At + B)_l) = X.
Da (t+ A)~" = (t+ B) ™" ein beschriinkter linearer Operator ist, gilt Gleichheit in .
Wegen J* =t=1(t71 + A)71 gilt

JA TP =t )T - (7 + B) ]

—t 't + AT B-A( +B)

=tJAB — AlJE.

Schlieflich folgt

A= By =t (I~ I — (T = IP) = 1P — Jf) = ' tIPA - Bl
= JP[A- Bl

aus Ay = t7H(1 — JA). O
Lemma 2.2.16 Fiir s,¢ € (0, +00) und A € M gilt JA* = %_H(t + sJ24,), limyo JA = JA
und A4; € £,(X) N M mit M(A;) < max{l, M(A)}.

Beweis: Aus Fakta [2.1.18| folgt

JA = Ay) = A) = A) = A
SETHMI =T W =T W =T (L HW
1
= S+t(t+3<]§4+t)-
Wegen Korollar und
Ao qA |1 Ay Al ||t ot ovea a
||Js ']s H - H5+t(t+SJS+t) Js - S+t +(1 S+t)JS+t Js

t
= || = T + T = I8 < tlAspell + (|74 = I
t
< S—H(l + M(A) + || J2 — T2,

gilt lim,~ o J&* = JA. Fiir 2 < 0 gilt

—t1

o1 = z) = 2) =2(1 —tz)7!
K R R T R

weshalb p(A4;) = qb(l O)(p(A)) 2 ¢(1 0)((—00,0)) D (—00,0) gemék Proposition [2.1.29] Mit
1 1
Bemerkung undt Bemerkung folgt

t+sM(A)

_ Al _ 1 A
M(A) = supllJ | = sup = e+ sl < sup =7

< max{1l, M(A)}.

Also liegt A; in M. d
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Lemma 2.2.17 Fir A € M und n € N gilt

dom(A) = {u € X :limJ/u= u} = dom(A")
N0

sowie mul(A4) Ndom(A) = {0}.

Beweis: Offenbar gilt dom(A) D dom(A").

Fiir u € X mit limy o J'u = u gilt

: Ayn,, _ 1; ANg Ayj—1 A
fim (J)"u = T (> [ u = (7 ) + i)

_ : Ai—1[7A, _ S gAL
< th\r‘%(Jt ) I =] "‘tl{% Jiu=u,
weil ||(J2) IR u — || < M(A)YH|JPAu — ul| — 0 fiir ¢ — 0.
Man sieht leicht, dass dom((s +tA)"™) D dom(A™) fiir alle ¢t > 0, s € C. Somit gilt auch

dom((s + tA)") C dom<[1(s +td) - j}"> — dom(A™),

also Gleichheit. Wir erhalten ran((J{*)") = ran((f + tA)™") = dom((I 4 tA)") = dom(A") und

folglich u € dom(A™).

Zu u € dom(A) gibt es ein (u,v) € A, wodurch (u + tv,u) € JA, also u — Ju = tJ'v. Wegen
||u — JtAuH = tHJtAvH < tM(A)|v]|
folgt limy~ 0 J'u = u. Fiir u € dom(A) gibt es eine Folge (ug)ken in dom(A) mit lim o kug, = u.

Also gibt es zu € > 0 ein kg € N mit |Ju — ug|| < sy fir alle k > ko. Gilt (Ukys Vko) € A,

so erhalten wir fir ¢t < WH%OH

e S Y R EA Y R
< T2 = ke |+ £ (A) g | + [k, — wl
< (M(A) + 1) fu g ||+ 1M (A) o || < e,

womit lims o J u = u.

Aus ker(J7') = mul(A) folgt J(mul(A)) = {0}, also u = limy~ 0 J*u = 0 fir u € mul(A) N
dom(A). O

Bemerkung 2.2.18 Fiir A € M folgt unmittelbar aus Lemma [2.2.17, dass mit dom(A4) = X
auch mul(A4) = {0} und wegen Lemma [2.2.7, dass ran(A) = X auch ker(A) = {0} bedeutet.

Definition 2.2.19 Ist A eine lineare Relation, so definieren wir Ap := AN (dom(A) X dom(A)).

Fakta 2.2.20 Sei A € M.
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1. Aus Lemma folgt mul(Ap) = mul(A) N dom(A) = {0}. Also ist Ap ein linearer
Operator mit Definitionsbereich dom(Ap) C dom(A) und ran(Ap) = ran(A) N dom(A).

2. Da u + v fiir (u,v) € A genau dann in dom(A) = dom(I 4+ A) liegt, wenn v € dom(A),
erhalten wir

(I+A)p= {(u,u—i—v) | (u,v) € A, u—i—vedom(A)} =1+ Ap.

Lemma 2.2.21 FirAe€ Mund A >0 liegen ()\+AD)_1 = ()\+A)_1|m, J;\qD = Jj\4|m
und (Ap), = AA'W in £,(dom(A)).

Beweis: Aus Ap C A folgt (A + Ap)™ 1 C (A + A)71 € £,(X).

Wegen ran((A + A)~') C dom(A) gilt

(O Ap) ™ =70 1) (Ap) =7(o 1y ()N 70 1) (dom(A) x dom(4))

A+ A)'N (dom(A) » dom(A ) = A+ A gomn

weshalb (A + Ap)~! € £,(dom(A)).

Daraus folgt J{|gonray = (1 + M) gomray = x5+ A) gomeny = 3G +4p) ™" = Ji? und
(

A)\lm = %(I - J)"\q)|m = %(I - J)I\qD) == AD))\7 siche Deﬁnitionm O

Bemerkung 2.2.22 Fir A € M und u € dom(A) gilt (I + A)~'u = (I + Ap)~'u €
ran((I + Ap)~') = dom(Ap).

Lemma 2.2.23 Fiir A € M ist Ap ein dicht definierter, nicht-negativer linearer Operator auf
dem Banachraum dom(A) = dom(Ap).

Beweis: Wegen Fakta [2.2.20[1} ist Ap ein linearer Operator auf dom(A).

Fir v € dom(A) gilt limy o J;\un = limy\ o J;f‘u = « nach Lemma [2.2.21) und Lemma |2.2.17
Aus ran(]f”) = dom(Ap) folgt u € dom(Ap). Wegen dom(Ap) C dom(A) C dom(A) haben
wir auch dom(A) = dom(A4p).

Laut Lemma [2.2.21 gilt (A + Ap)~! € £,(dom(A)), A > 0, weshalb (—o00,0) C p(Ap). Fiir
u € dom(A) und A > 0 erhéilt man [|A(A + Ap)~tul| = |[A(A+ A)~'u|| < M(A)||u| und damit

—~

[AA+Ap) 7| = sup
u€dom(A)

Also ist auch Ap nicht-negativ. |
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2.3 lim inf

Sei X ein Banachraum. In diesem Abschnitt wird ein durch Kuratowski (siehe [I0] § 29.) verbre-
iteter Konvergenzbegriff fiir Netze linearer Relationen eingefiihrt. Dieser wird in Definition
verwendet, um den Funktionalkalkiil von M N £,(X) auf Relationen aus M zu erweitern.

Definition 2.3.1 Sei (K, =) eine gerichtete Menge und (By,) e i ein Netz linearer Relationen auf
X. Wir definieren lim infy¢c g By, als die Menge aller (u,v) € X x X, fiir die ein Netz ((ug, vg))kek
aus X X X existiert mit (ug,vr) € By, k € K, und limge g (ug, vg) = (u,v).

Lemma 2.3.2 Fiir eine gerichtete Menge (K, <) und ein Netz linearer Relationen (By)rcx ist
auch liminfyc i By eine lineare Relation.

Beweis: Fiir (u,v), (u,?) € liminfyex By und a € C, gibt es Netze (ug, vg)rer, (Uk, k) ke K
mit (ug,vk), (Uk, 0k) € By, k € K, limgeg (ug,vr) = (u,v) und limge g (ug, vx) = (@, v). Damit
konvergiert (ug+aty, vp+avg) = (ug, vi)+a(tg, k) € By gegen (u+aw, v+av) = (u,v)+a(u,v),
weshalb (u,v) + a(@,?) € liminfge x B. O

Lemma 2.3.3 Sei (K, <) eine gerichtete Menge, B eine lineare Relation und (Bg)rex ein Netz
linearer Relationen. Dann gilt

1. B C liminfreg By C B, falls B = By, fiir k € K mit Gleichheit im Fall (K, =) = (N, <)
oder (K, <) = ((0,400), >), also liminf. .o B. = B.

2. Fiir ein konvergentes Netz (t)rex in C mit limgeg tg # 0 gilt
lim infkeK(thk) = (limkeK tk)(lim infkeK Bk),

3. (liminfrer Br) ™t = liminfrer (Bg) L.
Beweis:

1. Aus (u,v) € B folgt (u,v) = limgex (uk,vr) € liminfrex B, wobei (uk,vi) := (u,v), k €
K. Fir (u,v) = limgex (ug, vg) € liminfrex B mit (ug,v;) € B ist der Grenzwert (u,v)
im Abschluss B enthalten. Da jedes (u,v) € B Grenzwert einer Folge ((uy,vn))nen aus B
ist, gilt (u,v) = limyen(un, v,) € iminf, cy B.

Wir definieren ein Netz (ue, Ve)ee(0,4-00) durch (ue, ve) := (u1,v1), € € (1,400) und (ue, ve) :=

(Un,vn), € € (%ﬂ7 %],n € N.
Zu 6 > 0 gibt es ein j5 € Nmit ||(uj,v;) — (u,v)|| < 9, j > js. Fiir e < e5 := J% existiert eine
natiirliche Zahl j > j5 mit € € (j%, %], weshalb ||(ue, ve) — (u,v)|| = |[(u;,v;) — (u,v)|| <6

nach Konstruktion von (ue, ve)ee(0,4-00)-
Damit erhélt man limeo(te,ve) = limee(o,100) (e, ve) = (u,v) aus [7] Definition 5.5.2,
womit (u,v) € liminfe o B.

2. Ist (’LL,U)) = limkGK(uk,wk) € liminfkeK(thk) mit (uk,wk) € tpBr und t := limkeK tk,
so gibt es vy mit (ug,vr) € By und wy = txvg. t # 0 impliziert die Existenz eines kg € K
so, dass fiir alle k = kg immer t; # 0.

Aus limge g v, = limy =g, (t,;lwk) =t~ 1w folgt (u,t~1w) € liminfyex By. Also gilt (u,w) €
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t lim infkeK Bk.
Fiir die andere Inklusion sei (u, tv) € tliminfye g By. Dann existiert ein Netz ((ug, vk))kek
mit (u,v) = limge g (ug, vg) und (ug,vg) € Bg, k € K. Damit gilt
(u, tv) = limge g (ug, tyvg) € liminfye g (6, B )-

3. Fiir (u,v) € (liminfrer By) ™! ist (v,u) = limgex (vg, ux) € liminfrex By mit (vg, uy) €
By, k € K. Aquivalent dazu gilt (uy,vi) € (Bg) ™!k € K und (u,v) = limge g (ug, vi), also
(’U,, U) S liminfkeK(Bk)_l.

O

Lemma 2.3.4 Sei (K, <) eine gerichtete Menge. Fiir eine Netz beschriankter linearer Operatoren
(Br)ker mit sup,c || Bi|| < +00 gelten folgende Aussagen.

1. liminfycx By ist ein linearer Operator.
2. (By)rek konvergieren stark gegen lim infye i By, also gilt
(u, im (Byu)) € liminf By,
keK keK
fiir alle u € dom(lim infyec g Bg).

3. Fiir ein beziiglich der Operatornorm konvergentes Netz (Dy)rex beschrankter linearer
Operatoren gilt lim infyec Dy = limge g D

4. Ist (Ck)rex ein Netz linearer Relationen, so erhalten wir
lim inf(By, + Ck) 2 liminf By, + liminf Cy,
keK keK keK
und im Fall dom(liminfye i (B 4+ Ck)) € dom(lim infye g By) Gleichheit.

5. Fiir Netze linearer Relationen (Ck)rer, (Di)rerx und ein Netz (Bp)rex in £5(X) mit
Dy =Cr+ Bg, k€ K, und hmkEK”Bk‘” = 0 gilt liminfycx Dy = liminfge g Ck.

6. Fiir Netze linearer Relationen (Cy)rer, (Di)rkex mit Dy — Cy € £4(X) fiir alle £ € K und
hmkeKHDk - Ck” = 0 gilt liminfgecx Dy = liminfiec g Ck.

Beweis:

1. Fir v € mul(lim infge ¢ By) existiert ein Netz (ug)gex mit limge g ugp = 0 und
limge g Brug = v. Aus

[ Brur|| < || Br[lllukll < (sup||Bkl)
keK

gl
folgt v = 0.

2. Fir v € dom(liminfrex By) gibt es ein Netz (ug)pex in X mit limgeg up = w und
limge e Bruy = (liminfge g By)u. Aus

HBku — (liminf By)u
keK

< (sup|| Bl |lux — u|| + HBkuk — (liminf By)u
keK keK

20



folgt limge i (Bru) = (liminfge g By )u.

3. Wegen ||Dru — (limje g Dy)ul| < ||Dy — limye g Dy||ull, & € K, konvergiert (Dyu)rex fiir

u € X gegen (limjex D;)u. Damit liegt (u, (limger Di)u) in liminfye g Dy. Folglich gilt
limge e Dy C liminfge g Dy und daher dom(lim infic g Dy) = X.
Wegen der Stetigkeit der Operatornorm konvergiert (|| Dy ||) ke x in [0, +00). Infolge existiert
laut [7] Fakta 5.3.5 3. ein j € K mit sup,cg, | Dkl < +o00, wobei K :={k € K : j < k}.
Offenbar gilt liminfge Dy = liminfge KH_D;C, wobei das wegen des ersten Punktes ein
linearer Operator ist. Insbesondere gilt lim infjc x Dy, = limpex Dy.

4. D¢ Sei (u,2) = (u,v + w) € liminfre g By + liminfie g C, also (u,v) = limge g (uk, vi) €
liminfge g Br und (u,w) = limgeg (g, wr) € liminfrex Cr. Wegen ||Bguy — Brug| <
(supie i | Bull) un — wl| gilt

(Bk’ljk + wk) (Bkﬁk — Bkuk) + lim (Bkuk) + lim wy, = v + w,
keK keK

lim = lim
kEK kEK
womit (u,v + w) = limge g (U, Brtg + wy) € liminfge g (B + Ck).

C: Gelte (u, z) = limge g (ug, 2x) € iminfie g (Br+Cf) mit (ug, 2x) = (ug, vp+wg) € B+
C, wobei (ug, vx) € By, (ug, wi) € Ck. Wegen des Punktes und wegen || Bruy — Brul|| <
supe g || Bullllux — ul| gilt

=1l = lim (B = lim (Byu) = (liminf B
VI R e = B = ) = (g at B

und damit (u,v) € liminfge x B.
Aus limger wy = limgeg (zr — vx) =  — v folgt (u,2 — v) € liminf C, und daraus
(’U,, Ji) € liminfge g By + liminfye g Ck.

5. Aus|3| folgt liminfrex By = limgex Br = 0, also insbesondere dom(liminfrex By) = X,
weshalb

liminf Dy = liminf(Cy + By) = liminf Cy 4 lim inf By = liminf C,
keK keK keK keK keK

nach Punkt [4l

6. Nach Lemma gilt {0} = mul(Dy, — Cf) = mul(Dy,) + mul(Cy) und
X = dom(Dy, — C) = dom(Dy) Ndom(CY). Infolge erhdlt man mul(Dy) = mul(Cy) = {0}
und dom(Dy,) = dom(C%) = X, weshalb Dy, = (Dy, —C})+Cy. Damit folgt lim infre g Dy =
lim infrex O aus

O
Lemma 2.3.5 Fiir eine gerichtete Menge (K, <), ein Netz linearer Relationen (C)rerx und
ein Netz beschrénkter linearer Operatoren (By)rex mit supje g || Bi|| < +oo gilt
1. lim infkeK Bka 2 (hm infkeK Bk)(hm infkeK Ck)
2. Im Fall dom(hm inkaK Bk) =X gﬂt lim infkeK CkBk - (hm infkeK C’k)(hrn infk.eK Bk).

Beweis:
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1. Seien (u,w) € liminfiex C und (w,v) € liminfge g By.
Dann gibt es (ug,wg) € Ck, (Wg,vr) € By mit limger up = u,limgex vy = v und
limge g Wg = limge g wi = w. Dann gilt (ug, Bywy) € BrCk.
Aus || Bywy, — Brwg || < (supge g || Be|)||wi — wi || folgt

i (Brw) = [ (Bid) = fi ow =
Damit gilt (u,v) = limkEK(uk, Bkwk) € lim infkeK(BkOk)~

2. Sei (u,v) = limgeg (ug,vy) € liminfrex Cp By mit (ug,wr) € B und (wg,vy) € Chk
fiir alle k¥ € K. Nach Lemma konvergiert (By)rex stark gegen liminfye g By.
Daher existiert limy(Byu) = (liminfxe g By)u fir alle u € liminfiecx By = X. Wegen
| By, — Byull < (supiescl Bl — ul, & € K, gilt

liminf B =1 B
(im inf By)u = lim (Byu)

B =1 .
: (Brouw) = e wx

= lim

keK
Daraus folgt ((hm infrex Bk)u, ’U) = limkeK(wk, Uk) € liminfge g Cr und
(u, ’U) € (hm infkeK Ck)(hm infkeK Bk)

Lemma 2.3.6 Fiir A aus M gilt
1. lim inft\o At = A,

2. liminf;n o J* 2 I|mﬁﬂ (mul(A) x {0}). Dabei ist liminf;~ o J{* ein linearer Operator

und starker Grenzwert von (J/);>o.
Fiir A € M N £,(X) gilt limp o A; = A und limyo J* = 1.

Beweis:

1. Sei zuerst (u,v) € A. Aus J{* = (I + A)~' = {(z +y,2) | (z,y) € A} und Lemma
H

folgt limy o Ji* (u +v) = J{* (u + v) = u. Wegen Lemma [2.1.19 und Fakta gilt
A = A A) = A A) = A
ST WTen e e WL W ST @

= Aiq1.
Damit folgt limy o A:J{* (u + v) = A1 (u + v) = v aus Korollar [2.2.14| und aus

A=rg @) ={l+yy) | (@y) €A}

1
1
Also konvergiert ((Ji' (u + v), Ay Ji (u +v))¢)i>0 gegen (u,v) in X x X, wobei (Ji' (u +
v), Ay Ji (u +v)) € Ay

Fiir die umgekehrte Inklusion sei (u,v) € liminf,\ o A¢. Also gibt es ein in X x X gegen
(u,v) konvergentes Netz ((u¢, ve))rs>o mit (ug,v¢) € A Geméfs Definition gilt uy =
JAT + A)uy = TP (ug + Ayuy) = J (ug + vi), wodurch u = J{*(u + v) nach Lemma
Also gilt (u +v,u) € J{* und daher (u,v) € A.
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2. Fiir u € dom(A) folgt limy o J'u = u gemiif Lemma [2.2.17, weshalb
(u, ) = limp o (u, Jfu) € liminfy o J7, also liminfp o J£ 2 ! goma-
Wegen Lemma- gilt sup;~¢ H JA H < +00. Infolge erhalten wir mul(hm infy 0 JA
und limg o J u = (liminfi o J Ju fur alle u € dom(hm infy 0 JA) aus Lemma |2 I
und 2
Fiir u € mul(A) gilt (u,0) € JA, t >0, und folglich (u, 0) € liminf, o J{, also
liminf; o J* O mul(A) x {0}.

Im Fall A € M N £,(X) folgt A; = JAA aus Lemma [2.2.10und A = JA(I +tA)A aus Lemma
Damit gilt

A — Al = || JAA = (I +tA)A]|| = ]| T A%]| < tM(A)]| A%,
also limy 0 A; =

Aus [ — IH—HJA — (T +tA)]|| = t]|JAA|| < tM(A)| Al folgt Timp o JA = T. 0

Beispiel 2.3.7 Fiir A:= (0/)"! = {0} x X € M und ¢t > 0 gilt J/* = 0] und 4, = 1. Mit
Lemmaerhélt man liminfy o 01 = 0I D I|{y und liminf;\ o %I = {0} x X.

Korollar 2.3.8 Fiir A € M N £,(X) sind die Abbildungen t — A, + J/* als Abbildungen
von [0, 400) nach £,(X) stetig; vergleiche Definition [2.2.8|

Beweis: Folgt aus Korollar [2.2.14] und Lemma [2.3.6 (]
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3

Klassen von Funktionen

Dieses Kapitel beginnt mit der Abhandlung einiger Grundlagen komplexer Mafe. Anschliefsend
werden Stieltjes-Funktionen eingefiihrt und in Teilklassen unterschieden, bevor komplexe Poten-
zen besprochen werden.

3.1 komplexe MaRe

Hier wird die Theorie aus [7] in der Situation komplexer Mafe fortgefiihrt.

Nach der Wiederholung relevanter Grundbegriffe, werden ausgewiihlte Konvergenz Sétze, Mafe
mit Dichten, Teilmafe, Bildmafke und der Transformationssatz auf den Fall komplexer Mafse
iibertragen.

Definition 3.1.1

1.

Ein Tupel (Q, &) bestehend aus einer Grundmenge 2 und einer o-Algebra & heifst Mess-
raum.

Eine Funktion f zwischen zwei Messraumen (2, &) und (€', &) heifft &&’-messbar, wenn
f7HG") € & fiir alle G’ € &'.

Fiir einen Messraum (2, &) wird eine Abbildung i : & — C mit
n(lU G =" ua))
JEN JEN

fiir jede paarweise disjunkte Folge (G;);en in &, komplexes Mafs genannt.
Ein komplexes Maf p heift nicht-negativ, falls u(G) > 0 fir alle G in &.

Fiir einen Messraum (2, ) und ein komplexes Maf  nennen wir (£2, &, i) einen Mafraum.
Die Variation |u| : & — [0, +00] eines komplexen Mafes p ist definiert durch
ul(G) = supQ Y [u(Gy)|: G € 6,G;NGr=0,j#keN, | JG; =G
JEN JEN

fir G € &.

Bemerkung 3.1.2
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1. Komplexe, nicht-negative Mafe im Sinne von Definition [3.1.1] sind genau die endlichen
Mafse in Sinne der Mafstheorie.

2. Fir jedes komplexe Mak p ist |p| : & — [0, 4+00] ein solches endliches Maf im Sinne der
MafRtheorie, wobei |u| = p im Fall, dass p ein nicht-negatives Maf ist.

3. Die Menge aller komplexen Mafse auf einem Mafsraum bildet einen Vektorraum.

Definition 3.1.3 Sei X ein Hausdorff-Raum. Die Mengen aus der von den offenen Mengen in
X erzeugte o-Algebra B(X) werden als Borel-Mengen bezeichnet.

Sei X ein Hausdorfl-Raum und (€2, ) ein Messraum. Dann heift eine Funktion f : Q@ — X
Borel-messbar oder B-messbar, wenn sie &2 (X )-messbar ist.

Definition 3.1.4 Fiir einen Messraum (€2, &), ein nicht-negatives Maf 1 und eine p-integrierbare,
komplexwertige Funktion f bezeichne f © p das durch (f © p)(G) := [, f du(t) definierte kom-
plexe Ma£.

Definition 3.1.5 Sei (Q, &, ) Mafkraum. Eine Aussage iiber messbare Funktionen auf § gilt
p-f.i., falls sie auf dem Komplement einer |u|-Nullmenge wahr ist.

Bemerkung 3.1.6 Integrale &-messbarer Funktionen f : £ — C nach komplexen Mafsen p wer-
den in [§] Definition 18.3.15 und Fakta 18.3.16 eingefiihrt. Das Herzstiick bildet die Darstellung
w="h0o |p| mit |h| =1 |p|-f.d. aus [8] Korollar 18.3.14, welche die Definition

/Qfdu :=/thd|m

ermoglicht, wobei f p-integierbar ist, falls fh |p|-integrierbar ist. Die Menge der p-integrierbaren
Funktionen wird mit L!(u) bezeichnet.

Definition 3.1.7 Sei (2, &, i) ein Mafraum und f € L(u). Mit u = h® || wie in Bemerkung
wird durch f ® p:= (fh) ® |u| ein komplexes Mal f © pu : & — C definiert.

Bemerkung 3.1.8 Fiir einen Mafraum (2, ®, 1) und Funktionen f, g € L'(p) mit fg € L*(p)
gilt fO(gOu) =fgon=90(fOn).

Lemma 3.1.9 Fiir einen Mafiraum (2, &, 1) und eine Funktion f € L () gilt |f © p| = | f|O|ul.
Beweis: Nach [§] Korollar 18.3.14 existiert ein h € L'(u) mit u = h ® |p| und |h| = 1 |p|-fii..
Damit erhdlt man [f © p| = [f © (RO |u))] = [fh O ||| = |fh] © |p| = |f| © |u] avs [8] Lemma
18.3.13. =

Fakta 3.1.10 Sei (2, &, i) ein Mafiraum und f : Q — C.

1. Nach [8] Fakta 14.15.2 6. ist eine messbare Funktion f genau dann aus L'(u), wenn
Jolfldlu] < oo, weshalb auch L' (u) = L*(|u|).
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2. Fiir f € L'(p) folgt | [, f du| = | [, fhdlul] < Jolfhldlul = [, f|d|p| aus [§] Fakta 14.15.2
7.

3. Wegen der Monotonie des Integrals [8] Fakta 14.5.3 1. und dem Punkt folgt fiir messbare
Funktionen f: Q — C und g : Q — [0, 4+00) aus g € L' (1) und |f| < g, dass f € L' ().

Lemma 3.1.11 Sei (£2, &, ) ein Mafraum und f,, € L' (p), n € N, mit lim,, o || f — fullo, =0
fiir eine B-messbare Funktion f : Q — C. Dann gilt f € L'(u) und

lim fndu = / fdu.

Beweis: Fiir n € N gilt

/Q\f fldll < 1f — Fallo il (@) < +oo,

womit f,, — f und daher f in L!(u) liegt. Schlieflich folgt aus

/Qfd,u—/ﬂfndu‘ S/ﬂlf—fnldlu\Sllf—fnlloo\ﬂl(ﬂ)

die Behauptete Konvergenz. O

Satz 3.1.12 (beschrinkte Konvergenz) Sei (Q,®, 1) ein Mafraum, f : Q — C eine -messbare
Funktion und (f,,)nen eine Folge &-messbarer Funktionen mit f = lim,,_ . fp, p-f.1i. Gibt es ein
g € L*(p) mit |f,| < g p-f.ii., dann gilt f,, f € L' (u) fiir alle n € N, wobei

lim /|fn—f|d|u|:0und lim /fvzdﬂz/fdu'
n—oo [ n—oo [ Q

Beweis: Nach Fakta [3.1.10|3} und[1] gilt f, f,, € L' (n) = L'(|p|) fiir alle n € N und wegen des
Satzes von der beschréankten Konvergenz (siehe [8] Satz 14.6.5) konvergiert [, |fn — f|d|u| gegen
0. Damit folgt wegen Fakta [3.1.10|2] aus

’/andu—/gfdu’:’/g(fn—f)dulg/Q|fn_fd|u|_

auch lim, o0 [ fndp = [, fdp. O

Satz 3.1.13 (beschrinkte Konvergenz) Sei (2, &, 1) ein Makraum, f : Q2 — C eine G-messbare
Funktion, (K, <) eine gerichtete Menge und (fx)rex ein Netz &-messbarer Funktionen, welches
eine Teilfolge hat und f = limgef fi p-f.i. erfiillt. Gibt es ein g € LY(p) mit |fx] < g p-fii.,
dann gilt f, f € L(p) fiir alle k € K, wobei

Jim [ 15—l =0 und Yim [ foda= [ . (3.1)

Beweis: Nach Nach Fakta 3.1.10 gilt f, fr € L' (u) fiir alle k € K.
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Sei (fi(n))nen eine Teilfolge von (fx)rex mit & : N — K. Wegen [7] Lemma 5.3.7 gilt f =
limy, s 0 fr(n) p-fii.. Wegen |fk(n)| < g p-f.a. folgt
i | |fugo) = £l = 0 wnd Jim [ fuuydu= [ fan

n—oo

aus dem Satz von der beschrankten Konvergenz (siche Satz|3.1.12). Damit erhélt man (3.1) aus
[7] Lemma 5.5.1. O

Bemerkung 3.1.14 Sei (Q,®, ) ein Mafraum, Y metrischer Raum, g :  — [0,400) p-
integrierbar, f : Q@ x Y — C wobei w — f(w,y) &-messbar und |f(-,y)| < g p-fd. fir alle
y €Y sowie limy_,, f(w,y) = f(w, z) fiir p-fast alle w € Q. Wegen [7] Lemma 5.5.3 sind in dieser
Situation die Vorraussetzungen von Satz [3.1.13] erfiillt.

Satz 3.1.15 (monotone Konvergenz) Sei (Q, &, ) ein Makraum und (f,,)nen eine monoton
wachsende Folge &9 (C)-messbarer Funktionen mit f,, > 0, welche punktweise gegen eine Funk-
tion f € L'(u) konvergiert. Dann gilt

lim fn du = / lim f, dp.
O n—oo

n—oo

Beweis: Folgt aus Satz[3.1.12] da |f,| = fn < f € LY (p). O

Definition 3.1.16 Fiir eine &&’-messbare Abbildung T : Q — Q' zwischen zwei Messrdumen
(2,8) und (€, ®’) und ein komplexes MaR p auf & definiert T'(u)(G') = w(T-(G")), G’ € &'
ein komplexes Mafs T'(u) auf &'.

Lemma 3.1.17 Sei (2,8, u) ein Mafraum und (€', ®’) ein Messraum. Fiir bijektives und
B® -messbares T :  — Q' mit &'G-messbarem T gilt T(|u|) = |T(1)|.
Beweis: Sei G’ € &'.

T(lu)(G) = [pl(T~HG")

—supd SIu(@))|: G5 e 8, | 6 = T7(@)

jEN jEN
Fir j # k ist G; N G = 0 aquivalent zu T(G;) N T(Gy) = 0 und Y
dquivalent zu |,y T(G;) = T(T~H(G")) = G, wobei

D (Gl = Y ITHT(G)))] = Y IT(W)(T(Gy))
JjEN JEN jEN

Da T &&’-messbar und T~ &'®-messbar ist, wird & bijektiv auf ¢’ abgebildet und es gilt

G, = T-HG") ist

JEN

T(|u)(G) = supd S|T()(G)] : G e o, | G = ¢
JeN JEN
= TG
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O

Lemma 3.1.18 Fiir einen Mafraum (9, &, ) mit nicht-negativem v, einen Messraum (', &'),
eine bijektive und &®’-messbare Abbildung T : Q — Q' mit &’®-messbarem 7! und eine
®’-messbare Funktion f : Q' — C gilt

/ foTdv = fdT(v),
Q ol

wobei f o T genau dann nach v integrierbar ist, wenn f nach T'(v) integrierbar ist und fiir
g € LY(v) gilt

T(gov)=(goT ) OT(v).

Beweis: Die Aquivalenz der Integrierbarkeit folgt aus dem Transformationsatz fiir nicht-negative
Mafse (siehe [8] Satz 14.7.5) aus

dl'(v) = oT dv.
[ 1f1are) = [ 17
In dem Fall gilt
fdT(v) = / (Ref+ilm f)dT(v)
o oY
= /(RefOT+i(ImeT))dV
Q
= / foTdv.
Q
Also erhalten wir wegen Ly—1(g) o T~ ! = Lypp-1(q)) = la
79 ©1)(G) = (0 )T (G) = [ 1r@ads
= A(ﬂT—l(G) o T_l)(g e} T_l) dT(V)
= [ 1atgo T dTw) = (9o T 9 TI(G)

fiir alle G € &. (]

Satz 3.1.19 (Transformationssatz) Ist (Q,®, ) ein Mafraum, (', ®’) ein Messraum, T : 2 —
' B®’-messbar und bijektiv mit ¢’®-messbarem T-! und f : ' — C ®-messbar, so gilt
f € LYT(p)) genau dann, wenn f o7 € L'(u). In diesem Fall gilt

[ rorau= [ rar (3.2)

Beweis: Aus Lemma(3.1.17|folgt L1 (T'(1)) = L (|T(w)|) = L*(T(Ju|)). Nach Lemma[3.1.18| gilt
f € LYT(p)) genau dann, wenn foT € L'(|u]) = L*(p).
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Ist h € L'(p) mit |h| =1 p-f.ii. und p = h ® ||, so folgt
foTdu= [ (foThdil = [ (foT)(hoT o Ty
Q Q Q

:/[f(hOTfl)]OTdM =/ f(hoT™N)dT(lul) = [ fdT(u)
Q Q Q/
aus Lemma B.1.18]

Korollar 3.1.20 In der Situation von Satz|3.1.19|gilt T(f ©® u) = (fo T~1) © T().

Beweis: Fiir h € L'(p) mit |h| =1 p-f.il. und g = h © |, folgt

T(fou =T houl)=T(fhelu) = fhoT™ & T(ul)
=(foT H(hoT HOT(ul)=(foT ) O[(hoT™) ©T(|u)]
=(feT™HOT(hou)=foT ' ©T(n)
aus Bemerkung und Lemma |3.1.18

Lemma 3.1.21 Sei (€2, &, ) ein Mafraum, T € & und X ein Banachraum.

1. Das Mengensystem &y :={G € & | G C T} = & N 27T bildet eine o-Algebra.

Im Fall eines topologischen Raumes  gilt B(Y) = B(Q) N 2T, wobei T mit der Spur-

topologie versehen ist.

2. Die Einschriankung pu|s, ist ein komplexes Maf auf (Y, &y) mit |ulse| = |p|/ey. Fir

he L*(|pul) mit p=h o || gilt pley = hly © |plle-

3. Aus der B-Messbarkeit von g :  — X, folgt die &y-Messbarkeit von g|v.

4. Eine Funktion f: T — X ist genau dann &~y-messbar, wenn 1~y f : & — X &-messbar ist.

5. Fiir eine messbare Funktion f: Y — Cist f € L'(u|e,) dquivalent zu fly € L'(p). In

diesem Fall gilt

/deM@T:/Qf]lew

Beweis:
1. Folgt aus [8] Fakta 14.7.4 1. und [8] Fakta 14.10.2 4.
2. Fiir G € Gy gilt
pler(G) = 1(G) = [ tahdll = [ 1chlrtedil = [ tohlr dule,

= (hlr ©|plle+)(G)
wegen [§] (14.17). Daraus folgt p|e+ = hlr © |p||e--

Wegen |h|y| =1 p|e-f.i. folgt damit |p|ey| = |p||ey aus [§] Lemma 18.3.13.
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3. Die Behauptung folgt aus (g|y) "' (B) = ¢ }(B)N T, B € B(X).

4. Sei B € B(X). Im Fall 0 ¢ B gilt (Ivf)"1(B) = f~%(B) € &y C &. Andernfalls folgt
Iy f)"H(B) =f"H(B)U(Q\T) € &.
Die Umkehrung folgt aus Punkt [3| mit g = 1+ f.

5. Es gilt f € L'(u|sy,) genau dann, wenn |f| € L'(|u|ey|) = L'(|p||ey ). Nach [8] Fakta
14.7.4 5. ist dies dquivalent zu |f1y| = |f|1y € L'(|u|) und folglich fly € L'(u).

In diesem Fall gilt
/ Fly dpt = / flrhdl) = / (Re f + iIm f)hlx Ly dly
Q Q Q
:/(Ref+ilmf)hlwrdu|m :/ f dules
T T

wegen [§] (14.17) und

O

Bemerkung 3.1.22 Im Folgenden wird meist auf die Einschrankung des Mafses verzichtet
und fiir 1i schlicht fr f du geschrieben beziehungsweise von der p-Integrierbarkeit iiber T
gesprochen.

3.2 komplexe MaRe auf B([0, +00))

Beispiel 3.2.1 Wir betrachten [0, +00) versehen mit der Euklidischen Topologie. Fiir ¢ €
[0,400) ist {[t — k™', t+k~']N[0,400) | k € N} eine Umgebungsbasis des Umgebungsfilters
von t bestehend aus kompakten Mengen. Damit ist [0, +00) lokal-kompakt.

Die abzéhlbare Teilmenge Q N [0, +00) liegt dicht in [0, +00) und

{(t =k~ t+ k) N[0,+00) | k € N,t € Q} bildet eine abzéhlbare Basis der Topologie.

Definition 3.2.2 Der Vektorraum aller komplexen Mafe p : B([0,+00)) — C wird mit I
bezeichnet.

Definition 3.2.3 Sei X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum und Z ein Banachraum.

1. C(X,Z) bezeichnet die Menge aller stetigen Funktionen f: X — Z.

X
2. Fiir eine Funktion f: X — Z definiert supp f = {& € X : f(x) #0} den Tréger von f.
Der Vektorraum C.(X, Z) besteht aus den stetigen Funktionen f : X — Z mit kompaktem
Trager.

3. Im Fall Z = C wird anstelle von C(X,C) auch C(X) und statt C.(X,C) auch C.(X)
gschrieben.
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4. Eine Funktion f € C'(X) verschwindet im Unendlichen, wenn fiir jede Nullumgebung U in
C eine kompakte Teilmenge Ky von X mit f(X \ Ky) C U existiert. Die Menge all dieser
Funktionen wird mit Cy(X) bezeichnet.

5. Cp(X) bezeichnet die Menge aller beschrénkten Funktionen aus C(X).

6. Fiir I C R wird die Menge der k-mal stetig differenzierbaren beziehungsweise glatten
Funktionen f : I — C mit C*(I) beziehungsweise C*°(I) notiert.

Bemerkung 3.2.4

1. Versehen mit der durch || f|| := sup,cx|f(2)], f € Co(X), definierten Norm bildet Co(X)
einen Banachraum.

2. Fiir ein komplexes MaR 1 : B(X) — C gilt C.(X) C Co(X) C Cp(X) C L (p).
Bemerkung 3.2.5 (Riesz-Markov) Nach dem Satz von Riesz-Markov (siehe [8] Satz 18.4.7)

und [8] Satz 14.12.5 v. ist die Abbildung ® : M — Cy([0, +00))’, die einem Mak p € M die
durch

Bo(u)f = /[0 _ Fdm £ Coll0.420))

definierte Linearform zuweist, eine isometrische Isomorphie, wobei 9t mit der Norm |jv| =
[]([0, 400) und Cy([0, +00))" mit der Operatornorm versehen ist.

Definition 3.2.6 Fiir Vektorrdume V und W jeweils bestehend aus Funktionen von [0, +00)
nach C sei das Tensorprodukt V @ W der Vektorraum aller Linearkombinationen von Funktionen
der Form

f®g:[0,400) x [0,400) = C definiert durch (f ® g)(z,y) = f(x)g(y)

mit feV,ge W.

Bemerkung 3.2.7 Nach dem Satz von Stone-Weierstrass (siehe [8] Korollar 12.18.11) liegt
Co([0,+00)) ® Co([0, +00)) dicht in Cy([0, +00) X [0, +00)).
Fakta 3.2.8 Fiir V, W wie in Definition [3:2.6|und f,h €V, g,b € W
1. ist die Abbildung ® : V x W — V@ W bilinear, da ((f®@g)+2(h®g))(s,t) = (f®9g)(s,t)+
2(h@g)(s,t) = f(s)g(t) + zh(s)g(t) = (f(s) + zh(s))g(t) = ((f + 2h) ® g)(s, 1) fiir 5, >0
und analog (f ® g) + 2(f ®b) = f @ (g + 2b).
2. haben wir [f ®@ g|(s,t) = [f(s)g(t)| = [f(s)[lg()| = (If]  |g])(s, ),
3. gilt ((f©g)(h@b))(5,1) = F()g(Oh()b(t) = F(5)h()g(b(E) = (Fh gb)(s, ) fir 5,2 > 0.

Fiir Produktmafie positiver Mafe sei auf [8], 14.14 verwiesen.
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Definition 3.2.9 Fiir v,7 € M gibt es nach [§] Korollar 18.3.14 Funktionen h, € L*(v), h, €
LY(7) mit |h,| =1 v-fii., |hy| =1 7-fii. und v = h, ® |v|,7 = h, @ |7|. Dann definiert

veT71:=(h,®h;) O (Jv|®|7]) (3.4)

ein komplexes Maf auf dem Messraum ([0, +00) x [0, 4+00), B([0, +00)) ® B([0, +00))).

Fakta 3.2.10

1. Da [0, +00) das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt, entspricht die Produkt-c-Algebra
B([0, +00))@B(]0, +00)) nach [§] Fakta 14.13.7 5, den Borel-Mengen B ([0, +00) X [0, +00)),
womit v ® 7 ein komplexes Maf auf ([0, 4+00) x [0, 4+00), B ([0, +00) ® [0, +00))) ist.

2. Seien h,,, h, wie in Definition und die Nullmengen N, = h;1(©) und N, = h-1(0),
wobei © = {z : |z| # 1}. Dann gilt |h, ® h|((w1,w2)) = |hy(w1)||hr(we)] =1 fiir

(wlva) € ([074-00) \ NV) X ([07+OO) \ NT)
= ([0, 400) x [0, +00)) \ [(Ny x [0,400)) U ([0, +00) x N-)],

wobei

(W] @ [T[)((Ny, x [0, +00)) U ([0, +-00) X N-))
< (W@ [Ny x [0, 400)) + (Jv| @ [7])([0, +00) x N7))
= [V[(N)I7[([0, +00)) + [V[([0, +-00)) |7[(N-) = 0,

also |h, ® hy| =1 (Jv| @ |7|)-f.1..
Aus (3.4) und [8] Lemma 18.3.13 folgt [v @ 7| = |v| ® |7|.

3. Fiir f € L'(v),g € L'(7) gilt

/ fRgdlvearT) S/ If ®gldlv & 7]

[0,+00) % [0,+00) [0,+00)x[0,+00)

:/ fl®lgld]® 7]
[0,4-00) % [0,40

)
=/ uwm/ gl dl| < +oo
[0,+00) [0,400)

wegen Punkt 2 und dem Satz von Fubini (siehe [8] Satz 14.14.4), wodurch L'(v) ® L*(r) C
L'(v® 7).

Lemma 3.2.11 Fiir p € Mund z € C\ (—o0, 0] sind die Funktionen (¢ — Z%H), (t— Z%_t), (t—

=), (= 155), (t = 5) und (¢ — ££5) auf [0, +00) beschréinkt und p-integrierbar.

Beweis: Bezeichne f eine der angefiihrten Funktionen. Durch Division in Z&hler und Nenner
durch ¢ zeigt man, dass w = lim;, o f(t) € C. Fir € > 0 gibt es damit ein ¢ > 0 mit
|f(t) —w|] < e Also gilt |f(t)] < |f(t) —w| + |w| < e+ |w]| fiir ¢ > ¢. Die Funktion f ist stetig
und deshalb beschrénkt auf dem kompakten Intervall [0,¢]. Also ist f beschrénkt auf [0, +00)
und folglich p-integrierbar. O
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Lemma 3.2.12 Fiir z,e+2>0,t >0 und n € N gilt

: D I T e e

(z+t)"(z+t+e) = (z41t)7 z+t+e
Beweis: Der Ansatz WM = Y1 7 T oiir. fiihrt auf
(z+1t+e¢) Z (z4+8)"7 +epp(z+1)"
(z+1) Z (z+t)"~ j+ech(z+t)"_j+cn+1(z—|—t)"
j=1 j=1
= ch(z ) IT 4 ech(z +O)" 7 +eppr1(z+ )"
n—1 -
= (z+t +Zc]+1 z—l—t Z z+tn 7+ecn —|—cn+1(z+t)n
Jj=1 Jj=1
n—1
= con+ D _leja1 +eei)(z + 1" 4 fer + ez + )"
j=1

Fasst man beide Seiten dieser Gleichung als Polynome in z + ¢ auf, so liefert ein Koeffizienten-
vergleich das lineare Gleichungssystem

ec, =1,
Cit1 + €C; = 0, j = 1,...,n - ].,
c1+cpt1 =0,

also

00 00 0 0 € 0 c1 1

00 0 O 0 € 1 0 Co 0

00 0 O e 1 0 0 C3 0

00 00 1 0 0 O C4 0

0 0 € 1 00 0 O Cn—2 0

0 € 10 00 00 Cn—1 0

e 1 0 0 00 00 Cn 0

1 0 0 O 0 0 01 Cn+1 0
Man iiberpiirft leicht, dass ¢, = £,¢; = L(=3)"7, fir j = 1,.,n— 1, und ¢y41 = —c1 =
—(£(=1)"71) = (=1)" eine Lésung davon ist. O

Lemma 3.2.13 Fiir uq, po € 91 derart, dass 1 ein Haufungspunkt von

M= {x>0 1”%@):/ 1+tdu2(t)}
0

[0,400) 1 +o0) T+ 1
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ist, gilt 1 = po.

Beweis: Die Gleichheit wird schrittweise ausgedehnt. Zunéchst sei bemerkt, dass M wegen der
Stetigkeit von x — f[O,+oo) zfi;? du(t) abgeschlossen in (0, +00) ist; siehe Proposition Also
liegt 1 in M.

1. Wir zeigen f[0,+oo)(1 + ) dpy (t) = f[ (1 +¢) T duy(t) fiir jedes n € N mittels
Induktion nach n.
Fiir n = 1 gilt dies nach Vorraussetzung. Angenommen, die Aussage gilt fiir alle m < n. Sei
(ex)ken eine Folge in M\ {1} mit limy_, €, = 1. Fiir die Funktion vy, : [0, +00) — [0, +00),
definiert durch vy (t) := (1 +¢)7"* (ex + )71, gilt laut Lemma3.2.12| angewandt fiir z = 1
und e = ¢, — 1

0,+00)

(1—ex) " (e —1)7" (3.5)

-

Vk (t) =

Jj=1

und wegen |vg(t) — (1+¢)7" = (1 +¢)~"*! (Eklj’;)_(ﬂrt) < |E"‘6;1|, dass limy_,e0 vk (t) =
(1+¢)~". Aus

|vg(8)| = |(1 + )" (g, +t)71| =1+t e +1)7 < supe,;1 < 400
keEN

folgt vy, € L (1) fiir k € N. Aufgrund des Satzes von der beschrinkten Konvergenz (siehe

Satz|3.1.12) erhalten wir

lim vg (t) duy (t) = / 14+t "dw(t), Il =1,2. (3.6)
F=00J[0,400) [0,+00)

Wegen der Induktions-Vorraussetzung, ¢, € M, der Linearitit des Integrals und (3.5)) gilt

/ vg(t) dp () = / vg(t) dus(t), k € N. (3.7)
[0,+00)

[0,400)

Mit und folgt fig ooy (1 + 1) dpr(t) = [ig 4 o) (L +8) " dpia(t).

2. Die von t — (1 +t)~! erzeugte Unteralgebra C' < Cy([0,+00)) stimmt mit der linearen
Hiille von {¢+ (1+t)™% | k € N} iiberein. Wegen der Linearitéit des Integrals und des
ersten Beweisteiles stimmt das Integral einer Funktion aus C nach p; mit jenem nach po
iiberein.

3. Da C punktetrennend und nirgends verschwindend ist, gibt es nach dem Satz von Stone-
Weierstrass (siehe [§] Korollar 12.18.11) zu ¢ € Cy([0,+00)) Funktionen ¢, € C,n € N,

mit limy, o0 [|1) — ¥n || = 0, weshalb nach Lemma (3.1.11

[ wodut = () dpis (1)
[0,+00) 0 J10,+00)
~ lim un®dua() = [ ot dualt)
790 J10,+00) [0,400)

aus 2. folgt.
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Gemif des Satzes von Riesz-Markov (siehe [8] Satz 18.4.7) erhalten wir py = us. O

Fiir w € C([0, +00)) definiert

w(t)=w(s)
@(sﬂf) = { I(I;;s S 7é za
w s=t,

eine stetige Funktion auf [0, +-00)2.

Lemma 3.2.14 Fiir f,g € C*(]0,4+o0)) und « € R gilt
1. afA: c?.

2. f+9=f+g.

3. fg(s,t) = f(s,0)g(t) + f(s)g(s, 1)
4. Ist (K, =) eine gerichtete Menge, fr € C1([0,+00)),k € K und s,t > 0 mit s # ¢, so folgt
limge i fr(s,t) = f(s,t) aus der punktweisen Konvergenz limgecg fr = f.

Beweis: Fiir s # t gilt

T T og(s.t) = (f(t) + ag(t))t: (Sf(s) +ag(s)) f(ti - if(s) N a(g(i)_—sg(s))

=

= f(s,t) + ag(s, t).
In der Kombination mit der Linearitéat der Ableitung sind daher die ersten zwei Punkte bewiesen.
Hinsichtlich des [3] Punktes gilt fiir s # ¢

Fa(s,t) = Fg(t) = f(s)g(s) _ f(O)g(t) = F(s)g(t) | f(s)g(t) = F(s)g(s)

t—s t—s t—s
= [(s,8)g(t) + f(s)g(s, ).
Im Fall s =t folgt die Gleicheit aus der Produktregel.

Fiir t # s beweist die Abschétzung

=

[Fatst) = s )| < 16 = )7 |15(0) = £O)+ 1fes) = £,

fiir alle k € K, den [d] Punkt. O

Bemerkung 3.2.15 Im[d] Punkt konvergieren die Ableitungen in der Diagonale im allgemeinen
nicht. Zum Beispiel konvergiert die Folge (¢ + sin(tn)n=1),en gleichméRig gegen 0 fiir n — +oo,
wihrend die Folge der Ableitungen (¢ — cos(tn))nen divergiert.

Beispiel 3.2.16 Die fiir > 0 auf [0, +00) definierte Funktion w, : [0, +00) = R, w,(t) = %H,
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erfiillt w’ (1) = —w,(t)? = —(w,; ® w,)(t,t) und fiir verschiedene s,t > 0

1 (z+s)—(z+t)
Tals, t) = Wt —Ws _ a4t ats _ _(e+D)(ats) _ s—t
t—s t—s t—s (t—=s)(x+t)(xz+s)
1
= T N N x x 7t7

womit w, ® Wy, = W,

Fiir p,v,7 € M folgt wyw;* = (t — i—ﬁ) € L (n), L' (v), Ll(T) aus Lemma [3.2.11| und wegen

Fakta [3.2.10([3} liegt @ (w;' @ wit!) = —(we ® w)(wi' @ wi') = —(wew; ' ® ww?) in
L'(v) @ LY7) C L' (v @ 7), wobei (w; ' @ wi')(s,t) = (1 +5)(1 + t); siche Fakta [3.2.8[[3]

Mit w,(t) = %ﬂ fir > 0 und ¢ € [0, +00) gilt folgendes Resultat.

Lemma 3.2.17 Fiir eine endliche Indexmenge I und v,7 € M, p; € M, 2 € I, ist

T 1 uwl_l ist p;-integrierbar,: € 1,
E,u’~ el — U eC ([07+OO)3C) a/ 1 —1\ - . .
u(w]” ®@wy ) ist (v ® 7)-integrierbar
ein Vektorraum. Fiir feste a; € C,i € I, sind Ly, Lo, L : E# ser — C mit
Ly (u) = Z ai/ uwl_1 dus;,
iel [0;+00)

Lo(u) := / d(w; ' @wHdveT)
[0,400)?

und L = Ly + Ly linear. Zudem gilt w, € E
nach sich zieht.

ier» wobei L(w;) = 0 fiir alle # > 0 bereits L = 0

Beweis: Da 9t ein Vektorraum ist, geniigt es wegen [8] Fakta 18.3.16 5. die Aussage fiir |I| = 1,
also p € M und a1 = 1 zu zeigen.

Fiir u,v € E}77 und 8 € C erhélt man (u+pv)wyt = uwfl—i—ﬁvw € L'(p) und (u + Bo)(w] '@
wit) = (@4 0)(wit @ wit) = d(wyt @ wih) 4 B(w; ! @ wit) aus Lemma m‘ undl
Folglich ist E};" ein Vektorraum.

Die Linearitét von Ly, Lo, L : E;7 — C ergibt sich aus
Lt o) = [ (ult) + Bo(®)(1+ ) du(t)
[0,+00)

= /[0 . )u(t)(l +1t)du(t) + 8 v(t)(14t) du(t) = Li(u) + BL1(v),

[0,400)

L2<u+6v>—/[0+ (a1 B0)(s. (1 + £)(1+ ) d(v © 7)(s.1)

:/ Cow)dw o)+ A Swit @ wi)dw @)

[0,400)2
= Lo( )+BL2( )-
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und
L(u+ fv) = (L1 + La)(u + fv) = Li(u+ fv) + La(u + fv)

Li(u) + BL1(v) + La(u) + BL2(v) = (L1 + L2)(u) + B(L1 + L2)(v)
L(u) + BL(v).

Der folgende Beweisgang folgt einem &hnlichen Schema wie jener von Lemma Es wird
sukzessive nachgewiesen, dass immer grofere Teilmengen von E;" im Kern von L enthalten
sind.

Die Punkte [T] und [2| zeigen, dass die Funktionen

wy = (x+t)"" z € (0,+0), n €N,

in E};” und unter der Voraussetzung, dass L(w,;) = 0,z € (0,+0o0), sogar im Kern von L
enthalten sind. In |3} wird C}([0,+oc0)) C ker(L) bewiesen, bevor in {4l dargelegt wird, dass
L(u) = 0 fiir alle u € E};7.

1. Wir zeigen mittels Induktion wy € E};" fiir alle n € N,z € (0, +00).

Im Fall n = 1 gilt dies geméfs Beispiel |3.2.16] Angenommen, die Aussage gilt fiir alle k < n.
Fiir z > 0 gilt wegen w, < 1 die Ungleichung wtwt = wywlwyt < %w;}wfl € LY (p)
und

n+1

wit (wit @ wih)|(s,t) =

s (5,8)|(L+ (1 +3)
= |wa ()0 (s, 1) + Wi (O (5,8)|(L+ (1 +3)

(lea s)]

= w,(s) | (s, 1)

IA

W (s, )] + [ (1T (5. 1)]) (1 + £)(1+ 5)

(T4t)(1+4s)+ wy(®)|we(s,)|(L+t)(1 +s)

< é‘@(s,t)’(l +t)(1+s)+ xin@(&m(l L)1+ )

(1 ‘A
x
wobei %’wAg (wi'®wi') + Hlwa|(wit ® wi') € L'(v @ 7), siehe Fakta [3.2.8) Lemma

3.2.14 und Beispiel [3.2.16, Damit erhélt man w?t'w; ' € L' (u) und wi™ (wi' @w;?t) €
3.1.10

L'(v @ 7) aus Fakta also wit! € EN7.

I~ -
(wit @wih) + @] (wy ' @ wy 1>>(s,t), 5,620,

2. Unter der Annahme, dass L(w;) = 0, z € (0,400) zeigen wir als néchstes L(w}) =0, x €
(0, +00), per Induktion nach n € N.

Der Induktionsanfang ist in den Vorraussetzungen dieses Lemmas enthalten. Gelte also

L(w*) =0, z € (0, +00), fiir alle k < n. Fiir ¢ > 0 liegt die Funktion v, : [0, +00) — [0, +00)
mit v (t) = (x +t) " (z +t + €)~! als Linearkombination

vet) = (@ +t) (@ +t+e) ! = i(—e)—nﬂ'e-li
j=1
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von Elemente aus dem linearen Teilraum ker(L) selbst in ker(L) C E7; siehe Lemma
B2.12 Aus
1

Uﬁ(t) - (x + t)n+1

1 1 1
B (x+t)"(m+t_x+t+e)
1 € < ¢
(x+t)" (z+t)(x+t+e) — ant?’

folgt limeove(t)(1 + 1) = (z + )~ D1 +¢) = wlH(¢)(1 + t) fiir alle ¢ > 0. Wegen
witt € B4 hat man |vew; | < witlwi! € L'(p). Also erhalten wir aus dem Satz von
der beschrankten Konvergenz (siehe Satz (3.1.13)

lim Ly (v.) = lim ve(t) (1 + ) dp(t) = / W ) (1 4+ 1) dut) = Ly (),
N0 N0 J[0,+00) [0,400)
Nach Beispiel [3.2.16| haben wir |wx+€| = |~ Wate @ Wate| = Wyae ® Wope < Wy Q@ Wy =
|—w,; ® w,| = |w,| und infolge

Folwr? @ i), 8] = [whwer 't @ w8 = [wuds D]+ 01+ 5)

= [t s ()T (3, ) + Wi ()Tore(s, 5 (L4 ) (1 + 9)

< (Jwese() [0 (s, 0)| + ()| Tore (s, 0] ) (1 -+ )1+ 5)
= W e(5) W7 (5, )| (1 + (1 + 8) + wE (O] Tore (s, 0] (1 + (1 + 5)

IN

|G 0]+ 00+ )+ T, DI+ (1 +5)

=
mC

siche Fakta @, Lemma @@ und Beispiel @ Wegen wy,w, € E;7 gilt dabei
1 w?|(wit @ wit) + L@z |(wi ' @ wit) € LY (v ® 7). Aus Lemma 3.2.14 und

Lo~ .
11®w11)+ﬂlwa(wll@wll))(s,t» st >0,

ve = (Wit = (Wiwesd) — (wi ™)
= (wy)’ wr+e + wy (Wape) — (w;Hl)I
= (—n)wy M wpse +wi (~Dwi — (—n - Duwpt?
= —nw! M wepe — wlwl, 4+ [nwlw, +wlw?)

n+1[

= nw” 2 2 }

Wy — wx+e] + w; [wx — Wyite

folgt lime o 0: (s, t) = wit (s, t) fiir s,¢ > 0. Mit dem Satz von der dominerten Konvergenz

erhalten wir

lim Lo(v.) = li (s, +t)(1+s8)dv®7)(s,t
fo Lalvd =l | T 00+ 01+ 5) 9750

:/ Wi (s, 1)1+ £)(1 + ) d(v ® 7)(5,1) = La(w"*).
[0,400)2
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Schlieflich gilt

n+1ly _ n+1 n+1y _ 7: . . _
L) = Lu(wi ™) 4 Lo(wi ) = lim L (o) + lim La(v,) = lim L(v,) = 0.

Also ist die von w, erzeugte Algebra C, = span{w} | n € N} im Kern von L enthalten.
3. CL([0,+00)) C ker(L):

Wegen der Linearitdt von L geniigt es, die Inklusion fiir reellwertige Funktionen zu zeigen.
Seien u € C([0,+00),R),z > 0 und v € Cy([0, +00),R) definiert durch v(t) := (z +
t)2u'(t),t > 0.

Die Unteralgebra C, von Cy([0,+00),R) ist wegen w,(t) = (z +t)"! # (z +s)7! =
w,(s) fiir ungleiche s, > 0 punktetrennend, und wegen w,(t) = (z +¢)~! > 0,¢t >
0, nirgends verschwindend. Also gibt es nach dem Satz von Stone-Weierstrass (siehe [§]
Korollar 12.18.11) zu € > 0 ein v, = Z?;O cjwl € Cyp mit |v — ve| < e und folglich

/ v (t) €
t) — < . 3.9
Die Stammfunktion uc(t) := —f(t +00) ve(s)(z + s)7%ds von vew? = Z?;O ciwlw? =

o cjwit? erfiillt wegen |7] Korollar 8.4.7 fiir ¢ > 0
ue(t) = — Z cjwit?(s)ds = Z ¢; <—/ wlT2(s) ds)
(t,420) j—o =0 (t,+00)

_ G j+3
= B — t),

liegt also in C,, C E};7, wobei limy o0 uc(N) = 0.

Fiir alle ¢t > 0 gilt

- u'(s)ds = — lim u'(s)ds = — lim [u(N) —u(t)] = u(t),
/Q+w) (yds = = Jim | o/ls)ds == Jim [u(N) —u(®)] = u(i)

weil u kompakten Trager hat. Aus (3.9) folgt

foo @ ve)al< [ arpesrm @

Insbesondere gilt (u, — u)w;* € L'(p). Aus |u(t)] < |uc(t)] + |u(t) —uc(t)|,t > 0, folgt
uwyt € L' (p).
Seien t,s > 0 mit s < t. Da u und folglich u, reellwertig sind, existiert nach dem Mittelw-

|ue(t) — u(t)| =
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ertsatz der Integralrechnung (siehe [7] Satz 8.8.1) ein ¢ € (s,t) derart, dass

[u(t) = ue(t)] — [u(s) — ue(s)]

t—s

e L0 ) e

:”$+Oﬂ“““‘m+<whls%;mxim2”
— (w402 (0 - ]

ﬁ(sat) - 'ZTE(Svt) =

wobei sich die letzte Zeile aus t — s = (z +t)(z + s)[-2

——_ m] ergibt. Wegen (3.9) gilt

ve(() ] 1
(z+C02 | (z+t)(z+s)

(s, t) — te(s, 1) <

(w020 -

€

= (x4 t)(z+ s)

und
-~ —~ ve(t) €
tt) — ()| = v () —ul ()] = |/ (t) —
e, ) = (e, )] = () = (0] = |o'(0) = 505 | <
also |u(s,t) — ue(s,t)] m = €Wy (s,t) fir s,t € [0,+00); siche Beispiel

<
Aus @ (wit @ wit) €
a(wt @wi) = (@ - T

Aus 1' folgt auch lime o ue(t) = u(t),t > 0, und ’(u6 — u)wl_l‘ < ewxwfl € LY(p).
Wegen dem Satz von der beschriankten Konvergenz gilt

(
Lt ( ) folgt (@ — ) (wy' @ wi') € L'(v ® 7) und daher
(wi' @w ) + T (wyt @wt) € LY (v @ 7). Somit gilt w e E,7.

lim Ly (ue) — Ly (u) = lim ue — w)wy L du = 0.
ti L)~ Lafo) =i [ (i

Aus

/ / (s, £) — @ (s, D)L+ H)(1+ 8) dlv|(t) dir](s)
0,+00) J/[0,400)

1—|—t 1—|—s
</ / WAL gy gl (s),
[0,400) /[0, 400) ( $+8)

1+¢ 1+s
*l/ ﬂMﬂ/ dJr(s).
[0,4+00) T 11 [0,400) T+ 5

dem Satz von Fubini (siehe [§] Satz 14.14.4), Fakta [3.2.10|2] Lemma [3.2.14[1} und[2] erhélt

40



man

IMW%%mMﬂhw—WS/

[0,+00)?

= [0~ DI0 40+ ) 2 )50

_—

(u—ue)(s, )1+ )1+ s)d|lv@T|(s,t)

/ (s, t) — (s, ) |(1 +)(1 + s) dlv|(t) d|7|(s)
+00) J[0,400)
1+t

1
ge/ du(t)/ 5 gr)(s),
[07_‘_00) X +t [O,+<x>) T+ s

also limes o Lo(ue) = Lo(u). Insgesamt erhalten wir L(u) = lime o L(ue) = 0.

4. E;p7 Cker(L):

Fir u € EJ7 gibt es nach [8] Bemerkung 15.8.9 eine Funktion x € C}([0,+00)) mit
x(t) € [0,1],¢ € [0,400), x|, = 1 und x|2,100) = 0. Die Funktionen x,(t) := x(£), n €
N, nehmen ebenfalls nur Werte in [0,1] an, erfiillen x,l0,n] = 1, Xnlj2n,400) = 0 sowie
limy, 00 Xn(t) = 1 und lim,_, x'(t) = 1 fiir jedes ¢ € [0, +00).

Fiir uy, := ux, € C}([0,+00)) € EX7 und ¢ > 0 folgt limy, o0 un(t) = u(t), woraus wir
wegen |u, (t)(1+ 1) < |ul®)||xn (@)1 +t) < |u®)](141t),t > 0, nach dem Satz von der
beschrankten Konvergenz lim,, o, L1 (u) = L1(u) erhalten.

Fiir s,¢ > 0 folgt aus Lemma [3.2.14][3]
Un (s, t) = U(s, t)xn(s) + Xn(s, t)u(t) =Uls, t)xn(t) + Xa(s, t)u(s).
Im Fall ¢t > s existiert nach dem Mittelwertsatz (siehe [7] Satz 7.2.6) ein ¢ € (s,t) mit

x(5) = x(2)

t—s

(+1
s+1

ﬁ@m=] <WO12 < )

< sl D O]

Da X" kompakten Tréger hat, gilt K := sup,>[(1+7)|x'(r)]] < oo und

[tn (s, )] = [uls, )xn(s)| + [Xn(s, ult)] < [als, )] + = lu(®)]-

Fiir t < s fiihrt analoge Argumentation auf |x,(s,t)| < und |, (s, t)| < [u(s,t)] +
i luls)]-
Im Fall t = s gilt |(x

Wir erhalten |, (s, t)

K
t+1

() = | )] < 7, also ebenfalls [T (s, £)] < (s, )|+ gy |u(s)]
< |u( )|—|—t+1|u( )|+S+1\u()|fur s,t > 0, und infolge

)/
\
|t (0t @wi )| < ful(wit @wit) + K[(Jujwy ' @ 1) + (1@ Jujw; )],

wobei die rechte Seite der Ungleichung in L!(v ® ) liegt.

Wegen Lemma [3:2.14)[d und
lim @, (t,t) = lim u,(t) =« (t) lim x,(t) + lim X, (Ou(t) = u'(t),
n (oo}

n—oo n—oo n—oo
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gilt limy, o0 Un(s,t) = u(s,t) fiir alle s,¢ > 0.

Aus dem Satz von der beschrinkten Konvergenz (siehe Satz[3.1.13)) folgt lim,, oo Lo(u,) =
Lo (u). Schlieflich erhalten wir L(u) = lim,,_,oc L(u,) = 0 aus dem vorherigen Punkt.

Lemma 3.2.18 Sei (ft)1e[0,400) €in Netz nicht-negativer Mafe aus 9% und v € 9. Falls
(V1) [0,400) = C,t— (1 +1) f[O,+oo) @(s) du(s) fiir alle ¢ € Cp([0, +00)) v-integrierbar ist,
so gibt es ein w € M mit
/ o(s) dw(s) = / (1+ t)/ o(s) dpe(s) dv(t), ¢ € Cp(]0,+00)). (3.11)
[0,+00) [0,-+00) [0,+00)

Falls v nicht-negativ ist, so ist es auch w.
Beweis: Sei v vorerst ein nicht-negatives Mafs.

1. Fir die Existenz eines Mafes w € 9 mit (3.11) fiir ¢ € Cy([0, +00)) geniigt es wegen des
Satzes von Riesz Markov (siehe Bemerkung [3.2.5)) zu zeigen, dass

w: Co([0, +00)) = R, w(e) = /[0 N

in Cy([0,+00))" liegt. Die Linearitét von w folgt aus [8] Fakta 18.3.16 4. Zudem gilt fiir
¢ € Co([0, +00))

(1+1) /[ ()

lw(®)] =

/ (1+1) / 6(5) dpue(s) du(t)
(0 +00) [0,400)

< 1+t 1d dv(t).
<6l /[o,m)( ) /[0,+oo> 10(s) dit)

Nach gilt auch f[o tooy(LF D) f[o ooy Ldpe(s) dv(t) < 400, weshalb die Linearform w
stetig 1st.

2. Es bleibt (3.11)) nachzuweisen. Dazu seien ¢ € Cp ([0, +00)) und x € C2°([0, 400), [0, 1]) mit
xXljo,1] = 1; siehe [8] Bemerkung 15.8.9. Wir definieren eine Folge (¢, )nen € Ce([0, +00))N
durch ¢, (t) := x(tn~1)¢(t),t € [0, +00),n € N. Nach[1] gilt

/Moo)(l ) /[OW) () dpue(3) dw(t) = /[Hoo) () duo(5). (312)

Wir wenden auf beide Seiten von (3.12| ) den Satz von der beschriankten Konvergenz,
Satz [3.1.13] an. Da ¢,, punktweise gegen ¢ konvergiert, |¢,(t)| < |¢(t)], t > 0, und |¢| €
Cy([0,400)) € L' (w) N0 L' (1e) gilt, folgen

lim 60 (5) da(s) = / 6(s) dpg(s), ¢ > 0, (3.13)

=0 J10,4+00) [0,4-00)
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und lim, f[o too) Pn(8) dw(s) = f[o +00) @(s) dw(s) aus dem Satz von der beschriankten
Konvergenz, Satz [3.1.13]

Fiir die linke Seite von (3.12) gilt ’ Siorsoey &n(8) dut(s)‘ < o ooy |8(5)] dpe (), t € [0, +00),

ll und (t — (1 +1) f[o oo @(8)] dpe(s)) € L'(v) nach |(V1)| Wieder aus dem Satz von
der beschrinkten Konvergenz, Satz [3.1.13] erhélt man

lim (1+41) /[O  Ons)dmals) )

= / (1+1) / B(s) dp(s) dv(t).
[0,+00) [0,+00)

Damit ist das Lemma fiir nicht-negative Mafte v bewiesen. Fiir ein beliebiges Maf v € I gilt
wegen [8] Fakta 18.3.2 5. und der Hahnzerlegung geméf [8] Satz 18.3.4, dass v = Re(v)y —
Re(v)- +i(Im(v)+ — Im(v)_). Somit folgt die Behauptung aus der Linearitét des Integrals im
Maf. O

3.3 Stieltjes-Funktionen

Definition 3.3.1 Die Menge aller Funktionen f, , : C\ (—o0, 0] — C mit

fau(z) =a —|—/ 2(1+1) du(t),

[0,400) 1 +12

wobei a € C und p € M, wird mit T bezeichnet. _ B
Fiir eine Funktion f € T ohne Nullstellen sei f : C\ (—o00,0] — C gegeben durch f(z) :=
(f(z71)) 7. Weiters setzen wir

T+ = {fa,,u GT:CLZO,MZO}, sowie

T = {feT:Ong((C\(—oo,O]), feT} und g := {fe%:ii{%f(z):o}.

Bemerkung 3.3.2

1. Man sieht unmittelbar, dass 0 € 7 C 7 und Ty C TCT.

2. Sei fq, € T. Wegen gﬁg) <1,t>0, 0<s <1, folgt a=limg o fo,.(s) aus dem Satz

von der beschrénkten Konvergenz; siche Satz

3. Ebenfalls aus Satz [3.1.13| folgt lims nyo0 fa,u(s) = a + f[O,+oo) L2 dp(t) falls ¢ — 1 p-
intgrierbar ist.

4. Die Einschrankung einer Funktion f € 74 auf (0,+00) ist monoton wachsend, denn fiir

s<rundt>0gilt st +¢>r~!+¢und damit s(1 +ts)~! < r(1 + tr)~!. Zudem gilt
£(t) > 0 fiir t > 0.
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Proposition 3.3.3 Jede Funktion f, , aus 7 ist analytisch auf C\ (—oo,0].
Beweis: Sei h € L'(u) mit |h| =1 und p=h O |ul.

Fiir t > 0 folgt die Analytizidt von z — %h(t) auf C\ (—o0,0] aus der Tatsache, dass die

Division durch eine Nullstellenfreie analytische Funktion die Analytizitdt erhalt.

Sei K eine kompakte Teilmenge von C \ (—o0,0] und g(t, z) := 1(::;),75 >0,z € K. Mit M :

2- max{l maXZeK|Re ‘} gilt fiir ¢ > M, dass t > 2, also % < %
Wegen \w| \Re( )| + |Im(w )| > |Re(w )| , w e C, gilt |% + | |Re ‘ = |Re(%) —|—t‘.
Aus t > 2|Re(1)| > |Re(2 |—Re 1) folgt Re(L)+t > |Re(1)| > 0, also |Re ) +t| =Re(L)+t¢
1
d w < %, also Re( ) > — und folglich Re( ) +1> %

Daraus ergibt sich fiir ¢ 2 M

1+t 1+t T+1 2

l9(t:2)| = 11 e <1 =3
[T+ = Re(Z)+t LS

Nach dem Satz von Tychonoff (siehe [8] Satz 12.13.2) ist [0, M] x K kompakt und so gilt R :=
max( )ejo,m]x k |9(t, 2)| < +o0; siehe [8] Bespiel 12.12.9.
Somit erhélt man |g(t, z)| < max(R,3) fir ¢t >0,z € K.

Damit folgt die Analytizi&t von f, , aus [§] Lemma 14.15.5. und [13] Proposition 1.1.5 (i). O

Bemerkung 3.3.4

1. Die Menge 7 bildet einen Vektorraum. Dabei gilt f, , + @ fp = fotab utor fiir a,b,a0 € C

und p,v € M.
2. Fir f,, € 7 und w € C \ {0} erhalten wir wf, , = fuwa,wu € T wegen m = w_lm
und [1

Im Fall f, , € To folgt wf, , € To aus lim,\ o wfa w=w" limz\o fa\; =0.

Beispiel 3.3.5 Bezeichnen wir fiir € > 0 mit p. das Punktmaf mit p.({e}) = 1, dann gilt
L. (Z’_)Z) = fO,uo € 7—+ﬁ767

2. (2 24€) = feu €Ty

3. (20 2y = fo € Toy (20 22) = (L+ ) o, = fo,140-1p. € T fiir € > 0.

4. Wegen und 3t gilt (2 = 175) ET\Tound (z— z+¢) € To.

5. Fiirm € Nund o, a,, Ay, > 0,p=1,...;m, gilt (2 — a—&—z Apzl(f(;ag)) = faw € T+ mit

w = Zg:l Apﬂap'

Bemerkung 3.3.6 Keiner der vorgestellten Klassen ist abgeschlossen beziiglich Multiplikation.

Nach Beispiel [3.4.3 1. und 3. liegen z — 2z und z = 137 in 75, ihr Produkt (z = 2 — %5) =
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fopo— 1, aber in T\ Ty

Beispiel 3.3.7 Die Funktion h(z) = 22 liegt nicht in 7, denn im Fall h € T gibe es ein v € M
mit & = f,,,. Wegen Bemerkung gilt b = lim,\ 022 = 0. Mit Beispiel und dem

Punktmafs pg ergibt sich
2
/ 2(1+1) d(t) = hz) = #* = / 2(1+1) duo(t)]
[0,+00) [0,+00) 14tz
_/ 2(14+1t) z(1+s)
/T

1+tz
1+tz 14 sz

d(po @ po)(s,t),

also [, oy wa(®)(1 + ) dv(t) = — [io , o Wals, )(1 + t)(1 + s)d(po ® po)(s,t) fiir @ > 0
nach Beispiel [3.2.16] Damit liegt w, fiir « > 0 im Kern des linearen Funktionals L(u) :=
Jio 400y A+ 1) dv(t) + [ 4 o2 Wls, )(L+8)(1+ ) d(po @ po)(s, 1), u € Efere.

Aus Lemma [3.2.17] folgt fiir alle w € Efo-#o
W/ (0) = (0, 0) :/ / B, ) (1+ D)1 + ) dpo(s) dpro(£)
[0,+00) /[0,+00)
—— [ woa+na,
[0,400)

weshalb speziell fiir suppw C (0, +00)

/ w(t)(1 + 1) di(t) = —w'(0) = 0. (3.14)
[0,400)

Sei K C (0, +00) kompakt und m € N mit m > min(K)~!. Zun € N gibt es nach [8] Bemerkung
15.8.9 eine Funktion x, € C2°(]0,+00)) mit 0 < x,, < 1, suppx, C K + (—(n +m)~L, (n +
m)~1) C (0,+00) und x|k = 1. Fiir t € K gilt limy, 00 xn(t) =1 = Lg(2).

Zut ¢ K=K existiert | € N mit ¢t + (=(l +m)~%, (I +m)~1) N K = (. Fiir alle natiirlichen
Zahlen n > [ folgt t € K + (—(n+m)~!, (n+m)~') 2 supp xn, also x,(t) = 0. Insgesamt gilt
lim,, 00 Xn(t) = 0= 1k(t).

Zudem haben wir |y,| < 1 und (¢t ~ 1) € L' (v). Aus dem Satz von der beschriinkten Konvergenz

(siehe Satz(3.1.13)) folgt

v(K)= / 1xdv= / lim x,dv = lim Xn dv.
[0,+00) [0,+00

Die Funktionen x,w; € C}([0,4+00)), n € N erfiillen x,wiw;* = xn € Ce([0,4+00)) € L(v)
wegen Bemerkung und Ynwp(w; ' @ wit) € Ll(u((w)) = LYo ® o), liegen also in
Eto:ro Zusammen mit (3.14) gilt

V(K) = lim Xn dv = lim anlwl_l dv = 0.

% J10,400) 7790 J[0,+00)
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Laut Beispiel und [8] Satz 14.12.5 (v) ist das Ma v von innen reguldr. Das heifit fiir
C € B((0,+00)) = B([0, +00)) N 20+) (siche Fakta[3.1.21) gilt
v(C) = sup{r(C) | K C C kompakt} = sup{0} = 0. Fiir B € B([0, +00)) erhilt man

v(B) = v(B N {0}) + v(BN(0,+00)) = »(BN{0}) = {g({O})’ 8 Z i

also v = v({0})uo.

Damit gilt 2% = f[o o) Zl(iti)y({()})duo(t) = v({0})z fiir alle z € C\ (—o0,0], was einen

Widerspruch darstellt.
Korollar 3.3.8 Stimmen fo, 4, , fa,,u. € T auf (0,400) iiberein, so gilt a1 = az und p; = po.

Beweis: Zunéchst gilt a1 = limg\ o fa, 40 (€) = lima 0 fas, 40 () = a2. Wegen

1+¢ 1 1 1+1¢
‘/[ dlul = fa17#1(5) —ay = fU«Q,HQ(;) — a2 = / d/~L2

0400) T F 1 [0,400) T+ 1

fir alle > 0 folgt auch py = po; siehe Lemma [3.2.13] O

Definition 3.3.9 FEine Folge von Mafen (g, )nen aus 9 konvergiert vage gegen ein Mak 1 € 901,
wenn lim,, f[O’Jroo) O(t) dpn (t) = f[0,+oo) o(t) du(t) fir alle ¢ € Cy(]0, +00)).

Bemerkung 3.3.10

e Der Satz von Riesz-Markov (siehe Bemerkung [3.2.5)) identitfiziert 9 mit Co ([0, +00))’ und
die Topologie der vagen Konvergenz mit der schwach-*-Topologie.
Nach [I4] Bemerkung 5.0.3 (ii), und [I4] Beispiel 5.0.2 macht die schwach-*-Topologie
Co([0,400))" zu einem lokalkonvexen topologischen Vektorraum, die somit insbesondere
Hausdorffsch ist.

e Die schwach-*-Topologie auf Cy(]0,+00))" ist nicht metrisierbar, wie sich aus folgenden
Uberlegungen ergibt.

— Aus der Metrisierbarkeit der schwach-*-Topologie auf dem Dualraum eines Banachraums
Y folgt die Existenz einer abzéhlbaren Basis von Y. Um das nachzuweisen, gehen wir
folgendermafsen vor.

Ist dy' : Y/ xY' — [0, +00) eine Metrik fiir die schwach-*-Topologie auf Y, so bildet
U = {y’ eY'|dy(0,y) < %}, k € N, eine abzihlbare Nullumgebungsbasis; siehe [7]
Definition 12.1.7.

Fiir jedes k € N gibt es nach [14] (5.3.1) yx,; € Y,ex; > 0, j = 1,...,ny, derart, dass

Wi ::{y' eY'| |<(ek,j)_1yk’j7y’>‘ <1l,j= 1,...,nk}
=y €Y' | {yrj,v)| < erj.j=1,....,nx} C Uy,
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weshalb {W}, | k € N} und folglich auch {05:0 W; | keN } Nullumgebungsbasen
sind.

Die Abbildung ¢ : (k,j) — (Z;:ll ny)+j ist eine Bijektion von | J, o ({k} {1, ...,z })
auf N. Mit ihrer Hilfe definieren wir ym := (€p-1(m)) " Yp—1(m), m € N, und V;, :=
v eY |y, ) <1,5=1,...,m}, meN.

Wegen Vs~ o, = ﬂ?zl W;, k € N, ist {V,,, | m € N} eine Nullumgebungsbasis der
schwach-*-Topologie auf Y.

SeiyeY und ¢: Y =Y mit o(2) = (2 = (2,2")). DaU :={y €Y' | {y,v)] < 1}
eine schwach-*-Nullumgebung ist, gibt es ein m € N mit

ﬂ keru(y;) C V,, CU.
j=1

Fiir y' € (j_, keru(y;) gilt Ay’ € (2, kere(y;) C U, also [A[[(y,y")| < 1 fiiralle A € C
und damit y'(y) = 0. Daraus folgt ﬂ;n:l ker ¢(y;) C kere(y) und wegen [14] Lemma
5.3.4 liegt y in span{yi, ..., ym }. Also 1st {y; : j € N} ein abzéhlbares Erzeugenden-
system und kann damit zu einer abzéhlbaren Basis verkleinert werden.

— Jeder Banachraum Y mit abzéhlbarer Basis {b; | j € N} ist endlich dimensional.

Die endlich-dimensionalen Teilrdume Y;,, := span{by, ..., b, }, m € N, sind abgeschlossen
und erfiillen | J,, . Yin = Y. Aus der Kontraposition der Version des Satzes von Baire
aus [14] Bemerkung 4.1.3 folgt die Existenz einer nattirlichen Zahl mg so, dass Y,
nicht-leeres Inneres hat. Da die offenen Kugeln {y € Y | ||yl < k~'}, k € N, eine Nul-
lumgebungsbasis bilden, enthélt Y;,,, eine von diesen. Zumal Y;,,; ein linearer Teilraum
ist, folgt daraus schon Y,,, =Y, also dimY = my.

— Der Banachraum Cy([0, +00)) ist nicht endlich-dimensional, da {t+ e *" | k € N}
linear unabhéngig ist.

e Schwach-*-kompakte Teilmengen von Cy([0,+00)) versehen mit der Spurtopologie der
schwach-*-Topologie sind hingegen schon metrisierbar.

— Die Unteralgebra span{t — e~* | k € N} von C([0, +00)) ist unter komplexer Kon-
jugation abgeschlossen, nirgends-verschwindend und punktetrennend, also nach dem
Satz von Stone-Weierstrass (siche [§] Korollar 12.18.11) dicht.

Deshalb liegt die Menge aller Linearkombinationen von {t e k| keN } mit ratio-
nalen Koeflizienten dicht in Cy([0, +00)). Folglich ist Cy([0, +00)) separabel.

— Fiir einen separablen Banachraum Y ist die Spurtopolgie der schwach-*-Topologie auf
eine schwach-*-kompakte Teilmenge K von Y’ metrisierbar:

Mittels der dichten Teilmenge {y, | n € N} von Y definieren wir die Funktionen
foy) = {yn,¥'), ¥’ € K, welche nach Definition der schwach-*-Topolgie schwach-
*_stetig sind.

Fir 2,y € K mit f,(z') = fo(¢/), n € N, gilt 2'(y,) = ¢'(yn), n € N. Laut [§]
Lemma 12.4.8 folgt daraus bereits 2’ = y/.
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Aus [8] Satz 12.15.6 folgt schlieflich die Metrisierbarkeit der Spurtopologie der schwach-
*_Topolgie auf K.

Lemma 3.3.11 Wenn eine Folge (fy,)nen mit f, := fa, u, € T4,n € N, auf (0, +00) punktweise
gegen eine Funktion f : (0,400) — C konvergiert, so gibt es ein f,, € T} derart, dass f die
Einschrénkung von f, , auf (0,400) ist und (¢, )nen vage gegen p konvergiert.

Beweis: Fiir alle n € N definieren wir v,, € Cy([0, 4+00))’ durch v,, := ®g(py,); sieche Bemerkung

Also gilt

Gy = [ o(0)dun(t), 6 € Col(0, +20).
[0,400)
Die Folge (v )nen ist gleichméfig beschrénkt, da mit ¢ := supjex fr(1)

G 10l [ Ldua®) < ol
,+o0)
fiir alle n € N und ¢ € Cy([0, +00)).
Nach dem Satz von Banach-Alaoglu (siehe [14] Satz 5.5.5) ist K o040 (0) schwach-*-kompakt,
wodurch (vy,)nen wegen [7] Proposition 12.11.2 ein schwach-*-konvergentes Teilnetz mit Gren-

zwert v € Cp([0,+00))" und folglich zumindest v als Haufungspunkt hat; siehe [7] Definition
12.2.13.

Zu jedem moglichen Haufungspunkt w von (v, ),en wihlen wir ein gegen w schwach-*-konvergentes
Teilnetz (vy,(j))jes; siehe [7] Lemma 12.2.15. Laut dem Satz von Riesz-Markov (siche Bemerkung
und [§] Bemerkung 18.4.8 werden nicht-negativ Linearformen durch @ auf nicht-negative
Mafe abgebildet. Das Funktional w ist nicht-negativ, da (1, w) = limje s (1, vy(;y) > 0 fiir alle
¥ € Cp([0, +00)), weshalb ;! (w) ein nicht-negatives endliches Maf ist. Fiir 2 > 0 gilt

/[0,+oo)m A5 (w)(0) = limg 0t50) m dpin ) (1)
B mTﬁ e (0,4-00) % dpin() () = /{HN) % dpin () (1))
s }ierf}([fnm(é) — an(y) - [fnu)(%) — an(p))
= ()~ ),

Nach Bemerkung [] sind die Funktionen f,,,n € N, und infolge f monoton wachsend und
nicht-negativ, also gilt 0 < lim,, oo f(m™!) < +o0.
Die Folge (t — M)meN von Funktionen auf [0, +00) ist monoton wachsend und kon-

(m~+t)(z+t)
vergiert punktweise gegen t i—ii Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt
1+t , m(1+t) 1
—— d(® (w))(t) = lim o AP (w))(2)
/[074_00) xr -+t 0 m=00 J 4 o0) (m—l—t)(m—l—t) 0

= J(3) = Jim f().

m—o0” "M
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Da diese Gleichheit fiir alle Hiufungspunkte von (v, )nen gilt, erhalten wir

/ L @t w)) (1) = / L @it w) )
[f [f

0,+00) T+ 0,+00) T+t

fir alle z > 0. Aus Lemma folgt ;' (w) = &y (v), also v = w. v ist infolge der einzige
Haufungspunkt von (v, )nen und (v,)nen konvergiert beziiglich der schwach-*-Topologie gegen
v; siehe [7] Satz 12.11.4. Vermoge der Identifizierung aus dem Satz von Riesz-Markov (siehe [§]
Satz 18.4.7) entspricht die schwach-*-Konvergenz der vagen Konvergenz.

Fiir das nicht-negative Maf 1 := ®;*(v) und 0 < a := lim,, o0 f(m ™) gilt

1_, (1 +t) W 1+t :a 1.
st =ot [ G A0 = [ du(t) = a+ f(1)—a

0,400) Lzt 4oo) TH T

also fou(x) = f(x) fir alle z > 0. O

Korollar 3.3.12 Fiir eine Folge (fa,, 1. )nen € (T4)N mit limy, o0 fan pn (2) = fau(2), 2 > 0,
konvergiert (i, )nen vage gegen .

Beweis: Nach Lemma [3.3.11] gibt es b > 0 und v € 9 derart, dass (un)nen vage gegen v
konvergiert und fy,(2) = fa,.(2) fiir jedes z > 0 gilt. Aus Korollar erhélt man b = a und
V= U. U

3.4 Mereologie

Definition 3.4.1 Mit S bezeichnen wir die Menge aller Funktionen g, , := fs, © g mit
Jau € Tund g : C\ (—00,0] = C\ (—o0,0] definiert durch g(z) = z~'. Zudem setzen wir
Si={fog:feTi}und

So = {g €S u({0y) =0, /( ) < +oo}.

»+o0)

Bemerkung 3.4.2

1. Funktionen g¢,,, € S sind von der Gestalt

Junl®) = fonlG) =at [

[0,400) t 12

du(t).
2. Aus Bemerkung folgt lim s} o0 ga,u(2) = a. Falls ¢ — L p-integrierbar ist, gilt
lim. 0 ga,u(2) = a + [0,400) % dp(t).

3. Fiir p € M und (¢t — ) € LY () = L(|p|) folgt aus dem Satz von der monotonen

Konvergenz (siehe Satz (3.1.15))

1+1¢ 14¢ 14t 1
+oo>/{0} - dlul /{O}Z%Hz | Zl\i%/{o}t-i-z lul = Tim(u({0}) ),
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weshalb p({0}) = 0.
4. Die Menge S bildet einen Vektorraum, wobei g, + @gb = Gatab,utov fiir a,b, 0 € C und
w,v € M gilt.
Aus (t — ) e LY (u) N L (v) folgt (t — %) € L' (1 + aw) nach [§] Fakta 18.1.16 5, also
bildet Sy einen linearen Unterraum von S.
Beispiel 3.4.3 Analog zu Beispiel gilt fiir e > 0
1. (Z — 271) =9go,u € S+ \So,

2 (2 ) — g €8\ S,

3. (22— iiz) = gopu., (2— z%ré) = 90,(14¢)-1p. € Sy NSo.

4. Fir m € Nund o, ap, 4, > 0,p=1,...,m gilt (z — a—l—zzl:l M) IS

z+tap

Lemma 3.4.4 S, stimmt mit der Teilmenge { f,, € T | {0} =0, (t — L) € L' (v]g((0,400))) }
von T iiberein.

Dabei gibt es fiir g,,, € Sp eine Zahl b € C und ein Maf v € M mit g, = fo, ¥{0} = 0,
(t = 1) € L' (V] ((0,400))) und

1 1
/ jdu(t):—/ ) = b—a
(0400) 1 (0,400) T

Weiters ist p genau dann nicht-negativ, wenn —v nicht-negativ ist.

Beweis: Wir setzen @ := {(a,p) | p{0} =0, (t — L) € L' (1l ((0,400))) }- Mit dem Homé&o-
morphismus 7 : (0, +00) — (0, +00), T(t) = t~1, folgt fiir (a, 1) € Q aus dem Transformationsatz

(siehe Satz[3.1.19) und Lemma [3.1.17]

1
[, o= [ eargae = [ e

1+1¢
< / — d|p|(t) < +o0.
(0,400) t

Das erlaubt die Definition einer Abbildung ¥ : @ — C x 9 mit ¥((a,p)) := (b,v), wobei
b:=a+ f(O’JrOO) L5 du(t) und Vg 0,400y = (t = —t) © T(p),v({0}) = 0.

Aus dem Transformationssatz folgt

1+¢ 1+1¢ 1
/ IH ) = —/ T o) = —/ (1 + ) du(t)
(0,400) U (0,400) U (0,400) t

14+t
Y A ET
(0,4+00)

50



also U((a,u)) € Q. Fiir (a, ) € Q und (b,v) := ¥((a, pn)) gilt

1+¢ 1+¢ 1+¢
b+ / ) =at / 2 ) + / e
(0,400) t (0400) t (0,400) t

1+1¢ 141
:a+/ —du(t)f/ ——du(t)=a
(0,400) 1T (0,400) 1T

und wegen Bemerkung B8 und Korollar [51.20]
(t+5 ~0) O T(w) = (t = —1) OT(¢ = ~) © T(w)
= (¢ 1) 0 [(t > —3) O T(T()]
= (¢ (-0~ }) On=p.

weshalb ¥2((a, 1)) = (a, ;) und damit =1 = .

Sei (a, ) € Q. Die p-Integrierbarkeit von h : [0, +00) — C, h(t) = Z(l+t71)% folgt aus |h(t)| =

1+t 1z
1+t HS 2 14t

)
t s+zoot

/ 4D = / (hoT Vo T)(t) dult)
© (0,400)

ooy LHt12 t

z
t+z

t > 0. Wegen des Transformationssatzes gilt

= [ mer
(0,+00)

_ / 240 ().
(0,+00)

14tz

Mit (b,v) := ¥((a, u)) ergibt sich
dunld) =a+ [ autt)
w=as [

1+t 2(1+t71)1
car [ Han- [ A
(0-400) (Oq400) L HET72 1

14t 2(1+1)
= a+/ —— du(t +/ dv(t) = fou(2).
(0,+0) " otoo) 112

Fiir gq,, € So gilt demnach g, , = fo., € T, wobei (b,v) := ¥((a, 1)), also So CT. Fir f,, € T
mit (b,v) € Q und (a, p) := VY ((b,v)) € Q gilt fo., = ga,u € So wegen ¥((a,p)) = U (V((b,v))) =
(b,v). O
Korollar 3.4.5 Fiir g, , € So N 73 mit a = 0 gilt g,,, = 0.

Beweis: Nach Lemma [3.4.4] gibt es b > 0 und v nicht-negativ mit g, ,, = fp, und

141 144
/ Ldu(t):—/ vty =b—a=b>0.
(0400) 1 (O40c) ¢

Wegen 0 > — f(0,+oo) L du(t) folgt b =0 und f(01+oo) L2 dp(t) = 0.
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Fiir B € B([0,+00)) erhilt man wegen p({0}) = 0 aus der Monotonie des Integrals

L {0y (t) dp(t) < / Lt

o) T du(t) =0,
,+oo

W(B) = u({0}) + u(B\ {0}) =0+ /

,+oo

also ¢ = 0 und schlieflich g, , = 0. O
Beispiel 3.4.6 Gemif Lemma liegen die Funktionen aus Beispiel in Sp.

Korollar 3.4.7 Stimmen gq, u,, a,,u. € S auf (0,400) iiberein, dann gilt a1 = ag und p1 = po.

Beweis: Fiir z > 0 gilt f,, ., (z) = gamn(%) = gam,&,(%) = fay,us (), womit die Behauptung
aus Korollar [3:3.8] folgt. O

Korollar 3.4.8 Wenn eine Folge (g )nen mit g5 1= ga, pu, € S+,n € N, auf (0, +00) punktweise
gegen eine Funktion g konvergiert, so gibt es ein g, , € Sy derart, dass g die Einschrénkung von
Ga,u auf (0,400) ist und p, vage gegen p konvergiert.

Beweis: Die Folge (f,,)nen definiert durch f,,(2) = g,(271),n € N, erfiillt die Vorraussetzungen
von Lemmal3.3.11] Daher existert eine nicht-negative Zahl a und ein nicht-negatives Maf$ ;. € 9
derart, dass ., vage gegen p konvergiert und g(z) = limy, o0 fr(z™1) = fo (™) = gou(z) fiir
x> 0. (I

Lemma 3.4.9 Zu einer Funktion g : C\{—c1, ..., —¢;n} — C, welche duch g(2) = c+3°7" | Zi‘;

mit paarweise verschiedenen ¢, > 0 sowie ¢ > 0,C, > 0 definiert ist, existiert eine Funktion
h € 84, die auf (0,+00) mit g iibereinstimmt; siche Definition

Beweis: Fiir ¢ € C[z] definiert durch

3

q(z)=c||(z+cp) —l—ZC’ Hz—i—cl)

P p=1  l#p
gilt g(z) = % und g(—¢;) = Cj[14;(c —¢;) #0,5 =1,...,m

Bezeichnet b den Grad von ¢, so gilt b = m — 1 im Fall ¢ = 0 und b = m anderenfalls. Nach dem
Fundamentalsatz der Algebra, [7] Satz 6.10.2 besitzt ¢ gezdhlt nach ihrer Vielfachheit b komplexe
Nullstellen. Fiir jede Nullstelle z = x 4 1y gilt

Tr+c -
0= C Im p C —_
und folglich y = 0. Also sind alle Nullstellen von ¢q reell. Da die Ableitung

q'(z) H;’;l(2+cp)—q( )Zm Hl;ép(z+cl) — () = — % Cyp
oG+ ) B -TEEai

p=1
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fir z € R\ {—c1,...,—¢m} keine Nullstellen besitzt, sind Nullstellen von ¢ einfach und wegen
g(x) > 0 fiir x > max;j—1, ., —c; alle negativ.

Bezeichnen —— fiir p = 1,...,b die Nullstellen von g. Nach dem Euklidischen Algorithmus und

der Paurt1adbruchze1rlegung7 [7] (7.12) existieren D, € R\ {0} und ein Polynom d € R[z] derart,
dass

b
Dy
zZ)+ Z T d
p=1
d ist auf Grund von

1 1
lim d(z)= lim g(z)= lim = € [0, 400)

z,/+oo z oo z,/ 400 ¢ + Zp > ?+c c+ Z;nfl %
=L ¢p

konstant. Im Fall ¢; = 0 fiir ein [ € {1, ..., m} ist diese Konstante 0, anderenfalls ist sie > 0.

Fiir das Residuum (siche [I3] Definition 3.5.2) gilt

~ . N »(z+dj)
Res_q,9 = Zgrfldj(z +d;)g(z) = zgrzld (z+d;)d+ D; + g —ord
p

]:Dj.

Die durch f(z) := g(27!) auf C\ {—é lep 0, p=1,..., m} definierte Funktion hat Nullstellen
bei —d;,j =1,...,b, wobei

- o NI z — (=dj)
Res—a,9 = Res*d’? - zgr—ndj(z * dj)f(z) B zgr—ndj f(z) - f(idj) - f(=dy)

Fir 2 € C\ {—é lep #0,p=1,..., m} ergibt sich mittels der Produktregel (siehe [I3] Propo-
sition 1.1.5)

WomitDj—f(d)>0fur]—1 ,b.

Nach Beispiel gibt es eine Funktion h € S, welche auf (0, 4+00) mit g iibereinstimmt. O

Lemma 3.4.10 Fiir f € S4(71) und A > 0 liegt die durch fy(z) :=
fr:C\ (=00,0] = C in S4(75). Im Fall f # 0 gilt auch f € Sy (7).

T /\ f (z) definierte Funktion

Beweis: Sei f = g4, aus St \ {0} und z > 0.
Fiir n € N definieren wir die Treppenfunktion x, : [0, +00) — [0, +00) durch

22n —1

14 p2"
Xn ‘= Z W]}_[pzfn,(erl)zfn).
p=0
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L9227
Zut>0und n € N mit 2" > ¢ gibt es wegen (J,_, [p27",(p+1)27") = [0,2") eine eindeutige
ganze Zahl 0 < k,, < 22" mit ¢ € [k,27", (k, + 1)27") und folglich ¢ — k,27" € [0,27"). Gem#$
7] Satz 3.3.2 gilt lim,o0 kn2 ™ = .

Wegen y,(t) = ii’;ngin folgt lim,, 00 Xn(t) = i—ﬁ aus der Stetigkeit von s — ij: Zudem gilt
lim,, 00 Xn(0) = % Die Abschitzung
1 1-— 1 1 1
0< —|—s:1+ z:1+ _Z S1_|_7:z—|—7$207
zZ+ s zZ+ s zZ+ s zZ+ s z z

fithrt zu x,(¢) = iizngin < 2t und x,(0) = 1 < #1 weshalb mit Hilfe des Satzes von der

beschrankten Konvergenz (siehe Satz|3.1.12))

221

1+t : 1+p27"
dp(t) :/ lim o (pr1y2-m) (£) dpu(t)
/[0,+oo)z+t [0,400) 00 pz:(:] Z+p2-n P22
92n _q
. 14p27" _ B
Jm 3 a2 02)
Wir erhalten
227171
1+1 , (1+p2 ")u(p2™", (p+1)27"))
z)=a+ du(t) = lim (a + '
f( ) /[0’+oo) z+t 'LL( ) n%oo( p;() Z+p2_" )

gn(2):=

Nach Lemma existiert fiir jedes n € N eine Funktion h, € Sy mit h,(z) = gn(z) und
folglich

) e —in s —1y-1 _ g(—1y-1
Jim i (2) = lim gn(z) = lim gn(z77)"" = f(z7)

fir alle z > 0. Nach Korollar gibt es eine Funktion g5, € St mit g5, (2) = f(z~')~! oder
aquivalent dazu

gou(2)f(z7H) =1 (3.15)

fir alle z > 0. Da z +— g, ,(2)f(27!) nach Proposition analytisch ist, kann die Gleichheit
(3.15) mittels des Identitétssatzes (siehe [I3] Satz 3.1.4) auf C\ (—o0,0] fortgesetzt werden.
Insbesondere hat f keine Nullstellen und f = g, € S5

Fiir f € T, liegt h := (z — f(271)) in S und mit dem soeben Gezeigten R in S, was wegen
= . 2 ~

h(z) = hé) =5 = f(z71) offenbar f € T, bedeutet.

Fir f € S¢(T3) gilt fa(z) = f“ = (f+M)(2). Also folgt fx € Si(T:) aus dem gerade
o)
Gezeigten, Bemerkung [3.3.4] Bemerkung und (t — A) € S4(T3). O

Aus Lemma folgt unmittelbar

Korollar 3.4.11 7, \ {0} C 7.
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Beispiel 3.4.12 Fiir f € T ohne Nullstellen gilt im Allgemeinen nicht j? € T. Etwa die
Funktion f = (z — ﬁ) liegt in Sy C T; siche Lemma Wegen [1+,13—1]_1 =1+1, 2>0,
existert aber lim.« o f(z) nicht, weshalb f & 7.

Lemma 3.4.13 SnN7;=0.

Beweis: Fiir g, € S folgt aus Bemerkung

1

. _ 1
= (lim Jgou())™! = 17 € (0.-+00],

i g (2)] = lim | ga (=71

wodurch g, ,, & To; siehe Definition [3.3.1} O

Lemma 3.4.14 Fiir f,, € T mit u({0}) # 0 gilt f.. € To.

Beweis: Zunéchst haben wir

foe) = la+ utfop="t+ [ 0D )

(0400) LHt271

— oz + u({0}) + /( N A

Fiir ¢,z > 0 gilt Hlt% < %z, und daher lim.\ Hlt% =0. Aus 0 < tund 0 < z < 1 folgt
1+t

Tt <1, wodurch wir

1+¢
lim ;1 du(t) =0
2\0 (0,+00) 1 +tz—

aus dem Satz von der beschrinkten Konvergenz (siche Satz|[3.1.13]) erhalten. Damit gilt

. 1+t
il\rf(l)[az + p1({0}) + /(0,+oo) TrT du(t)] = n({0})
und folglich lim_\ o m(z) = lim,~ 0 2p({0})~ = 0, also f, . € To. O

Lemma 3.4.15 7, C SoUTo.

Beweis: Vorweg sei bemerkt, dass 0 € S. Fir f = f,, € 71 \ {0} folgt fe T+ aus Lemma

[3:4.10] wobei
dp(t)] .

fe)=lavuon;+ [ H

(0,400) 2 T 1

Im Fall p({0}) # 0 gilt f € 7y auf Grund von Lemma [3.4.14] und Korollar |3.4.11
Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz (siehe [§] Fakta 14.5.3 3.) folgt

1+t 1+4+1¢ 1+t
/ it du(t) = / lim + du(t) = lim + du(t).
(0400) t (0,400) 20 2 +1 N0 J(0,400) 2 H 1
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Damit ist (¢t — 1) € L (1] ((0,4+00))) im Fall p({0}) = 0 dquivalent zu

L1+ 1+t
lim f —lima+/ Zidut_lza—&—/ ——du®)]7' >0,
I f@) =l [ ST =l [ (0)

also fo,, € So dquivalent zu fo ,, & To; siehe Lemma [3.4.4} O

Korollar 3.4.16 Fiir g = f,,, € 75\ {0} und A > 0 gilt g) := € T: NSy und 1—Agy € Sp.

1+Ag

Beweis: Nach Lemma [3.4.10|liegt gx = fa,,u, in T4. Wegen g # 0 gibt es nach Korollar
ein s > 0 mit g(s) # 0, und nach Bemerkung -I 4l ist g monoton wachsend. Damit erhalt man
b:=1lim, ~4o0 g(2) > 0, wobei

1+2g(2) _ {b—1(1+/\b), b < +o0,

lim a5 — — —1y _ li
lim gx(z) = lim gx(s7") = lim N b= too,

z,/+oo 2z, oo g(Z)

nach [7] Satz 7.2.14. Daraus folgt gx & To, womit gy € So geméf Lemma [3.4.15].

Nach Bemerkung gilt 1 —Agx = fi0 — Mayun = fiman,—xun € T. Aus gy € Sp und
Lemma folgt (s +— 1£2) € L'(px) und px({0}) = 0. Wegen der Linearitéit des Integrals im
MaR (siehe [8] Fakta 18.3.16 5.) gilt (s — 1££) € L!(—Au,). Zudem erhélt man (—Auy)({0}) =
—Aur({0}) = (=A)0 = 0. Somit liegt 1 — Agx wieder wegen Lemma [3.4.4]in S. O

Lemma 3.4.17 Fiir f € 7 und f fa,u gilt fi= (z — f(zz)) € T, genauer f = fu({0}),v» Wobei

v({0}) = a und | ((0,400)) = T (1l ((0,400))) mit T(t) :=t"1, ¢ > 0.

Beweis: Fiir z € C\ (—o00,0] gilt

for=sf)=avz [ e

,+00) 1+ z

:az+/ — (1 +¢t)du(t
[0+w)t+z< ) du(t)

= az + p({0})

+ 14+1)d
Tz T o )

Aus dem Transformationsatz (siehe Satz [3.1.19) folgt

z z 1
1+1)d o (t :/ ——(1+t)d .
/(o,+oo>t+z( Jdulsoroon(®) = | T 7D dls (o400 ()

z  (141)
= t dT oo ) (£).
/(o,+oo) 11tz P (M|%((o,+ )))( )

Mit v]s((0,400)) = T (bl ((0,+00))) und v({0}) := a gilt

f(z) = u({0}) +a

z
1+t)d
Dot T Wl ©

=uttop+ [ HE v,

also f = fu({o}),y eT. O
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3.5 Komposition von Stieltjes Funktionen

Dieser Abschnitt legt dar, dass die Hintereinanderausfithrung f o g zweier Funktionen f € 7 und
g € T+ wieder in T liegt. Fiir das Folgende seien b € C,v € M mit f = f,, und a > 0,0 € M
nicht-negativ mit g = f, ;. Mit Lemma erkennen wir auch, dass ¢g; = ﬁ = far,ue € T4s
wobei a; = ﬁ fiir alle ¢t > 0.

Lemma 3.5.1 Fiir g € 7y und f € T sind aus Lemma und

(V2) [0,+0) — C,t — f[07+oo) o(s) dp(s) stetig fiir alle ¢ € C.([0, +00)),

erfiillt.

Beweis: Fiir ¢t > 0, z > 0, und jede Folge (t,)nen in [0, +00) mit lim,_, ¢, = ¢ gilt

: 9(2) 9(2)
1 =1 =
A o (2) = im0 2R S = )

= faultt (Z)v

weshalb (pt, Jnen laut Korollar |3.3.12| vage gegen p; konvergiert, also lim,, f[07+oo) odu, =
f[o +00) o duy fiir alle ¢ € Cy. Insbesondere ist ¢ — (141) f[o +00) ¢ duy stetig und infolge messbar

fiir alle ¢ € C, womit auch zutrifft.

Nach [8] Bemerkung 15.8.9 existiert eine Funktion x € C}([0,4+00)) mit x(¢) € [0, 1], € [0, +0o0),
Xljo,1] = 1 und x|, 400y = 0. Fiir jedes ¢ € Cy([0,400)) und s > 0 gilt ¥ (s) = limy, o0 Y(£)x(L)
und [¢(s)x(2)| < [4(s)|, weshalb

/ Ydpy = lim P(s)x(=) dpe,
[0,400)

S
%0 J10,400) n

nach Bemerkung und dem Satz von der beschrankten Konvergenz; siehe Satz [3.1.13
Infolge von [8] Fakta 14.4.9 10. erhélt man die Messbarkeit von ¢ — (1 +t) f[o ooy ¥ dp fiir alle

1 € Cy([0, +00)).

Zudem gilt fiir alle t > 0

aeo [ v
[0,400)

<(1+1) /[O+ )l da(s) < [l [ (o)

0,400) L +8

g)(1+t) a(l+7)
= 1) - 14+1) = - .
R R L e
Geméf Lemma [3.2.11)ist (¢ — (1 +1¢) f[07+oo) ¥ due(s)) v-integrierbar, weshalb aus Lemma
3218 zutrifft. O

Satz 3.5.2 Mit g € T, und f € T liegt auch fogin T, wobei f € T, sogar fog € T, nach
sich zieht.

Beweis: Aus Lemma [B:5.1 und Lemma [B.2.18] wissen wir um die Existenz eines Mafes w € 9t

mit
d = 14+t d dv(t
/[o,mf/’ (s) /[07+DO)< 1) /[07+Oc)w y1e(s) du(t)
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fiir ¢ € Cyp([0, +0o0)). Laut Lemma [3.2.11| liegt (¢ — Zl(rtr;)) in Cp([0,+00)). Somit erhilt man
fiir 2> 0

_ Flo(e)) = g1 o
oo = s =bs [ G a0 =br [ 0 oaE @

= u( z2(1+s) ) dv

_b+/[0,+oo) (1+8) du( +/[0+oo)1+t /O+oo) 1 %52 dpt(s) dv(t)

= f(a) +/[0+ : 1(1_;;;) dw(t).

Diese Gleichheit kann nach [I3] Satz 3.1.4 auf C\ (—oo, 0] fortgesetzt werden, womit fog e T.

Im Fall f € T} gilt f(a) > 0 und nach Lemma [3.2.18|ist mit v auch w nicht-negativ. O
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3.6 Potenzen

Bezeichnet exp(z) =

+oo 2"
n=0 n!

die Exponentialfunktion exp : C — C, so sei Log : C\ (—o0,0] —

R x (—m, ) ihre Umkehrfunktion Log := (exp |RX(_W7W))’1. Wir sprechen vom Hauptzweig des
Logarithmus.

Definition 3.6.1 Fiir o € C definieren wir 2® := exp(aLog(z)),z € C\ (—o0,0].

Die Einschrankung exp |r ist eine Bijektion von R nach (0,+o00) und hat die Inverse In. Der
Hauptzweig des Logarithmus Log ist die analytische Fortsetzung von In auf C\ (—oo0, 0].

Bemerkung 3.6.2

1.

2.

Mit e := exp(1) gilt e* = exp(aLog(exp(1)) = exp(a),a € C.

Die Verwendung von 2 ist missverstandlich da, aus jeder Wahl eines Zweiges, also Rechtsin-
versen von exp, unterschiedliche Versionen von Potenzen entspringen, die jedoch fiir o aus
N tibereinstimmen. Die vorliegende Wahl hat den Vorteil, auf den positiven rellen Zahlen
mit den {iblichen Potenzen iibereinzustimmen.

Bezeichet arg := ImoLog : C\ (—00,0] — (—m,7) das Argument einer komplexen Zahl,
so ldsst sich z € C\ (—00,0] durch z = [z[e! 218(2) in Polarform darstellen. Zudem gilt
e = €' = cos(m) + isin(m) = —1.

Fiir z,w € C\ (=00, 0] gilt Log(zw) = Log(z) + Log(w) und folglich (zw)® = z*w®, a € C,
falls Log(z) + Log(w) € R x (—7, 7).

Fiir z,w € C\ (-0, 0] ist die Gleichheit

|z —w|® = (z — w)(z — w)
= 27+ ww — (‘Z|eiarg(z)|w‘e—iarg(w) + |Z‘e—iarg(z)|w‘eiarg(w))

= 27 4+ ww — |7 |w|(€i(arg(Z)*arg(w)) + e*i(arg(Z)*arg(w)))
= |2|* + Jw|* — 2|z||w| cos(arg(z) — arg(w))
als Kosinussatz bekannt.

Fiir z € C\ (—00,0],« € C erhélt man
2 — (|Z‘€l arg(z))Rc(a)—i—i Im(a) _ (|Z|6Z arg(z))Re(a) (‘Z|€l arg Z)ilm(a)

— |Z|Re(a)ei arg(z) Re(a)ei Im(a)Log(z)e— arg(z) Im(a)

— |5| (@) ¢ arg(=) Im(a) giars(2) Re()-+m(a) Log (=)

Re()  — arg(2) Im(a) of = [2|F = 2R figy

und damit |2%] = |z| . Insbesondere gilt |z

positive z.

Lemma 3.6.3 Fiir Re(a) € (0,1) und z € C\ (—00,0] gilt (t+— L2) € LY (| ((0,400)))-

z+t
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Beweis: Aus Re(a) € (0,1) folgt wegen [¢t=¢| = |e~ Re(e)In(t)| = = Re(@) 4 > ¢,

t—a
/ ‘ dX
—

Damit ist (¢t — %) © Al2((0,400)) €in komplexes Maf und die Behauptung folgt wegen zT:s =

14t ¢
i1t > 0, aus Lemma 3.2.11 [l

( ) / t— Re(a) J
t) = t < +o00.

Satz 3.6.4 Fiir Re(a) € (0,1) gilt (2 — 2%) € To, wobei fiir o € (0,1) oder Re(a) = 1 auch
(z—2%) € T;.

Beweis: Wege und Weg-Integrale werden in [7] Kapitel 11 besprochen. Die Umkehrung eines

Im

Weges v wird mit y—, und die Verkniipfung von Wegen 7; und 7, mit 7; @ 2 bezeichnet.
Fiir ¢,7, R > 0 mit € < 7 und r < R definieren wir den Weg

er,R e,m,R

L (7 e, R
T \/R

g oar) ® (157" =) 0 az2) & (1) o) & (1y" o) : 0,1] = C

mit den monoton wachsenden Bijektionen

an:0,4] = e~ 7w —d, an(t) = (x — (8t 1)
o [%7 %] — [, R], aa(t) :=4(R—r)t+2r— R

ar : %, z] — [e—mm =€, an(t) = (r —e)(8t = 5)
0wt [21] = [ Rl aa(t) 2= AR — )t + 47 — 3R,
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und Wegen

vg i le—mm—e = Ct = Re", 75" [ R = €t s e/,
Ao e —mm — €] = C,t > re®, 'yZ’T’R :[r,R] = C,t s te (7=,

&R ymlaufene Gebiet.

Zudem bezeichne U™ das von v
Sei z € C\ (—o0,0] und 7, R,€e > 0 mit z € U™ also 7 < 2| < Rund 0 < € < 7 — |arg(2)].
Aus der Cauchy’schen Integralformel (siehe [7] 11.6.12) folgt

P B 1 Cafl

z 211 Jyern C— 2

dc.

Nach [7] Fakta 11.2.3 1., 4. und [7] Fakta 11.1.3 2. gilt

[y = Py S PR vy

Im Folgenden wollen wir die Summanden einzeln betrachten und die Variablen r, e gegen 0 und
R gegen 400 gehen lassen.

e Aus Bemerkung [3.6.2][f] folgt

sup |(Rei9)o¢—l} _ sup RRe(a)—1,-0Im(a) _ pRe(a)—1 sup e 01m(a)
e—m<f<m—e e—m<f<m—e —r<f<m—e

_ RRe(a)—le(‘n'—e)Hm(a)\ < RRe(a)—leﬂ'\Im(a)L

Wegen Bemerkung und cos(t) <1, t € R, gilt

|Rew - z|2 = |Re'? — |z|e"2re(2) . R? + |z> — 2R|z| cos(f — ar —12))?
= = g(2)) =2 (R —|z])

fiir @ € (—m, ) und folglich

(Reie)aq
Ret — 2

|(R€i0)a—1| RRe(a)fleﬂIm(a)\

sup
e—m<O<m—e

< sup <
e—m<O<m—e R— |Z| R— |Z‘

Bezeichnet £(vy) die Lange eines Weges +, so gelingt mit Hilfe von [7] (11.8) die Abschétzung

75O
v ) - 2
(Rew)a—l

Re® — 2

Ca71 e,r,R
d¢ < (v ) sup
,YeR,'r,R

< tlvg
¢—=2 —m<O<m—e

< 27T67r\1m(a)\ R

=2(r—¢)R  sup R

e—m<O<m—e

Nach der Regel von de L’Hospital [7] Satz 7.2.14 gilt

- RRe(a) ) Re(a)RRe(”‘)*l

R~>+00R—|Z‘ :Rl}’foo 1 :0

wegen Re(a) < 1. Wir erhalten limp_, 1 oo f,ye,uz % d¢ = 0.
R
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e Wie im vorherigen Punkt ergibt sich

a—1 erR(gya—1 Re(a)
/ ¢ d¢ < e(yemfy  sup ’YZTR( ) < 27eItm(e)] " .
fyj""’R C_ z e—m<O<m—¢€ ’}/ﬁ ’ (0) —Z ‘Z| -r
Wegen Re(a) > 0 gilt lim,~ o ’”‘Ze%a: =0, also lim,~ o f,yé,r,R % d¢ =0.

e Aus [7] Satz 11.2.5 erhélt man angesichts von 0 < e < m — |arg z| < 7

(Sei(fr—e))a—

Coc—l 1
/ d¢ — / BT )T it gy — / .
A ) €T — 2 rR] €T
a—1
= lmr—e)a / . L+ s i ds.
() $€17) —z 1+

a—1

Wegen Lemma ist (s

BB eilt

) 2 . 2 )
‘Sez(ﬂ'fe) _ Z‘ ’862(7776) _ 2‘361(71'76)

% + 2s|z| cos(e + arg(z)) + |z|*.

Dementsprechend wollen wir ¢y so wihlen, dass € 4 arg(z) fiir € €

Sa—lei(‘n'—e)a

ds
—z

= T5) © AlB((0,400)) €in komplexes Maf. Nach Bemerkung

2| cos(m — € — arg(2)) + |2|°

[0, €9] vollstindig in

einer Komponente von (—m,0)U[0, 7) enthalten ist. Dies wird beispielsweise durch die Wahl

_arg(z)

%rg(z) fiir arg(z) > 0 und €g := >

€p =

fiir arg(z) < 0 bewerkstelligt.

Fiir arg(z) > 0, s > 0 und € € [0, eo] gilt |se’™=¢) — z|2 > 524 2| z| cos(eg +arg(z)) +|2|* =

|sei(“’60) — 2}2 > 0, also

1+s 1+s

1+s

- < -
seim=¢) — z| = | gei(m—c0) — 2 s

1+s
s+ (—zeileo—m))

)

+ zeteo

wobei ze'0 = |z|e!(@8(:)+e0) ¢ C\ (—00,0]. Im Fall arg(z) < 0 erhélt man fiir s > 0 und

e € [0, eg] die Ungleichung |sei(“’e) — z|2 > 52 4 2s|z| cos(arg(2)) + |2|*

arg(z)) + |z|” = |s— \2'|e"(2’““g(z)’“)|27 also

1+s 1+s 1+s

<

= 52 —2s|z| cos(m —

1+s

gei(m—e) _ o S — |Z|ei(arg(z)f‘n’) s+ (_‘Z|ei(arg(z)77r))

S+ z

Somit besitzt das Netz (s — sei(,l,%f)_zll[e’;](s))ogqo in beiden Féllen eine nach Lemma

3.2.11) (s — %) © Al3([0,4-00))-integrierbare Majorante.

(3.16)

Zusammen mit imes o i L 17(8) = =15 L0, 400)(5), 5 > 0, folgt
a—1 ) S0471
lim / ) d¢ = lim (79 / )
eN0 ,Y;’EQ C —Z eN0 [e,%] Se’(ﬂ—e) -z
= e”a/ - s ds
(0400) SH 72
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aus dem Satz von der beschrénkten Konvergenz; siehe Satz|3.1.13] Analog zeigt man
a—1

a—1
lim ¢ 5

d¢ = e*iﬂa/ _
eN0 ,YZ’C'% C -z C (0,+00) s+ z

Fiir die Differenz von (3.16]) und (3.17) erhalten wir

Ca—l Ca—l . . Sa—l
lim ( d¢ —/ d¢) = (e — e_“m‘)/ ds.
e\O0 ,Yze,e—l C —Z V;ae_l C— z (0,400) S + z

ds. (3.17)

Damit gilt

N Y STy NI I
z N0 2mE et (— 2 2mi (0,400) S+ 2 s (0,400) S+ 2

Mittels der Transformationsformel (siche [8] Satz 15.1.2) angewandt auf T'(t) = 1 sieht man

Lo sin(a) / so-1_% go sin(a) / fi—a 712 it
T (07_;'_00) s+ z T (07_;'_00) t + z

_ sin(a) / % 1+t g — / 2(14t) sin(amr) t7¢ i@t
T (O,+oo) ].-|—tZ].+t (0’+OO) ].+tZ T 1+t ’

s

Nach Lemma ist w mit wlg((0,400)) = (t = M%) © Al5((0,400)) und w{0} = 0 ein
komplexes Maf auf ([0, +00), B([0, +00))), womit (z — 2%) = fo., € T.

Wegen [((z71)*) 7 = |z = ZRe(@) 2 >0, gilt (2 2%) € Ty, da 0 < Re(a) < 1.
Fir a = s+ it,s,t € R, gilt sin(am) = sin(sm) cosh(tm) + i cos(sm) sinh(¢r). Infolge haben wir

sin(am) € R genau dann, wenn ¢ = 0 oder s € 3 + Z, wobei sin(ar) > 0 falls t = 0, s € [0,1] +2Z

oder s € 1 4+ 2Z. Also gilt (z — 2%) € 75 im Fall a € (0,1) URe™ " (3). O
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4 Funktionalkalkl

In diesem Kapitel wird ein Funktionalkalkiil fiir Funktionen aus 7 und Relationen aus M definiert
und einige Eigenschaften, wie die Produktregel oder die Stabilitdt unter Komposition néher
untersucht.

Vorerst begniigen wir uns mit Resultaten fiir beschrinkte lineare Operatoren, wenn auch die
Beweise nach Betrachtung der Definitionsbereiche auch fiir unbeschréankte lineare Operatoren
funktionieren wiirden; siehe [3]. Nichtsdestotrotz werden die Berechnungen wenn moglich per
Mobius-Funktionalkalkiil durchgefiihrt.

Im Anschluss werden der Vorgangsweise aus [4] folgend die Resultate auf lineare Relationen
verallgemeinert.

4.1 Maltheorie und Banachraume

Sei in diesem Abschnitt X ein Banachraum. In [I2] werden Bochnerintegrale fiir positive Mafe
definiert. Darauf aufbauend wollen wir hier Bochnerintegral fiir komplexe Mafe einfiihren.

Definition 4.1.1 Ein topologischer Raum heiftt separabel, falls er eine abzdhlbare dichte
Teilmenge enthalt.

Definition 4.1.2 Sei (2, &) ein Messraum. Man sagt, f :  — X ist stark-messbar, falls f der
punktweise Grenzwert von Treppenfunktionen der Bauart ZZ:O 1o,z mit Gy € B2, € X, k €
{1,...,n} ist.

Ohne Beweis verwenden wir folgenden Satz, welcher beispielsweise in [I2] Satz 3.4. bewiesen
wird.

Satz 4.1.3 (Pettis) Fiir einen Messraum (2, ®) und eine Funktion f : @ — X sind folgende
Aussagen dquivalent:

e f ist stark messbar.
e f ist messbar und f(Q2) seperabel.

e Die Funktionen w — (f(w), '), 2’ € X’ sind messbar und f(§2) ist seperabel.

Lemma 4.1.4 Sei (2, &) ein Messraum.

64



Die Menge der stark-messbaren Funktionen {2 — X bildet einen Vektorraum.

. Eine Funktion A : Q — C ist genau dann messbar, wenn sie stark-messbar ist.

Fiir eine stark-messbare Funktion f : Q@ — X und eine messbares h : Q@ — C ist auch hf
stark-messbar.

Fiir einen Messraum (€', &’), eine messbare Abbildung 7' :  — ' und ein stark-messbares
f:Q— Xist foT stark-messbar.

Der Punktweise Grenzwert f einer Folge stark-messbarer Funktionen f; : Q@ — X, k € N|
ist stark-messbar.

Beweis:

1.

Fiir stark-messbare f = limp_, oo 2?21 La,, %k, g = limp_oo Z;nz’“l 1p,,(Wyjr X €C,
und w € ) gilt

mg
(f +29)(@) = f(w) + Ag(w) = lim Z]u W)zj )+ A im D L, (@)Y
j=1

= lim ZIIAM x]k+2131k Y\ik) |

weshalb f 4+ \g stark-messbar ist.
Das ist eine unmittelbare Folge aus dem Satz von Pettis; siehe [12] Satz 3.4.

Wegen [2| gilt h = limg_y00 D, biklp, , . Gilt auch f = limy_, Z?il L4, , %)k, so folgt
(hf)(w) = h(w)f( (khﬁngo Z birlp, ,( ) khﬂngo Z Ta,, (Wx)k

hIIl (ZblkﬂBlk > Z]IAJ" ZL']k

= lim Z ]le,kﬁA_;’,k (w)<bl,k‘rj’k)7

k— o0
le{l,....my}
JE{l,...,nk}

folglich ist hf stark-messbar.

Gelte wieder f = limg_s Z;lil Ta;, 7k Wegen T-YG) e &' ,G € & und

ngk

(foT)(w) = f(T(w)) = lim Z]IAM DTk = hrn Z]lT 1A, 0 (W)Tj K, w € Q,

k—o0

ist f oT stark-messbar.

Nach dem Satz von Pettis, [12] Satz 3.4, gilt fx(Q2) C Dy, fiir abziihlbare Dy C X. Zudem
sind fiir jedes 2’ € X’ die komplex-wertigen Funktionen z’ o fi, k € N, und daher auch ihr
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punktweiser Grenzwert 2’ o f messbar; siehe [§] Fakta 14.4.9 10.
Wegen fi(2) C Dy, k € N, erhilt man

rcJnr@ecJbic b

keN keN keN

Wieder nach dem Satz von Pettis ist f stark-messbar.

O

Bemerkung 4.1.5 Sei g : @ — X eine stark-messbare Funktion. Mit Hilfe des Satzes von
Pettis (siehe [I2] Satz 3.4) und [I2] Lemma 3.8 kann auf die Messbarkeit von ||g|| : @ — [0, 4+00)
geschlossen werden. Fiir ein nicht-negatives Mal v ist g laut Definition 4.8 in [I2] genau dann
v-integrierbar, wenn ||g|| € L'(u), also [,||g]| dv < 400. Das Integral [, g dv ist geméf Definition
4.8 in [12] definiert.

Definition 4.1.6 Sei (Q,®, ) ein Makraum und f : @ — X eine stark-messbare Funktion.
Fiir ein nicht-negatives Maf v und h € L'(v) mit u = h ® v heikt f p-integrierbar, falls hf
v-integrierbar. In diesem Fall definiert

/fd,u ::/hfdueX
Q Q
das Integral von f nach pu.

Die Menge der ju-integrierbaren Funktionen 2 — X wird mit L!(u, X) bezeichnet.

Bemerkung 4.1.7 Fiir ein komplexes Maf p gilt L' (1) = L' (11, C) wegen Fakta|3.1.10|[1l Nach
[12] Satz 4.7 stimmt das Bochner-Integral mit dem Lebesgue-Integral (siehe Bemerkung [3.1.6))
fiir Funktionen aus L! (1) {iberein.

Lemma 4.1.8 Sei (2, &, 1) ein Mafraum und f : Q — X eine stark-messbare Funktion.

1. Definition héngt nur von p ab, ist also unabhiingig von v und h.

2. Es gilt f € L'(u, X) genau dann wenn [, || f|| d|p| < +oc, also || f|| € L (|ul).
Insbesondere haben wir L!(u, X) = L' (|ul, X).

3. Falls ||f|| < g p-f.il. fiir g : Q — [0, +00) aus L*(p), so gilt f € L' (u, X).

4. Fiir f € L'(p, X) und T € £,(X,Y) ist auch T'o f integrierbar, wobei [, T'(f(w)) du(w) =
T(fq f(w) dp(w)). Insbesondere gilt

< /Q f() dp(w), ') = /Q (), 2') dpu(w) (4.1)
fiir alle 2’ € X".

Speziell gilt fiir g € L' (i, £,(X)) und z aus X

/Qg(w) du(w)wZ/Qg(w)mdu(W)
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und fiir S € £,(X)
S [ g dntw) = [ Sow)dutw)
Q Q
5. Fiir y € X und g € L'(p) gilt (w — g(w)y) € L*(pu, X), wobei

/ 9(w) dp(w)y = / g(w)y dp(w). (4.2)
Q Q

6. Fiir f € L1, X) gilt | £(w) du@)]| < foll Fw)] dlpl ).

7. Die Abbildung (f, u) — fQ fdu ist in beiden Argumenten linear.

Beweis: Sei ¥ ein nicht-negatives MaR und k2 € L'(7) mit h® ¥ = u = h ® v. Fiir 2/ € X’ und
fe L (u,X) folgt

(/thdy,z’>:/Q<hf,x'>dy:/9<f,z’>hdy:/Q<f,gc’>i7d§=</Qﬁfd’z7,x'>

und damit [1] aus [12] Satz 4.7.

Nach [8] Korollar 18.3.14 existiert ein h € L'(p) mit |h| = 1 p-f.ii. und p = h ® |p. Der Punkt

folgt wegen
Jinsdul= [ sl
Q Q
aus Bemerkung

Fir N € & mit y(N) =0 und f(w) < g(w), w € Q\ N gilt
[l = [ 1f1tow dil < [ gtowwdlul = [ gdlul < +o0
Q Q Q Q
wegen [8] Fakta 14.5.3 1. und [8] Fakta 14.6.2 7. Also folgt der [3] Punkt aus Punkt

Hinsichtlich des [l Punktes folgt

/TOfdu /T(f(W))h( ) dv(w )Z/QT(f(w)h(W))dV(W)

=7 flhw)dvw)) = 7(| fd

aus [I2] Lemma 5.1. Die restlichen Behauptungen ergeben sich jeweils durch die Wahl T' = &/,
T = (A — Ax) beziehungsweise T'= (A — SA).

Den [5| Punkt erhélt man aus 4l mit 7' = (z — zy) und Bemerkung [4.1.7

/||h )|l dlul (@)

Fiir h € LY () mit [h| =1 und p = h ® |p| gilt

[ 1@)aue)| -

w) d| | (w

- / @)l ]l (@)
Q

67




aus [12] Satz 4.1. Damit ist der [ Punkt bewiesen.

Fiir die Linearitiit im ersten Argument seien a1, € C und f1, fo € L*(p). Dann folgt
([ ashi+asfdua)® [(ai+asfes)du= [ ar(fie) + aalfes) du
Q Q Q
= / (fr,2") dp + o / (fa, ") dp
Q Q

[

orl [ fruwa)+anl [ fdua’)
:<O‘1/Qf1d“+a2/9f2du’x/>

aus [8] Fakta 16.2.9 4. Damit gilt [, oy fi+aafodp = on [, f1 dp+as [, f2 dp wegen [14] Korollar
5.2.7.

Seien aq, a9 € C und py, po komplexe Make auf (2, &). Aus [§] (18.13) folgt

|arps + agpg| < larpm| + |agpe| < laallp| + foz|pel,
und daher L'(p1) N LY(p2) C LY(aqpr + agpe). Fir f € LY (1) N LY(u2) und 2’ € X' folgt

[

</Q fd(oap + 042#2)»30/) /Q<fa 37/> d(aqpr + aspis)

o /Q (f,a") dpr + 02 /Q (f, ') duz
d ! d !

a1</Qf m,x>+a2</9f o, )

<a1/Qfdu1+oz2/Qfduz,x’>

e |

aus [§] Fakta 16.2.9 5. Damit gilt [, fd(ai1p1 + aopz) = a1 [, fduy + az [, f dps wegen [14]
Korollar 5.2.7. O

Lemma 4.1.9 Ist (2,8, ) ein Mafraum, (h: Q — £,(X)) € L' (p, £,(X)) und D € £,(X)
mit Dh(w) = h(w)D fiir fast alle w € €, so gilt

D [ he)duw) = [ he)dut)D.

Beweis: Fiir u € X gilt

D [ hw)duteu = | Dhtwyudnte) = [ h)Dudu) = [ 1w) du@)Du

Q

wegen Lemma [1.1.8|[4] O

Satz 4.1.10 (beschrénkte Konvergenz) Sei (£, ) ein Mafiraum, X ein Banachraum, (K, <)
eine gerichtete Menge und (fx)rck ein Netz stark-messbarer Funktionen fj : @ — X, welches
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p-f.ii. gegen eine stark-messbare Funktion f konvergiert und eine Teilfolge enthilt.
Ferner sei g € L'(p) mit der Abschétzung || fx|| < g p-f.i. fiir alle k € K.
Dann gilt f, fr, € L' (u, X) fiir alle k € K, wobei

Jim /Q frdu = /Q fdp. (4.3)

Beweis: Aus Lemma folgt f, fx € L*(, X), k € K. Nach des Satzes von Pettis (siche
[12] Satz 3.4) sind die Funktionen w — (f(w),z’) und w — (fr(w),2’) fir alle k¥ € K und
jedes ' € X’ messbar. Aufgrund der Stetigkeit von z’ ergibt sich limge (fx,2) = (f,2) p-f..
Weiters gilt |{fi, ") < | fellllZ’|| < gllz|| p-L.i. fir alle k € K.

Wegen des klassischen Satzes von der beschriankten Konvergenz (siehe Satz liegen w —
(f(w), ") sowie w — (frx(w), ) fiir alle k € K in L*(u). Dabei gilt

o, [ o'y = Y [ fudsat) = Jimy [ (o) de= [ (1.0 d

—([ rau)
Q
fiir alle 2’ € X’; siche Lemma Also folgt (4.3) aus [14] Korollar 5.2.7 (i). O

Satz 4.1.11 (Transformationssatz) Ist (Q, &, u) ein Mafraum, (9, ®’) ein Messraum, X ein
Banachraum, 7 : Q — €’ &®’-messbar und bijektiv mit &’®-messbarem T-! und f: Q' — X,
so gilt f € LY(T(u), X) genau dann, wenn f o T € L'(u, X), wobei in diesem Fall

/Qfonu:/Q/de(u). (4.4)

Beweis: Auf Grund von Lemma ist f oT genau dann stark-messbar, wenn f = (f o
T) o T~! stark-messbar ist. Uberdies ist (w + || f(w)]|) € L' (T (1)) wegen Satz dquivalent
zu ||f o T|| € L*(u). Infolge ist f nach Lemma genau dann T'(u)-integrierbar, wenn foT
p-integrierbar ist.

In diesem Fall folgt aus Lemma [{.1.8§][d] und Satz

([ £oTduay = [ (Fo Do) dutw) = [ ()0 dT()(e)
([ raru).s)

fiir alle 2’ € X’. Also erhalten wir (4.4 aus [I4] Korollar 5.2.7 (i). O

Lemma 4.1.12 Sei (Q,®, 1) ein Mafraum, T €  und X ein Banachraum. Eine Funktion f :
T — X ist genau dann stark-messbar, wenn Ly f stark-messbar ist. Uberdies ist f € L*(pu|es, X)
dquivalent zu 1 f € L'(u, X). In diesem Fall gilt

/deulm =/Qllrfdu~ (4.5)
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Beweis: Die Funktionen f und 1y f sind punktweiser Grenzwert der selben Folge von Treppen-
funktionen.

Nach Lemma [4.1.8 “I gilt f € L' (u|s,, X) genau dann, wenn || f|| € L'(u|esy ). Wegen Lemma
[3.1.21][5] ist dies dquivalent zu |1y f[| = || || € L'(y), und damit zu Iy f € L*(u, X).

Fir z € X' gilt

( /Q Ly f du(t), ') = /Q (L (@) f(w). o) dpu(w) = / (), 2"y (w) dpa(w)

= [ @) duler ) = ([ fduler.
wegen Lemma und (3.3). Damit folgt (4.5)) aus [14] Korollar 5.2.7 (i). O

Lemma 4.1.13 Sei (2, ®, u) ein Makraum, T € & und X ein Banachraum. Eine Funktion
f:Q — X ist genau dann stark-messbare, wenn f|y und f|o\y stark-messbar sind.
In diesem Fall liegt f genau dann in L' (u, X), wenn f|y € L' (uley, X) und flovy € L' (pleg, 1 X)-

Dabei gilt
/ fd/l, = / f|'r d/L|Q5T +/ f|Q\T d/"'@sz\y'
Q T O\Y

Beweis: Mit f sind auch Iy fly = Iy f und To\yflo\y = Lo\rf stark-messbar und somit
auch fly und f|o\y; siehe Lemma |4.1.12
Seien umgekehrt f|y und f|q\y stark-messbar und folglich 1y f|y und Lo\ v f|o\y stark-messbar.

Nach Lemma ist es auch f = (]lr + ]IQ\T)f =1vf+ ILQ\Tf = ]l'rf"r + ]IQ\Tle\'I*

Fiir fly € L' (pley, X) und flovr € L' (pfeg, 1, X) liegen Ty fly und To\y flo\r wegen Lemma
4.1.12in L' (p, X), weshalb f = Iy fly + Loy flovr € L (i, X).

Fiir die Umkehrung sei f € L'(y, X). Infolge von Lemma [.1.§ 2] liegt | f| in Ll( ). Wegen

H]lrf|T|| < ||f]| und Lemma [£.1.8[3] gilt T f|x € L*(p,X). Aus Lemma 2| folgt damit
flr € LY (ple, X). Auf die selbe Weise verifiziert man f|o\y € Ll(,u|@Q\T,X).

In diesem Fall gilt
/fdu / (Iy + To\y)fdu = /]hdufhﬁ-/ Loy flovr du
Q Q
:/ f|Tduli’5T+/ flovr dpleg s
T o\T
nach Lemma, und ([4.5)). O

Bemerkung 4.1.14 Fiir jedes t > 0 definieren wir eine Abbildung ¢; : [0, +00) — [0, +00) X
[0,400) durch ¢(s) = (s,t). Nach [8] Satz 14.13.1 ist ¢z B(]0, +00))B([0, +00) x [0, 400))-
messbar, weshalb die Schnitte +; *(B) = {s | (s,t) € B}, t > 0 von Mengen B € B([0, +c0) X
[0,+00)) in B([0,400)) liegen. Fiir f : [0,4+00) x [0,400) — X und s,t > 0 gilt (fou)(s) =
f(s,1).
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Proposition 4.1.15 Ist (£, &, 1) ein Mafraum und eine Funktion f € L(u, X), so gilt

/Q f(w) du(w) € span(F(D).

Beweis: Mittels [14] Satz 5.3.8 erhélt man span(f(Q))g(X’X - span(f(£2)). Damit liegt €

X nach [14] Satz 5.4.7 genau dann in span(f(Q)), wenn (z,y’) = 0 fiir alle y/ € f(Q)+ =
{v e X' | {f(w),y) =0, w e Q}.

Fiir y' € f(Q)* folgt ([, f(w) du(w),y’) = [o{f(w),y) du(w) = 0 aus Lemma O
Satz 4.1.16 (Fubini) Seien v,7 € M. Aus f € L' (v ® 7, X) folgt

(s f(s,t)) € L' (v, X) fiir 7-fast alle ¢ € [0, +00),

o [ 170l dil(s) € L) (4.6)
[0,400)
und
(t — f(s,t)) € L*(r, X) fiir v-fast alle s € [0, 4+00),
6 [ ldele) € L), 4.7
[0,+00)
Zudem gilt

/ fdver)= / / fdrdv = / / fdvdr. (4.8)
[0,400) % [0,4+00) [0,400)\N J/[0,4+00) [0,400)\L /[0,+00)

mit den Nullmengen L, N geméf (4.6]) respektive (4.7).

Beweis: Nach Lemma und Bemerkung [4.1.14]ist (s — f(s,t)) = fo firallet >0

stark-messbar.

Damit folgen (4.6]) und (4.7) aus Lemma und dem Satz von Fubini (siehe [8] Satz 14.14.4)
angewandt auf || f|| € L*(jv @ 7|) = L' (|v| @ |7]); siehe Fakta [3.2.10

Sei v vorerst ein positives Maf. Fiir jedes 2’ € X’ betrachten wir die Abbildung g : [0, +00) \
L = Ct = ([ o foudya’). Wegen fou € L'(v,X),t € [0,+00) \ L erhilt man

<f[07+oo) foudv,x') = Lf[07+oo)(x’of)(s, t)dv(s) aus Lemma Da Re(z/of)* in L' (v®7) =
L*(jv @ 7|) = L' (v ®|7]) liegt und v([0, +00)), |7|([0, +00)) < 400 gilt, folgt die Messbarkeit von
(t = Jio100)Re(@’ 0 f)*(s,1) dv(s)) = Re(g)™ aus [8] Korollar 14.14.3. Analog erhélt man die

Messbarkeit von Re(g)~, Im(g)™ und Im(g)~, womit sich g als messbar herausstellt.

Laut Proposition 4.1.15| gilt

/[0+ oy € span((F o0, o0))) € span (0, 5] < 0, o0))

fiir alle ¢ € [0,+00) \ L. Wegen [12] Lemma 3.3 (iii) und (i) hat ¢ — f[o ooy f © tedv folglich
separables Bild. Nach dem Satz von Pettis ist ¢ — f[o +o0) f o dv stark-messbar.
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Fiir beliebiges v € M erhélt man mit h € L1 (v), v = h, © |v|

/ fOLth:/ (fou)h, dlv|
[0,+00) [0,+00)
_ / (f 0 ) (Re(hy)™ — Re(h,)™ + i[lm(h,)* — Tm(h) 7)) dlv|

[0,400)
Da Re(h,)t ® |v|,Re(h,)” @ |v|,Im(h,)" ® |v],Im(h,)” @ |v| positive Mafe bilden, ergibt sich
die starke-Messbarkeit von [0, +00) \ L — X, ¢ — f[07+00) f(s,t)dv(s) aus Lemma und
Lemma LT[0
Zu v, € M gibt es nach [8] Korollar 18.3.14 Funktionen h, € L'(v),h, € L*(7) mit |h,| =1

v-fi., |hy| =1 7-fi. und v = h, © |v|,7 = hy ©|7|. Fiir ' € X’ folgt aus Lemma und
Definition [3.2.9

(f fiwen.a) = | (.00} (v 9 7)(5.0)
[0,+00) % [0,+00) [0,+00) % [0,+00)
=/ (f(s,1),2")(hy @ hr)(s,t) d(|v| @ |7[) (s, )
[0,400) % [0,400)
Wegen Lemma und wegen des Satzes von Fubini (siche [§] Satz 14.14.4) angewandt auf
(s,t) = Re((f(s, 1), 2") (hy, @ hr)(s, 1)) und (s, 1) = Im({f (s, 1), 2") (hy, @ h7)(s,1)) gilt

/ (F(s,8), 7Y Ry ® B ) (s, ) (] ® []) (5. 2)
[0,+00) X [0,+00)

- / / (F(s,2), 2" (3) dlr| () (£) d(|71) 8).
[0,+00)\L J[0,+0c0)
Mit Lemma [L.T.8[ ergibt sich

/ / (F(5,8), 2"V () dlw| () (2) ] 2)
[0,+OO)\L [07+OO)

- /[0,+oo)\L /[0’+oo)<f(5ﬂt)ax >dl/(8) dT(t)

=</ / fdvdr, ).
[0,400)\L /[0,400)
Damit folgt (4.8)) aus [14] Korollar 5.2.7 (i). O

Korollar 4.1.17 Ist (2 ein separabler topologischer Hausdorff-Raum und f : Q@ — X eine
stetige Abbildung, so ist f stark-messbar. Dabei gilt f € L'(u, X), falls supp(f) kompakt ist,
also C.(9, X) C L(u, X).

Beweis: Die Funktion f ist stetig und damit auch B(2)B(X)-messbar. Mit € ist nach [7] Satz
12.3.6 (iv) auch f(Q) separabel. Also folgt aus dem Satz von Pettis (siehe [12] Satz 3.4), dass f
stark-messbar ist.

Da stetige Funktionen auf Kompakta beschrénkt sind, gilt

/Hf(w)\IdIMI(w)S sup [|f(w)ll[p|(supp(f)) < +o0.
Q (f)

weEsupp
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Aus Lemma folgt f € L'(u, X). O

Wir wollen daran erinnern, dass fiir A € M und ¢ > 0 geméf Definition durch J# =
(I+tA)~' und Ay = 1(I — (I+AA)~!) Operatoren aus £,(X) definiert sind; siehe Lemmam

Lemma 4.1.18 Fir A € M und p € M gelten folgende Aussagen.

1.

Die Funktionen ¢ — (14 t)(t+ A)”" und ¢ — (1 + t)A; sind fiir jedes § > 0 iiber (4, 40c)
p-integrierbar.

. Die Funktion [0,+00) — £,(X), t — (1 + t)J{ ist auf allen beschriinkten messbaren

Teilmengen von [0, +00) u-integrierbar.
Falls zusétzlich A € £,(X), so ist [0, +00) = £5(X), t — (1 + t)A; p-integrierbar.
Fiir v € dom(A) ist die Funktion (0,400) — X, t — (1 +¢)Asu p-integrierbar.

Falls t — (1 + t)t~! auf (0,+00) p-integrierbar ist, sind ¢ — (1 + ¢)(t+A)"" und ¢ >
(1+1t)A; auf (0, +00) p-integrierbar.

Beweis:

1.

3.

Fiir § > 0 sind nach Lemma [2.2.14 t — (1 +t)(t+ A)"" und t — (1 + t)A, stetig auf
(6, 400) und wegen Korollar stark-messbar. Geméaft Lemma und Lemma (3.1.21

gilt

1+t
/ (L4 Ol Aell ] sl (54000 | (£) < / —— L+ MA) dlplss (5,400 ()
(6.4+00) (6.4+00)

< 00 AN, +00)) < +oo.

Infolge ist ¢ — (1 + ¢)A; nach Lemma auf (0, +00) p-integrierbar.
Die y-Integrierbarkeit auf (8, +00) von t — (14 ¢)(t + A) ™" folgt aus

[ o a7 [ dunsoonl®) < S5EMI(G.+00) < +x.
(6,+00)

Sei K eine beschriankte messbare Teilmenge von [0,+00). Laut Korollar ist die
Funktion K \ {0} — £,(X), t + (1 + t)J;* stetig, weshalb diese Funktion nach Korol-
lar stark-messbar ist. Geméf Lemma [2.2.9] ist sie auch beschrinkt, womit sie in
L (ulss(x\ 0y), £6(X)) liegt.

Fiir 0 € K ist {0} — Sb(X), t— (1 + t)JtA aus Ll(u|%({0}),£b(X)). Nach Lemma
ist K — £,(X), t— (1+1t)J7 stark-messbar und ein Element von L' (y|s(x), £5(X)).

Fir A € £,(X) ist [0,400) — £,(X), t — (1 + ¢t)A; wegen Lemma [2.3.6| und Lemma

stetig, also nach Korollar stark-messbar. Nach Korollar ist [0,1] —
£5(X), t = (1 + t)A; ein Element von L'(ulap(jo,1)), £6(X)). Wegen Punkt [1| gehort
(1,+00) = £5(X), t = (1 +t)Ay zu L' (ulg((1,+00)), £6(X)). Laut Lemma liegt
damit [0, +00) — £,(X), t > (1 +t)A; in L (u, £4(X)).
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4. Wegen [[Ayu — Asul| < [|As — Ag|l[Jull, s,t > 0, und Lemma [2.2.14]ist die Funktion
(0, 4+00) = £5(X), t — (1 +t)Asu stetig, also stark-messbar nach Korollar [4.1.17]

Fiir v € dom(A) gilt auf Grund des 2] Punktes und Lemma [2.2.10]

/ 11+ ) Avul] ]l o | (6) = / 17 Au]| (1 + 0) dluls oy | )
(0,1] (0,1]

< /( I Dl o @A) <+

und wegen des [l Punktes

)

/(1+ 10+ Al 1000 | ) = /( A1) i, 00 |0

< [, 140+ dltta s | Ol < oo
oo

)

Aus Lemma erhiilt man (t — (1+£)Ayu) € L' () o1y, X) und (£ (1+8) Au) €
h4.1.13

L' (1]®B((1,400)) X ). Damit folgt die Behauptung aus Lemma

5. Wegen Korollar [2.2.14| und Korollar [£.1.17] sind ¢ +— (1 +¢)(t+A)"" und ¢ — (1 + )4,

stark-messbar. Aus

/ |Mﬂl+ﬂHﬂM%w#mmu>§/’ 1A (L + ) d los (0,400 | (£)
(0,400) (0

,F 00

1+M(A
< [ R ooy [0 < 4o
(0,+00)

folgt (t — (1+1¢)A¢) € L (1] ((0,4-00))» £6(X)) nach Lemma Die u-Integrierbarkeit
von t — (1+1t)(t +A)~" auf (0,400) folgt in analoger Weise.

O

Lemma 4.1.19  Sei (1t):e[0,400) €in Netz nicht-negativer Make aus 9t und v € M. Falls
(V1) [0,4+0) = C,t— (14 1) f[O)JrOO) &(s) dpe(s) fir alle ¢ € Cp([0, +00)) v-integrierbar ist,
so gibt es nach Lemma ein w € M mit , welches nicht-negativ ist, falls v es ist.
Ist zudem

(Va) [0,4+0) = C,t — f[ (s) du(s) stetig fiir alle ¢ € C.([0, +00)),

0,400) (b
X ein Banachraum und h € C([0, +00), X) mit
(Va) ||h]| € L*(p) fiir alle ¢ > 0,

(Vy) t— f[o too) 1) dpue(s) stark-messbar,

(Vs) (t—= (1+1) fo 4o 1R8]l die(s)) € L (v),
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dann gilt h € L' (w, X) und

[Q+oo) M) () = /[0,+oo) (o »AO,+00) Ms) dpua(s) v (t). (4.9)

Beweis: Sei v vorerst ein nicht-negatives Maf.

1. Sei zuerst h € C.([0,4+00), X ). Nach Korollar [4.1.17| ist h beziiglich jedem Maf aus 9

integrierbar.

Fiir k& € N gibt es eine offene Uberdeckung von supph durch Intervalle Vo, 1 < p <
my, der Linge k~!. Nach [8] Lemma 15.8.8 existieren eine Zerlegung der Eins x, 5 €
Ce([0,+00),[0,1]) mit suppxpr S Vpr,1 < p < my, 0% xpk(t) < 1,t € [0,400),
und Z;”:’“l Xp,k(t) =1, t € supp h. Fixieren wir fiir 1 < p < my, Punkte ¢, € V1, so wird
durch gi(t) := 320" Xpk(H)h(tpk), t > 0, eine Funktion g, € Cc([0, +00), X) definiert.

Die so konstruierte Folge (gx)ren konvergiert gleichmafig gegen h. In der Tat gibt es zu € >
0 wegen der nach [7] Satz 6.3.3 gleichméfigen Stetigkeit von h ein N mit ||h(t) — h(s)]| < e
fiir alle s,t € [0, +00), |t — s| < %, wodurch

g (t) = h(B)] < pr,k(t)llh(tp,k) —h(t)| <€ k=N,

weil [t —t, 5| < 1 < + im Fall x,,5(t) > 0.

erhalten wir limy_, oo f[O,Jroo) gk diy = f[O’Jroo) hdu; fir alle t > 0. Auf die gleiche Weise
zeigt man

Wegen

< / low(t) — h(t)]| dps
[0,400)

< sup|lgi(t) = h(t) ([0, +00))

/ gkdut—/ hdu,
[0,400) [0,400)

lim g dw = / hdw. (4.10)
k=20 J10,+00) [0,+00)

Weil die Funktionen ¢ f[o 4 00) Xp.k(8) dpe(s), 1 < p < my, k € N, geméf stetig sind,
sind es auch t — f[o ooy Ik (s)dus(s) € X,k € N, und infolge stark-messbar; siehe Korollar

Zudem ist t — (1+1) [, | ) h(s) dpe(s) nach|(Vy)| stark-messbar.
Weiters gilt sup,.~ol|/A(r)| < 400, weil supp i kompakt ist, womit
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(t— (1+1¢) f[o,-s-oo) sup,>ollh(r) || due(s)) € L' (v) gemék [(V1)l Zudem erhélt man

‘ / Ik dpe|| < /
[0,+00) [0,+00)

< / sup ()| S xpue(s) due(s)

[0,4+00) r>0

mp

1A Ep1) [ Xp, 1 (5) dpe (s)

p=

< / sup ()| dse(5).

[0,4-00) 720

Also gilt (t+— (1+1) f[o ooy 1(8) dpie(s)) € L'(v, X) und es folgt

lim (1+1) / g (s) dyue(s) d(t)
k=00 J[0,+00) [0,400)

:/ ( ”)/ h(s) dpe(s) dv(t)  (4.11)
[0,+00) [0,400)

aus dem Satz von der beschriankten Konvergenz, Satz[4.1.10, Andererseits gilt wegen (3.11))

/ (1+1) / 0k (3) dpn(s) d(t)
[0,40) [0,+00)

-2 /[0 + )(1 o /[o +00) Xp,k(8) dpia(s) dv(t)(ty k)

- Z/[0+ )Xp,k(s) dw(s)h(tp,r) = /[0+ )gk(s) dw(s).

Fiir k£ — oo folgt mit (4.11]) und (4.10) die Behauptung (4.9) fiir Funktionen h mit kom-
paktem Tréger.

2. Im allgemeinen Fall A € C([0,+00), X) sei x € C°(]0, +0),[0,1]) eine monoton fallende
Funktion mit x|jp,1) = 1. Fiir die durch hy,(t) := x(tn"')h(t),t € [0,+00),n € N, definierte
Folge (hn)nen € Co([0,4+00), X)N ist (t = ||hn(t)]|)nen eine monoton wachsende Folge in
Ce([0, +00)).

Wir haben in |1} gezeigt, dass fiir alle ¢ € [0,400) die Funktion ¢ — (1 4 t) f[o o0y o e
stark-messbar und v-integrierbar ist, wobei

/[o,m)(”t) /[MOO) hn(s) dpi(s) dv(t) :/ () dw(s). (4.12)

[0,400)

Die Funktion ¢ + [|hy|| = || x(tn=1)h(t)|| = [|2(t) || x(tn~') liegt in
C.(]0,4+0)) € Cp([0, +00)), weshalb geméafs (3.11

/[o,m) /[O)m)llhn(s)ll dpe(s)(1 4+ t) dv(t) = /[0’+Oo) |7 (5) || dew(s).
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Gemif [(V3)[und |(Vs)| gilt [|h]| € L' (ue), t > 0, und (¢t — (1 +¢t) ‘f[07+oo)||h(s)||dut(s)) €
L(v). Also folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz (siehe [S] Fakta 14.5.3 3.)

/[07+w)||h(s)lldw(s) —/[0’+m)(1+t) /[O’+Oo)||h(s)||dut(s) du(t) < +o0,

weshalb [|h]| € L!(w), also h € L!(w, X); siche Lemma

Wir wollen schliefflich auf beide Seiten von (4.12)) den Satz von der beschriankten Konver-
genz, Satz[4.1.10, anwenden. Da h,, punktweise gegen h konvergiert, ||h,(¢)| < ||h(t)]], t >
0, und [|Al] € L' (w) N0 L' (11¢) gilt, folgen

lim o () djia(s) = / h(s) dps(s),t > 0, (4.13)

n=90 J10,400) [0,400)

und lim, o0 f[07+oo hn(s)dw(s) = f[0,+oo) h(s) dw(s) aus dem Satz von der beschrinkten
Konvergenz, Satz [£.1.10]
Fiir die linke Seite von (4.12)) gilt Hf 0.400) s) dpuy(s H < f[O’Jroo)Hh(s)H du(s), t € [0, +00),

ll und (¢t — (1+1¢) fo ooyll(s )||d,ut( )) € L'(v) nach [(V5)l Wegen ist (¢t —
(1+1) f[o +o0) h(s) du(s)) stark-messbar, womit

nhHH;O (I+1¢) / hn(8) dpe(s) dv(t)
[0,+00) [0,400)
_ / (141) / h(s) dpua(s) du(t),
[0,400) [0,400)

wieder nach dem Satz von der beschrénkten Konvergenz, Satz

Damit ist das Lemma fiir nicht-negative Mafse v bewiesen. Fiir ein beliebiges Maf v € 90 gilt
wegen [8] Fakta 18.3.2 5. und der Hahnzerlegung geméif [8] Satz 18.3.4, dass v = Re(v)y —
Re(v)-+i(Im(v) 4 —Im(v)_). Somit folgt die Behauptung nach Lemmal4.1.§ “m aus der Linearitét
des Integrals im Maf. O
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4.2 Definition

Es sei daran erinnert, dass nach Korollar die Abbildung (a, i) — f, . eine Bijektion von
C x M nach T ist und dass (4.14) existiert; sieche Lemma |4.1.18

Definition 4.2.1 Fiir f € 7 und A € £,(X) N M setzen wir

HE(f) = aI+/[O+ )(1 + 1) Ay du(t) € £4(X), (4.14)

wobei a € C,p € M mit f = f, .
Bemerkung 4.2.2 Fir f,, €7, Ac £(X)NM und § > 0 gilt

HE (fu) = al + / (LA du(t)+ A [ (1 +6)TA du(t)
(8,400) [0,6)

nach Lemma [2.2.10] Lemma und Lemma [£.1.8|[}

Definition 4.2.3 Fiir f € T, A € M definieren wir

Ha(f) = liminf 7 (f).

Beispiel 4.2.4 Sei A € M und iy das Punktmaf mit po({0}) = 1. Wir wenden den Funktion-
alkalkiil auf Funktionen aus Beispiel [3.3.5] an.

1. Fir w e Cund (z — w) = fy,0 € So C T gilt wegen Lemma

_ . . Ly _ . . _
Ha((z = w)) = llg\n\{(r)lf/HA/\(fw,o) = h&n\l(r)lf(wl) =wl.

2. Auf Grund von (z — 2) = fo ., € T+ N 7o folgt
T £ T — T —
Hal(z = 2)) = lirn inf H74% (fouo) = lim inf moo)(l +£)(AN), dpo = liminf 45 = 4
aus Lemma [2.3.0l

3. Fir e >0 und (2 — z+¢€) = fc,, € To erhélt man

T £ T
Ha((z— 2+4¢€)) = h]/t\n\’%lfHAk(fe’#O) = hf\n\l(r)lf<d+/[o,+oo)(l+t)(A)‘)th0>

= liminf(el) +liminf Ay = el + A
AN AN

aus Lemma [2.3.6] Lemma [2.3.3|[I] und Lemma 2:3:4][]
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Lemma 4.2.5 Fir Ae Mund f,, €7 gilt

Halfop) = ol + lif\n\jgf (T4+t)Apndp(t) + / (L4 t) Ay du(t).

[0,1] (1,400)

Beweis: Zuerst folgt
T £ - L.
Halfau) = llf\rl\}(r)lf Ha (fapu) = al + hf\n\l(r)lf [o,+oo)(1 +1)(Ar), du(t)

aus Lemma 2.3.4]d und Lemma 23301

Wegen Lemma gilt

1+ Al < ((4) + 1) < ((4) +1)2 (415)

fiir ¢ > 1, A > 0. Damit erhdlt man die Abschétzung

sup

A>0 A>0

/ (1 +6)Axte du(t)

su Ayt
< pjzﬁm)<1+t>x+ndmuw
< (M(A) + 1)20) (1, +00)) < +00

aus Lemma, @ Uberdies folgt

Ha(fau) =al + liminf/ (1+1t)(Ax), du(t) = ol + liminf/ (T4+t)Axqe dp(t)
[0,+00) [0,+00)

ANO ANO
= al + lim inf 1+ ) Ay du(t) + liminf 14+t A dult
o [071]( )Axte dpu(t) o (17+oo)( VAt dpu(t)

aus Lemma 23414 und Lemma 22171
Wegen (4.15) und Korollar [2.2.14] erhédlt man

lim (14 £) Apsr dp(t) = / i (1 + £) Agox du(t) = / (1+ £) Ay du(t).
ANO J (1, 400) = (1,400) A0 " (1+4,00) t

aus dem Satz von der beschrinkten Konvergenz, Satz Nach Lemma 2:3:4][3] stimmt das
mit liminfy\ o f(l too) Aret(1 + 1) du(t) iiberein. Daher gilt

Ha(fuy) = al + limint /

<meﬂww+/ (1+ 1) Ar dult).
[0,1]

(1,4-00)

Lemma 4.2.6 Fiir A€ £,(X)NMund f e T gilt Ha(f) = H5 (f).

Beweis: Wegen Korollar [2.2.14| und Lemma [2.3.6| gilt limy~ o(1+%)A¢pn = (14+16)As, t € [0,1].
Zudem folgt [|(1+ t)Apall = (1 + ¢)||ATAL|] < TAIM(A)(1 +t), t € [0,1], aus Lemma [2.2.10
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und Lemmam Damit erhalt man (f = fo,,)

lim inf 1+ t)Ax i du(t) = lim 14+ t) Ay dult
wipt [ 0 Ardn() = fim [ (15040 )

[0,1] A0 [0,1]

aus Lemma[2:34]3] und dem Satz von der beschrinkten Konvergenz, Satz[4.1.10] Die Behauptung
folgt schlieflich aus Lemma [£.2.5] und Lemma [{.1.13] O

Lemma 4.2.7 Fir A € M N £(X), fa, und s > 0 kommutieren (s + 4)~", JA, A, mit
HE (fa)-

Beweis: Sei s > 0. Aus Lemma folgt (s +A)'A = LJfA = 1A = A(s+A) 71,
JAA = AJA und A, A = AJAA = AA,. ‘

s

Mit D € {(5+A)‘1 JA As} gilt

yYs

DHZ (fas) = D(a[ - /[ )(1 +) A, du(t)> —ab+D | 0 t)Ae du(t)
0,400 0,+00

=aD + / (1+t)A du(t)D = | ol + / (1+t)Apdu(t) | D = H5 (fau)D
[0,+00) [0,+00)
wegen Korollar 2:2.13] und Lemma [£.1.9] O

Bemerkung 4.2.8 Fiir A € £,(X) N M ist die Abbildung H5* : T — £,(X) linear; siche
Lemma [7l und Bemerkung

Fir Ae M, f €T und w e C\ {0} gilt wf € T. Aus der Linearitit von Hf{’ und Lemmam
[Bl erhalten wir

Ha(wf) = it Mg, (o) = Tnin (i, (1)
= u}lif\n\%lf’;"[,qA (f) =wHa(f).

Lemma 4.2.9 Fiir f € Sy und A € M liegt Ha(f) in £,(X) und lésst sich schreiben als

HA(f):aI+/

(14 6)(t + A) " dp(t) :bl+/ (1+ 1) Ay du(t),
(0,+00)

(0,+00)

mit a,b € C und p,v € M wie in Lemma [3:4.4]

Beweis: Nach Lemma [4.1.18|[5| ist (0, +00) — £,(X), ¢+~ (1 +t)(t + A)~" v-integrierbar und
(0, +00) = £5(X),t — (1 4+ t)A; p-integrierbar.
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Aufgrund von Lemma haben wir f = go = fo,, mit v = (t = —t) © T'(p) auf (0, +00),
wobei T'(t) = ¢, v({0}) = 0.

Aus Korollar [2.2.14] folgt limy\ o Ai4x = A¢, t > 0. Wegen Lemma gilt (1 +t)||Apa] <

M(A);%f < M(A)HE, ¢ > 0und (t— ) € LY (v]%((0,400))) nach Lemma [3.4.4] Damit erhélt

man aus dem Satz von der beschriankten Konvergenz (siehe Satz[4.1.10) und Lemma [2.3.4

liminf/ (14 1) Apsr di(t) = lim (14 t)Apsr di(t) :/ (14 1) Ay du(t),
ANO - (0,4-00) " ANO J(0,400) Jeirdil (0,400) 4
weshalb
Ha(f) =bI + liminf (I+t)Aprdu(t) = bl + / (I+t)A dv(t)
ANO - J[0,400) (0,+00)

ein beschrankter linearer Operator ist.

Nach Lemma [f.T.8|[f] und Lemma [3.4.7] gilt

1+t 1+t
/ LRy dv(t) = / i dv(t)I = (a — b)I.
(O400) 1t (0400) 1

Zudem erhélt man aus dem Transformationsatz, Satz

1+t (1 )‘1 14+t (1 -1
Ly du(t):/ LI LAY aru)
/(0,+oo) 2 \t (0,400) 12 13

_ / (140t + A) " dp(t).
(0,+00)

Schlieflich folgt wegen A; = %I . (l + A)_l, t > 0, (siehe Definition [2.2.8|)

aus Lemma ET.13] O
Lemma 4.2.10 Fiir eine gerichtete Menge (K, <) die Teilfolgen erlaubt, ein Netz (By)rex aus
M mit supye M(By) < +o00, liminfye g By € M und g,,, € Sp gilt

Hiim infre xe Bi (Jaru) = liminf #p, ()

Beweis: Nach Lemma 2.3.31Bl und Lemma 2.3.4l[dl haben wir

-1

-1
- 1 (. _ o
hiré}?f(t—l—Bk) = (hgé}?f(t-FBk)) = <t+h£ré}?f3k>
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und folglich lim infge g (¢ 4+ Bk)f1 € £5(X) wegen liminfgex By € M fiir ¢ > 0.

Angesichts von supkeKH(t + B! H < [suppex M(By)]+ erhélt man

-1
. -1\ o
%gﬁ((t +Bi) x) = (t + hi’%}?f Bk> x

aus Lemma 2.34]2] fiir alle x € X,t > 0.

Wegen H(1 —|—t)(t—|—Bk)_1xH < [supper M(By)l|lz| 2L, ¢ > 0,k € K, und (t = 1) € L (u)
folgt fiir alle z € X

li 1 B) " =l 1 B) ™!
;;}%( /(07+m)< L)t + By) du<t>x> Jim /@,m)( )+ B du(t)

- /<o,+oo>(1 1) fim (¢ B) ") dp()

-1
= 1+t (t—Himinka> xdu(t
/(O,m)( )+ timiy (t

-1
= 14t (t+liminka) du(t)z.
[, (et (®

aus Lemma [£.T.§[4] und dem Satz von der beschrinkten Konvergenz, Satz Wegen Lemma

AT sl

sup / (1+0)(t+ By tdu()| < Sup/ (4| + B~ dlul o)
keK ||J(0,+00) k€K J(0,400)
1+¢
<lup M(B) [ L dul(e) < o
keK 0,400) ¢
und somit

<h£é}?f /(07+oo)(1 +¢)(t+ Bg)~ d,u(t))x = 111611[1( </(O,+oo)(1 +t)(t+ B)~ du(t)x)

-1
= 1+1) (t + lim inf Bk> du(t)x
/(\07_,'_00)( keK

fiir alle x € X, aufgrund von Lemma Damit folgt

o o o -1
hgé}?fHBk (Ga,u) = hgé}?faf + h}clé}?f /(0,+oo)(1 +¢)(t+ By)  du(t)

-1
=al + / (1 + t) <t + lim inf Bk> d,u(t) = Hiim infrer B (ga7u).
(0,400) keK

aus Lemma Lemma [2.3.4)[4] sowie Lemma O

Beispiel 4.2.11
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1. Fir w € C\ (0,+00) gilt wl € M wegen (wl — zI)~! = -1,z € C\ {w}, also
p(wl) 2 C\{w} und t||(wl +tI)7!|| = o
B2
Aus Beispiel 2.1.27| folgt (wl), = 7/, 0) (wl) = gzb(l 0) (w)I = 151, weshalb fiir fo, €T

gg t1

nach Lemma [4.2.6l und Lemma,

< Supt>0‘ﬁ+t‘ < +o00, t > 0, gemifl Lemma

/HIUI(fG’N) = Hf]b[(fa,u) =al + / (1 + t)(’LUI)t d,u(t)

[0,+00)
w(l+1t)
—al O ()] = fu (W),
ol + /Wo) D ()] = faplw)

wobei wir im Fall w =0 f, ,(0) als a auffassen wollen.

2. Ist A ={0} x X € M wie in Bemerkung und Beispiel sogilt JA = (1+tA)~! =
A1 =0] und A4; = %(I— JA) = %[,

Fir f,, € So haben wir b =a + f(o +o0) L dp(t) € C wegen Lemma weshalb

(14 1) Ay du(t) = aI+/ #1@@) = bl

(0,400)

Ha(fup) = al + /

(0,400)

nach Lemma [£.2.9

3. Fiir e > 0und (z — (2 +€)7") = go,(14e)-1,4. € So aus Beispiel gilt nach Lemma
429

(t+A) " due=(e+A)"

HA((ZH(HE)*I)):/ 1+¢

[0,400) L 1€

4. Seien A € M, f € T und g € Sy. Laut Bemerkung [3:34][1] liegt f + g in 7. Wegen

Bemerkung [1.2.8] Lemma [£:2.9| und Lemma 2.3 gilt
Half +9) =liminfHa, (f +9) = liminf(Ha, (f) + Ha,(9)

= lig\n\igf?—[Ak(f) + lig\n\igf’i'-{,AA (9) =Ha(f) +Halg).

Speziell erhalten wir fiir w € C\ {0}
Hal(z= f(z)+w)) =Ha(f) +wl und Ha((z— 2z +w)) = A+ wl

aus Beispiel L.2:4][I] und [

4.3 Funktionalkalkiil fiir beschrankte lineare Operatoren

4.3.1 Produktregel

Mit Hilfe von Lemma [3.2.17| wird fiir A € £,(X) N M und Funktionen f,g € T, deren Produkt
wieder in T liegt, H5' (f)H 3 (9) = H3 (fg) bewiesen.

83



Satz 4.3.1 (Produktregel fiir beschriankte lineare Operatoren) Fiir f,¢g,h := fg € T und
A€ L(X) M gilt H3? ())HE (9) = 1 ().

Beweis: Seien ai,a2,¢ € C, py,po,v € M mit f = fo, 411, 9§ = fag,uo und b = fc,. Aus
Bemerkung erhilt man

€= 1 o (8) = oy (5) s (9] = (10 Fo oy (5D fo 1 (5)) = arc.

Wegen (t — (1+t)A) € LY (uj, £5(X)),j € {1 2}, Lemma (4.1 l und der Submultiplikativitit
der Operatornorm folgt ((s,t) — (1 +t)(1+ 9)||AtAsll) € L (p1 ® pe) aus Fakta ml womit
((s,t) = (1 +t)(1 + 85) A Ag) € LY (1 @ pa, £5(X)) gilt.

Aus dem Satz von Fubini, Satz folgt

HE (YU (9) = (a1 + /

[0,400)

=ajaz + aq / (1 + t)At d‘LLQ(t) + ag / (1 + t)At d,u1 (t) (416)
[0,+00) [0,+00)

(1+t)Atdu1(t))(a2+/[o+ )(1+t)At dps(t))

F[ A @ pz)(5.0),
[0,+00)2

Fiir z € X gilt laut [14] Korollar 5.2.7 (i) H5* (f)H 3 (9)x = H5' (h)x genau dann, wenn
(A (MR (9)z,v) = (M (h)z, ¥) fiir alle ¥ € X,

Wir definieren eine Funktion ¢y, auf [0, +00) durch ¢y (t) := (Asz, ). Wegen Satz[2.2.12| gilt fiir
$,t >0 mitt#s

<Atx7¢> — <AS£L', 1/]> — 1

t—s <t_s(At _As)xa¢> = <AtAsxa¢>' (417)
Aus Satz 2:3.6] und Proposition 2.2.14] erhilt man
P (t) = hm <AtA z,9) = ( l&%;t AAsz, ) = (ArAvx, 1)) (4.18)

und zusammen mit [|Az — Asz|| < |4 — Asll[=], 5,8 > 0, # s die Stetigkeit von ¢}, also
¢y € C([0,+00)).

Wegen und gilt gbAd, = (A Az, ) (wit @ wit).
Aus (t— (1+t)A;) € LY (i, £4(X)), 1 € {1, pa, v} und ((s,t) = a +t)(1 +S)AtAS) €L (m®

p2, £5(X)) folgt pypwi ' € L' (1), i € {p1, p2, v} beziehungsweise qbd,(wl @wit) € LYy @ o)

wegen Lemma @@, womit auch ¢y € ELTE2 .

Auf Grund von kann (H5 (F)YH5 (9)x — H5 (h)2, ) wegen Lemma mit
Li(¢y) = al/ Gy (1) (1 + 1) dua(t) + az/ Gy () (1 + 1) dpa (1)
[0,4-00) [0,400)

- / b(H)(1 +1) du(?)
[0,+00)

Baoo) = [ Bole 0+ 00+ dlps @ )50
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und L = Ly + Ly als L(¢y) geschreiben werden. Also gilt H5' ()5 (9)x = H5 (h)x genau
dann, wenn L(¢y) = 0 fiir alle ¢ € X'.

Fiir alle z > 0 gilt

1 1 1 1 1 1
Lt ) = au(g(5) = a2) + a2((5) — o) = (b(2) = araa) + (9(5) — a2) ((3) — a1) =0,
weshalb mit Lemma [3.2.17|auf L = 0 geschlossen werden kann. Insbesondere gilt L(¢,) = 0 und
damit H5 ()T (9)x = H3 (h)x fiir alle z € X. O

Fiir g € 74 und A > 0 erinnern wir an die Funktion gy = ﬁ = ¢( 10) og € T4 aus Lemma
A1

3.4.10{und die lineare Relation H5° (9), = T( 10) (Hib (g)) aus Definition [2.2.8
Al

Korollar 4.3.2 Fiir g € 75 und A € MNE&,(X) gilt H3*(9) € M mit H3*(g92) = H5"(9),, A >
0, und M (M3 (9)) < M(A).

Beweis: Sei A > 0. Wegen Korollar gilt gn, 1 —Agy € So CT. Aus [1+ Ag|[1 —Agp] =1
folgt [I — MHS (g1 + ANHS (9)] = T = [T+ MNHS (9)][I — AH S (g2)] wegen Satz Beispiel

4241 und Bemerkung [£.2.8] Wir erhalten

L@+ 1) =) = - XK () € £400) (119)

weshalb p(H5 (9)) 2 (—00,0).

Auf Grund von g € 75 gilt g = f, , fiir ein nicht-negatives Maf 1 und a > 0. Laut Korollar
gilt g» € Sy N T;. Nach Lemma gibt es nicht-negative Mafke puy,—vy € 9 und
ax,bx > 0 derart, dass gx = fa,,uy = Gby,v, - Wegen Bemerkung gilt ax = lim.\ o gx(2) =

lim,~ o % = 1354 Aus Lemma folgt

T4 NHE ()] = T = NHE (g2) = (1 — Aba)T — /\/ (14 8)(s + A) " Ldua(s).  (4.20)
(0,400)

Aus Bemerkung 3:3:2|2] und Bemerkung [3:4.2]2] erhélt man

. . 1+s
ax = ll\I‘I(l) fa,\;l%\(z) = i%gbx,l/,\(z) = by +/ dV)\(S)

0.+00) 5
und by = lim, 7400 ga(2).
Wegen gy (s) = —48) - < 1, 8> 0, gilt Aby = A[lim, 4o ga(2)] < 1. Zusammen mit M(A) > 1

1+Mg(s
nach Bemerkung Lemma und |vy| = —vy kann die Norm von (4.20) folgendermafen
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abgeschétzt werden:

H[I+>‘Hﬁ”(g)]’1H < |1 = Aby| +,\/

H(s n A)’lH(l + ) djua(s)
(0,400)

:pAbrA/ H(5+A)‘1H(1+s)dw(s)
(0.4+00)

1
gl—)\bk—AM(A)/ Rk
(0,400) $

§ M(A)(l — )\bA + )\b)\ - )\(1)\)
= M(A)(1 - Xay) = M(A)(1 + Xa)~' < M(A).

dvy(s)

Nach Bemerkung erhalten wir H5'(g) € M.
Aus der ersten Gleichheit in (4.20) folgt )\’Hf\b (gr)=1—-T+ /\Hib (gr)=1—-(I - /\Hi" (gx) =

I—[T+MH5 ()] " und weiters H 3" (gn) = A~ (I — [[+ H (9)] 1) = H 3" (9),; siehe Definition
2238 O

4.3.2 Inverse

Fiir f € 7 und z € C\ (—o0,0] liegen f(z) = 7y und flz) = #;) auch in T siehe Definition
B33 und Lemma 3417 ’

Satz 4.3.3 Fiir f € 7 und A € £,(X) gilt
L Ha(f)Ha(f) = Ha(F)Ha(f) = A.
2. Im Fall 0 € p(A) gilt zudem Ha(f)"* = Ha-(f).

Beweis:

v v

1. Wir haben f(2)f(2) = f(2)f(2) = 2z = fo,u,(2); siehe Beispiel [3.3.5 m Damit folgen
Ha(H)YHa(f) = Ha(fou) = A und Ha(f)Ha(f) = A aus Lemma [3.4.17, Satz |4.3.1| und
Beispiel [4:2.4)2

2. Fiir ¢ > 0 folgt aus Lemma [2.1.19]

AilAt = 7'(0 1
10
Wegen Fakta [2.1.18] gilt

TonW=T01)(y
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Damit erhélt man im Fall 0 € p(A) mit a, p und v wie in Lemma [3.4.17]

At / (14 A, dVlp o,y (1) = / (L4 ) A~ Ay dvlss (0,100 (8)
(0,400) (0,+00)

1+t
=/ —— (A7) 1 drls((0. 4001 (t)
(0,+00)

aus Lemma und weiters wegen T'(t]ss ((0,400))) = V|8 ((0,400)) mit T(t) = 1

1+¢, _ _
[ A vl ® = [ @007, dila o500
(0,4-00) (0,400)

aus dem Transformationsatz, Satz Schlieflich gilt wegen Lemma

7—[ °(f ) ({0})A +A7! [ (I1+t)Ardu(t)
0,400)
= p{OHAT" +rv({opATTA+ AT! o )(1 + 1) A¢ dv|os ((0,400)) ()
= v({ONI + p({0}) A" + / (L+6) (A1), dplss((0,400)) (1)
(0,+00)

—als [ @A, dult) = ()
[0,+00)

Aus deml Punkt erhalten wir A~ 17—[’3b(f)}£f4 (f)=A""A=Tund H (f)HS (fHA~! =
AA~Y = I, weshalb H5 ()~} Se(f)y =HP(f )A L. siehe [14] Bemerkung 6.3.5 2.
Damit gilt %5 (f) ™! = Hib_l(f).

O

4.3.3 Stabilitdt unter Komposition

Fiir Funktionen f € T,g € T+ wurde in Satz@ gezeigt, dass fog € 7. Hier wollen wir mittels
Lemmal4.1.19|die Gleichung H*", Wb g )(f) = H3"(fog) fiir beschrénkte lineare Operatoren A € M

nachweisen.

Satz 4.3.4 Firge Ty, f €T und A e MnN L(X) gilt

Hoe, ) (F) =M (Fog). (421)

Beweis: Falls g eine Nullstelle hat, so folgt ¢ = 0 aus Korollar Fir f € T verwenden wir
hier die Schreibweise f(0) := lim.~\ o f(2); siehe Bemerkung- Wegen (fog)(z) = flg(2)) =
J(0) = fr0),0(2) fiir alle z € C\ (—o0,0] folgt dann aus Beispiel 4.2.11 I und Belsplel-l

Ly

ey ) () = Mot (F) = FO = 13! (Fr0) = HE' (f o 9)-
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Im Fall, dass g keine Nullstellen hat, seien b € C,v € M mit f = f,, und a > 0, x € I nicht-

negativ mit g = f, ,,. Aus Lemma [3.4.10| erhalten wir g, = ﬁ = farue € T4, wobei ap = -
fiir alle ¢t > 0.

Nach [3.5.2|gilt fog e T, wobel foge Ty falls f € T;.

Wegen Korollar |4.3.2[sind Hﬁb (fog) und Hibfjb

(f) wohldefiniert. Geméf Lemma 4.1.8 und

(9)

Korollar gilt
H,  (f)=bI+ / (L+ )M (g), dv(t) = bl + / (L+t)H5 (g0) dv(t)
H"(9) [0,+00) [0,+00)
1
= bl +/ all+¢) dv(t)I +/ (1+ t)/ (14 s)As du(s) duv(t)
[0,+00) 1+ at [0,+00) [0,400)

:f(a)1+/[0)+oo)(1+t) /[O,+w)(1+s)As dp(s) dv(t),

sowie

HE (fog) = f(a)I+/ (14t) Ay duw(t).
[0,+00)
Damit ist ll dquivalent zu f[07+oo) h(s) dw(s) = f[0,+oo)(1 +1) f[O,JrOO) h(s) du(s) dv(t), wobei
h(s) :== (14 s)A; fiir s > 0 und h(0) := A. Wegen Korollar ist h stetig. Laut Lemma [3.5.1
treffen |(V7)[und |(V5)| zu. Folglich bleiben nur die restlichen Vorraussetzungen von Lemma |4.1.19
fiir h : [0, 400) = £4(X) nachzuweisen:

Fiir alle s > 0 gilt
R(s)]] = [|(1+ s)As|| = HAJ;4 +SASH < HA”HJSAH + sl Ay

< a4y + ALY

= ([lA +1)M(A) +1

= [[A[M(A) + (M(A) +1)

geméf Lemma [2.2.10| und Lemma Folglich ist s — ||h(s)|| pe-integrierbar fiir alle
t>0.

(V)] Wegen Korollar gilt [io o0y A(s) dpue(s) = M5 (g0) — ad = H(g), — 12T Nach
Korollar ist ¢ f[o to0) 11(8) dpe(s) dann Differenz stetiger Funktionen und damit

selbst stetig, also auch stark-messbar; sieche Korollar
(V5)] Wegen
(1+1) /[O )||h(5)|| dpe(s) < [(I[A + )M (A) + 1] (g¢(1) — ar)(1 + )
,+oo

— (1l + D)+ (20D i)

fiir alle ¢ > 0 und Lemma [3.2.11}ist ¢ — (1 +¢) f[o +Oo)||h(s)\| dpt(s) v-integrierbar.
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4.4 Funktionalkalkul fur lineare Relationen

4.4.1 Grundlegende Eigenschaften

Fir A € M und f,, € T wurde die lineare Relation H(fa,,) = liminfy\ o "Hf‘i (fa,u) in
Definition [£.2.3] eingefiihrt und in Lemma [{.2.5] gezeigt, dass

Ha(fau) =al + hg\n\jgf/

(1+ t) Apr dp(t) + / (1+ ) A dp(t).
[0,1]

(1,400)

Wir wollen hier die unterschiedlichen Konstruktionen heranziehen, um die in Definition [2.1.2] mit
Ha( fa,u) assoziierten Unterrdumen ndher zu beschreiben, und unterschiedliche Moglichkeiten
erarbeiten, um H4(fa ) zu approximieren.

Lemma 4.4.1 Fiir f,, € T und A € M gilt Ha(fa,) = liminfrs o H oy (fau)-

Beweis: Nach Lemma [2.2.16] und Lemma liegt Ay + A in M fiir alle A > 0. Aus Satz
2.2.12] 1. folgt fiir ¢ > 0, A > 0,

JtA)\ _J£A>\+)\ :t—l[(t—l_’_A)\)*l . (t_l —l—)\—l—A)\)il]

-1
— M A=) (T 4+ A4y (1 tt)‘ + AA)

3 Ay 7A
JATN .
14Nt TR

=A

und daraus (A + \), — (Ay), = t 1[I = TP = 250 T2, - Wegen

/ (1+ )[(Ax + A, — (Ax),] dut)
[0,400)

< / (1+)l1(Ax + N, — (A, ]| dlel (2)
[0,400)

< (M(A) +1)? /[O . Al(ljtf)

= (M(A) +1)*fo,,4 (V)

d|pl ()

fir A > 0 und Bemerkung gilt

;i{r% </[0)+OO)(1 +1)(Ax + N), du(t) — /[07%0)(1 +1)(Ar), du(t)> =0.

Damit folgt
T . £ 1 .
Hafo) = B S, (fo) = el + [ (10040, dutt)

:aI—Himinf/ (1+1)(Ax du(t):al-i-liminf/ L+ t)(Ax+ N), dp(t
Sl A )(Ax), miv [Oﬁm)( ) )i dp(t)

— lil)\n\igf’]'[ﬁl;_;,_)\(fa,u).
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aus Lemma [2.34][6], Lemma und Lemma [2:3:4][d O

Proposition 4.4.2 Fir A e M und f,, € T gilt mul(H a(fa,,)) € mul(A).

Beweis: Zu (0,v) € Ha(fa,u) = al + liminfe o f[ (1 + t)Aste du(t) existiert ein Netz

0,+00)
(us)s>0 in X mit limg o|lus|| = 0 und limg o (f[O)JrOO)(l + 1) Agiy du(t)us) = .
Aus Korollarund Lemmafolgt HJ{‘AS_HH = HAlJ.;A-HH < (M(A)+1)M(A) firt >0

und s > 0, womit

[ It a0+ 0 < Maoie + 0 s

< M(A)(M(A) + 1)2|u[([0,1]).

Wegen der nach Lemmageltenden Abschitzung || Ji* Ag || < M(A)% < M(A)(M(A)+
1)%, t > 0, gilt auch
A 1+¢
18 A (1 -+ 0y dlpl(6) < M(A)Y(M(A) + 1) )
< M(A)(M(A) + 1)2|p[((1, +00)).

Zusammen mit Lemma [L.T.§[d und [6] ergibt sich

<

s |

J / (1 +t)Asre dp(t)us / (14 1) J{ Agre du(t)
[0,+0) [0,+00)

< M(A)(M(4) + 1)2]u]([0, +00))||u |-

Wir erhalten

Jiv = JA lim / (14 t)Agr e dp(t)us | | = lim [ JP / (1 +t)Agys du(t)us | =0,
SN0\ J[0,400) ™0 [0,+00)

also (v,0) € J{* = (I + A)~!, womit gilt (0,v) € A. O
Es sei an Lemma erinnert, wo wir gesehen haben, dass fir A < X x X und (u,v) € A

immer A{u} ={w € X | (u,w) € A)} = v+ mul(A).

Lemma 4.4.3 FirAeM, feT,t>0,D ¢ {(t +A)_17JtA} und u € dom(Ha(f)) gilt

(Ha(f)D){u} = (DHA(S))u + mul(Ha(f)).

Beweis: Sei (u,v) = limk\o(uA,Hii(f)uA) € liminfy\ o ’Hi’;(f) = Ha(f). Da (t+A)~" und
Hi’; (f) geméfs Lemma kommutieren, gilt
((t+A)  u, (t+A) o) = lim (¢ + A) huy, (E+ ATV (fun)

_ K%((t +A) 1S () (E+ A un) € Half).
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Aus Lemma [2.1.3 und Fakta [2.1.11][ folgt

Ha(F)(t+ A uh = Ha(D{ e+ A uf = (E+ A o+ mul(Ha(f).

Wegen Proposition [4.4.2] gilt ker((t + A7) = mul((t+ A)) = mul(4) 2 mul(HA(f)) und mit
Ha(f){u} = v+ mul(Ha(f)) und Fakta[2.1.11[[5] sieht man, dass die Singletons

{(@+ 7 Halh))u} = ((+ A7 HAWD ) {0} = (¢ + 4) 7 Ha(H{u})
= (t+A) " (0 + mul(Ha() = {(t+ 4) '}
iibereinstimmen.

Mit Ha(f)JA = Ha(H)EE+A) ) = 2H1a(f) (2 + A) " ergibt sich

—1 -1
Ha(h) (5 +4) ){u} - 1(HA<f> (5+4) ){u}
((1 n A) . HA(f)> ut mul(’HA(f))> = (JAHAC))u + mul(Ha(f))

wegen Fakta [2.T.11][T] O

Definition 4.4.4 Fir A € M und f € 7T definieren wir die lineare Relation W]f‘ mit
dom(Wf‘) = dom(A) durch

WfA{u} = au+ /(0 N )(1 +t)Apudp(t) + p({0}) A{u}, u € dom(A),

wobei a € C und p € M mit f = f, ;.

Bemerkung 4.4.5 Sei Ae¢ Mund f€T.

1. Nach Lemma ist WfA wohldefiniert.

2. Wegen mul(WfA) — W0} = u({0})A{0} = u({0}) mul(A) ist W7 genau dann ein lin-

earer Operator, wenn mul(A) = {0} oder u({0}) = 0. Im Fall x({0}) # 0 gilt mul(W;f‘) =
mul(A).

Lemma 4.4.6 Fir Ae M, f,,,s>0und D € {(S + A)_l, JSA,AS} gilt DW;‘ - W]{‘D.

Beweis: Aus Lemma folgt (s+ A)""A = LJfAC 1ATE = A(s+A)7' JAA C AJA
und A,A C AJ{HA C AA,. Fiir u € dom(DW}') = dom(4) gilt daher D(A{u}) = (DA){u} C
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(AD){u} = A{Du} wegen Fakta[2.1.11} und

D (1+t)Atudu(t):/ (1+t)DAtudu(t):/ (1+ t) Ay Du dp(t)
(0,+00) (0,+00) (0,+00)

wegen Lemma [I.1.8|[4 und Korollar 2:2.13] Aus Fakta [2.1.11][] erhilt man
(DW){u} = DOV {u}) = D (u + [ aenAudu + u({O})A{u}>
(0,400)

=Dl +D [ (+HAwdu() + u((0)D(AL)

CaDu+ / (1 +t)A;Dudpu(t) + n({0})A{Du} = VV]’fl{Du}7
(0,+00)

und folglich die Behauptung aus Fakta [2.1.11][6] O

Proposition 4.4.7 Fir Ae M und f € T gilt
WA CHA) ST+ AWHT+ AT, (4.22)
womit insbesondere dom(A) C dom(Ha(f)).

Beweis: Seia € C,p € Mmit f = f,,. Zu (u,w) € Wf existiert ein v € X mit (u,v) € A
und w = au + f(o +Oo)(1 + t)Apudp(t) + p({0})v. Wegen Lemma [2.2.10{ und Fakta [2.1.11] gilt
{Aw} = A{u} = (JAA){u} = JA(A{u}), also Ayu = J v und daher
w = au+ / (I+t)Apudp(t) + / (1 + t)J v du(t) + p({0})v.
(1,400) (0,1]

Nach Lemma [2.2.16] gilt lime o J{* (u 4 v) = JA(u+v) = (I + A~ (u +v) = u und wegen

Korollar [2.2.14] lim s\ o At+stls (u+v) = A = JtAv,t > 0. Fiir s > 0 erhalt man aus Korollar

% < (M(A) +1)2

|Aveite]| = [ canert|| = |

A)l‘_

Dat+— (M(A)+1)%(1+t) auf (0, 1] p-integrierbar ist, folgt aus dem Satz von der beschriinkten
Konvergenz (siehe Satz [4.1.10))

s+1H < M(As)

im [ (14 £) Age s (u o v) dpu(t) = / (14 )0 dp(t).

™0 J (0,1 (0,1]
Also gilt (u, [ (1 + t)JAv dp(t) + p({0})v) € liminfoo fo (1 + ) Aprs du(t) Damit folgt
(u,w) € al + fl ooy (L B Ardp(t) + liminfo o f[o gL+ 1) A d,u( ) = Ha(f) aus Lemma

4.2.9l

Fiir den Beweis der zweiten Inklusion in sei (u,w) 6 HA(f) Mit v := (I + A)~lw gilt
(w,v) € (I + A)~ ! also (v,w) € (I +A). Aus Proposmon 2| Bemerkung |4.4.5| -l und Lemma
2.1.10 erhalten wir mul(W;f‘(I—&—A) ) = mul(4) D mul(HA(f)) 2 mul(Ha(f)(I + A)7),
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und die erste Inklusion in (4.22)) liefert W' (I + A)~" C Ha(f)(I + A)~". Wegen Fakta|2.1.11 E
und Lemma ergibt sic

WA+ A) Y {u} = (Ha(f)T + A) ) {u} = (T + A) " w + mul(Ha(f)).

Daraus erhélt man v € (Wf(I+A)*1>{u}, also (u,v) € Wi(I + A)~', weshalb (u,w) €
(I+ WA+ AL O

Bemerkung 4.4.8 Fir A € M N £,(X) und f € T erhalten wir W]‘f‘ C HE(f) aus |i

Also folgt {0} C mul(W]‘c4 - mul(?—lf{’ (f)) = {0} und dom(Wf) = dom(A) = X, weshalb
W]‘f‘ = H5t(f) nach Fakta

Korollar 4.4.9 Sei f,, € T und A € M. Fiir a = 0 gilt ran(Ha(fo,,)) C ran(A) und im Fall
1({0}) # 0 die Gleichheit mul(A) = mul(Ha(fa,u))-

Beweis: Fiir (u,w) € Ha(fo,,) = liminf, o ’Hﬁ” (fo,,u) gibt es ein Netz (us)s>0 mit limg o us =
u und limg ’Hf"; (fou)us = w. Wegen Lemma [2.2.10[ und Lemma liegt

HE (fou)ts = Oug + / (14 £)(Ay)us du(t) = / (14 ) ATy dp(t)
[07+OO) [0,+OO)

= A, / (14 t)J u, du(t)
[0,400)

fiir alle s > 0 in ran(Ag) C ran(A4), womit w in ran(A).

Im Fall 14({0}) # 0 folgt mul(A) = mul(Wy, ,(A)) € mul(HA(fa,.)) aus Bemerkung und
(4.22). Die andere Inklusion wurde in Proposition bewiesen. O

4.4.2 Intermezzo Inverse

Bevor Satz [£.3.3] auf lineare Relationen aus M ausgedehnt wird, wollen wir daran erinnern, wie
f(z) = ﬁ, z € C\ (—00,0] fiir Funktionen f € 7 ohne Nullstellen und

T={reT10¢f(C\(-,0), feT}
in Definition [3.3.1] eingefiihrt wurden.

Satz 4.4.10 Fiir f€ 7 und A € M gilt Ha(f) "' = Ha-1(f).

Beweis: Nach Lemma [2.2.16] und Lemma 2.2.7 gilt A, + sI € £,(X) N M fiir s > 0 und
0 € p(As + sI).

Aus Satz [4.3.3| folgt Hiiﬂl(f)fl = Hfjﬁsl)_l(f) fiir alle s > 0. Zusammen mit Lemmaw
und Lemma[2.3.3|[3] ergibt sich

Half) " = 1nsn\iélfy§z+51(f)—1 - 1131\151fﬂfjs+5,),1(f). (4.23)
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Wegen Fakta 2.1.18|[1] gilt

(A =m0 0 E DD = it @
1 1
200D Gl W T s )

und
- 1
JA =1 A)=r1 A)=r1 A) = A, 4.24
F ST MW ETa W TG (LW E e 2
fiir alle s,¢ > 0. Mit Satz [2.2.12] folgt
1 1 1 1
-1 -1 A
((As +s1) )t_(A )S"'t:si—&—t(l s+t s+%+t) s—l—t(I Jt+s)
! 1
= (5+t)2 5+S+t S+t t+s
@239) 1
(S+t)2(AS+S}rt _AS}F,L)
1 1 1
- - Ao A
(s+t)2(5+s+t s—l—t) ste e
und damit wegen Lemma [2:2.9]
_ _ +t)?
At sD7Y), — (A Y || = —2 HA A s (s M(A) +1)
”(( + sI) )t ( )s+t|| (s+1)2 st e _(s+t)21+32+8t( (4)+1)
s
< M(A) +1)2.
_1+St( ( )+ )

Seien a € C, p € M mit f: fa,u- Fiir s > 0 konvergiert

[ oy D= #E ) D < [ A9, = (A, D o)

[0,+00)
s(I+t
<uy+ 0 [ D i) = (0 (A) + 12 o 9,
[0,+00) + st
wegen Bemerkung [3.3:2)2] fiir s — 0 gegen 0. Aus Lemma [2:34)[6] folgt
ngl\igmﬁgﬁsn_l (f) = lim inf HEh o) () =Haa (). (4.25)
Die Behauptung des Satzes ergibt sich nun aus (4.23)) und (4.25)). O

Korollar 4.4.11 Fiir A€ M, f € T gilt ker(Ha(f)) C ker(A) und ran(A) C ran(H4(f)).

Beweis: Wegen Satz [1.4.10| und Proposition [1.4.2] folgt

ker(Ha(f)) = mul(Ha(f)™") = mul(”HAfl(f)) C mul(A™") = ker(A)
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und aus Satz in Kombination mit Proposition [£.4.7]
ran(H(f)) = dom(Ha(f) ™) = dom(HAfl (f)) > dom(A~1) = ran(A).

O

Korollar 4.4.12 Fir A e M, f € Ty = {fe’f:limz\o f(z) :0} gilt dom(Ha(f)) C
dom(A).

Beweis: Aus Lemma 2.1.915 und Satz[4.4.10] erhalten wir

dom(Ha(f)) =ran(Ha(f) ") = ran(’HAfl(f)).

Wegen f € Ty und Bemerkung gilt fo, = feT unda= lim,\ o f(z) = 0, weshalb

dom(Ha(f)) = ran(HAfl(f)) Cran(A—1) = dom(A)

nach Korollar [4.4.9 O

Beispiel 4.4.13

1. In Fortfithrung von Beispiel |4.2.11|[2] gilt fiir A = {0} x X und f € T wegen Satz |4.4.10
und Beispiel [L.2.17][1}

Half) = (Ha ()7 = (Hor(F) 7" = (i =)D

Insbesondere erhalten wir Ha(f) = ((lim.wo f(2))I)~! = (0I)~! = A fiir f € Ty C T;
siehe Definition B.3.11

2. Fiir A € M und die Funktion f € S mit f(2) = 7% aus Beispiel gilt f(2) = z+e,
weshalb

HalF) = Haa (D)7 = (A7 +eD) ™! =7

=]

DD =g = A

nach Beispiel und Satz

4.4.3 Weitere Eigenschaften

Satz 4.4.14 Sei Aec M, f= f,, €T mit u({0}) =0 oder f € T. Fiir alle € > 0 ist dann

1+t
FAS = e(1+ )JtAJA,, du(t)
[O,+Oo) 1 + et 1tet

ein beschrankter linearer Operator mit limE\OHFEA’f H =0, Hare(f) = Ha(f)+FAS und folglich

HA(f) = lim infe\o HA+E(f).
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Beweis: Wir halten € > 0 zunéchst fest. Fiir ¢, A > 0 setzen wir Py (t) :=
und erkennen aus Satz [2.2.12| fir £, A >0 mit t+ X >0

I i

1+6(/\+t) J/\-&-t T

E+ N 2e((t+ 2+ AT+ e+ AT
E+N2(E+N) " e+ A) T = (E+ N+ A)
E+ NI = N TN = (At €y — A

Py(1)

]

Zudem gilt | PA(t)[| < 1oy M(A)® = M(A)*175. Nach Satz 4 gilt limy,o Py(t) =
limyo[(A+€),x — Arga] = (A+€), — A = Po(t) fiir alle t > 0. Wegen (t — M(A)? D) €
LY(p) ist FA = f[o +Oo)(1 + t)Py(t) du(t) ein beschrénkter Operator. Aus dem Satz von der

beschrankten Konvergenz (siehe Satz[4.1.10)) und Lemma erhalten wir

lin inf /( ) 1](1 + )Py (1) du(t) = /( ) 1}(1 + 1) Po(t) du(t). (4.26)

Als nachstes wollen wir

lim nf /[0711(1 (A4 €)yy, du(t) = p({0})el + /( 071](1 ) Po(t) dpult) (4.27)

+liminf/ 14+ t) Ay dult
wipt [ (0t

zeigen. Fiir u({0}) = 0 folgt dies wegen

/0 1](1 + )P (t) du(t)

< [ oo < [ S

, 1] ]. + et
= M(A)fo . (€) (4.28)

und

lim inf 1+t)(A+ dtzl"f/ 1—|—tPtdt+/ 1+ 1) Axge dps(t
im in (071]( JA A+ €) 5y dult) lgn\lon<01]( )PA(t) dp(t) 01]( ) At u())

aus Lemma [2.3.4 “I 4| und ( -

Im Fall f € T mit u({0}) # 0 folgt f € Ty aus Lemma 3.4.141 Zu u € dom(A) wihlen wir
(ua)a>o0 aus dom(A) mit limy\ o ux = u. Flir A > 0 gilt wegen Lemma [2.2.17

HJ/\ JA uA—uH < HJ)‘ “y (un—u H + HJ)‘ Ty u—u H + ||J>\u—u||

TFex THex

+eX

R e e e

also limy\ o J)\ J)\(1+e)\) (uy = u, womit (u,u) € liminfy o (J)\ J)\(He)\ ) Also folgt

.. .. € A A . € N A TA
hgl\lng)\(O) = hg\n\lglf(l_’_e)\%\ JA(1+6)\)1> = )1\1{% T on hgn\%lf((])\ J)\(1+6)\)—1) 2 e]|m
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< M(A)? erhalten wir mul(liminfy« o Py(0)) = {0}

aus Lemma 2.3.3 Wegen HJ;‘JXL‘(H—eA)—l

aus Lemma [2.3.4|[1] und folglich (liminfy\ o Py (0))|dom(A) = elidom(A).
Zudem gelten
dom (111:\11\1‘6&/ (1+t)Axte du(t)) = dom(Ha(f)) C dom(A), (4.29)
[0,1]

dom <lig\n inf (I+1)(A+ )5y du(t)) = dom(Ha+e(f)) C dom(A + €) = dom(A), (4.30)
0 Jpo1)

wegen Korollar [4.4.12{ und Lemma Wegen (4.29) und Lemma folgt

hg\n\lglfu({O})P)\(O) + hg\n\lglf/

(14+t)Axye dp(t) = p({0})el 4 lim inf/ (L4 t)Axnge du(t).
[0,1] ANGO

[0,1]
Aus

€
14+ eA

It ON PO = k(0D 5 7872, | < nctopenrcay

zusammen mit (4.28)) und (4.30) erhalten wir aus Lemma und (4.26])

liminf/ 1+8)(A+e du(t
wint [ (140045 0 dut)

= liginf n({0})PA(0) + /( | AEOPO 40 + /Ma 1) As s du(t)]

— u({oper +

(0,1]

und es gilt auch in diesem Fall (4.27)).

(14 ) Po(t) dpa(t) + lim inf / (148 Axys du(t),
AN0 [0,1]

Wegen Py(0) = el folgt aus Lemma

Hare(f) = al+/

<1,+oo>(1 +t)(A+e€), du(t) + lig‘n\i‘gf/ (L+t)(A+e)y,, du(t)

[0,1]

—HalN+ [ (L OR@O e

[0,400)

FAS = f[o Jroo)(1 + t)Py(t) du(t) geniigt der Abschitzung

Iras v [ S = M0 (4.31)

und laut Bemerkung gilt limE\OHFEA7fH =0.
Damit folgt Ha(f) = liminfe o Ha(f) = liminfeo(Ha(f) + FAY) = liminfe o Hate(f) aus
Lemma 2330 und Lemma 234 O

Korollar 4.4.15 Fir A € M und f € T ist Ha(f) abgeschlossen und es gilt Ha(f) =
lim infe\o /HA+6 (f)
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Beweis: Nach Satz 4.4.10| hat Ha;(f) die Inverse ,H(A_;'_I)fl(f) € £,(X). Da diese lineare
Relation in £,(X) liegt und folglich abgeschlossen ist, ist auch H a47(f) abgeschlossen. Wegen

Satz [4.4.14 und Lemma ist schlieRlich auch Ha(f) = Ha+1(f) — F1 abgeschlossen. O

Lemma 4.4.16 Firue X, AeM, f=f,, € Sop und FlA’f aus Satz [4.4.14] gilt

Fi Ty = / JATA dv(t)u € dom(A).
[0,400)

14t
Beweis: Aus Korollar 2:2.13] folgt fiir s > 0
A, / JATA du(t) = / ATATA du(t)
(0,4-00) s (0,400) e

= / JAATA du(t)
(07_,’_00) 1+t

=JA /(0 )AtJi dv(t). (4.32)
;oo

1+t

Dabei ist der Integrand in (4.32) nach Korollar [2.2.14] stetig und auf Grund von HAtJi
14+t
1+t

’ < M(M + 1)1 und Lemma [3.4.4) v-integrierbar.

Wegen ran (f(0,+oo) AtJ% du(t)) = ran (f(07+00) J‘l‘% Ay du(t)) C dom(A) folgt aus (4.32]) wegen
Lemma [2.2.17]

lim A, / JATA dv(t)u = / A JA du(t)u.
50 (0,4-00) 1+ (0,400) 1+

Geméf Lemma [2.3.6] gilt

1+t

/ JATA dv(t)u € dom <lim inf A5> = dom(A).
(0,400) $™0

Definition 4.4.17 Fiir A € M und f € T definieren wir S;ﬁ‘ und Tf‘ durch
5}4 =al Jr/ (1+t) A du(t), Tj‘fx = / (1+t)J3 du(t),
(1,400) [0,1]
wobei a € C, p € M mit f = f, ..

Bemerkung 4.4.18 Sei A€ Mund f € 7T.

1. Nach Lemma [4.1.18||1} und [2| sind S]‘? und T ]14 wohldefinierte lineare beschrankte Opera-
toren.
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2. Die lineare Relation S}“ + ATJ‘C4 erfiillt dom (SJ‘? + ATfA) = {u € X: T]‘f‘u € dom(A)} und
mul(S;c4 + AT]{‘) = mul(A4).

3. Wegen Lemma [2.1.16|ist S;‘ + AT;‘ abgeschlossen.

4. Wegen Korollar[2.2.13[und LemmaMkommutieren S;ﬁ‘ und T;f1 jeweils mit (s + A)fl, JA
und A, fiir s > 0. ' '

Im Rest dieses Abschnitts werden S }4, Tf beziehungsweise W# aus Definition verwendet,
um eine duflerst dienliche Darstellungen von H 4 (f) in Korollar[4.4.19|und Satz erzuleiten.

Korollar 4.4.19 Fiir einen linearen Operator A € M und f € T gilt
Ha(f) = T+ AWHIT + A~ =87 + AT} (4.33)
Im Fall dom(A) = X gilt auch HA(f) = W/

Beweis: Sei f = f, . Als Erstes widmen wir uns der zweiten Gleichheit in (4.33)). Fir v € X
folgt aus Korollar 2.2.13] Lemma [2.2.10 und Fakta [4.1.8][4]

A -1, _
A/(O)l](1+t)Jt du(t)(I + A) u—A/

(1 +t)JA T udp(t) :A/ (1 + ) J{ T A du(t)
(0,1]

(0,1]

:AJ{‘/ (1 +t)J udu(t) :Al/ (1 +t)J udu(t)
(0,1] (0,1]

:/ (1+t)A1JtAudu(t):/ (1+ ) ATAT A dp(t)
(0,1] (0,1]

:/ (14 t)ATA T u dp(t)

(0,1]

:/ (1+ ) A du(t)(I + A) " .
(0,1]

Wegen (I + A)~'u € dom(A) erhiilt man aus Lemma [2.2.17]

ATH(I+A) lu=A <u({o})(1 +A) "+ / (1+8)J2 du(t)(I + A)1u>
(0.1]

= u({ONAT + A)"tu +/ (1+t)Ar du(t) (I + A) " u.
©0,1]
Damit gilt
WHI+A) u= (S} + AT (T + A)lu=(S7 = TP + T/ + ATH(T + A) '
= (97 —THUI+A) u+ T+ ATHI + A) Hu.

Nach Bemerkung |4.4.18|4l kommuntiert (I + A)~! mit 5}4 und Tf‘ und aus Lemma [2.1.20| folgt
WA+ A)tu = (I + A)7 1S = TH)u + Titu. Damit gilt WA(I + A)~'u € dom(A) genau
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dann, wenn T7'u € dom(A) und folglich erhéilt man
I+ AAWHI+A) =T+ A)((I +A)NSF —TH + T
=S} =T+ I+ AT =87 - T/ + T + AT}
A
=55 + ATf
aus Lemma R.T7Rl und [ sowie Lemma R1.201

Die Inklusion C der ersten Gleichheit in (4.33) wurde bereits in Propositionbewiesen. Daher
bleibt noch zu zeigen, dass jedes u € X mit v := W}“(I—&— A)~ty € dom(A) in dom(H(f)) liegt.

° Im Fall 0 € p(A), also A7! € £,(X) gilt gemiR Satz 0l Ha(f = HAfl('],F)_l €
). Wegen Proposition [4.4.7] haben wir ran((I + A)~') = dom( ) - dom(HA(f)) und
1nf01ge von Lemma [2.1.20( (I + A)"tu = Ha(f) 1 Ha(f)(I + A)~?
Nach Lemmafgplt[ +A)” I +A)C I und wegen Proposmon erhélt man mit
(I+Aw

HaA()I+A) Tu=WHI+A) lu=T+A) T+ AWHI+A)!
=T+ AT+ Av=>1T+A)"

Wegen (4.24) und Lemma vertauschen die beschréinkten linearen Operatoren (I +
At =Jf = (A7Y), und Ha(f)"' =Ha-1(f), weshalb

(I+A) 7 u=Ha(F)  HA) I+ A u=Ha(f) (L + A w= (I +A) Ha(f) o

Damit gilt (I + A) 7' [Ha(f) " 'w —u] = 0. Aus ker((I +A4)7') = mul(A) = {0} folgt
uw=Ha(f)tw € dom(Ha(f)) mit Ha(f)u = w.

e Fiir einen beliebigen linearen Operator A € M gilt wegen Satz und Lemma
v-WHR+A) T u=WHIT+A4)" - 2+A4) u
=-Wie+A) ' T+4)!
—2+A)TTWHAI+ AT
womit v — W2+ A)"'u € ran((2+ A)~') = dom(A). Wegen v € dom(A) liegt auch
W24 A)"'u in dom(A). GemiR Satz und Proposition gilt
W2+ ) = Hipa(H)E@+ A7 u = (Hal) + FM )@+ 4)7

=Ha(f) 2+ A u+ FM (2 4+ 4)7!
=Wie+A) u+ F (24 47

Nach Korollar [2.2.13) Lemma [4.1.9[ und wegen FlA’f = f[o +00) JAJTA du(t) gilt
) T+t

FM o+ A =24 4) B

und folglich Fi*/ (2 + A)~'u € dom(A). Daraus ergibt sich WerI(? + A)~lu € dom(A).
Wegen —1 € p(A) beziehungsweise 0 € p(I + A) folgt aus dem vorangehenden Fall und
Satz [L4.14]

u € dom(Hrpa(f)) = dom(Ha(f) + F* ) = dom(Ha()).
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Im Fall dom(A) = X sei s > 0 und u € dom(Ha(f)), was nach 1' u € X mit Tfu € dom(A)
bedeutet.

Laut Bemerkung [4.4.184] vertauschen T;‘ und S# mit JA. Wegen Tfu € dom(A) folgt
AT;f‘Jg“u = AJAT Ay = JSAATf‘u aus Lemma [2.2.10

Nach Proposition gilt W]’ﬁ CHalf) =57 + ATfA und damit

[&

WiJTAu = (S7 + AT{) T u = JA(SF + AT,

also (JAu, JSA(S? + ATfA)u) € W]‘fl.

Wegen dom(A) = X folgt aus Lemma dass limg o JAu = u und lims o J;‘(S}“—i—ATJf‘)u =
(S }4 + ATfA)u.

Damit liegt (u, (S}4 + ATf)u) nach Lemma in liminfe o W;‘ = Wij‘i‘, also Ha(f) =
S;ﬁ‘ + ATJ‘c4 C W;‘. Laut Proposition ist Ha(f) abgeschlossen. Damit folgt H(f) = Wif‘
aus der ersten Inklusion in Proposition |4.4.7] O

Bemerkung 4.4.20 Nach Korollar[£.4.19|stimmt der hier definierte Funktionalkalkiil fiir lineare
Operatoren aus M mit dem aus [3] iiberein.

Fiir eine lineare Relation A wurde Ap = AN (dom(A) X dom(A)) in Definition|2.2.19|eingefiihrt.

Korollar 4.4.21 Fir Ae Mund f = f,, € To gilt Ha,(f) = Ha(f)p. Im Fall p({0}) =0
haben wir mul(Wilf‘) = {0} und W4 = HA(f)p.

Beweis: Aus Korollar [4.4.12{ und Proposition 4.4.7| folgt dom(H 4(f)) = dom(A). Da Ap nach
Lemma 2.2.23|einen dicht definierten linearen Opertor auf dem Banachraum dom(A) bildet, folgt

aus Korollar dass

Ha,(f) =W;'? < dom(A) x dom(A). (4.34)
Da wegen Bemerkung und Lemma [2.2.2]] fiir v € dom(Ap)
WALy = au+ /( L 0 D) du(t) + ({0} Apu (4.35)
, oo

€ au+ / (1+t)Apudu(t) + u({0}) A{u} = Wf‘{u},
(0,+00)

gilt W;‘D C W]‘f‘ C Ha(f) gemél Proposition Laut Korollar[4.4.15/ist H 4 (f) abgeschlossen,
woraus sich W;‘D C Ha(f) ergibt und wegen 1)

Ha,(f) =W S Ha(f)p- (4.36)

Umgekehrt sei (u,v) € Ha(f)p. Auf Grund von Ha(f)p € Ha(f) und Proposition gilt
mul(Ha, (f)) € mul(Ap) = {0}. Also erhalten wir Ha, (f)J2Pu = JAPH 4, (f)u aus Lemma
4.4.3] Wegen Lemma [4.4.2| und Lemmagilt mul(Ha(f)p) =mul(Ha(f))Ndom(Ha(f)) €

mul(A) Ndom(A) = {0}, weshalb H,(f)pu = v geméf Lemma
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Da u und Ha(f)pu in dom(A) liegen, gilt JAPu = JAu und JAPH 4 (f)pu = JAHA(f) pu nach
Lemma Folglich erhélt man

WP T2 =Ha, ()T =Hap ()T 0= TP Ha, (flu= TP Ha(f)pu
= JMMA(f)pu = Jiv

fiir alle s > 0. Damit gilt (u,v) = lims\o(qu,WfAD JAu) € liminfg g WfAD = W;‘D wegen
Lemma und Lemma Also gilt

WP 2 Ha(f)p, (4.37)
woraus sich wegen Hap(f) =Ha(f)p ergibt.
Im Fall p({0}) = 0 gilt fiir u € dom(A)

W]‘f‘u =au+ /
(0,400)

= Hap(flu=Ha(f)pu.
und damit W7 C Ha(f)p. Nach Korollar |4.4.15|ist Ha(f)p = Hap(f) abgeschlossen und es

Aru(1+1¢) du(t) = au + /(0 . (Ap)u(l+41t)du(t)

gilt WA C Ha(f)p =Ha(f)D-
Aus und QD folgt Wijf‘ ) WfAD D Ha(f)p- =

Satz 4.4.22 Fir A€ M und f € T gilt mul(A) = mul(H a(f)) und
Ha(f) = (I + AW (I + Ap) ™" = 87 + ATP | gy (4.38)

Beweis: In Proposition wurde mul(H4(f)) € mul(A) bewiesen. Fiir die umgekehrte

Inklusion sei (0,v) € A und f = fo 7. Aus v € mul(A) = mul(f + tA) = ker(J7) folgt J'v =0
fiir alle t > 0 und damit Ajv = (I—J{*)v = v—J{*v = v. Nach Lemma[2.2.14gilt lim,\ 0 As11v =
Aiv = v und mit (4.24)

1
lim (A™Y, A, v=1
SI\I‘I(I)( )s+t +1v SI\I‘I(I) s+t

Nach Korollar2.2.13|gilt (A7), ;Asr1 = 715/ Aspr = 73 A 1 JA, und gemil Lemmam
s+t s+t

1 1
J%AS+1U = EJ%AAlv = EJ?v =0.

(A7) g Asrr]| < (M(A) +1)(s + )M (A)[o]| = (M(A) + 1)M(A)]Jv]|

s+t s+t

fiir alle s,t > 0. Da t — (M(A) + 1)M(A)||v||(1 4+ t) auf [0,1] u-integrierbar ist, folgt
(0,0) = lim(Auno, [ (104, Ao di(0)
sN\O0 [0,1]

aus dem Satz von der beschrinkten Konvergenz, Satz [4.1.10] Damit ist (v,0) ein Element von
liminf o f[o,l] (T4t)(A™1) ., dr(t).

Wegen f(0) = (zund S ooy t)(A™Y), du(t)v = S roy (I t)t=1JA vdi(t) = 0 erhilt man
(v,0) € Ha—1(f) =Ha(f)" ! aus Lemmaund Satz Daraus folgt (0,v) € Ha(f).
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Der Beweis der ersten Identitat in verlauft dhnlich w1e in Korollar |4.4.19
Nach Proposition gilt HA(f) (I + A)Wf (I+ A)~tund (I + A) YW C (I + A)Ha(f).

Fiir u € dom(HA(f)) gilt u € dom(A) Wegen Lemma [4.4.12] und infolge von Lemma [2.2.21

(I+A) 1 u= (I+A)|;;mwu = (I + Ap)~'u. Aus Fakta 2 1.11 I undﬁ erhalten wir

Ha(f){u} € (T +AWHAT +A) ) {u} = (T +AWH{T + A) " u}
= ((I+ AWM+ Ap) " u} C (I + AHa(F){T + Ap)~u}.

Wegen Propos1t10nhaben wir Ha(f) 2 Ha(f)p =Ha,(f) 2 W;‘D, also (I + A)YHa(f) 2
I+ A)WFD. Aus Lemma [2.2.17 erhélt man mul(Ha(f)) Ndom(I + A) C mul(4) Ndom(A) =

{0}, aus Bemerkung |4.4.5 % und Fakta 2.2.20 mul(W;‘D) = {0}, und infolge von Lemma
2.1.10 mul((f + A)Ha(f)) = mul({ + A) = mul((IJrA)W;‘D). Wegen Korollar (4.4.21] gilt
(I + Ap)~'u € ran((I + Ap)™') = dom(4p) = dom(VVAD)7 und wegen Proposition |4.4.7
und Lemma WAD(I+ Ap)™tu = Ha, (f)I + Ap)~tu = (I + Ap)™*Ha, (f)u, womit
(I+Ap)~tue dom(([ + A)WJ‘}D) Fakta 2.1.11 liefert

Ha(£){u} (L + AHADN{ I+ Ap) " u} = ((1+ AW ){(L 4+ Ap) "}
= (T + AW+ Ap)~ ) {u},

weshalb Ha(f) C (I + A)Wf” (I + Ap)~! laut Fakta|2.1.11 @
Wegen mul(WfAD) =mul(Ap) = {0} und Lemma 2.1.10H gilt

mul(([ + AW (I + AD)_1> = mul(A) = mul(Ha(f)).

Fiir die erste Gleichheit in (4.38) geniigt es daher zu zeigen, dass jedes
u € dom(A) = dom((I + Ap)~?') (siehe Lemma [2.2.23) mit v := W/'?(I + Ap)~'u € dom(A)
auch in dom(H 4(f)) liegt.

e Angenommen 0 € p(A), also A~ € £,(X) und damit H4(f)"! = Ha-1(f) € £,(X); siche

Satz [4.4.10} Aus (I + Ap) 'u € dom(Ap), Korollar 4.4.21] Proposition und Fakta
2111 erhalten wir

Ha(H){(I+A) "} =Ha(H){(I + Ap) *1u}3HA(f)D{(I+AD)*1u}
=Ha, (N){+Ap)~'u} = WP {(I+ Ap)~'u}

= {Win (1 + Ap)tu} = (o}

Es gilt {v} = (I+A) "I+ A){v} = T+ A)"HIT+ A} = {(IT+A) w} firw e
(I + A){v}, womit

{(T+A) " u} = (Ha() " HAN){T + A u} = Ha(F) T (Ha(H{T + A) " Mu})
DHAS) Hol =Ha(f) H{T + A wh = {Ha(f) T+ A) " w}
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Da beiden Seiten Mengen der Miichtigkeit 1 sind, gilt hier Gleichheit. Wegen H(f)~! =
Har (), (I + A)1 (A*l)t und Lemma u haben wir (1 + A"ty = Ha(f) NI +
A)7lw =T+ A)~ 1HA(f) w, weshalb (I + A) " Ha(f)lw —u] = 0.

Wegen Ha(f) rw € ran(Ha(f)™') = dom(Ha(f)) C dom(A), ker((I + A)~') = mul(A)
und Lemma 2.2.17] erhilt man

Ha(f)'w —u € dom(A) Nmul(A) = {0}.
Daraus folgt Ha(f) 1w = u, also (u,w) € Ha(f).
e Sei A eine beliebige lineare Relation aus M. Wegen Satz [2.2.12] und Lemma [£.4.6] gilt

v = WP (24 Ap)tu=WiP[(Ap + )™ = (24 Ap)u
=-W/P(Ap +2)""(I+ Ap)™"
—(2+ Ap)"'WiP(I+ Ap)'u,
womit v — WJ;AD(Q + Ap)~lu € ran((2+AD)_1) = dom(Ap) C dom(A). Wegen v €

dom(A) liegt auch WAD (2+ Ap)~tu in dom(A).
Laut Satz [£.4.14] und Pr0p0s1t10n M-47) gilt

WP (2 4+ Ap)tu = Hipap (12 + Ap) 'u= (Hap () + F'27) 2+ Ap) u

=Ha,(f)2+Ap) tu+ FAPF (24 Ap)~tu
=W;'P(2+ Ap) tu+ F{'"? (2 + Ap) .

Nach Korollar [2.2.13) Lemma [4.1.9[ und wegen FlAD’f = JAP TAP du(t) gilt
1+t

f[O,Jroo)

FPol (24 Ap)™t = 2+ Ap)LE{'P S

und folghch F{* 7 (24 Ap)~1u € dom(A), weshalb WJE”A)D (I+(I+A)p)~tu = W;+AD (2+

Ap)~tu € dom(A) nach Fakta [2.2.20) m‘
Wegen —1 € p(A) beziehungsweise 0 € p(I + A) folgt aus dem vorherigen Fall und Satz
E414

u € dom(Ha+:(f)) = dom(HA(f) + FlA’f) = dom(Ha(f)).

Fiir die zweite Identitit in (4.38) sei f = fa,, und u € dom(A) = dom(Ap); siche Lemma [2.2.23
Wegen Proposition [£.4.7 und Korollar [£.4.19] gilt

(1+t)(AD)td,L(t)+AD/ (14 )JA? duf(t).

Wi €, () =al +
[0,1]

(1,400)

Aus Lemma 1] und Lemma [£.1.8|[] folgt

(a[ + /(17%0)(1 +1)(Ap), du(t)>u = (a[ + /(1,+oo>(1 +1) A, du(t)>u = Sfu
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und f[o g+ £)JAP du(t)u = f[o g+ t)J{ du(t)u = Tfu, weshalb
W (14 Ap)~u = (57 + ApTf)(I + 4)7!
=SHI+A) w4 ApTi (1 + A) .
Da SJ‘ﬁ‘ und T]‘c4 mit (I + A)~! kommutieren, gilt
WP (I+ Ap) 'u=(I+A)"'Sfu+ Ap(I + A)~'Tfu
=T +A)"'Sfu—(I+A)'Tiu
+(I+A) "Tiu+ Ap(I+ A)"'Tiu
=T +A) " (Sfu—Tfu) + (I +Ap)(I + A) ' Tu

Aus Lemma und Proposition [4.1.15| folgt T]‘flu = f[o 1+ t)J du(t)u € dom(A). Nach
Lemma [2.1.20{und Lemma [2.2.21|gilt (I+Ap)(I+A)~ 1|d0m(A) (I+Ap)(I+Ap)~' = I|m
und damit T¢'u = (I + Ap)({ + A)_lT]’f‘u. Wir erhalten

WiP(I+ Ap)~'u= (I + A)7'[Sfu — Tfu] + Tfu.

Wegen (I + A)_l[S;‘u - T;‘u} € dom(A) liegt T]‘Z‘u genau dann in dom(A), wenn W;‘D(I +
Ap)~tu € dom(A), also

dom (S}4 + AT;"W(AW) = dom (ATﬂW(A)) = {w € dom(A) | wa € dom(A)}

— dom((f + AW (I + AD)*l) N dom(A).

Aus Korollar 4.4.12| folgt dom((I + A)WfD I+ AD)*l) = dom(Ha(f)) C dom(A), weshalb

dom((I + AW (T + AD)*) - dom(s;ﬁ‘ + AT;‘\m).

Fiir v € dom (S}4 + ATJ{"W) folgt wegen Lemma |4.4.3] Beispiel 4.2.4 und Fakta 2.1.11

(I+A{IT+A)7[Sfu—Tiu} = (I + AT+ A) ) {Sfu—Tfu}
= (I +A)7 (I + A)(Sfu—Tfu) + mul(A)
Sfufoqumul ):{SfufT;‘u}erul(A)

und infolge Lemma Tfu = Tf\mu und Fakta und
((+ WP (1 + Ap) ) {uh = (1+ WP (1 + Ap)~'u}

= (I+A{IT+A)'[Sfu—Tfu + Tfu}
=T +A){UI+ A)*I[S;ﬁ‘u - Tf‘u]} + (I + A){T;‘u}

= {Sfu - Tfu} + {Tfu} + A{ TPy}
= (87 + AT;‘|m){u}.
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Damit erhélt man (£.38) aus Fakta [2.1.11][6] O

Bemerkung 4.4.23 Sei A € M und f = fo, € To. Aus Ha(f) = (I + A)WfAD(I + A)~1
folgt mul(A) = ker((I + A)~') C dom( (I + A)W;f‘D I+ A)’l) = dom(H4(f)) € dom(A) und
damit mul(A) = {0}; siche Lemma

Im Fall p({0}) # 0 gilt jedoch Ha(f) = 5}4 + ATfA. Dazu betrachte u € dom(AT;f‘) =
{w eX| T;f‘w € dom(A)}. Mit Lemma |4.1.13| erhélt man

TfAu = p{0}u+ / (1 +t)J du(t)u € dom(A) C dom(A),
(0,1]

weshalb u nach Proposition [4.1.15/in dom(A) liegt. Also gilt dom (AT;‘) C dom(A) und folglich

AT;‘ = ATf|7dom(A)’ da AT;‘ D ATf|7dom(A) und mul(ATJf‘) = mul(4) = mul(ATf‘|7dom(A));
sieche Bemerkung [2.1.8] und [§
Korollar 4.4.24 Fir Ae M, f € 7o und § > 0 gilt
Ha(f) =al + / (1+t)Ardu(t) + A (1 +6)J7 dp(®) | gomay (4.39)
(8,400) [0,6]

Beweis:

o Fiir 0 <r < s < o0 ergibt sich A, = A,y = (A—r), = ATJtAfT,t € [r,s] aus Lemma

.2.11jund Lemma Zusammen mit Lemma Lemma@ und Lemma

erhalten wir

[ asoadnn = [ a0t aun =a. [ @eoad,du
(8]

(r,s] (r,s]

c AT /( (@ 0 du) = A /( (0 O I dp)

=A (1+t)J du(t). (4.40)

(T7s]

Wegen Bemerkung [2.1.8] folgt dom(A f(r’s](l +t)JA dﬂ(t)) = X.

e Der Fall 6 = 1 war Inhalt von Satz [4.4.22] Fir § > 1 gilt [0,1] = [0,4] \ (1,6], (1,+00) =
(8, 400)U(1, 6], und im Fall § < 1 haben wir [0, 1] = [0,6]J(4, 1], (1, +00) = (d,+00) \ (4,1].
Um einer Fallunterscheidung zu entgehen, definieren wir ¢ := T(1,400) (0) und

) @,6], 0>1,
Q'_{(a,u, §<1.
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Nach Lemma und Lemma gilt
A/ (1+8)J du(t) = A / (1+t)J du(t) + (—1)q/ (1+t)J du(t)
[0,1] [0,5] Q
) A/ (1+t)J du(t) + (—1)%4/ (1+8)J du(t)  (4.41)
[0,4] Q
und wegen Bemerkung und Lemma
dom(A/ (1+t)J3 du(t)> ) dom(A/ (1+ ) du(t) + (— qA/ 14t)JA du(t ))
[0,1] [0,5]
/ (1+t)JA du(t
[o, 5]

wu(t

dom(A/ (1 +t)JA du(
[0,6]

dom A/ 1+tJt du(t
[0,9]

N dom 1 +t)JA dﬂ(t))

)
Yo
)

Analog erhalten wir

A (1+t)JtAdu(t)=A</[ (14 6)JA dpu(t) — (~1)0 / (1 +t)JAdu()>

[0,4] 0,1]

QA/ (1+t)JA du(t) qA/ + t)J du(t)
[0,1]

=)
:
vv

|
a
S}
B
b

\

=
_|_
k.

o
2
1:

Daraus folgt

A
dom<A /[0 1](1+t),]t du(t )) —dom<A /[0’5](1“)(@ du(t)>. (4.42)
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e Wegen Lemma gilt
S}q =al —|—/
,
=al + (I+t) A du(t) — (—1)q/ (1+t)A, du(t)
+o0) Q

(s,
und mit (4.41)) und (4.40)

fo _ A/[o 1](1 +t)JA du(t)|m

(1+t) Ay du(t)
+00)

2 A/[O 6](1+f)=7£4 du(t)|cmw+(—1)qA/Q(1+f)J£4 dp(t) [ qomcay

|V

Af 0D Ol + (1) /Q (1 ) Ay dyu(t) o

_ A/[O (4 0 Oy + (1)Q/Q(1 1) A, du(t).
Satz liefert
Ha(f) = S7 + AT}
Dal + / (1+t) A du(t) + A/ (1 +6)J7 dp(®) | gomay: (4.43)
(8,400) [0,6]

e Nach (4.42) stimmen die Definitionsbereiche beider Seiten von (4.43)) iiberein. Schlieflich

gilt wegen Satz [1.4.22]
mul(Ha(f)) = mul(A)

=mul| al + / (L+t)Ardu(t) + A/ (1+t)JA du(t)|m
(6,+00) [0,6]

und damit Gleichheit in (4.43)); siehe Fakta [2.1.11

(]
Korollar 4.4.25 Fiir A€ M und f € T mit lim,\ o f(z) = 0 gilt ker(Ha(f)) = ker(A4).
Beweis: Wegen lim,\ o f(z) = lim. 0 f(z) = 0 liegt £ in 7g. Damit folgt
ker(Ha(f)) = mul(Ha(f) ™)) = mul(’HAa(f)) = mul(A™") = ker(A)
aus Satz und Satz O

4.4.4 Produktregel fiir lineare Relationen

In diesem Abschnitt wird Satz auf beliebige lineare Relationen aus M verallgemeinert,
wobei die Aussage nuancierter zu formulieren sein wird, wie folgendes Beispiel erwarten lésst.
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Beispiel 4.4.26 Sei A € M, (z — 1+2) € Ty, (2 (1+2)7!) € Spund (2 — (1+2)(1+2)71) =
(z — 1) € Ty; siehe Beispiel und Beispiel Wegen Lemma [2.1.20] Beispiel 4.2.11
[l und Beispiel [£:2.4] gilt

Halz—= (1+2) DHa(z=1+2) CHaA(z—= 1) CHa(z = 14+ 2)Halz = (1+2)71),

=(I+A)-! =I+A =1 =I+A =(I+A)-1!

wobei im Fall mul(A4) # {0} die Inklusion strikt sind, weil mul(I + A) = mul(A) # {0} und
dom(I + A) = dom(A) # X; sieche Lemma
Satz 4.4.27 (Produktregel fiir lineare Relationen - reduzierte Version) Sei A € M.

1. Fiir f€ To,g €T und fge T gilt

Ha(fg) CHa(f)Ha(g), (4.44)

wobei die Unendlichteile ibereinstimmen.
2. Fiir f € To,9 € ToU(SoNT) und fg € T gilt

Ha(fg) =Ha(f)Halg). (4.45)

3. Fir feT,ge€ Sy und fgeT gilt
Halg)Ha(f) S Ha(fg) S Half)Halg)- (4.46)
Im Fall f,g € Sy, fg € T haben wir Gleichheiten in .
4. Fiir f,g € T3 \ {0} mit fg € 75, gilt (4.45).

Beweis: Im Folgenden bezeichne h := fg. Im Fall € > 0 gilt (A +¢)~! € M N £,(X), weshalb
fir f,g,h € T gemék Satz

Hiaro1(h) = Hiara 1 (@) Haro (f)-
Invertieren beider Seiten ergibt nach Satz [£.4.10]
Hatre(h) =Hatre(f)Hare(9)- (4.47)

1. Nach Bemerkung haben wir lim.\ o g(z) € C, weshalb im Fall f € 7o, g,h € T

EANY 2N\0 2\0 2N\,0

lim A(z) = lim f(2)§(z) = <lim f(z)> (hm 'g(z)> =0,
also h € 7.
Sei (u,v) € Ha(h). Fiir € > 0 gilt nach Satz [4.4.14) mit FA" € £,(X)

(u, 0+ FH"u) € Ha(h) + FA" = Har(h) = Hare(F)Hare(g).
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Insbesondere gibt es ein w, derart, dass (we, v+ FA"u) € Hate(f) und (u, we) € Hate(g).

Gemif Korollar [4.4.12| gilt w, € dom(Ha,(f)) C dom(A). Mit FA49u € dom(A) liegt
daher auch w. — F/9u in dom(A). Wegen Satz |4.4.14| haben wir

we € Have(9){u} = (Halg) + FH9){u} = {y + F% | y € Ha(g){u}},

weshalb ein y € Ha(g){u} existiert, mit w, = y + F/% und damit w, — FA9u = y €
Ha(g){u}. Demnach liegen w, — FA9u fiir alle € > 0 im affinen Raum Ha(g){u}. Fiir
d, € > 0 gilt wegen Proposition Lemma und Lemma

(we — FA9y) — (w5 - F(;A’gu) € mul(H4(g)) N dom(A) C mul(A) N dom(A) = {0}.

Also stimmen alle w := w, — FgA*gu, e > 0, liberein. Wir erhalten lim.owe = w +

lime o FA49u = w und (u,w) € Ha(g) = Ha(g); siehe Korollar 4.4.15
Aus Korollar folgt auch

T Ah .. o
(UJ,U) - eh\r%(wsvv + Fe ’LL) € hren\‘%lfHA-‘rG(f) - HA(f)a
und deshalb (u,v) € Ha(f)Ha(g). Also gilt Ha(h) C Ha(f)Ha(g).

Wegen Satz haben wir mul(H 4 (h)) = mul(A) = mul(H4(f)).
Fiir v € mul(Ha(f)Ha(g)) existiert ein w € mul(Ha(g)) mit (w,v) € Ha(f). Nach Korol-

lar {472 und Lemma [2:2.17] gilt
w € mul(H4(g)) Ndom(Ha(f)) € mul(A) Ndom(A) = {0},

also v € mul(Ha(f)). Wir erhalten mul(Ha(f)Ha(g)) = mul(Ha(f)) = mul(Ha(h)).

. Wegen bleibt im Fall f € 75, g € ToU(SeNT), h € T noch dom(H 4 (h)) D dom(Ha(f)Ha(g))
zU zeigen; sieche Fakta Dazu sei (u,v) € Ha(f)Ha(g).

Im Fall g € Sp N T gilt wegen Lemma und Proposition m FA Yy € dom(A4) C
dom(H 4(f)) und folglich

Hiralg)u =Ha(g)u+ F{"9u € dom(Ha(f)) = dom(Hr1a(f)),

weshalb v € dom(Hr+a(f)H1+4(g)). Auf Grund von (4.47) und Satz erhalten wir
u € dom(Hyta(h)) = dom(Ha(h)).

Anderenfalls gilt (u, (I + A)~tv) € (I + A)"*HA(f)Ha(g),
also (I + A)~tv e ((1 + A) 1 HA( f)’;'—[ (9)){u}. Aus Lemma erhalten wir
(I4+A)"YHa(f) CHAT + A und (I + A) "' Ha(g) € Halg)(I + A)~L, weshalb

(I +A) T HA(N)Halg) © Ha(F)T +A) T Halg) C Ha(H)Halg)U + A7
Wegen Fakta [2.1.17][6] gilt
(I+A) v e ((I+A) 7 HalF)Halg) {u} € (Ha(H)Halg)( + A)7) {u}.

Laut Proposition haben wir (I + A)~'u € dom(A) C dom(H 4(h)) und folglich wegen
Ha(f)Halg) 2 Ha(h), mul(Ha(f)Ha(g)) = mul(H(h)) und Fakta[2.1.11][7

(I+A) v e (Ha(HHalo)I +A) ) {u} = Ha(H)Ha(9){T +A) " u}
=Ha(h){(I+A) " u}.
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Daraus folgt

((I+ A)ilu, (I+ A)ilv) € Ha(h) N (dom(Ha(h)) x dom(Ha(h))) =Ha(h)p,
also Ha(h)p(I + A)~lu= (I + A)~tv € dom(A).

Im Fall g € Tg gilt v € dom(A) wegen Korollar [4.4.12
Zusammen mit Korollar [£:4.21] Proposition [£:4.7] und Lemma [2.2.27] folgt

HaW) I+ A) " u=Ha, () + A) " u = Wi(Ap)(I + A)u
= Wi(Ap)(I + Ap)~'u.

Damit liegt auch Wy, (Ap)(1+ Ap)~'u in dom(A). Aus Satz [4.4.22|folgt u € dom(H 4(h)).

. Wegen Satz gilt Ha, (9)Ha,(f) =Ha,(h) =Ha, (f)Ha,(g), A > 0. Seien a € C und
€ M mit g = g, € Sp; siehe Definition Fiir alle A > 0 gilt

1Har @ < lal + / 1+ A0 (1 + 1) dlul (1)

»+o0)

1+1¢
<o+ [ M)
(0,+00)

< Ja| + (M(A) + 1)/ ? dlp|(t) < +c.

(0,400)
nach Lemma [£.2.9] Lemma [2.2.9| und Lemma [2.2.16] Auf Grund von g € Sy folgt Ha(g) €
£4(X) aus Lemmad.2.9, weshalb dom(lim infx« 0 Ha, (9)) = dom(Ha(g)) = X. Somit folgt
(4.46]) aus Lemma |2.3.5

Im Fall, dass zusétzlich f € Sy, kann (4.46) auch mit vertauschten Rollen von f und g
angewendet werden.

. Wegen Korollar [3.4.11) und Lemma [3.4.15| gilt 73 \ {0} € 7 und T, C So U To. Fiir
FETNTogeTi \ {0} € ToU(SoNT) gilt fg € Ty \ {0} € 7. Damit folgt ([£.45) ans
dem Punkt. Im Fall f,g € Sy erhélt man (4.45) geméaf

Fiir die Abhandlung des verbleibenden Falles seien f = fy, = gq,u € So und g € To. Aus
dem [3] Punkt folgt

Ha(f)Halg) CHa(h) S Halg)Ha(f)-

Laut Lemma gilt Ha(f) € £5(X). Zusammen mit Satz [4.4.22] folgt
mul(Ha(g)Ha(f)) = mul(Ha(g)) = mul(A). Nach Korollar gilt a # 0.

Fir v € mul(A) folgt Ha(f)u = au + f(o +oo)(1 +)(t+ A) udu(t) = au aus Lemma
[4:2:9] Deshalb gilt

mul(Ha(f)Ha(g)) = Ha(f)[mul(Ha(g))] = Ha(f)[mul(A)] = mul(A),
also mul(Ha(g)Ha(f)) = mul(Ha(f)Ha(g)).

Damit bleibt nur noch dom(Ha(g)Ha(f)) C dom(Ha(f)Ha(g)) zu zeigen. Dazu sei u €
dom(Ha(g)Ha(f)), also u € X mit Ha(f)u € dom(Ha(g)). Aus Satz[£.4.14 und Lemma
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[L4.16] erhalten wir

Havr1(flu=Ha(f)u+ /(0 . JtAJ% dv(t)u € dom(Ha(g)) = dom(Ha+1(9))-

Nach kommutieren H a4 7(f) und Hayr(g).
Daraus folgt u € dom(Ha11(9)Ha+1(f)) = dom(Ha+1(f)Ha+1(9)),
also u € dom(H a41(g9)) = dom(Ha(g)) = dom(Ha(f)Ha(g)).

O

Bemerkung 4.4.28 In [4] Theorem 4.1 (i) wird die Aussage[2} aus Satz[1.4.27|etwas allgemeiner
formuliert:

e Fiir f € To,ge T und fg e T gilt Ha(fg) = Ha(f)Halg).

Dafiir fehlt noch, dass im Fall g € T \ (T U Sy) gezeigt wird, dass u € dom(Ha(f)Ha(g)) die
Tatsache u € dom(A) nach sich zieht. Der Nachweis davon wird in [4] nicht gefiihrt.

Korollar 4.4.29 Fiir g € 7, und A € M gilt Ha(g) € M, Ha(gr) = Halg), fir alle A >0
und M(Ha(g)) < M(A).

Beweis: Wegen Bemerkung gilt (z = 14 Ag(z)) € T+. Aus Definition Bemerkung
Beispiel Lemma und [2} sowie Lemma [2.3.4)[4 erhalten wir

Ha((z =1+ 29(2)) =liminfHa, (2 = 1+ Ag(2))) = liminf(Ha, ((2 = 1)) + AHa,(9))
= hrtr{glf(f + AHa,(9) = hgr{‘lglff + hrtn\lglf(AHAt (9)

= I—|—)\h£r{‘151f’}-[,4t(g) =T+ XHa(g).

Die Funktion h mit h(z) := 1 — Agy, 2 € C\ (=00, 0], liegt nach Korollar in Sy, wobei
(I1+ Ag(2))h(2) =1, z € C\ (—o0,0]. Daher folgt fiir alle A >0

Ha(R)[I+AHa(g)] €I C I+ AXHa(g)]Ha(h)

aus Satz [4.4.27|[3] Daraus ergibt sich mit Lemma [2.1.20] und Lemma fiir alle A >0

SGI+Halg) ™ = (I + NHa(9) ™ = Ha(h) € £(X),
weshalb p(Ha(g)) 2 (—o0,0).

Der Rest des Beweises verlduft genau so wie jener in Korollar wobei H** durch H ersetzt
wird. (|

4.4.5 Stabilitdt unter Komposition fiir lineare Relationen

In diesem Abschnitt wird eine Version von Satz [4.3.4] fiir lineare Relationen aus M formuliert.
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Satz 4.4.30 Fiir f € ToUSy, g € T und A € M gilt Hy, (o) (f) = Ha(f o g).

Beweis: Wie im Beweis von Satz verwenden wir die Schreibweise f(0) := lim.\ o f(2). Im
Fall g = 0 haben wir Hy, , (4)(f) = Hor(f) = f(0)I nach Beispiel 4.2.11|[1} Damit erhilt man aus
Satz Beispiel und Lemma

Haa(e)(f) = Hor(f) = lign\igf Hor(f) = ligl\iglf Haa, (9 (f) = lign\igf%lfxA (fog)=Ha(fog).

Sei f = fa, € Tound g € T, \ {0} C T; siehe Korollar Wegen Satz und Lemma
liegt fog= foginT,also fog € T. Wegen Satz und Korollar |4.4.29|sind H 4(f og)
und Hy, (g)(f) wohldefiniert.

Sei € > 0. Fiir den beschrinkten linearen Operator (A + ¢)~! gilt nach |D HH<A+5>71(§~(J7> =

H(atrey— ([ 07). Wegen Satz (1410 gilt Hae,,. o) (/)™ = Havn,. (91 () = o, 1 (f) und
H(aye— (fog) = Hiare-1(fog) = Hate(f o g)~'. Durch Invertieren folgt

HHA+5(!]) (f) = HA+e(f © g)' (448)

Aus Korollar [.4.15| erhalten wir H4(f o g) = liminf o Ha+e(f o g). Fiir den Satz bleibt noch
Hai (o) (f) = Himinfes o Hyy o, (g)(f) 2 zeigen.

Fiir € > 0 gilt nach Satz[4.4.14 Hatc(g) = Ha(g) + F9 mit FA9 € £,(X). Da die Definitions-
bereiche und Unendlichteile von H 4(g) und H a+c(g) iibereinstimmen, folgt

‘/[0 1](1 + t)(JtHA(Q) - Jz-tA‘FE(g)) dﬁb(t) _ /[O 1](1 + t)tJZ{A(g)FCA7gJZ{A+e(9) du(t)

aus Satz [2.2.15

Nach Lemma [2.2.16{ gilt lim o t.J;*4 @2 pAg jHave(0) — jHal) _ jHavel9) opei

|72 Fa gD || < Mg (M a(9))| FL]| M (Has () < EMAP|[FA

siehe Korollar [4.4.29 Da t + (1 +t)tM(A)?||F29|| auf [0,1] p-integrierbar ist, folgt

lim (1+ t)tJt’r’-lA(g)sF:\,gJZ'lAJre(g) du(t) = / (1+ t)(JZ'lA(g) _ JZ‘iA+e(9)) du(t)  (4.49)
s™0 J[0,1) [0,1]

aus dem Satz von der beschrinkten Konvergenz, Satz

Wegen Lemma [2.2.10{ und Definition folgt HA(g)SJZ-LA(g)S = (Halg),), =t""(I - JZ{A(g)S)
und weiters limg o t”HA(g)SJZ{A(g)S =1- JtHA(g) aus Korollar [2.2.16] Aus

|a(g) a7 p2a gD || <M (Halg)) + 1| F29 | M (Hare(9))
< (M(A) + 17| F9)|
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zusammen mit der p-Integrierbarkeit von t — (14 ¢)(M(A) + 1)%||F29|| auf [0,1] folgt
lim M4 (g)s / (14 H)THa@: pag gHawe@) g ) (4.50)
sN\0 [0,1]
_ / (1+t)(I — JZ‘-lA(g))F:l,ngiA+e(9) dp(t)
[0,1]

aus dem Satz von der beschriankten Konvergenz, Satz [£.1.10]

Aus Lemma und Lemma [2.1.24f erhalten wir liminfe o Ha(g), = Ha(g) = Ha(g), womit

( /[ U7 ) d /[ (O = S ERE dpay) < Haty
0,1 0,1

fiir u € X wegen (4.49) und (4.50).
Daraus und Lemma folgt mit D := dom(H a1(g)) = dom(Ha(g))

Hale) [ @+ 07 du(o)l (4.51)
[0,1]

> Halg) /[ 1}(1 + 6749 du(t) 5+ Halg) /[ 1}(1 1) (I gDy a5

> Halg) /[ 1}(1 + 67749 du(t) 5 — /[ 1}(1 1) (I — D FEA9 A g e,

Fiir u € D gilt wegen Satz [4.4.22{ und Satz

/[0 1](1 + t)JtHA(g) du(t)u € D < u € dom(H a(f)) = dom(Hate(f))

o [ A+ 9 qutyu e D.
[0.1]

Insbesondere stimmen die Definitionsbereiche der ersten und letzten Relation in (4.51)) iiberein.
Da dies nach Lemma und Lemma auch ihre Unendlichteile tun, gilt Gleichheit

in (4.51); siehe Fakta|2.1.11
Daraus und Lemma folgt

Harelg) /[ DI o

< Halo) |

[01](1+t)JZ{A+€(g)du(t)|5+Fg4’9 / (1+ )T 9D qut)  (4.52)

(0,1]

— Halg) /[ (0 o) + /[ (@ D EL IO ),
,1 ,1

Wegen dom(H 44(g9)) = dom(Ha(g)) stimmen die Definitionsbereiche beider Seiten in (4.52))
iiberein. Aufgrund von mul(Ha4¢(g)) = mul(H4(g)) tun dies auch ihre Unendlichteile, womit
wir Gleichheit in (4.52)) haben.
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Aus Satz |4.4.22| und dom(A + €) = dom(A) = D folgt
Hotny (o) () = ST f 4, ()T |5 (4.53)

—al+ /( o (DR 9) ) + Ml /[ DI )
,+oo )

— Haiao) () + /( (DA o) ~ Hao)) dnt)

_|_/ (1 + t)JZ-lA(g)F:l,ngiA+e(g) dM<t)-
[0,1]

Nach Korollar [£:4:29] gilt
Hare(9), — Halg), = Hare(ge) — Halge) = FH,

mit FA9 wie in Satz [4.4.14 Wegen g € T, gilt g(t) > 0, ¢ > 0 und es gibt b > 0 und ein nicht-
negatives v € M mit g = fp,,. Nach Korollar [3.4.16| gilt g; = f, .., € T+ N Sp mit 1,({0}) = 0,
vy > 0und b, = ﬁ. Damit ergibt sich

Pt
1+se

t e(l1+s)
[Hate(g), — Halg),ll = ||F6A’g I < /(LJFOO) 1+ se ’

H dvy(s)

saap [ S () = MR )

und

/ (14 0)(Hase(g), — Halg),) duu(t)
(1,400)

< / (1+ D) Harel9), — Hale), | diul(2)
(1,400)

— M(A)? /( SIRCORDIEDET0

9 gle)(1+1t) b(1+1)
M(4) /<1,+oo) e el L)

aap [ 2GEED - BEE
= M(A)*((f(g(e)) — a) = (f(b) — a))
= M(A)*(f(g(€)) — f(D)).
Da zudem
‘ / (14 £)JH40) pag gHar@) g )l < / (1 +t)‘ JHAD pAg pHase@ || gy )
[0,1] [0,1]

< M(AP?|pl([0, 1])2[ EX9 ||,

erhilt man infolge von Bemerkung [3.3:2]2] und Proposition [3.3.3]

lim =0.

e\ 0

/ (L4 0)(Hase(g), — Halg),) du(t) + / (14 )T P JHase® gy, p)
(17+°O) [071]
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Aus 1 3, Lemma 4 4.15 Lemma und Lemma folgt Hi (o) (f) = Hau(e)(f) =

lim 1nf6\0 HHA g) = hm 1nf€\(0 HHA+E(9)

Sei schlieflich f in Sp. Aus (4.21)) folgt Hyy,, (o) (f) = Ha,(f o g). Da Ha,(g) ein Netz in M mit
liminfi o Ha,(9) = Hal(g) ist, folgt die Behauptung aus Lemma O

4.4.6 Spektralabbildungssatz

Dieser Abschnitt untersucht den Zusammenhang zwischen dem Spektrum einer linearen Relation
und jenem seines Bildes unter dem Funktionalkalkiil.

Der weiter gefasste Spektrumsbegriff macht es moglich die Resultate aus [4] Theorem 4.4 ohne
Fallunterscheidungen zu formulieren. Dafiir verwenden wir fiir f € 7 die Notationen f(0) :=

lim,\ o f(2) und f(o0) :=lim, »4o0 f(2).

Lemma 4.4.31 Falls fiir Mengen P, ), R und Abbilungenn : P — R, ( : Q@ — R eine surjektives
U: P — @ mit n = ( oV existiert, gilt n(P) = {(Q).

Beweis: Der Beweis erfolgt durch eine Diagrammjagt.
p—Y Q
X /
¢
R

Fiir r € n(P) gibt es p € P mit n(p) = r, womit r = n(p) = ((¥(p)) € ¢(Q). Sei andererseits
r € {(Q), also r = ((q) fur ein ¢ € Q. Da ¥ surjektiv ist, existert ein p € P mit ¥(p) = ¢,

weshalb 7 = ((q) = C(¥(p)) = n(p) € n(P). -

Bemerkung 4.4.32 £,(X) versehen mit der Operatornorm bildet eine Banachalgebra mit Eins
I; siehe [6] Definition 1.1.1.

Fiir eine abgeschlossene Unteralgebra Q@ von £,(X) und A € @ definieren wir
oo(Ad) = {AeC|(A-A)'¢Q} Im Fall Q = £,(X) gilt 0o(A) = o(A); siche Definition
m

Fiir eine Teilmenge D C £,(X) definiert D' := {B € £,(X): BA = AB fiir alle A € D} den
Kommutator und D" := (D’)" den Bikommutator von D.; siehe [6] Defintion 1.2.1.

Falls D kommutativ ist, das heift AB = BA, A,B € D, wird in [6] Proposition 1.2.3 gezeigt,
dass der Bikommutator D" eine kommutative, abgeschlossene Unteralgebra von £,(X) bildet,
wobei D C DH, Ie€ D" und O'D//(B) = O’gb(X)(B), BeD".

Ein lineares Funktional m : D” — C heift multiplikativ, falls m # 0 und m(RS) = m(R)m(S)
fiir alle R, S € D".

Mpn bezeichnet die Menge aller multiplikativen Funktionale auf D", welche alle automatisch
kontraktiv sind; siehe [6] Defintion 1.3.1.
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Sei Mpn als Teilmenge des Dualraums £4(X )" mit der schwach-*-Spurtopologie versehen und
C(Mpr) die Menge aller stetigen Funktionen Mp.» — C. In diesem Kontext bezeichnet

n D" —)C(MDH)
1A = (me m(A))

die Gelfandtransformation; siehe [6] Defintion 1.4.2.
Fiir A € D" erhalten wir aus [6] Satz 1.4.3

o(A) = ¢, (x)(A) = opr(A) = A(Mpn) (4.54)

Satz 4.4.33 ImFall f € T,A € MN£L(X) oder im Fall f € Sp, A € M, hat man f(c(A4)) =
o(Ha(f))

Beweis: Wegen Korollar ist D := {A{|t > 0} eine kommuative Teilmenge von £,(X). Fiir
f = fa,u kann H 4(f) laut Lemma im Fall A € M N £4(X), bezichungsweise Lemma m
im Fall f € S, als Ha(f) =al + 0 +Oo)(1 +t)A; du(t) geschreiben werden und liegt folglich in

D"; siehe Proposition 4.1.15| und Bemerkung [4.4.32] Aus (4.54) erhélt man

o(Ha(f)) = 70,00 (Ha(f) = 000 (Ha(F) = {Ha(D)(m) [ m € Mpr}.  (4.55)

Nach [6] Fakta 1.3.3 5. zusammen mit (4.1) in Lemma ergibt sich

Ha(f)(m) =m(Ha(f)) =m(al) +m</ (1+1)A, du(t))
[0,400)
=a+ / (L 4+ t)ym(As) du(t). (4.56)
[0,400)
Wir wollen als néchstes die Wohldefiniertheit und Surjektivitdt der durch

m(de) = &(19)(¥(m)), £ >0,

definierten Abbilung ¥ : Mp» — o(A) begriinden. Geméaf (4.54) und Proposition gilt
{m(At) ‘ m &€ M N} = O'D//(At) = Uilb(X)(At) = O'(At) = {(ZS(% (1)) ()\) | )\ € U(A)} (457)

Fiir m € Mps und 0 < t,s < +o0o gibt es A, A € o(A) mit m(4;) = ¢(10)()\) = 2
t1

m(As) = <Z5(1 (1)) (5\) = 1J;\55\. Wegen Satz |2.2.12] gilt

m(A;) — m(As) =m(Ar — As) = m((s — t)ArAs) = (s — t)m(A)m(As),
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Im Fall \,\ € 0(A) \ {oo} ergibt sich

A=N+E=—DM A X (s 1) A A
T+t rsn) A+ (drsy o TOFN) 1+ sn)
(s —t)AX

(1+tA) (1 +sA)’

weshalb A = A. i
Fiir A = oo gilt m(A;) = ¢( 10) (00) = 1. Damit folgt A = co durch das Freistellen von m(4,) in
t1

1 1 s
T m(A4s) = (s — t);m(As) = ;m(AS) —m(As).

Also gibt es zu m € Mpn ein A € o(A) mit m(4;) = d)(l O)()\) fiir alle ¢ > 0, wodurch die

t1
Wohldefiniertheit von ¥ erwiesen wére. Die Surjektivitdt von ¥ erhélt man aus (4.57) und nach
Konstruktion von ¥ gilt

v /[o,m) A dplt) = /[O’m) ?(1 0 ((m) du()

fir alle m € Mp.. Damit erhalten wir

aus , (4.55) und Lemma |4.4.31 O

Korollar 4.4.34 Fiir f € 7o und A € M gilt Ha(f) € £,(X) genau dann, wenn A € £,(X).

Beweis: Fiir A € £,(X) gilt Ha(f) € £,(X) nach Lemma Sei also A ¢ £,(X) und damit
0€o((I+A)~1). Mit Satz [4.4.33| schlieft man auf

0=F0) e {f(x) | 2o+ ™)} = Flo(I+ A7) = o(Hirsa ().

Zusammen mit Satz ergibt sich 0 € U(H(HA)A(]/‘V)) = o((Hr+a(f))™!) und damit
Hryalf) € Lo(X).

Weil es nach Satz ein F'* € £,(X) derart gibt, dass Hyia(f) = Ha(f) + F*, gilt
Ha(f) & Lo(X). O

Lemma 4.4.35 Fiir f € 7T und s € C\ (—o0, 0] liegt

f()—f(s)
r(z) = {“ 27
1 (s) z=s,

in 80.
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Beweis: Mit f = f,,, T:t =t v:=t{t+s)"' ©T(n) auf (0,400) und v({0}) := 0 folgt
aus Satz B.1.19

1 z S
r(z) = <A#@< — S )t b du(t)

zZ—5 1+tz 1+ts

—ution+ [t

(0,400) L +121+1ts

—ulon+ [ a0

(0o0) 2 HEHETT +

—uop+ [

(O,+oo)z+tt+8 t

—uon+ [ .

(0,400) Tt

(1+ ) dp(t)

dT(p)(t)

Da ¢+ |t(t + 5) 7| nach Lemma [3.2.11| T'(11)-integrierbar ist, liegt v in 9. Dabei gilt

1+1¢ 1+t ¢
[ Eae= [ Sl < v,
(0,+00) (0,4+50) |t + ]

wodurch r = g, ({0}),» € So; siehe Definition @ O

Satz 4.4.36 Fiir f € To und A € M gilt
f(a(A) C a(Ha(f)). (4.58)
Beweis: Fiir s € o(4) \ {0,00} C C\ (—o0,0] haben wir in Lemma [1.4.35| gesehen, dass es ein
h € Sy gibt mit f(z) — f(s) = (z — s)h(z). Nach Satz und Beispiel gilt
Ha(h)(A—s) CHa(f) = f(s) C (A —s)Ha(h). (4.59)

Unter der Annahme f(s) € p(Ha(f)) folgt aus der ersten Inklusion in (4.59)), dass ker(A — s) =
{0} und aus der Zweiten ran(A — s) = X. Damit gilt (A — s)™! € £,(X) im Widerspruch zu
s € a(A), also f(s) € C\ p(Ha(f)) = o(Ha(f))-

Seien a € C und p € M mit f = f, ,. Wir zeigen durch Kontraposition, dass mit 0 € o(A) auch
a= f(0) € a(Ha(f)) gilt. Fiir a € p(Ha(f)) und § > 0 folgt

mul(Ha(f) - a) = ker((Ha(f) —a)™") C ker (/(5 N )(1 +)A(Ha(f) —a)™! du(t)>

aus Lemma I8 M und Lemma 2.1.9B und Bl Damit erhilt man aus Lemma .70 und
Korollar [4.4.24]

Bim A [ (40 @)l = Halh) —al = [ (10 Avdu(t)
[0,6] (8,+00)

U= [ A OARAD) - 0) ) Hal) — o).
(8,4-00)
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Wahlen wir 6 > 0 so grofé dass Hf5+ ) L4+ t) Ay (Ha(f) —a)™? dﬂ(t)H < 1,s0gilt B~ € £4(X),

wodurch X = dom(B~!) =ran(B) C ran(A) = dom(A™1).
Da A~! nach Lemma in M liegt, folgt

mul(A_l) = mul(A_l) NX = mul(A ) Ndom(A-1) = {0}

aus Lemma
Wegen Lemma [2.1.20] gilt fiir v € X

—1
HA_luH = / (1 +t)JtA d/’c(t)|dom(Aﬁ</ (1 —‘rt)JtA du’(t)ldom(A)> A—lu
[0,6] [0,6]
= / (]. +t)J£A dﬂ(t)|m371u
[0,0]
= / (1+t)JAB Ludu(t)|| < / (1 +)J2A B~ | d|pl(t)
[0,6] [0,6]
< /[0 5](1 +OMA)[ B[ l[ulldlp|(t) < (1 +8)|ul([0,8)) M (A)||B7H|[Jul| < +oo.

Damit ist A~! beschriinkt, also 0 € p(A).

Im Fall oo € o(A) gilt A ¢ £,(X). Aus Korollar [4.4.34] folgt Ha(f) & £,(X), was wiederum
dquivalent zu oo € o(Ha(f)) ist. Wegen lim.\ o f(z) = 0 ergibt sich

flo) = lim_f() = lim (=) = L (f(=") )" = L ()] " = o0,

womit f(o0) € a(Ha(f)). O

Satz 4.4.37 Fir f € T\ So und A € M gilt o(Ha(f)) = f(o(A)).

Beweis: Aus Proposition [2.1.29| folgt mit d)(% (1J) (z — 1+tz)

¢(% ?)(U(HA(J‘))) =o(r (10 )(HA(f))) =o(Ha(f))

t1

Nach Korollar gilt f; = ¢ (19) o f € 8 und wegen Korollar @ und Satz
t1

o(Ha(f),) = o(Ha(fe)) = fi(a(A)) = (¢(% 0)° F)(a(A)).

Nach Anwendung der Md&biustransformation ¢ ( 0) = ¢( L (1)) auf
9 -

(1 ?)(U(HA(f))) = (¢(% 0) o f)(o(A))

erhélt man die Behauptung. O
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5 Gebrochene Potenzen

Bemerkung 5.0.1 Aus Beispiel wissen wir, dass im Fall 0 < Rea < 1 die Funktionen
p*(z) = 2% in Ty liegt und sogar in T, N Ty fiir relles « € (0, 1].

Definition 5.0.2 Fiir A € M und 0 < Rea < 1 oder o = 1 definieren wir A% := H 4(p®).

Bemerkung 5.0.3 In [4] wird A hoch « fiir Rea > 0 in Anlehnung an Satz als
(I+A)(Ap)*(I+Ap)~" definiert. Fiir 0 < Rea < 1 stimmt das mit A® {iberein. Die Beweise der
gewiinschten Eigenschaften bendtigen dann allerdings Resultate der Theorie fiir dicht definierte
lineare Operatoren (siehe [9]), welche uns hier nicht zur Verfiigung stehen.

Bemerkung 5.0.4 Fir A € £,(X) und o mit 0 < Rea < 1 stimmt A® mit dem, klassis-
cherweise zur Definition gebrochener Potenzen herangezogenen, Balakrishnan Operator J* =
sinom f[o o) t~1(t + A)~L Adt iiberein.

™

Proposition 5.0.5 Fir A€ M und o,8 € C mit 0 < Rea,Re 8 < 1 gilt
1. A® ist abgeschlossen,
2, (A7) = (A1),
3. AYAP = A*tB fiir 0 < Rea+ Re < 1.
4. (A*)P = A% im Fall 0 < o < 1,
5. 0(A%) D p*(o(A)). Fir 0 < a <1 oder A € M N £y(X) gilt Gleichheit.
Beweis: Wegen Korollar [£.4.175 ist A* abgeschlossen.
Weil p& = p@, folgt (A%) ™' = (Ha(p®)) ™' = (Ha(p®)) ™' = Ha1(p*) = (A1) aus Satz [4.4.10)

Wegen 0 < Rea + Re < 1 liegt p®p® = p**# in Ty, weshalb A°AP = H(p*)Ha(p®) =

Ha(p*tP) = A°T8 nach Satz

Nach Korollar [4.4.29|liegt A® in M und wegen Satz [4.4.30| gilt (A%)? = A*5,

Die Inklusion o(A%) D p*(c(A)) folgt aus Satz [4.4.36| Im Fall 0 < o < 1 folgt die Gleichheit aus
Satz [4.4.37| und fir A € £,(X) aus Satz [4.4.33 O
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Definition 5.0.6 Fiir A € M und 0 < Rea < 1 setzen wir A=% := (4%)~!

Proposition 5.0.7 Fiir A € M und o, € C mit 0 < (Rea)?, (Re8)? < 1 gilt
1. A*AP C A*+P fiir injektive lineare Operatoren A und 0 < Reav + Re 8 < 1,
2. (A%)? = A** imFall a € R,0 < a2 < 1,
a(A®) D p*(o(A)) mit Gleichheit im Fall « € R,0 < a? <1 oder A € M N £,(X).

Beweis: Die Additivitét fiir «, 8 mit positivem Realteil wurde in Proposition @ behandelt.
Seien o, 5 € C mit 0 < Rea,Re 8 < 1. Aus Proposmon“folgt ATAB = (A=) (A1) =
( A~ )a+/3 A—a—B.

Im Fall Re 8 — Rea > 0 haben wir nach Proposition

ATAP = AT AN = AT A AP und A AP = Ac ATt P = A0 AT 40P
und im Fall Rea — Re 8 > 0 die Gleichheiten

ATOAP = ATOTPB AP = AP AP AP und A®A™F = A*PTPATP = AP AP AP,
Auf Grund von Lemma [2.1.19| erhalten wir (A~*A%){u} = u + ker(A) fir v € dom(A*) und
(A*A~){u} = u+ mul(A) fiir u € ran(A*).
Falls A ein injektiver linearer Operator ist, gilt A=*A%, A“A~ C I und damit in beiden Féllen
A=®AP C A=oFF und A“A=B C A> B,
Fiir a, 8 mit positivem Realteil gilt

(A%)P =

(4%)~° (( )= (AT = A7eF = goh)

(A7) = ((ATH™)P = ((A9)P) 7! = (A*F) 7t = A= = A8,
(A=) 78 = (A*)"HP) 7 = (((A9)P) 1)1 = (A%)P = A% = AC(=h),
wegen Proposition [5.0.5][2] und [4

Aus Proposition und Proposition [2.1.29] folgt 0(A~%) = o((A%)™!) = o((A71)*) und
p“(0(4) = ("o % (0 (1)))(0(14)) = pa(cb((l) 1) (0(4))) = p*(a(A™H),

fir @ € C mit 0 < Rea < 1. Damit folgt [3] aus Proposition [5.0.5/[5} O
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