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Kapitel 1

Versuche zur Bestimmung der Durchlassigkeit
von Boden

1.1 Herleitung der Differentialgleichung

1.1.1 Grundlagen und Motivation

Beim Durchstromen eines granularen Mediums, wie zum Beispiel Boden, wird der durchstro-
menden Fliissigkeit ein groflerer Widerstand entgegengesetzt als bei der Durchstromung eines
dquivalenten offenen Querschnitts. Handelt es sich bei der Stromung um eine laminare Grund-
wasserstromung, so kann die (iiber den durchstromten Querschnitt gemittelte) Geschwindigkeit
dieser Stromung mithilfe des Gesetzes von DARCY berechnet werden [Adam 2019]:

v = kgt (1.1)
mit: v ...Filtergeschwindigkeit [m/s]

ke ...Durchlissigkeitsbeiwert [m/s]

i ...hydraulischer Gradient [-]

Der hydraulischen Gradient in Glg. 1.1 gibt dabei die Verédnderung der Potentialhéhendifferenz
(Differenz der Energichthen) zwischen zwei benachbarten, raumlichen Punkten (durchstrémte
Lénge) der Stromung an (vergleiche Abb. 1.1). Im Falle eines linearen Potentialabbaus ist der
hydraulische Gradient konstant und kann folgendermafien berechnet werden:

h
= — 1.2
i=7 (1.2)
mit: h  ...Energieh6hendifferenz [m]
L ...durchstromte Linge [m]

Wahrend der hydraulische Gradient eine variable Grofie darstellt, die von den 6rtlichen Verhéaltnis-
sen abhéngig ist, handelt es sich beim Durchlassigkeitsbeiwert ks um eine konstant angenommene
(Boden-)Kenngrofle. Der Durchléssigkeitsbeiwert kann entweder durch Feldversuche oder iiber
Laborversuche bestimmt werden, wobei im Allgemeinen folgende Versuchsvariationen Anwendung
finden:

o Versuche mit konstanter Druckhéhe (durchléssigere Boden, wie z. B. Sande; tiblicher Durch-
lissigkeitsbeiwert zwischen 1072 m/s und 1075 m/s)

o Versuche mit fallender Druckhohe (gering durchlissige Boden, wie z. B.: Schluffe und Tone;
iiblicher Durchlissigkeitsbeiwerte kleiner 1076 m/s)
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Abb. 1.1: Gedankenmodell zur Bestimmung der Durchldssigkeit nach DARCY

1.1.2 Laborversuche zur Bestimmung der Durchlassigkeit
1.1.2.1 Versuche mit konstanter Druckhdhe

Bei durchléssigen Boden kann der Durchléssigkeitsbeiwert mithilfe von Versuchen mit konstanter
Druckhohe unter Verwendung des Gesetzes von DARCY bestimmt werden. Bei diesem, in Abb. 1.2
dargestellten Versuch wird die Durchflussmenge @ gemessen, die wiahrend des Versuchs den
Versuchskorper (Boden) durchstromt. Der Durchfluss ¢, der die Durchflussmenge pro Zeiteinheit
darstellt, wird durch das Produkt der Filtergeschwindigkeit und der durchstromten Flache
ausgedriickt und ist bei Versuchen mit konstanter Druckhdhe konstant, womit sich folgende
Gleichung ergibt:

mit: q ...Durchflussmenge pro Zeiteinheit [m3/s]
Q ...wihrend des Versuchs gemessene Durchflussmenge [m?]
t ...Beobachtungszeitraum [s]
A ...Querschnitt des Probekorpers [m?]

Unter Beriicksichtigung von Glg. 1.1 und Glg. 1.2 kann Glg. 1.3 somit umgeformt werden:

L
ke =@~ (1.4)

1.1.2.2 Versuche mit fallender Druckhohe

Fiir gering durchléssige Boden wird der Durchléssigkeitsversuch mit fallender Druckh6he ange-
wendet, wobei der Versuchsaufbau in Abb. 1.3 dargestellt ist.

Der Versuch mit fallender Druckhohe lasst sich durch eine Differentialgleichung beschreiben.
Fir die Herleitung der Differentialgleichung wird die abflieBende Wassermenge, welche der
Spiegelsenkung im Standrohr entspricht, mit jener Wassermenge, die die Probe durchstromt,
gleichgesetzt. Da der hydraulische Gradient und somit die Filtergeschwindigkeit mit sinkender
Druckhéhe abnimmt, muss allerdings die Zeitabhéngigkeit des Systems beriicksichtigt werden
(instationdrer Zustand).
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Abb. 1.2: Versuchsaufbau zur Bestimmung des Durchldssigkeitsbeiwerts ke mit konstanter Druckhdohe
(adaptiert nach [Adam 2019])

Bei konstantem Querschnitt des Standrohrs gilt fiir die darin abflieBende Wassermenge ¢ in
Abhéngigkeit von der Zeit t:

49  dh
_de _ dh 15
= T (1.5)
mit: q(t) ...Durchflussmenge pro Zeiteinheit [m3/s]
Q(t) ...AbflieBende Wassermenge [m?]
a ... Querschnittsfliche des Standrohrs [m?]
h(t) ...Druckhohe im Standrohr [m)]

Im Bereich des Probekorpers gilt fiir die durchstromte Wassermenge pro Zeiteinheit die nach
@ umgeformte Glg. 1.4, wobei wiederum die Zeitabhéngigkeit beriicksichtigt werden muss, die
in der fallenden Druckhohe h enthalten ist. Das negative Vorzeichen resultiert dabei aus dem
Durchfluss entgegen der positiven z-Koordinate, wie sie in Abb. 1.3 dargestellt ist:

_d@ h

Unter Beriicksichtigung der Kontinuitétsgleichung, bei der die Massenerhaltung der Strémung und
die Inkompressibilitdt des Wassers vorausgesetzt wird, konnen Glg. 1.5 und Glg. 1.6 gleichgesetzt
werden:
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Abb. 1.3: Versuchsaufbau zur Bestimmung des Durchlissigkeitsbeiwerts ke mit fallender Druckhéhe (adap-
tiert nach [Adam 2019])

Eine Umstellung von Glg. 1.7 liefert die Differentialgleichung fiir die Beschreibung des Versuchs
mit fallender Druckhdohe:

dh kA
& M 1.8
‘%I (1.8)

Es handelt sich dabei um eine gewdhnliche (es treten keine partiellen Ableitungen auf), lineare
(die Funktionsterme h und % sind jeweils linear), homogene (es treten keine Storterme auf)
Differentialgleichung 1. Ordnung (es treten hochstens erste Ableitungen auf) mit konstanten
Koeffizienten.

1.2 Losung der Differentialgleichung

Die Differentialgleichung aus Glg. 1.8 kann folgendermaflen umgeschrieben werden:

dh _ kA

= 1.9
dt La (1.9)

Diese Differentialgleichung entspricht dem Typ einer sogenannten separierbaren Differentialglei-
chung:

Y = f(x)g(y) (1.10)
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Im vorliegenden Beispiel der Glg. 1.9 entspricht f(z) aus Glg. 1.10 einer konstanten Funktion.
Differentialgleichungen dieses Typs konnen mittels Trennung der Variablen gelost werden [Papula
2015]. Durch passendes Umstellen von Glg. 1.9 ergibt sich:

ke A

1
—dh=——dt 1.11
h La ( )

Integration auf beiden Seiten fithrt wiederum zur Lésung der Differentialgleichung:

ki A
Inh=——— 1.12
nh Lat—l—C (1.12)

Damit anhand der gelésten Differentialgleichung der Durchléssigkeitsbeiwert bestimmt werden
kann, ist die Kenntnis von Randbedingungen erforderlich. Beim vorliegenden Versuch werden
zu zwei bestimmten Zeitpunkten die jeweiligen Hohen der Wasserpegel im Standrohr abgelesen.
Damit ist zu zwei definierten Zeitpunkten die Druckhche bekannt, was zwei Randbedingungen
entspricht:

hi = h(ty) ...Druckhdhe zum Zeitpunkt ¢; [m]
ho = h(t2) ...Druckhdhe zum Zeitpunkt to [m]

Eine der beiden Randbedingungen kann zur Festlegung der Integrationskonstanten herangezogen
werden:

A A
C nhi + kaatl nhy + kaatQ ( 3)

Einsetzen des so erhaltenen Ausdrucks aus Glg. 1.13 in Glg. 1.12 und Auflésen der Gleichung nach
dem Durchléssigkeitsbeiwert ergibt unter Beachtung der Rechenregeln fiir den Logarithmus:

hl a L

1.3 Beispiel

Bei einem Versuch mit fallender Druckhohe sind folgende Parameter gegeben:

d=>5cm ... Durchmesser des Standrohrs
—a= d?T” = 19,6 cm? ... Flache des Behélters
D =10cm ... Durchmesser des Standrohrs
— A= Dj” =78,5cm? ...Fliche des Probekérpers
L =10cm ... Hohe des Probekorpers
Wiéhrend des Versuchs werden folgende Parameter gemessen:
h1 = 10,0 cm ... Hoéhe im Standrohr zum Zeitpunkt der ersten Messung
ha =9,1cm ... Hohe im Standrohr zum Zeitpunkt der zweiten Messung

to =t1 +30min ...Zeitpunkt der zweiten Messung
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Einsetzen der gegebenen und gemessenen Werte in Glg. 1.14 unter Beriicksichtigung der Einheiten
ergibt den Durchléssigkeitsbeiwert des untersuchten Bodens:

mYa L 0,1\ 19,6 0,1 »
he=In | 22 = : : —13-10 ~ 1.15
f n<h2> Aty — 1 n<0,091> 78,5 1800 m/s (1.15)

Der somit berechnete Durchlissigkeitsbeiwert kann nun mit tabellarisch aufbereiteten Werten
verglichen werden. Nach Tab. 1.1 handelt es sich bei der Bodenprobe vermutlich um schluffigen
Sand oder Feinsand, welche als schwach durchldssig bis durchldssig charakterisiert werden kann.

Tab. 1.1: Typische Werte fiir den Durchlissigkeitsbeiwert ke (in Anlehnung an [Kolymbas 2019])

Bodenart ke [m/s]  Bereich

Ton <1078 sehr schwach durchléssig
Schluff, schluffiger Sand 1078-107% schwach durchlissig
Feinsand, Mittelsand 1076-10~* durchlissig

Grobsand, Mittelkies, Feinkies 1074-10"2 stark durchlissig
Grobkies > 1072 sehr stark durchléssig

Fiir Steine/Blocke gilt das Gesetz von DARCY i. A. nicht!




Kapitel 2

Brunnenformeln nach Dupuit — Thiem

2.1 Herleitung der Differentialgleichungen

2.1.1 Grundlagen und Motivation

Befindet sich der natiirliche Grundwasserspiegel oberhalb der geplanten Aushubsohle einer Bau-
grube, so lasst sich eine Grundwasserabsenkung bzw. eine Grundwasserentspannung beispielsweise
durch Brunnen herbeifithren. Dabei handelt es sich um eine geschlossene Wasserhaltung (der
Wasserspiegel befindet sich unter der Gelédndeoberkante).

Durch das punktuelle Abpumpen des Grundwassers entsteht ein Gefélle zwischen dem abgesenkten
Grundwasserspiegel und dem unbeeinflussten (natiirlichen) Grundwasserspiegel. Die Ausbildung
dieses Gefilles durch den sogenannten Absenktrichter ist abhéngig von der Durchldssigkeit des
Bodens. In gut durchlissigen Béden bilden sich, wie in Abb. 2.1 auf der rechten Seite dargestellt,
grofle, flache Absenktrichter aus, das hydraulische Gefille 7 ist somit vergleichsweise gering. In
Béden mit sehr grofler Durchlassigkeit kann sich im Extremfall praktisch kein Absenktrichter
ausbilden, da nicht mehr Grundwasser abgepumpt werden kann als nachstromt. In gering
durchléssigen Béden, wie in Abb. 2.1 auf der linken Seite dargestellt, bilden sich hingegen enge,
steile Absenktrichter aus, das hydraulische Gefélle ¢ ist vergleichsweise grofi [Adam 2019].

i
LN

Schluff

|
|
|
= - Kies
ke < }_ﬁ ; .

Abb. 2.1: Ausbildung des Absenktrichters bei gering durchlissigem Boden (links) und gut durchlissigem
Boden (rechts)

Die Brunnenformeln von DUPUIT (1863) und THIEM (1870) beschreiben die Bewegung und Menge
des zulaufenden Wassers unter Beriicksichtigung einiger Voraussetzungen und Vereinfachungen
[Adam 2019]:

e Die Sohle des Grundwasserleiters ist eben und waagrecht.

e Der Grundwasserleiter ist zweidimensional, homogen, isotrop, unendlich ausgedehnt und
vollkommen wassergeséttigt.
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e Die Stromung im Grundwasserleiter ist laminar, d.h. jedes Wasserteilchen folgt einer
geraden oder gekriimmten Stromlinie, die sich nicht mit anderen iiberschneidet. Das Gesetz
von DARCY ist folglich giiltig.

e Das Korngeriist ist starr und bleibt unverschieblich unter dem Einfluss der Strémung.
e Die Porenentwiisserung erfolgt ohne Verzogerung gleichzeitig mit der Absenkung.

e Unter dem Einfluss eines hydraulischen Gefélles bildet sich eine stationdre Stréomung aus.
Diese Stromung ist weiterhin laminar.

e Beim Pumpbetrieb sind die Absenkungen des Grundwasserspiegels klein gegeniiber der
Hohe des Grundwasserleiters.

e Der Pumpbrunnen ist ein vollkommener Brunnen, d. h. er durchdringt den gesamten Leiter
und entnimmt Wasser {iber die gesamte Leiterméchtigkeit. Das Wasser stromt also horizontal
zum Brunnen, die Eintrittsgeschwindigkeit ist iiber die gesamte Filterhohe konstant.

e Das Grundwasser fliefit dem Brunnen bei einer konstanten Wasserentnahme von allen Seiten
zu. Es bildet sich nach einer gewissen Pumpzeit ein quasi-stationdrer Beharrungszustand
mit parabelférmigem Absenktrichter aus.

Bei einem vollkommenen Brunnen erstreckt sich die Filterstrecke iiber die gesamte Hohe des
Aquifers, wie dies beispielsweise in Abb. 2.1 und Abb. 2.2 dargestellt ist. Dies ist auch eine
wichtige Voraussetzung, um die Naherung des waagrechten Zustroms zum Brunnen zu wahren.
Wie in Abb. 2.2 dargestellt entspricht dies allerdings nicht der Wirklichkeit. Durch die Neigung
der Grundwasseroberfléche bilden sich gekriimmte Potentiallinien (Kurven gleichen Potentials),
wodurch auch ein senkrechter Zustrom zum Brunnen entsteht. Zusétzlich ist die horizontale
Geschwindigkeit genau genommen nicht konstant {iber die Hohe.

- | r

|

AV | AV

= T =
|

v, =0 | v, #0
vz (2) | Ve (2, 2)
— i —
Annahmen von z tatsachlicher Verlauf
Dupult — THIEM == T, —— der Potentiallinie

____ _ _ _ _ _ _ _ ____ __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ O O O O @ @ O O O O O O O O O O
i

Abb. 2.2: Potentialverteilung und Geschwindigkeiten nach den Annahmen von DUPUIT und THIEM (links)
und nach dem tatsichlichen Verlauf (rechts)

Trotz der idealisierten Voraussetzungen stellen die Brunnenformeln nach DupuIT und THIEM
elementare Gleichungen der Geotechnik und Hydrologie dar, da sie fiir die Praxis im Allgemeinen

eine gute Ndherung darstellen. Im Folgenden werden die Brunnenformeln fir den Fall eines freien
Grundwasserspiegels und eines gespannten Grundwasserspiegels hergeleitet.

2.1.2 Freier Grundwasserspiegel

Abb. 2.3 zeigt die vorliegende Situation bei Absenkung des freien Grundwasserspiegels.
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Abb. 2.3: Verlauf des Grundwasserspiegels in der Umgebung eines vollkommenen Brunnens bei freien
Grundwasserverhdltnissen

Im Falle eines freien Grundwasserspiegels betrigt die zum Brunnen rotationssymmetrisch durch-
stromte zylinderférmige Fliache im Abstand x von der Brunnenachse:

A =2mxz (2.1)
mit: A(z) ...durchstrémte Fliche [m?]

x ... Radius der betrachteten Stelle [m]

z(z) ...Hohe des Grundwassers an der betrachteten Stelle [m]

Durch die Annahme eines stationdren Zustandes ist der Wasserandrang zum Brunnen iiber die
Zeit konstant:

@ = vA = const. (2.2)
mit: Q ... Wasserandrang [m3/s]
v=uvg(x) ...Stromungsgeschwindigkeit [m/s]

Die Geschwindigkeit der Stromung kann durch das Gesetz von DARCY beschrieben werden:

v = kgt (2.3)
mit: kg ... Durchléssigkeitsbeiwert [m/s]
i(x) ...hydraulischer Gradient [-]

Aus den beschriebenen Vereinfachungen bzw. Voraussetzungen (isotroper Grundwasserleiter,
Giltigkeit des Gesetzes von DARCY, konstante Eintrittsgeschwindigkeit in den Brunnen iiber die
gesamte Filterhohe) ergibt sich ein hydraulischer Gradient, der konstant {iber die Hohe z(x) ist
und folgendermaflen definiert wird:

. dz

i= (2.4)

mit: dz ...inkrementeller Langenabschnitt [m]
dz ...Anderung der Héhe des Wasserspiegels [m]
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Einsetzen von Glg. 2.1 und Glg. 2.3 in Glg. 2.2 ergibt die Differenzialgleichung:

Q= k‘fj—;%mz (2.5)

welche in die iibliche Form mit getrennten Variablen umgeformt werden kann:

_ @1
zdz = Sk 2 dz (2.6)

2.1.3 Gespannter Grundwasserspiegel

Im Gegensatz zum Absenktrichter mit freiem Wasserspiegel ist die Héhe des Durchflussquer-
schnitts beim Grundwasserleiter mit gespannter Grundwasseroberfliche unabhéngig von der
Entfernung zum Brunnen, wie in Abb. 2.4 dargestellt, immer gleich grof}. Die Absenkung der
Grundwasserdruckfliche ist:

s=H—-h (2.7)
mit: s ...Absenkziel [m]
H ...Hohe des Grundwasserspiegels [m)]
h ... Wasserspiegel im Brunnen [m)]
! R
|
| 2r

y ruhender GW-Spiegel

i

H /
|
|
h z I U Kies
| m Tk B
T [ A =2rxm ke > s
7 ' Z 7

i Wasserstauer !

Abb. 2.4: Verlauf des Grundwasserspiegels in der Umgebung eines vollkommenen Brunnens bei gespannten
Grundwasserverhdltnissen

Die durchstromte Flache im Abstand 2 vom Brunnen betragt in diesem Fall:
A =2maxm (2.8)

mit: m ...Schichthéhe des Aquifers [m]

Die restliche Vorgehensweise entspricht dem Fall des freien Grundwasserspiegels. Die Differential-
gleichung kann somit angeschrieben werden:

Q= k‘fj—;wam (2.9)
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Umformen ergibt wiederum die Differentialgleichung mit getrennten Variablen:

e -9 Ly, (2.10)

- 21kem z

2.2 Losung der Differentialgleichung

2.2.1 Freier Grundwasserspiegel

Durch Integration der Differentialgleichung aus Glg. 2.6 ergibt sich:

1, @
57 = Tkt In(z) + C (2.11)

Bei der gegenstéandlichen Differentialgleichung handelt es sich um ein Randwertproblem. Fiir
deren Losung ist die Kenntnis der Hohe des Grundwasserspiegels im Brunnen (Absenkziel) und am
Rand des Einflussbereichs des Brunnens (Hohe des unbeeinflussten Grundwasserspiegels im freien
Feld) erforderlich. Die Integrationskonstante der Gleichung wird durch die Randbedingungen
bestimmt. Im Abstand R zum Brunnen entspricht die Hohe des Grundwassers dem unbeeinflussten
Grundwasserstand:

r=R — z=H (2.12)

Im Ubergangsbereich des Brunnens zum Bodens, also im Abstand 7 zum Brunnenmittelpunkt,
ist der Grundwasserstand ebenfalls bekannt:

r=r — z=h (2.13)

Damit lautet die Gleichung der Spiegelfliche des Absenktrichters eines vollkommenen Brunnens
mit freiem Wasserspiegel:

R
o= Oy 2.14
ke t r ( )
oder allgemein ausgedriickt:

Q T2

Die Losung ist nur fiir Werte innerhalb des Definitionsbereichs, der durch die Randwerte
vorgegeben ist, giltig:

D={z|r<z<R} (2.16)

Durch Umformen lasst sich der Wasserzufluss zu einem vollkommenen Brunnen mit freiem
Wasserspiegel bestimmen:

nke(H? — h?)

o

Q= (2.17)
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2.2.2 Gespannter Grundwasserspiegel

Die Losung der Differentialgleichung bei gespanntem Grundwasserspiegel erfolgt analog zum Fall
des freien Grundwasserspiegels. Durch Integration der Differentialgleichung aus Glg. 2.10 ergibt
sich:

z= Sk In(z) +C (2.18)

Die Integrationskonstante der Gleichung wird wiederum durch die gleichen Randbedingungen
bestimmt. Die Spiegelgleichung fiir den Absenktrichter eines vollkommenen Brunnens mit einem
Wasserspiegel mit gespannter Oberflache lautet folglich:

Hoh= Y ln<R> (2.19)

mkem r

oder allgemein geschrieben:

In (”) (2.20)

I

22— 21 =
mkem

Die Losung ist auch hier nur fiir Werte innerhalb des Definitionsbereichs, der durch die Randwerte
vorgegeben ist, giiltig:

D={z|r<z<R} (2.21)

Mit der Absenkung der Grundwasserdruckfliche s = H — h ldsst sich der Wasserandrang @) zu
einem vollkommenen Brunnen mit einem Wasserspiegel mit gespannter Oberfliche anschreiben:

= (2.22)

2.3 Beispiel

Das vorliegende Beispiel wurde aus [Lang et al. 2011] entnommen. Es handelt sich dabei um die
Bestimmung des k¢-Wertes aus einem Pumpversuch. Dabei werden die Pumpwassermenge @) aus
einem Brunnen im Beharrungszustand (stationérer Fall) und die Wasserspiegelabsenkungen s; in
mehreren Messtellen (Piezometer) um den Brunnen gemessen:

Q=35L/s=35-10"m%/s (2.23)

Abb. 2.5 zeigt die vorliegenden Dimensionen. In Tab. 2.1 sind die Messergebnisse darstellt, wobei
die Spiegellinie durch z; = H — s; berechnet wird.

Zur Bestimmung des Durchldssigkeitsbeiwerts wird Glg. 2.17 (freier Grundwasserspiegel) umge-
formt:

_em(®)

=2

(2.24)
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‘ Q=35-10"%m%/s
I 2r =0,8m
i
| 54
| e I
s>=4m |
l
AN
l zi
[—
h=6m| || T
|z

T ,////////////// I //// ///////////////)//k/%
Abb. 2.5: Versuchsanordnung Pumpuversuch (adaptiert nach [Lang et al. 2011])

Tab. 2.1: Messwerte der Piezometer (adaptiert nach [Lang et al. 2011])

Messstelle ¢ Abstand x; [m] Abstich s; [m] Spiegellinie z; [m]

1 2 2,8 7.2
2 4 1,8 8,2
3 8 15 8,5
4 15 1,2 8,8
5 30 0,8 9,2
6 50 0,25 9,75
7 80 0,15 9,85
8 120 0,00 10,00

Da die Reichweite des Brunnens, charakterisiert durch den Radius R, nicht bekannt ist, wird diese
durch Regression der Wertepaare 22 gegen In(x) in einem Diagramm in Abb. 2.6 ermittelt.

Die Gleichung der Regressionsgerade lautet:
22 =11,321n(x) + 47,63 (2.25)

Bei Einsetzen von z = 10 m kann R somit zu z = R = 102 m bestimmt werden. Der Durchlassig-
keitsbeiwert kann damit berechnet werden:

e = @ In (%) 35-107° 1n(%)(2)
f_gHthz— - T

=9,6-10°m/s~1-10"*m/s (2.26)

Es handelt sich geméf Tab. 1.1 um (stark) durchléssigen Mittel-/Grobsand bzw. Fein-/Mittelkies.
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Abb. 2.6: Regressionsgrade zur Bestimmung der Reichweite (adaptiert nach [Lang et al. 2011])



Kapitel 3

Siloerddruck

3.1 Herleitung der Differentialgleichung

3.1.1 Grundlagen und Motivation

Die Kraft, die das anstehende Erdreich auf eine (vorwiegend) vertikale Stiitzkonstruktion ausiibt,
wird als Erddruck bezeichnet. Die Grofle des Erddrucks ist abhéingig von der Relativbewe-
gung zwischen der Stiitzkonstruktion und dem Erdreich. Wird die Stiitzkonstruktion vom
FErdreich wegbewegt, so stellt sich bei einer ausreichend groflen Verschiebung in Verbindung
mit einem entsprechenden Versagen des Untergrunds der aktive Erddruck ein. Die (horizontale)
Erddruckspannung ist in diesem Fall kleiner als die vertikale Spannung im Boden hinter der
Stiitzkonstruktion. Bewegt sich die Stiitzkonstruktion hingegen zum Erdreich hin, so werden
Horizontalspannungen im Boden aktiviert, die grofler sind als die zugehorigen Vertikalspannungen
und es kann bei entsprechend groBen Verschiebungen der passive Erddruck (maximal moglicher
Erddruck) mobilisiert werden. Kommt es zu keiner Verschiebung zwischen Stiitzbauwerk und
Untergrund, so stellt sich der Erdruhedruck ein, der grofler als der aktive Erddruck, jedoch kleiner
als der passive Erddruck ist.

Bei horizontaler und unbelasteter Geldndeoberfliche kénnen die Vertikalspannungen zufolge
des Eigengewichts des Bodens im freien Feld mit Glg. 3.1 berechnet werden. Diese Gleichung
wird in der Praxis auch zur ndherungsweisen Berechnung der Vertikalspannungen hinter einer
Stiitzkonstruktion verwendet:

0, =12 (3.1)
mit: 0:(2) ... Vertikalspannung unter Gelindeoberfliche [kN/m?]

v =pg ...Wichte des Bodens! [kN/m?3]

P ... Dichte des feuchten Bodens [kg/m?]

z ... Tiefe unter Geldndeoberkante (GOK) [m]

Die horizontalen Spannungen werden unter Beriicksichtigung des jeweiligen Erddruckbeiwerts
wie folgt ermittelt:

on, = Kiop (3.2)

! Hinweis: Ist der Boden wassergeséttigt, so wird anstelle der Wichte bzw. der Dichte des feuchten Bodens die
Wichte unter Auftrieb 4/ bzw. p’ eingefiihrt, womit sich effektive Spannungen o, ergeben
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mit: on(z) ...Horizontalspannung unter Geldandeoberfliche
K; ... Edruckbeiwert?

Befindet sich der Boden zwischen zwei gegeniiberliegenden, rauen, vertikalen Flédchen und ist
die Vertikalverschiebung des Bodens grofler als jene dieser begrenzenden Seitenflachen, werden
Reibungskrifte zwischen dem Boden und den Begrenzungsflichen aktiviert. Damit wird ein
Teil der Vertikalkrifte von den seitlichen Begrenzungsflichen aufgenommen und die Vertikal-
spannungen konnen nicht mehr mithilfe von Glg. 3.1 ermittelt werden. Durch die reduzierten
Vertikalspannungen treten in weiterer Folge (je nach horizontaler Bewegungsmoglichkeit der
Seitenflachen) auch geringere Erddriicke als bei einer gewohnlichen Stiitzkonstruktion auf. Diese
Form des Erddrucks wird Siloerddruck genannt und ist unter anderem fiir die nachfolgenden
Fille relevant:

e Raumgitterstiitzmauern — , Krainerwande*

 hinterfiillte Stiitzmauern im Nahbereich von Felsbéschungen
¢ seichtliegende Tunnel

» eingebettete, nachgiebige Rohre

o eingebettete, starre Rohre

3.1.2 Vertikaler Spannungszustand in einer Silofiillung

Der Siloerddruck ist eine Anwendung der Theorie von JANSEN aus dem Jahr 1895 ([Jansen,
1895]), die zur Ermittlung der Spannungszustiande in Getreidesilos entwickelt wurde. Da es sich
bei Getreide um einen granularen Stoff handelt, in dem &hnliche Lastabtragungsmechanismen
vorherrschen wie im Boden, kénnen die Ergebnisse auf die Bodenmechanik iibertragen werden.
Fir die Herleitung des vertikalen Spannungszustands im Fiillmaterial wird nach JANSEN ein
horizontaler Schnitt durch das Fiillmaterial eines kreisférmigen Silos mit der infinitesimalen
Dicke dz, wie in Abb. 3.1 dargestellt, betrachtet. Des Weiteren wird eine an der Ober- und
Unterseite des Schnitts konstante Vertikalspannung o, bzw. o, + %U; dz angenommen. Dement-
sprechend ist die Vertikalspannung im Fiillmaterial nur von der Tiefe z und nicht von den
anderen Ortskoordinaten = und y abhingig (es kann also auch folgende Notation verwenden
werden: 0,(2)). Auflerdem wird in dieser Theorie angenommen, dass die Aulenwénde des Silos
in Vertikalrichtung unverschieblich sind. Durch die Spannungen im Fiillmaterial kommt es zu
Stauchungen (Setzungen) des Materials in Vertikalrichtung und es werden aufgrund der damit
einhergehenden Relativverschiebungen zwischen Material und Silowand Reibungskrifte in der
Kontaktfliche aktiviert. Diese Reibungskrifte lassen sich iiber die Schubspannungen zufolge
Mantelreibung zwischen Fiillmaterial und Silowand ermitteln:

T = Opjt (3.3)
mit: T ...Schubspannung (Mantelreibung) zwischen Fiillmaterial und Silowand
[kN/m?]
L ... Reibungskoeffizient zwischen Fiillmaterial und Silowand [-]
on(z) ...Horizontalspannung im Fiillmaterial [kN/m?]

2 Hinweis: Der Index i wird hier stellvertretend fiir die verschiedenen Formen des Erddrucks angefithrt. Ublicher-
weise werden anstelle des Index ¢ die Indizess a (aktiver Erddruck), p (passiver Erddruck) und 0 (Erdruhedruck)
verwendet.
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Abb. 3.1: Krifte an einem infinitesimalen Horizontalschnitt durch das Fullmaterial eines kreisformigen
Silos mit dem Innenradius v und eines rechteckigen Querschnitts mit den Abmessungen a und b

Der Reibungskoeffizient p wird in der Regel iiber den Wandreibungswinkel s ausgedriickt:

p = tan (ds) (3.4)

Des Weiteren wird die Horizontalspannung oy, als Funktion der Vertikalspannung geméafl Glg. 3.2
dargestellt, womit Glg. 3.3 iiblicherweise folgendermafien dargestellt wird:

T = Ko, tan (Js) (3.5)

mit: K; ...Erddruckbeiwert in Abhéngigkeit der horizontalen Wandbewegung — tiblicher-
weise tritt entweder K, (aktiver Erddruck) oder bei unverschieblichen, starren
Wénden K (Erdruhedruck) auf [-]
ds ... Wandreibungswinkel zwischen Silowand und Fiillmaterial [°]
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Fiir das Kréftegleichgewicht in Vertikalrichtung, ergibt sich fiir ein freigeschnittenes Fiillelement
des kreisrunden Silos mit Radius r und infinitesimaler Dicke dz unter Beriicksichtigung der
Gewichtskraft dG = yr?7 dz und Glg. 3.5:

r’ro, — (Uz + ddU; dz) r’n — Ko, tan (0g) 2rmdz +yr’rdz =0 (3.6)
Durch Vereinfachung von Glg. 3.6 ergibt sich die Differentialgleichung zur Ermittlung der
(reduzierten) Vertikalspannungsverteilung in einem Silo zu:

do, 2K;tan (ds)
+ - "7
dz r

o, =7 (3.7)

Es handelt sich dabei um eine gewdhnliche (es treten keine partiellen Ableitungen auf), lineare
(die Funktionsterme und sind jeweils linear), inhomogene (es treten Storterme auf) Differential-
gleichung 1. Ordnung (es treten hochstens erste Ableitungen auf) mit konstanten Koeffizienten.

Glg. 3.7 kann im Ubrigen auch auf Silos mit anderer Querschnittsformen angewendet werden,
indem ein dquivalenter Radius® r aus Glg. 3.7 iiber das Verhéltnis zwischen Querschnittsfliche A
und Umfang U ermittelt wird:

A
2= .
r i (3.8)

Damit ergibt sich die Differentialgleichung Glg. 3.7 fiir allgemeine Querschnittsformen zu:

do, U
p + ZKl tan (6s) 0, =7y (3.9)

3.2 Losung der Differentialgleichung

Da es sich bei der Differentialgleichung aus Glg. 3.9 um eine inhomogene Differentialgleichung
handelt, sind mehrere Schritte zur Lésung dieser Gleichung notwendig. In einem ersten Schritt
muss die homogene Losung der Differentialgleichung ermittelt werden.

3.2.1 Homogene Losung

Der homogene Teil der Differentialgleichung aus Glg. 3.7 ergibt sich, indem der linke Term aus
Glg. 3.9 gleich null gesetzt wird:
do, U

—K; ds) 0, = 1
L +A tan (6s) o, =0 (3.10)

3 Hinweis: Im Bereich der technischen Hydraulik erxistiert eine &hnliche Herangehensweise fiir die hydraulische Be-
rechnung von durchstréomten Rohren bzw. Gerinnen mit nicht-kreisformigem Querschnitt, wobei der dquivalente
Radius in diesem Fall als hydraulischer Radius“bezeichnet wird.
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Die Differentialgleichung aus Glg. 3.10 entspricht dem Typ einer sog. separierbaren Differential-
gleichung und kann mittels Trennung der Variablen gelost werden [Papula 2015]. Durch passende
Umstellung von Glg. 3.10 ergibt sich:

1 -U
—do, = TKZ tan(ds) dz (3.11)

Oz

Integration der beiden Seiten fiithrt zur homogenen Losung der Differentialgleichung:
U
In(o,) —In(Cy) = 7[(1 tan(dg)z (3.12)

wobei in Glg. 3.12 eine logarithmische Darstellungsform fiir die Integrationskonstante gewéhlt
wurde. Die Verwendung der Rechenregeln fiir den Logarithmus fiithren zu:

In (Cﬁ) = %KZ tan(ds)z (3.13)

Entlogarithmieren fithrt zur einer allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung
(Glg. 3.10) [Papula 2015]:

0z hom = Cle%Ki tan(ds)z (314)

Glg. 3.14 dient als Basis fiir Auffindung der allgemeinen Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung (Glg. 3.9). Die allgemeine Losung kann dabei entweder mittels Variation der Konstanten
oder mittels Auffindung einer speziellen Losung (Partikuldrlosung) und anschlieBender Superpo-
sition der homogenen und der partikuldren Lisung gefunden werden. Beide Varianten werden
nachfolgend betrachtet.

3.2.2 Losung der inhomogenen Differentialgleichung mittels Variation der
Konstanten

Bei der Losung mittels Variation der Konstanten wird die Integrationskonstante C' aus Glg. 3.14
zunéchst durch eine a priori unbekannte Funktion C(z) ersetzt:

o, = C(z)e A Kitan(3:)z (3.15)

Um die Differentialgleichung (Glg. 3.9) mit diesem Ansatz beschreiben zu konnen, ist es erforder-
lich die erste Ableitung der Funktion aus Glg. 3.15 zu bilden:

do, —UK; tan(és) —UK; tan(3s) dC -UK, tan(ss)
= A C+ — A 2
dz A ¢ + dz ¢

(3.16)

Durch Einsetzen der Ausdriicke von Glg. 3.14 und Glg. 3.15 in Glg. 3.9 und Kiirzen der einander
aufhebenden Terme ergibt sich nach Umformung;:

d
(Tf _ e i Kitan(d,)z (3.17)
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Durch unbestimmte Integration beider Seiten der Glg. 3.17 ldsst sich schlussendlich die Losung
der Funktion C(z) ermitteln:

A v

_ UK, tan(ds)z
UK tan(0) e (3.18)

C(z)
wobei C'1 wieder eine Integrationskonstante darstellt. Einsetzen des Ergebnisses von Glg. 3.18 in
Glg. 3.15 und Zusammenfassung des rechten Terms ergibt schlussendlich die allgemeine Losung
der inhomogenen Differentialgleichung:

U

== 3K¢t;n(5s) + Cre” altitan(): (3.19)
Es handelt sich beim vorliegenden Beispiel um ein Anfangswertproblem. Am Anfang des betrachte-
ten Korpers (der Gelandeoberflache) wird der Funktionswert o,(z = 0) sowie die Werte der ersten
n — 1 Ableitungen an dieser Stelle zur Bestimmung der n Integrationskonstanten C1,Cs, ..., Cy,
vorgegeben. Da im gegenstdndlichen Fall nur eine unbekannte Integrationskonstante vorliegt,
geniigt es, den Funktionswert an dieser Stelle vorzugeben. Es werden dafiir dementsprechend
die Vertikalspannung an der Gelédndeoberfliche o,(z = 0) benétigt. Im Falle einer unbelasteten,
freien Oberfliche ergibt sich der Anfangswert fiir die Differentialgleichung zu:

0,(2=0)=0 (3.20)

Einsetzen des Anfangswerts aus Glg. 3.20 in Glg. 3.19 erméglicht die Bestimmung der Integrati-
onskonstante Cf:

A v

C1= U Kitan(sy)

(3.21)
womit sich die spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung fiir die unbelastete, freie
Geléndeoberfliche ergibt:

A v ~ UK tan(s,) )
i 1— an(ods)z 22
7%~ UK, tan(dy) ( ¢ (3.22)

3.2.3 Losung der inhomogenen Differentialgleichung mittels Partikularlosung

Alternativ zur Losung mittels Variation der Konstanten kann die allgemeine Losung der inho-
mogenen Differentialgleichung durch die Summe der homogenen Losung und einer partikuldren
Losung dargestellt werden. Der Losungsansatz fiir die partikuldre Losung einer linearen Differen-
tialgleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten entspricht dabei im Wesentlichen dem
Funktionstyp des Storglieds [Papula 2015].

Im vorliegenden Fall handelt es sich bei dem Stérglied um eine konstante Funktion, womit der
Ansatz fiir die partikuldre Losung ebenfalls einer konstanten Funktion Cy entspricht:

Oz part — Co (323)
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Die Ableitung einer konstanten Funktion wird zu null, womit gilt:

do, part
—— =0 3.24

P (3.24)
Ein Einsetzen dieses Losungsansatzes in die Differentialgleichung (Glg. 3.9) ergibt Cy und damit
die partikulare Losung:

y

K; tan(dy) (3:25)

A
Oz, part = Co = E

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ergibt sich als Summe der homoge-
nen Losung und der partikuldren Losung:

_UKk, A
0z = Oz hom 1 Oz part = Cie a K tan(ds)z + ﬁm (3'26)

Die spezielle Losung fiir das definierte Anfangswertproblem einer unbelasteten, freien Geldndeo-
berfliche kann wieder analog zur Losung mittels Variation der Koeffizienten gefunden werden
(siehe Abschnitt 3.2.2).

3.2.4 Varianten der Differentialgleichung

Nachfolgend wird dargestellt, dass sich durch die Differentialgleichung zur Ermittlung des
Siloerddrucks weitere Faktoren berticksichtigen lassen. Konkret wird gezeigt wie eine vertikale
Auflast an der Geldndeoberfliche und wie eine allfdllige Adhésion zwischen den begrenzenden
Wiénden und dem Boden beriicksichtigt werden kann.

Beriicksichtigung einer vertikalen Auflast an der Gelandeoberflache

Eine vertikale, flichige Auflast p, an der Gelindeoberfliche stellt eine gednderte Anfangsbedin-
gung des Anfangswertproblems dar. Dementsprechend kann diese Anfangsbedingung analog zur
Bedingung einer unbelasteten Geldndeoberflache beriicksichtigt werden. Dafiir wird zunéchst von
der bekannten Losung der Differentialgleichung (Glg. 3.19, Glg. 3.26) ausgegangen:

A 0

%Kitan((ss)z + =
U K; tan(ds)

o, = Cie”

Damit die vertikale Auflast in der Losung berticksichtigt werden kann, muss die unbekannte
Konstante C7 bestimmt werden:

_Uye. A ~
(z=0)=p, = Oy e alitan(@)0 =2 T
o:(z=0=p=Crg 1 T ~ YUK tan(o.)

gl

S Ci=p - AT
L= b U K; tan(ds)

(3.27)
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Durch Riickeinsetzen des bekannten Werts der Konstante C; in die Glg. 3.19 ergibt sich die
Losung der Differentialgleichung fiir die gednderte Anfangsbedingung zu:

oA — <1 B e_gman(as)z> + pye— A tan(s)z (3.28)

- EKitan

Beriicksichtigung einer Adhdasionskraft zwischen Boden und Wanden

Neben der Reibung zwischen den begrenzenden Wénden und dem Boden, kann sich auch ei-
ne Adhésion ¢ zwischen Wand und Boden einstellen. Diese Adhésion bewirkt eine zusétzliche
Verminderung der auftretenden Vertikalspannungen im Boden. Um die Adhésion in der Diffe-
rentialgleichung zu beriicksichtigen, muss diese im Kréftegleichgewicht aufscheinen, womit die
Notwendigkeit besteht Glg. 3.6 zu adaptieren:

r’ro, — (Uz + dd”; dz) r’m — Ko, tan (0s) 2rmdz + yrirdz — 2erndz =0 (3.29)

Nach Zusammenfassung und Kiirzung ergibt dies unter Beriicksichtigung eines dquivalenten
Radius r fiir allgemeine Querschnittsformen die folgende Differentialgleichung:
do, U U

P + ZKZ tan(ds)o, = v — ey (3.30)

Die homogene Losung dieser Differentialgleichung entspricht Glg. 3.14. Damit kann die allgemeine
Losung der Differentialgleichung iiber die Variation der Konstanten gefunden werden, wobei
wiederum analog zu Glg. 3.15 die Integrationskonstante C7 durch eine a priori unbekannte
Funktion ersetzt wird und die erste Ableitung der erhaltenen Funktion gebildet wird.

o, = C(Z)e_fTUKi tan(ds)z

d U —UK; tan(ds) dC -UK;tan(ss)
d‘f; = ——K; tan(d,)e x O()+ e A

Einsetzen dieser Terme in die Glg. 3.30 und Kiirzen der einander aufhebenden Terme liefert:

dC _ U QKitan((Ss)z

Mittels unbestimmter Integration von Glg. 3.31 kann die Funktion C;(z) bestimmt werden:

_ U\ A 1 QKitan(és)z
) = (7 CA) UK, tan(6y) - +Cr (3:32)

Nach Einsetzen von Glg. 3.32 in Glg. 3.30 erhélt man die Losung der Differentialgleichung unter
Beriticksichtigung der Adhésion:

A e
U K;tan(ds) K, tan(ds)

t Cpe~ aKitan(3)2 (3.33)

Oz

Auch in diesem Fall handelt es sich um ein Anfangswertproblem, bei welchem erneut nur eine
Anfangsbedingung (an der Geldndeoberfléache) definiert werden muss, um die Differentialgleichung
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eindeutig zu losen. Geht man wieder von einer unbelasteten Gelandeoberfliche aus (Anfangsbe-
dingung gemaf Glg. 3.20), so ergibt sich die Integrationskonstante C in diesem Fall zu:

Ay
UKitan(éz) Kitan(és)

C) = (3.34)

womit sich die spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung fiir die unbelastete, freie
Geléndeoberfliche ergibt:

A il ¢ UK tan(s
P — — 1 _ an( s)z) ‘
7 (U Kitan(d,) K tan(63)> ( e (3.35)

3.3 Beispiel 1

Siloerddruck tritt zum Beispiel bei raumlich begrenzten Hinterfiillbereichen auf. Ein Beispiel
hierfiir bilden Stiitzwande in der Néhe von Felsbéschungen. Die Situation geméafi Abb. 3.1 kann
dabei als ,rechteckiger Silo“ mit A = ab und U = 2 (a + b) aufgefasst werden, weshalb Glg. 3.22
angepasst wird:

ab i —2(a+b>K-tan(6~)z)
= 1— a i s 3.36
7 2(a + b) K; tan(ds) ( ¢ (3:36)

Kann die Lédngenausdehnung a als unendlich angenommen werden, ergibt sich fiir die Vertikal-
spannungen im Hinterfiillbereich (vgl. auch [ONORM B 4434 1993)):

: _ é# —gKitan((Ss)z
all)rgo(az) - 2 K; tan(d) (1 ¢’ ) (3.37)

Wenn die Stiitzwand und die Felsboschung als unverschieblich angenommen werden kénnen, so
wirkt der Erdruhedruck Ky, welcher sich fiir die Situation in Abb. 3.2 folgendermaflen errechnet;:

Ko =1—sin(¢') = 1 —sin(32,5°) = 0, 462 (3.38)

Unter Verwendung von Glg. 3.37 und Glg. 3.38 ergibt sich fiir die Verteilung der Vertikalspan-
nungen:

o.(z=0) = 0kN /m?
o.(z=1) =14,44kN/m?
0.(2=2) =2356kN/m?
0.(z=4) =29,32kN/m?
0.(z=5) =3297kN/m? (3.39)

b ~y
_ — 212 _
0,(z =00) = 39,23kN/m <— 5 0tan(55)>
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b=0,80m
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Abb. 3.2: Beispiel fiir ein Anwendungsgebiet des Siloerddrucks: Siloerddruck auf eine Stitzmauer nahe
einer Felsboschung

Zur Ermittlung des Siloerddrucks (Horizontalspannungen an der Riickseite der Stiitzwand)
miissen die Vertikalspannungen gemafl Glg. 3.2 noch mit dem Erdruhedruckbeiwert multipliziert
werden ey = Kyo,:

eo(z=0) = 0kN/m?
eo(z=1) = 6,67kN/m?
eo(z =2) = 10,88 kN/m?
eo(z =4) =13,55kN/m? (3.40)
eo(z =5) =15,23kN/m?

es(z = 00) = 18,12 kN /m?

Die Verlaufe der Vertikalspannungen und der Erddruckverteilung iiber die Tiefe sind in Abb. 3.3
dargestellt.

Wie Glg. 3.39 bzw. der Abb. 3.3 zu entnehmen ist, strebt die vertikale Spannung bzw. der
Siloerddruck asymptotisch einem Grenzwert entgegen, der sich durch Limes-Bildung der Glg. 3.22
fiir die Tiefe z — oo ergibt:

: A 2l — UK tan(6 A Y
comar = lim (02) = = ———[1- Gl I 3.41
% %0 () U Ky tan(ds) ( N U Ky tan(ds) (341)

— 0
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Tiefe z [m]
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02,5 (2) —e0,s(2)

18 — — — 0z max -_— —'e(),s,max

.......... Oz,ii 60(2)

20
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Vertikalspannung o [kN / m2] Erddruck e [kN / m2]

Abb. 3.3: Verlauf der Vertikalspannungen und des (Silo-)erddrucks in der Hinterfillung fiir die Gegeben-
heiten gem. Abb. 3.2

Durch Gleichsetzen der Uberlagerungsspannung mit der maximal auftretenden Vertikalspannun-
gen zufolge Siloerddruck, lisst sich eine ,,ideelle Wandtiefe* zy ermitteln, in der die Uberlagerunss-
pannung gleich grof ist wie die maximal auftretende Vertikalspannung zufolge Siloerddruck:

A ~y A 1

_A _ AL 42
zmas U Ky tan(ds) 7F0 T 20 U Ko tan(ds) (342)

Fiir verschieden Querschnittsformen des ,,Silos* lasst sich die ideelle Wandtiefe geméafl nachfol-
gender Auflistung ermitteln:

A 1
20 :ﬁm .. allgemeine Querschnittsflache
1
20 :gm .. kreisférmige Querschnittsflache
ab 1 hteckige Querschnittsflich
20 = ... rechteckige Querschnittsfliche
" 72 (a + b) Ko tan(s,) &
b 1
20 zim .. endlos ausgedehnte rechteckige Querschnittsflache
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Abb. 3.4: Unterschiedliche Formdnderungsbedingungen bei eingebetteten Rohren (Parallelverschiebung des
Rohres, Grabenbedingung und Dammbedingung)

3.4 Beispiel 2

Ein weiteres Beispiel fiir das Auftreten des Siloerddriucks stellen nachgiebige Rohre dar, die
in einem engen Graben verlegt wurden und das Hinterfiillmaterial des Grabens anschlieend
mit lockerer bis mitteldichter Lagerungsdichte eingebaut wurde. Bei dieser Konstellation tritt
eine Relativverschiebung zwischen dem Hinterfiillmaterial und den Grabenwanden auf. Diese
Verschiebung setzt sich aus einem Anteil aus der (elastischen) Verformung des Rohres und einem
Anteil aus der Setzung des Hinterfiillmaterials zusammen. Durch die Mantelreibung zwischen
Hinterfiillmaterial und Grabenwand kénnen wiederum Schubspannungen aktiviert werden, womit
die Grabenwénde wie die Wéande eines (rechteckigen) Silos wirken und die Vertikalspannung auf
den Rohrscheitel als Silodruck berechnet werden kann. In diesem Fall ( Grabenbedingung) treten
geringere Vertikalspannungen am Rohrscheitel auf als beim (theoretischen) Fall, in dem das
Rohr dieselbe Verformung wie der umgebende Untergrund (unendlicher Halbraum) erfahrt. Wird
anstelle des nachgiebigen Rohres ein steifes Rohr (auf steifem Planum) verlegt und es setzen
sich sowohl die Hinterfiillung als auch die Umgebung, so treten héhere Vertikalspannungen auf
(Dammbedingung) als beim theoretischen Fall, in dem die Verformungen des Rohres ident mit
den Verformungen des umgebenden Untergrunds sind. Dieser Fall kann iiber N&dherungsformeln
berticksichtigt werden [Kézdi 1962]. Die beschriebenen Bedingungen sind in Abb. 3.4 dargestellt.

Nachfolgend soll die Vertikalspannung am Rohrscheitel fiir ein nachgiebiges Rohr zufolge Boden-
eigenlast ermittelt werden. Das Rohr (Durchmesser D = 50 cm) wurde in einem 80 cm breiten,
mit Sand aufgefiillten Rohrgraben in einer Tiefe von 2,5m (Scheitelebene) verlegt. Die Bodenpa-
rameter sind sowohl fir das Hinterfiillungsmaterial als auch fir den anstehenden (homogenen)
Untergrund bekannt (siehe Tab. 3.1).

Als Wandreibungswinkel zwischen Hinterfiillungsmaterial und anstehendem Untergrund wird der
kleinste Reibungswinkel der betrachteten Materialien gewahlt:

: / / /
53 = min [@Fﬁllungv (PBoden} = ¥Boden — 25?00
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Tab. 3.1: Bodenparameter fiir das Hinterfillungsmaterial und den anstehenden Boden

Anstehender Boden Hinterfiillungsmaterial

Bodenparameter (schluffiger Sand) ( Sand)
Wichte v [kN/m?] 18,0 18,0
Wichte unter Auftrieb 7' [kN/m3] 10,0 10,0
Reibungswinkel ¢’ [°] 25,0 32,5
Kohésion ¢ [kN/m?] 5 0

In dieser Situation wirkt aufgrund der geringen seitlichen Deformation an den Wandflachen des
Grabens der Erdruhedruck. Der Erdruhedruckbeiwert betrégt fiir die vorliegende Situation:

Ko =1—sin(¢') =1 —5sin(32,5°) = 0, 462

Nimmt man eine unbelastete Geldndeoberfliche und eine unendliche Ausdehnung des Grabens
an, so entspricht die Losung jener aus Glg. 3.37 und es ergibt sich fiir die Vertikalspannung am
Rohrscheitel:

b v ~ 2K, tan(bs)
z :2) = 4 1_ i tani0s)z —_ ...
o.(2 =2,5m) 2 K tan(oy) ( e b )

0,8 18,0 (
2 0,462tan(25)

_ o 50.462 tan(25~2,5)> = 24,73kN/m? (3.43)

Wiirde man die Silowirkung nicht beachten und fiir die Vertikalspannung nur das Gewicht aus
dem tberlagernden Hinterfillmaterial beriicksichtigen, so erhielte man:

0.(2=25m) =~z =18,0-2,5 = 45,0kN/m?






Kapitel 4

Bettungsmodulverfahren

4.1 Herleitung der Differentialgleichung

4.1.1 Grundlagen und Motivation

Das Bettungsmodulverfahren dient in der Geotechnik in vielfdltiger Weise zur Beschreibung der
Interaktion zwischen dem Baugrund und einem Fundament. Haufig Anwendung findet es fiir die
Berechnung von Flachgriindungen bzw. Baugrubensicherungen oder bei horizontal belasteten
Tiefgriindungselementen zur Beriicksichtigung von vertikalen bzw. horizontalen Bodenreaktionen.
Wird beispielsweise ein flachgegriindetes Fundament (z. B. Streifenfundamente oder Plattenfun-
damente) belastet, so ruft diese Belastung eine Reaktion des Untergrunds hervor (Sohlspannung),
wobei sowohl die Sohlspannung als auch die Verformung des Fundaments zunéchst unbekannt sind.
Eine Moglichkeit, diese unbekannten Gréflen zu ermitteln, stellt das Bettungsmodulverfahren dar,
bei dem ein (linearer) Zusammenhang zwischen der Verformung des Fundaments (Biegelinie) und
der hervorgerufenen Sohlspannung unterstellt wird. Die Einsenkung eines Punktes der Sohlflache
wird unabhéngig von der Belastung benachbarter Teilflichen ermittelt, womit diese nur von der
Belastung des betrachteten Punkts selbst abhéngig ist.

4.1.2 Biegelinie eines elastisch gebetteten Balkens

Sind die Querschnittsabmessungen eines Fundaments sehr klein im Verhéaltnis zu dessen Léngs-
ausdehnung, so kann dieses Fundament als Balken (Beschreibung des Korpers anhand seiner
Léngsachse) betrachtet und (bei entsprechend kleinen Verformungen im Verhéltnis zur unver-
formten Lage) geméfl der Balkentheorie erster Ordnung beschrieben werden. Fiir einen Balken
(Fundament) mit der Biegesteifigkeit ET kann die elastische Biegelinie unter Verwendung des
Koordinatensystems geméafl Abb. 4.1 durch die Differentialgleichung der Biegelinie beschrieben
werden:

d?z M

o Tl 4.1

da? EI (4.1)
mit: z(z) ...Ortskoordinate zur Beschreibung der vertikalen Balkenverformung [m]

M ... Biegemoment [kN m]

EI  ...(konstante) Biegesteifigkeit des Balkenes [kN m?]
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Durch Differenzieren dieser Gleichung ergibt sich die Querkraft ) und nach einer weiteren
Ableitung die Gesamtbelastung des Balkenes ¢(z):

dM d?z

©= dr —Bl da3 “2)
Q &M atz

ST dr - P .

mit: Q(z) ...Querkraft [kN]
q(x) ...Belastung des Balkenes [kN/m]

Die Gesamtbelastung des Balkens ¢ setzt sich aus der &ufleren Belastung p — welche senkrecht nach
unten wirkt — und der ihr entgegengesetzten Bodenreaktion bzw. Sohlpressung oy zusammen:

q=—p+ 0o (4.4)

Die unbekannte Sohlpressung kann durch ein Federgesetz mit der Durchbiegung des Balkens in
Verbindung gebracht werden. Konkret erfolgt die Modellierung der Bettungseigenschaften des
Bodens durch eine unendlich gedachte Anzahl parallel wirkender linearer Federn, welche durch
ihre Federsteifigkeit, den Bettungsmodul ks [kN/m3]!, gekennzeichnet sind. Es ergibt sich damit
ein proportionales Verhalten zwischen dem Sohldruck oy und der Einsenkung z an der Stelle x:

gp = ksZ (4.5)
Glg. 4.5 gilt dabei fiir eine Flichenlast [kN / mZ]. Fiir eine Linienlast [kN/m]| muss der Ausdruck
noch mit der Breite b multipliziert werden:

og — kszb (4.6)

Einsetzen von Glg. 4.6 und Glg. 4.4 in Glg. 4.3 fiihrt zu:

d*z

o) il
dx?

In der Regel wird Glg. 4.7 durch die Einfithrung der elastischen Linge L adaptiert:

[AET
L=24¢ 4.8
ksb (4.8)

woraufhin sich die Differentialgleichung fiir einen elastisch gebetteten Balken folgendermaflen
ergibt:

dYz 4z 1

_ﬁp

i (49)

!Die Einheit des Bettungsmodul kann nicht direkt als Kraft pro Volumen interpretiert werden. Es handelt sich
um eine Federsteifigkeit [kN/m], die auf eine bestimmte Fliche [m?] bezogen wird. Dementsprechend ergibt
sich die dargestellte Schreibweise [kN/m?] als Verkiirzung der Einheit[ kN/m/m?].
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| o) —

Y

| N—oo(z) = ksz

Abb. 4.1: Statischer Systemansatz des Bettungsmodulverfahrens

Es handelt sich dabei um eine gew()’hnliche (es treten keine partiellen Ableitungen auf), lineare

( )

(die Funktionsterme z(z) und ¢ —r sind jeweils linear), inhomogene (es treten Storterme auf)
Differentialgleichung 4. Ordnu (es treten hochstens vierte Ableitungen auf) mit konstanten
Koeffizienten.

4.2 Losung der Differentialgleichung

Fiir einfache Randbedingungen wie zum Beispiel eine konstante Belastung ist diese Differenti-
algleichung analytisch 16sbar. Damit existiert eine mathematisch geschlossene Losung fiir die
Verformungen z und (iiber den Bettungsmodulansatz) auch eine Losung fiir die Verteilung des
Sohldrucks oy.

4.2.1 Homogene Losung

Da es sich bei Glg. 4.9 um eine inhomogene Differentialgleichung handelt, setzt sich die Losung
aus einem homogenen und einem partikuldren Anteil zusammen. Der homogene Anteil der
Differentialgleichung ergibt sich zu:

dYz 4z

Der Homogenteil linearer Differentialgleichungen beliebiger Ordnung kann iiber folgenden Ansatz
gelost werden [Papula 2015]:

z(z) = e (4.11)

Damit ergibt sich fiir die Differentialgleichung in Glg. 4.10 folgende charakteristische Gleichung;:

4
A+ 71=0 (4.12)
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womit sich A\ folgendermaflen errechnen lésst:
4
4
A= \4/—1{ (4.13)

Der Ausdruck in Glg. 4.13 beinhaltet eine negative Wurzel, welche nicht im reellen Zahlenraum
gelost werden kann. Es ist daher zweckméBig, den Wert unter der Wurzel (Radikand) in Glg. 4.13
bereits als komplexe Zahl zu betrachten. Der Radikand kann dabei folgendermafien dargestellt
werden:

z=Re(z)+Im(z) = -140-1i (4.14)
2 =|2| /T2 — |2 (cos (0 + 2k7) + isin (6 + 2kn)) (4.15)

Wobei sich fiir die Losung des Wurzelausdrucks in Glg. 4.13 die Darstellung mittels Glg. 4.15
empfiehlt, bei der die EULER’sche Formel verwendet wurde. Der Ausdruck 2k beriicksichtigt das
Fehlen einer eindeutigen Losung im komplexen Zahlenraum iiber die Periodizitdt des Arguments,
wobei gilt: k € Zar . Wird —1 als komplexe Zahl aufgefasst, so ist deren Betrag|z| = 1 und das
Argument 6 = 7. Glg. 4.13 lésst sich daher umformulieren zu:

4 4 - 4 4 . 44 . s 44
\ = \4/_71{ =\ |z|e1(9+2kﬂ){ =1 el(“‘?’”)i{ =1- el4+k?{ (4.16)

Fiar £ =0,1,2,3,... besitzt Glg. 4.16 voneinander verschiedene Losungen, die sich fir £ > 4
wiederholen. Dementsprechend ergeben sich die Losungen von Glg. 4.16 zu:

4 x vl | 1 1

AL = {614 = { cos (Z) + isin (Z) =7 + iz

V4 s V4| 37\ | 1 .1

Ay = {eli = { cos () + isin (I) =7 + iz
, T (4.17)

\ \/Eel% V4 COS<57T>+ . (577) 1.1

= — = — — isin{ — || =—— —1—

3770 L 4 4 L L

A \4/1617‘; Vi -cos(7 )+ isi (77T) L

= — = — — isin| — || = = —1i—=

1T L 4 4 L L

Die Losung der charakteristischen Glg. 4.12 ergibt zwei konjugiert komplexe Zahlenpaare. Ein
konjugiert komplexes Zahlenpaar (A1, \4) lasst sich dabei folgendermafien umschreiben:

213 =e = e(T£1)7 = of (cos (2) +isin (;)) (4.18)

Da sowohl der Realteil als auch der Imaginarteil aus Glg. 4.18 Losungsfunktionen der Glg. 4.12
darstellen (wie leicht durch viermaliges Ableiten der entsprechenden Terme aus Glg. 4.18 und

-
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anschlieflendes Einsetzen in Glg. 4.10 gezeigt werden kann), ergeben sich die vier Basislosungen
der Differentialgleichung zu:

x T
21 =eL cos (L)
29 = el sin (m)
L
L N (4.19)
z3 = e L cos (L)
== . xz
zZ4 =€ L sin (L)

Wenn die Losungen geméfl Glg. 4.19 ein Fundamentalsystem bilden und somit linear unabhéngig
sind, kann die homogene Gesamtlosung als Linearkombination der Basislosungen (mit zunéchst
unbekannten Faktoren C;) gebildet werden [Papula 2015]. Um gewéhrleisten zu konnen, dass
die Basislosungen nicht linear voneinander abhéngen, muss die WRONSKI-Determinante der
Basislosungen von null verschieden sein. Die WRONSKI-Determinante wird im vorliegenden Fall
aus den Basislosungen und den ersten drei Ableitungen gebildet:

21 22 23 24

le dZQ d23 dZ4

dzr  dz dzr dz ) 32 (cos (%)4 + sin (f):;_ 2 cos (%)2 sin (z>2> (4.20)

d22:1 d22’2 d223 d2Z4
dx?  dz? daz?  da?

d3z; d3z9 325 d3zy
de3  da3  da3 dad

Die Berechnung der Determinante einer 4x4-Matrix kann z. B. mit dem LAPLACE’schen Entwick-
lungssatz erfolgen, wobei dieses Verfahren rechenaufwéndig ist und daher an dieser Stelle nicht
néher ausgefiithrt wird. Im vorliegenden Fall wurde das Ergebnis der WRONSKI-Determinante
(Glg. 4.20) unter Verwendung des symbolischen Teils des Softwarepakets MATLAB ermittelt. Da
die WRONSKI-Determinante aus Glg. 4.20 ungleich null ist, handelt es sich um linear unabhéngige
Basislosungen, womit sich die homogene Lsung folgendermaflen ergibt:

sl oo oo )
oo (3)] <0 ton (7))

Glg. 4.21 dient als Basis fiir die Auffindung der allgemeinen Loésung der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung (Glg. 4.9). Die allgemeine Losung kann dabei entweder mittels Variation der
Konstanten oder mittels Auffindung einer speziellen Losung ( Partikuldrliésung) und anschlieBender
Superposition dieser Lésungen gefunden werden, wobei nachfolgend nur die Vorgehensweise mit
Partikuldrlosung gezeigt wird.

(4.21)
+ 05
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4.2.2 Inhomogene Losung

Der Storterm p der hier behandelten inhomogenen Differentialgleichung (Glg. 4.9) stellt eine
dufere Belastung auf das Fundament in Form einer Flichenlast [kN/m?] dar. Um eine Linienlast
[kN/m] zu erhalten (die mit der Balkentheorie kompatibel ist), wird die Flachenlast mit der
Breite b multipliziert. Es folgt somit fiir Glg. 4.9:

d*z 4z B pib

dzt " L4 T EI (4.22)

Der Loésungsansatz fiir die partikuldre Losung einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten entspricht dabei im Wesentlichen dem Funktionstyp des Storglieds
[Papula 2015]. Als Belastung wird im Folgenden der Sonderfall einer Gleichlast behandelt. Dabei
gilt:

p = const. (4.23)

Damit handelt es sich bei dem Storglied um eine konstante Funktion, womit der Ansatz fir die
partikuldre Losung ebenfalls einer konstanten Funktion Cj entspricht:

Zpart = Co (4.24)

Alle Ableitungen einer konstanten Funktion werden zu null, womit sich nach Einsetzen in Glg. 4.22
ergibt:

4Co _ b

— = 4.2
0+ 74 I (4.25)
Daraus folgt fiir die partikuldre Losung im Falle einer Gleichlast:
L'
it =0Cy=— 4.26
Zpart 0 1E Ip ( )

Damit ergibt sich die allgemeine Losung fiir eine konstante Gleichlast durch Addition der
homogenen Losung und der partikuldren Losung:

Zges = C1 lef cos (;) et sin (E)}

e T cos <$> +C e I sin <a:> + L%
L 4 L AEIP

Wie aus der allgemeinen Losung ersichtlich ist, ergeben sich vier Unbekannte (C, Co, C3, Cy),
wobei es sich hier um ein Randwertproblem handelt. Sowohl am linken als auch am rechten Rand
des Fundamentstreifens erhélt man aufgrund der Randbedingungen (Einspannung, gelenkige
Lagerung oder freies Ende) je zwei Gleichungen und damit insgesamt vier Gleichungen zur
Bestimmung der vier Unbekannten.

+ Cy

(4.27)
+ C
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Abb. 4.2: Balken mit unendlicher Linge und einer Einzellast

4.3 Beispiel

Ein Anwendungsbeispiel fiir das Bettungsmodulverfahren stellt die Modellierung eines Gleises
dar. Ein Gleis kann dabei als unendlich langer Balken (Zimmermannbalken) mit elastischer
Bettung? betrachtet werden. Im Folgenden wird dieser Fall des unendlich langen Balkenes unter
einer normal auf die Balkenachse angreifenden Einzellast betrachtet. Da die Last nur in einem
Punkt angreift, wird der Koordinatenursprung fiir dieses Beispiel in den Lastangriffspunkt gelegt
(siehe Abb. 4.2).

Beziiglich der Randbedingungen gilt, dass in unendlicher Entfernung zum Lastangriffspunkt die
vertikale Verschiebung gleich null sein muss und dass im Koordinatenursprung die Querkraft (Pro-
dukt aus Biegesteifigkeit und der dritten Ableitung der Biegelinie) gleich der halben Einzelkraft
sein muss. Auflerdem gilt, da das betrachtete System symmetrisch um den Koordinatenursprung
ist, dass die Biegelinie an dieser Stelle eine horizontale Tangente aufweist. Damit kénnen die
Randbedingungen der Differentialgleichung folgendermaflen zusammengefasst werden:

1. z(z=00) =0

dz(z=0) _
g, d22=0) _

ddz(2=0) _ P
3. EI=5 5~ =%

dz3

Die erste Randbedingung liefert beim Einsetzen in die homogene Losung gemafl Glg. 4.21:

xli_{lolo{cl lez cos (E) e sin <z>]
Cs [ef cos <z> + Cy [ef sin (;)] } =0

Der Grenzwert fiir die Exponentialfunktion mit negativem Exponenten betrigt null:

leIgO{Cg [e_i sin (;) ¢~ T sin (i)] } =0 (4.29)

+ Cy

(4.28)

+ Cy

2In diesem Zusammenhang wird die elastische Bettung oftmals als WINKLER-Bettung bezeichnet.
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Somit verbleiben in Glg. 4.28 die Ausdriicke fiir C; und Cj:

leIgO{C [ef sin (i)] } = xlgrgo{cl lef cos (i)] } (4.30)

Sinus und Kosinus sind beschrénkt und die Exponentialfunktion unterliegt einem stetigen
Wachstum 3. Deshalb kann die Bedingung aus Glg. 4.29 nur erfiillt werden, wenn C; = Cy =0
gilt. Einsetzen der zweiten Randbedingung in die homogene Losung gemif Glg. 4.21 und
Beriicksichtigung der bereits bekannten Konstanten liefert wiederum:

dz (z =0) -1 1
_ 4.31
0=0C4 + Cy ( 3 )

woraus wiederum hervorgeht, dass Cs = Cy = C' sein muss. Damit kann die letzte Unbekannte
bestimmt werden:

P 2 2
g =EIC [113 + Lg} (4.32)

was nach Umformung fiir die Konstante C' ergibt:

P

pu— 4-
2Lk (4.33)

womit sich die Biegelinie sowie die Momentenlinie des unendlich ausgedehnten Balkenes bestimmen
lassen:

(4.34)

3limag—oce® = 00
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Allgemeine Warmeleitung

5.1 Herleitung der Differentialgleichung

5.1.1 Grundlagen und Motivation

Die allgemeine Warmeleitung kommt in der der Geotechnik in verschiedenen Bereichen zur
Anwendung. Bei Bodenvereisungen, welche etwa bei der Herstellung von U-Bahn-Tunnel zum
Einsatz kommen kénnen, wird das Bodenwasser kiinstlich gefroren, um eine verfestigte, wasse-
rundurchlissige Schicht zu erzeugen. Beim Verkehrswegebau ist die sorgfiltige Herstellung von
Frostschutzschichten, also Tragschichten ohne Bindemittel, welche die Bildung von Eislinsen
verhindert, ein wesentliches Kriterium fiir eine lange Gebrauchstauglichkeit. Im Rohrleitungsbau
kann die Messung von Temperaturanomalien im Boden zur Ortung von Leckagen beitragen
[Adam 2019].

Ein weiterer Anwendungsbereich ist jener der Geothermie, also die Nutzung des Baugrunds
zur Nutzbarmachung und Speicherung thermischer Energie. Die Temperatur im Boden liegt in
Mitteleuropa in einer Tiefe von etwa 15 m iiber das gesamte Jahr nahezu konstant bei {iber 10 °C.
Der Einsatz der oberflichennahen Geothermie ist somit ein geeigneter und nachhaltiger Weg,
Gebédude im Sommer zu kiithlen und im Winter zu wérmen.

Um die Energie des Bodens nutzen zu kénnen, muss ein Austausch zwischen dem Boden und einem
kiinstlich eingebrachten, zirkulierenden Medium (Wérmetragerfliissigkeit in Absorberleitungen)
stattfinden. Der dabei stattfindende physikalische Mechanismus ist die Warmeleitung (Kondukti-
on), welche neben der Warmestrahlung (Radiation) und dem Warmeiibergang (Konvektion) eine
der wesentlichen Ubertragungsarten thermischer Energie ist [Tipler et al. 2019].

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Begriffe Warme und Energie oftmals als Synonyme
verwendet werden. Wérme stellt allerdings keine Energieform (wie z. B. die innere, die kinetische
oder potenzielle Energie), sondern (neben der Arbeit) eine Energietransportform aufgrund von
Temperaturunterschieden tiber eine thermodynamische Systemgrenze dar [Herwig und Moschallski
2009].

5.1.2 Warmebilanzierung

Die Herleitung der allgemeinen (inhomogenen und instationdren) Wérmeleitungsgleichung erfolgt
mit Hilfe des in Abb. 5.1 gezeigten Volumenelements im kartesischen Koordinatensystem dV =
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Abb. 5.1: Ein- und austretende Warmestrome in ein infinitesimales Volumenelement dV

dx dy dz und die iiber die Grenzflichen ein- und austretenden Wéarmestromdichten. Diese sind
definiert als:

d@ _ _d@ (5.1)

1744~ adAar
mit: Q(x,t) ... Wérme [J]

Q(x,t) ... Wirmestrom, Warmeleistung [W] = [J /5]
G(x,t) ... Wirmestromdichte [W/m?]

Die pro Zeiteinheit einstromende Wéarme entspricht dabei:
Qm,ein = gy dydz
Qyrein = Gy dz dz (5.2)
Qz,ein = ¢, dxdy

Die pro Zeiteinheit ausstromende Warme kann durch eine linearisierte TAYLOR-Entwicklung
geschrieben werden als:

) 04y
Qa;,aus = <qm + alC dx) dy dz
Ox

Qy,aus = <Qy + % dy) dzdz (53)

Qz aus — <QZ + % dZ> dz dy
’ 0z

Zusétzlich kann im betrachteten Volumenelement eine Wéarmequelle (oder Wérmesenke) vor-
handen sein. Beispiele fiir Warmequellen sind z. B. exotherme chemische Reaktionen, welche fir
Freisetzung von innerer Energie sorgen, oder die Dissipation mechanischer Energie [Herwig und
Moschallski 2009]. Warmequellen (oder Wérmesenken) bewirken, dass sich die innere Energie im
infinitesimalen Volumenelement erh6ht (oder verringert):

Qo = Godz dydz (5.4)



5.1 Herleitung der Differentialgleichung 43

mit: Qo(x,t) ...freigesetzte oder gebundene Wirme [W]
do(x,t)  ...volumenbezogene Wirmequelldichte [W /m3]

Eine Bilanzierung der ein- und austretenden Wérme sowie der Warmequelle fiir das in Abb. 5.1
betrachtete Volumenelement ergibt die zeitliche Anderung der Wirme:

0Q . : .
ﬁ - Qeln - Qaus + QO
0
37? = [Ge dydz + ¢, dz dz + ¢, dz dy]
o o N (55)
Mo+ 2 Az ) dyde+ (¢, + 2 dy | dedz + (¢ + 22 dz | dzdy
ox Ay 0z
+ godxrdydz
Durch Vereinfachung ergibt sich:
0Q _ (9¢z | 04y  0O¢: :
e (81‘ +@+ oz dV + godV (5.6)

Der Zusammenhang zwischen Warmestromdichte und Temperatur geht auf FOURIER zuriick und
wird auch FOURIER-Gesetz genannt [Adam 2019]:

oT
':1: = *)\z a_
4 ox
. oT
dy = =Ny En (5.7)
. oT
G = —A\; @

mit: Az, t) ... Warmeleitfahigkeit [W/(m K)]

T(x,t) ...Temperatur [K]
Das negative Vorzeichen besagt dabei einen Zustrom in Richtung des negativen Temperatur-
gradienten. Bei der Temperatur handelt es sich nicht um eine vektorielle Gréfle, sondern um
ein skalares Feld. Dies bedeutet, dass eine einzige Zahl ausreicht, um die Temperatur an einem
bestimmten Ort und zu einer bestimmten Zeit eindeutig zu bestimmen [Hannoschock 2018].

Einsetzen von Glg. 5.7 in Glg. 5.6 ergibt:
0oQ |0 oT 0 oT 0 oT
ot [83: (Az 837) + y (Ay 8y> + 0z (AZ 82)

Die materialabhdngige spezifische Wéarmekapazitét gibt den Zusammenhang zwischen Wéarme-
und Temperaturdnderung an:

AV + o dV (5.8)

o= % (5.9)

mit: c(x,t) .. .spezifische Warmekapazitit [J/(kg K)]
AT(x,t) ... Temperaturdifferenz [K]
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oder im Kontext von zeitlichen Anderungen und einem infinitesimalen Kontrollvolumen mit
infinitesimaler Masse:

0Q . or

Zusétzlich lasst sich die Masse eines Korpers als Produkt aus Dichte und Volumen beschreiben:

dm = pdV (5.11)

Einsetzen von Glg. 5.10 und Glg. 5.11 in Glg. 5.8 ergibt die auf das betrachtete Volumen bezogene
Energiebilanz:

o (. or\ o (, 0T\ o [ or oT
TN E )+ E (AN L (L ) go=ep 1
9z (Aﬂ“ 8x> "oy (Ay ay> i (Az az> =P (5.12)

oder mit der Warmeleitfahigkeit als Tensor zweiter Stufe:

div(X grad(T)) + do = cp B (5.13)
bzw. mit dem Nabla-Operator geschrieben:
oT

Glg. 5.14 stellt die allgemeine Warmeleitungsgleichung dar. Dabei muss das Material nicht isotrop
sein, das heifit die Stoffeigenschaften (Warmeleitungskoeffizient, Dichte und Warmekapazitét)
koénnen sich sowohl mit der Temperatur als auch mit der Ortskoordinate &ndern. Die Warmeleit-
fahigkeit kann in verschiedene Richtungen unterschiedlich grof3 sein und die volumenbezogene
Wiarmequelldichte kann sich mit der Ortskoordinate und der Zeit dndern [Hannoschock 2018].

Die allgemeine Wérmeleitungsgleichung lasst sich fiir verschiedene Spezialfille wesentlich verein-
fachen. Im Falle eines isotropen Materials gilt (in einem kartesischen Koordinatensystem):

o*T  9°T O°T i OT
— = — 5.15
a<8x2+6y2+8z2>+cp ot (5.15)
oder in verkiirzter Schreibweise mit dem LAPLACE-Operator A =V -V = V2
go OT
AT+ — = — 1
aAT + oo ot (5.16)
. A el 9
mit: a(x,t) = — ... Temperaturleitfahigkeit [m=/s]

cp
Az = Ay = Ay = A(z,t) ... Wérmeleitfihigkeit [W/(m K)]
FEine weitere Vereinfachung ergibt sich im homogenen, stationdren Fall. Dies bedeutet, dass
keine Warmequelle vorhanden ist und sich das System iiber die Zeit nicht verdndert. Das
Ergebnis ist eine sogenannte LAPLACE-Gleichung, welche beispielsweise auch eine stationére
Grundwasserstromung (vgl. Kapitel 6) beschreibt:

AT =0 (5.17)
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Als weiterer Spezialfall sei nun noch der Fall einer inhomogenen, stationdren Warmeleitungsglei-
chung genannt. Die resultierende Gleichung ist als Po1ssoN-Gleichung bekannt:

—aAT =D (5.18)
cp

5.2 Losung der Differentialgleichung

Die Warmeleitungsgleichung kann fiir stationére, ortlich eindimensionale Probleme, beispielsweise
mittels Trennung der Variablen oder durch eine LAPLACE-Transformation gelést werden. Diese
Methoden kénnen in zahlreichen Quellen, beispielsweise bei Hancock [2006], nachgelesen werden.

Bei zweidimensionalen Problemen ist eine analytische Lésung bereits eine schwierige Aufgabe,
weshalb heutzutage hauptsichlich numerische Verfahren wie die Finite-Differenzen-Methode
(FDM, Finite Difference Method), Finite-Elemente-Methode (FEM, Finite Element Method)
oder die Randelemente-Methode (REM, héufig auch BEM fir Boundary Element Method) zur
Anwendung kommen.

In Kapitel 6 wird der homogene, stationdre Fall im Kontext der zweidimensionalen Grundwasser-
stromung mit Hilfe eines graphischen Verfahrens und der FDM gelost.

5.3 Beispiel

Als Beispiel soll die Temperaturentwicklung im Boden aufgrund der jahrlichen Temperatur-
schwankungen untersucht werden. Wie zuvor bereits erwiahnt, liegt die Temperatur im Boden
in Mitteleuropa in ausreichender Tiefe iiber das gesamte Jahr nahezu konstant bei {iber 10 °C.
Jahreszeitliche Schwankungen der Lufttemperatur beeinflussen die Temperatur im Untergrund
lediglich in wenigen Metern unter der Erdoberfliche.

Diese Schwankungen dienen als Randbedingung fiir das System und sollen als harmonischer
Temperaturverlauf mit folgenden Eigenschaften modelliert werden:

T(z=0,t) = Ty + AT cos(wt) (5.19)
wobei:
w= %—g ... Kreisfrequenz [Hz|

Die in diesem Beispiel verwendeten Parameter sind:

Tm =10°C  ...mittlere Temperatur (Mittelwert)
AT =15°C ... Temperaturschwankung (Amplitude)
to=12Mo ...Periodendauer

Abb. 5.2 zeigt den modellierten Verlauf der Lufttemperatur {iber ein Jahr.

Die Modellierung des Bodens erfolgt als einseitig unendlich ausgedehnter Koérper 0 < z < oo.
Obwohl das Problem durch die Zeitabhéngigkeit der Randbedingung instationdr ist, kann durch
die periodische Antwort von einem quasi-stationdren Zustand gesprochen werden [Hancock 2006].
Zuséatzlich sind die in der Erde vorhandenen Warmequellen aus der Erdentstehung bzw. durch
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Abb. 5.2: Modellierter jihrlicher Verlauf der Lufttemperatur

radioaktive Zerfallsprozesse in den ersten hundert Metern der Erdkruste gering [Kolymbas 2019],
wodurch das Problem als homogen betrachtet werden kann.

Ohne auf die Herleitung einzugehen, kann die Temperatur im Boden folgendermaflen berechnet
werden [Hancock 2006]:

T(z,t) = T + ATe™% cos(wt — 62) (5.20)

worin die Ddmpfung folgendermaflen definiert wird:

[w [m
§=./= = 5.21
2a ato ( )
Mit den gegebenen Bodenparametern:

A=25W/(mK) ... Warmeleitfdhigkeit

c=800J/(kgK) ...spezifische Warmekapazitét
p = 2700 kg/m? ... Dichte
lasst sich die Temperaturleitfdhigkeit berechnen:
A 2,5
== =_—"""=11574-10 °m?/s = 3,04 m*/M 5.22
Ty T 8002700 m”/s = 3,04m”/Mo (5.22)

Der Temperaturverlauf des Bodens in Glg. 5.20 entspricht somit der vorgegebenen Temperatur aus
Glg. 5.19 mit derselben Kreisfrequenz, besitzt allerdings einen Abklingterm e~%* und eine mit der
Tiefe zunehmende Phasenverschiebung §z. Beide Terme sind von den Bodenparametern abhéngig.
Der Temperaturverlauf des Bodens ist in Abb. 5.3 fiir jeden zweiten Monat dargestellt.

Eine interessante Frage ist nun, welche Tiefe optimal fiir eine Anwendung der Geothermie ist.
Das Kriterium hierfiir ist, dass die Temperaturdifferenz zwischen dem Boden in der gesuchten
Tiefe und der Luft méglichst grof} ist. Anders ausgedriickt, soll die Bodentemperatur an dieser
Stelle im Winter moglichst warm und im Sommer moglichst kalt sein.

Eine Betrachtung der Glg. 5.20 zeigt, dass fiir dieses Ziel eine Phasenumkehr notwendig ist.
Wenn zum Zeitpunkt ¢ an der Oberfliche nach Glg. 5.19 also die Temperatur T'(z = 0, )
T + AT cos(wt) herrscht, so wéire die maximale gegenteilige Temperatur im Boden bei T'(z,t) =
T — ATe % cos(wt — dz).
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Abb. 5.8: Temperaturverlauf im Boden fir ausgewdhlte Monate

Diese Phasenumkehr ist durch eine Phasenverschiebung um 7 méglich:

2m 27
cos(wt) =cos [ —t) =—cos| —t—m
to to

Die optimale Tiefe errechnet sich somit durch:

5 ™
Zopt — —Zopt — T
op CLtO op

7
Zopt = Ty =2 = \/maly = /73,0412 = 10,7m
T

Die Amplitude der Temperaturvariation iiber das Jahr betrdgt in dieser Tiefe aufgrund des

Abklingterms:
ATe % = ATe ™™ ~ 0,04AT

nur 4 % der Lufttemperatur.






Kapitel 6

Zweidimensionale stationare
Grundwasserstromung

6.1 Herleitung der Differentialgleichung

6.1.1 Grundlagen und Motivation

Fiir die folgende Herleitung der LAPLACE- oder Potentialgleichung fiir den Fall der zweidimensio-
nalen stationdren Grundwasserstromung wird zunéchst die in Abb. 6.1 dargestellte Situation
betrachtet. Zwei vollkommen wassergeséttigte Schichten werden durch eine undurchléssige Schicht
begrenzt. Im Zuge eines Bauvorhabens wird eine in y-Richtung weit ausgedehnte, als undurchlés-
sig angenommene Spundwand in den Boden eingebracht. Anschlieend wird Schicht 1 auf einer
Seite der Spundwand bis zur Schichtgrenze ausgehoben. Durch ein Abpumpen des Wassers in
der Baugrube entsteht ein Spiegelunterschied H, welcher ein Unterstrémen der Spundwand und
somit eine zweidimensionale Grundwasserstromung in der z-z-Ebene induziert.

v ] —

Schicht 1 H Aushub P
AVA

=

F

\Spundwand

Schicht 2

i

Abb. 6.1: Ausgangssituation der zweidimensionalen Grundwasserstrémung

6.1.2 Massenerhaltung

Die zweidimensionale Grundwasserstromung soll hier fiir den stationiren Fall hergeleitet werden.
Das bedeutet, dass sich im betrachteten Beispiel die Pegelstdnde auf beiden Seiten der Spundwand
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nicht dndern. Dies kénnte beispielsweise durch ein kontinuierliches Zustrémen auf der einen und
ein Abpumpen auf der anderen Seite gewéhrleistet werden.

Abb. 6.2 stellt das Volumenelement dV = dx dy dz aus Abb. 6.1 gréfler dar.

O0vy
v, dz dy\| (vm + o dm) dydz

|
!
|
vy dy dz \ | dz
I _ |
|
v |
av |

I I 1

|
| N
v,
(o paun—] A

Abb. 6.2: Durchfluss durch das Volumenelement dV

Das pro Zeiteinheit in das Volumenelement einstromende Wasser entspricht dabei:

gdx,ein = Uz dydz

(6.1)
qz,ein = Uz dr dy
Das aus dem Volumenelement ausstrémende Wasser entspricht wiederum:
ov
qz,aus = ('Uz + = dx) dydz
Ox
(6.2)
o0v,
Gzaus = |V + -—dz | dxdy
0z
mit: ¢z(7,2) ...Durchflussmenge pro Zeiteinheit 2-Richtung [m?/s]
¢.(z,z) ...Durchflussmenge pro Zeiteinheit z-Richtung [m?/s]
vyp(x,z) ...FlieBgeschwindigkeit in z-Richtung [m/s]
vy(x,2) ...FlieBgeschwindigkeit in z-Richtung [m/s]

Unter Voraussetzung der Kontinuitétsgleichung (Massenerhaltung und Inkompressibilitat des
Wassers) muss der Ausfluss gleich dem Einfluss entsprechen:

Gaus — Gein = 0
Oy v,
Uy + ——dz | dydz + (v, + =—dz | dady| — [v,dydz +v,dydz] =0 (6.3)
Ox 0z
oder:
0vy . 0v, _ 0 (6.4)

ox 0z
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Die Geschwindigkeit der Strémung kann bei isotropen Béden mit gleicher Durchléssigkeit in a-
und z-Richtung durch das Gesetzt von DARCY beschrieben werden:

e (6.5)
v, = ki,
mit: k¢ ... Durchlédssigkeitsbeiwert in z- und z-Richtung [m/s]
iz(x,z) ...hydraulischer Gradient in z-Richtung [-]
ir(x,z) ...hydraulischer Gradient in z-Richtung [-]
Der hydraulische Gradient ist fiir kartesische Koordinaten definiert als:
. oh
ey = — aix
o (6.6)
0z
wobei:
Ay
h=— 6.7
- (6.7
mit: h(zx, z) ... Druckhohe [m]
Au(z,z) ...Porenwasseriiberdruck [N/m?|
Yo ... Wichte des Wassers [N/m3]

Ein Einsetzen von Glg. 6.5 unter Berticksichtigung von Glg. 6.6 in Glg. 6.4 ergibt die Differenti-
algleichung der Grundwasserstromung flir den zweidimensionalen Fall:

0’h  9%h
o2 T o2 =" (6.8)
Die Druckhdhe h wird auch Potential genannt, weshalb Glg. 6.8 auch Potentialgleichung genannt
wird. Mit der Differentialgleichung kénnen neben der Fluiddynamik auch andere physikalische
Transportvorgange wie die Warmeleitung (siehe Kapitel 5) oder die Leitung elektrischen Gleich-
stroms beschrieben werden. Sie ist auch unter dem Namen LAPLACE-Gleichung bekannt. Eine
verkiirzte Schreibweise ergibt:

Ah =0 (6.9)
mit dem LAPLACE-Operator im zweidimensionalen kartesischen Koordinatensystem:

2 2
o o (6.10)

A=zt oz

6.2 Losung der Differentialgleichung

Die Losung der Differentialgleichung ergibt die Verteilung des Porenwasserdrucks bzw. durch
dessen Differenzial und das Gesetz von DARCY (Glg. 6.5) die Filtergeschwindigkeiten. Eine
analytische Losung ist nur bei sehr einfachen Randbedingungen moglich. Neben experimentellen
Untersuchungen und numerischen Losungsverfahren (FEM, FDM) wird deshalb héufig ein
graphisches Verfahren zur ndherungsweisen Losung eingesetzt.



52 6 Zweidimensionale stationdre Grundwasserstrémung

6.2.1 Graphisches Verfahren

Das graphische Losungsverfahren beruht auf der handischen Zeichnung des ,,Strémungsnetzes*
oder ,,Sickernetzes“ bzw. ,,Potentialnetzes“. Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen werden
dafiir Stromlinien und darauf senkrecht stehende Potentiallinien derart gezeichnet, dass ,krumm-
linige Quadrate” entstehen. Stromlinien entsprechen im stationédren Fall den Bahnkurven des
Wassers. Potentiallinien geben Kurven gleichen Potentials vor. Das bedeutet, dass die Druckhéhen
fiktiver Standrohre entlang einer Potentiallinie gleich sind.

Beziiglich der Randbedingungen gilt:
e Undurchlissige Réander entsprechen Stromlinien
o Rénder mit konstantem Potential (freie Rénder) sind Potentiallinien
e Strom- und Potentiallinien stehen normal aufeinander

Abb. 6.3 zeigt das Potentialnetz fiir die in Abb. 6.1 gezeigte Ausgangssituation. Es wurden dabei
n = 11 Potentialabstufungen und m = 5 Stromrohren gewéahlt. Die Schichtgrenze zwischen der
Kies- (Schicht 1) und Schluffschicht (Schicht 2) entspricht aufgrund der geringen Durchlissigkeit
des Schluffs einer Potentiallinie, da ein konstanter Zufluss aus der iiberlagernden Kiesschicht
ohne zusétzlichen Widerstand angenommen wird. Die Spundwand, sowie die undurchléssige
Begrenzungsschicht entsprechen Stromlinien.
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Abb. 6.3: Graphisches Verfahren
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Da das Zeichnen des Potentialnetzes nach wie vor in vielen
Fallen eine gute und anschauliche Moglichkeit darstellt, die
Wasserdruckverteilung zu ermitteln, wird folgend kurz auf
den Vorgang eingegangen und in Abb. 6.4 exemplarisch
dargestellt:

1. Festlegung des Modellgebiets und Einzeichnung der
Randbedingungen. Dazu gehoren undurchléssige und
freie Rénder.

2. Grobe Festlegung der Netzfeinheit durch Einzeichnen
von einigen, verlaufsméfig angenommenen Stromlini-
en. Die Anzahl ist hierbei willkiirlich wéhlbar. Eine
,ubertriebene Genauigkeit“ ist mit Hinsicht auf die
approximative Natur der graphischen Methode und
der Unsicherheiten der Bodenparameter nicht sinn-
voll.

3. Einzeichnen der Potentiallinien unter der Bedingung,
dass diese orthogonal auf die angenommenen Strom-
linien stehen und sich Kreise in die so erschaffenen
ySkrummlinigen Quadrate” einschreiben lassen. In der
Umgebung von Singularitéten, spitzwinkligen Begren-
zungen oder scharfen Ecken lassen sich fiir gewohnlich
keine ,krummlinigen Quadrate® mehr konstruieren,
da die Kriimmung der Stromlinien an diesen Stellen

zu stark ist (Abb. 6.5).

4. Uberpriifung der geforderten Bedingungen und even-
tuell mehrfache Anpassung des Strom- und Poten-
tiallinien. Es empfiehlt sich aus diesem Grund, die
Zeichnung mit Bleistift anzufertigen, um Linien durch
Radieren leicht anpassen zu kénnen.

5. Ist das Netz korrekt gezeichnet, so miissen sich die
einzelnen Bereiche durch zusétzliche Strom- und Po-
tentiallinien weiter unterteilen lassen. In die so er-
schaffenen, kleineren krummlinigen Quadrate“ miis-
sen sich wiederum Kreise einschreiben lassen.

L2 ///////////////,%/
. %
(a) Spitze (b) Innenecke (c) Aupenecke

Abb. 6.5: Singularititen bzw. scharfkantige Begrenzungen
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Abb. 6.4: Schrittweises  Konstruieren
des Stromungsnetzes
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6.2.2 Finite-Differenzen-Methode

Aufgrund der Einfachheit in der Anwendung soll nun auch kurz auf die Moglichkeit der numeri-
schen Berechnung mit Hilfe der Finiten-Differenzen-Methode (FDM) eingegangen werden. Die
Idee dahinter ist, die in Glg. 6.8 vorhandenen (partiellen) Ortsableitungen durch eine endliche
Anzahl an Differenzenquotienten zu approximieren [Von Wolffersdorff und Schweiger 2017]. Ein
dafiir erstelltes Netz mit den Schrittweiten Az, Az und den Knoten (i,7) mit i = 1,2,...,n,
und j = 1,2,...,n, geben die Genauigkeit der Losung und den Rechenaufwand vor.

Die TAYLOR-Reihenentwicklungen der Funktion h(x, z) an der Stelle x lauten:

B Oh(x, z) 0?h(x,z) (Az)?  33h(z,z) (Ax)3
hz+ Az, z) = h(z,z) + Ee Az + 92 5 + p : +...
B Oh(x, z) 0’h(z,2) (Az)?2  O3h(z,2) (Ax)3
h(z — Az, z) = h(x, z) — o Az + 92 5 T 9 5 +...

(6.11)

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen bzw. deren Aquivalente in z-Richtung kénnen die
ersten Ableitungen des Potentials an der Stelle (7, j) unter Vernachlissigung der Ableitungen
héherer Ordnung als zentraler Differenzenquotient dargestellt werden:

oh

Oh| hit1j—hi1y oh
Ox

nd

. oh hij1 — hij—1
2Ax 0z

e - 12
20z (6.12)

%,J .J

Die zweiten Ableitungen ergeben sich analog zu:

0%h hi+1j — thj + hi—1 j 0%h hiiv1 —2h; 5+ h; i1
_ ~ . 2 2 d _ ~ 5] 1,] 1,] 6'13
92| (Az)?2 =l (A2)2 (6.13)
1,] 2y}
Glg. 6.8 ergibt sich somit im Kontext der Finiten Differenzen zu:
hisrg = 2hij +hizay | Piger = 2hig +hij-1 (6.14)

(Ax)? (Az)?

Bei Randknoten ¢ = 1 und ¢ = ny, bzw. j = 1 und j = n, und bei undurchlissigen Hindernissen
wie der Spundwand bzw. einem Damm muss eine Randbedingung vorgegeben werden. Eine
DiricHLET-Randbedingung gibt dabei das Potential an der betrachteten Stelle vor. Im Beispiel
der Unterstromung einer Spundwand wird die obere Grenze der durchstréomten Schicht somit
vorgegeben. Zusétzlich werden den seitlichen Réndern die gleichen Werte vorgegeben. Um eine
Beeinflussung dieser physikalisch inkorrekten Zuweisung zu vermeiden, muss das betrachtete
Gebiet grofl genug sein. Die Losung kann schliellich durch ,, Ausschneiden“ des Bereichs, der von
Interesse ist, abgebildet werden.

Eine NEUMANN-Randbedingung gibt die erste Ableitung des Potentials und somit die Geschwin-
digkeit an der betrachteten Stelle vor. Im gegenstédndlichen Beispiel sind die Stromungsge-
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schwindigkeiten normal auf die undurchléssige Schichtbegrenzung (in z-Richtung) und auf die
Spundwand (in z-Richtung) null. Glg. 6.12 ergibt sich dann zu:

oh hiv15 — hi1j
—_— ~—22 W =) h; i =hi_1.
Ox | 2Az - +L L
K (6.15)
T 0 = higr=hija

Die Randbedingungen in Form von Glg. 6.15 konnen wiederum in Glg. 6.14 an den entsprechenden
Knoten eingesetzt werden.

Abb. 6.6 zeigt das Ergebnis einer FDM-Berechnung. Dabei ist die Grofie des Potentials durch
eine entsprechende Farbgebung dargestellt. Zusétzlich sind die Potential- und Stromlinien aus
dem graphischen Verfahren enthalten.

Ik

Abb. 6.6: Ergebnis einer FDM-Berechnung

Ein Vorteil der numerischen Berechnung ist die leichte Anpassungsfihigkeit der Randbedingungen.
Fiir den Fall, dass die betrachtete durchstromte Schicht einen Héhensprung besitzt, ergibt sich
kein symmetrisches Netz mehr, was die héndische Zeichnung des Potentialnetzes etwas erschwert.
Abb. 6.7 zeigt die Ausgangssituation, die Unterstromung eines (breiteren) Dammes sowie die
Auswirkung von Hohenspriingen der durchstrémten Schichten.

Die dabei gezeigte Anzahl an Potential- und Stromlinien wurde willkiirlich gewéhlt, um einen
Bezug zum graphischen Verfahren herzustellen. Sie sind in der numerischen Berechnung zur
Bestimmung der Sickermenge, wie im folgenden Kapitel dargestellt, nicht notwendig.

6.2.3 Bestimmung der Sickermenge

Fir den hier behandelten stationédren Fall ldsst sich die Sickermenge nédherungsweise mit Hilfe der
graphischen Konstruktion des Strémungsnetzes bestimmen. Bei stationédrer Stromung werden die
Bereiche zwischen zwei Stromlinien Stromréhren genannt. Da in diesem Fall die Stromlinien den
Bahnkurven des Wassers entsprechen, findet zwischen benachbarten Stromlinien kein Austausch
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Abb. 6.7: Variation der Randbedingungen einer FDM-Berechnung

statt. Der gesamte Durchfluss entspricht somit der Summe der Durchfliisse aller Stromrohren

m:
m
q:Aql-I-AqQ-I-...-I-Aqm:Zqu (6.16)
j=1
mit: q ... Durchflussmenge pro Zeiteinheit [m?/s]
Ag; ...Durchflussmenge pro Zeiteinheit der Stromréhre j [m3/s]

Der Durchfluss durch eine einzelne Stromrohre ist konstant. Da der Potentialabbau durch die
Potentiallinien vorgegeben ist, muss der Durchfluss durch alle Stromréhren gleich grof3 sein:

Aq = Aga = ... = Aq = const. (6.17)
Da es sich hierbei um eine zweidimensionale Grundwasserstrémung handelt, wird nachfolgend

eine Einheitstiefe betrachtet. Mit Hilfe des Gesetzes von DARCY aus Glg. 6.5 kann der Durchfluss
geschrieben werden als:

Ah
Aq = vA = keibt = kab = const. (6.18)
mit: A=bt =0 ...Durchstrémte Fliche bei Einheitstiefe [m?]
t ... Einheitstiefe [m]
Ah ... Potentialabbau in einem Quadrat [m]
a ... Lénge eines Quadrates [m]

b ... Breite eines Quadrates [m]
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Stromrohre

! ! I \

T

Abb. 6.8: Darstellung einer Stromrohre im Detail

Abb. 6.8 zeigt eine Stromrohre aus der Ausgangssituation. Bei einem quadratischem Potentialnetz
entspricht a ~ b, wodurch gilt:

A
Ah = k—q = const. (6.19)
f

Fiir ein quadratisches Netz ist der Potentialabbau zwischen zwei Potentiallinien konstant. Bei
n Potentialstufen, welche aus dem graphischen Verfahren ausgelesen werden kénnen, bedeutet
dies:

H
Ah = — (6.20)
n
Der Durchfluss durch alle Stromréhren entspricht dann:
il m
q= E Ag = mAq = mvb = keH— (6.21)
: n
Jj=1

Dies gilt jedoch nur, wenn alle Elemente des Potentialnetzes annahernd quadratisch sind. Fiir

andere a/b-Verhéltnisse konnen allerdings entsprechende Anpassungen getroffen werden [Braja
2008].

Im Fall der numerischen Berechnung durch eine FDM-Berechnung erfolgt die Auswertung der
Sickermenge auf gleiche Weise nach Glg. 6.18. Wird ein vertikaler Schnitt durch die Mitte der
Spundwand an der Stelle z; = % betrachtet, so ergibt sich der Durchfluss durch die Summe der hy-
draulischen Gradienten geméfi Glg. 6.6 in z-Richtung, welche numerisch nach Glg. 6.12 berechnet
werden kénnen, multipliziert mit der Elementhéhe Az und dem Durchlassigkeitsbeiwert:

q=> Aqg=—kAz o (6.22)
j=1 j=1

g -
1:7907]
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6.3 Beispiel

Als Beispiel soll der Durchfluss des fiir die Herleitung der Potentialgleichung betrachteten Falles
mit physikalischen Werten berechnet werden. Das Ergebnis der héndischen Berechnung aus dem
graphischen Verfahren wird dafiir mit dem Ergebnis aus der numerischen Berechnung verglichen.
Dafiir werden folgende Parameter angenommen:

H=20m ... Spiegelunterschied
ke =10"%m/s ...Durchlissigkeitsbeiwert (schluffiger Sand)

Aus dem graphischen Verfahren (siehe Abb. 6.3 bzw. Abb. 6.8) kénnen die Anzahl an Poten-
tialrohren m = 5 und die Anzahl an Stromréhren n = 11 ausgelesen werden. Ein Einsetzen in
Glg. 6.21 ergibt:

_\ _ m_ .n-6 5 —7_3
q_jzlAq_kan_m 12,00 47 = 91107 m?/(sm) (6.23)

Die numerische Auswertung des Durchflusses nach Glg. 6.22 konvergiert bei ausreichend vielen
Elementen und Iterationen zu:

¢=1,0-10"%m3/(sm) (6.24)

Es zeigt sich, dass die graphische Methode bei einer sorgfiltigen Konstruktion praktisch die glei-
chen Ergebnisse wie die numerische Berechnung liefern kann. Es gilt dabei allerdings zu beachten,
dass die FDM-Berechnung selbst nur eine Naherungsrechnung ist, auch wenn die Genauigkeit
mit zunehmender Elementanzahl und Iterationsschritten zunimmt (der Berechnungsfehler wird
bei einer Verdopplung der Elementanzahl um den Faktor 4 reduziert). Die groite Ungewissheit
stellen fiir gewohnlich weiterhin die Bodenparameter dar.



Kapitel 7

Eindimensionale Konsolidationstheorie

7.1 Herleitung der Differentialgleichung

7.1.1 Grundlagen und Motivation

Fiir die folgende Herleitung der Differentialgleichung der eindimensionalen Konsolidationstheorie
nach TERZAGHI [Terzaghi 1925] wird zunédchst die in Abb. 7.1 dargestellte Situation betrachtet.
Eine wassergeséttigte Tonschicht wird durch Sandschichten auf beiden Seite begrenzt. Dabei gilt,
dass die Durchléssigkeit des Sandes kganqg um ein Vielfaches grofler als jene des Tones kf ist.

Zum Zeitpunkt ¢t < 0 befindet sich der Wasserspiegel in einem gedachten Standrohr in der
Tonschicht auf der Hohe des Grundwasserspiegels. Der Porenwasseriiberdruck Aw ist {iber die
gesamte Schicht null, da sich das System im Ruhezustand befindet.

| | !
| Auflast ¢ | Auflast ¢ |
|

: ; ; uflast ¢ :

i :HlH”Ull””illllllllllllllliuuﬁmmuﬁ

T R | T |

¥ i gl i Th i IJ | i i i

g A“E 1 A“} Au} Au%

S 1 v

o | | | 7 | |

L L)L

2and i z i z i z AO'/E z AU’E
f,Sand | | | | |
it N I DA ]

Abb. 7.1: Ausgangssituation und Entwicklung des Porenwasseriberdrucks zufolge einer Auflast

Zum Zeitpunkt ¢t = 0 wird auf der Geldndeoberfliche eine Auflast ¢, welche im Vergleich zur
betrachteten Hohe flichenhaft weit ausgedehnt ist, aufgebracht. Da die Tonschicht vollkommen
wassergesittigt ist und im Unterschied zu den Sandschichten eine geringe Durchléssigkeit aufweist,
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wird die zusédtzliche Last durch das Wasser aufgenommen und erzeugt einen Porenwasseriiber-
druck Awu. Gleichzeitig steigt der Wasserspiegel im gedachten Standrohr um A an:

_ Au

h 7.1
— (7.1)
mit: h(z,t) ... Druckhéhe [m]
Au(z,t) ...Porenwasseriiberdruck [N/m?|
Yo ... Wichte des Wassers [N/m?|

Unmittelbar nach Lastaufbringung, zu einem Zeitpunkt ¢ > 0, wird das Wasser an der Grenze zu
den sehr durchléssigen Sandschichten drainiert. Dadurch sinkt der Porenwasserdruck bei z = 0
und z = 2H auf null ab. In der restlichen Schicht baut sich der Porenwasseriiberdruck durch
ein Abflielen des Wassers nur langsam ab. Dabei verringert sich auch das Bodenvolumen der
Tonschicht, was sich durch Setzungen bemerkbar macht. Diese Setzungen werden als Primér-
oder Konsolidationssetzungen bezeichnet und sind in Abb. 7.1 angedeutet.

Allgemein gilt, dass die zusétzliche Auflast ¢ zu jedem Zeitpunkt durch die effektiven Spannungen
des Bodens (Spannungen auf das Korngeriist) und den Porenwasseriiberdruck aufgenommen wird
[Terzaghi 1925]:

q = Aoior = Ad’ + Au (7.2)
mit: q ... Auflast [N/m?]

Aot ... zusétzliche totale Spannung [N/m?]

Ac'(z,t) ...zusétzliche effektive Spannung zufolge der Auflast [N/m?]

Das bedeutet, dass eine Reduktion des Porenwasserdrucks mit einer Erhéhung der effektiven
Spannungen einhergeht. Dieser Umstand ist in den Diagrammen in Abb. 7.1 und Abb. 7.2
dargestellt.

Die ersten drei Diagramme in Abb. 7.2 veranschaulichen Glg. 7.2 graphisch fiir die in Abb. 7.1
dargestellte Situation, indem sie die normierten Porenwasseriiberdriicke, zusétzlichen effektiven
Spannungen und zusétzlichen totalen Spannungen iiber den dimensionslosen Zeitfaktor T3, zeigen.
Dieser zu einem spéateren Zeitpunkt definierte Zeitfaktor 7y (Glg. 7.42) ist neben der Zeit ¢ auch
von den Faktoren Konsolidationsbeiwert ¢, (Glg. 7.14) und der Héhe H abhéngig.

Da der Abbau der Porenwasseriiberdriicke je nach Entfernung 2z zu einer relativ durchléssigen
Schicht unterschiedlich verlauft, sind ausgewéhlte z/H-Verldufe eingetragen. Es ist leicht er-
kennbar, dass fiir geringe z/H-Werte, also fiir Bereiche nahe einer gut durchléssigen Schicht,
der Abbau der Porenwasseriiberdriicke Au rascher erfolgt als fiir hohe z/H-Werte. Fiir sie alle
gilt jedoch Glg. 7.2, was sich im dritten Diagramm bei den normierten totalen Spannungen
wiederspiegelt.

Das vierte Diagramm in Abb. 7.2 zeigt den mittleren Konsolidationsgrad Uy, auf welchen in
Kapitel 7.2.2 eingegangen wird. Es handelt sich dabei um das Verhéltnis der bereits eingestellten
Konsolidationssetzungen zu den Setzungen zum Zeitpunkt ¢ = oo der gesamten betrachteten
Schicht.

Zum Zeitpunkt t = oo hat sich der gesamte Porenwasseriiberdruck abgebaut und die Auflast ¢
wird vollstdndig durch das Korngeriist des Bodens abgetragen. Die Setzung der Tonschicht fiir
die aufgebrachte Auflast ist somit abgeschlossen. Ein solcher Zeitpunkt, ¢ = oo, existiert nur in
einem mathematischen Sinn. In Abb. 7.2 zeigt sich das durch die asymptotische Anndherung
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Zeitfaktor T
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Abb. 7.2: Entwicklung der normierten Porenwasseriiberdriicke, effektiven Spannungen und totalen Span-
nungen sowie des mittleren Konsolidationsgrades tiber den dimensionslosen Zeitfaktor

der Kurven an ihren entsprechenden Endwert. In der Realitdt hingt die Zeitspanne bis zum
praktischen Erreichen der Konsolidationssetzung, wobei es sich um Tage oder Jahrzehnte handeln
kann, von folgenden Parametern ab:

o Durchléssigkeit der konsolidierenden Schicht
e Durchlassigkeit der angrenzenden Schichten

o Méchtigkeit der Bodenschicht
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e Tiefe der Bodenschicht

o Ausbreitung der Auflast
7.1.2 Massenerhaltung
In einem ersten Schritt wird ein infinitesimales Volumenelement dV = dx dy dz aus der Tonschicht

zu einem Zeitpunkt ¢ > 0 in Abb. 7.3 betrachtet. Das ausgepresste Wasservolumen pro Zeiteinheit
entspricht dabei der Differenz zwischen dem aus- und einstromenden Wasser:

oQ Jv
i (v—i—(?zdz) drdy —vdzdy (7.3)
oder:
0Q Jv
x 2 A4
5 = 55 dzdydz (7.4)
mit: dQ(z,1) ... Wasservolumen in dV' [m?]
v =wv,(z,t) ...Fliegeschwindigkeit in z-Richtung [m/s]
aQ ‘
o 2
vdx dy/ /,:r //,
‘// | e
"IF dz
|
/ I
av | N 1
S
s
NER :
0
(v + 6—:: dz) dx dy/ A/
I o |

Abb. 7.8: Anderung des Volumens eines Bodenelements zufolge Wasserausflusses

Die Geschwindigkeit der Stromung kann durch das Gesetz von DARCY! beschrieben werden:

v = kyi (7.5)
mit: k¢ ... Durchléssigkeitsbeiwert [m/s]
i(z,t) ...hydraulischer Gradient -]

wobei der hydraulische Gradient definiert ist als:

oh
0z
'Das Gesetz von DARCY setzt voraus, dass die Bodenkérner in Ruhe sind, was aufgrund der fortschreitenden

Konsolidation genau genommen nicht zutrifft. Die Relativgeschwindigkeit zwischen Kérnern und Wasser kann
durch das sog. Gesetz von DARCY-GERSEVANOV berticksichtigt werden, siehe: [Kolymbas 2019].

Z‘:

(7.6)
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Das negative Vorzeichen besagt dabei, dass die Strémung in Richtung des geringeren Uber-
drucks Aw verlauft. Fiir die vorliegende Ausgangssituation mit gleichen Eigenschaften der
begrenzenden Sandschichten bedeutet das ein Abflielen des Wassers von 0 < z < H nach oben
und von H < z < 2H nach unten. Die Mitte der betrachteten Schicht, z = H, nimmt, wie sich
bei der Losung der Differentialgleichung zeigen wird, bei beidseitig drainierten Schichten eine
Sonderstellung ein.

Einsetzen von Glg. 7.6 in Glg. 7.5 unter Beriicksichtigung von Glg. 7.1 ergibt:

ke 0Au
Y 0z

(7.7)

v =

Das Wasservolumen aus Glg. 7.4 kann somit durch Einsetzen von Glg. 7.7 geschrieben werden
als:

0Q _ I *Au

ot~ oy 022 dzdydz (7.8)

7.1.3 Spannungs-Stauchungs-Beziehung

In einem zweiten Schritt wird dasselbe Volumenelement dV = dx dy dz aus der Tonschicht zum
selben Zeitpunkt ¢ > 0 in Abb. 7.4 betrachtet. Unter Annahme kleiner Verformungen sowie eines
spannungsunabhingigen, konstanten Steifemoduls kann der Zusammenhang zwischen Stauchung
und Spannung bzw. deren Anderungen iiber die Zeit folgendermafien beschrieben werden:

O0Ae 1 O0Ac’

ot E, ot (7.9)
mit: Ae(z,t)  ...Stauchung [-]
Ac'(z,t) ...effektive Spannung im Boden [N/m?]
Eq ... Steifemodul [N/m?]
A(dV) .
AT A
| %
Adz 2 e
B —Ir dz
|
e
av ] ]
//
//
| | dy
I dx |

Abb. 7.4: Anderung des Volumens eines Bodenelements zufolge Zusammendriickung

Dabei kann, wie in Abb. 7.4 dargestellt, die Stauchung Ae des Bodenelements definiert werden
als

(7.10)
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Mit der Forderung aus Glg. 7.2, dass die zusétzliche Auflast g jederzeit durch den Porenwas-
seriiberdruck und die effektiven Spannungen aufgenommen werden muss, ergibt sich durch
Umformung;:

Ao’ =q— Au (7.11)

Einsetzen von Glg. 7.10 und Glg. 7.11 in Glg. 7.9 ergibt unter Beriicksichtigung von ¢ = const.

0q—Au _  JAu
ot

bzw. = 50 sowie dz = const.:

OA(dz) 1 0Au
% = o (7.12)

Eine Erweiterung der Glg. 7.12 um die Flache dz dy ergibt:
0A(dz) 1 0Au

_ 1 1
5 dz dy B ot dzdydz (7.13)
oder:
OA(dV) 1 0Au
—— = —— ——dzdyd 14
ot B, ot Y (7.14)
mit: A(dV)(z,t) ...zusammengedriicktes Volumen in dV [m?]

7.1.4 Zusammensetzung der Differentialgleichung

Um die Kontinuitdt zu erfiillen, muss das zusammengedriickte Volumen des Korngefiiges A(dV)
aus Glg. 7.14 dem ausgedriickten Wasservolumen d@ aus Glg. 7.8 entsprechen:

IA@V)  0Q
ot 0ot
1 9Au ke 0?Au

woraus, nach Umformen, die Differentialgleichung des eindimensionalen Konsolidationsvorganges
nach TERZAGHI resultiert:

0Au  kekEg 9% Au

1
ot Yw 022 (7.16)
bzw.:
0Au O*Au
= ¢, 1
or 022 (7.17)
. kas . . . . 2
mit: Cy = ... Konsolidations- bzw. Verfestigungsbeiwert [m*/s]

Yw
Der Konsolidationsbeiwert enthélt nur Materialkenngrofien des konsolidierenden Bodens. Tab. 7.1
gibt Richtwerte des Konsolidationsbeiwerts in Abhéngigkeit der Bodenart an.
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Tab. 7.1: Richtwerte fiir den Konsolidationsbeiwert ¢,

Erdstoff Konsolidationsbeiwert ¢, [m?/s]
Schluff 1075-10~*
Schluffiger Ton 1076-107°
Ton 1078-107°

7.2 Losung der Differentialgleichung

7.2.1 Allgemeine Losung

Die analytische Lésung der partiellen, linearen und homogenen Differentialgleichung 2. Ordnung
kann mit der Methode der Trennung der Variablen oder mit LAPLACE-Transformationen geschlos-
sen angegeben werden. Eine numerische Losung ist beispielsweise mit der Finiten-Differenzen-
Methode (FDM) méglich.

Fiir die vollstdndige Losung einer Differentialgleichung 2. Ordnung miissen in der Regel zwei
Randbedingungen und eine Anfangsbedingung miteinbezogen werden. Die Randbedingungen
sind gleichbedeutend mit den Entwésserungsbedingungen der konsolidierenden Schicht. Eine
offene Schicht ist beidseitig drainiert, d. h. Wasser kann sowohl durch ihre obere als auch durch
ihre untere Grenze frei abgefithrt werden. Die Dicke einer offenen Schicht wird mit 2H angegeben.
Im Gegensatz dazu kann, bei einer halb-geschlossenen oder einseitig drainierten Schicht, das
Wasser nur durch eine Grenzfliche austreten. Ihre Dicke wird mit H angegeben, da die Losung
der Differentialgleichung in diesem Fall der Lésung der beidseitig drainierten Schicht bis zur
Schichtmitte entspricht. Dieser Umstand wird zu einem spéteren Zeitpunkt ersichtlich.

Die Anfangsbedingung folgt aus der Tatsache, dass unmittelbar nach Aufbringen der Belastung ¢
zum Zeitpunkt ¢ = 0 noch kein Porenwasser abgeflossen sein kann. Der Porenwasseriiberdruck Au
wird mit der sogenannten Nullisochrone dargestellt und hingt von der Art der Belastung ab. Da
der Porenwasseriiberdruck zu Belastungsbeginn den effektiven Spannungen nach Konsolidations-
abschluss entspricht, hdangt der Verlauf der Verteilung neben der Ausdehnung der Belastung genau
genommen auch von der Méchtigkeit der betrachteten Schicht sowie deren Tiefe ab. So kann
die Annahme einer unbegrenzten Auflast fiir oberflichennahe Schichten durchaus bei kleineren
Lastausdehnungen als bei tieferliegenden Schichten mit grofleren Lastausdehnungen gerechtfertigt
sein.

Abb. 7.5 zeigt die Randbedingungen und Anfangsbedingung (Nullisochrone) fiir ausgewéhlte
praxisrelevante Beispiele. Die Dreiecksverteilung stellt dabei einen Sonderfall der Trapezvertei-
lung dar. Auch sinusférmige Verteilungen und Kombinationen aus mehreren Verteilungen sind
mathematisch moglich [Taylor 1954].

Betrachtet wird nun Fall aus Abb. 7.1, bei dem eine gering durchléssige Tonschicht auf
beiden Seiten durch Sandschichten begrenzt wird und eine weit ausgedehnte Auflast ¢ aufgebracht
wird. Die Rand- und Anfangsbedingungen lauten:

1. Die Schichtobergrenze erlaubt eine vollstandige Entwéasserung: Au(z =0) =0
2. Die Schichtuntergrenze erlaubt eine vollstandige Entwésserung: Au(z = 2H) =0

3. Der Porenwasseriiberdruck zu Belastungsbeginn ist iiber die gesamte Hohe konstant:
Au(t =0) =u; = up
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Abb. 7.5: Randbedingungen und Anfangsbedingung fiir die Losung der Differentialgleichung

Der Grund fiir die mehrfache Definition der Anfangsbedingung als u; wird zu einem spéte-
ren Zeitpunkt ersichtlich. Die zu lésende Differentialgleichung, Glg. 7.17, wird hier nochmals
wiederholt:

0Au B 0%Au
ot - 022

Fiir ihre Losung wird nun die Methode der Trennung der Variablen gewéahlt, welcher auch von
Taylor [1954] beschrieben wird. Dafiir wird angenommen, dass die Funktion Au(¢, z) als Produkt
zweier Funktionen dargestellt werden kann:

Au(t, z) = F(2)®(t) (7.18)

Glg. 7.17 kann dann geschrieben werden als:
F(2)®(t) = ¢, ®(t)F"(2) (7.19)
oder:

b))
w®(t)  F(2)

(7.20)

Nachdem die linke Seite der Gleichung nur von der Zeit ¢ abhingig ist, kann eine Anderung der
Koordinate z diese Seite der Gleichung nicht beeinflussen. Die gleiche Argumentation ist auch
fiir die rechte Seite der Gleichung mit vertauschten Variablen giiltig. Dies bedeutet, dass beide
Seiten konstant sind. Diese Konstante wird mit —A? angesetzt. Die rechte Seite der Gleichung
lautet somit:

F”(Z)
F(z)

— A2 (7.21)



7.2 Lésung der Differentialgleichung 67

oder:

F"(2) = —A?F(2) (7.22)

Eine geeignete Losung fiir diesen Ausdruck gibt:
F(z) = Cjcos(Az) + Cysin(Az) (7.23)

wobei C7 und C5 willkiirliche Variablen darstellen.

In einer dhnlichen Herangehensweise fiir die linke Seite der Glg. 7.20 bedeutet das:

o)
() —A? (7.24)
oder:
d(t) = —A%c, (1) (7.25)

Eine geeignete Losung fiir diesen Ausdruck kann mit Hilfe der Exponentialfunktion geschrieben
werden:

B(t) = Cye Aot (7.26)

Glg. 7.18 kann somit geschrieben werden als:

Au(t,z) = F(2)®(t) = (Cycos(Az) + Cssin(Az)) e Aot (7.27)

Die Konstanten kénnen nun mit Hilfe der Randbedingungen und der Anfangsbedingung bestimmt
werden. Die erste Randbedingung Au(z = 0) = 0 ist erfiillt, wenn:

Cy=0 (7.28)
Dadurch reduziert sich Glg. 7.27 auf:

Au(t,z) = F(2)®(t) = Cs sin(Az)e A" (7.29)

Die zweite Randbedingung Au(z = 2H) = 0 ergibt somit:
0 = Cs sin(2AH e~ A% (7.30)

und ist erfillt, wenn 2AH = nm, wobei n eine ganze Zahl ist. Dies ergibt:

nm
A=m (7.31)

und:

Au = Cjsin (%) e anz ! (7.32)
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Nachdem C eine willkiirliche Variable darstellt und n jede ganze Zahl annehmen kann, ist eine
Darstellung in Form einer Reihenentwicklung eine valide Losung:

_ a2 2 _4an?
Au = Bjsin (;;[) ezl | By sin (;;) e amzt

(7.3
+ By, sin <7;7THZ) e a4

Dies entspricht in verkiirzter Schreibweise:

> . (nmz\ _id2,
Auzg B, sin Vi e 42 "™

n=1 2

(7.34)
Eine jede Anfangsbedingung Au(t = 0) = u; ist erfillt, wenn:
> nwz
u 7; sin ( SH ) (7.35)

Dies entspricht einer typischen FOURIER-Reihe. Um die Variablen der Gleichung zu bestimmen,
wird auf folgende Integrations-Verhéltnisse zuriickgegriffen:

. mit n,m=1,2,3,...

@ 0
/ sin(max) sin(nz) dz = { wenn n 7 m
0

(7.36)
5 wennn=1m
Im Falle von Glg. 7.35 wird daraus:
2H mmz nmwz 0 wennn#m
in{ ——)sin( — )dz = it =1,2,3,... 7.37
/0 Sm(2H)Sm(2H> ® {H wenn n =m R Y ( )

nnz

Bei einer Multiplikation beider Seiten von Glg. 7.35 mit sin(%%#

57 ) dz und Integration von 0 bis
2H ist demnach lediglich der n-te Term ungleich null, wodurch die Variablen bestimmt werden
konnen:

2H 2H
/0 u; Sin <Z7T;> dz = Bn/o sin? (7;7?;) dz = B, H

(7.38)
oder:
1 2H
B, = ﬁ/o u; sin (Z?j) dz (7.39)
Ein Einsetzen in Glg. 7.34 ergibt somit die allgemeine Form:
> 1 2H nmz nrz\ _n’x?
Au = Z */ u; sin (> dz sin <> ez & (7.40)
= H Jo 2H 2H

oder:

1 2H n2n2
Au = nZ::l ﬁ/o u; sin (7;7er> dz sin (T;;) I (7.41)
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mit dem dimensionslosen Zeitfaktor:

ot
T, — % (7.42)

Es fallt auf, dass Glg. 7.41 fir jede Anfangsbedingung Au(t = 0) = u; giltig ist. Unter der
Voraussetzung, dass die beiden Randbedingungen der beidseitig drainierten Schicht mit Hohe 2H
gegeben sind, konnen von diesem Punkt aus verschiedene Verteilungen des Porenwasseriiberdrucks
untersucht werden.

Im vorliegenden Fall der konstanten Spannungsverteilung zu Belastungsbeginn, sprich der An-
fangsbedingung Au(t = 0) = u; = uy, lasst sich Glg. 7.41 weiter vereinfachen:

Au = Z %(1 — cos(nm)) sin <?;7T];> ema v (7.43)

n=1

0 wennn =2,4,6,... (7.44)
2 wennn=1,3,5,...

1 — cos(nm) = {

kann durch n = 2m + 1, wobei m eine ganze Zahl darstellt, und M = 5 (2m + 1) eine verkiirzte
Schreibweise eingefiihrt werden:

> 9 M
Au= )" % sin (;) o MTy (7.45)
m=0

Abb. 7.6 veranschaulicht Glg. 7.45, wobei der Porenwasseriiberdruck durch eine Division durch
ug normiert wurde. Das Ergebnis sind sogenannte Isochronen, welche eine Momentaufnahme von
Linien gleicher Porenwasseriiberdriicke darstellen. Die Randbedingungen, sprich ein sofortiger
Abfall des Porenwasserdrucks auf null an den Schichtgrenzen, sowie die Anfangsbedingung
einer konstanten Spannungsverteilung lassen sich mit Hilfe des Diagramms in Abb. 7.6 leicht
iiberpriifen.

Die bisherige Herleitung behandelt mit Fall beidseitig drainierte Schichten mit einer
definierten Schichtdicke von 2H. Wie in Abb. 7.6 durch die horizontale Linie bei z/H = 1,0
angedeutet wird, ist eine Anderung der Randbedingung auf eine einseitig undurchlissige Schicht-
begrenzung, Fall (I-C), im Falle einer konstanten Spannungsverteilung als Anfangsbedingung
mit einer Halbierung der Schichtdicke gleichbedeutend.

Abb. 7.7 ist eine dreidimensionale Darstellung von Glg. 7.45 mit derselben Anfangsbedingung
wie in Abb. 7.6. Es wird hier allerdings nur die halbe Schichthohe dargestellt, was also Fall
entspricht. Bei der Berechnung wurden Terme bis m = 200 beriicksichtigt.

Im Falle einer linearen Spannungsverteilung (Fall (A)) ist die Vorgehensweise der Halbierung der
Schichtdicke, wie in Abb. 7.8 angedeutet, ebenfalls moglich. Die zugehdrige Spannungsverteilung
zu Belastungsbeginn ist Au(t = 0) = u; = ﬁuo, wobei ug den maximalen Porenwasseriiberdruck

darstellt.
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0,0
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0,6
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=r
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18+

2,0 g = I Il
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
normierter Porenwasseriiberdruck Au/Aug

Abb. 7.6: Verlauf des normierten Porenwasseribderdrucks von 0 bis 2H fiir eine konstante Spannungsver-

teilung zu Belastungsbeginn (Fall )

0,2 1,2

normierter Porenwasseriiberdruck Au/Awug

0,4 1,0
0,6 06 08

0,2 04

2/H 1,00 00 T,

Abb. 7.7: 3D-Verlauf des normierten Porenwassertiberdrucks von 0 bis H fir eine konstante Spannungs-
verteilung zu Belastungsbeginn (Fall )

Der Porenwasseriiberdruck kann fiir den linearen Fall wie folgt berechnet werden:

o0
2ug . (nmz\ _n?22n
Au=Y -2 nre v 7.46
u 2 cos(nm) sin ( 5 )e 1 (7.46)

Abb. 7.9 zeigt eine dreidimensionale Darstellung mit derselben Anfangsbedingung wie in Abb. 7.8.
Wie zuvor ist nur die halbe Schichtdicke fiir eine undurchlassige Schicht auf der Unterseite
dargestellt, wobei in diesem Fall die berechneten Porenwasserdriicke um den Faktor 2 zu skalieren
sind, um erneut einen maximalen Porenwasseriiberdruck von wug zu gewéhrleisten. Bei der
Berechnung von Glg. 7.46 wurden Terme bis n = 4000 berticksichtigt.
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Abb. 7.8:

normierter Porenwasseriiberdruck Au/Aug

Abb. 7.9:
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00 0l 02 03 04 05 06 07 08 09 10

normierter Porenwassertiberdruck Awu/Aug

Verlauf des normierten Porenwasseribderdrucks von 0 bis 2H fiir eine linear zunehmende
Spannungsverteilung zu Belastungsbeginn (Fall )

0,2
0,4 1,0
’ 0,8
0,6 04 0,6
0,8 i 0,2 )
Z/H ) 0,0 T‘v

3D-Verlauf des normierten Porenwasseriberdrucks von 0 bis H fiir eine linear zunehmende
Spannungsverteilung zu Belastungsbeginn (Fall )

Fall kann aufgrund aufgrund der Symmetrieeigenschaft durch eine Spiegelung des Ergeb-
nisses von Fall dargestellt werden.

Fir eine

undurchlassige Schicht auf jener Seite der linearen Spannungsverteilung, an welcher

zu Belastungsbeginn keine Porenwasseriiberdriicke auftreten sollen, ist die zuvor angewendete
Methode der Schichthalbierung nicht méglich. In Abb. 7.5 entspricht dieser Fall der einseitigen
Entwisserung bei begrenzter Auflast, also Fall (I-B). Dafiir sollen die wichtigsten Herleitungs-
schritte im Folgenden gezeigt werden.

Die Rand- und Anfangsbedingungen sind:



72 7 Eindimensionale Konsolidationstheorie

1. Die Schichtobergrenze erlaubt eine vollstandige Entwéasserung: Au(z =0) =0
0Au(z = H)
0z

3. Der Porenwasseriiberdruck zu Belastungsbeginn nimmt mit zunehmender Tiefe linear ab:
Au(t =0) =u; = (l—ﬁ)uo

2. Die Schichtuntergrenze erlaubt keine Entwésserung: v = =0

Die zuvor angewendete Losungsmethode d?r Tr)ennung der Variablen kann analog angewendet
0Au(z=H

werden. Die zweite Randbedingung, v = ==—— = 0, besagt, dass die Stromungsgeschwindigkeit
an der unteren Schichtgrenze null ist:
0= ACs cos(AH)e_AQCvt (7.47)
(2m+1)w

Die Gleichung ist erfiillt, wenn AH =

3 = M, wobei m eine ganze Zahl ist. Dies ergibt:

M  (2m+ )7

A= T o (7.48)
und:
Au = Z By, sin <J\I§Z> e M*Tv (7.49)
m=0

Die Variablen B,, konnen erneut mit Hilfe der Integrationsverhéltnisse bestimmt werden:

e [ Mz
0= > Bpsin <H> (7.50)
m=0

und:

H m Tz n T2 wenn n # m
/0 sin <(22+Hl)> sin ((2;}{1)) dz = {%I 7 (7.51)

wobei n,m =0,1,2,... gilt.

Bei einer Multiplikation beider Seiten von Glg. 7.50 mit sin(%)dz = sin (%) und

Integration von 0 bis H ist demnach lediglich der m-te Term ungleich null, wodurch die Variablen
bestimmt werden kénnen:

H Mz H Mz H
sin | = | dz= B in? [ =2 ) dz = By~ 52
/0 uzsm< )dz m/o sin < )dz my (7.52)

oder:

2 ([ Mz
B, = ﬁ/o u; sin (H) dz (7.53)

Einsetzen in Glg. 7.49 ergibt:

> 2 [(H M M
Au = mZ::O E/o w; sin <HZ) dzsin <HZ> e M*Tv (7.54)
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Eine Beriicksichtigung der Anfangsbedingung und eine Vereinfachung der Gleichung ergibt
schlussendlich:

A= 25 (0r () sin [ MZ) o-ven 7.55
U_ZOW( —sin(M)) sin - )¢ (7.55)

Eine normierte Darstellung des Ergebnisses ist in Abb. 7.10 gegeben. Dabei fillt auf, dass die
Porenwasseriiberdriicke an der undurchléssigen Schicht zunéchst bis etwa 75, = 0,1 ansteigen. Dies
ist laut Lang et al. [2011] mit einer tendenziellen Volumenzunahme (Schwellvorgang) verbunden.

0,0
0,1
0,2+
0,3+
0,4

% 0,5
0,6
0,7+
0,8

0,9

170 | |
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

normierter Porenwasseriiberdruck Au/Aug

Abb. 7.10: Verlauf des normierten Porenwassertibderdrucks von 0 bis H fir eine linear abnehmende
Spannungsverteilung zu Belastungsbeginn bei einer unten undurchlissigen Schicht (Fall )

Abb. 7.11 ist die dreidimensionale, alternative Darstellungsvariante zu jener in Abb. 7.10. Bei
der Berechnung von Glg. 7.55 wurden Terme bis m = 2000 beriicksichtigt.

7.2.2 Verfestigungs- bzw. Konsolidationsgrad

Um neben den Porenwasserdriicken die fortlaufende Konsolidation zu beschreiben, wird der
Verfestigungs- bzw. Konsolidationsgrad U, definiert. Dieser ist das Verhéltnis zwischen dem an
der Stelle z und zum Zeitpunkt ¢ vorherrschendem Porenwasseriiberdruck und dem Anfangspo-
renwasseriiberdruck:
UZ:ui—Auzl_Au

Uj Uj

(7.56)

Der Konsolidationsgrad betragt somit zum Zeitpunkt ¢ = 0 gleich null und zum Zeitpunkt ¢t = oo
gleich eins. Im Unterschied zum Porenwasseriiberdruck ist dieser allerdings nicht von der Grofie
der Auflast abhéngig.

In vielen Féllen ist der mittlere Verfestigungs- bzw. Konsolidationsgrad Uy, von Interesse. Dieser
entspricht dem durchschnittlichen Konsolidationsgrad iiber die gesamte Schichthéhe. Glg. 7.57
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normierter Porenwasseriiberdruck Awu/Awy

Z/H 170 070 j"v

Abb. 7.11: 8D-Verlauf des normierten Porenwasseriibderdrucks von 0 bis H fiir eine linear abnehmende
Spannungsverteilung zu Belastungsbeginn bei einer unten undurchlissigen Schicht (Fall )

stellt somit den durchschnittlichen Konsolidationsgrad fiir beidseitig drainierte Schichten mit
Hoéhe 2H dar:

2H
Sy o Audz
Up=—=1—"r—— 7.57
Soo 02H u; dz ( )

Die Verwendung des dimensionslosen Zeitfaktors aus Glg. 7.42, Ty, = %, zeigt den Zusammenhang
zwischen dem Konsolidationsbeiwert ¢, der Zeit ¢t und der gesamten Schichthéhe H bzw. 2H.
Der Konsolidationsgrad U, ist demnach fiir jede Schicht gleich, die unter bestimmten Belastungs-
und Entwésserungsbedingungen konsolidiert. Dies ermoglicht die Verwendung eines Diagramms

fiir den mittleren Konsolidationsgrad Uy, wie es in Abb. 7.12 dargestellt ist.

Aufgrund der Mittelung ist es im Falle einer einseitigen Entwésserung unbedeutend, ob der
Drainrand oben oder unten liegt. Somit muss lediglich die Schichtdicke in diesem Fall als H
definiert werden, und das Diagramm behélt seine Giiltigkeit.

7.2.3 Modellgesetz der Zeitsetzung

In der Praxis wird die Beziehung zwischen dem Konsolidationsgrad und dem Zeitfaktor im Labor
ermittelt. Eine Voraussetzung dafiir ist, dass der Abbau des Porenwasserdrucks eines gleichen
Bodens, also mit gleichem Konsolidationsbeiwert, im Labor (Modell, Index M) und im Boden
(Natur, Index N) gleich ablauft. Ist dies erfillt, lasst sich das Modellgesetz der Zeitsetzung
ableiten.

Aus

U.xn=U,m ...gleicher Konsolitationsverlauf



7.2 Lésung der Differentialgleichung

75

00 [T T

o b\ 1. 7

’ \ einseitige  H| 3 H| ®

Entwisserung /

0,2 7

03 LN\ Le T
o} 0.4 \ \u LZ V4 LZ
£ 0 \ \\ \ beidseitige 2H| [ 1 2H 1 2H @
2 \ N\ \ Entwasserung
o \ \
= 05 \ A\ —— .
3 \ 2 g”"‘\ Eisensewicht | begrenzte  unbegrenste
% 0.6 S \\ sens Auflast Auflast
: D NN
— ] \\ \\ AN
£ 07 ™
E \\\\ \\\ \\\

0,8 RaNGE SEE

7 \\\\\ \\\\\\\\\\

\\\\\ \\\\\\N\\\

0,9 e—

1.0 \ \ \

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4

Zeitfaktor T

Abb. 7.12: Mittlerer Konsolidationsgrad fiir verschiedene Rand- und Anfangsbedingungen

folgt
Tyn=Tym . ..gleicher Zeitfaktor
bzw.
Cy N IN _ &M 3V
und mit
cyN =cyM -..gleicher Konsolidationsbeiwert

folgt das Modellgesetz der Zeitsetzung:

t H?
M —1\2/[ bzw. tn =
it HY

(7.58)

Das bedeutet, dass bei einer bekannten Schichtdicke in der Natur und durch einen Odometer-
versuch mit dem gleichen Boden auf jene Zeit geschlossen werden kann, die in der Natur bis
zum Eintreten des gleichen Konsolidationsgrades benétigt wird. Die Schichthéhe geht dabei
zum Quadrat ein, weshalb bei gleichen Randbedingungen in der Natur und im Modell eine
Verdoppelung der Hohe eine Vervierfachung der Konsolidationszeit zur Folge hat.
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7.3 Beispiel

Wird bei einem beidseitig drainierten Odometerversuch mit einer gesamten Héhe von 2 cm ein
Konsolidationsgrad von 1, also ein vollstdndiger Abbau der Porenwasserdriicke, nach einer Stunde
gemessen, so ergibt das fiir eine beidseitig drainierte Bodenschicht mit einer Méchtigkeit von 2 m

eine Zeitdauer von 417 Tagen:

H2 12
N = - fy = -1=1000h ~ 417d )
N i, M= o1 000 7 (7.59)
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