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Kurzfassung

Ziel dieser Arbeit ist der Beweis der Instanzoptimalitit adaptiver Finite Elemente Me-
thoden (AFEM) fiir verschiedene Modellprobleme. Aufbauend auf dem Begriff der Po-
pulationen, der es erlaubt, bestimmte geometrische Eigenschaften von Gittern und deren
Knotenmengen zu beweisen, sowie dem Begriff der Energie, die eng mit der Finite Ele-
mente Losung auf einem Gitter und deren Approximationsfehler verbunden ist, wird ein
abstraktes Framework geschaffen, um Instanzoptimalitit einer AFEM zu zeigen. Drei FEi-
genschaften werden sich hier als hinreichend erweisen: eine Lower Diamond Estimate der
Energie, diskrete lokale Aquivalenz von Energie und a posteriori Fehlerschétzer, sowie eine
Forderung an den Markierungsschritt.

Diese Eigenschaften werden fiir zwei Modellprobleme nachgewiesen. Als Erstes werden
elliptische Diffusionsprobleme mit gemischten Neumann- und homogenen Dirichlet-Rand-
bedingungen betrachtet, die durch H'-konforme Finite Elemente beliebiger Ordnung dis-
kretisiert werden. Weiter wird das abstrakte Framework auf zielorientierte adaptive Fini-
te Elemente Methoden (GOAFEM) angewendet, bei denen die interessierende Grofle der
Funktionalwert eines linearen Funktionals der Losung ist. Um den Fehler dieses Funktio-
nalwerts abzuschétzen, wird eine modifizierte Fehlergrofie eingefiihrt und fiir diese Instan-
zoptimalitdt gezeigt.

Abschlieend werden die Resultate einiger numerischer Experimente angegeben.

Insgesamt verallgemeinert die Diplomarbeit die Arbeit [Diening, Kreuzer, Stevenson;
Found. Comput. Math. 16 (2016)], in der Instanzoptimalitét fiir eine adaptive P1-FEM fiir
das Poisson-Problem mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen gezeigt wird.






Abstract

This thesis aims to prove instance optimality of adaptive finite element methods (AFEMs)
for various model problems. Based on the concept of populations, which allows for the
proof of certain geometric properties of meshes and their sets of nodes, as well as the
concept of energy, which is closely related to the finite element solution of a mesh and its
approximation error, an abstract framework is developed for proving instance optimality of
an AFEM for selected problems. Three properties will turn out to be sufficient for instance
optimality: a lower diamond estimate of the energy, discrete local equivalence of energy
and a posteriori error estimator, as well as an assumption on the marking step.

These properties will be shown to be valid for two model problems. First, elliptic dif-
fusion problems with mixed Neumann and homogeneous Dirichlet boundary conditions
will be considered, which are discretised by H'-conforming finite elements of arbitrary or-
der. Furthermore, the abstract framework will be applied to goal-oriented adaptive finite
element methods (GOAFEM), in which the quantity of interest is the value of a linear
functional of the solution. To estimate the error of this value, a modified error quantity is
introduced, for which instance optimality is shown.

Finally, the theoretical findings are underpinned by numerical experiments.

Overall, the present diploma thesis generalizes the work [Diening, Kreuzer, Stevenson;
Found. Comput. Math. 16 (2016)], which proves instance optimality of an adaptive
P1-FEM for the Poisson problem with homogeneous Dirichlet boundary conditions.
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1 Einleitung

1.1 Generische Formulierung adaptiver FEM

In den letzten drei Jahrzehnten sind adaptive Finite Elemente Methoden (AFEM) zur nu-
merischen Losung von partiellen Differentialgleichungen in Anwendungen wie Technik und
Naturwissenschaften immer wichtiger geworden. Einerseits benotigt eine AFEM, abhéngig
vom vorliegenden Problem, unter Umsténden deutlich weniger Rechenkapazitéit als klas-
sische FEM mit kleiner Gitterweite. Andererseits eignet sich eine AFEM aufgrund ihrer
Robustheit gegeniiber dem initialen Gitter besonders gut fiir Black-Box Loser, bei denen
sich ein Anwender keine Gedanken iiber Approximationsfehler machen muss.

Eine AFEM besteht grob gesagt aus einem Finite Elemente Loser und einer Riickkop-
plungsschleife, die steuert, an welchen Stellen das der Finite Elemente Methode zugrunde-
liegende Gitter lokal verfeinert werden muss, um den Fehler der Finite Elemente Approxi-
mation optimal zu reduzieren. Jedem solchen Verfahren liegt das Schema aus Algorithmus 1
zugrunde, das so lange wiederholt wird, bis eine gewiinschte Genauigkeit erreicht ist, oder

Algorithmus 1 Abstrakte AFEM

1: while Abbruchkriterium nicht erreicht do
2 SOLVE

3 ESTIMATE

4:  MARK
5
6:

REFINE
end while

die Rechenkapazitit erschopft ist. Dessen Komponenten wollen wir kurz beleuchten:

SOLVE — Hier wird die Finite Elemente Losung zu einem gegebenen Gitter berechnet.
Dieser Schritt fiir sich alleine betrachtet bildet die klassische (nicht adaptive)
Finite Elemente Methode.

ESTIMATE — In diesem Schritt werden Fehlerschitzer berechnet, die ein Indikator fiir den
(unbekannten) Fehler der Approximation an die exakte Losung sein sollen
und sich der bereits berechneten Approximation bedienen (a posteriori Feh-
lerschitzer).

MARK — Aufgrund der berechneten Fehlerschéiitzer werden Teile des Gitters zur Ver-
feinerung markiert. In den meisten gingigen AFEM werden Elemente mar-
kiert, es ist aber auch moglich, wie in dieser Arbeit, Elementrander zu mar-
kieren. In zwei Raumdimensionen sind dies die Kanten des Gitters.
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REFINE - Mittels einer Verfeinerungsregel werden Teile des Gitters verfeinert. Dies
geschieht derart, dass mindestens alle markierten Teile des Gitters verfei-
nert werden. Um gewisse Gittereigenschaften zu erhalten, konnen aber auch
mehr als die markierten Teile verfeinert werden.

1.2 Historischer Uberblick zur Optimalitit von AFEM

Ziel der gesamten Prozedur ist es, Gitter zu erhalten, auf denen die Finite Elemente Losung
der exakten moglichst nahe kommt, dabei der Aufwand zu deren Berechnung aber méglichst
gering ist. Betrachtet man eine Folge von Gittern, die aus einem initialen Gitter durch
sukzessive Anwendung einer festgelegten Verfeinerungsstrategie hervorgehen, so kann man
den Approximationsfehler als Funktion der Anzahl der Freiheitsgrade ansehen und erhélt
eine Folge von Fehlerwerten. Obwohl in numerischen Experimenten beobachtet werden
kann, dass eine AFEM hier bessere Resultate erzielt als eine klassische FEM mit uniform
feinem Gitter, war lange Zeit keine theoretische Antwort auf die Frage, ob die Folge von
Losungen einer AFEM iiberhaupt gegen die exakte Losung konvergiert, bekannt.

Unter gewissen Voraussetzungen an die Schritte ESTIMATE und REFINE, vor allem
aber an MARK, konnte in der grundlegenden Arbeit [D6r96] Konvergenz einer AFEM
fiir ein einfaches Modellproblem gezeigt werden. Die dort verwendete Markierungsstrategie
wird heute als Dorfler-Markierung bezeichnet und wird von einem Grofiteil der mathema-
tischen Arbeiten iiber AFEM verwendet. Dieses Konvergenzresultat wurde im Folgenden
immer mehr verallgemeinert und Voraussetzungen abgeschwicht.

Vor rund zehn Jahren konnte in [Ste07] auch das Problem gelost werden, wie die oben
erwiahnte Optimalitdt in einen mathematisch sauberen Rahmen gesetzt und fiir gewisse
AFEM gezeigt werden kann. Dieser mathematische Rahmen ist das Konzept der Raten-
optimalitdt. Dies bedeutet Folgendes: Betrachtet man die Konvergenzraten der Fehler fiir
alle moglichen Folgen von Gittern, ausgehend von einem initialen Gitter, so generiert eine
ratenoptimale AFEM eine Folge von Gittern, deren Fehler mit der bestméglichen Rate
konvergiert. Diese Art, Optimalitidt zu charakterisieren, ist bereits gut verstanden und auf
eine Vielzahl an Problemen angewendet worden. In [CFPP14] etwa wird ein abstrakter
Beweis der Ratenoptimalitét fiir eine groe Klasse von FEM und BEM (Boundary Element
Method) fiir lineare und nichtlineare Probleme gegeben. Eine umfassende Einfithrung in
adaptive Finite Elemente Methoden kann etwa in [Ver13] nachgelesen werden.

Eine andere Art, Optimalitéit zu charakterisieren, ist Instanzoptimalitit. Eine instanzop-
timale AFEM produziert in jedem Schritt ein Gitter, auf dem der Approximationsfehler bis
auf eine Konstante kleiner gleich dem kleinsten Fehler ist, der auf jenen Gittern gemacht
werden kann, die bis auf eine Konstante gleich viele oder weniger Elemente haben als das
der AFEM. Dies wurde erstmals in [BDDO04] fiir eine bestimmte AFEM gezeigt, wobei
der Verfeinerungsschritt zusétzlich noch eine Vergroberung enthélt, die in numerischen Ex-
perimenten unnétig erscheint. Erst kiirzlich ist mit [DKS16] eine instanzoptimale AFEM
veroffentlicht worden, die auch in der numerischen Analysis diesen Vergroberungsschritt
weglassen kann.

Wir wollen in dieser Arbeit nicht nidher auf das Konzept der Ratenoptimalitit eingehen.
Es sei hier nur angemerkt dass es schwécher ist als Instanzoptimalitéit in dem Sinn, dass
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eine instanzoptimale AFEM schon ratenoptimal ist [DKS16]. Instanzoptimalitét wird im
Laufe dieser Arbeit genauer definiert und untersucht werden.

1.3 Aufbau der Arbeit

Das Resultat iiber eine instanzoptimale AFEM ohne Vergroberungsschritt in [DKS16] ist
in gewisser Weise sehr restriktiv. Erstens behandelt es nur ein Poisson-Problem mit homo-
genen Dirichlet-Daten und eine Diskretisierung mit Finiten Elementen niedrigster Ordnung
(p = 1). Zweitens sind sowohl Markierungsschritt als auch Verfeinerungsregel sehr stark li-
mitiert. Wir werden uns in dieser Arbeit vor allem mit der ersten Restriktion beschéftigen
und die Methoden aus [DKS16] auf eine grofiere Klasse von Problemen iibertragen und
erweitern.

In Kapitel 2 werden wir deshalb einen kurzen Uberblick iiber die in [DKS16] eingefiihrten
Konzepte geben, die auf der Verfeinerungsregel aufbauen. Dabei sollen die meisten Resul-
tate nur zitiert werden, da hier nicht der Fokus liegt.

Weiter werden wir in Kapitel 3 Instanzoptimalitét fiir eine Energie zeigen, die im Zusam-
menhang mit dem Approximationsfehler von FEM-Losungen steht. Die Techniken hierfiir
werden wir grofitenteils aus [DKS16] tibernehmen, die Resultate aber in einer Form pré-
sentieren und beweisen, die unabhingig von dem dort betrachteten Problem ist. Auf diese
Weise soll ein abstraktes Framework fiir die folgenden Kapitel geschaffen werden.

Schliellich wollen wir in den Kapiteln 4 und 5 Anwendungen fiir den abstrakten Rah-
men geben, die die Resultate aus [DKS16] erweitern. Kapitel 4 konzentriert sich dabei auf
Diffusionsprobleme mit stiickweise konstanten Diffusionsmatrizen und gemischten Randbe-
dingungen (inhomogene Neumann- und homogene Dirichlet-Randbedingungen jeweils auf
einem Teil des Randes), die mittels Finiten Elementen beliebiger Ordnung (p > 1) behan-
delt werden. In Kapitel 5 widmen wir uns schliefllich dem Fall, dass uns nicht die gesamte
Losung, sondern nur der Wert eines Zielfunktionals der Losung interessiert (Goal-Oriented
FEM). Hierbei werden allgemeinere rechte Seiten zugelassen, als dies in Kapitel 4 der Fall
war. Im Grunde kdnnten diese Probleme auch gemeinsam behandelt werden, beide Themen
verlangen aber jeweils eine etwas andere Behandlung, weshalb sie in dieser Arbeit getrennt
vorgestellt werden.

In dieser Arbeit werden wir grundlegende Kenntnisse von Funktionalanalyis ([Yos80]), der
Theorie partieller Differentialgleichungen ([Eval0]), numerischer Mathematik und speziell
der Finite Elemente Methode ([Bral3]) voraussetzen und einige wohlbekannte Resultate
und Sichtweisen ohne genauere Referenz verwenden.
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Die gesamte Analysis der in [DKS16] vorgestellten instanzoptimalen Finite-Elemente-Me-
thode stiitzt sich auf eine neue Sichtweise auf hierarchische Gitter und den dabei ein-
gefithrten Begriff der Populationen. Wir werden in diesem Kapitel zunéchst einige Eigen-
schaften von Gittern vorstellen und auf hierarchische Strukturen von solchen Gittern ein-
gehen, die durch eine bestimmte Verfeinerungsstrategie, Newest Vertex Bisection (NVB),
erzeugt werden. Danach werden wir den Begriff der Populationen definieren und mit die-
sen Strukturen in Verbindung bringen. Schliellich sollen hier einige Resultate festgehalten
werden, die fiir den Beweis der Instanzoptimalitit benttigt werden.

2.1 Newest Vertex Bisection

Fiir ein polygonales Gebiet 2 C R? definieren wir zunsichst, wie eine passende Diskretisie-
rung mittels Dreiecken aussieht [Bral3].

Definition 2.1. Eine Zerleqgung T = {T1,Ts,...,Tnx} in abgeschlossene Dreiecke T; C Q
heif§t reguldres Gitter, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Das Gitter tberdeckt das Gebiet:
N
0= U T;.
i=1

2. Besteht fiiri # j die Menge T;NT}; aus genau einem Punkt, so ist dieser ein Eckpunkt
sowohl von T;, als auch von Tj.

3. Besteht fiir i # j die Menge T; N'Tj aus mehr als einem Punkt, so ist T; N'T; eine
Kante sowohl von Tj, als auch von Tj.
Da wir im Folgenden nur regulére Gitter verwenden, werden wir diese oft nur Gitter
nennen. Weiter bezeichnen wir fiir ein Gitter 7 mit
V=V(T)
die Menge der Eckpunkte (Knoten, Vertices) und mit
E=E(T)

die Menge aller Kanten aller in 7~ enthaltenen Dreiecke. Auierdem bezeichen wir mit 8 =
EV(T) alle Kanten E € £ mit E C 0.
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Abbildung 2.1: Mdéglichkeiten der Verfeinerung eines Dreiecks durch NVB. In der oberen
Reihe sind alle moglichen Markierungen abgebildet, darunter die resultie-
renden Verfeinerungen. Referenzkanten sind durch rote Linien angedeutet,
newest vertices durch einen schwarzen Punkt. Markierte Kanten sind mit
einem roten Punkt versehen.

Eine adaptive Finite-Elemente-Methode benttigt natiirlich auch eine Moglichkeit, Gitter
lokal zu verfeinern. Hierfiir gibt es verschiedene Verfeinerungsstrategien. In dieser Arbeit
werden wir uns auf Newest Vertex Bisection beschrédnken, da sie erlaubt, die erzeugten
Gitter als Populationen mit einigen interessanten Eigenschaften aufzufassen, wie wir spéter
sehen werden.

Fiir ein gegebenes Gitter T ist bei NVB pro Element eine Kante — die Verfeinerungskan-
te (refinement edge) — ausgewihlt, die verfeinert werden soll. Ist nun eine beliebige Kante
zur Verfeinerung markiert, werden auch die Verfeinerungskanten der anliegenden Dreiecke
markiert. Dies wird rekursiv durchgefiihrt, bis keine zusétzliche Kante mehr markiert wird
(hochstens also 3 #7 mal, da spétestens dann alle Kanten markiert sind). Dieses rekursive
Markieren der Referenzkanten ist nttig, damit das entstehende Gitter wieder regulér ist.
Sind alle notigen Kanten markiert, werden zunéchst alle markierten Referenzkanten hal-
biert, wodurch insgesamt ein neuer Knoten (newest vertex), zwei neue Kanten und zwei
neue Elemente entstehen. Fiir die neu entstandenen Elemente ist die Verfeinerungskante die
dem newest vertex gegeniiberliegende Kante. Nun werden erneut alle markierten Referenz-
kanten halbiert, womit insgesamt alle urspriinglich markierten Kanten verfeinert wurden.
Die Vorgehensweise von NVB ist in Abbildung 2.1 illustriert. Da die Referenzkante immer
zusétzlich markiert wird, sofern eine andere Kante des Dreiecks markiert wird, sind dort
bereits alle moglichen Arten, ein Dreieck durch NVB zu verfeinern, abgebildet. [KPP13]

Die Menge aller reguléren Gitter, die Verfeinerungen eines initialen Gitters 7Ty beziiglich
NVB sind, bezeichnen wir als T := T(7p). Diese hierarchische Struktur triagt eine Halbord-
nung und, wie wir spéater sehen werden, auch eine Verbandsstruktur.

Definition 2.2. Fir ein Gitter T € T definieren wir die Menge aller requliren Verfeine-
rungen, respektive Vergroberungen von T als

refine(7) := {T" € T | T' ist Verfeinerung von T},
coarse(T) :={T' € T | T € refine(T")} .
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Abbildung 2.2: Ein Gitter, das die BDD-Bedingung erfillt (links) und eines, das sie verletzt
(rechts).

Durch die Relationen

T < T :<= T € refine(T),
T >T <= T € coarse(T)

wird eine Halbordnung auf T definiert.

Eine Frage bei dieser Methode ist, wie die Verfeinerungskanten des initialen Gitters am
besten gewihlt werden sollen. Wir beschrénken uns in dieser Arbeit auf initiale Gitter 7o,
die folgende Bedingung erfiillen.

Definition 2.3 (BDD-BEDINGUNG). Sei T ein requldres Gitter. T erfillt die BDD-Be-
dingung, wenn fiir alle T,T' € T gilt:

Wenn T N'T" die Verfeinerungskante von T ist, so folgt, dass sie auch Verfeinerungskante
von T' ist.

Es kann gezeigt werden, dass fiir jedes initiale Gitter eine Auswahl an Verfeinerungs-
kanten existiert, sodass die BDD-Bedingung erfiillt ist [BDD04, Lemma 2.1]. Beispiele fiir
Gitter, die die BDD-Bedingung erfiillen, bzw. verletzen, sind in Abbildung 2.2 gegeben.

Schlielich wollen wir noch die zu einer Menge von Dreiecken gehorige Fléache und Patches
definieren.

Definition 2.4. Fiir eine Menge U C |Jyrorp T von Dreiecken ist die Fliche Q(U) aller
Dreiecke definiert als

QU) = (U T) :
Teu

Fiir ein Dreieck T € T und eine Kante E € £ definieren wir Elementpatch, Kantenpatch
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und (im Falle E C 02) Randpatch als

wr={T"eT | TNT #0},
wp:={T" €T |ENT #0},
wp={E' €& |E CoQund ENE #£0}.

Auflerdem bezeichnen wir mit
Wit == {T'ET \ Eg&T’}
den reduzierten Kantenpatch von F.

Gitter, die durch NVB entstehen, haben eine Eigenschaft, die garantiert, dass fiir jedes
Dreieck T' die Anzahl an Dreiecken im Patch wr uniform beschrinkt ist. Diese Eigen-
schaft wird typischerweise wie folgt definiert, woraus die Beschranktheit der Patches folgt
[EGP18].

Proposition 2.5. Sei Ty ein Gitter. Alle Gitter T € T sind formregulér, d.h. es gibt eine
Konstante Cy, > 0, sodass

diam(7)
IYQQ%CW < Cy. (2-1)
Die Konstante Cy hdngt nur vom initialen Gitter To ab. O

2.2 Populationen

Eine andere Sichtweise auf von NVB erzeugte Gitter erhdlt man durch sogenannte Popu-
lationen [DKS16]:

Definition 2.6. Wir bezeichnen die Menge der Knoten aller durch NVB erzeugten Gitter
mat

Poo = | V(T).
TeT

Ihre Elemente nennen wir Personen. Fine Menge P C Py, von Personen heifst Population,
falls es ein Gitter T € T gibt, sodass

P = V(7).

Die Menge aller Populationen ausgehend von einer Startpopulation Py := V(Ty) bezeichnen
wir mit P.

Offensichtlich gibt es eine eindeutige Beziehung zwischen Populationen und Gittern. Wir
schreiben daher P(T), 7 (P) fiir die zu einem Gitter gehorige Population, respektive das zu
einer Population gehorige Gitter. Auf P definiert die Mengeninklusion eine Halbordnung,
die mit der Halbordnung auf T {ibereinstimmt (P, P’ € P):

PCP < T(P)<T(P).



2.2 Populationen

Uber Vereinigung und Schnitt zweier Populationen kann man dariiber hinaus Operationen
definieren, die P zu einem Verband machen, und diese auf Gitter iibertragen.

Definition 2.7. Fir Populationen P1,Po € P definieren wir die feinste gemeinsame Ver-
groberung, beziehungsweise die grobste gemeinsame Verfeinerung als

P NPy, PLUPs.
Fiir Gitter T1,7T2 € T definieren wir die analogen Grifien als

TinTe =T (P(T)NP(T)), TiVTz2:=T(P(T)UP(T)).

Bemerkung 2.8. Die in Defintion 2.7 vorgestellten Mengen sind tatséchlich wieder Popu-
lationen, wie man sich leicht iiberlegen kann: NVB verfeinert ein Dreieck immer auf dieselbe
Art, die von der Wahl der Verfeinerungskanten im initialen Gitter festgelegt wird. Deshalb
muss fiir zwei Dreiecke 77 € 71 und Ty € T mit |Q(T1 NTs)| # 0 gelten, dass entweder
Ty € T5 oder To C T7. Um zur grobsten gemeinsamen Verfeinerung zu gelangen, miissen
also nur in jedem Teil des Gebiets die Knoten des lokal feineren Gitters verwendet werden.
Da die Knoten des groberen Gitters aber in dieser Menge auch enthalten sind, entspricht
dies einer Vereinigung der Knotenmengen, genau so wie es in Defintion 2.7 definiert ist. //

Da NVB als Verfeinerungsstrategie Kanten verfeinert, wire eine Korrespondenz zwischen
Kanten und Personen wiinschenswert. Bezeichnen wir fiir 7 € T mit 7+ das Gitter, in
dem alle Kanten verfeinert wurden, also

T =min{T' > T | E(T)NET) =0},

und die zugehérigen Personen als PT+ = P(T(P)*"). Dann kénnen wir mittels der Abbil-
dung
midpt : U E(T) = P \ Po,
TeT
die jeder Kante ihren Mittelpunkt zuordnet, die Kanten eines Gitters mit bestimmten
Personen identifizieren:

P\ P = midpt(E(T(P))).

Wegen der Art, wie NVB Kanten verfeinert, ist die Abbildung midpt aulerdem umkehrbar,
da jeder Knoten, der nicht aus dem initialen Gitter stammt, eindeutig als Mittelpunkt einer
Kante dargestellt werden kann. Dies ist in Abbildung 2.3 dargestellt. Beachte, dass die
Eckpunkte des Quadrats in Py enthalten sind und sich somit nicht als Mittelpunkt einer
Kante darstellen lassen.

Mithilfe der Verbandsoperationen auf T und P lassen sich nun Verfeinerungen und Ver-
groberungen von Gittern beziiglich bestimmter Kanten definieren.

Definition 2.9. Fir P € P und eine endliche Teilmenge C C Py, definieren wir die grobste
Verfeinerung von P, die C enthilt, als

PocC:=(|{P eP|PUCCP}.



2 Gitter und Populationen

Abbildung 2.3: Die Kanten eines Gitters (links) sind bei Verfeinerung mittels NVB eindeu-
tig durch ihre Mittelpunkte (rechts) bestimmt. Die eingezeichneten Knoten
des rechten Gitters sind in P6r+ enhalten, nicht aber in Py.

Ist zusitzlich C C Poo \ Py kinnen wir die feinste Vergroberung von P, die C nicht enthélt,
definieren als

Pec=J{PeP|P CPCNP =0}.

Fiir ein Gitter T € T und eine Menge von Kanten M C E(T) definieren wir die grobste
Verfeinerung von 7, in der alle Kanten aus M verfeinert wurden, als

refine(7; M) := T (P(T) ® midpt(M)).

Fir eine Menge an Kanten M C U ecoarse(r) E(T') definieren wir durch
coarse(T; M) := T (P(T) © midpt(M))

das feinste Gitter, das gréber als T ist und alle Kanten M enthilt.

Der adaptive Algorithmus wird spéter in jedem Schritt eine Menge von Kanten des
aktuellen Gitters markieren und diese verfeinern, um zu einem neuen Gitter zu gelangen.
Da hierbei eventuell mehr Kanten verfeinert werden miissen, als markiert waren, um zu
einem regulédren Gitter zu gelangen, ist es notig, die Anzahl der verfeinerten Kanten durch
die Anzahl der markierten abzuschétzen [BDD04, Theorem 2.4].

Satz 2.10 (MESH-CLOSURE ESTIMATE). Fir eine Folge (Ti)ren C T mit Startgitter To
und Ty1 = refine(Ty; My,) fir My C E(Ty) gilt

k—1
#(Ti\ To) < Cunc Y #M,.
=0

Die Konstante Cyic > 0 hdngt nur vom initialen Gitter T ab. O
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2.3 Genealogie von Populationen

Bemerkung 2.11. Da fiir jeden im Zuge der NVB hinzugefiigten Knoten die Anzahl
der Dreiecke um mindestens eins (bei Randknoten), hochstens aber um zwei (bei inneren
Knoten) steigt, gilt fiir P, P’ € P mit P < P’

#(P'\P) < #(T(PH\T(P)) <2#(P'\ P),

womit die Mesh-Closure Estimate in analoger Form auch fiir Populationen gilt. //

2.3 Genealogie von Populationen

Nun, da wir die grundlegenden Begriffe eingefithrt haben, um Populationen zu beschreiben,
wollen wir einige Resultate vorstellen, die fiir den Beweis der Instanzoptimalitdt benotigt
werden. Die Beweise dieser Resultate sind fiir unsere Zwecke nebenséchlich. Sie werden da-
her im Folgenden nicht angegeben. Es sei dafiir auf [DKS16] verwiesen. Um diese Resultate
zu formulieren, bendtigen wir jedoch noch einen Generationsbegriff auf der Menge P aller
Populationen ausgehend von einer initialen Population Py.

Definition 2.12.

(i) Fiir ein Dreieck T € Jycr T ist die Generation gen(T") des Dreiecks definiert als die
Anzahl der Bisektionen, die notwendig sind, um T aus To zu erhalten.

(ii) Fir einen Knoten P € Py ist die Generation definiert als gen(P) := 0. Fir einen
Knoten P € Ps \ Po gibt es ein Dreieck T € Uyer T, sodass P Mittelpunkt der
Verfeinerungskante von T ist. Die Generation des Knotens ist definiert als gen(P) :=
gen(T) + 1.

(iii) Gilt fir P' € Poo \ Po und T € Jyer T, dass P' Mittelpunkt der Verfeinerungskante
von T ist, so nennen wir den newest vertex P von T Vater von P’. Umgekehrt heifst
P’ Sohn von P.

Bemerkung 2.13. Die Knotengeneration aus Defintion 2.12 (ii) ist fiir jeden Knoten defi-
niert, da ein neuer Knoten nur entstehen kann, wenn eine Kante verfeinert wird. Damit dies
geschieht, muss sie Verfeinerungskante eines angrenzenden Elements sein. Sie ist dariiber
hinaus eindeutig, wenn das initiale Gitter die BDD-Bedingung aus Defintion 2.3 erfiillt.
Die Frage, wie das Konzept der Populationen, deren Eigenschaften hauptsichlich auf der
Knotengeneration aufbauen, auf Gitter ohne die BDD-Bedingung verallgemeinert werden
kann, ist bis dato noch offen. //

Aufbauend auf dem Generationsbegriff, konnen nun alle Vorfahren und Nachfahren eines
Knoten definiert werden. Dies fithrt zum wichtigen Begriff der freien Knoten.

Definition 2.14. Bezeichnen wir fiir einen Knoten P € Py die Menge seiner Viter als
U:={P" € P | P ist Vater von P}, so ist die Menge seiner Vorfahren rekursiv definiert

als
0, gen(P)

=0,
anc(P) := { UUUgey anc(Q), gen(P) > 1.

11



2 Gitter und Populationen

Die Menge aller Nachfahren von P definieren wir als
desc(P) := {P' € P | P € anc(P')}.
Weiters definieren wir das Urbild von k € N unter gen in naheliegender Weise:

gen (k) := {P € P | gen(P) = k}.

Das folgende Resultat zeigt, dass fiir einen Knoten die Anzahl seiner Vorfahren in ei-
ner bestimmten Generation gleichméBig beschrinkt werden kann. In [DKS16] wird diese
Eigenschaft auch limited genetic diversity genannt.

Proposition 2.15. Die Konstante der genetischen Diversitét erfillt

Cep := sup sup #(anc(P)Ngen ' (k)) < cc.
PEPoo keN

Diese Konstante hdingt nur vom initialen Gitter To ab. g

Mithilfe von Vorfahren und Nachkommen lassen sich nun freie Knoten einer Menge defi-
nieren. Diese sind in dem Sinne frei, dass sie keine Nachkommen in der betrachteten Menge
haben.

Definition 2.16. Fir eine Teilmenge U C Py, \ Po nennen wir
free(d) :={P €U | desc(P)NU =}

die Menge der freien Knoten von U.

Bemerkung 2.17. Wir haben die freien Knoten einer Menge nur fiir Teilmengen von
Poo \ Po definiert. In Bemerkung 2.8 haben wir gesehen, dass die Menge P \ Py iiber
die Abbildung midpt mit der Menge aller Kanten, die durch wiederholte Anwendung von
NVB auf 7j entstehen, identifiziert werden kann. Daher ist es naheliegend fiir eine Menge
U C Uyer &(T) von Kanten die Menge der freien Kanten als

free(U) := midpt ™! (free(midpt(iA)))

zu definieren. Dies sind Kanten, deren Mittelpunkte keine Nachfahren in midpt(i/) haben.
Das kann fiir eine Kante E € £ nur dann zutreffen, falls diese nicht bei Verfeinerung einer
Kante aus U \ { E} mitverfeinert wird. //

Das folgende Lemma fiihrt einige wichtige Eigenschaften von Populationen an. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit verzichten wir auch hier auf Beweise, da diese einer ge-
naueren Betrachtung von Populationen bediirften, was nicht das Ziel dieser Arbeit ist. Sie
kénnen in [DKS16] nachgelesen werden.

Lemma 2.18. Fiir eine Menge von Knoten U C Poo \ Py und eine Population P € P gilt:

12



2.3 Genealogie von Populationen

(i) Wenn #U < oo gilt, dann ist

U U anc(U) = free(U) U anc(free(U)). (2.2)

(ii) Fiir eine Menge C C Poo gilt

P&C=PUCUanc(C). (2.3)

(iii) Fir eine Menge C C free(P \ Py) gilt

PecC="P\C. (2.4)

(iv) Fiir eine Teilmenge C C U und #U < oo gilt mit der Konstanten Cgp aus Proposi-
tion 2.15, dass
# free(C) < Cap# free(U). (2.5)

(v) Es gilt anc(P) C P.

Bemerkung 2.19. Die Aussagen von Lemma 2.18 unterstreichen die Wichtigkeit des Kon-
zeptes der freien Knoten. Gleichung (2.3) zeigt, dass nach dem Hinzufiigen von Knoten C zu
einer bestehenden Population héchstens noch Knoten aus den Vorfahren von C hinzukom-
men miissen, um wieder zu einer Population zu gelangen. In Gleichung (2.2) wird gezeigt,
dass es fiir endliche Mengen ausreicht, dafiir nur die freien Knoten und deren Vorfahren zu
betrachten. Analog dazu besagt Gleichung (2.4), dass bei der Entfernung freier Knoten aus
einer Population keine weiteren Knoten mehr entfernt werden miissen, um wieder zu einer
Population zu gelangen.

Die wohl wichtigste Eigenschaft ist Gleichung (2.5). Sie besagt, dass fiir zwei geschach-
telte, endliche Mengen von Knoten die Anzahl der freien Knoten in einem gewissen Sinne
immer miteinander vergleichbar ist. Diese Abschéitzung wird sich im Beweis der Instanz-
optimalitat als essentiell erweisen. //
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3 Aligemeiner Beweis der Energieoptimalitat

Das zentrale Resultat dieser Arbeit ist, dass unter gewissen Voraussetzungen die AFEM
instanzoptimal beziiglich einer Energie ist — dies soll im Folgenden Energieoptimalitét
genannt werden. Wir wollen in diesem Kapitel zunéchst alle benttigten Begriffe einfiithren
und dann das Resultat in einem allgemeinen Rahmen formulieren und beweisen.

Das Resultat stammt aus [DKS16], wobei hier herausgearbeitet wurde, welche Voraus-
setzungen essentiell sind, um ein allgemeines Framework zu schaffen, in dem eine grofiere
Klasse von Problemen betrachtet werden kann, und welche Resultate sich auf Populationen
stiitzen. Die Beweisstruktur ist teilweise aus [Hab] entnommen, da diese dort ausfiihrlicher
und tibersichtlicher ist, als in der Originalarbeit.

Energieoptimalitéit benotigt als Voraussetzungen gewisse Bedingungen, auf die wir im
Folgenden genauer eingehen werden:

e Der ganze Beweis arbeitet mit Populationen. Diese wurden in Kapitel 2 bereits vor-
gestellt und die bendtigten Resultate angefiihrt. Bisher ist nicht bekannt, wie dieses
Konzept vermieden werden kann. Auch ist nicht bekannt, ob und wie sich Energie-
optimalitét auf andere Verfeinerungs- und Markierungsstrategien als NVB mit kan-
tenbasierter Markierung iibertragen ldsst. Dies soll im Rahmen dieser Arbeit nicht
betrachtet werden.

e Die Markierungsstrategie muss den gesamten Fehler der mit einer Kante mitverfei-
nerten Kanten geeignet abschétzen, was, wie wir spéiter sehen werden, durch eine
modifizierte Maximumsstrategie erreicht werden kann.

e Die Energie muss mit der hierarchischen Struktur der Gitter und dem Fehlerschétzer
in geeigneter Weise kompatibel sein.

3.1 Voraussetzungen

3.1.1 Markierungsstrategie

Zunéichst werden wir betrachten, welche Eigenschaften die benutzte Markierungsstrategie
aufweisen muss. Eine Markierungsstrategie markiert (in unserem Fall) Kanten aufgrund
der Werte eines Fehlerschiitzers. Ein Fehlerschitzer n? ist formal eine Abbildung

T x UE(T)—)]RS‘
TeT

mit der Einschrinkung, dass fiir Argumente (7, E) gelten muss, dass die Kante E aus
der Kantenmenge £(7) des Gitters 7 stammt. Wir werden aber im Folgenden auch die
Abbildung

nr: E(T) = Ry
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3 Allgemeiner Beweis der Energieoptimalitét

fiir fixiertes erstes Argument 7 € T Fehlerschétzer nennen. Fiir eine Menge von Kanten
U C E(T) definieren wir den gesamten Fehlerschétzer als

nrU) ==Y n7(E).

Ecu

In jedem Schritt der AFEM soll der Fehlerschéitzer nur mithilfe von vorhandenen Daten
berechnet werden kénnen und die Kanten bestimmen, die beim Ubergang zum nichsten
Schritt verfeinert werden sollen. Bei der tatsichlichen Verfeinerung werden aber eventuell
mehr Kanten verfeinert, um wieder zu einem reguléren Gitter zu gelangen. Um eine ener-
gieoptimale AFEM zu erhalten, muss der Fehlerschétzer dies beim Markieren der Kanten
beriicksichtigen.

Definition 3.1. Es sei die Menge aller Kanten in E(T), die bei alleiniger Verfeinerung
von E € E(T) mitverfeinert werden, mit

taily (E) := E(T) \ E(refine(T; E))

bezeichnet. Wir nennen diese Menge auch den Schweif von E in T. Fiir eine Menge U C
E(T) von Kanten sei der Schweif definiert als

taily (U) := | J taily(E).
Ecu

Die Menge der markierten Kanten auf einem Gitter 7 wollen wir mit M bezeichnen.
Die Markierungsstrategie muss derart gewahlt werden, dass es eine Konstante p > 0 gibt,
sodass

M # D und ngr(tailT(M)) > uH#M ngr(tailT(E)) fir alle F € £(T). (E1)

Bemerkung 3.2. Das Kriterium (E1) schrénkt die Auswahl der verwendeten Markierungs-
strategie wesentlich ein, da die iiblichen Strategien (Déorfler-Marking, Maximumsstrategie)
dieses nicht erfiillen. Formt man diese Ungleichung um, erhélt man

0% (taily(M))

M > i (tailr(E))  fiir alle E € £(T),

was eine Art Mittelwert iiber die Schweife der markierten Kanten darstellt. Hier darf die lin-
ke Seite nicht zu klein werden. Dies kann geschehen, indem Kanten markiert werden, deren
Beitrag zum Schéitzer entweder zu gering ist, oder deren Schweife sich zu viel iiberschneiden.
In diesem Ausdruck wird nicht die Summe iiber die Schitzer aller Schweife gebildet, son-
dern es werden zuerst alle Schweife vereinigt und dann der Schétzer bestimmt, wodurch
Beitrége von Kanten, die zu mehr als einem Schweif gehoren, nur einmal gezéhlt werden.
Die Markierungsstrategie muss also die Schweife der Kanten beriicksichtigen. //
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3.1 Voraussetzungen

3.1.2 Energie
Lower Diamond Estimate

Wir wollen nun den Begriff Energie, den wir bisher rein intuitiv verwendet haben, prézisie-
ren und Eigenschaften angeben, die eine Energie erfiillen muss, damit im Zuge einer AFEM
Energieoptimalitidt bewiesen werden kann.

Definition 3.3. Wir nennen eine Abbildung € : T — R Energie, wenn sie beziiglich der
Ordnungsrelation auf T monoton fallend ist, also

T<T = S(T)<%(T) firaleT, T €T.

Bemerkung 3.4. Da ein Gitter 7 durch seine Menge an Knoten P eindeutig bestimmt
ist und umgekehrt, lédsst sich der Energiebegriff auch auf Funktionen P — R iibertragen.
Hierbei gilt

G(P) :==G(T(P)),

wobei hier dieselbe Bezeichnung fiir die Energie gewéhlt wurde, was aber nicht zu Verwir-
rungen fiithren sollte. //

Eine Energie muss in Summe zwei Eigenschaften erfiillen, um im Rahmen einer AFEM
Energieoptimalitit zu erhalten. Um die erste Eigenschaft formulieren zu kénnen, benotigen
wir zuerst noch eine spezielle Struktur von Gitterverfeinerungen [DKS16].

Definition 3.5. Fiir eine Menge von Gittern {T1,...,Tm} C T und

3
li
~

T; € coarse(T;) fir alle j,

<
Il
-

A
i
<

T; € refine(T;) fiir alle j,

<.
Il
-

nennen wir das Tupel (T™,Ty; T, ..., Tm) einen Lower Diamond, falls die Flichen Q(T; \
Tv) paarweise disjunkt sind. Analog nennen wir es einen Upper Diamond, falls die Flichen
QTM\ T;) paarweise disjunkt sind.

Bemerkung 3.6. Die Fliachen Q(7;\ 7v) aus obiger Definition geben jene Flichen an, auf
denen sich bei der Verfeinerung von 7; auf 7y Dreiecke geéndert haben. Analoges gilt fiir
die Flichen Q(77 \ 7;) bei Vergroberung von 7; auf 7”. Die Lower Diamond Struktur ist
schematisch in Abbildung 3.1 dargestellt.

Die Lower Diamond Struktur werden wir spéter dazu verwenden, Abschéitzungen fiir
Energiereduktionen zu erhalten. Die Energien werden spéter typischerweise iiber Vek-
torrdume, die mit den Gittern korreliert sind, definiert. Man kann die Lower Diamond
Struktur abstrakt auf Vektorriumen Xi,...,X,, C X definieren, mittels X" := N; Xi
und A, := span(|J; &;). Die Disjunktheit der Verfeinerungsflichen korrespondiert hier zur
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3 Allgemeiner Beweis der Energieoptimalitét

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung eines Lower Diamond aus Definition 3.5. Die
Verbindungslinien zwischen den Gittern symbolisieren, dass diese durch die
Halbordnung < auf T vergleichbar sein miissen, wobei hier das untere Gitter
feiner ist, als das obere.

Orthogonalitét der Quotientenriume X;/X”, die sich mit Unterriumen des Raumes der
stiickweisen Polynome identifizieren lassen, beziiglich des L?-Skalarprodukts. Sich hier nicht
auf FEM-Diskretisierungen und Gitter zu beziehen fiihrt allerdings eine neue Abstrakti-
onsebene ein, deren Nutzen fiir unsere Zwecke gering scheint. //

Die folgende Eigenschaft einer Energie besagt, dass die Energiereduktion zwischen den
Spitzen eines Lower Diamond dquivalent zur Summe der Energiereduktionen auf dessen un-
terer Hélfte ist. Anders formuliert kann in einem Lower Diamond, der folgende Eigenschaft
erfiillt, von der gesamten Energiereduktion nicht beliebig viel auf einer Hélfte passieren.
Ein analoges Resultat, welches wir allerdings im Folgenden nicht benétigen, gilt auch fiir
einen Upper Diamond.

Definition 3.7. Sei € : T — R eine Energie. Wir sagen, € erfillt die Lower Diamond
Estimate, wenn es eine Konstante Crp > 0 gibt, die nur von € und Ty abhingt, sodass

Cip(6(TM) = 6(T)) < > (6(T3) —6(TV)) < Cuo(6(T") —6(TV))  (E2)

j=1

fiir alle Lower Diamonds (T, Tv; T, ..., Tm) erfiillt ist.

Diskrete lokale Zuverlassigkeit und Effizienz

Die zweite Eigenschaft fiir Energieoptimalitat ist, dass die Energie eine gewisse Bezie-
hung zum Fehlerschitzer haben muss. Die Bedingung, die ein Fehlerschéitzer normalerweise
erfiillen muss, um eine sinnvolle adaptive FEM zu erhalten, ist Zuverldssigkeit (engl. re-
liability), also dass der Fehler der FEM Approximation bis auf eine Konstante durch den
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3.2 Vorbereitungen

Fehlerschétzer beschrankt werden kann. Die umgekehrte Abschitzung heifit Effizienz, da
sie verhindert, dass eine bereits exakte Losung vom Fehlerschétzer nicht als solche erkannt
wird [Verl3].

Fiir konventionelle ratenoptimale AFEM werden diese Abschitzungen nur auf dem ge-
samten Gitter bendtigt. Um Instanzoptimalitdt zu erhalten, muss der Fehlerschétzer je-
doch die Information {iber den Fehler genauer auflésen. Wir benétigen deshalb obige
Abschéitzungen erstens fiir die Differenz zweier diskreter Approximationen und zweitens
lokal auf Gittern. Diese nennt man diskrete lokale Zuverlissigkeit, bezichungsweise Effizi-
enz. Wir fordern diese Ungleichungen nun fiir Energiedifferenzen, da wir diese spéter mit
dem Approximationsfehler in Beziehung setzen wollen.

Definition 3.8. Seien € eine Energie und n? ein Fehlerschitzer. Wir sagen n? ist diskret
lokal dquivalent zur Energiedifferenz von G, wenn es Konstanten Cqie, Cair > 0 gibt, sodass

Caenr(E\E') < G(T) = G(T') < Cannr(E\ E), (E3)

fiir alle Gitter T, T € T mit T' € refine(T) und € := E(T), sowie & := E(T").
Die erste Abschitzung heif$t dabei diskrete lokale Effizienz, die zweite heifit diskrete lokale
Zuverlassigkeit.

3.2 Vorbereitungen

Wir werden nun einige Hilfsresultate beweisen, die spéter helfen werden, den Beweis der
Energieoptimalitét iibersichtlicher zu gestalten. Wir werden diesen Beweis in seiner Gesamt-
heit ohne Populationen formulieren, weshalb hier auch einige Beweisschritte ausgelagert
sind, die das Konzept der Populationen verwenden. Dies dient ebenfalls der Ubersichtlich-
keit und Uniformitét des Beweises. Die Resultate sind allesamt [DKS16] entnommen.

Zunéchst zeigen wir ein Resultat fiir freie Kanten, ndmlich dass bei der Verfeinerung eines
Gitters alle verfeinerten Kanten bereits durch deren freie Kanten erhalten werden kénnen.
Dabei wird in [DKS16] nur die Inklusion C der ersten Gleichheit gezeigt, der Vollstandigkeit
wegen wird dieses Resultat hier aber ausfiihrlicher gestaltet.

Lemma3.9. Sei T € T ein Gitter und T' € refine(T). Betrachte die Mengen der Kanten
E:=&(T) und & :=E(T"). Dann gilt

ene = |J tilrE)= |J tailp(E) (3.1)

Ectree(E\E") E€E\E

Es werden also alle beim Ubergang von T nach T’ verfeinerten Kanten durch die Schweife
ihrer (freien) Kanten tberdeckt und umgekehrt.

Beweis. Zunichst wollen wir die erste Gleichheit zeigen. Wir verwenden die Identifikation
von Kanten und Populationen, um die Werkzeuge aus Lemma 2.18 verwenden zu koénnen.
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3 Allgemeiner Beweis der Energieoptimalitét

mit diesen Bezeichnungen

Dazu setzen wir C := midpt(E \ '), U := free(C) und P = P(T), sowie P’ = P(T"). Es gilt

C=Pn(PH\P),

midpt( U taﬂT(E)>:

Ecfree(E\E)

(3.2)
U @ae{rh\P. (3.3)
prPeu

Aus Darstellung (3.2) folgt, dass C sowohl Teilmenge von P’ als auch von P++ ist. Mit
enthalten, gilt

der Eigenschaft (v) aus Lemma 2.18, die besagt, dass Populationen ihre eigenen Vorfahren

anc(C) C anc(P™1) C P*T.
Weiter erhélt man mit ebenso elementaren Uberlegungen

(3.4)

w
N

anc(C) \ P (L

= (anc(C) NPT\ P

& ane(®)n (P P) (3.5)
crnet\r) e

Somit enthélt C bereits alle Vorfahren, die nicht in P enthalten sind. Als n#chstes zeigen

wir noch

c\P% (cUanc(€)\ P

50 (free(C) U anc(free(C))) \ P
= (U Uanc(Uf)) \ P.
Damit l4sst sich nun die erste Gleichheit zeigen, indem man den Ausdruck (3.3) noch weiter
umformt:

U@eppn\p 2

pPeu

pPeu

U (Pu{P}uanc({P})\ P

=(PUlU Uanc(Ud))\ P
= (U UancUf))\ P

Nun miissen wir den Ausdruck C\ P nur noch zuriickiibersetzen. Da midpt(E) NP = 0, gilt
C\ P =C =midpt(€\ &). Insgesamt erhalten wir

midpt(E\ &) =C\ P = U (P& {P})\ P = midpt (
pPel

U tailT(E)). (3.6)
Ecfree(E\E)
Mit der Bijektivitét von midpt folgt die erste Gleichheit in (3.1).
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3.2 Vorbereitungen

Der zweite Teil ist mit obigen Uberlegungen nun nicht mehr schwer zu zeigen und sehr
ghnlich dem ersten:

J@erh\P > 27 P u{Pyuanc{P))\ P

PeC PeC
=(PUCUanc(C))\ P
= (CUanc(C))\ P

@2 e\ p.

Uber die Identifikation von Kanten und Populationen iiber die Abbildung midpt folgt nun,
wie im ersten Fall, die zweite Gleichheit in (3.1). O

Das néchste Lemma zeigt, dass ein Lower Diamond schon auf sehr einfache Weise durch
die Verbandsoperationen A und V gebildet werden kann.

Lemma 3.10. Seien 71,75 € T mit T1 # T2, Tv :== T VT3 und T := T1 A Ts. Dann ist
(T™,Tv; Ti,T2) ein Lower Diamond.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Verfeinerungsfliichen disjunkt sind. Angenommen die
Fléchen Q(71\ 7v) und Q(72\ 7v) wéren nicht disjunkt. Es gilt Q(71\ Tv) = Q(Tv \ T1), da
jedes zu verfeinernde Dreieck von den daraus entstehenden verfeinerten Dreiecken {iberdeckt
wird und umgekehrt. Deshalb muss es mindestens ein Dreieck T in der Menge

(VAT N (TV\T2) =Tu \ (TL U T2)

geben. Andererseits muss nach Definition von 7y aber auch gelten, dass Ty C 71 U Ta, wie
in Bemerkung 2.8 ausgefiihrt wurde. Damit ist obige Menge leer, was einen Widerspruch
zu unserer Annahme darstellt. O

Das néchste Resultat ist etwas technisch und verwendet intensiv den Populationsbegriff
und Eigenschaften von Populationen. Auch wenn es sich fiir Kanten formulieren l&sst,
was wegen der Beziehung zwischen Gittern und Populationen immer moglich ist, wirkt die
Formulierung mit Populationen natiirlicher. Da wir aber den Beweis der Energiecoptimalitét
ohne Populationen formulieren und beweisen wollen, werden wir auch das folgende Resultat
in diesen Rahmen einbetten.

Lemma 3.11. Sei € eine Energie, die die Lower Diamond Estimate erfillt, T* € T ein
Gitter, T, € refine(T*) und
C := free U ET)\E(TL)
T*<T<T.

die freie Teilmenge aller beim Ubergang von T* zu T, verfeinerten Kanten. Seien auferdem
N,a € N mit aN < #C gegeben und Cq,...,Cn C C paarweise disjunkte Teilmengen mit
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3 Allgemeiner Beweis der Energieoptimalitét

#Ci > « fir allei € {1,...,N} und Uf\il Ci =C. Dann gilt mit T; := coarse(T4;C;), dass

N
G(T*) — 6(T2) > min{1, CA} Y (8(Th) — 6(T)). (3.7)

=1

Beweis. Wir iiberlegen uns zuerst die zu C korrespondierende Menge von Personen. Wir
setzen wie gewohnt P, := P(7,), P* := P(T*) und P; := P(T;), auBerdem sei C; :=
midpt(C;). Da die Menge aller Populationen (anders als die Menge aller Gitter) durch die
Mengeninklusion teilgeordnet ist, gilt fiir alle 7* < T < T,

midpt (E(T)\ E(T2)) =P N (P(T)TT\P(T)) C Pu\ P*. (3.8)

Ist umgekehrt ein Knoten P € P, \ P* gegeben, so muss dieser durch Bisektion einer Kante
von T* oder einem Gitter aus refine(7*), das grober als 7, ist, hervorgegangen sein. Es gilt
somit

PP Cmidpt [ | E(T)\E(TL)
T*<T<Tx

Insgesamt haben wir die korrespondierende Menge von Personen gefunden:
C := midpt(C) = free (P \ PY). (3.9)

Wir fithren nun eine Fallunterscheidung nach der Anzahl der freien Teilmengen C; durch.

Fall 1: N =1.
Da hier 7; > T* gilt, folgt die Behauptung in diesem Fall trivialerweise aus der Monotonie
der Energie:

G(T") = 6(Th) = 6(Th) — 6(To).

Fall 2: N > 1.

Wir wollen die Lower Diamond Estimate auf einen Lower Diamond anwenden, der zwischen
P* und P, liegt. Dafiir sehen wir uns die Mengen P; genauer an. Die Mengen C; sind
Teilmengen der freien Knoten von P, \ P*. Nach Definition von coarse(7;C;) und der
Eigenschaft bei Vergroberungen beziiglich freier Teilmengen aus Lemma 2.18 (iii) gilt somit

P =P.©Ci=Pu\Ci (3.10)

Die beiden Enden des Lower Diamonds werden durch die grobste gemeinsame Verfeinerung
und die feinste gemeinsame Vergroberung der P; gebildet. Diese lassen sich mit P, und P*
in Verbindung bringen:

N N
AP 2P, JP=P.
=1 i=1
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3.2 Vorbereitungen

wie aus der Definition der P; ersichtlich ist. Des Weiteren gilt wegen Gleichung (3.10)
73* \ Pl = aia

also sind diese Mengen disjunkt nach Voraussetzung. Damit ist (ﬂf\il Pi, Ufil Pi;
P1,...,Pn) ein Lower Diamond und es gilt die Lower Diamond Estimate. Gemeinsam mit
der Monotonie der Energie und der Korrespondenz von Gittern und Populationen ergibt
sich

N
ST -6(T) =% (T (ﬂ 7%)) - %(T))
i=1

> Cip > (6(T) — (T2)).

1

=

)

Fasst man die zwei eben betrachteten Félle zusammen, erhélt man die Behauptung. [

Zu guter Letzt wollen wir noch eine Aussage iiber die Anzahl der verfeinerten Kanten in
einem Lower Diamond beweisen.

Lemma 3.12. Seien T1,75 € T mit T # T2 gegeben. Seien weiters T" := T1 A Tz und
Ty := T1 V T2 definiert. Fiir die Menge

c= |J &m\em)

TAST<T2
aller verfeinerten Kanten beim Ubergang von T” nach T und die Menge
U:=E(M)\E(TY)
aller verfeinerten Kanten aus Ty beim Ubergang zu T gilt:

# free(U) < Cop# free(C).

Beweis. Es seien wiederum mit Py, P2, P" und P, die korrespondierenden Populationen
bezeichnet. Wie wir bereits im Beweis von Lemma 3.11 gesehen haben, gilt

~ (3.8)

U = midpt(U) =" Py N (PFT\Py), (3.11)

C := midpt(C) (22 Pa\ P
Mit den De Morganschen Gesetzen gilt

Py\P1=(PrUP)\P1=P2\ (PLNP2) =P\ P
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3 Allgemeiner Beweis der Energieoptimalitét

Wegen (3.11) gilt die Inklusion ¢/ € Py \ P; und mit Lemma 2.18 (iv)

# free(U) < Cap# free(Py \ P1)

= Cap# free(C).

Da die Abbildung midpt bijektiv ist, ldsst sie insbesondere die Méchtigkeit einer abgebil-
deten Menge invariant, somit folgt die Behauptung. (|

Das letzte Resultat verwendet sehr stark die Konzepte der Populationen und deren Ge-
neration. Diese Konzepte stiitzen sich intensiv auf die verwendete Verfeinerungsregel (die
hier NVB ist). Fiir andere Verfeinerungsregeln ist aktuell noch nicht klar, ob und wie diese
Resultate dort formuliert und bewiesen werden kénnen.

3.3 Energieoptimalitit

Wir kénnen nun das zentrale Resultat dieses Kapitels beweisen. Zur Erinnerung: Wir neh-
men in der gesamten Arbeit an, dass das initiale Gitter 7 regulér ist, die initiale Verteilung
der Verfeinerungskanten der BDD-Bedingung aus Defintion 2.3 geniigt und die Verfeinerung
mittels kantenbasierter NVB durchgefithrt wird. Unter den gestellten Voraussetzungen an
Energie, Fehlerschéitzer und Markierungsstrategie aus den vorherigen Abschnitten kénnen
wir zeigen, dass die daraus resultierende AFEM instanzoptimal beziiglich der Energie ist.
Wir bendtigen dafiir noch einen weiteren Begriff.

Definition 3.13. Sei € eine Energie. Wir definieren die optimale Energie mit hichstens
m € N neuen Dreiecken als

€l = min {G(T) | T € T, #(T \ To) < m}.

Ein Gitter To?* € {T € T | #(T \ To) < m}, das € = G(T") erfiillt, nennen wir ein
zugehoriges optimales Gitter.

Die optimale Energie ist also die kleinste Energie, die auf Gittern angenommen werden
kann, die hochstens m mehr Elemente als 7y enthalten. Optimale Gitter fiir eine gege-
bene Zahl m miissen nicht eindeutig sein. Da aber die folgenden Resultate nicht davon
abhéngen, welches der optimalen Gitter gewéhlt wurde, werden wir diese Feinheit im Fol-
genden iibergehen und fiir ein gegebenes m ein beliebiges, aber festes, zu 6,7 i gehoriges
optimales Gitter auswihlen und dieses als das optimale Gitter T,9P' bezeichnen. Es sei au-
Berdem angemerkt, dass die optimalen Energien natiirlich in m fallend sind, die optimalen
Gitter jedoch nicht durch die Halbordnung < auf T vergleichbar sein miissen.

Das Hauptresultat dieses Kapitels kann nun formuliert werden.

Satz 3.14 (ENERGIEOPTIMALITAT). Sei € eine Energie, die die Lower Diamond Esti-
mate (E2) erfiillt und n* ein Fehlerschitzer, sodass diskrete lokale Zuverlissigkeit und Ejf-
fizienz aus Gleichung (E3) gelten. Seien auflerdem (Ti)reny € T eine Menge von Gittern,
fiir die Ti41 = refine(Ty; My,) fir alle k € {1,2,...} gilt, wobei die Mengen der markierten
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3.3 Energieoptimalitdt

Kanten My, C E(Ty) die Bedingung (E1) erfiillen.
Dann existiert Cihesn > 1 mit Chhesh € (’)(,u_Q), sodass fiir die Energie des k-ten Gitters

C(Tw) < 6P fiir alle m mit #(Tx \ To) > Crneshm-
Die Konstante Cresn hingt nur von Crp, Cale, Cair, Cap, Cyvc und p ab.

Dieser Satz besagt, dass die Energie eines Gitters aus unserer AFEM kleiner ist als eine
gewisse optimale Energie, solange bis dahin nur geniigend Elemente verfeinert wurden.
Daher stammt der Name Energieoptimalitét.

Wir werden den Beweis dieses Satzes in verschiedene Teilresultate gliedern, die wir im Fol-
genden der Ubersichtlichkeit halber als Lemmata formulieren. Diese stammen aus [DKS16],
die Beweise sind an [Hab] angelehnt. Das erste Lemma hiervon ist etwas technisch und lie-
fert eine Abschédtzung fiir die Energiedifferenz zweier Schritte des adaptiven Verfahrens.
Die Voraussetzungen sind hierbei so gewihlt, dass dieses Hilfsresultat in den néchsten zwei
Lemmata in leicht unterschiedlicher Form angewendet werden kann.

Lemma 3.15. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 3.14. Sei dariber hinaus T € T ein
Gitter mit T # T, T :=Tpe AT, Tv :i= T VT und U := free (5(7}) \5(7(/)) Erfiillt das
Gitter T die Bedingung

G(Te) =2 6(T) = 6(Tv), (3.12)
so gibt es eine Konstante Copy = C’EII) gjij > 0, sodass
M
()~ S(Tins) = Copt ™2 (8(T") ~ S(T)).

Beweis. Wir bezeichnen mit & := £(7;) die Menge der Kanten des k-ten Gitters und
setzen 77 = 77%7@' Nach Definition ist & \ k41 = taily (My) =: taily(My). Wegen der
diskreten lokalen Effizienz aus Gleichung (E3) und der Voraussetzung an die Menge der
markierten Kanten (E1) gilt daher im k-ten Schritt des adaptiven Verfahrens fiir jede Kante
Ecé&

G(Tr) — 6(Tit1) > Cate i (Ex \ Ekt1) > pCate #M i (taily(E)).

Summiert man diese Ungleichung iiber alle Kanten aus i erhélt man

#U(G(T) — G(Tir1)) = pCaie #Mi Y ni(taily(E)).
EcU

Die Summe {iiber die Schitzerbeitrige der Schweife ldsst sich wegen der Positivitiat des
Schétzers nach unten durch den Schitzer der Vereinigung aller Schweife abschéitzen. Dies
und Umformen der Ungleichung fithrt mit Lemma 3.9 auf

C(Tx) — €(Ti11) > MCdle#;?:{k ne ( U tailk(E)>
EcuU

(3.1)

M
= MCdle# i

T (Ex\Ev).
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3 Allgemeiner Beweis der Energieoptimalitét

Mit der diskreten lokalen Zuverléssigkeit aus Gleichung (E3) folgt
#Mj,

C(Ti) — G(Tit1) > MCdleW i (5(77@) \5(%))
Caie #M
> ngle B2k ((T) - ().

Wir wollen nun noch den letzten Ausdruck umformen. Nach Lemma 3.10 ist (77, 7v; Tk, T)
ein Lower Diamond. Mit der Voraussetzung (3.12) und der Lower Diamond Estimate erhélt
man fiir die Differenz im letzten Ausdruck

C(Tr) —6(TV) = 5(6(Th) —C(TV) + 6(Tx) — 6(T0))
(3.12)

—

> 3(%(Te) = S(T) +S(T) = 6(TV))
LDE | N

> Crp(8(T") —6(T))
(3.12)

> O (S(TY) — $(T)).

Setzen wir nun alle Schritte zusammen, folgt

C(T) — G(Trr) = pCp Se #M

Db Tt (ST = (7))

und schliefflich mit Cqpt := C’Eﬁ% die Aussage. O

Das néichste Hilfsresultat zeigt, dass in einem Schritt pro verfeinerter Kanten zumindest
ein fester Bruchteil des Weges zur néchsten optimalen Energie gemacht wird.

Lemma 3.16. FEs seien die Voraussetzungen wvon Satz 3.14 erfillt. Dann existiert eine
Konstante Cppy = min{1, CEI%}CoptCEll) > 0, sodass die folgende Aussage gilt:
Wenn fir k,m € Ny gilt, dass G€(Ty,) € (Tgﬁfrl,f@ﬁft], so gilt fiir die Energiereduktion beim

ndchsten Schritt des adaptiven Verfahrens

C(Th) — 6(Thr1) > Copn# M (G =G 1)), (3.13)

Beweis. Wir wihlen k, m so, dass €(7) € (@Sf_ﬁl, ﬁ%pt] gilt. Zusétzlich setzen wir T, :=

T V 7213:1 und 7 =T A mﬂ’:l. Da somit Ty < 7;25):1 gilt, gilt auch
G(Te) > G(T0L) = 60 > 6(T)

und insbesondere Ty # qufjrtl. Damit lasst sich Lemma 3.15 anwenden und wir erhalten mit
U = free (E(Ty) \ £(Tv)) die Abschitzung

G(Th) = 6(Ths1) 2 oopﬁ;f‘:{k (S(T) - 5(T).

~—

(3.14)
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3.3 Energieoptimalitdt

Wir wollen uns die Differenz §(7") — Cg(mpfl) nun genauer ansehen. Definiere
€ = free ( U emn(e <7;';+1>)>
TAST<TOE
Da C endlich ist, sei C = {Ci,...,Cn}. Damit definieren wir 7; := coarse(7T,.0;; C;).

Lemma 3.11 gibt uns mit 7* = 7" und 7, = 7;2 v die Abschétzung

N
G(T") — G(TeR) > min{1, Cp} > (6(T7) — G(TEY)). (3.15)
=1

Da sich fiir jede vergroberte Kante die Menge der Dreiecke in einem Gitter um mindestens
eins verringert, gilt #(7; \ Tp) < #(7;33}31 \ 7o) — 1 < m. Damit gilt nach Definition der
optimalen Gitter €(77) > €. Mit (3.14) und (3.15) erhalten wir also

C(T) — 6(Tis) >Coptﬂ##A;k( (TY) = S(T)
> min{1, CLD}Copt,U#Mk Z mitl))

) _ M
> mln{l, CL]fl)}COpt,U# b Z Opt (7;3?1))

#Mk#c
iy

Es muss nun noch das Verhéltnis #C/#U abgeschitzt werden. Erinnern wir uns zunéchst
daran, wie die beiden Mengen definiert sind. Die Menge C enthélt die freien Kanten, die
beim Ubergang von 77 nach 7'728:1 verfeinert werden. Die Menge U beinhaltet die freien
Kanten aus T, die verfeinert werden miissen, will man zu 7y gelangen. Auflerdem sind
T" und Ty als gemeinsame Vergroberung, beziehungsweise Verfeinerung von 7 und ’7;25):1
definiert, sodass wir Lemma 3.12 benutzen kénnen. Dieses sagt uns, da & und C nur freie
Kanten beinhalten und somit ¢ = free(i) und C = free(C) gilt, dass #U < Caop#C ist.
Wir erhalten also abschliefend

= min{l, CE]%}Copt,u (Cg (T’:Lpt) - C’g(ml—)i-tl)) :

G(Tr) — G(Thr1) > min{1, Cp A} Coptt#tMRCL (B(TP) — S(TyRY), (3.16)
was mit Cgp := min{l,Cﬂé}CoptCéll) die Aussage beweist. Diese Konstante héngt nur
vom initialen Gitter 7o und der Struktur der Energie € ab. O

Das letzte Lemma zeigt, dass bei Verfeinerung hinreichend vieler Kanten in einem Schritt
die optimale Energie schon um eine ganze oder sogar mehrere "Stufen’ absteigt.

Lemma 3.17. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 3.14. Dann existiert eine Konstante

Clty € O(w™) mit Cll > 1, sodass folgende Aussage gilt:
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3 Allgemeiner Beweis der Energieoptimalitét

Wenn fiir k,m € Ny gilt, dass €(Tg) € (@fﬁrl,?ﬁt], so gilt fiir die Energie im ndchsten
Schritt mit o := | #My,/Cli]
@(776-1—1) < c‘gfnpia'

Beweis. Wir gehen dhnlich vor wie im Beweis von Lemma 3.16. Seien dafiir k, m so, dass

C(Tr) € (f@fﬁrl, Gy t] gilt. Wir setzen nun die Konstante C{,; fest als
"o Cap 2Ccp
opt 1= maxq 1, ) - — -
Coptit Coprpemin{l, Cyp}

Des Weiteren definieren wir T := 75, V T,ob', und T := Tp A TR0,
Fiir den Fall o = 0 ist die Aussage trivialerweise erfiillt wegen der Monotonie der Energie:

G(Tis1) < 6(Th) <GP =G0

m—+a’

wobei in der zweiten Ungleichung eingegangen ist, dass wir §(7y) im Intervall (ngfil, Gy t]
voraussetzen. Wir widmen uns im Folgenden dem interessanteren Fall o > 1.

Wegen a > 1 und der Monotonie der Energie ist G(7;) > @fnpil > ‘i@,‘jfja = ?(7213:&),

weshalb Ty # mpjrta gilt. Mit der Menge U = free (£(T;) \ £(Tv)) koénnen wir Lemma 3.15
anwenden und erhalten

ST~ 6(Tir) 2 Coptt L (S(T7) = S(Tovea). (3.17)

Um die Méchtigkeit dieser Menge abzuschétzen, wenden wir wiederum Lemma 3.12 auf
die Mengen U und C := free (UTA<7—<TOE: E(T) \ £(Tv)) an, wobei wir beachten, dass
U = free(U) und C = free(C) gilt. Dies gibt uns

#U < Cap #C. (3.18)

Wir fiithren nun eine Fallunterscheidung nach N := |#C/«] durch.

Fall 1: N = 0.
Nach Definition von N = |#C/a] gilt #C < a = [#My/Cl] < #M;/Chy. Dies fiihrt
auf

#My 039 M Cl

#U — Cep#C = Cap
Da nach Definition Cf,¢ > g) <= gilt, erhalten wir insgesamt
(3.16) cl

C(Th) — €(Tir1) > Copth o2 (G(T") — G(T,)

ptHTGD
Z Cg(TA) - cg(mfjrta)
> G(Th) — G(Tla)

und schlieBlich €(Tr41) < €(Tob%) = €GPy

m+ao*
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3.3 Energieoptimalitdt

Fall 2: N > 1.
Nach Definition von N gilt aN = «o|#C/a| < #C. Wir teilen die Menge C in paarweise
disjunkte Teilmengen Cy, . ..,Cx auf, von denen jede mindestens a Elemente enthélt. Setzen

wir T == coarse(mljfa; Ci), so werden fiir jedes i mindestens a Knoten entfernt, um zu 7;
zu gelangen. Da nach Definition #(7,2%, \ 7o) > m + a gilt und pro entferntem Knoten
auch mindestens ein Dreieck entfernt wird, gilt schlieBlich #(7; \ 7o) > m. Daraus folgern
wir G(TP") < €(T7). Mit dieser Ungleichung und Lemma 3.11 erhalten wir, dass

3.7) N
ST 6T S min1, Oy 3 (8(77) — S(T))
=1
> Numin{L, GO (ST~ S(T). (.19

Zusétzlich bemerken wir noch, dass wegen N > 1 gilt, dass N = L#?Cj > % ist, und
#MkJ < #My

7 >~ 7
Copt Copt

erinnern daran, dass a = | . Insgesamt erhalten wir damit

NEM | #CEM  Cou#C 619 O
#HU — 20#U T 2#U — 2Cgp

(3.20)

Mit diesen Abschétzungen kénnen wir die Energiereduktion vom k-ten zum (k + 1)-ten
Gitter weiter abschitzen:

(3.17) #M
G(T) = G(Te1) = Copn™ g (T = (Tna)

(3.19)
> Coppmiin{1, G N (S(T0) = (TSE)

(3.20) ' o )
> Coppmin{L, Cpplo 22 =(S(T;) — G(T550)

ition ist C7/ _ 20ep . . .
Nach Definition ist Cg, > (O] womit sich obige Abschétzung zu

G(Th) — C(The1) = G(TFY) — G(TRR) > 6(Th) — G(ToE,)

vereinfachen lisst. Auch in diesem Fall folgt €(7j11) < €(Ta™).
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 3.18. Lemma 3.16 zeigt, dass bei Markierung von mindestens einer Kante
in jedem Schritt nach hochstens [1/Cf,u] Schritten die Energie um eine optimale Stufe
abgesenkt wird. Dahingegen zeigt Lemma 3.17, dass die Energie in einem Schritt fiir je
[Copt | markierte Kanten um eine Stufe abgesenkt wird. Es liegt daher nahe, zu erwarten,
dass sich die Energie um mindestens eine Stufe absenkt, wenn entweder in einem einzigen
Schritt hinreichend viele Kanten markiert wurden, oder insgesamt schon hinreichend viele
Schritte durchgefithrt wurden. Diese Uberlegungen werden die zentrale Idee des Beweises

von Satz 3.14 darstellen. //
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3 Allgemeiner Beweis der Energieoptimalitét

Bevor wir nun den Beweis von Satz 3.14 angehen konnen, benttigen wir noch zwei ele-
mentare Eigenschaften der Floor-Funktion, die wir im Folgenden beweisen wollen.

Lemma 3.19. Seien a,b € RT™ mit b > 1. Dann gelten

Lng (3.21)
la] + [b] > [a + gJ (3.22)

Beweis. Wir zeigen zunéchst Ungleichung (3.21) fiir 1 < b < 2. Es gilt hier, dass |[b] =
1> b/2, also (3.21). Fiir b > 2 folgt

b] >b—12>

)

N o

womit wir (3.21) insgesamt fiir b > 1 gezeigt haben.
Auch Ungleichung (3.22) zeigen wir zunéchst fiir 1 < b < 2. Da hier wieder [b] =1 und
b/2 < 1 gelten, folgt

la| +|b] =la] +1=|a+1]| > La—l—gJ.

Fiir b > 2 haben wir b/2 — 1 > 0, womit wir

LaJ+LszLa+b_u:Wg%_wngJ

erhalten. Somit haben wir auch (3.22) fir y > 1 gezeigt. O

Beweis von Satz 3.14. Wir legen zu Beginn einige Konstanten fest, wobei C(’)pt und
Clpt die Konstanten aus den Lemmata 3.16 und 3.17 sind:

k—1

My, = Z #M,, (3.23)
=0
Rim |0 (3.24)
. Ccl)ptlu’ ’ .
L:=2(R—1)(Cqy — 1) +2C7. (3.25)

Beachte, dass Cf,; > 1 laut Beweis von Lemma 3.17. Wegen C{; < oo gilt ferner R > 1.
Damit ist jedenfalls L > 0 sichergestellt. Die Wahl von L mag etwas willkiirlich wirken,
sie wird im weiteren Verlauf des Beweises aber klarer. Nach Voraussetzung wird in jedem
Schritt mindestens eine Kante markiert, weshalb M}, in k streng monoton steigend und fiir
k > 0 auch strikt positiv sind. Fiir £ = 0 gilt My = 0 laut Konvention fiir die leere Summe.
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3.3 Energieoptimalitdt

Wir zeigen nun per Induktion, dass

G(Te) < G(T%, /1)) fiir alle k € No (3.26)

gilt. Im Induktionsanfang k£ = 0 gilt 760pt = 7Ty nach Definition der optimalen Gitter. Es
folgt €(79) < G(T¢™") und (3.26) gilt fiir k = 0. Es bleibt also der Induktionsschritt zu
zeigen. Wir fixieren dafiir ein £ > 1 und nehmen an, dass (3.26) fiir alle ¥’ € Ny mit &' < k
gilt. Wir konnen auflerdem annehmen, dass €(7x) > infrer €(7T) gilt, da sonst die Aussage
sowieso erfiillt ist.

Fiir den Induktionsschritt betrachten wir die Menge

I:={j € {max{k —i,0} | 1 <i<R}|#M; > Clhy}.

Sie besteht aus allen Indizes der héchstens R Schritte vor dem k-ten, in denen Cg oder
mehr Kanten markiert wurden. Wir werden im Folgenden eine Fallunterscheidung nach der
Maéchtigkeit dieser Menge durchfithren. Zur Motivation, diese Menge einzufithren und diese
Fallunterscheidung zu betrachten, siehe auch Bemerkung 3.18.

Fall 1: I # (.

Wir bezeichnen mit ¢ das maximale Element von I. Es gilt nach dieser Definition # M, >
Copt und # My < Cgy fiir alle £/ mit £ < £/ < k, derer es hochstens R —1 viele gibt. Damit
und mit der Definition von L erhalten wir

#M  H#ML (325 #M((R—1)(Cl — 1) + Cory)

201, 200 L chL
ClL (R —1)(Clhy — 1) + # M CLl
opt
R—1)(C", —1) + #M
_ (B PtL )+ # £ (3.28)
sowie
M+ #Me+ (R=1)(Cly — 1) > M+ #Me+ Y #My
1<l <k
(3.23) /—1 k—1
SN HEMp +#EMe+ D H#My
0'=0 0'=0+1
k—1
=) #My = M. (3.29)
0'=0

opt

(M, /L]’ weshalb es eine

Wegen ¢ < k gilt nach Induktionsvoraussetzung 6(7;) < €
natiirliche Zahl
m > | M;/L]
gibt, sodass €(7;) € (‘gf,f_il,@%p t]. Dies erlaubt uns, Lemma 3.17 anzuwenden, womit wir
C(Toy1) < ngfh $M /L erhalten. Den Index der hier auftretenden optimalen Energie
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3 Allgemeiner Beweis der Energieoptimalitét

konnen wir abschétzen, indem wir Lemma 3.19 verwenden, wobei, wie bereits erwihnt,
#M,; > Cl . gilt. Damit lassen sich obige Nebenrechnungen kombinieren und wir erhalten

pt
H#My M, H#M,
m \‘C” JZ{LJ \‘C” J

opt opt
(3:22) | M,
S| ey 2o
L L 2C'opt
(525 | My + #Mq + (R = 1)(Copy = 1)
= | L
(3:29) | M,
2 Tk J ‘ (3.30)

Mit der Monotonie der Energie, der letzten Abschitzung und ¢ < k erhalten wir schlief3-
lich

opt opt
G(Tk) < G(Tey1) < anfﬂ#w/o;;tj < G-

Damit ist dieser Fall erledigt.

Fall 2: [ = und k < R.

In diesem Fall wurden noch keine R = [1/(Cqp) | Schritte durchgefiihrt und in keinem der
Schritte wurden Cg ;. oder mehr Kanten markiert. Daher greift die Aussage von Lemma 3.16
nicht so, wie es in Bemerkung 3.18 angedeutet wurde. Da bis jetzt hochstens R — 1 Schritte
mit jeweils hochstens C’gpt — 1 markierten Kanten durchgefiihrt wurden, gilt jedoch

M, < (R-1)(C",—1) < L.

opt

Damit gilt | M/L| =0 und (3.26) gilt in der Form €(7;) < €(7o) = €(T™).
Fall 3: ] = (0 und k£ > R.

In diesem Fall war unter den R letzten Schritten keiner, in dem C{; oder mehr Kanten
markiert wurden. Fiir £ > k — R ldsst sich die Energiedifferenz des (kK — R)-ten und des
(I + 1)-ten Gitters als Teleskopsumme schreiben:

(—k+R
C(Th-r) = 6(Tes1) = D, (6(Tieryi) — C(Th-ryir1))- (3.31)
i=0
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es auflerdem wieder eine natiirliche Zahl

m > |[My_g/L],

sodass €(Ty_R) € (cgfnpil, Gy t] ist. Mit Lemma 3.16 kénnen wir nun die Energiedifferenzen
aller Schritte abschéitzen, deren Energie in demselben Intervall liegt. Fiir alle £ € J :=

{E’ e{k—R,....k—1} | €(Ty) € (ngfjl,@,?ft]} erhalten wir mit der Darstellung (3.31)
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3.3 Energieoptimalitdt

die Abschitzung

(3 13y L=+ R
G(Te-r) —6(Te1) > Z ClohHMi—pyi (P — 60 1)

> c’ptu(z k+R+1)(6P — 67 )
> Clpeit(f =k + R+ 1)(6(Ti-r) — 6pi1), (3.32)
da in jedem Schritt mindestens eine Kante markiert werden muss.
Wir betrachten nun das maximale Element £, der Menge J. Ist lpax < k — 1, gilt

C(Topr1) < € m41 hach Definition von J. Ist andererseits {ymax = k — 1, erhalten wir fiir
die Konstante in (3.32)

(3.24)

C{)ptﬂ(gmax —k+R+1)= C/ptNR

1
c! u[ w > 1.
opt C(/)pt

Es gilt also auch €(7y,. . +1) < @fffrl, wie man durch obige Abschétzung und Umformen
von (3.32) sieht. Auflerdem haben wir

L= 2(R )(Cgpt ) + 20” pt — 2R( opt ) (Cc/)/pt ) C(I)/pt > R( opt 1)
und #M, < Cf, — 1 fiir alle Schritte mit Index £ € {k — R, ...,k — 1}, weshalb wir

My My r L
m—i—lZ{ ’“LRJH:{ ’fRJrJ

L L
- Mg+ R(Cly — 1) - My,
- L — | L

erhalten. Da jedenfalls {pax + 1 < k und [My/L| < m + 1 gelten, folgt mit der Monotonie
der Energie

G(Ti) < G(Tepaxt1) < Cgswpfrl < Cg(fjl\)j /L]’

Damit ist auch in diesem Fall die Induktionsbehauptung gezeigt.
Nachdem wir nun (3.26) gezeigt haben, ist der Weg nicht mehr weit. Nach der Mesh-
Closure Estimate gibt es eine Konstante Cyic, sodass

#(Ti \ To) < Cyuc M.

Setzen wir Chesh := 2Cmce L, so folgt fiir m € N aus Cmeshm < #(T \ To) < Cnvic My, dass
1 <m < Mj/(2L) und mit (3.21) somit m < % < |2& | Mit dieser Abschitzung fiir m,
der Monotonie der Energie und (3.26) gilt schheﬁhch

G(Tx) < ‘@C[‘}}JJ <G,
L
womit die Behauptung gezeigt ist.
Da Cye nur vom initialen Gitter 7y abhéngt, folgt die Abhéingigkeit von Cresh VON [t
aus der von L. Die dominanten Beitrége hierbei stammen von [1/(Cqyip)] und Cf,y, womit
wir insgesamt Cipesy € O(p~2) erhalten. O
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4 Konforme Finite Elemente fiir
Diffusionsprobleme

Wir wollen in diesem Kapitel das allgemeine Framework aus den vorherigen Kapiteln auf
konkrete Probleme und deren Finite-Elemente-Diskretisierungen anwenden. In [DKS16]
wurde als Modellproblem das Poisson-Problem mit homogenen Dirichlet-Randdaten ge-
wéhlt und fiir FE-Diskretisierungen erster Ordnung Instanzoptimalitidt gezeigt. In diesem
Kapitel soll dieses Resultat in drei Richtungen verallgemeinert werden. Erstens werden wir
den Differentialoperator verallgemeinern, indem wir stiickweise konstante Diffusionsmatri-
zen zulassen. Zweitens betrachten wir auf einem Teil des Randes inhomogene Neumann-
Randdaten. Zu guter Letzt wollen wir fiir die FE-Diskretisierung beliebige Polynomordnung
zulassen.

Im Folgenden soll zunéchst unser Modellproblem vorgestellt und gezeigt werden, wie hier
auf natiirliche Weise eine Energie definiert werden kann, die in unser Framework passt.
Danach widmen wir uns dem Residualschétzer fiir das Modellproblem und zeigen die fiir
Instanzoptimalitit nétigen Zusammenhinge mit der Energie. Abschlieffend formulieren wir
den gesamten Algorithmus fiir die AFEM und zeigen, dass der Markierungsschritt ebenfalls
die notigen Kriterien erfiillt.

Da die in diesem Kapitel verwendeten Resultate weitestgehend bekannt sind, werden wir
auf die explizite Ausformulierung der meisten Konstanten verzichten und A < B schreiben,
falls eine Konstante C' > 0 existiert, sodass A < CB. Auflerdem schreiben wir A ~ B fiir
A< B<A

Wir werden nun kurz die Notation fiir die im Folgenden verwendeten Funktionenriume
einfithren. Fiir ausfiihrliche Definitionen sei auf die Literatur verwiesen [Eval0].

Definition 4.1. Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet. Wir bezeichnen die Menge aller
quadratintegrablen Funktionen mit

L*(Q) = {u | w ist messbar und [lul| j2q) < oo},

wobei die L?>-Norm gegeben ist durch

1/2
ol gy = ( [ dx) .
Q

Weiter definieren wir den Raum aller schwach differenzierbaren Funktionen auf Q0 als
HY(Q) = {ue L*(Q) | Vue L*(Q)},

wobei die Ableitungen hier schwach aufzufassen sind. Fassen wir Randwerte von H'-Funk-
tionen im Sinne von Spuren auf, konnen wir auch

Hy(Q) = {ue H'(Q) | ulon =0}, Hp(Q) = {ue H(Q) | ulr, =0}
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4 Konforme Finite Elemente fiir Diffusionsprobleme

definieren.

Wir werden spéter auf diesen Réumen (Bi-)Linearformen betrachten, weshalb wir dafiir
ebenfalls einige Begriffe einfithren wollen.

Definition 4.2. Sei (H, (-,-)y,) ein Hilbertraum. Wir nennen den Raum aller stetigen li-
nearen Funktionale H — R den Dualraum von H und schreiben dafiir H'.

Sei zusdtzlich a : H x H — R eine Bilinearform. Wir nennen diese stetig, falls es eine
Konstante K > 0 gibt, sodass

|a(u, v)| < K [[ully o]l
fiir alle u,v € ‘H und elliptisch, falls k > 0 existiert, sodass
au, u) > k [|ulf3,

fiir alle w € H gilt.

4.1 Variationsformulierung und Energie

Wir betrachten ein zusammenhiingendes, beschrinktes Gebiet Q C R? mit polygonalem
Rand T' := 0. Wir teilen den Rand in zwei disjunkte und relativ offene Teilmengen
I'p,I'y € I', den Dirichlet- und den Neumannrand, sodass I'p UI'yy = I'. Die Kanten
aus E', die in diesen Teilmengen liegen, bezeichnen wir als £ beziehungsweise V. Die
Daten f € L?*(Q) und ¢ € L?(I'y) seien gegeben. Dariiber hinaus sei eine matrixwertige
Funktion A € [L>(£2)]>*% gegeben, zu der es ein Gitter Ty auf  gibt, auf dem A stiickweise
konstant, symmetrisch und positiv definit ist. Wir werden im Folgenden voraussetzen, dass
alle auftretenden Gitter Verfeinerungen von 7y sind.

Das Modellproblem, mit dem wir uns in diesem Kapitel beschéftigen, ist folgendes Rand-
wertproblem:

—div(AVu) = f in Q,
AVu-v=¢ auf 'y, (4.1)
u=0 auflp.

4.1.1 Schwache Formulierung und Diskretisierung

Um die Finite Elemente Methode auf das Problem (4.1) anwenden zu kénnen, miissen wir
es erst schwach formulieren: Finde u € H}(12), sodass

a(u,v) := / AVu - Vudz = / fvdx —i—/ pvds =: F(v) fiir allev € HH(Q). (4.2)
Q Q I'n

Bemerkung4.3. Fiir die Existenz einer eindeutigen Loésung von (4.2) reichen nach dem
Lemma von Lax-Milgram (siehe [EvalO, Abschnitt 6.2]) Stetigkeit und Elliptizitdt der
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4.1 Variationsformulierung und Energie

Bilinearform a(-, -), sowie Stetigkeit des Funktionals F, jeweils auf dem Hilbertraum H},(2).
Wir werden diese Eigenschaften im Folgenden immer fordern und somit die eindeutige
Losbarkeit des Problems voraussetzen. //

Ziel der Finite Elemente Methode ist es, das Problem (4.2) auf einem endlichdimensio-
nalen Teilraum zu 16sen. Dafiir definieren wir nun Rdume von stiickweisen Polynomen auf

einem Gitter 7 [Verl3, Abschnitt 3.2].

Definition 4.4. Sei T ein Gitter auf Q. Fiir ein Dreieck T € T definieren wir den Raum
aller Polynome vom totalen Grad p € Ny als PP(T). Analog bezeichnen wir fiir eine Kante
E € & den Raum aller Polynome vom totalen Grad p mit PP(E). Weiter definieren wir
den Raum aller stiickweisen Polynome vom Grad p € Ny auf 7 als

PP(T) == {ue L*(Q) | ulpr € P’(T) fir alle T € T}.

Schlieflich definieren wir fiir p € N die Rdaume aller global stetigen, stiickweisen Polynome
vom Grad p ohne bzw. mit Nullrandbedingungen als

SP(T) :== PP(T) N HYQ), SV (T):=P\(T)NHLH(Q).
Die Randwerte solcher stiickweisen Polynome auf einem Randstiick v C 0S) bezeichnen wir

mit SP(7y) = {ul, | we SP(T)}.

Fiir ein Gitter 7 auf Q2 verwenden wir als endlichdimensionalen Teilraum der Finite
Elemente Diskretisierung den eben definierten Raum

Sp(T) S Hp().

Wegen der Tatsache, dass der diskrete Raum in H},(£2) enthalten ist, nennt man die daraus
resultierende FEM auch H!-konform.

Das diskrete Analogon zu (4.2) lisst sich nun wie folgt formulieren: Finde ur € S§(T),
sodass

/ AVur - Vorde = / fordx —|—/ pvrds fiir alle vy € SP(T). (4.3)
Q Q I'n

Die AFEM generiert, ausgehend vom initialen Gitter 7y von €2, eine Folge von Gittern
(Tk)keny, sodass T; < T; fiir 4 < j. Wir bezeichnen im Folgenden fiir ein Gitter 7 € T die
Finite Elemente Losung von (4.3) mit uy. Die exakte Losung von (4.2) bezeichnen wir mit

Uex -

4.1.2 Energie

Das Problem (4.2) lisst sich in einen allgemeinen Kontext einbetten, in dem auf natiirliche
Weise eine Energie definiert werden kann.

Definition 4.5. Sei (H, (-,-)y,) ein Hilbertraum, a : H x H — R eine symmetrische, stetige
und elliptische Bilinearform und F € H'. Fiir u € H bezeichnen wir mit

G(u) = ta(u,u) — F(u)
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4 Konforme Finite Elemente fiir Diffusionsprobleme

das Energiefunktional zu a(-,-) und F. Durch die Bilinearform lisst sich auferdem die

sogenannte Energienorm

lfull := a(u,u)'’?

definieren.

Setzen wir H := H}(£2) und fiir u € H und w C Q
lull? = / AVu - Vudz,

so konnen wir fiir das Problem (4.1) mit Definition 4.5 eine Energie € definieren. Die
folgende Proposition zeigt, dass eine Losung von (4.2) diese Energie minimiert. Fiir einen
Beweis verweisen wir auf [Bral3, Charakterisierungssatz 2.2].

Proposition 4.6. Sei H ein Hilbertraum, a(-,-) eine symmetrische, stetige und elliptische
Bilinearform und F € H'. Weiter sei € die zu a(-,-) und F gehdorige Energie aus Definiti-
on 4.5. Ein Element u € H st eine Lisung von

a(u,v) = F(v) fir allev e ™
genau dann, wenn es das Minimierungsproblem

€(u) = Lrélﬁ%(v) (4.4)
lost. g

Wir wollen nun noch eine Motivation fiir den Namen Energienorm geben.

Proposition 4.7. Seien Hqi, Ho Hilbertrdume mit H1 C Ho. Weiter seien u; mit i = 1,2
Losungen der Variationsprobleme

a(ug,v) = F(v) fir alle v € H,;. (4.5)

Dann gilt fiir die Differenz der Energien der Losungen

) ~ Bluz) = 5 ol (4.6)

Beweis. Setzen wir in die Definition der Energie ein und benutzen, dass [Ju; — ug|* =
lur I = lua|® = 2a(us — ug, usz) gilt, erhalten wir fiir die Energiedifferenz

B(u1) — E(uz) = %(WMHF — fluzll®) = (F(u1) — F(ug)) (4.7)
= é lur — uall? + a(ur — ua, uz) — (F(ur) — F(ug)). (4.8)
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Aufgrund der Definition der w; als Losung auf H; gilt weiter, dass a(ug,us) = F(u2).
Auflerdem erhalten wir mit der Symmetrie der Bilinearform und der Tatsache, dass H; C
Ho ist, a(uy, uz) = a(uz,u1) = F(u1). Daraus folgt nun mit der Bilinearitit von a(-, -), dass

1
B(u1) — E(uz) = 3 lur — wal® + a(ur — ug, uz) — (a(ur, uz) — alus, uz)) (4.9)
1
= 5l —uaf?, (4.10)
was die zu beweisende Identitat ist. O

Die eben bewiesene Proposition impliziert, dass der Fehler der Finite Elemente Diskre-
tisierung zur exakten Losung uex in der Energienorm durch die Differenz der Energien
gegeben ist:

3 lu = uexll® = B(u) — €(uex).

Diese Beziehung wird uns spéter erlauben, die Energieoptimalitit aus Kapitel 3 auf In-
stanzoptimalitidt des Fehlers zu iibertragen.

Bemerkung 4.8. Um das Energiefunktional in diesem Abschnitt mit dem Energiebegriff
aus Definition 3.3 in Einklang zu bringen, miissen wir dieses auch auf Gittern definieren
und Monotonie zeigen. Wir setzen dazu

B(T) = Blur),

wobei ur die Finite Elemente Losung auf 7 ist. Dann folgt aus der Minimierungseigenschaft
(4.4), dass fir T < T wegen SP(T) C SY(T") auch E(T) > E(T") gilt. //

Zu guter Letzt wollen wir noch eine Norméquivalenz fiir die Energienorm zeigen.

Lemma 4.9. Fir das Problem (4.1) ist die Energienorm dquivalent zur H'-Seminorm:

vl = vl g1y fir alle v € HY(Q). (4.11)

Beweis. Setzt man in die Definition der Energienorm ein, erhdlt man

ol = a(v,0) = 3 /T AVY-Tude = Y [41/290)

TeTo TeTo

2
4.1
412

wobei wir A'/2 elementweise verstehen. Dies ist méglich, weil nach Definition von 7y fiir
T € Ty gilt, dass A|p € R?*2 symmetrisch und positiv definit ist. Damit existieren durch
Stetigkeit und positive Definitheit elementweise Konstanten Cr, e > 0 fiir T € 7p:

2

L2(T)

Da #7y endlich ist, existieren Maximum beziehungsweise Minimum dieser Konstanten.
Diese sind jedenfalls positiv, womit die Behauptung gezeigt ist. O
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4 Konforme Finite Elemente fiir Diffusionsprobleme

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung der Auswertungspunkte der Finite Elemente Po-
lynome fiir p=1,2,3 (von links nach rechts).

4.2 Lower Diamond Estimate

Nun wollen wir zeigen, dass die eben definierte Energie € auch die Lower Diamond Estimate
(E2) erfiillt. Wir benotigen ein Werkzeug, um die Trennungseigenschaften der Lower Dia-
mond Struktur (die ja laut Definition 3.5 auf Gittern definiert sind) auf Funktionenrdume
zu iibertragen. Dies ermdoglicht uns ein der Scott-Zhang Projektion sehr dhnlicher Operator.
Wir werden im Folgenden diesen Operator definieren und auch die klassische Scott-Zhang
Projektion ein wenig genauer betrachten.

4.2.1 Die Scott-Zhang Projektion als Transferoperator

Fiir die Beweise von Lower Diamond Estimate und diskreter lokaler Zuverldssigkeit beno-
tigen wir einen Operator, der in geeigneter Weise die diskreten Losungen auf zwei Gittern
in Verbindung bringt. Dies wird durch einen Clement-Operator erreicht, der sehr dhnlich
zur Scott-Zhang Projektion ist [DKS16]. Die Scott-Zhang Projektion ist ein Quasiinterpo-
lationsoperator, der das erste Mal in [SZ90] vorgestellt wurde. Wir werden nun zunéchst
allgemeine Scott-Zhang—artige Projektionen definieren und einige wichtige Eigenschaften
dieser zeigen. Dazu miissen wir uns die Konstruktion der Finite Elemente Rdume genauer
ansehen. Aus dieser allgemeinen Definition werden wir die klassische Variante der Scott-
Zhang Projektion als Spezialfall herleiten. Danach werden wir als einen weiteren Spezial-
fall einen Transferoperator definieren und auf die Unterschiede zur klassischen Scott-Zhang
Projektion aus [SZ90] eingehen. Im Gegensatz zu [DKS16] definieren wir diese Operatoren
hier fiir Finite Elemente mit beliebiger Polynomordnung und den Fall I'p C 92, wobei
Gleichheit nicht zwingend gelten muss.

Fiir ein Dreieck T' € T kann jedes Polynom des zugehorigen Polynomraumes PP(T),
bestehend aus Polynomen p-ter Ordnung, durch die Auswertung an (p + 1)(p + 2)/2 ver-
schiedenen Punkten aus 7' eindeutig bestimmt werden (siehe zum Beispiel [Bral3, II §5]
und Abbildung 4.1). Wir bezeichnen die Menge aller dieser Auswertungspunkte in 7 mit
Z(T). Fiir die folgende Definition Scott-Zhang—artiger Projektionen wird benétigt, dass zu
jedem dieser Punkte entweder ein Dreieck, oder eine Kante des Gitters assoziiert ist, wobei
diese Wahl bestimmten Einschrankungen unterliegt.

Definition 4.10. Sei 7 € T ein Gitter. Fir einen Auswertungspunkt z € Z(T) nennen
wir o, € T UE das zu z assoziierte Simplex, wenn es folgende Eigenschaften erfiillt:

o Fulls z ein innerer Knoten eines Dreiecks T € T ist, gilt 0, =T.
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4.2 Lower Diamond Estimate

e Fulls z ein innerer Knoten einer Kante E € & ist, gilt 0, = F.

e Fulls z €V ist, soist o, = F € £ mit z € E beliebig.

Nun beleuchten wir genauer, wie der Finite Elemente Raum SP(7T) aufgebaut ist. Durch
die Wahl der Auswertungspunkte und des Polynomgrades p gibt es eine Basis ®(7) :=
{¢. | 2 € Z(T)} aus stiickweisen Polynomen, die

0. (2) =6, fiiralle 2,2 € Z(T) (4.14)

erfiillt, wobei §,,» das Kronecker-Delta bezeichnet. Diese Basis wird auch nodale Basis
genannt. Die zu ®(7T) gehorige duale Basis von (SP(T))’ wird nach (4.14) durch die Punkt-
auswertungsfunktionale an allen Punkten aus Z(7) gebildet. Die Einschriankung eines Po-
lynoms aus SP(7) auf ein Simplex o, ist wieder ein Polynom vom Grad héchstens p und
liegt in L?(0,), wobei dies im Fall 0, € £ im Sinne von Spuren aufzufassen ist. Da auch
die auf o, eingeschrinkten Basisfunktionen .|, (2") = §,.» erfiillen, falls 2/, 2" € 7., und
L?(0) ein Hilbertraum ist, liisst sich {iber den Satz von Riesz eine Menge von Funktionen
{¢. | 2 € Z(T)No.} C PP(o,) finden, die

/ Voo (2) oo, (x) dx = 6,10 fiir alle 2/, 2" € Z(T) N0,

erfiillt. Diese Menge kann als Menge der Riesz-Reprasentanten der dualen Basis der Polyno-
me auf o, beziiglich L?(c,) aufgefasst werden. Nimmt man nun fiir jeden Auswertungspunkt
z € Z(T) die Funktion 1, , =: ¢, und fasst diese zur Menge V(7)) := {¢, | z € Z(T)}

zusammen, gilt

/ V. (2)p(z)do = §,, fiir alle 2,2 € Z(T). (4.15)

Aufgrund der Interpretation der Funktionen aus W(7) als lokale Riesz-Représentanten
der dualen Basis beziiglich L?(o,), werden wir diese Menge vereinfachend die duale Basis
beziiglich der Menge {o. | z € Z(T)} nennen.

Mit diesen Begriffen kéonnen wir schliellich Scott-Zhang—artige Projektionen definieren.

Definition4.11. Sei T € T ein Gitter, p € N, ®(T) die nodale Basis von SP(T) und
U(T) die beziiglich {o,} duale Basis. Wir definieren eine Scott-Zhang—artige Projektion
T HY(Q) — SP(T) fiirve HY(Q) als

Jrv = Z <pz/ Yy (z)v(x) de. (4.16)

2€Z(T)

Im Grunde héngen die eben definierten Projektionen auch vom Polynomgrad p ab, wir
werden im Folgenden diese Abhingigkeit jedoch nicht explizit anschreiben. Zur Vereinfa-
chung der Notation verzichten wir, sofern aus dem Zusammenhang klar ersichtlich, auf den
Index 7. Wir schreiben dann schlicht 7.
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Wir wollen nun zeigen, dass jeder Operator, der Definition 4.11 erfiillt, tatséchlich eine
Projektion ist.

Lemma4.12. Sei T € T ein Gitter und p € N. Dann gilt fiir eine Scott-Zhang—artige
Projektion J : HY(Q) — SP(T), dass Jv = v fiir alle v € SP(T).

Beweis. Wir entwickeln eine Funktion v € SP(7T) nach der nodalen Basis mit Koeffizienten
(c2)zez(T):

U(SU): Z Cz(pz(x)' (4'17)

2€Z(T)

Setzen wir diese Darstellung in die Definition der Scott-Zhang—artigen Projektionen (4.16)
ein, so erhalten wir mit der Dualitétseigenschaft von v, und ¢/, dass

sz/wz

2€Z(T)

417
DINDY soz/wz o)expula) do
z€Z(T) 2'€Z(T

(4.15)
'Y Y et = Z Caips = v
z€Z(T)2'€Z(T) 2€Z(T

Damit ist die Projektionseigenschaft nachgewiesen. O

Wir benétigen aufferdem noch einige Standardresultate iiber Stabilitdt und Approxima-
tionsgiite von Scott-Zhang—artigen Projektionen in verschiedenen Normen. Hier bezeichnet
hp = |T|Y/? fir T € T und hg := |E| fiir E € £. Fiir einen Beweis verweisen wir beziiglich
der ersten beiden Stabilitdtseigenschaften auf [SZ90, section 3|, beziiglich der letzten beiden
Approximationseigenschaften auf [SZ90, section 4].

Proposition4.13. Sei T € T ein Gitter, T € T und E € £. Fiir eine beliebige Scott-
Zhang—artige Projektion J aus Definition 4.11 gibt es Konstanten C; > 0 miti € {1,2,3,4},
sodass fiir alle v € H'(Q) folgende Eigenschaften gelten:

(1) |T0l gy < Crlolp
(1) 1T 0l ) < C2 vl q)

(iii) ||(1 = T)vll 2y < C3hr [0l g1 gy

(wr)*

() [|(1 = T)vll L2 (g < Cuhy/ [0l 111 (- -

Die Konstanten C; mit i € {1,2,3,4} hingen nur von der Formregularititskonstante Cy
und dem Polynomgrad p ab.

Die klassische Scott-Zhang Projektion aus [SZ90] ist ein Spezialfall der eben vorgestellten
Scott-Zhang—artigen Projektionen.
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4.2 Lower Diamond Estimate

Definition 4.14. Sei T € T ein Gitter und p € N. Zusdtzlich zu Definition 4.10 gelte fiir
die simplizes {0, | z € Z(T)} folgende Einschrinkung: Fir z € V muss 0, = E C Tp mit
z € F sein, falls z € 'p, und 0, = E C 'y mit z € E, falls z € I'y.

Als Scott-Zhang—artige Projektion erbt die Scott-Zhang Projektion die Eigenschaften aus
Lemma 4.12 und Proposition 4.13. Zusiétzlich erhélt sie homogene Dirichlet-Randdaten, wie
im néachsten Lemma gezeigt wird.

Lemma4.15. Sei T € T ein Gitter und p € N. Dann gilt fiir die Scott-Zhang Projektion,
dass Jv € SY(T) fir alle v € H}, ().

Beweis. Nach der Wahl der Simplizes o, gilt fiir jeden Auswertungspunkt z € Z(7)
mit z € I'p, dass auch o, C I'p gilt. Damit verschwindet v auf o,, womit das Integral
fgz . (x)v(z)dr = 0 wird. Werten wir die Projektion von v an z € I'p aus, erhalten wir
mit der Definition der nodalen Basis

(Tv)(2) = Y. eu(2) / b (2)v(z) do
) o,

2'e€Z(T

= Z 5z/z ¢Zl($)’l)($)d$
L3S

2'eZ(T

_ /U b (@)o(z) dz = 0.

Da die Randwerte einer Funktion aus SP(7) auf einer Kante eindeutig durch die Werte an
den Auswertungspunkten dieser Kante bestimmt werden, verschwindet somit die Projektion

Jv auf I'p. O

Aufbauend auf der Definition und den Eigenschaften der Scott-Zhang—artigen Projektio-
nen werden wir nun einen Transferoperator als Spezialfall konstruieren, der eine Funktion
von einem feineren auf ein gréberes Gitter projiziert und dabei die Funktion auf den nicht
vergréberten Dreiecken unverdndert lésst.

Definition 4.16. Sei T € T ein Gitter, T' > T und p € N. Wir definieren Uy := TNT' und
Uy :=T \ T'. Fiir einen Auswertungspunkt z € Z(T) erfiille das zu z assoziierte Simplex
0, zusdtzlich zu Definition 4.10 folgende FEigenschaften:

o Falls z € V ist, so ist 0, = E € € mit z € E beliebig, wobei E C 0[Q(U;)] gelten
muss, sofern z € J[QUU;)] firi=1,2.

e Falls z€V mit z € I'p und z ¢ O[QUT NT")], soll zusitzlich o, C QAT \T)NTp
gelten.

Wir definieren den Transferoperator

QF - 8P(T") — SP(T) (4.18)
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4 Konforme Finite Elemente fiir Diffusionsprobleme

Abbildung 4.2: Aufteilung des Gitters in T 0T und T \ T'. Das zum Auswertungspunkt
z € Z(T) assoziierte Simplex kann nach Definition /.16 nicht in 0Q2 liegen,
obwohl z am Rand liegt.

als eine Scott-Zhang—artige Projektion mit den Simplizes {o. | z € Z(T)}, die obige Be-
dingungen erfiillen.

Bemerkung 4.17. Beachte, dass die Wahl der Simplizes in Definition 4.16 wohldefiniert
ist. Da 7T NT" und T \ T’ eine Partition von 7 bilden und das Gitter selbst keine isolierten
Punkte hat, kdnnen sich diese beiden Mengen nicht blo an einem Punkt beriithren. Somit
ist der erste Punkt aus obiger Definition erfiillbar.

Fiir einen Punkt z € V mit 2 € I'p und 2 ¢ J[Q(T NT")] gilt jedenfalls z € QT \ T7)].
Da die Rénder 9Q und 9[Q(T \ 77)] geschlossen sind, muss es jedenfalls zwei Kanten
Ey, B, CoQNIQT \ T')] geben. Weil auch I'p keine isolierten Punkte enthalten kann,
ist zumindest eine dieser beiden Kanten auch in I'p enthalten. Deshalb ist auch der zweite
Punkt der vorigen Definition erfiillbar. //

Aufgrund der Definition als Scott-Zhang Projektion kénnen wir einige Figenschaften von
dieser itbernehmen (siehe dazu die folgende Proposition). Im Grunde ist der Transferopera-
tor als solcher auch fiir Funktionen aus H'(f2) definiert. In diesem Fall ist allerdings nicht
mehr gegeben, dass er homogene Randdaten erhélt.

Betrachtet man die Unterschiede in den Definitionen 4.14 und 4.16, sticht ins Auge, dass
die zu Gitterknoten z € )V assoziierten Simplizes beim Transferoperator nicht den Rand
von ) beriicksichtigen, sondern die beiden Rénder der Mengen Q(7 \ 77) und Q(7 NT").
Von diesen Mengen enthilt die erste die Dreiecke, die sich beim Ubergang von 77 auf T
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4.2 Lower Diamond Estimate

vergrobert haben, die zweite die Dreiecke, die sich nicht geéindert haben. Dies fiihrt zu
Situationen, wie etwa in Abbildung 4.2 dargestellt. Hier liegt der Auswertungspunkt z
zwar auf 09, aber auch auf 9[Q(T \ 77)] und 9[Q(T N T')]. Daher wird erzwungen, dass
das Simplex o, die einzige an z angrenzende, gemeinsame Kante der Mengen Q(7 \ 77)
und Q(7 N T') ist und damit nicht in 99 liegt. Wir zeigen in folgender Proposition, dass
diskrete Randdaten durch den Transferoperator trotzdem erhalten werden.

Proposition4.18. Sei T € T ein Gitter, T' > T und p € N. Seien weiter Uy := T NT’
und Uy := T \ T'. Der Transferoperator Q; hat folgende Eigenschaften:

(i) Die Werte von (Q;:,U”Q(ui) fiir v € SP(T") hingen nur von v|gq,) ab.
(ii) Firve SP(T') und T € TNT' gilt (QF v) —v)|r = 0.

19 er 1Transferoperator erhalt diskrete homogene Randdaten:

iii) Der Transf hdlt disk h Randd

QF (SH(T") € SH(T).

Beweis. Wir iibernehmen die Beweisidee aus [DKS16].

Ad (i): Durch die Wahl der Simplizes in Definition 4.16 ist fiir jeden Auswertungspunkt
z € QU;) fiir i = 1,2 auch das assoziierte Simplex o, C Q(U;). Der Wert von (QF v)(z)
héngt aber nur von den Werten von v auf o, ab. Daraus folgt die Behauptung.

Ad (ii): Die Menge 7 N7 besteht aus allen Dreiecken, die sich beim Ubergang von 77
zu T nicht gedndert haben. Dies gilt dann natiirlich auch fiir deren Kanten. Daher liegt fiir
jeden Auswertungspunkt z € 7 N 7T’ auch das assoziierte Simplex in 7 N7’ und hat sich
deshalb nicht geindert. Somit kénnen wir fiir alle Dreiecke T € T N7’ die Rechnung aus
Lemma 4.12 wiederholen und erhalten (Q;v)kp = v|7.

Ad (iii): Wir betrachten einen Auswertungspunkt z € 0I'p am Dirichletrand und eine
Funktion v € S¥(T”). Fiir den Fall, dass z € I'pNI[Q(TNT’)] wissen wir aus Punkt (ii), dass
(QF v)(2) = v(z) = 0. Ist andererseits z € I'p und 2 ¢ 9[Q(TNT")], so ist nach dem letzten
Kriterium in Definition 4.16, wie die Simplizes zu wihlen sind, o, C T'p N I[UT \ T')].
Dabher gilt v|,, = 0, weshalb der Beweis von Lemma 4.15 hier analog funktioniert.

Damit ist insgesamt gezeigt, dass Q?v =0 auf I'p. U

Bemerkung 4.19. Als Scott-Zhang—artige Projektion erfiillt der eben definierte Transfer-
operator die Eigenschaften von Proposition 4.13. Aufgrund von Proposition 4.18 (i) gelten
diese Eigenschaften fiir ein Dreieck 1" € T sogar mit wr NU; anstelle von wp, sofern T' € U;.
Eine Analoge Aussage gilt auch fiir wg fiir eine Kante £ € £. Aus dem Beweis des letz-
ten Punktes der vorigen Proposition, dass diskrete Randdaten erhalten werden, ist auch
ersichtlich, weshalb das letzte Kriterium in Definition 4.16 notwendig ist. Sei dazu ein Kno-
ten z € V am Dirichlet-Rand I'p gegeben. Solange z und das assoziierte Simplex o, beide
in Q(7T NT’) liegen, ist egal, ob ¢, am Rand liegt. Ist jedoch z € QT \ 7))\ QT NT’), so
muss das assoziierte Simplex o, ebenfalls in I'p liegen, um diskrete Randdaten zu erhalten.
Dies wird durch ebendiese Bedingung erzwungen. //
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4 Konforme Finite Elemente fiir Diffusionsprobleme

4.2.2 Beweis der LDE

Mit dem Transferoperator aus Definition 4.16 kénnen wir uns daran machen, die Lower Dia-
mond Estimate fiir die Energie ‘€ nachzuweisen. Wir werden dafiir zundchst zwei Lemmata
beweisen. Das erste hiervon besagt, dass der Fehler der Finite Elemente Approximationen
zweier Gitter dquivalent zum Fehler ist, den der Transferoperator bedingt.

Lemma 4.20. Seien X1, Xo C H})(Q) lineare Unterrdume mit X1 C Xo. Weiter sei II :
Xo = Xy eine lineare Projektion mit [Iv|y o) S [v|g1(q) fir alle v € Xo. Dann gilt

mit den Lésungen ui,us von (4.3) auf X1 und Xs.
Beweis. Da u; die Bestapproximation von wug in Xj beziiglich ||| ist, gilt mit der
Norméquivalenz aus Lemma 4.9

lug = u1| gy = lug — ur]] < flug — ug|| ~ Jug — Mug| g1 g - (4.20)

Fiir die andere Richtung erhalten wir mit Linearitit, H'-Stetigkeit und Projektionseigen-
schaft von II

lug — Tua| g1 gy < Juz — ur| g gy + [ur — Hug[ g (g, (4.21)
= |uz — w1| () + (w1 — u2)| () S Juz — wil g (q) - (4.22)
Beide Abschéitzungen zusammengenommen ergeben die Behauptung. ([l

Das zweite Lemma kombiniert fiir einen Lower Diamond die Transferoperatoren auf
jedem Ast zu einem Transferoperator zwischen den Spitzen der Diamantstruktur (siche
auch Abbildung 3.1). Hierbei ist wichtig, dass die Transferoperatoren jeweils die Menge der
vergroberten Dreiecke beriicksichtigen und diese Mengen in einem Lower Diamond disjunkt
sind.

Lemma4.21. Sei (T",Ty; T1, ..., Tm) ein Lower Diamond und p € N. Seien weiters Q, :=
Q%V und Q; == QUT; \ Tv) firi=1,...,m. Dann kommutieren die Q; paarweise und der
Operator Q := Qy 0...0Q, bildet S%,(T) auf SP,(T") ab.
Weiter gibt es eine Konstante C > 0, die nur von T" und p abhingt, sodass die Stabi-
litdtsabschdtzung
1Qul 1) < Clolgig)

fiir alle v € SP(Ty) gilt. Der Operator Q lisst sich auf den Q; folgendermafen darstellen:

Qv — { Qv auf§);,

v af VUL O (428)

Beweis. Wir weisen zunéchst die Kommutatorrelation nach. Dazu iiberlegen wir uns
als Erstes, dass die Verkettung von zwei Projektionen Q, wohldefiniert ist. Dies folgt mit
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4.2 Lower Diamond Estimate

Ti < Tv fiir alle i = 1,...,m, da laut Proposition 4.18 (iii) die Q; den Raum S?,(7v) auf
SH(T) € SP(Tv) abbilden.

Nach Proposition 4.18 (ii) ist der Transferoperator Q, auf Qf die Identitét. Fiir fixierte
Indizes i # j betrachten wir daher zwei Fille, ndmlich die Einschrinkung der Operatoren
auf eine Teilmenge w C €2 der Bauart .

Fall 1: w = (£; UQ;)°.
Hier wirken sowohl Q, als auch Qj wie die Identitéit. Damit gilt

QQu=Qu=v=Quw=9Q;Qu aufw=(QUQ"

Fall 2: w = ;.
Da €; C int(€;)¢ wirkt hier nur Q, als Identitdt. Mit Proposition 4.18 (i), wonach die
Werte von (Q,v)[o, nur von vlg, = (Q;v)q, abhingen, folgt

QZQJ/U = in == Q]le auf w = Q’L

Wendet man die Uberlegungen aus den eben genannten beiden Fillen auf die Verkettung
Q von m verschiedenen solchen Transferoperatoren an, folgt sofort, dass das Bild von
SP(Tv) die Menge

() SH(To) = S, (/\7’) SH(T")
i=1
ist. AuBerdem folgt Gleichung (4.23), da die 2; paarweise disjunkt sind.
Es bleibt noch die Stabilitdtsabschétzung nachzuweisen. Diese folgt wiederum aus der

Disjunktheit der ©; und Proposition 4.13 (ii), wobei Proposition 4.18 (i) garantiert, dass
diese Abschitzung auch fir die ; gilt. Fiir v € SP(7y) erhalten wir damit

|1Quli ) = |QU’§11(Q\U;';191-) + Y 1QulH g

m
(4.23)
="Jol @\U™, Q) +Z|inﬁfl(9)

4. 13(11)

2
S ol @\Um, Q) +Z’U|H1(Q = [v[1(q)
=1

Damit sind alle Behauptungen gezeigt. O

Mit diesen Hilfsmitteln kénnen wir eine Abschéitzung zeigen, die uns {iber Proposition 4.7
die Lower Diamond Estimate fiir ‘€ liefert.

Satz 4.22. Sei (T",Tv;Ti,...,Tm) ein Lower Diamond und un, wy und u; die Lésungen
von (4.3) auf T", Ty und T;. Dann gilt

v = unl iy = D luv = wil gy - (4.24)
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4 Konforme Finite Elemente fiir Diffusionsprobleme

Beweis. Fiir i = 1,...,m seien ; und Q, definiert wie in Lemma 4.21. Benutzen wir
Lemma 4.20, die Eigenschaft (4.23) fir Q und Q,uy = uy auf Qf erhalten wir
9  (419) 9 (4.23) i 9
’U\/ — u/\|H1(Q) =~ |’LL\/ - QUV|H1(Q) - Z |uV - Qlu\/’Hl(Qz)
i=1
m m
5 (4.19) )
=D _luv = Quuvlinggy =" 3 luy — il
i=1 i=1
was zu zeigen war. O

Korollar 4.23. FEs gelten die Voraussetzungen von Satz 4.22. Dann erfillt die Energie €
aus Definition 4.5 die Lower Diamond Estimate

)

BT —6(TV) = ) (8(Ti) —8(T)). (4.25)
=1

Beweis. Dies folgt aus Satz 4.22 mit der Aquivalenz von Energienorm und H'-Seminorm
aus Lemma 4.9 und Proposition 4.7. Betrachtet man die linke Seite von (4.24) folgt

(4.11) (4.6)
3lun —uvlfngg > 3 llus —u® =" €(T") - €(T0). (4.26)
Fiir die andere Seite gilt eine analoge Aquivalenz, was die Behauptung zeigt. O

4.3 Gesamtenergie

Die in Definition 4.5 definierte Energie passt noch nicht in den allgemeinen Rahmen von
Kapitel 3, da diskrete lokale Effizienz und Zuverldssigkeit zum Residualschétzer, den wir
im néchsten Abschnitt betrachten wollen, nicht gezeigt werden kann. Wir fithren daher eine
leicht modifizierte Gesamtenergie ein, die diese Eigenschaften erfiillt. Dies hat allerdings
den Nachteil, dass wir auch hier wieder die Lower Diamond Estimate nachweisen miissen.

Definition 4.24 (OSZILLATIONEN). Sei T' € T € T ein Dreieck eines Gitters, E € &
eine Kante und p € N. Weiter seien I, Iy die L?-Orthogonalprojektionen auf den Raum
der Polynome vom Grad p — 2 auf T, beziehungsweise Polynome vom Grad p — 1 auf E.
Fiir ein Problem der Bauart (4.1) definieren wir als (Daten-)Oszillationen, beziehungsweise
Neumann-Ostzillationen

2 2 B
0sc?(T) := hg’ HfHL2(T) , falls p =1,
ha (1 =T0p) fll 720y falls p> 2.

oseh(T) := > he|(1—Tg)d|| 72 -
EeEN(T)
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Fiir eine Menge U C T von Dreiecken definieren wir die entsprechenden Griflen als qua-
dratische Summe osc(U) = (Y ey 05¢3(T))Y? und osen (U) == (X rey osc (T))/2.

Definition 4.25 (GESAMTENERGIE). Sei € die Energie aus Definition 3.3 und p € N. Wir
definieren die Gesamtenergie € : T — R als

G(T) :=B(T) + osck (T) + osc*(T).

Bemerkung 4.26. Es ist die Gesamtenergie eine Energie im Sinne von Definition 3.3. Um
dies einzusehen, miissen wir wieder Monotonie zeigen. Wir betrachten dazu zwei Gitter
T < T'. Laut Bemerkung 4.8 gilt die Monotonie bereits fiir €. Fiir die Oszillationsterme
folgt dies aus lokalen Abschitzungen:

Sehen wir uns zunéchst den Term osc(7) fiir p =1 an. Fir 7' € T gilt

os*(T) = hy | ey = D e lfliem (4.27)
T'eT", |TNT!|£0

> Yo b fleny = os* ({1 € T' | [#]0}).

T'ET, |TAT'|£0

Durch Vereinigung iiber alle T' € T erhélt man die gewiinschte Beziehung.
Fiir p > 2 folgt dies auf d&hnliche Weise. Fiir T' € T gilt aufgrund der Bestapproximati-
onseigenschaft von Il und Ilz

=)y = > N1y > > I =) fB e -

T'eT’, |TNT’|£0 T'eT", |TNT’|£0

Zusammen mit obiger Abschéitzung ergibt sich die Monotonie fiir osc und analog auch fiir
OSCn . //

4.3.1 Lower Diamond Estimate

Wie bereits erwahnt, miissen wir auch fiir die Gesamtenergie die Lower Diamond Estimate
nachweisen. Dafiir benttigen wir ein Hilfsresultat.

Lemma 4.27. Seien T < T’ zwei Gitter in T. Dann gilt

0sc*(T) — 0sc(T") =~ osc*(T\ T7),
0k (T) — osck (T) =~ osck (T \ T).

Beweis. Wir beginnen mit der Abschatzung fiir osc und p = 1. Da wir die Gitterweite hp
als |T|"/? definiert haben, reduziert jede Bisektion A% um den Faktor 1/2. Jedes Dreieck
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4 Konforme Finite Elemente fiir Diffusionsprobleme

T € T\ T’ wird beim Ubergang auf 7 zumindest einmal verfeinert, weshalb h% > 2h2, fiir
alle TV € T mit |T' NT’| # 0 gilt. Eine Rechnung analog zu (4.27) liefert die Abschétzung

osc*(T'\ T) < 2osc*(T\ T').
Kombiniert man diese mit der Identitat

0sc®(T) —osc®(T") = > W3 flli2ery — D b £l 2y = 05¢*(T\ T') — 0s¢®(T'\ T),

TeT TeT’
erhélt man schliefllich
0sc(T) — osc*(T") < osc®(T\ T7),

sowie

osc?(T) — osc?(T7) > Sosc® (T \ T).

Wie in Bemerkung 4.26 folgt auch die Abschitzung fiir oscy aufgrund von hy > v/2hp
analog mit Konstante (v/2 — 1)/v/2 anstatt 1/2. O

Wir kénnen nun die Lower Diamond Estimate fiir die Gesamtenergie € nachweisen.

Satz 4.28. Sei (T, Ty;Ti,...,Tm) ein Lower Diamond und € die Energie aus Definiti-
on 4.25. Dann erfillt diese Energie die Lower Diamond Estimate

G(T") = 6(Tv) ~ > (6(T) — 6(T)). (4.28)

=1

Beweis. Die Gesamtenergie hat die Struktur 6(7) = €(7T) + R(T), wobei R ein Term
ist, der nach der Definition der Oszillationen und Lemma 4.27 die beiden Eigenschaften
R(T) - R(T") ~R(T\T') fir T">T und
R(Uy) + R(Us) = R(Uy UlUs) fiir disjunkte Teilmengen Uy, Us C T
erfiillt. Fiir die Energie € haben wir die Lower Diamond Estimate schon in Korollar 4.23
gesehen, es bleibt noch die Abschitzung fiir R zu zeigen. Diese folgt aus obigen Eigen-

schaften. Da die Flachen Q(7; \ 7v) fiir ¢ = 1,...,m nach Definition disjunkt sind, gilt
T\ Ty = UL (Ti \ Tv) und damit

RIT™) — R(T) = RITMTo) = R( e m) — S RTANT) ~ Y (R(T) — R(T)).
=1 =1 =1

Damit ist die Behauptung gezeigt. O
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4.4 Residualschatzer

Wir wollen in diesem Abschnitt einen Fehlerschétzer fiir unser Problem einfiithren. Fiir
diesen miissen wir die diskreten lokalen Abschétzungen aus Definition 3.8 zeigen. Dafiir
definieren wir zuerst Kantenspriinge einer unstetigen Funktion [Verl3, Abschnitt 1.3.5].

Definition 4.29. Fiir ein Dreieck T € T € T bezeichnen wir den &dufleren normierten
Normalvektor mit vp(x), wobei x € OT. Auf einer Kante E € £ definieren wir fir eine
Punktion v € [PP(T)]? mit p € N weiter den (Normal-)Sprung von v als

= i . — — i .
[v] (z) = Yim (vr - v)(z —tvr) = lm (vr-v)(z +tvr),
wobei x € E und T so, dass E C OT.

Wir bedienen uns des Kantensprunges bei der folgenden Definition des Residualschétzers
[Fei, section 5.4].

Definition 4.30 (RESIDUALSCHATZER). Sei T € T ein Gitter und A, f und ¢ die Daten
aus (4.1). Sei weiter uy die Losung des diskreten Problems (4.3) auf T . Wir definieren das
Residuum resy: T UE — R als

rest(T) := hy ||[div(AVur) + fHL2(T) ;

h 2 NAVr] s fiir EC 9,
I‘eST(E) = h1E/2 ||¢ B AV’LLT X VT||L2(E) fiir E¢€ gN’
0 fiir E € EP.

Damit konnen wir fiir E € £ den kantenbasierten Residualschéitzer als

n5(E) := resk(F) + Z res?-(T)

TEw}ECd

definieren. Fiir eine Menge U C T U E definieren wir auflerdem das Residuum als quadra-
tische Summe resT(U) := (X ey resgr(U))l/z.

Bemerkung 4.31. Beachte, dass in der Definition 4.25 der Gesamtenergie diese fiir p = 1
als Summe der Energie des Variationsproblems € und des Residuums res?-(7) definiert ist
(der Term div(AVur) verschwindet fiir ur € SL(T)). Fiir p > 2 jedoch ist die Gesamtener-
gie definiert als Summe von Energie und Oszillationen. Dies hat den Grund, dass fiir p > 2
das elementweise Residuum durch die Oszillationen abschétzbar ist, wie wir im néchsten
Abschnitt sehen werden, fiir p = 1 jedoch nicht. Im Fall p > 2 ist das Residuum jedoch
nicht zwingend monoton, da der Term div(AVuy) nicht mehr verschwindet, und deshalb
nicht als Energie geeignet. //

Bemerkung 4.32. Im Grofiteil der Literatur zu adaptiven Finite Elemente Methoden
werden Fehlerschétzer elementbasiert definiert. Wir definieren den Residualschéitzer hier
wie in [DKS16], also kantenbasiert. Dies hat folgende Griinde.
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Wird anstatt der Kante ein Dreieck fiir die Bisektion markiert, so kann die a posteriori
Analysis nicht beriicksichtigen, welche Kante des Dreiecks verfeinert wird. Somit miissen
auch Dreiecke und Kanten in diese Analysis einflieen, die gar nicht verfeinert werden.
Damit konnen die diskreten lokalen Abschétzungen (3.8) nicht gelten.

Behebt man dieses Problem, indem alle Kanten eines markierten Dreiecks verfeinert wer-
den (wie etwa bei der am weitesten rechts abgebildeten Verfeinerung in Abbildung 2.1),
so gibt es zwei Moglichkeiten, den Gitterabschluss zu bilden. Die erste hiervon ist, einfach
benachbarte Dreiecke zu markieren und auf analoge Weise zu verfeinern. Dies wiirde sich
jedoch auf alle Dreiecke eines Gitters ausbreiten, was einer uniformen Verfeinerung ent-
spricht. Die zweite Moglichkeit ist, den Gitterabschluss durch einfache Bisektion zu bilden.
Dabei ist aber nicht klar, ob das Markierungskriterium (E1) erfiillbar ist, da kantenbasierte
und elementbasierte Fehlerschétzer nur schwer in Verbindung zu bringen sind. //

4.4.1 Diskrete lokale Abschatzungen

Wir machen uns daran, die bendtigten diskreten lokalen Abschitzungen aus Definition 3.8
zu beweisen. Diese zeigen wir jedoch zuerst fiir den sogenannten totalen Fehler

Jur — ugl> + 05 (T\ T') + 053 (T \ T7),

wobei T < T Gitter sind und wy,uy die Losungen von (4.3) auf den beiden Gittern
bezeichnen. Wir werden spéter sehen, dass der totale Fehler bis auf eine Konstante gleich
der Energiedifferenz der beiden Gitter ist. Der Beweis der diskreten lokalen Abschétzungen
wird in mehreren Schritten geschehen, die teilweise die Resultate aus [DKS16] auf p > 1
verallgemeinern und aus [EGP18] ibernommen sind.

Als Erstes werden wir die diskrete lokale Zuverléssigkeit zeigen (siche [EGP18, Lemma 6]
und vergleiche mit [DKS16, Lemma 4.3]).

Satz 4.33. Sei T € T ein Gitter und T' > T mit dazugehérigen Kantenmengen € und E'.

Seien weiter p € N und ur € SH(T) und ur € SH(T') die Losungen von (4.3) auf T und
T'. Dann existiert eine Konstante Ciq > 0, sodass

lur = uge[* < Crami(E\ ). (4.29)

Die Konstante Ce hingt nur von Tg, p und der Diffusionsmatriz A ab.

Beweis. Fiir v € SP(T) C SH(T’) gilt wegen der schwachen Formulierung (4.3) die
Galerkin-Orthogonalitit:

/QAV(UT/ —uT)~Vvd:z::/Q(f—f)vda:—i-/FN(d)—gb)vds:O. (4.30)

Es bezeichne nun Q7 den Transferoperator von Sp(7’) nach S%,(7) aus Definition 4.16.
Wir definieren v := (1 — Q;’)(uw —u7). Wegen Proposition 4.18 (iii) gilt Q;/ (upr —ur) €

52



4.4 Residualschétzer

SpD (T), weshalb mit Galerkin-Orthogonalitét und der schwachen Formulierung gilt, dass

. /Q AV (up —ur) - V(urs — ur)de
(4.30) v
= AV (urr —ur) - (V(ur —ur) = VOF (ur —ur)) da
= / AV (ur —ur) - Vode
Q

(g’)/fvdx+ (bvds—/AVuT-Vvdx.
Q I'n Q

Integrieren wir den letzten Term des letzten Ausdrucks partiell auf jedem Dreieck in T,
erhalten wir

—/AVUT-Vvdx: Z
Q

TeT

(/ div(AVur)vdz — / AVur - vv ds) .
T T\T'p

Beachtet man, dass wegen Proposition 4.18 (ii) v = 0 auf 7 N T’ gilt, ergibt sich durch
Umordnen der Kanten und Zusammenfassen der Integrale iiber gleiche Mengen

fur—url? = 3 /T (f + div(AVur))vde

TeT\T'
(4.31)
+ Z / [AVur]vds + Z (¢ — AVur - v)vds.
pee\e' ' F pee\e' V' E
ECQ ECI'y

Die drei hier auftretenden Summanden bezeichnen wir der Reihe nach mit By, By und Bs.

B : Wir wenden hier die Cauchy-Schwarz Ungleichung einerseits in der kontinuierlichen
Version elementweise auf die Integrale an und andererseits in der diskreten Form auf die
Summe. Verwenden wir zuerst die kontinuierliche Version und schétzen die entstehende
L2-Norm von v mit Proposition 4.13 (iii) weiter ab, so erhalten wir

> / (f + div(AVur))vde < > |If + div(AVur) | 2 [0l g2y
TeT\T' T TeET\T’

4.13 .
S Y e llf + dv(AVer) | ey lur = ur g o -
TET\T'

Die diskrete Cauchy-Schwarz Ungleichung und die Norméquivalenz aus Lemma 4.9 kénnen
wir nun verwenden, um mit der Definition des Elementresiduums folgende Abschétzung zu
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4 Konforme Finite Elemente fiir Diffusionsprobleme

erhalten:

B, < Z hr || f + div(AVur )| 2y [urr — url g g

TeT\T'
, 1/2 , 1/2

<(( X mirraavile ) (5 b )

TeT\T' TeT\T'
(%) ) . ) 1/2
§< Z hT||f+d1V(AVUT)”L2(T)> |UT’—UT\H1(Q)

TET\T’
(4.11)

S rest(TAT) flurr — urll.

Hier wurde fiir () aulerdem benutzt, dass wegen der Formregularitéit von 7 die Anzahl
der Dreiecke im Patch wr fiir jedes T' durch eine uniforme Konstante beschriankt ist, die
nur von 7y abhéngt.

Bs : Wir verwenden dieselbe Technik, wie fiir den Term Bj. Zuerst wenden wir die
Cauchy-Schwarz Ungleichung in der kontinuierlichen Version an. Danach schéitzen wir je-
doch die auftretenden L2-Normen mit Punkt (iv) aus Proposition 4.13 ab, wodurch wir

413,
ol ey S hg™ llur — urllpo ()
erhalten. Norméquivalenz und die Definition des Kantenresiduums liefern schliefllich

By Srest({E€&N\E | ECQ})lur —ur.

Bg : Dieser Term ldsst sich analog zu Bs abschétzen und liefert
By Sresp({E€&\NE | ECTNY) flur —ur].

Insgesamt erhalten wir durch die drei eben betrachteten Terme, wegen der Aquivalenz
der Normen S°|- | und (3] - >)*/? am R” und der Definition des Residualschiitzers in
Definition 4.30, dass

lurr — url? S (vest(T\T') +resr({E € E\E | ECQ})
+rest({E€&\E | ECTN})) llur —url
S (resT(TA\T') +resT(E\ &) [lug — ur]|
SrENE) flurr —ur].

Durch Division durch den Faktor ||u7s — ur| haben wir die Behauptung gezeigt. O

Wir widmen uns nun der diskreten lokalen Effizienz. Der Beweis dieser Eigenschaft ver-
wendet die Bubble Function Technik, wie sie etwa in [Ver13, Abschnitt 3.8] behandelt wird.
Dazu definieren wir zwei Bubble Funktionen. Hier bezeichnet ¢, € S'(T) fiir z € V eine
stiickweise affine Hutfunktion, die ¢, (2') = 4./ fiir alle 2’ € V erfiillt. Fiir eine Kante E € &
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4.4 Residualschétzer

Abbildung 4.3: Die Funktionen by (links) und by (rechts). Die durchgdingigen Linien sind
die Dreiecke auf denen die jeweilige Bubble-Funktion definiert ist, die strich-
lierten Linien geben die notwendigen Verfeinerungen dieser Dreiecke an.

ist 7' := refine(T; E) das grobste Gitter, in dem E verfeinert wurde. Wir definieren die
Bubble Funktion zu E als

bg = $midpt(E) e SY(T"). (4.32)

Fiir ein Element 7' € T mit Referenzkante F und Newest Vertex z ist 77 := refine(T; F)
das grobste Gitter, in dem T verfeinert wurde. Die Bubble Funktion fiir 7' definieren wir
als

by = ¢ - $midpt(E) € S(T"). (4.33)

Diese beiden Funktionen sind in Abbildung 4.3 dargestellt.
Wir werden nun zwei Hilfsresultate iiber lokale Gitterweiten, beziehungsweise iiber mit
diesen Bubble Funktionen gewichtete L?-Normen zeigen.

Lemma4.34. Sei T € T ein Gitter, T € T und E € £ mit E € 9T. Dann gilt fir die
lokale Gitterweite
Cs_rlhT < hE < CsrhT-

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Ungleichung hr < hg. Der Flidcheninhalt eines Drei-
ecks T' ldsst sich darstellen durch das Produkt der Lingen der Kante E und der Hoéhe Hg
auf diese Kante:

h% = |T| = hp|Hg|.

Wir wissen auflerdem aus Proposition 2.5, dass Netze, die durch NVB entstanden sind,
formregulér sind. Da wegen der Dreiecksungleichung immer eine Kante des Dreiecks exis-
tiert, die langer als Hg ist, lasst sich damit der Flacheninhalt abschétzen zu

(2.1)
h% = hg|Hg| < hp diam(T) < Csghgphr.

Durch Division durch hr folgt die erste Richtung der Ungleichung.

55



4 Konforme Finite Elemente fiir Diffusionsprobleme

Die andere Richtung folgt aus analogen Uberlegungen wie fiir die Hohe auf eine Kante. Da
jede Kante hochstens so lang ist, wie der Elementdurchmesser, folgt aus der Formregularitét

(2.1)
hg < diam(T) < Cghr.

Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Lemma4.35. Sei T € T ein Gitter, T € T, E € £ und p € N. Fir alle Funktionen
v € PP(E) gibt es eine Fortsetzung 7 € PP(wi'), sodass mit einer Konstanten Cy > 0

~ ~ 1/2
e =7 wnd |All2ge < Crhg” Il o) - (4.34)
Auflerdem gibt es Konstanten Ca,Cs > 0, sodass fiir alle v € PP(E) und v € PP(T)

(4.35)

1/2 1/2
H»yHLQ(E) < Cy HbE FYHLZ’(E) und HU||L2(T) < Cs HbT v‘ oy

gilt. Die Konstanten Cy,Cy, C3 hingen dabei nur von Tgy ab.

Beweis. Wir beginnen mit der Behauptung, dass eine Fortsetzung existiert, die (4.34)
erfiillt. Dies folgt durch Transformation auf ein Referenzelement und ein Skalierungsargu-
ment. Da dies Standardtechniken in der Analysis der FEM sind, werden wir nicht allzu
genau auf Transformation und Skalierung eingehen, sondern den Fokus auf die anderen
Beweisschritte legen. Fiir 7' € wi® transformieren wir das Dreieck durch eine affine Trans-
formation Fp auf das Referenzelement Tyer := conv{(0,0), (0,1),(1,0)}. Auf dem Bild der
betrachteten Kante Fr(F) ist durch v o F 1 ein Polynom vom Grad p gegeben. Dieses
konnen wir konstant in Normalenrichtung zu dieser Kante zu einem Polynom 7., vom
Grad p auf dem gesamten Referenzelement fortsetzen. Mit 7|7 := ~yer 0 Fr € PP(T) erhal-
ten wir ein Polynom, dass die erste Eigenschaft von (4.34) erfiillt.

Fiir die zweite Eigenschaft verwenden wir ein Skalierungsargument. Wir kénnen die Funk-
tion vef immer auf ein Rechteck @ fortsetzen, dessen eine Seite Frp(E) ist und dessen andere
Seite normal darauf steht und Lénge 1 hat. Damit hat v, auf @ Tensorstruktur (da es ja
normal zu einer Seite des Rechtecks konstant fortgesetzt wurde) und es gilt

2 2
H%MmeZ/PvédmaéﬁmHZ/‘ 12 ds = et 2o iy -

Tret FT(E

Durch Skalierung entsteht bei den L2-Normen jeweils ein Faktor hr fiir T und h}E/2 fiir
E, sowie jeweils generische Konstanten, die nur vom Referenzelement abhéngen. Insgesamt
gilt damit

~ —1/2
Al 2y < hrbig " 117l L2y - (4.36)

Wegen der Aquivalenz von Element- und KantengroBe aus Lemma 4.34 erhalten wir

hrh 2 < hpht? = hi/? 4.37
E E E
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4.4 Residualschétzer

woraus zusammen mit (4.36) der zweite Teil von (4.34) folgt.

Fiir (4.35) sehen wir uns zunéchst die Aussage fiir ein Dreieck 7' € T an. Wir wenden
wieder eine Transformation und ein Skalierungsargument an. Transformiert auf das Refe-
renzelement T,e gilt fiir die Bubble Funktion by, . := by o I 1, dass 0 < by, < 1, wobei
die Funktion nur am Rand verschwindet. Somit ist die gewichtete L?-Norm

12
H'HTref T HbTref ()‘ L2(Tyer)

eine Norm auf L?(T,.f) und insbesondere auch auf dem endlichdimensionalen Teilraum
PP(T}ef). Auf endlichdimensionalen Réumen sind aber alle Normen dquivalent, weshalb

-l = -l 2220

gilt, wobei die Konstanten hier nur von Ty abhingen. Durch ein Skalierungsargument
analog zu oben, bei dem wir diesmal auf beiden Seiten den Faktor hp bekommen, gilt
schlielich die Aussage fiir 7' in (4.35). Die Aussage fiir Kanten folgt analog. O

Wir benétigen noch eine inverse Abschiitzung, um die Energienorm lokal durch die L2-
Norm abschétzen zu konnen.

Proposition 4.36. Sei T € T ein Gitter und v € SP(T). Dann ezistiert eine Konstante
C >0, sodass

Py < Chz! ol 2qr) (438)
wobei C' nur von Ty und A abhdngt.

Beweis. Aus der Norméquivalenz in Lemma 4.9 folgt
lolly ~ vl gy -
Laut [Bral3, Satz 11.6.8] gilt zudem, dass
|U|H1(T) S h:;l ||UHL2(T) )
womit insgesamt die Behauptung folgt. O
Diese Hilfsmittel reichen aus, um die diskrete lokale Effizienz zu zeigen. Dieses Resultat

ist aus [EGP18, Lemma 9] entnommen und verallgemeinert [DKS16] auf beliebige Poly-
nomgrade.

Satz4.37. Sei T € T ein Gitter und T' > T mit dazugehérigen Kantenmengen € und E'.
Seien weiter p € N und uy € SH(T), sowie up € SY(T') die Lisungen von (4.3) auf T,
respektive T'. Dann gilt fir E € £\ &', dass

res7(E) < lur — up |||erq?d + res(wi') + osen (wi?). (4.39)
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4 Konforme Finite Elemente fiir Diffusionsprobleme

Falls p > 2, gilt fiir T € T\ T auferdem, dass
resT(T) S I (ur — ur)lly + osc(T). (4.40)
Insgesamt gilt die diskrete lokale Effizienz: Es gibt eine Konstante Ceg > 0, sodass
2 ! 2 2 4 2 d
N7 (ENE) < Cogt (lur — ur|I” + osc*(T\ T') + 0sci (T \ 7). (4.41)

Die auftretenden Konstanten und insbesondere Cog hdngen nur von den Problemdaten und

To ab.

Beweis. Wir teilen den Beweis in mehrere Schritte.

Schritt 1: Abschétzung (4.39) fiir das Kantenresiduum.
Da am Dirichletrand laut Definition res7(E) = 0 gilt, ist im Fall E € £ nichts zu zeigen
und wir unterteilen die verbleibenden Beweisschritte in zwei Fille.

Fall 1: (4.39) fir E € £\ &, sodass E ¢ £

Wir erinnern an die Bubble Funktion bg € S3(7”). Laut Lemma 4.35 gibt es eine Funktion
in SP71(T), die den Sprungterm [AVur] auf wis fortsetzt, wir werden diese der Einfach-
heit halber auch mit [AVu7] bezeichnen. Definieren wir das Produkt v := [AVur]bg €
SP(T"), so kénnen wir die L?-Norm des Sprungterms abschiitzen durch

(4.34) 1/2112
||[[AVU7-]]H%2(E) < H[[AVuﬂ]bE/ HLQ(E)—/E[[AVUT]]vds.

Dieses Integral konnen wir aufgrund der Definition des Kantensprunges auf die beiden
benachbarten Dreiecke aufteilen. Beachte hierbei, dass v = 0 auf £ \ {E'}. Damit erhalten
wir durch partielle Integration

MAVur)Z2m S D /8 . AVur -vrods = Y /T AVurVo + div(AVur)v dz.

Tewed Tewted

Betrachtet man den ersten Term im letzten Integral, so kann man die Summe hier wegen
v =0 auf QT \ w?) auf ganz T fortsetzen. Da v € SH(T”) ist, kénnen wir einen Term
AVu7 Vv einschieben und die schwache Formulierung (4.3) verwenden, wobei wir beachten,
dass v = 0 auf allen Kanten in £ \ {E}:

Z /AVUTVvdm:/AVuTVUda::/AV(uT—uT/)Vvdx+/AVuT/Vvdx
remea T Q Q Q
E

(4':3)/ AV(uT—uT/)Vvd:c+/fvda:+ pvds
Q Q I'n

= Z /AV(uTuT/)Vvder/fvdx.
T T

d
Tewy
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4.4 Residualschétzer

Fasst man die Abschétzungen der einzelnen Terme zusammen, ergibt sich mit der Cauchy-
Schwarz Ungleichung

H”:AVUT]]H%Q(E) N Z </TAV(U7——uT/)VUd:J:—I-/T’(f—i-diV(AVuT))vdx)

d
Tewy

< S (hure — urlly Wollp + 1 + div(AVur) | e ol 2 ). (4:42)

Tew?d
Energienorm und L?-Norm von v kénnen wir noch weiter abschitzen. Durch die inverse
Ungleichung in Proposition 4.36 und Lemma 4.35 erhalten wir

(4.38) 434
hrllvlly < Wl S b MTAVer]l 2 @m) - (4.43)

~ ~

Wir kénnen schliellich die Abschétzung (4.43) in (4.42) verwenden und erhalten mit der
Definition des Kantenresiduums und hr ~ hg

B LAV ur]| s < ( S ur—url+ b lf + div(AwT)an(T)) 1AV el o

Tewted
S (g = urllyea + res(wi”)) IIAVUr]l L2(m) -
Durch Division durch den Faktor ||[[AVur]||2g folgt im Fall einer inneren Kante (4.39).

Fall 2: (4.39) fir £ € £\ &, sodass E € EV.

Wir betrachten wiederum die Bubble Funktion fiir die Kante E. Auflerdem sei hier an die
Projektion Il : L?(E) — PP~1(E) aus Definition 4.24 erinnert. Sehen wir uns wieder den
Residualterm an, so folgt mit der Dreiecksungleichung, dass

hif? 16 — AVur vl 2y < il 16 — Mg 2y + hil” | Teé — AVur v . (4.44)

Hierbei entspricht der erste Term wegen hr ~ hp fiir E C 9T den Neumann-Ostzillationen
oscy(T'), den zweiten Term wollen wir nun abschétzen. Da IIp¢ — AVur - v wegen der
Projektion im Raum PP~!(E) liegt, kénnen wir analog zum ersten Fall vorgehen und eine
geeignete Bubble Funktion verwenden, um Lemma 4.35 anzuwenden. Mit der Definition

v:= (Ilg¢p — AVur - v)bg
folgt
) (4.34)
HMp¢ — AVur - v|i2p) < / (Ilg¢p — AVur - v)vds. (4.45)
E

Durch Einschieben des Terms ¢v in das Integral erhalten wir

/E(Hmﬁ — AVur - v)vds = /

(lg¢ — ¢)vds + / (¢ — AVur -v)vds.
E E

Den ersten Term konnen wir mithilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung, der Definition von
v und der Tatsache, dass by < 1 ist, durch die Neumann-Oszillationen abschétzen:

/E(HE¢¢)U ds < |(1=1g)@l 2(p) 1] 2 () < [(A=T1E) Pl L2y (M — AVUT - V]| 125y -
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Den zweiten Term miissen wir etwas eingehender betrachten. Fiir £ C I'y ist #wgd =
wir bezeichnen das entsprechende Dreieck mit 7'. Dieses ist eine Obermenge des Trégers
von v. Da v € SP(T”) ist, kénnen wir die schwache Formulierung fiir das Produkt ¢v
verwenden, den Rest integrieren wir partiell, womit wir

/(¢—AVUT-1/)1)ds: (bvds—/ AVur - vvds
E E

'y

(4.3) / AVug - Vodz — / fodx — / AVur - Vo + div(AVur)vde
Q Q T

= / AV (upr — ur)Vode — / (f + div(AVuy))vda
T T

erhalten. Anwenden der Cauchy-Schwarz Ungleichung und der inversen Ungleichung aus
Proposition 4.36 liefert

/E(¢ — AVur -vjvds < flur —urlly [l + 1 f + div(AVur)| 2 (py [0l 2 (r)

(4.38)
< (! llurr = urlly + 1f + div(AVur) [l g2y ) 10ll g2y - (4.46)

Schétzen wir nun noch den Term HU||L2(T) in obiger Gleichung mit (4.34) durch HU”LQ(T) <

h}E/2B = h}E/Q IHME¢ — AVur - v||2(p) ab, so erhalten wir

2(4.45)
B® < /(gi)—AVuT-V)vds
E
(4.46) . '
< (ht llur — urlly + 1 + div(AVar) | aery ) ol 2y
—1/2 1/2 .
S (h ™ Nur = urlp + hif? | f + div(AVur) | 2y ) B. (4.47)

Kombiniert man alle obigen Abschéitzungen, folgt insgesamt

(4.44)
|6 = AVur - V|12 < osen(T) +

(4.47)
S ur —urlly + osen(T) + resr(T),

1/2 1/2

res7(E) = HMg¢ — AVur - vl 2

womit auch fiir diesen Fall (4.39) gezeigt ist.

Schritt 2: Abschétzung (4.40) fiir das Elementresiduum.

Der Beweis lauft hier sehr dhnlich wie der des zweiten Falles des ersten Schritts, denn auch
hier haben wir es mit dem Fehler der Lésung zu den gegebenen Daten zu tun. Wir verlangen
laut Voraussetzung p > 2 und rufen uns noch einmal die Projektion Iy : L?(T) — PP~%(T)
ins Gedichtnis (die Projektion auf Polynome vom Grad p — 2 ist hier der Grund fiir die
Einschrankung auf p > 2). Wir erhalten durch Einfiigen von Iy f

rest(T) = hr [|f + div(AVur)|| 2y < 0se(T) + hr [[Up f + div(AVur)|| 20y - (4.48)
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Mit der Bubble Funktion br € S(7”), die laut Lemma 4.35 fiir jedes T' € T \ T’ existiert,
setzen wir v := (IIpf 4 div(AVur))by € SP(T’). Eine Abschéitzung mit (4.35) gibt uns
analog zum Beweis des zweiten Falles von (4.39)

|7 f + div(AVur) H%Q(T) S / (Il f + div(AVur))v da. (4.49)
T

Es bleibt also noch dieser Term abzuschéitzen. Wir schieben erneut einen Term fv ein. Da
v € SP(T’), kénnen wir fiir fv wiederum die schwache Formulierung einsetzen (wobei die
Randterme wegfallen, da v = 0 auf 97) und fiir div(AVus)v partiell integrieren. Damit
erhalten wir

/T (I f + div(AVur))vde < [|(L=T2) fll g2y 10l 20y + /T (f +div(AVur))vde

(4.3)
part.Int.
=l

Mithilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung und der inversen Ungleichung aus Propositi-
on 4.36 ergibt sich

(4.38)
/T (Urf +div(AVur))vdz < (11 =T2) fllpoery + hpt lug = urll) 1ol pagr) - (4.50)

Benutzen wir, dass by < 1, gilt auBerdem |[v|| 2y < [Tz f + div(AVur)| 12(7). Zusammen
fiihrt dies mit (4.49), (4.50) und Division durch ||y f + div(AVur)||2(p) auf

7 f + div(AVur) | oery S I = 17) fll gy + hy' ur —urll .

Gemeinsam mit (4.48) beweist dies (4.40).

Schritt 3: Beweis von (4.41).
Um diese Abschitzung zu erhalten, fassen wir die ersten beiden Schritte zusammen. Nach
Definition des Residualschétzers gilt, dass

HENE) = Y (1B + T reshr)),

EcE\¢&' Tewrsd

Aufgrund der Fallunterscheidung in der Definition der Oszillationen osc miissen wir diese
Unterscheidung auch hier beriicksichtigen.

Fall 1: p=1.
In diesem Fall gilt, da ur € SLH(T), dass div(AVuy) = 0 elementweise. Deshalb gilt fiir
TeT

resy(T') = hr ||f + div(AVur)| 2p) = hr | fll p2¢r) = ose(T).

Da jedes Dreieck in T in hochstens drei reduzierten Kantenpatches enthalten ist und da
fir jeden reduzierten Kantenpatch wis! mit E aus € \ £’ gilt, dass wis* C 7 \ 77, folgt mit
(4.39) schliefilich die zu zeigende Ungleichung (4.41).
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Fall 2: p > 2.
In diesem Fall ldsst sich der Term res7(wjs?), der in (4.39) auftritt, elementweise durch (4.40)
abschétzen. Mit dhnlichen Argumenten wie im vorigen Fall, lassen sich diese schliellich
global zu (4.41) zusammenfassen.

Damit ist der Beweis vollstandig. (|

Bemerkung 4.38. Der Beweis der Abschitzung (4.40) fiir die diskrete lokale Effizienz
verwendet eine Projektion auf einen Polynomraum kleineren Grades. Hétte man in der
Problemformulierung noch einen zusitzlichen Term u? (wie er bei der Helmholtz-Gleichung
auftritt), miisste in diesem Beweis noch ein Term der Form [|(1 — )ul|;2(7) zu einem der
Terme auf der rechten Seite von (4.40) abgeschéitzt werden. Dies ist allerdings ein bis dato
offenes Problem. Deshalb wurde hier eine Problemformulierung gewahlt, die keinen solchen
Term beinhaltet.

Ahnliches gilt auch fiir Robin-Randbedingungen. Hier taucht in der Abschitzung (4.39)
ein Term der Form ||(1 — HE)UHLZ(E) auf, den wir bis dato noch nicht in den Griff bekommen
haben. //

Wir koénnen die Ergebnisse aus diesem Abschnitt noch zusammenfassen und auf die
Gesamtenergie iibertragen, um die Voraussetzung aus Definition 3.8 nachzuweisen.

Korollar 4.39. Sei T € T ein Gitter, T' > T und p € N. Seien weiter € die Gesamtenergie
aus Definition 4.25 und 77”2r der Residualschitzer aus Definition 4.30. Dann gilt
G(T) —6(T") = 7€\ E), (4.51)

wobei die Konstanten nur von den gegebenen Daten und Ty abhingen.

Beweis. Wir beginnen damit, die Oszillationsterme durch Residualterme abzuschétzen.
Fir p = 1 und T € T gilt offensichtlich osc(T) = resy(T). Fiir p > 2 ist die L*-
Orthogonalprojektion Iy : L3(T) — PP~2(T) involviert. Aufgrund deren Bestapproxima-
tionseigenschaft und der Tatsache, dass elementweise div(AVur) € PP~2(T) gilt, erhalten
wir

ose(T) = he (1 =Tr) fllpary = b ok, SIS =vllzze)

veEPP—2
< hr||f + div(AVur)|[ g2y = res7(T).

Analog folgt auch fiir die Neumann-Oszillationen oscy (7T') < res7(E) fiir alle Randkanten
E mit £ C 0T.

Zusammen mit der diskreten lokalen Zuverldssigkeit (Satz 4.33) und der diskreten lokalen
Effizienz (Satz 4.37), folgt also

llug = wr|I* + 0sc®(T\ T7) + 0scX (T \ T') = nr(€\ ). (4.52)
Wegen der Gleichheit von Energiedifferenz und Energienorm aus Proposition 4.7 gilt
C(T)-6(T) = % luwr — wp H|2 +osc?(T\T") + osci (T \ 7).
Zusammen mit (4.52) folgt schlieBlich die Behauptung. O
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4.5 Markierungsstrategie

4.5 Markierungsstrategie

In diesem Abschnitt wollen wir uns die Markierungsstrategie anschauen, die in der AFEM
benutzt werden soll. Wie bereits in Kapitel 3 besprochen, muss diese Strategie die Schweife
der Kanten bei Verfeinerung beriicksichtigen und ist in Algorithmus 2 angegeben. Diese
Strategie sowie die folgende Proposition sind aus [DKS16] entnommen.

Algorithmus 2 Markierungsstrategie

Input: Kantenmenge £ und Fehlerschétzer n%-(E) fiir jede Kante E € £, Markierungspa-
rameter ¥ € (0,1).
Output: Menge M C £ der markierten Kanten.
0 := max {ngr(tailT(E)) | E € 5}
M=, M:=0undU =&
while U # ) do
wahle B e U .
berechne o(E) := nF(taily (E) \ M)
if o(F) > Yo then
M = MU{E}
M := M U tail(E)
end if
U :=U\ tailr(E)
: end while

— =
= O

Wir wollen kurz Algorithmus 2 erlautern. In einem Schritt der while-Schleife bezeichnen
M alle bereits markierten Kanten, M alle Kanten im Schweif zumindest einer markierten
Kante und U/ die Kanten, die noch betrachtet werden miissen. Der Algorithmus berechnet
fiir jede Kante FE € &, die noch nicht betrachtet wurde, einen Indikator o(E), der aus den
Schétzerbeitrigen der Kanten im Schweif von E linearkombiniert wird (Zeile 5). Hierbei
werden wegen taily(E) \ M nur die Beitriige der Kanten verwendet, die nicht im Schweif
einer bereits markierten Kante gehéren.

In Zeile 6 wird der eben berechnete Indikator mit dem maximalen Indikator g verglichen.
Falls das Kriterium erfiillt ist, wird die Kante E' markiert (Zeile 7) und ihr Schweif von der
Berechnung zukiinftiger Indikatoren ausgenommen (Zeile 8). Schliefllich wird der gesamte
Schweif der Kante von zukiinftigen Betrachtungen ausgenommen (Zeile 10), da taily(E") C
taily(F) fiir alle B’ € taily(F) gilt. Somit wird die Kante E’ entweder ohnehin verfeinert
(falls £ markiert wurde), oder aber es gilt o(E’) < o(F) < 9.

Wir zeigen nun, dass der angegebene Algorithmus auch das Markierungskriterium (E1)
erfiillt.

Proposition 4.40. Se: 17%— der Fehlerschitzer zu einer Finite Elemente Losung von (4.1)
auf T € T. Dann gilt fiir die Menge der markierten Kanten aus Algorithmus 2, dass M # (),
und es erfiillt jede Teilmenge ) # M C M das Markierungskriterium (E1) mit p=19.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass M # (). Solange M = () gilt, gilt wegen der gleichzeitigen
Ausfithrung der Zeilen 7 und 8 auch M = (). An irgendeinem Punkt wird aber in Zeile 4 die
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4 Konforme Finite Elemente fiir Diffusionsprobleme

Kante E € £ erwischt, fiir die gilt, dass o(E) = g > 9. Somit wird diese Kante markiert,
weshalb M # (.

Fiir die zweite Forderung in (E1) beachten wir, dass in Zeile 5 wegen taily(E’) C taily (F)
fiir £ € taily(F) keine Kante doppelt zur Berechnung der Indikatoren herangezogen wird.
Deshalb gilt in einem beliebigen Schritt des Algorithmus fiir die gerade ausgewéhlte Kante
FE, dass

7 (tailyr (M U {E})) = n7(taily(M)) + o(E). (4.53)

Beachten wir weiter, dass fiir jede markierte Kante die Abschétzung o(FE) > 9o in Zeile 6
gilt, folgt durch iteratives Anwenden von (4.53), dass bei Terminierung des Algorithmus

0 (tailr (M) > 0 # Mg = 9 #Mmax i (tailr ()

gilt. Vergleicht man dies mit (E1), ist mit g = ¥ die Behauptung bewiesen. Wir haben
auflerdem nirgends verwendet, dass M alle Kanten enthélt, die der Algorithmus vorschligt,
weshalb auch die Behauptung fiir eine Teilmenge M C M erfiillt ist. O

Bemerkung 4.41. Es sei hier angemerkt, dass Algorithmus 2 wegen der wiederholten
Berechnung der Beitréige der Schweife zum Markierungsindikator o(E) in Zeile 5 im Allge-
meinen nicht in O(#E) arbeiten kann. Wegen seiner iterativen Form ist der Algorithmus
jedoch leicht versténdlich und parallelisierbar. In [DKS16] ist auch ein Algorithmus ange-
geben, dessen Aufwand linear in der Anzahl der Kanten ist. Dieser ist aber rekursiv und
somit nicht fiir parallele Berechnungen geeignet. //

4.6 Instanzoptimalitat

Mit den Resultaten aus den vorigen Abschnitten ist es ein leichtes zu zeigen, dass die AFEM
aus diesem Kapitel in das Framework von Kapitel 3 passt. Damit kénnen wir Instanzopti-
malitét fiir den totalen Fehler formulieren und zeigen.

Satz4.42. Sei (Ti)ken, die Folge der Gitter, die von der AFEM (Algorithmus 1) mit
dem Fehlerschitzer n? aus Definition 4.30 und dem Markierungsschritt aus Algorithmus 2
erzeugt werden. Dann gilt mit der Konstante Cpesh aus Satz 3.14: Fiir alle T € T mit

#(T\ To) < #(Te \ T0)/Crmesn gilt

lttex — g |I* 4+ 0s¢®(Tr) + oscX (Tw) < 2( Jluex — ur|® + osc(T) + oscy(T)).  (4.54)

Beweis. Wir weisen die Voraussetzungen von Satz 3.14 nach. Diese sind die das Mar-
kierungskriterium (E1), die Lower Diamond Estimate (E2) und diskrete lokale Aquivalenz
(E3). Nach Proposition 4.40 erfiillt die Markierungsstrategie (E1), mit Satz 4.37 erhalten
wir (E2) Korollar 4.39 gibt uns (E3).
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4.6 Instanzoptimalitét

Damit kénnen wir die Aussage von Satz 3.14 anwenden. Da nach Voraussetzung #(7 \
To) < #(Tk \ T0)/Chesh gilt, konnen wir m := #(T \ To) setzen und erhalten

3.14
C(Tr) < €' <G(T).

Ziehen wir von der linken und der rechten Seite der Ungleichungskette € (ucx) ab, so erhalten
wir mit Proposition 4.7

5 luex —ugp [I* + 06 (Th) + 05k (T) < § fluex — url|* + 0s¢*(T) + osci (7).

Die Vorfaktoren der Oszillationsterme der linken Seite konnen durch 1/2 abgeschéitzt wer-
den, der Vorfaktor der Energienorm auf der rechten seite durch 1. Damit folgt die Behaup-
tung. O
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5 Goal-Oriented FEM

Im letzten Kapitel haben wir versucht, durch adaptive Verfahren den Fehler einer FEM
Approximation in der Energienorm zu minimieren. Wir wollen uns in diesem Kapitel mit
einer etwas anderen Problemstellung beschéftigen, ndmlich der Minimierung des Wertes
eines Funktionals der Losung. Dieses Funktional wird auch Zielfunktional genannt, wes-
halb die Methode, die wir hier vorstellen, zielorientierte, oder auch Goal-Oriented AFEM
(GOAFEM) genannt wird. Diese ist in Anwendungen sehr verbreitet, da hierbei noch mehr
Fokus auf problemspezifisch relevante Groflen gelegt werden kann [FPvdZ16].

Es werden hier zunéchst das Modellproblem und einige wichtige Begriffe, welche sehr
dhnlich zu denen aus dem letzten Kapitel sind, definiert. Das wesentliche Unterscheidungs-
merkmal des hier vorgestellten Algorithmus gegeniiber dem aus dem letzten Kapitel wird
der Markierungsschritt sein. Da sowohl die Genauigkeit der FEM Loésung, als auch die der
Auswertung des Funktionals gesteuert wird, muss ein solcher Markierungsschritt diese bei-
den Aspekte beriicksichtigen. Wir werden uns hier auf sogenanntes separiertes Makieren
beschréinken (siehe [FPvdZ16]), bei dem fiir die beiden Aspekte zunichst separat Kanten
markiert werden, welche dann geeignet zusammengefiithrt werden. Wir zeigen schlieflich,
dass dieser Markierungsschritt in das Framework aus Kapitel 3 passt und beweisen damit
Instanzoptimalitéit der hier vorgestellten GOAFEM.

5.1 Problemstellung

Wir betrachten ein Modellproblem mit homogenen Randdaten. Allerdings lassen wir hier
die Beschrinkung fallen, dass die rechte Seite der Gleichung die Form fQ fvdx mit f €
L?(Q) hat. Es sei dazu Q C R? ein beschriinktes Gebiet mit polygonalem Rand I'p = 992.
Weiter sei A € [L°(£2)]**? eine matrixwertige Funktion, zu der es ein Gitter Ty auf 2 gibt,
auf dem A stiickweise konstant, symmetrisch und positiv definit ist. Es seien zusétzlich
Funktionen f; € L?(2) und fy € [L?3(Q)]? gegeben. An f5 stellen wir auBerdem die Forde-
rung, dass div(fz) € L2(T) und [f2] € L*(9T) fiir alle T € Ty ist.
Das in diesem Kapitel betrachtete Modellproblem ist dann

—div(AVu) = fi +div(fz) in Q,

1
u=20 auf 0. (5:1)

Die Divergenz Fy := div(fa) € H 1(Q) := (H}(Q))" auf der rechten Seite dieser Gleichung
ist im Sinne von Distributionen aufzufassen (siehe dazu [Yos80]). Um diesen Divergenzterm
in die schwache Formulierung iiberzufiihren betrachtet man eine beliebige glatte Funktion
v € C§°(2) mit kompaktem Tréger in 2 und wendet die Definition der distributionellen
Ableitung an:

Fy(v) = — /Q f2 - Vude. (5.2)
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5 Goal-Oriented FEM

Da C§°(Q) dicht in H(Q) ist, gilt diese Darstellung auch fiir Funktionen v € H{ ().
Beachte, dass die homogenen Randbedingungen auf dem gesamten Rand hier essentiell
sind, da ohne sie die Umformung in Gleichung (5.2) nicht zuldssig wire.

In der schwachen Form lautet das Problem daher wie folgt: Finde u € HE(Q), sodass

/ AVu - Vudz = / fiv — fo - Vodz fiir alle v € H}(Q). (5.3)
Q Q

Die Finite Elemente Losung ist analog zu (4.3) definiert. Ebenso sind Bilinearform bezie-
hungsweise Linearform analog zum vorigen Kapitel definiert:

a(u,v) := /QVu-Vv dz, F(v):= /Qflv — f2- Voda.

Wir werden die Resultate in diesem Kapitel fiir Finite Elemente Diskretisierungen mit
konformen Elementen beliebiger Ordnung beweisen, also fiir uy € SJ(T).

Im Gegensatz zum vorigen Kapitel ist aber noch ein weiteres Funktional G' aus dem
Dualraum H () des Losungsraumes H () gegeben. Analog zur rechten Seite von Glei-
chung (5.1) werden wir voraussetzen, dass Funktionen g; € L%(Q) und go € [L?(2)]?
existieren, sodass dieses Funktional fiir u € Hg(Q) als

G(u):/glu—gg'Vudx
Q

geschrieben werden kann. Fiir go verlangen wir die selben Einschriankungen, wie fiir fa:
div(ge) € L*(T) und [go] € L?(0T) fiir alle T € T.

Bezeichnen wir mit uey die exakte schwache Losung von (5.1), so ist der Wert, den wir zu
approximieren suchen, G(uex). Dieser Wert wird in der Literatur auch quantity of interest
genannt, wir werden ihn im Folgenden schlicht Zielwert nennen.

Bemerkung 5.1. Wie zuvor erwihnt, sind die homogenen Randdaten auf dem gesamten
Rand essentiell. Deshalb kénnen wir hier auch keinen Neumannrand zulassen, wie wir es im
vorigen Kapitel getan haben. Im Fall, dass f2, go = 0, lassen sich die Methoden aus diesem
Kapitel jedoch auch auf Probleme mit inhomogenen Neumann Randdaten auf einem Teil
des Randes andwenden. //

5.1.1 FehlergroBe

Fiir eine Finite Elemente Losung w7 von (5.1) auf einem Gitter 7 € T ist der Fehler, den
wir bei bei der Berechnung des Zielwertes machen,

|G (tex) — G(uT)]| - (5.4)

Dieser Fehler lasst sich durch iibliche Methoden der a posteriori Fehlerschitzung jedoch
nur schwer direkt abschétzen. Es ist deshalb zweckdienlich, hier eine Fehlergréfie zu be-
trachten, die den Fehler (5.4) nach oben abschitzt [FPvdZ16].
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5.1 Problemstellung

Dazu miissen wir zunéchst das sogenannte duale Problem definieren. Ist das Problem
(5.1) in der schwachen Form gegeben, also eine Funktion u € H}(£2) gesucht, sodass

a(u,v) = F(v) fiir alle v € H} (), (5.5)

und zusitzlich ein Funktional G gegeben, so sagen wir w € Hg () 16st das duale Problem,
wenn es

a(v,w) = G(v) fiir alle v € H}(Q) (5.6)

erfiillt. Beachte, dass im dualen Problem die Argumente der Bilinearform vertauscht sind,
was in unserem Fall aber keinen Unterschied macht, da die in dieser Arbeit betrachte-
ten Bilinearformen ohnehin symmetrisch sind. Wir werden im Folgenden das urspriingliche
Problem (5.5) auch primales Problem nennen, um es vom dualen Problem (5.6) zu unter-
scheiden.

Seien nun fiir ein Gitter 7 € T die Funktionen wex € Hg(Q2) und wr € S§(T) die exakte
schwache Losung des dualen Problems (5.6) beziehungsweise dessen Finite Elemente Losung
auf 7. Auflerdem seien uey, uy in analoger Weise fiir das primale Problem (5.5) definiert.
Es gilt die Galerkin-Orthogonalitét

5.5)
a(Uex — U, W) = a(Uex, W) — a(UT, WT) (5 F(wy) — F(wr) =0 (5.7)
Damit ldsst sich mithilfe der Cauchy-Schwarz—Ungleichung der Fehler (5.4) folgendermafien
nach oben abschéatzen:
5.6 5.7
G (tex) = Glur)] ' E Ja(uex — ury we)| 2 |a(tex — ur, wex — wr)]
< luex — ur |l lwex — wrll -

Im vorigen Kapitel hat die dortige Fehlergrofie Oszillationsterme enthalten. Dies ist auch
hier nétig. Dazu miissen wir eine zusétzliche Notation einfithren, um die Oszillationen der
Daten von primalem und dualem Problem zu unterscheiden.

Definition 5.2. Sei T € T € T ein Dreieck eines Gitters und p € N. Weiter seien Ilp
und g die L?-Orthogonalprojektionen auf den Raum der Polynome vom Grad p — 2 auf
T beziehungsweise p— 1 auf E. Fiir ein Problem der Bauart (5.5) und (5.6) definieren wir
als Oszillationen

B3| f1+ div(£2) 32 fiir p =1,

osc2 = hp (1—-Tg) [f T (T) :
(T E%;T 1€ ) 12072 { W3 (|(1 = ) (fi + div(f2)|[Faery fiir p > 2,
I g1 + div(ga)| 72 fiir p =1
2 — _ 2 T L2(T) )
oscg(T) : hTEgT (1 —1Ig) [[92]]”L2(E) { h% |(1 —TI7)(g1 + div(g2)) HL2 ) fiir p > 2.

Damit kénnen wir die in diesem Kapitel betrachtete Fehlergrofie anschreiben als

(lluex = url* + 0s¢3(T)) (llwex — wrll + 0s¢E(T)).- (5.8)

Hier steht das Produkt zweier Fehler der Bauart, wie wir sie schon in Kapitel 4 betrachtet
haben und fiir die wir dort Instanzoptimalitit gezeigt haben. In der Tat werden wir die
Instanzoptimalitédt der beiden einzelnen Fehler verwenden, um durch einen modifizierten
Markierungsschritt Instanzoptimalitét fiir das Produkt zu zeigen.
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5.2 Energie und AFEM

5.2.1 Energie

Wir werden zwei verschiedene Energien definieren und daraufhin deren Produkt betrachten.
Um die Monotonie dieses Produkts zu garantieren, miissen wir sichergehen, dass dessen
Faktoren positiv sind. Dies erreichen wir durch eine Translation einer Energie der Bauart
aus Definition 4.25 um eine feste Konstante. Solche eine Konstante finden wir, da alle hier
betrachteten Energien nach unten beschrinkt sind.

Rufen wir uns aulerdem die Resultate aus Abschnitt 4.1.2 ins Gedéchtnis, so bemerken
wir, dass die ausschlaggebende Grofle iiberall eine Differenz zweier Energien war. Beim
Bilden solch einer Differenz fillt jedoch eine Konstante weg, die zu beiden Energien addiert
wurde. Deshalb gelten die Eigenschaften der Energie aus Definition 4.5 uneingeschrankt
auch fiir Energien, die um einen festen Betrag verschoben wurden.

Beachte in der folgenden Definition auflerdem, dass die Oszillationen immer nichtnegativ
sind.

Definition 5.3. Sei T € T ein Gitter und p € N. Weiter sei ur € S§(T) die schwache
Lésung des primalen Problems (5.5), sowie wr € S§(T) die schwache Lésung des dualen
Problems (5.6). Wir definieren

— inf L _

Foo = vegtlf(fl) sa(v,v) — F(v),

€ = inf la(v,v)—Gv).
ve}%(ﬂ) 30(v,0) ~ G(v)

Damit definieren wir die primale und duale Energie als

F(T) =
€C(T) =

a(ur,ur) — F(ur) + 08¢k (T) — Foo,
a(wr, wr) — G(wr) 4+ 0scE(T) — Goo-

N[ DO

Bemerkung 5.4. Nach Konstruktion von %, und €, als Infimum der ersten beiden
Terme der Energien %, respektive €, gilt fiir jedes Gitter 7 € T, dass F(7),6(T) > 0.
AuBerdem gilt fiir die exakten Losungen uex, wex € H3(Q2) der Probleme (5.5) und (5.6)
nach Proposition 4.6, dass

inf 1 —F - 1 X9 x) T F X )9
UE}%(Q)ZG(U7U) (v) = ga(tex; tex) — F(tex)

inf Za(v,v) — G(v) = 3a(Wex, Wex) — G (wex).
veEHI(Q)
Dariiber hinaus gelten, wie eingangs erwiahnt, die Resultate aus Abschnitt 4.1.2. Es sei
hier jedoch darauf hingewiesen, dass die dortigen Konstanten vom initialen Gitter und der

Energie abhéngen, die in diesem Fall konkret von der Bilinearform a(-,-) und den Daten
f1, f2, g1 und go gebildet wird. //
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5.2.2 Fehlerschatzer

Ahnlich zur Energie werden wir auch die Fehlerschiitzer zweifach definieren, fiir das primale
und fiir das duale Problem. Diese Schitzer sind grundsétzlich die im letzten Kapitel ver-
wendeten Residualschétzer, jedoch muss dem Umstand Rechnung getragen werden, dass
bei den beiden betrachteten Problemen die rechten Seiten unterschiedlich sind. Deshalb
fithren wir nun zusétzliche Notation ein.

Definition 5.5. Sei T € T ein Gitter, sowie A, f1, fa, g1 und ga die Daten aus (5.5) bezie-
hungsweise (5.6). Seien weiter ur, wr € SY(T) die Lisungen dieser Probleme auf T. Wir
definieren fir T € T

rest.p(T) := hy [|div(AVur) + fi + div(f2)ll 27y
rest:q(T) = hy | div(AVwr) + g1 + div(ga)| 121y »

sowie fiir £ € £

il [TAVur + folll oy fir EC 9,

ST E =
resT.r (E) { 0 fiir B C 09,

hil? [TAVwr + golll oy fiir EC 9,

. E =
res7G(E) { 0 fiir B C 09,

5.2.3 Markierungsschritt

In diesem Abschnitt wollen wir uns dem Herzstiick der hier vorgestellten GOAFEM wid-
men, dem Markierungsschritt. Wie eingangs erwédhnt wird hier separiert markiert werden.
Dazu werden zunéchst fiir das primale und fiir das duale Problem mittels Algorithmus 2
separat Kanten markiert, die dann derart zu einer endgiiltigen Menge an markierten Kan-
ten zusammengefiihrt werden, dass fiir beide Probleme immer gleich viele Kanten markiert
werden. Das genaue Vorgehen ist in Algorithmus 3 angefiihrt.

Algorithmus 3 Markierungsstrategie GOAFEM

Input: Kantenmenge £ und Fehlerschétzer 77f2r; r(E), UQT;G(E) fiir jede Kante E € &£, Mar-
kierungsparameter ¢ € (0, 1).

Output: Menge M C £ der markierten Kanten.

1: definiere M als Output von Algorithmus 2 fiir (€, 77”2r; )
2: definiere Mg als Output von Algorithmus 2 fiir (€, 77%’;6‘7 )
3: n = min{#Mp, # Mg}

4: wihle Mp C Mp, sodass #Mpr =n

5. wihle Mg C Mg, sodass # Mg =n

6: M= MpUMg
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Durch die Wahl von n als Minimum in Zeile 3 wird garantiert, dass My und Mg
mindestens n Elemente enthalten und deshalb Mengen, wie sie in den Zeilen 4 und 5 gew#hlt
werden, auch tatséichlich existieren. Beachte jedoch, dass die Mengen Mpr und Mg nicht
disjunkt sein miissen, weshalb im Allgemeinen nur #M < 2n und nicht Gleichheit gilt.
Es kann dariiber hinaus sowohl fiir das primale, als auch fiir das duale Problem passieren,
dass mehr oder auch weniger Kanten markiert werden, als dies in den Zeilen 1 und 2 durch
Anwenden von Algorithmus 2 vorgeschlagen wird. Es ist daher nicht trivial, dass (E1) gilt
und wie diese Bedingung {iberhaupt zu formulieren ist. Dem werden wir uns im folgenden
Abschnitt widmen.

5.3 Instanzoptimalitat

5.3.1 Voraussetzungen fiir Energieoptimalitit

Wir werden im Folgenden Energieoptimalitét fiir das Produkt
(F-G)T):=F(T)E(T)

zeigen. Dies birgt jedoch einige Tiicken. Zum Einen werden die optimalen Energien fiir
Gitter mit hochstens m € N mehr Elementen als in 7y im Allgemeinen nicht mehr simultan
angenommen:

FPCR < inf (F-G)(T) | T € T.HT\To) <m} = (F- 9L, (59

wobei die Gleichheit im Allgemeinen nicht gilt. Zum Anderen macht es die Produktstruk-
tur schwierig, das Framework aus Kapitel 3 direkt anzuwenden. Wir werden daher dieses
Framework fiir die Energien F und € separat anwenden und danach in geeigneter Weise
zur Energieoptimalitdt des Produkts verbinden.

Wir zeigen zunéchst das Markierungskriterium (E1). Wir erinnern uns, dass Propositi-
on 4.40 fiir Algorithmus 2 auch giiltig ist, falls nur eine Teilmenge der durch den Algo-
rithmus vorgeschlagenen Kanten markiert wird. Damit konnen wir zeigen, dass (E1) mit
beiden Schétzern sogar fiir die Menge der insgesamt markierten Kanten M gilt.

Proposition 5.6. Seien n%—;F und n%—;G die Fehlerschitzer definiert in Definition 5.5. Dann
erfillt die Menge M der markierten Kanten aus Algorithmus 8 das Markierungskriterium
(E1) fir ”’QF;F mit p=19/2:

U%’;F (taily(M)) > g#/\/l 77’2r;F (taily (E))  fir alle E € E(T). (5.10)

Analoges gilt fiir den Fehlerschdtzer n%-;G.

Beweis. Da die Mengen Mg und Mg in Algorithmus 3 von Algorithmus 2 erzeugt wurden
und M = Mp U Mg gilt, gilt jedenfalls M # ().
Die Ungleichung (5.10) sehen wir folgendermafien. Aus der Definition von M folgt, dass

H#Mp < H#M < 2#Mp. (5.11)
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Diese Ungleichungskette konnen wir nun in Verbindung mit Proposition 4.40 verwenden,
da Mp C My gilt. Wir erhalten somit fiir alle Kanten E € £

07.p (taily (M) > 0. p (tailr (Mp))
4.40 9 )
> VH#HMp nT.F (tallT(E))

> D Moo (tailr (B)).
Der Beweis fiir 77’2F;G folgt analog. g

Als néchstes widmen wir uns der Lower Diamond Estimate (E2). Wir vergleichen dazu
die Oszillationsterme osc? und osc mit den Oszillationen aus Definition 4.24. Es fAllt
dabei auf, dass der Kantenterm in Definition 5.2 analog zu den Neumann-Oszillationen in
Kapitel 4 und der Elementterm hier analog zum Elementterm in Kapitel 4 definiert ist.
Damit gelten analog zu Kapitel 4 die Eigenschaften

R(T)—R(T") ~R(T\T') fir 7" > T und
R(Uy1) + R(Us) = R(Uy UUy) fiir disjunkte Teilmengen U, Us C T

fir R = osc%, oscé. Es lasst sich also der Beweis von Satz 4.28 auf die Energien in diesem

Kapitel iibertragen. Somit gilt fiir F und € jeweils die Lower Diamond Estimate (E2).

Schliefllich wenden wir uns den diskreten lokalen Abschéitzungen (E3) zu. Auch diese
werden wir separat fiir das primale und das duale Problem beweisen. Die Beweise sind
sehr #dhnlich zu denen aus Kapitel 4, weshalb hier nur auf die wesentlichen Unterschiede
eingegangen wird. Fiir Details sei auf die Beweise der entsprechenden Resultate in Kapitel 4
verwiesen. Wir beginnen mit der diskreten lokalen Zuverlissigkeit.

Satz5.7. Sei T € T ein Gitter und T' > T mit dazugehirigen Kantenmengen £ und
&', sowie p € N. Seien weiter ur € S§(T) und up € S§(T') die Lésungen des primalen
Problems (5.5) auf T und T'. Dann existiert eine Konstante Cye) > 0, sodass

llur = ur|* < Cranizp (€ €). (5.12)

Die Konstante Cye hingt nur von To, p und der Diffusionsmatriz A ab. Ebenso gilt die
selbe Aussage fiir die analogen Grifien wy,wyr und 77’2/';G des dualen Problems (5.6).

Beweis. Es gilt auch hier die Galerkin-Orthogonalitét fiir v € S§(T) C SH(T"):

/AV(UT/—UT)'vvdﬂjz/(fl—fl)’Udl‘—/(fQ—fg)'VUdS:O.
Q Q Q

Mit der Galerkin-Orthogonalitét und der schwachen Formulierung des primalen Problems,
sowie mit der Definition v := (1 — Q;-l)(u'y‘/ — w7) erhalten wir

lug — ur | = / flvdx/ fo-Vodx — / AVur - Vudz.
Q Q Q
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5 Goal-Oriented FEM

Partielle Integration der letzten beiden Terme auf jedem Dreieck in T liefert

lur —ur|? = Z /T (f1 + div(f2) 4+ div(AVur))vde
TeT\T'

+ Z / [AVur + fo] vds.
pee\e' ' F
ECQ
Diese beiden Terme konnen analog zu denen in Gleichung (4.31) behandelt werden, womit
schliefllich die Behauptung fiir das primale Problem folgt. Die Behauptung fiir das duale
Problem folgt analog. U

Auch die diskrete lokale Effizienz folgt analog zu Kapitel 4, wobei hier etwas mehr Vor-
sicht geboten ist, da diese auch die Oszillationen involviert, die in diesem Kapitel zwar auf
die selbe Weise definiert wurden, aber aufgrund der allgemeineren Problemstellung eine
etwas andere Gestalt annehmen.

Satz5.8. Sei T € T ein Gitter und T' > T mit dazugehdrigen Kantenmengen £ und &',
sowie p € N. Seien weiter ugr € S§(T) und upr € S§(T") die Lisungen von (5.5) auf T,
respektive T'. Dann gilt fir E € £\ £, dass

red

resT.p(E) S Jlur — up |||ered + res7. p(wE') + oscp(wi?). (5.13)
Falls p > 2, gilt fiir T € T\ T auferdem, dass
res.p(T) S l(ur — wrpo)llp + osep(T). (5.14)
Insgesamt gilt die diskrete lokale Effizienz: Es gibt eine Konstante Céfgf > 0, sodass
1rr(EN\E) < Cly(lur — up|® + oseh(T\ T')). (5.15)

Die auftretenden Konstanten und insbesondere C’gf hédngen nur von den Problemdaten und
To ab. Auferdem gibt es eine Konstante CGGH, sodass analoge Aussagen fiir die entsprechen-
den Grifien wr, wT/,ng-;G und oscg des dualen Problems (5.6) gelten.

Beweis. Wir zeigen die drei Behauptungen fiir das primale Problem einzeln.

Schritt 1: Abschétzung (5.13) fiir das Kantenresiduum..
Fiir eine Kante am Rand des Gebietes ist nichts zu tun, da nach Definition res.p(E) =0
fiir alle E € 7 gilt.

Sei also eine Kante E € £ \ & gegeben, sodass E ¢ £'. Es bezeichne I1g die L?(E)-
Orthogonalprojektion auf den Raum PP~!(E). Da nun ein potentiell nicht polynomieller
Term fo im Kantenresiduum steht und wir gerne die in Kapitel 4 vorgestellte Bubble-
Funktion Technik anwenden wiirden, miissen wir den Term fy erst analog zum Schritt 2
im Beweis von Satz 5.8 behandeln. Wir schétzen also das Residuum mittels Dreiecksun-
gleichung ab:

[[AVur + folll 2y < (X = 1) [folll 2y + [[AVUT + HEfo]ll 128y -
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5.3 Instanzoptimalitét

Den ersten Term auf der rechten Seite kénnen wir mit den Oszillationen oscy (wis®) abschétzen.

Da [AVur + g fo] € PP~Y(E) ist, kénnen wir diesen Ausdruck mit einer Bubble-Funktion
multiplizieren und erhalten durch Fortsetzung gemifi Lemma (4.35) eine geeignete Test-
funktion v := [AVur + g fo] b € SE(T'). Wir kénnen nun auch den zweiten Term der
rechten Seite in obiger Ungleichung abschétzen:

(4.34)
[AVur + T fllfiaey 5 [ [AVur + s vds
E

= / [AVur + fo] vds + / (1-Ig)[f2]vds
E E
Der zweite Term auf der rechten Seite ldsst sich wiederum zu einem Oszillationsterm
oscp(wig?) [|v]l f2(py abschétzen. Mit dem ersten verfahren wir analog zu Schritt 1 Fall 1
aus dem Beweis von Satz 4.37. Damit folgt dieser Schritt.

Schritt 2: Abschétzung (5.14) fiir das Elementresiduum.

Dieser Schritt ist analog zu Schritt 2 aus dem Beweis von Satz 4.37. Der einzige Unterschied
ist, dass wir die potentiell nicht polynomiellen Terme f; + div(f2) durch eine polynomielle
Version ersetzen miissen (mit der L?(T)-Orthogonalprojektion Iy auf PP=2(T)):

rest;p < hp [|(1— 1) (fi + div(f))ll 2y + b [[r fi + g div(fz) + div(AVur)|| g2 ) -

Wir haben jedoch die Oszillationen oscr(7") so gewéhlt, dass sie den ersten Term aufnehmen
kénnen. Mit dem zweiten Term verfahren wir wie im Beweis von Satz 4.37 und erhalten

schlielich (5.14).

Schritt 3: Beweis von (5.15).
Da wir die Abschétzungen (5.13) und (5.14) nachgewiesen haben, folgt dieser Schritt analog
zu Schritt 3 im Beweis von Satz 4.37.

Fiir das duale Problem folgen die Aussagen analog. O

5.3.2 Verallgemeinerter Markierungsschritt

In den Zeilen 4 und 5 von Algorithmus 3 wird sichergestellt, dass gleich viele Kanten fiir das
primale und das duale Problem markiert werden. Dies ist hier nur zur Vereinfachung der
Darstellung gewéhlt. Es kann jedoch auch eine Konstante Chyapx € (0,00) gewéhlt werden,
sodass bei 0.B.d.A n = #Mp < #Mg in Mg in etwa Cpan Kanten markiert werden.
Konkret kann in Zeile 4 eine Menge Mg gewéhlt werden, die

# Mg = min {#M(;, max {1, | Conark M | }} (5.16)

erfiillt. Diese etwas sperrige Definition ist dem Umstand geschuldet, dass die Menge Mg
mindestens ein Element enthalten muss, hochstens aber so viele, wie von Algorithmus 2
vorgeschlagen wurden (#M) enthalten darf.

Um zu zeigen, dass das Markierungskriterium aus Proposition 5.6 auch fiir diesen modi-
fizierten Markierungsschritt erfiillt ist, muss eine Aquivalenz wie (5.11) gelten. Diese wollen
wir nun kurz betrachten.
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5 Goal-Oriented FEM

Aufgrund der Definition von M gilt jedenfalls
#Mp, #Ma < #M.
Es bleibt also nur die umgekehrte Abschitzung zu zeigen. Sei, wie oben erwihnt, 0.B.d.A.
#Mp =n mit #Mp < #Mg. Wir teilen den Beweis in mehrere Schritte.
Schritt 1: Abschitzung fiir Mpg.
Da die Méchtigkeit von M in (5.16) als Minimum definiert ist, gilt jedenfalls
#M¢ < max {1, | Cnark#Mr | }.
Damit gilt nach der Definition von M in Zeile 6
#M < #Mp +#Mg
< #Mp + max {1, LCmark#ﬂFJ } < max{2,1 + Crark } #MF.
Fiir Mg erhalten wir also insgesamt die Abschétzung

AMp > (max{2, 1+ Cran})  #M. (5.17)

Schritt 2: Abschitzung fiir Mg.
Hier miissen wir zwei Fille unterscheiden, je nachdem welches Argument des Minimums in
(5.16) das kleinere ist.

Fall 1: # M < max {1, LCmark#MFJ }
In diesem Fall ist nicht viel zu tun. Nach der obigen Abschitzung fiir #Mp und der
Voraussetzung # M p < # Mg erhalten wir

_ - (5.17) _
#Me = # Mo > #Mp = #Mp > (max{2,1+ Cpa}) #M.

Fall 2: #M¢ > max {1, | Cran#Mr| }.
In diesem Fall ist ein wenig mehr zu tun. Es gilt # Mg > 1, weshalb wir
#MG > LCmark#ﬂFJ > Cmark#mF -1=> Cmark#ﬂF - #MG

erhalten. Wir bringen den Term # Mg auf die andere Seite der Ungleichung und nutzen
aus, dass Mp = M ist, womit

2#MG > Cmark#MF

folgt. Mit der Definition von M konnen wir die Méchtigkeit dieser Menge deshalb folgen-
dermaflen abschétzen:

H#M < H#Mp + #Me < (57— +1)Mg.

Cmark

In diesem Fall folgt also

#Me > (14 z2-)'M

Cmark
Fassen wir alle Félle fiir Mp und Mg zusammen, erhalten wir insgesamt

#MF, #MC > min{(maX{Z, 1+ Cmark})_17 (1 + 2 )_1}#/\/[

Cmark

Es folgt also auch fiir den hier beschriebenen modifizierten Markierungsschritt eine Aus-
sage analog zu Proposition 5.6, womit Instanzoptimalitéit gezeigt werden kann, wie wir im
néchsten Abschnitt sehen werden.
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5.3 Instanzoptimalitét

5.3.3 Instanzoptimalitat fiir die FehlergroBBe
Mit den Vorbereitungen aus dem vorletzten Abschnitt konnen wir Instanzoptimalitit zei-

gen.

Satz 5.9. Sei (Ti)ken, die Folge der Gitter, die von der AFEM (Algorithmus 1) mit den
Fehlerschitzern 77.2;f und 77,2;9 aus Definition 5.5 und dem Markierungsschritt aus Algorith-
mus 3 erzeugt werden. Dann existiert eine Konstante C > 0, sodass gilt: Fir alle T € T

mit #(T \ To) < #(Te \ To)/C gilt

(lluex = urI* + 0s¢h(Th)) (llwex — wrilI* + o5 (Tx))

< A JJuex — ur | + 05 (T)) ([lwex — wr | + 0scz:(T)).
(5.18)

Die Konstante C' hdngt nur von 9 und To, sowie den Daten A, f1, fo, g1 und g2 ab.

Beweis. Wir haben in Abschnitt 5.3.1 die Voraussetzungen von Satz 3.14 fiir die Energien

F und € gezeigt. Dieser liefert uns somit zwei Konstanten C’Iiesh und C’gesh, sodass
9;(776) < g:ronpt falls #(776 \ 76) > Cgeshrnﬁ (5 19)

G(Tr) <GP falls #(Tr. \ To) > CGegum.
Wiihlen wir C' := max{CZF Cgesh}, so gelten fiir #(7x \ 7o) > C'm beide Ungleichungen
in (5.19). Fiir beliebiges 7 € T mit m := #(7 \ To) < #(Tx \ To)/C erhalten wir daher

(F - G)(Th) < FPEn S (F ) < (F - G)(T). (5.20)

Laut Bemerkung 5.4 gilt fiir die Konstanten, die wir in Definition 5.3 von den Energien
abgezogen haben, dass
E‘;oo = a(uexauex) - F(uex)a
cgoo = a(weXa wex) - G(wex)-
Die Energien in diesem Kapitel enthalten somit schon in geeigneter Weise die exakte
Losung, sind also bereits als Energiedifferenzen aufzufassen. Anwenden von Proposition 4.7
liefert daher
F(T) = § lluex — urll® + 0sc}(T),
G(T) = § lwex — wr]* + 0sc3(T).

Dies zeigt die Behauptung. Die behauptete Abhéngigkeit der Konstanten C folgt aus der
von Crﬁesh und C’g «, aus Satz 3.14. U

e
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6 Numerische Resultate

Wir wollen in diesem Kapitel kurz einige numerische Resultate vorstellen. In der Arbeit
[DKS16], die die Grundlage fiir die hier vorgestellten AFEM darstellt, gibt es keine nu-
merischen Ergebnisse, weshalb hier zunéchst der urspriingliche Algorithmus fiir homoge-
ne Dirichlet-Daten und FEM-Diskretisierungen niedrigster Ordnung betrachtet wird. Hier
wird der Fokus auf die durch den Algorithmus erzeugten Gitter und den Aufwand des
Markierungsschrittes gelegt. Danach sehen wir uns noch ein Beispiel mit gemischten Rand-
bedingungen an. Beide Beispiele beinhalten eine Geometrie mit einspringender Ecke, da
hier Singularititen in der Ableitung der Losung auftreten, die die Stérke einer AFEM
gegeniiber FEM mit uniformer Verfeinerung verdeutlicht.

Der einzige Baustein, der die hier vorgestellte AFEM von konventionellen Methoden
unterscheidet, ist der Markierungsschritt. Dieser wurde in das existierende Matlab-Paket
plafem implementiert [FPW11].

6.1 Homogene Dirichlet-Daten

Das hier betrachtete Modellproblem ist

—Au =1 auf Q,

(6.1)
u =0 auf 09,

wobei 2 = (—1,1)2\ ([0, 1] x [~1,0]) das Gebiet in Abbildung 6.1a ist. Zur Diskretisierung
wurde das Setting aus Kapitel 4 mit p = 1 verwendet.
Dieses Problem wurde mittels dreier verschiedener (adaptiver) Verfahren gelost:

(Unif) Das Gitter wird in jedem Schritt uniform verfeinert. Das heifit, dass jedes Gitter
Tiv1 fiir k € Ny aus dem vorhergehenden Gitter T durch

Tipr = refine(75; &)
entsteht.

(DKS) Die Methode aus Kapitel 4 wird angewendet. Jedes Gitter Ty entsteht aus dem
vorhergehenden durch Verfeinerung einer Menge My C &, von Kanten:

Tr+1 = refine(Ty; My).

Die Menge M}, stammt aus dem Algorithmus 2 mit Parameter ¢ = 1/4.
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(Std) Eine herkémmliche AFEM wird angewendet (siche [FPW11]). Hierbei wird der
Fehler {iber einen elementbasierten Residualschétzer

e Te — R:T s resi(T) + Z res; (E)
ECOT

geschiitzt. Uber Dérfler-Markierung wird eine Menge U, C T von Dreiecken mar-
kiert. Dies bedeutet, dass U, die kleinste Menge ist, die

e (Uy) = O3 (T)
erfiillt. Die Menge der markierten Dreiecke lédsst sich mit

My = | J {E€& | ECoT}

TeUy

in eine Menge von markierten Kanten {iibersetzen. Es wird also jede Kante des
Dreiecks markiert, sodass im Verfeinerungsschritt drei neue Kanten und vier neue
Dreiecke entstehen. Daraus entsteht mittels Tz = refine(7y; My) das néchste
Gitter. Der Markierungsparameter ist auch hier ¥ = 1/4.

Bemerkung 6.1. Die Berechnung des Schweifs tailg(7) fiir eine Kante £ € £ wurde
hier durch die bereits in plafem implementierte Verfeinerungsroutine vorgenommen. Diese
berechnet im ersten Schritt fiir eine Menge an markierten Kanten alle Kanten, die verfeinert
werden miissen, um wieder ein zuléssiges Gitter zu erhalten. Dieser Schritt wurde fiir jede
Kante des Gitters durchgefiihrt, wodurch eine Liste der Schweife fiir jede Kante erhalten
wird. Diese muss, um in Zeile 5 von Algorithmus 2 den Indikator zu berechnen, stindig um
alle Kanten bereinigt werden, die in M aufgenommen werden.

Dass diese Methode im Vergleich zum herkémmlichen Markierungsschritt nicht sehr ef-
fizient ist, zeigt Abbildung 6.6. //

Die nach einigen Verfeinerungsschritten entstandenen Gitter sind in Abbildung 6.1 ge-
zeigt. Hier ist deutlich ersichtlich, dass sowohl der Standardalgorithmus (Abbildung 6.1d),
als auch der Algorithmus (DKS) (Abbildung 6.1c) zu der einspringenden Ecke hin verfei-
nern. Allerdings erkennt man beim Algorithmus (DKS), dass auch vermehrt im Inneren
des Gebiets verfeinert wurde. Dies entsteht durch die Einbeziehung des Schweifs einer Kan-
te in den Markierungsschritt (siehe Algorithmus 2). Dieser Effekt ist auch nach weiteren
Verfeinerungsschritten erkennbar, wie in Abbildung 6.3 ersichtlich ist.

Die Werte der Fehlerschétzer der drei vorgestellten Verfahren ist in Abbildung 6.2 darge-
stellt. Man beobachtet fiir die beiden adaptiven Verfahren eine Konvergenzrate —1/2 und
fiir uniforme Verfeinerung eine etwas schlechtere Konvergenzrate. Die Rate fiir uniforme
Verfeinerung wird sich fiir eine hohere Elementanzahl —1/3 annéhern, wie wir im folgenden
Abschnitt sehen werden.
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6.1 Homogene Dirichlet-Daten

(a) Initiales Gitter - 12 Elemente (b) (Unif) - 768 Elemente

(¢) (DKS) - 657 Elemente (d) (Std) - 685 Elemente

Abbildung 6.1: Vergleich von Gittern aus verschiedenen AFEM fiir das Problem (6.1). Die
Verfeinerungskanten des initialen Gitters sind in (a) mit roten Linien mar-
kiert.
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Abbildung 6.2

6.2 Gemischte Randbedingungen

Wir betrachten nun ein Modellproblem mit etwas allgemeineren Randbedingungen auf dem
Gebiet €2 aus dem vorigen Abschnitt. Dafiir geben wir die exakte Losung vor:

tex(z,y) = r(z, y)2/3 sin (%(p(m, y)),

wobei 7(z,y), p(x,y) die Polarkoordinaten des Punktes (z,y) sind. Durch Nachrechnen
sieht man, dass
Aty = 0.

Weiter teilen wir den Rand auf in die zwei Teilmengen
I'p:= ({0} x [-1,0]) U ([0,1] x {0}), Ty :=08Q\Tp.

Es gilt auf I'p, dass ¢ = 0, bzw. ¢ = %71, weshalb uex = 0 auf I'p.

Damit ergibt sich das folgende Modellproblem:

—Au =0 auf €2,
u =0 auf I'p, (6.2)
Vu-v =Vue -V auf I'y.

Als initiales Gitter der Diskretisierung dieses Problems w#hlen wir dasjenige Gitter, das
aus dem Gitter aus Abbildung 6.1a durch viermalige uniforme Verfeinerung hervor geht.
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(a) (Std) - 11000 Elemente

L
(%

(b) (DKS) - 10000 Elemente

Abbildung 6.3: Lokale Gitterweite der verschiedenen AFEM (¥ = 1/4) fiir das Problem
(6.2). Aufgetragen ist hier der Wert von —logy(hg) fir alle Kanten. Beim
herkommlichen Algorithmus (Std) wird das Gitter gleichmdflig zur einsprin-
genden Ecke hin feiner. Bei (DKS) jedoch sind auch innerhalb des Gebiets
Regionen mit sehr kleiner lokaler Gitterweite erkennbar.
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Dieses Problem wurde mittels (DKS) mit der Ordnung p = 1 gelost. Dies wurde mit
dem herkémmlichen Algorithmus (Std) und uniformer Verfeinerung (Unif) verglichen, die
Fehlerschétzer sind in Abbildung 6.4 aufgetragen. Man erkennt deutlich die verschiedenen
Konvergenzraten der Fehlerschétzer. Fiir uniforme Verfeinerung ist diese —%, wohingegen
sie fiir beide adaptive Verfahren —% ist. Der besseren Vergleichbarkeit wegen wurde dazu
auch fiir die herkdmmliche AFEM in jedem Schritt der kantenbasierte Fehlerschitzer ny
aus Defintion 4.30 und fiir (DKS) der elementbasierte Fehlerschétzer 7, berechnet. Da sich
die Fehlerchétzer n; und 7 nur durch die Summation ihrer Beitriige unterscheiden, unter-
scheiden sich deren Werte fiir grofle Werte von #7;, nur um einen (annéhernd) konstanten
Faktor.

In Abbildung 6.5 sind aulerdem die Fehlerschétzer des Algorithmus (DKS) fiir verschie-
dene Werte von ¢ aufgetragen. Fiir jeden Wert von 9 > 0 stellt sich bei hinreichend grofer
Elementzahl die Konvergenzrate —1/2 ein. Fiir ¥ = 0 entspricht das Verfahren uniformer
Verfeinerung, da in jedem Schritt alle Kanten des Gitters markiert werden. Hier beobachtet
man erwartungsgemifl die Rate —1/3.

Schliefllich zeigt Abbildung 6.6 einen Vergleich der Zeiten, die ein Markierungsschritt
von (DKS), beziehungsweise (Std) benttigt. Man erkennt hier einen quadratischen Verlauf
der Zeit von (DKS), wie aus den theoretischen Uberlegungen in Bemerkung 4.41 zu erwar-
ten ist. Die vorliegende Implementierung ist lediglich ein proof-of-concept und nicht auf
Effizienz ausgelegt. Den grofiten Teil der Zeit bendtigt hierbei das Berechnen des Schweifs
taily (F) einer Kante E € £. Dieser wird geméf seiner Definition als Vergleich von 7 und
refine(7;{E}) berechnet.

6.3 GOAFEM

Zuletzt wollen wir die Methoden aus Kapitel 5 numerisch betrachten. Dazu sehen wir uns
das Modellproblem (vergleiche [FPvdZ16, section 4.5])

—Au = div(fa) auf Q,
u =0 auf I'p (6.3)
an. Hier ist Q = (0,1)? und fo € L*(Q) mit T := conv{(0,0), (0, 3), (3,0)} gegeben als

[ 1,07 firze Ty,
fal@) = { (0,0)7  sonst .

Die schwache Formulierung von (6.3) lautet: Finde u € H (), sodass

/ VuVuvdr = — 9 dz  fiir alle v € H} ().
Q Tp 0z,

Wir definieren auerdem ein Zielfunktional G € H~1(€) #hnlich zu F mit der Menge
Tg = conv{(1,1), (1, 3), (5, 1)} als

G(u) = —/ ﬁdac
Ta 81'1
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Abbildung 6.4: Fehlerschdtzer fiir verschiedene AFEM (¥ = 1/4) fiir das Problem (6.2).
Durch das in Abschnitt 6.2 gewdhlte Problem ergibt sich fiir uniforme Ver-
feinerung eine schlechtere Rate (—1/3), als fiir adaptive Verfahren (—1/2).
Hierbei bezeichnet . den kantenbasierten und n, den elementbasierten Feh-
lerschdtzer.

fir u € H(Q). Wir wollen den Wert von G an der exakten Losung uex von (6.3) ap-
proximieren. Der interessante Punkt an diesem Beispiel sind die Singularitdten, die sich
durch die Spriinge von rechter Seite und Zielfunktional ergeben. Das initiale Gitter ist in
Abbildung 6.7 gezeigt, zusammen mit den Flidchen Tr und T¢.

Wie wir in Kapitel 5 gesehen haben, ist fiir ein Gitter 7 € T das Produkt n7.rn7.¢ ein
geeigneter Schétzer fiir den Fehler |G (uex) — G(ur)|. Wir haben das Problem auf drei ver-
schiedene Arten mit Finiten Elementen der Ordnung p = 1 gelost und den eben genannten
Schétzer berechnet;:

1. Es wurden nur Kanten verfeinert, die von Algorithmus 2 basierend auf dem primalen
Fehlerschétzer 17%-; r markiert wurden.

2. Es wurden nur Kanten verfeinert, die von Algorithmus 2 basierend auf dem dualen
Fehlerschétzer 77’2F;G markiert wurden.

3. Es wurden alle Kanten verfeinert, die von Algorithmus 3 basierend auf dem primalen
und dem dualen Fehlerschitzer markiert wurden.

Die Ergebnisse sind in Abbildung 6.8 aufgetragen. Man sieht in den ersten beiden Zei-
len, dass nur jeweils die Singularitdten entweder vom primalen, oder vom dualen Problem
durch die Markierungsstrategie erfasst worden sind. Dies fithrt im Fehlerschétzer, der zur
Markierung der Kanten herangezogen wurde, zur optimalen Rate —1/2, im jeweils anderen

85



6 Numerische Resultate

10~1

e (Tx)

1072

,_19:1 |

——1 =1/4
- =) = 1/42 B
L) =1/43 ]
=0 =0 S
L Lol (| [N -
104 10° 108

# Tk

Abbildung 6.5: Fehlerschitzer fiir verschiedene Werte von 9 in (DKS) fiir das Problem
(6.2). Beachte, dass nur fir ¢ € (0,1] ein echtes adaptives Verfahren vor-
liegt. Fir 9 = 0 werden alle Kanten markiert, was uniformer Verfeinerung
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Abbildung 6.6: Laufzeiten der Markierungsschritte von (Std) und (DKS) (6.2). Nach einer
kurzen vorasymptotischen Phase zeigt der Schritt aus (DKS) quadratisches

Wachstum.
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TF

Abbildung 6.7: Initiales Gitter zur numerischen Lésung von (6.3). Die Referenzkanten sind
rot eingezeichnet.

aber zu einer schlechteren. In Summe erhalten wir bei beiden Methoden die Rate —5/6 fiir
den Gesamtfehlerschitzer nr.rnr.q-

Markierung mit Algorithmus 3 16st jedoch die Singularitdten beider Probleme geeignet
auf. Dies fithrt bei beiden Fehlerschétzern auf die optimale Rate —1/2 (was in Kapitel 5
durch die separate Instanzoptimalitit von primalem und dualem Problem bewiesen wur-
de). Folglich ist auch die Rate des Gesamtfehlerschétzers nr.pn7.c mit —1 hoher als bei
Markierung mit nur einem der beiden Fehlerschétzer.
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Abbildung 6.8: Lokale Gitterweite und Konvergenzraten von verschiedenen AFEM (9 =
1/4) fiir das Problem (6.3). Als Gitterweite aufgetragen ist hier der Wert
von —logy(hg) fir alle Kanten, die Gitter haben jeweils etwa 6 - 10° Ele-
mente. Es wurden hier adaptive Verfeinerungen des Gitters durchgefiihrt,
basierend auf den Fehlerschitzern des primalen Problems (oben) und des
dualen Problems (mittig), sowie basierend auf beiden Fehlerschditzern (un-
ten), wobei die Menge der markierten Kanten durch Algorithmus 3 bestimmit
wurde.
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