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Abstract

Ziel der Arbeit ist, eine Python-Implementierung der adaptiven Finite-Elemente-Methode
(FEM) in 2D fiir allgemeine elliptische partielle Differentialgleichungen in Divergenzform
zu prasentieren. Zunéchst wird das Poisson-Problem untersucht, bevor die allgemeine P1-
Galerkin FEM implementiert wird. Es wird gezeigt, dass der zu Beginn verwendete Python-
Code eine quadratische Laufzeit hat, aber durch die Verwendung von Vektorisierung ein
Code mit linearer Laufzeit erhalten werden kann. Das Paket enthélt vektorisierte Imple-
mentierungen von der allgemeinen P1-Galerkin FEM, der Netzverfeinerung mittels Newest
vertex bisection (NVB), eines Fehlerschétzers und eines adaptiven Netzverfeinerungsalgo-
rithmus. Aufserdem wird dafiir eine zusétzliche Implementierung bendtigt, um die Kanten
zu nummerieren, welche auch in Form von provideGeometricData in dieser Arbeit umge-
setzt ist.

Die Arbeit zeigt, dass die Implementierung von adaptiver FEM in Python eine effektive Me-
thode zur Losung elliptischer partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung darstellt.
Die Verwendung von Vektorisierung zur Integration von Fehlerschéitzern und Netzverfei-
nerung tragen dazu bei, dass der Algorithmus schnell eine sehr gut approximierte Losung
ausgeben kann. Numerische Experimente belegen, dass die Implementierungen auf optimale
Konvergenzrate bzgl. der Rechenzeit fiihren.
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1 Einleitung

Als typisches Problem der Finite Elemente Methode (FEM) betrachten wir die Poisson-
Gleichung mit gemischten Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen: Gegeben seien f €
L2(Q),up € H'/?(T'p) und g € L*(T'y). Hier nchmen wir an, dass Q C R? ein beschrinktes
Lipschitz-Gebiet ist mit Rand T" := 92, welchen man in einen abgeschlossenen Dirichlet-
Rand I'p mit positiver Lange und in einen Neumann-Rand I'y := I"\ I'p unterteilen kann.
Wir versuchen nun eine Approximation der Lésung u € H'(Q) fiir das folgende Problem zu

berechnen:
—Au=f in Q,

u=up aufI'p, (1)
Vu-n=g aufly.

Um dieses Problem zu 16sen, wollen wir zuerst versuchen es zu vereinfachen. Dafiir nehmen
wir eine beliebige Fortsetzung up € H'(Q) von up € H/?(T'p) und subtrahieren diese von
der gesuchten Losung u

ug:=u—up € HH(Q) = {v € H'(Q): v =0 auf I'p}. (2)
Jetzt konnen wir die schwache Formulierung von Problem (1) aufstellen: Wir suchen ug €
HE(Q) sodass gilt:
/ Vug - Vo do = / fvde +/ gv ds — / Vup - Vv dr fiirallev € HH(Q).  (3)
Q Q I'n Q

Auf dieses Problem koénnen wir wie gewohnt das Lemma von Lax—Milgram anwenden. Hier-
fiir brauchen wir davor noch die Definition von Stetigkeit und Koerzivitat [4].

Definition 1 (stetige und koerzive Bilinearform [2]).
Seien H ein Hilbert-Raum und a : H x H — R eine Bilinearform. Wir nennen a(-,-) stetig,
wenn eine Konstante K > 0 existiert, so dass gilt

la(u,v)| < Kl|ullgllvlz  fir alle u,v € H.
Die Bilinearform heifit koerziv, wenn eine Konstante k > 0 existiert, so dass gilt

a(u,u) > kllu||%  fiir alle w € H.

Satz 1 (Lemma von Lax—Milgram [2]).
Seien H ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-,-), a: H x H — R eine stetige und
koerzive Bilinearform und F € H' := {F: H — R: F linear, stetig}. Dann existiert
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genau ein u € H, sodass
a(u,v) = F(v) fir allev € H.
Mit k aus der Definition der Koerzivitdit gilt ferner

lullg < w7 HIF| g

Durch die Anwendung der Cauchy—Schwarz-Ungleichung sowie die Linearitit des Integrals
kann man zeigen, dass die Bilinearform a(u, v) := [, Vug-Vv dz in (3) auf H'(€2) linear und
stetig ist. Zusitzlich kann man mit der Poincaré-Ungleichung die Koerzivitit auf H5(Q)
nachweisen. Da F(v) = [, fv dz + fFN gv ds — [ Vup - Vu dx offensichtlich linear und
stetig ist, sind alle Voraussetzung von Satz 1 erfiillt und wir wissen, dass die schwache
Formulierung genau eine Lésung ug € Hb(Q) besitzt. Da u € H'(Q) genau dann eine
schwache Losung von (1) ist, wenn ug := u — up € Hp(Q) die Formulierung (3) erfiillt,
folgt, dass genau eine Losung u := up + up € H(Q) von (1) existiert. Insbesondere sieht
man, dass u nicht von der Wahl der Fortsetzung up € H'(Q2) abhiingt und man so eine
beliebige aber méglichst einfache Fortsetzung up € H'(Q) von I'p auf 2 withlen kann [1].
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Um das Problem (1) nun mit Hilfe eines Computers lsen zu konnen, bedarf es ein paar
Uberlegungen. Wie wir wissen, kann ein Computer nicht mit unendlichdimensionalen Riu-
men umgehen. Deswegen versuchen wir einen endlichdimensionalen Unterraum von H ()
zu finden, aus dem die approximierte Losung zu (3) sein soll. Zu diesem Zweck fiithren wir
regulére Triangulierungen ein.

Definition 2.
Wir nennen eine endliche Menge kompakter Dreiecke T mit positiver Fliche eine reguldre
Triangulierung T, falls die folgenden vier Voraussetzungen erfillt sind:

o FiralleT €T gilt T = conv{zy, 22,23} mit z1, 22,23 € Q sowie |T| > 0, wobei conv
die konvexe Hiille bezeichnet.

e Die Vereinigung aller Dreiecke in T ist der Abschluss von ), d.h. |JT = Q.

e Der Schnitt zweier Dreiecke T, T € T mit T # T’ ist entweder leer, ein gemeinsamer
Eckpunkt oder eine gemeinsame Kante von T und T'.

e Fir alle Kanten E C 09 gilt entweder E C Tp oder E C Ty .

Damit haben wir eine Triangulierung, die das Gebiet €2 in Dreiecke teilt und dabei auch den
Dirichlet-Rand und Neumann-Rand beriicksichtigt. Insbesonders ist jeder Knoten am Rand
des Gebietes entweder auf I'p oder auf I'y. Zusatzlich definieren wir £p als alle Kanten am
Dirichlet-Rand, &y als alle Kanten am Neumann-Rand und &g als alle Kanten im Inneren
des Gebietes. Durch die Konformitéit der Triangulierung, ist jede Kante in nur einer dieser
Mengen enthalten.

Jetzt konnen wir den endlichdimensionalen Unterraum fiir die FEM definieren:

SYT):={VeC():firalleT €T V|rist affin}. (4)

Der Raum S'(7) bezeichnet alle stetigen und auf allen Dreiecken affinen Funktionen. Durch
partielle Integration, der Konformitat der Triangulierung und der globalen Stetigkeitsforde-
rung, kann man zeigen, dass die elementweise Ableitung von V' € S'(T) genau die schwache
Ableitung ist. Diese ist offensichtlich quadratintegrabel, weil sie sogar beschrankt ist. Somit
gilt, dass S'(T) c H'(Q). Als Néchstes suchen wir mit Hilfe der Knoten N = {z1,...,2x5}
der Triangulierung 7 eine niitzliche Basis von S'(7). Dafiir definieren wir V; als element-
weise affine Funktionen mit

Vo(zx) = Ope fiir alle £,k € {1,... N}, (5)
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wobei § das Kronecker-Delta bezeichnet. Durch die Konformitét der Triangulierung 7 folgt,
dass alle V; stetig und dadurch in S*(7) sind. Da jede Funktion V' € S*(7) durch ihre Werte
auf den Knoten N eindeutig festgelegt ist, folgt V = Zévz 1V (20)Ve, d.h.

B={Vi,Va,...,Vx} C SHT) (6)

ist ein Erzeugendensystem von S'(7). Die Basiseigenschaft folgt direkt aus der linearen
Unabhéngigkeit der V;, da die Funktionen immer auf einem Knoten den Wert 1 und auf
allen anderen Knoten den Wert 0 haben. Daraus folgt auch, dass dim(S*(7)) = N < oo.
In Abbildung 2.1 kann man einfache Beispiele der Hut-Funktionen sehen.

A
p.

Abbildung 2.1: Beispiele von Hut-Funktionen aus [3]: Links sieht man die Triangulierung von
oben und den Tréger der Funktion V; in grau mit dem zugehorigen Knoten z, in rot. Rechts sieht
man den Plot der jeweiligen Funktion. Alle anderen Dreiecke T' € T mit V|r = 0 wurden weift
ausgemalt.

Fiir die Galerkin-Methode bendtigen wir jedoch, wie im vorherigen Kapitel, noch einen
Raum, der die Dirichlet-Randbedingungen beriicksichtigt

SL(T):=SYT)NHL(Q) ={V e SYT): V(%) =0 firalez eNnTp, (7)

wobei die zweite Gleichheit wieder wegen der Konformitét der Triangulierung 7 gilt. Oh-
ne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass N NT'p = {zp41,...,2n5}. Da
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die Einschriankung des Raumes die Basiseigenschaft nicht beeinflusst, miissen wir nur die
iiberzihligen Basisfunktinen entfernen und bekommen mit Bp = {Vi, Va,...,V,,} eine Basis
fiir den Raum S}(7). Auferdem nehmen wir an, dass die Dirichlet-Funktion up € H*(Q)
stetig auf I'p ist und wir daher up|r,, nodale Interpolation

N
Up:= Y up(z)Ve €SNT) (8)
l=n+1
approximieren konnen. Man bemerke, dass hier nur die Knoten {z,,11, ..., zn5} des Dirichlet-

Randes verwendet werden.
Jetzt konnen wir die diskrete Variante der schwachen Formulierung (3) aufstellen:
Finde Uy € SL(T), sodass

/VUO-VVd:U—/de$+/ % ds—/VUD-Vde fiir alle V€ SH(T). (9)
Q Q I'ny Q

Hierfiir betrachten wir folgendes Lemma;

Lemma 1. Seien S € RV*N und L € R definiert durch

Sjk:/VVk-VVj dz  fir alle j,k € {1,...,N} (10)
Q
N
L; ::/fvj dx—i—/ gVi ds— Y Spup(z) firalle j € {1,...,n}.  (11)
Q I'n k=n+1

Sei S, € R™™ eine kleinere Matriz definiert durch (Sy)jx = Sji. Dann ist S,, positiv definit
und damit invertierbar, d.h. Syw = L hat eine eindeutige Losung w € R™. Sei z € RN
definiert durch

(12)

w falls j € {1,...,n},
xi=
! up(zj)  fallsje{n+1,...,N}

und Uy := Y5_ 2V € Sp(T), U := X)L a;V; € SUT) und Up = Y3, 23V €
SY(T). Dann ist U die eindeutige Lisung von

/ VU -VV dz = / fV dx +/ gV ds  fiir alle Ve S5(T) (13)
Q Q I'n
unter der Nebenbedingung Ulr, = Up|r, = up|r,. Auferdem gilt

/VUO-VV dx:/fV dx+/ gV ds—/VUD-VV dz  fir alle Ve SH(T).
Q Q I'n Q
(14)

Beweis. Sei y € R™\ {0} beliebig und sei V' := >0, y;V; € SH(T) mit der Basis Bp
dargestellt. Da Bp eine Basis von S}(T) ist, folgt zundchst V # 0 und V|r, = 0. Ferner
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gilt VV # 0, denn aus VV = 0 wiirde folgen, dass V konstant ist und damit V = 0 wegen
Vir, = 0. Deshalb gilt

YeSuy =Y _yi > (Sn)jkk

j=1 k=1
= / V(Zyﬂ@) . V(Zyj‘/j)dx
€ = j=1
= (VV,VV)2(q) = [VV |72 > 0, da VV #0.

Daraus folgt, dass .S, positiv definit und somit invertierbar ist. Weiters wollen wir zeigen,
dass S,w = L dquivalent zu dem Problem (14) ist und wir so unsere Losung beziiglich der
Basis Bp darstellen konnen. Es gilt

Spw = (ZSjkwk> (Zxk/ VVi - VV; dx>
k=1 ; k=1 L j

=S,k

_ (/Qv(éxkvk) VY d:c)

n

Q .

Jj=1

Jj=1 Jj=1

n

J=1

Insbesondere folgt y - Sp,w = fQ VUp-VV dz. Analog sehen wir, dass y- L gleich der rechten
Seite von (14) ist. Somit ist die Aquivalenz der beiden Probleme gezeigt. Da S,z, = L
eindeutig losbar ist, bekommen wir durch U = Uy + Up unsere eindeutige Losung unseres

Problems (13). O

Mithilfe dieses Lemmas kénnen wir nun U € S'(T) als Approximation von u € H(Q)
berechnen. Fiir die Implementierung werden wir zuerst S € RY*¥ aufstellen und dann
Snxn, = L auf dem n x n Teilproblem der Knoten, die nicht auf dem Dirichlet-Rand liegen,
16sen [1].



3 Implementierung der P1-Galerkin FEM
fur die 2D Poisson-Gleichung

In diesem Abschnitt wollen wir die Implementierung der P1-Galerkin FEM der Poisson-
Gleichung genauer betrachten. In weiteren Kapiteln werden wir dieses Problem verallge-
meinern und erweiterte Codes und ihre Laufzeiten anschauen. Der folgende Code dient nur

dem ersten Verstandnis unserer Ansatzes:

def solvelLaplace(coordinates,elements,dirichlet ,neumann,f,g,uD):
nC = np.shape(coordinates) [0]
nE = np.shape(elements) [0]
x = np.zeros (nC)

# Matrix aufbauen

S = sparse.csc_matrix((nC,nC))
for i in range(nE):
nodesidx = elements[i,:]
nodes = coordinates[nodesidx-1,:]

P = np.vstack(([1,1,1] ,np.transpose(nodes)))
areaT = np.linalg.det(P)/2
grad = np.linalg.solve(P,np.array([[0,0],[1,0],[0,11]1))
S[np.ix_(nodesidx -1, nodesidx-1)] += \
areaT * grad @ np.transpose(grad)

#Dirichlet -Knoten abarbeiten
dirichlet = np.unique(dirichlet)
for k in dirichlet:
x[k-1] = uD(coordinates[k-1][0], coordinates[k-1][1])

#rechte Seite berechnen

L = -S @ x
for i in range(nE):
nodesidx = elements[i,:]
nodes = coordinates[nodesidx-1,:]

P = np.vstack(([1,1,1] ,np.transpose(coordinates[nodesidx-1,:1)))
areaT = np.linalg.det(P)/2

sT = np.array(nodes) .sum(axis=0)/3

L[nodesidx-1] += areaT * f(sT[0],sT[1])/3

for i in range (np.shape (neumann) [0]):

nodesidx = neumannl[i, :]
nodes = coordinates[nodesidx-1,:]
mE = np.array(nodes) .sum(axis=0) /2

lengthE = np.linalg.norm(np.array([1,-1]) @ np.array(nodes))
L[nodesidx-1] += lengthE * g(mE[0],mE[1]) /2

#P1-FEM Berechnung
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freenodes = np.setdiffld(np.arange(nC),dirichlet-1)
x[freenodes] = sparse.linalg.spsolve(S[np.ix_(freenodes, freenodes)], \
L[freenodes])

# Energie
energy = np.transpose(x) @ S @ x

return x, energy

Python-Code 3.1: Eine anschauliche Implementierung der P1-Galerkin FEM der Poisson-
Gleichung

3.1 Speicherung der Daten

In diesem Abschnitt prasentieren wir, wie die Speicherung der Daten abgewickelt wird.

e Die Knoten N sind gespeichert als N x 2 array coordinates, wobei in der i-ten Zeile
die Koordinaten des i-ten Knoten sind, d.h. z; = (z;,y;) € R? ist gespeichert in

coordinates[i,:| = [x; yil.

e Die Triangulierung 7 ist dargestellt als M x 3 array elements, wobei in der i-ten
Zeile das i-te Dreiecke angegeben ist, d.h. T; = conv{z;, zx, z¢} € T mit z;, 2z, 20 € N'
ist gespeichert in

elements[i,:]=[7 k /],

wobei hier die Knoten gegen den Uhrzeigersinn geordnet sind (also in mathematisch
positiver Umlaufrichtung).

e Der Dirichlet-Rand I'p und Neumann-Rand I' sind analog gespeichert. Sie werden
dargestellt als K x 2 bzw. L x 2 arrays dirichlet bzw. neumann, wobei hier auch die
i-te Zeile die i-te Kante angibt, d.h. E; = conv{z;, 2} ist gespeichert in:

dirichlet[i,:] =[j k| bzw. neumann[i,:|=1[j k],

wobei auch hier die mathematisch positive Umlaufrichtung (mit Bezug auf den Rand
0f2) verwendet wird.

In Abbildung 3.1 ist die Speicherung der Daten fiir ein einfaches Beispiel noch einmal
veranschaulicht.

3.2 Erklarung des Codes

In diesem Abschnitt wird erklért, wie der Python-Code 3.1 funktioniert:

e Zeile 1: Wir definieren die Funktion solveLaplace, welche sieben Inputs hat. Die ers-
ten vier Inputs gehoren zur Triangulierung der Fliche. wihrend die restlichen drei die
Kraft f, die Neumann-Daten g und die Dirichlet-Daten up angeben. Diese Funktionen
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Abbildung 3.1: Ein einfaches Beispiel aus [4] zur Veranschaulichung der Speicherung der Daten
einer Triangulierung mit Hilfe der Arrays coordinates, elements, dirichlet und neumann

werden in Python als vorher definierte Funktionen iibergeben. Jede dieser Funktionen
bekommt als Input n Knoten und gibt einen Vektor von Funktionswerten zuriick, der
diese Funktion auf jedem Knoten auswertet, d.h. im Code erhélt man mit den zwei
Vektoren £ € R™ und ¢ € R", die fiir die x- bzw. y-Koordinaten der Knoten stehen,
den Vektor z € R™ mit z; = f(§;, ;). Aubderdem ist zu bemerken, dass wir dafiir
implizit voraussetzen, dass f,g,up € C(Q) gilt, da wir sonst keine Punktauswertung
machen konnten.

Als Riickgabe der Funktion solvelLaplace erhalten wir den Koeflizientenvektor x €
RY mit x; = U(z;) der diskreten Losung U € S'(T) gemiR Lemma 1. AuRerdem
erhalten wir die Energie HVUH%Q(Q) =x-Sx

o Zeile 8-15: Wir berechnen die Matrix S € Rg,ran elementweise. Hier verwenden wir

Sjr = / VVe - VVjdo =) / VVi - VVi dz =Y |T|VVjlr - VVilr.
Q reT /T TeT

Wir beobachten, dass wir fiir jedes Dreieck T' € 7 nur eine 3 x 3 Matrix berechnen
miissen, da das Produkt VV; - VV}, immer 0 ist, wenn einer der Knoten z; oder z
nicht in T ist. Mit dieser Beobachtung kénnen wir S mit Hilfe einer for-Schleife iiber
alle Dreiecke aufbauen. Fiir ein fixes T' € T konnen wir mittels der Matrix P € R3*3
in Zeile 11 die Fliche |T'| = det(P)/2 berechnen (Zeile 12). Dies beruht auf:

Lemma 2. Fiir ein Dreieck T = conv{z, 2o, 23} mit Knoten z1, 2o, z3 € R? (verstan-
den als Spaltenvektoren) gilt
1 1 1
det ( )
Z1 22 Z3

wobei die auftretenden Matrizen 2 X 2 und 3 X 3 sind.

)

1 1
|T‘ = §|det(22 — 21 23— 21)’ = 5

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir voraussetzen, dass das
Dreieck T' nicht degeneriert ist. Die erste Gleichheit folgt aus dem Transformations-
satz, wenn man die Abbildung &7 : A = T, &p(x,y) = 21 +2(22—21) +y(23—21) von
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dem Referenzdreieck A = {(z,y) € R? : 0 <2 < 1,0 <y <1 -} auf T betrachtet
und dann folgende Gleichheit nutzt:

T :/ 1dy:/ 1| det(D®7)| da.
Dp(A) A

Die linke Seite ist genau |T'| und die rechte Seite ergibt genau unser gewiinschtes
Ergebnis, da |A| = 1/2. Die zweite Gleichheit gilt, weil

21 Z2 23 21 Z2—21 23— 2
Damit sind die Gleichheiten gezeigt. O

In Zeile 13 berechnen wir die Gradienten der drei Hutfunktionen des aktuellen Dreiecks
als grad € R3*? Matrix, wobei die einzelnen Gradienten die einzelnen Zeilen sind. Dies
beruht auf:

Lemma 3. Fiir ein Dreieck T = conv{zi, 20,23} mit Knoten z1 = (x1,y1)7, 22 =
(w2.y2)7, 23 = (w3,y3)7 € R* und grad = (VV1,VVa, VV3)T € R¥?, wobei Vi, V5
und V3 die zu diesen Punkten gehorenden Hutfunktionen sind, gilt

1 1 1 0 0
x1 Ty x3|grad= |1 0
Y1 Y2 Y3 0 1

Beweis. Wir wissen, dass Hutfunktion affin sind, deshalb kénnen wir sie mit gewissen
a, b, c € R schreiben als

V(z,y) =a+bx+cy mit VV = (g) :

In vektorieller Form heiit das

V(J?,y) = (vay) ’ (CL, b, C)‘

In Matrixschreibweise ergibt das fiir die erste Hutfunktion

1 1y a 1
Fay =11 x2 w9 bl|=10],
1 x3 3 c 0

welches wegen det FF = det 7 # 0 und Lemma 2 ein regulires Gleichungssystem
ist. Da wir uns jedoch nur auf den Gradienten, also (b, c¢)” konzentrieren, kénnen wir

schreiben
1
B\ _ (0 1 0\ (0 1 0\,
<c>_<0 0 1>“1_<0 0 1>F 8

10
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Wenn wir jetzt beide Seiten transponieren und nicht nur die erste Hutfunktion, son-
dern alle Hutfunktionen gleichzeitig betrachten, ergibt das

b161 1 0 0 _100
bgcQ:01o(FT> 1 0],
by 3 00 1 0 1

wobei VV; = (b;, ¢;)T fiir i = 1,2, 3 ist. Das lisst sich natiirlich umschreiben in

b1 C1 0 0
FT bg Co == 1 0 5
b3 C3 0 1
womit wir die Aussage gezeigt haben. O

Zeile 18-20: Hier werden die Eintriige des Koeffizientenvektors z € RY, die dem
Dirichlet-Rand zugeordnet sind, initialisiert.

Zeile 23-37: Der Vektor L € RY aus Lemma 1 wird berechnet. Zuerst verwenden
wir dazu die Dirichlet-Daten in Zeile 23. Dann addieren wir elementenweise die Kraft
f dazu. Hier werden die auftretenden Integrale mit Hilfe einer Quadratur mit dem
Schwerpunkt sy € T approximiert, wobei (aufgrund der elementweisen Affinitéat der
Hutfunktionen) Vj(s7) = 1/3 gilt. Es folgt:

T
/vajdx: Z/Tijdw~ oI (sr)Vilsr) = ) 3| (s7).

TeT TeT Tesupp(V;)

Fiir jedes Dreieck T werden somit drei Eintrage in L verédndert. Schlussendlich (Zei-
le 32-37) werden dann noch die Neumann-Daten hinzugefiigt. Um das Integral zu
approximieren, wird auch hier Quadratur mit dem Mittelpunkt mp € E angewandyt,
wobei (aufgrund der kantenweise Affinitat der Hutfunktionen) V;(mg) = 1/2 gilt.
Auflerdem beschreibt hg die Lange der Kante. Es folgt:

/FN gVjdx = Z /Engdw% Z heg(mg)Vi(mg) = Z }%EQ(mE)-

EcEN Eecén E‘Gsupp(‘/})
Hier werden fiir jede Kante zwei Eintrdge in L gedndert.

Zeile 40-42: Zuerst erstellen wir die Menge aller Knoten, fiir die gilt z; ¢ I'p (Zei-
le 40). Dann lésen wir das lineare Gleichungssystem aus Lemma 1 fiir den Vektor z
fir die Knoten z; ¢ I'p. Beachte, dass hier die Koeffizineten x;, = up(zy) fiir die
Knoten z;, € I'p nicht verdndert werden, sodass x € RY nun der Koeffizientenvektor
der P1-FEM Lésung U € S*(T) ist.

11



4 Allgemeine P1-Galerkin FEM in 2D

Die letzten Kapitel haben sich damit beschiiftigt, die Lésung u € H'(£2) des Problems

—Au=f in Q,
u=up aufI'p, (15)
Vu-n=g aufly.
zu approximieren. Jedoch wollen wir die Problemstellung nicht bei der Poisson-Gleichung
belassen, sondern die allgemeine Form einer linearen elliptischen partiellen Differentialglei-
chung zweiter Ordnung anschauen: Gegeben seien wieder f € L*(Q),up € HY/?(I'p) und
g € L*(T'y). Wir nehmen wieder an, dass @ C R? ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet ist,
welches einen Rand I' := 09 besitzt (mit dem duferen Normalvektor n), den wir in einen
abgeschlossenen Dirichlet-Rand I'p und in einen Neumann-Rand I'y := I" \ I'p untertei-

len. Hierbei wird vorausgesetzt, dass I'p positive Lénge hat. Zusétzlich seien Koeffizienten
A,b,c € L®(Q) mit A(z) € RE2) b(x) € R?, ¢(z) € R gegeben, sodass

sym >
—div(AVu) +b-Vu+cu= f inQ,
u=up auflp, (16)
(AVu) -n=g auf I'y.
Wir kénnen wie im vorherigen Kapitel verfahren und mit einer beliebigen Erweiterung

up=u—up € HH(Q) = {v € H(Q): v =0 auf I'p} (17)

die schwache Formulierung aufstellen: Mit der Bilinearform
a(u,v) := /Q(.AVU -Vu+b-Vuv + cuv) dz (18)
suchen wir ug € H},(9) sodass gilt:
a(up,v) = /va dz —{—/F gv ds — a(up,v) fiir alle v € Hp(Q). (19)
N

Wir miissen zusétzlich fordern, dass (19) alle Voraussetzung des Lemmas von Lax—Milgram
erfiillt, sodass die schwache Formulierung genau eine Losung ug € H}(€2) besitzt. Somit
gilt auch, dass genau eine Losung u := ug +up € H'(Q) von (16) existiert.
Die Umsetzung des allgemeinen Problems am Computer unterscheidet sich von der der
Poisson-Gleichung kaum. Die Triangulierung und das Aufstellen der diskreten Variante der
schwachen Formulierung funktionieren analog. Wir suchen Uy € S} (7)) mit

a(Up,V) = / fV dx +/ gV ds —a(Up,V) fir alle V e SH(T). (20)
Q I'n

12



4 Allgemeine P1-Galerkin FEM in 2D

Wenn man dies mit (9) vergleicht, sieht man, dass sich nur die Bilinearform gedndert hat.
Somit betrachten wir wieder folgendes Lemma:

Lemma 4. Seien A, B, C € RN*Y fir alle j,k € {1,...,N} und L € R" fir alle
J,k €{1,...,n} wie folgt definiert:

Aji = / AVV), - VV; da, (21)
Q

Bjr = / b-VV, V; dx, (22)
Q

Cjk = / CVk VJ d.%', (23)
Q

N

L;= / A% dx+/ gV dx — Z Sikup (k). (24)

Q I'n k=n+1

Seien S := A+ B+ C € RV*N und S, € R™" eine kleinere Matriz definiert durch
(Sn)jk = Sjk. Sei die Bilinearform a(-,-) definiert durch

a(u,v) = / (AVu - Vv +b-Vuv + cuv) dz. (25)
Q

Ist a(-,-) elliptisch auf H}(T), dann ist S, positiv definit und damit invertierbar, d.h.
Sp,w = L hat eine eindeutige Losung w € R™. Sei z € RN definiert durch

{ w; falls j € {1,...,n},
Ty 1=

: (26)
up(zj) fallsje{n+1,...,N}

und Uy := Y7 2;V; € SH(T), U = Y0 a3V € SUT) und Up == YL, a;V; €
SY(T). Dann ist U die eindeutige Lisung von

a(U,V) = / fV dz+ / gV ds  fir alle V€ SH(T) (27)
Q 'y
unter der Nebenbedingung Ulr, = Up|r, = up|r,. Auferdem gilt
a(Up, V) = / fV dx +/ gV ds —a(Up,V) fir alle V€ SH(T). (28)
Q 'y

Der Beweis dieses Lemmas ist analog zu dem Beweis von Lemma 1. Mithilfe dieses Lemmas
kénnen wir nun U als Approximation von u € H'(Q) berechnen. Fiir die Implementierung
werden wir zuerst A, B, C' und L aufstellen und dann S, z, = L auf dem n x n Teilproblem
der Knoten, die nicht auf dem Dirichlet-Rand liegen, 16sen.

13



5 Implementierung der allgemeinen
P1-Galerkin FEM in 2D

In diesem Abschnitt betrachten wir die Implementierung der P1-Galerkin FEM fiir das
allgemeine Problem (16). Noch ist diese Implementierung nicht effizient, sondern dient nur
zur Illustration. Aber im néchsten Kapitel wird die Optimierung der Laufzeit diskutiert.

def solveO(coordinates,elements,dirichlet ,neumann,f,g,uD,a,b,c):
nC = np.shape(coordinates) [0]
nE = np.shape(elements) [0]
x = np.zeros(nC)

# Matrix aufbauen

A = sparse.csc_matrix((nC,nC))
B = sparse.csc_matrix ((nC,nC))
C = sparse.csc_matrix ((nC,nC))
for i in range(nE):
nodesidx = elements[i,:]
nodes = coordinates[nodesidx-1,:]

P = np.vstack(([1,1,1] ,np.transpose(nodes)))
areaT = np.linalg.det(P)/2
grad = np.linalg.solve(P,np.array([[0,0],[1,0],[0,11]1))
sT = np.array(nodes) .sum(axis=0)/3
Alnp.ix_(nodesidx -1, nodesidx-1)] += (areaT * \
(grad @ a) @ np.transpose(grad))
Blnp.ix_(nodesidx -1, nodesidx-1)] += np.transpose( \
(areaT * (grad @ b(sT[0],sT[1])) /3) * np.ones(3))
Clnp.ix_(nodesidx-1, nodesidx-1)] += areaT * \
c(sT[0],sT[1]1)/9 * np.ones ((3,3))
S =A+B + C

#Dirichlet -Knoten abarbeiten
dirichlet = np.unique(dirichlet)
for k in dirichlet:
x[k-1] = uD(coordinates[k-1][0],coordinates[k-1]1[1])

#rechte Seite berechnen

L =-S @ x
for i in range(nE):
nodesidx = elements[i,:]
nodes = coordinates[nodesidx-1,:]

P = np.vstack(([1,1,1] ,np.transpose(nodes)))

areaT = np.linalg.det(P)/2

sT = np.array(nodes) .sum(axis=0)/3

L[nodesidx-1] += areaT * f(sT[0],sT[1])/3
for i in range (np.shape(neumann) [0]):

nodesidx = neumann[i, :]

14




5 Implementierung der allgemeinen P1-Galerkin FEM in 2D

nodes = coordinates[nodesidx-1,:]

mE = np.array(nodes) .sum(axis=0) /2

lengthE = np.linalg.norm(np.array([1,-1]) @ np.array(nodes))
L[nodesidx -1] += lengthE * g(mE[0],mE[1])/2

#P1-FEM Berechnung

freenodes = np.setdiffld(np.arange(nC),dirichlet-1)

x[freenodes] = sparse.linalg.spsolve(S[np.ix_(freenodes, freenodes)], \
L[freenodes])

return x

Python-Code 5.1: Eine anschauliche, aber ineffiziente Implementierung der allgemeinen P1-
Galerkin FEM

5.1 Erkldrung des Codes

Wenn wir diesen Code mit dem Code 5.1 der Poisson-Gleichung vergleichen, kénnen wir
sehen, dass sich nur der Aufbau der Matrix verdndert hat. Durch die geédnderte Bilinearform
miissen wir nun drei Matrizen aufstellen und diese zusammenfiigen.

e Zeile 1: Im Vergleich zu solveLaplace haben wir hier nun zusétzlich die Inputs
A, b und c. Dazu setzen wir voraus, dass A konstant ist und aufgrund der spéteren
Punktauswertung am Schwerpunkt der Dreiecke auch implizit, dass b, ¢ € C(Q).
Als Ausgabe der Funktion solve0 erhalten wir diesmal den Koeffizientenvektor z; =
U(z;) von der diskreten Lésung U € SY(T) der allgemeinen linearen elliptischen

partiellen Differentialgleichung (16) zweiter Ordnung.

e Zeile 7-23: Um die drei Matrizen aus Lemma 4 aufzustellen, gehen wir analog zum
Poisson-Problem vor. Mit der Beobachtung

Ajk:/.AVVk-VVj d:L':Z AVV), - VV; dz  fur alle j,k € {1,...,N} (29)
@ TeT /T

konnen wir die Eintrége der Matrix A € Ré\;rﬁN berechnen:
Ajr =Y ITI(AVVi|r) - V7. (30)
TeT

Wir nutzen wieder aus, dass fiir jedes Element T' € T die beiden Summanden VVj|r
und VVj|r nur dann gleichzeitig nicht-null sind, wenn z; und z; beide Knoten von
T sind. Hier ist zu beachten, dass in der Matrix grad € R3*? die Gradienten der
Huntfunktionen als Zeilen gespeichert sind. Dies gilt natiirlich auch fiir die Matrizen
B und C' analog. Hier gilt wieder mit Vi (s7) = Vj(s7) = 1/3 (im Code entspricht das

15




5 Implementierung der allgemeinen P1-Galerkin FEM in 2D

dem Vektor %(1, 1,1)) und mittels der Schwerpunkt-Quadratur:

Bjk = Z /Tb . VVk|T V]|T dz ~ Z ’T|(b(ST) . VVk|T)Vj(ST)

TeT TeT
T
= ) 3|b(sT)-VVk|T,
Tesupp(V;
esupp(V;) (31)
Co= 3 [ Vil Vil do = 3 [Tlelsn)Vilsr)Vi(or)
TeT /T TeT

= Z @C(ST)~

Tesupp(V;) N supp(Vk)

Somit kénnen wir diese Matrizen aufstellen und in Zeile 23 addieren. Damit haben
wir S berechnet und kénnen nun wie bei der Poisson-Gleichung fortfahren.
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6 Effizientere Methode der allgemeinen
P1-Galerkin FEM

6.1 Speicherung von csc-Matrizen

Auf den ersten Blick sehen die Python-Codes 3.1 und 5.1 sehr effizient aus. Doch wenn man
den Code empirisch untersucht, sieht man, dass das Aktualisieren der csc-Matrizen(Compressed
sparse column) — oder auch ccs-Matrizen genannt — einen quadratischen Aufwand verur-
sacht. In Abbildung 6.1 kann man gut erkennen, dass der Aufwand des solve0 Algorithmus

107

—*— solve0 - M2
—A— solvel =

109

10°

104

=

102

102

Berechnungszeit (in s)

10!

109

L1 T | L1
10 10° 106
Anzahl an Elementen (M)

Abbildung 6.1: Die Laufzeit der beiden Algorithmen solve0 und solvel in Abhéngigkeit von der
Anzahl der Elemente. Man kann sehen, dass der langsame Python-Code 5.1 quadratischen Aufwand
hat, hingegen der neue effizientere Python-Code 6.1 linearen Aufwand besitzt.

aus dem Python-Code 5.1 quadratische Laufzeit hat, wobei im Vergleich dazu der effiziente-
re Algorithmus solvel aus dem Python-Code 6.1, den wir im Folgenden analysieren werden,
linearen Aufwand besitzt. Die hohe Komplexitat kommt daher, dass eine csc-Matrix intern
in Form von drei Arrays gespeichert wird: der Index des ersten Elements jeder Zeile, die
Spaltenindizes der Elemente und die Werte der Elemente. Beim Hinzufiigen von Eintragen
kann es daher sein, dass man die Indizes der ersten Elemente oder die Spaltenindizes aller
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6 Effizientere Methode der allgemeinen P1-Galerkin FEM

nachfolgenden Elemente in der gleichen Spalte aktualisieren muss. Dies fithrt dann insge-
samt zu einen quadratischen Aufwand, da wir ja fiir jede Aktualisierung i einen Aufwand
von O(i) haben und somit insgesamt auf O(N?) kommen mit N = #T7. Das nachfolgende
Beispiel soll dies veranschaulichen:

Beispiel interne Speicherung als csc-Matrix
1 0 0 0\ |val=(1,4,3,2571,38)
A 0 3 57
4 0 0 8| | rownd=(0,21,3,1,1,2)
0200
colPtr = (0, 2, 4,5, 7)

Tabelle 6.1: Ein einfaches Beispiel zur Veranschaulichung der internen Speicherung von Python
fiir csc-Matrizen.

Tabelle 6.1 zeigt, wie eine beispielhafte csc-sparse-Matrix in den drei Vektoren val(,values),
rowInd(,,row indices®) und colPtr(,,column pointer) abgespeichert wird. Die Arrays val und
rowlnd enthalten 7 Elemente, dies entspricht genau der Anzahl der Nichtnullelemente in
A. Das Array colPtr enthélt 5 Elemente, was immer die Anzahl der Spalten addiert mit 1
ist. Um die Matrix aus den drei Vektoren zu rekonstruieren geht man den Vektor colPtr
durch und sieht durch die ersten beiden Eintrége, dass zwei Elemente in der ersten Spalte
(Spaltenindex 0) enthalten sind. Man wiirde dann mit rowlnd die einzelnen Eintridge von
val an die Position setzen konnen. Zum Beispiel wiirde hier die 1 an die Stelle (0,0) und die
4 an die Stelle (0,2) der Matrix gehoren. Danach wiirde man weiter im Vektor colPtr die
Zahlen 2 und 4 betrachten und erkennen, dass wieder zwei Zahlen in Spalte 2 (Spaltenindex
1) sind. Die Form der Matrix A € RM*N wird zusitzlich in den Metadaten gespeichert,
wobei die Anzahl der Spalten auch in dem Vektor colPtr abgelesen werden kann, da gilt
M = length(colPtr) — 1.

Um nun das Problem des Aufwandes zu beschreiben, fiigen wir der Matrix eine Zahl hinzu:
Angenommen wir wollen an die Stelle (0,2) die Zahl 8 setzen, dann wiirde sich die interne
Speicherung wie folgt veréndern:

Beispiel interne Speicherung als csc-Matrix
1 080 val = (1,4, 3,2,8,5, 7, 8)
A 0 3 57
4 0 0 8| |rowld=(0,2,1,3,0,1,1,2)
0200
colPtr = (O, 2, 4,06, 8)

Tabelle 6.2: Ein einfaches Beispiel zur Veranschaulichung der internen Speicherung von Python
fiir csc-Matrizen.

Wir koénnen sehen, dass durch das Hinzufiigen einer Zahl alle Vektoren verindert werden
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6 Effizientere Methode der allgemeinen P1-Galerkin FEM

und vor allem die relevanten Eintrége danach verschoben werden miissen. [1].

Im folgenden Abschnitt werden wir die Assemblierung der Matrix S = A+ B+C optimieren,
um eine (nahezu) lineare Laufzeit zu erreichen, selbst wenn wir das effiziente csc-Format
verwenden.

6.2 Vektorisierung des Problems

In diesem Abschnitt werden wir eine effizienteren Methode zur Assemblierung der Steifig-
keitsmatrix betrachten.

I = np.zeros (9*nE)
J = np.zeros (9*nE)
A = np.zeros (9*nE)

for i in range(nE):
nodesidx = elements[i,:]
nodes = coordinates[nodesidx-1,:]
P = np.vstack((np.ones(3), np.transpose(nodes)))
areaT = np.linalg.det(P)/2
grad = np.linalg.solve(P, np.array([[0O, 0], [1, 0], [0, 111))
sT = np.array(nodes) .sum(axis=0) / 3
idx = np.arange (9%i, 9%i+9)
I[idx] = np.repeat(nodesidx, 3)
J[idx] = np.tile(nodesidx, 3)
Alidx] = np.reshape((areaT * (grad @ a @ np.transpose(grad))),(9,))
Alidx] += np.tile(np.transpose( \
(areaT * (grad @ b(sT[0], sT[1])) / 3))[0],3)
Alidx] += np.repeat((areaT * c(sT[0], sT[1]) / 9),9)
S = sparse.csc_matrix((A, (I-1, J-1)), shape=(nC, nC))

Python-Code 6.1: Eine fast-lineare Implementierung der Assemblierung der Steifigkeitsmatrix

Um das Bearbeiten der csc-Matrix effizienter zu machen, verwenden wir Methoden zur
Vektorisierung. Das bedeutet, dass wir anstatt jedesmal die csc-Matrix zu verdndern, die
Matrix zuerst in ein Koordinatenformat bringen, d.h. alle Eintrége in einen Vektor speichern
und erst am Ende eine csc-Matrix erstellen. Im Folgenden wird der Code 6.1 Schritt fiir
Schritt erklart:

e Zeile 1-3: Im Vergleich zu vorher werden jetzt nicht drei csc-Matrizen erstellt, son-
dern 3 Vektoren. Da wir fiir jedes Dreieck in der Triangulierung 9 Eintrage verandern,
haben die Vektoren die Lange 947 .

e Zeile 12—14: Hier stellen wir die einzelnen Vektoren auf, mit denen wir am Ende die
Matrix zusammen setzen wollen. In die Vektoren I und J schreiben wir die jeweiligen
Knoten, die gerade betroffen sind. Das bedeutet, wenn das erste Dreieck aus den
Knoten z1, 29, z3 besteht, bekommen wir fiir ¢ = 0

idz =[0,1,2,3,4,5,6,7,8],
I[idz] = [1,1,1,2,2,2,3,3,3],
Jlidz] = [1,2,3,1,2,3,1,2,3].
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Somit treffen wir mit I[idz] und J[idx] dieselben Eintrége, die wir vorher mit der
Matrix treffen wollten.

e Zeile 15—18: Jetzt berechnen wir die Werte exakt wie im vorherigen Code nur spei-
chern wir sie diesmal in Vektoren ab. Das bedeutet, die 3 x 3 Matrix wird zeilenweise
in einen Vektor gespeichert. Es es ist gut zu sehen, dass wir exakt dieselben Matrizen
berechnen wie im vorherigen Python-Code 5.1 in Zeile 17-22.

e Zeile 19: Am Ende wir durch den Befehl sparse.csc_matriz die Matrix so zusam-
mengesetzt, dass gilt:

S[ITK], J[K]] = AJK].

Auferdem legen wir die Grofe der Matrix nC' x nC explizit fest. Hierbei ist zu be-
achten, dass mehrfache Indexpaare

A7) :={k=0,...,9#T —1: (I(k),J(k)) = (3,))}

bei der Assemblierung der Matrix auf Addition der Eintrage fiihrt, d.h.

Sy= Y Al

keA(i,5)

Mit dieser Implementierung der Berechnung der Steifigkeitsmatrix ist der Aufwand des
ganzen Verfahren nahezu linear, wie wir in den empirischen Experiment unten beobachten.
Im Weiteren werden wir die effizientere Umsetzung 6.1 zusammen mit dem restlichen Code
von 5.1 solvel nennen.
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7 Lokale Netzverfeinerung

Da die Genauigkeit der diskreten Approximation U von u von der Triangulierung 7 ab-
héngig ist, betrachten wir in diesem Abschnitt lokale Netzverfeinerung. Durch die Trian-
gulierung gilt es f,g,up und die Singularitdten von u aufzulésen. Mit einem adaptiven
Algorithmus, der in einem spéteren Kapitel besprochen wird, kann das automatisch passie-
ren. Zunéchst werden wir ,newest vertexr bisection (NVB) genauer betrachten. Dies ist ein
Algorithmus, um konforme Triangulierungen lokal zu verfeinern.

7.1 Geometrische Daten erstellen

Um das Netz lokal zu verfeinern, braucht der NVB-Algorithmus mehr Informationen als
nur coordinates, elements, dirichlet, neumann. Konkret brauchen wir eine Numme-
rierung der Kanten von 7. Auflerdem miissen wir wissen, welche Kanten zu welchem Drei-
eck (elements) und welche Knoten zu welcher Kante gehoren. Der folgende Code soll dieses
Problem 16sen und zusétzliche Datenstruktur schaffen.

[ I

w

ST O U R

-~

NONON NN NN N NN
» > B 7

def provideGeometricData(elements, *bnds):
nE = elements.shape [0]
nB = len(bnds)
I = np.hstack((elements[:, 0], elements[:, 1], elements[:, 2]))
J = np.hstack((elements[:, 1], elements[:, 2], elements[:, 0]))
pointer = np.hstack((1, 3*nE, np.zeros(mB, dtype=int)))
for j, boundary in enumerate (bnds):
if boundary.size > O0:
I = np.hstack((I, boundaryl[:, 1]1))
J = np.hstack((J, boundaryl[:, 0]))
pointer[j+2] = pointer[j+1] + boundary.shape [0]

#Nummerierung der Kanten

idxIJ = np.where(I < J) [0]

edgeNumber = np.zeros(I.shape, dtype=int)

edgeNumber [idxIJ] = np.arange(idxIJ.shape[0]) +1

idxJI = np.where(I > J) [0]

number2edges = csc_matrix((np.arange(1, idxIJ.shape[0]+1), \
(I[idxIJ], J[idxIJ1)))

numberingIJ = find(number2edges) [2]

idxJI2IJ = find(csc_matrix ((idxJI+1, (J[idxJI], I[idxJI]1)))) [2]

edgeNumber [1dxJI2IJ-1] = numberinglJ

#Erstelle element2edges, edge2nodes und boundary2edges
element2edges = edgeNumber [:3*nE].reshape((nE, 3),order=’F’)
edge2nodes = np.column_stack((I[idxIJ], J[idxIJ]))
bnds2edges [1]
for j in range(nB):

bnds2edges . append (edgeNumber [pointer [j+1] : pointer [j+2]])
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7 Lokale Netzverfeinerung

return edge2nodes, element2edges, bnds2edges

Python-Code 7.1: Eine schnelle Berechnung geometrischer Daten

Um ein besseres Versténdnis fiir diese Implementierung zu bekommen, wird sie im Folgenden
erklart:

e Zeile 1: Beispielsweise wird die Funktion mit dem Befehl:
provideGeometricData(elements,dirichlet,neumann)

aufgerufen, wobei dirichlet und neumann in dem Argument *bnds versteckt sind.
Das bedeutet wir konnten den Rand des Gebietes I' auch in mehrere Teile unterteilen.
Im Gesamten soll die Funktion mehrere Arrays zuriickgeben. Als erstes soll gelten,
dass fiir eine Kante Ey der Vektor edge2nodel[/,:] die Indizes j, k enthilt, wobei
zj, 2z € N, sodass Ey = conv{zj, z;}. Ferner gilt element2edgeli,¢] die Nummer
der Kante an die zwischen element[i,/] und element[i,/+1] liegt, wobei £ + 1 =
3 = 0 interpretiert wird. Als letztes soll das Programm auch die Nummern der Kanten
des Randes zuriickgeben. Dies wird mit bnds2edges realisiert. In diesem Argument
kann zum Beispiel dirichlet2edge [¢] gespeichert werden, was die Nummer der /-ten
Kante des Dirichlet-Randes ausgibt.

e Zeile 4-5: Hier erstellen wir zwei Arrays I und J, sodass die Kanten von 7 so
beschrieben werden, dass (i,7) € {(Lg,Jy) : £ = 0,1,2,...} =: G jeweils die Knoten-
indizes einer Kante sind. Dies wird umgesetzt indem wir alle Knoten der Elemente
spaltenweise speichern, jedoch fiir J in der zweiten Spalte beginnen.

e Zeile 6-11: Wir beachten, dass bis jetzt alle Kanten im Inneren des Gebietes zweimal
in G vorkommen, einmal als Paar (i,j) € G und einmal als Paar (j,7) € G. Also
erweitern wir die Arrays mit den zusétzlichen Paaren des Randes, sodass auch diese
zweimal in G vorkommen.

o Zeile 14-22: Jetzt erstellen wir eine Nummerierung, sodass edgeNumber [/] die Kante
(Iy, Jy) zuriickgibt. Um dies einfach zu machen, betrachten wir zuerst alle Paare (i, j)
mit ¢ < j und nummerieren diese (Zeile 14-16). Hier ist zu beachten, dass wir bei
1 zu zéhlen beginnen. Als letztes miissen wir beachten, dass wir fiir die Paare (j,1)
dieselben Nummern vergeben wie fiir (, j). Dafiir speichern wir G in einer csc-Matrix
ab und haben so eine obere Dreiecksmatrix, wobei die Eintrage bereits die richtige
Nummerierung enthalten (Zeile 18-19). Als Néchstes verwenden wir die Dimensionen
der Transponierten G7 in idxJI2IJ, wobei die Eintrige die Indizes im Bezug auf I
und J sind. Beachte, dass wir in Zeile 21 zu idxJI eine 1 addieren miissen, da sonst
die Funktion find den Index O nicht "findet". Somit erh6hen wir hier alle Indizes
um 1 und verringern beim Initialisieren die Indizes wieder. Mit diesen Informationen
kann man dann die richtige Nummerierung fiir alle Paare (j,7) mit ¢ < j abspeichern
(Zeile 22).

e Zeile 27—29: Hier werden die Outputs fiir den Rand wie oben beschrieben erstellt.

Mit diesen gewonnenen geometrischen Daten kénnen wir jetzt den Netzverfeinerungsalgo-
rithmus newest vertex bisection (NVB) besprechen.
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Abbildung 7.1: Illustration von NVB aus [4]: Fiir jedes Dreieck T € T gibt es eine Referenzkante,
welche hier mit der roten Linie markiert ist. In der oberen Reihe sieht man die Mittelpunkte fiir
alle Falle, wie das Dreieck unterteilt werden kann, eingezeichnet. In der unteren Reihe sieht man
die resultierende Verfeinerung und

die Markierung der neuen Referenzkanten.

7.2 Newest vertex bisection (NVB)

Bevor wir die Implementierung genauer anschauen, wollen wir die Idee hinter NVB betrach-
ten. Dafiir beginnen wir mit einer Triangulierung 7g. Fiir jedes Dreieck T' € 7y wihlt man
eine sogenannte Referenzkante. Hier konnte man zum Beispiel einfach die ldngste Kante
des Dreieck wéhlen. Jetzt folgt NVB einer induktiven Verfeinerungsregel, die im Folgenden
beschrieben wird:

Wir nehmen an, dass 7Ty schon eine Verfeinerung von 7y ist, die mit der Methode von newest
vertex bisection durchgefiihrt wurde.

e Um eine Kante T' € Ty zu verfeinern, nehmen wir den Mittelpunkt zp der Referenz-
kante Ep und bekommen so einen neuen Knoten. Jetzt kann T entlang x7 und dem
gegeniiberliegenden Knoten in zwei Dreiecke geteilt werden (sog. Bisektion).

e Dadurch werden die gegeniiberliegenden Kanten des neuen Knoten xzr zu den Refe-
renzkanten der neuen Dreiecke 77 und T3 (siehe Abbildung 7.1).

e Nachdem alle markierten Dreiecke halbiert wurden, bleiben iiblicherweise hdngende
Knoten zuriick. Das sind Knoten, die auf einer Kante eines Dreiecks liegen, aber nicht
Eckpunkte dieses Dreiecks sind. Hierfiir fithren wir zusédtzliche Teilungen hinzu, um
am Ende auf eine regulire Triangulierung 7,41 zu kommen (sieche Abbildung 7.2).

Mit ein paar Uberlegungen erkennt man, dass der letzte Schritt, der zu einer reguliren
Triangulierung fiihrt, nur endlich viele zusédtzliche Halbierungen zur Folge hat:

e Wir betrachten anstelle von markierten Elementen markierte Kanten. Das bedeute-
tet, dass sobald ein Dreieck markiert ist, alle Kanten des Dreiecks zur Verfeinerung
markiert werden.

e Wenn wir ein beliebiges Dreieck T teilen wollen, stellen wir sicher, dass die Referenz-
kante markiert ist. Dies geschieht rekursiv in hochstens 3#7, Rekursionen, da dann
alle Kanten markiert wéren.
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Abbildung 7.2: Die zu verfeinernde Triangulierung (links) enthélt 16 Dreiecke. Wenn man jetzt
die ersten 5 Elemente fiir die NVB-Methode markiert und die Verfeinerung durchfiihrt, wiirde das
Ergebnis die Triangulierung in der Mitte ergeben. Diese ist jedoch nicht regulér, da sie hingende
Knoten enthélt (mit roten Kreisen markiert). Deswegen fithren wir weitere Bisektionen durch, um
auf die richtige Triangulierung (rechts) zu kommen.

e Wenn ein Dreieck halbiert wird, wird die Referenzkante halbiert, wihrend die beiden
anderen Kanten zu den Referenzkanten der beiden neuen Dreiecke werden. Die Ver-
feinerung von 7' in 2, 3 oder 4 Dreiecke kann dann in einem Schritt erfolgen, siehe [1].

7.3 Implementierung von NVB

Der Python-Code 7.2 zeigt eine Implementierung des NVB Algorithmus, wobei wir eine
bestimmte Konvention verwenden: Fiir jedes Dreieck Ty, welches gespeichert ist als

elements[(,:|=1[i j Kk,

gilt, dass zj, der newest vertex (neuer Scheitelpunkt) und die Referenzkante E = conv{z;, z; }
sind.

def refineNVB(coordinates, elements, marked, *bnds):
nE = elements.shape [0]

# Geometrische Daten bekommen
edge2nodes, element2edges, *boundary2edges = \

provideGeometricData(elements, *bnds)

# Die Elemente der Verfeinerung markieren

edge2newNode = np.zeros (np.max(np.max(element2edges)))
edge2newNode [element2edges [marked] -1] = 1
swap = np.array (1)

while swap.size>O0:
markedEdge = edge2newNode [element2edges -1]
swap = np.nonzero (“markedEdgel[:, 0].astype(int) & \
(markedEdge[:, 1].astype(int) | \
markedEdge[:, 2].astype(int))) [0]
edge2newNode [element2edges [swap, 0]-1] = 1

# Neue Knoten erstellen
edge2newNode [edge2newNode != 0] = (coordinates.shape[0] + \
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np.arange (np.count_nonzero (edge2newNode) ) +1)
idx = np.nonzero (edge2newNode) [0]
coordinates = np.concatenate ((coordinates, \
np.zeros ((idx.shape[0], 2))), axis=0)
coordinates [edge2newNode [idx].astype(int) -1, :1 = \
(coordinates [edge2nodes [idx, 0]-1, :] + \
coordinates [edge2nodes [idx, 1]1-1, :1) / 2

# Die Kanten der Randbedingungen verfeinern
newbnds = []
for j in range(len(bnds)):
boundary = bnds[j]
if boundary.size > O0:
newNodes = edge2newNode [boundary2edges[j]-1]

markedEdges = np.nonzero (newNodes) [0]
if markedEdges.size > O0:
boundary = np.concatenate ((boundary[“newNodes.astype(bool) \

, ], np.array([boundary[markedEdges, 0], \

newNodes [markedEdges]], ndmin=2).T, \

np.array ([newNodes [markedEdges], boundary[markedEdges, \

1]1], ndmin=2).T), axis=0).astype(int)
newbnds . append (boundary)

# Neue Knoten der Verfeinerung bereitstellen

newNodes = edge2newNode [element2edges -1]

# Die Art der Verfeinerung jedes Elemetes definieren

markedEdges = (newNodes != 0)

none = “markedEdges[:, O]

bisecl = (markedEdges[:, 0] & “markedEdges[:, 1] & “markedEdges[:, 2])
bisecl12 = (markedEdges[:, 0] & markedEdges[:, 1] & “markedEdges[:, 2])
bisec13 = (markedEdges[:, 0] & “markedEdges[:, 1] & markedEdges[:, 2])
bisec123 = (markedEdges[:, 0] & markedEdges[:, 1] & markedEdges[:, 2])

# Platz schaffen fuer die neuen Elemente

idx = np.ones(nE, dtype=int)

idx[bisecl] = 2 # NVB an der ersten Kante

idx[bisec12] 3 # NVB an der ersten und zweiten Kante
idx[bisec13] 3 # NVB an der ersten und dritten Kante
idx[bisec123] = 4 # NVB an allen Kanten

idx = np.concatenate (([0], np.cumsum(idx)))

# Neue Elemente erstellen

newElements = np.zeros((idx[-1], 3), dtype=int)
idx=idx [:-1]

# Definiere neue Elemente fuer bisecl

newElements [idx[none], :] = elements[none, :]

newElements [[idx[bisecl], 1+idx[bisec1]], :] = np.transpose( \
np.array ([[elements [bisecl, 2], elements[bisecil, 0], \

newNodes [bisecl1 ,0]], elements[bisecl, 1], elements[bisecl, 2], \
[newNodes [bisecl, 0]11), (0, 2, 1))

# Definiere neue Elemente fuer bisecl2

newElements [[idx[bisec12], 1+idx[bisec12], 2+idx[bisec12]], :1]
np.transpose (np.array([[elements [bisec12, 2], \
elements [bisecl12, 0], newNodes[bisec12, 0]], [newNodes[bisec12, 0],\
elements [bisec12, 1], newNodes[bisecl12, 1]], [elements[bisecl12, 2],\

\
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newNodes [bisec12, 0], newNodes[bisec12, 1111), (0, 2, 1))

# Definiere neue Elemente fuer bisecl3

newElements [[idx[bisec13], 1+idx[bisec13], 2+idx[bisec13]], :1 = \
np.transpose (np.array ([[newNodes [bisec13, 0], elements[bisec13, 2],\
newNodes [bisec13, 2]], [elements[bisec13, 0], newNodes[bisecl13, 0],\
newNodes [bisec13, 2]], [elements[bisec13, 1], elements[bisec13, 2],\
newNodes [bisec13, 0]11), (0, 2, 1))

# Definiere neue Elemente fuer bisec123

newElements [[idx[bisec123], 1+idx[bisec123], 2+idx[bisec123], \
3+idx[bisec123]1], :1 = \
np.transpose (np.array ([[newNodes [bisec123, 0], \
elements [bisec123, 2], newNodes[bisec123, 211, \
[elements [bisec123, 0], newNodes[bisec123, 0], \
newNodes [bisec123, 2]], [newNodes[bisec123, 0], \
elements [bisec123, 1], newNodes[bisec123, 111, \
[elements [bisec123, 2], newNodes[bisec123, 0], \
newNodes [bisec123, 1]1]1]1), (0, 2, 1))

return coordinates, newElements, *newbnds

Python-Code 7.2: NVB Verfeinerung

Zeile 1: Die Funktion refineNVB bekommt die Vektoren coordinates und elements,
welche die Koordinaten der Knoten bzw. die Dreiecke angeben, sowie den Vektor
marked, der die Elemente enthéilt, die verfeinert werden sollen. Auflerdem muss man
der Funktion noch weitere Vektoren der Randbedingungen {ibergeben. Am FEnde wol-
len wir eine reguldre Triangulierung bekommen, in welcher zumindest die markierten
Dreiecke geteilt wurden. Beispielsweise wird die Funktion mit dem Befehl

refineNVB(coordinates,elements,marked,dirichlet,neumann)

aufgerufen, wobei wieder dirichlet und neumann in dem Argument *bnds versteckt
sind.

Zeile 5—6: Wir beginnen damit die geometrischen Daten, die wir in Abschnitt 7.2
mit der Funktion 7.1 aufgestellt haben, zu erstellen.

Zeile 9-10: Als Néchstes erstellen wir einen Vektor edge2newNode, wobei
edge2newNode [/] genau dann nicht-null ist, wenn die /-te Kante verfeinert werden
soll. In Zeile 10 markieren wir alle Kanten von den markierten Dreiecken, um sie zu
verfeinern. Dies fiihrt dazu, dass markierte Dreiecke mit drei Bisektionen verfeinert
werden. Man konnte hier auch nur die Referenzkante markieren, was dazu fiithren
wiirde, dass jedes markierte Dreieck nur einmal unterteilt wird.

Zeile 11—-17: Hier miissen wir sicherstellen, dass, wenn eine Kante eines Dreiecks fiir
die Verfeinerung markiert ist, auch dessen Referenzkante markiert wird. Diese Schleife
endet im schlechtesten Fall nach #7 Schritten.

Zeile 20—-27: Der Mittelpunkt jeder markierten Kannte wird zu einem neuen Knoten.
Die Anzahl an neuen Knoten finden wir durch die Nicht-Null-Eintrdge im Vektor
edge2newNode.
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e Zeile 30—42: Die /-te Kante auf dem Rand ist genau dann markiert, wenn newNodes [/]
nicht-null ist. In diesem Fall beinhaltet der Vektor den Mittelpunkt der Kante. Wenn
mindestens eine Kante vom Rand markiert ist, wird die Randbedingung aktualisiert
(Zeile 35-42).

e Zeile 45-52: Wir generieren hier ein neues Array, sodass newNodes[i,#] nicht-null
ist genau dann, wenn die ¢-te Kante des Dreiecks T; fiir die Verfeinerung markiert
ist. In diesem Fall beinhaltet es wieder den Mittelpunkt der Kante (Zeile 45). Um
den Code zu beschleunigen, verwenden wir die logische Indizierung und berechnen
ein logisches Array markedEdges, dessen Eintrag markedEdges[i,#¢] nur angibt, ob
die ¢-te Kante von Element T; zur Verfeinerung markiert ist oder nicht. Die Vektoren
none, bisecl, bisecl12, bisec13 und bisec123 enthalten die Indizes der Elemente
gemaf der jeweiligen Verfeinerungsregel. Zum Beispiel enthélt bisec12 alle Elemente,
bei denen die erste und die zweite Kante zur Verfeinerung markiert sind. Hierbei sei
daran erinnert, dass entweder keine oder zumindest die erste Kante (Referenzkante)
markiert ist.

e Zeile 55—63: Unser Ziel ist es, die Nummerierung der Dreiecke in dem Sinne zu er-
halten, dass die neu generierten Dreiecke fortlaufende Nummern haben. Die Elemente
von bisecl werden zu zwei Elementen verfeinert, die Elemente von bisec12 und
bisec13 werden zu drei Elementen verfeinert, die Elemente von bisec123 werden zu
vier Elementen verfeinert. Das bedeutet, dass wir in dem Array newElements extra
Platz machen fiir die neuen Elemente (Zeile 62). Zu beachten ist auch, dass wir in Zei-
le 63 die letzte Zahl des Index 16schen, um spéter mit den gleichlangen Boolean-Arrays
none, bisecl, bisec12, bisec13 und bisec123 zu initialisieren.

e Zeile 66—92: Bei der Verfeinerung beachten wir eine bestimmte Reihenfolge der neuen
Dreiecke: Wenn 7" durch die NVB-Methode verfeinert wird, zerlegt es sich in T, und
Tyy1. Dabei ist Ty das linke Element im Bezug auf die Bisektionskante.

e Zeile 94: Am Ende geben wir die Vektoren coordinates und newElements zuriick,
die die neuen Koordinaten bzw. die neuen Dreiecke enthalten. Aufserdem werden auch
die neuen Randbedingungen zuriickgegeben.
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8 A posteriori Fehlerschatzer und
adaptive Netzverfeinerung

In der Regel sind Rechenzeiten und Speicherplatz limitiert fiir numerische Berechnungen.
Deswegen brauchen wir eine bestimmte ,,Abbruchbedingung®, bei der der Algorithmus auf-
hort noch weiter zu verfeinern. Meistens wird dies in der Numerik mit einer Grenze an
Elementen umgesetzt. Das bedeutet wir suchen eine Triangulierung 7T, sodass die Anzahl
der Elemente M = #7T < M., unter einer gewissen maximalen Anzahl bleibt und zuséitz-
lich der Fehler |[u — Ul|f1(q) quasi-minimal ist, d.h. der Fehler ist bis auf eine generische
multiplikative Konstante minimal.
Ein solches Netz T wird meistens auf iterative Weise gewonnen. Hierfiir sei nr € R fiir
jedes Element T' € T der Verfeinerungsindikator, welcher (zumindest heuristisch) folgende
Bedingung erfiillt:

nr =~ |lu—Ullgir) fiiralleT €T. (32)

Insbesondere gilt dann fiir den Fehlerschatzer n = (ZTGT 77%) 2 auch n = |lu— Ul q)

Wichtig zu wissen ist, dass man auch ohne w zu kennen 77 berechnen und so den lokalen
Fehler |[u — U|| g1(1y zamindest schiitzen kann [1].

8.1 Adaptiver Algorithmus

Mit einem gegebenen Verfeinerungsindikator nr ~ ||u—U/|| g1 () kénnen wir Elemente T' € T
fiir die Verfeinerung markieren. Dies machen wir, indem wir versuchen eine kleinste Menge

M C T zu finden, fiir die gilt
0> np < > (33)
TeT TeM

wobei 0 € (0, 1], d.h. die Indikatoren der markierten Elemente kontrollieren einen fixen Pro-
zentsatz 0 aller Indikatoren. Dann konnen wir eine neue Triangulierung 7" basierend auf 7
erzeugen, indem wir zumindest die markierten Elemente T' € M verfeinern, um den Fehler
|u = Ul| gr1(q) zu reduzieren. Zu beachten ist, dass 6 — 1 einer nahezu gleichméfigen Netz-
verfeinerung entspricht, d.h. die meisten Elemente sind zur Verfeinerung markiert, wahrend
6 — 0 zu stark adaptierten Netzen fithrt [1].

def adaptiveAlgorithm(coordinates, elements, dirichlet, neumann, f, g, uD, \
a, b, ¢, nEmax, theta):
while True:
# Berechne die diskrete Loesung
x = solvel(coordinates,elements,dirichlet ,neumann,f,g,uD,a,b,c)
# Berechne die Verfeinerungsindikatoren
indicators = computeEtaR(x, coordinates, elements, dirichlet, \
neumann, f, g, a, b, c)
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# Abbruchbedingung

if elements.shape[0] >= nEmax:
break

# Markiere die Elemente zur Verfeinerung

idx = indicators.argsort () [::-1]

sumeta = np.cumsum(indicators[idx])

m = np.argmax (sumeta >= sumetal[-1] * theta) + 1

marked = idx[:m]

# Netz verfeinern

coordinates, elements, dirichlet, neumann = \
refineNVB(coordinates, elements, marked, dirichlet, neumann)

return x, coordinates, elements, indicators

Python-Code 8.1: Adaptiver Algorithmus

e Zeile 1-2: Die Funktion nimmt neben den iiblichen Daten des Netzes auch die Daten
des Problems f,g,up,.A,b und c. Aukerdem muss der Benutzer seine Préferenzen fiir
die maximale Anzahl an Elementen nEmax und den adaptiven Parameter 6 von (33)
angeben. Am Ende wollen wir den Koeffizientenvektor x von der finalen Galerkin-
Losung U € S3(T), die finalen Daten der Triangulierung und den zugehérigen Vektor
indicators, der die Fehlerindikatoren der einzelnen Elementen angibt, bekommen.

e Zeile 3—19: Solange die Anzahl der Elemente M = #7 nicht die maximale Anzahl an
Elementen nEmax iiberschreitet, machen wir das Folgende: In Zeile 5 berechnen wir den
Koeffizientenvektor der diskreten Lésung. Dann verwenden wir den Fehlerschétzer, der
im j-ten Koeffizienten den Wert 77]2- = n%j speichert (siehe ndchstes Abschnitt 8.2).
Dann wird die Abbruchbedingung iiberpriift, ob die maximale Anzahl der Elemente
schon tiberschritten wurde (Zeile 10-11). In Zeile 13 finden wir eine Permutation 7 auf

{1,..., M}, sodass die Indikatoren (ni(j))j]\/il absteigend sortiert sind. Dann berechnen

2
m(j
gilt 0 Z]]Vi1 17? =40 Z;Vil nz(j) < Z;”:l 7772T(j) (Zeile 15). In Zeile 16 markieren wir noch
die Menge an Dreiecken, die wir verfeinern wollen M = {T(;y : j = 1,...,m}. Am
Ende verfeinern wir die Triangulierung mit der refineNVB Funktion und bekommen
so ein adaptiertes Netz.

wir die Summen Z;n:l () fiir jedes m und suchen den kleinsten Index m, flir den

Um diesen adaptiven Algorithmus ausfiithren zu kénnen, braucht es jetzt noch einen Feh-
lerschétzer, den wir im folgenden Abschnitt betrachten wollen.

8.2 Residualer Fehlerschatzer

mit dem Verfeinerungs-

Wir betrachten den residualen Fehlerschatzer n := (ZTGT n%) 1/2

indikator
np =T f =b- VU = cU| 72

(34)
+ [T [LAVU - )12 070 + 1T1V219 = AVU - 2132070 )
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wobel wir betonen miissen, dass divAVU = 0 auf T verschwindet, da AVU nach Vorausset-
zung T -stiickweise konstant ist. Dabei notiert [(-) - n||g den Sprung in normaler Richtung
iiber eine innere Kante F € £q. Fiir benachbarte Elemente Ty € T mit dem &uferen
Normalvektor ny ist der Sprung der T-stiickweisen konstanten Funktion VU iiber die ge-
meinsamen Kante £ =T, NT_ € £ definiert als

[AVU - n]|g := AVU|p, - ny + AVU|_ -n_. (35)

Fiir die Implementierung verwenden wir wieder die Schwerpunkt- bzw. Mittelpunkt-Quadratur
und ersetzen f|r &~ f(sr), blr ~ b(sr), c|r = c¢(sr) und g|g ~ g(mg). Mit der Definition
Er als die Kanten eines Dreiecks erhalten wir somit insgesamt die Formel

= T (f(sr) —b(sy) - VU|p — e(s7)U(s7))?
+[T] > AVURE+IT] Y (9(me) — AVU|r -n)”. (36)

Eeérnéq EeErnén

Zu beachten ist wieder, dass in der ersten Summe, wie in (35) beschrieben, zwei Sum-
manden existieren und dass durch die Approximationen der Funktionen die Faktoren der
Flachen und Kanten noch dazukommen. Die folgende Implementierung des Fehlerschéatzers
im Python-Code 8.2 retourniert einen Vektor von quadratischen Verfeinerungsindikatoren

(77%1, e ,n%M), wobei T ={T1,..., Ty}

oR W N = O

~

NONONN N NN NN N
® b b ?

w

def computeEtaR(x,coordinates,elements,dirichlet ,neumann,f,g,a,b,c):
edge2nodes, element2edges, dirichlet2edges, neumann2edges = \
provideGeometricData(elements ,dirichlet ,neumann)
dirichletedges = set(dirichlet2edges)
neumannedges = dict(zip(neumann2edges ,neumann))

nE=np.shape(elements) [0]

etaR = np.zeros ((nE,))

etaR_edges = np.zeros ((edge2nodes.shape[0],))
area = np.zeros ((nE,))

sT = np.zeros ((nE,2))

gradU = np.zeros ((nE,2))

# Vorbereitung pro Dreieck
for i in range(nE):

nodes = elements[i,:]

cl = coordinates[nodes [0] -1]
c2 = coordinates [nodes[1]-1]
c3 = coordinates[nodes [2] -1]

area[i] = ((c2-c1)[0]*(c3-c1)[1] - (c2-c1)[1]*(c3-c1)[0])/2

gradV = np.array ([[c2[1]-c3[1],c3[1]-c1[1],c1[1]-c2[1]1], \
[c3[0]-¢c2[0],c1[0]-c3[0],c2[0]-c1[0]1]1]1)/(Carealil*2)

gradU[i] = gradV @ x[nodes-1]

sT[i] = np.array(coordinates[nodes-1,:]).sum(axis=0)/3

# Berechnung des Fehlers pro Kante
for j in element2edges[i]:
if j in dirichletedges:
continue
elif j in neumannedges.keys():
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nodes = neumannedges[j]-1
p = coordinates[nodes[1],1]-coordinates[nodes [0],1]
q = coordinates [nodes[0],0]-coordinates[nodes[1],0]

n = np.array([p,ql) / (np.sqrt(p**2 + g**2))

mE = np.array(coordinates[edge2nodes[j-1,:]1-1,:1).\
sum(axis=0) /2

gmE = g(mE[0],mE[1])

etaR_kanten[j-1] += gmE - gradU[i] @ a @ n

else:
nodes = edge2nodes[j-1,:]-1
p = coordinates[nodes[1],1]-coordinates[nodes [0],1]
q = coordinates[nodes[0],0]-coordinates [nodes[1],0]

n = np.array([p,ql) / (np.sqrt(p**2 + qg**2))
if etaR_edges[j-1] == O0:

etaR_edges[j-1] += gradU[i] @ a @ n
else:

etaR_edges[j-1] += gradU[i] @ a @ -n

# Berechnung des Fehlers pro Dreieck
for i in range(nE):
nodes = elements[i,:]
bsT = b(sT[i][0],sT[i][1])
csT = c(sT[il[0],sT[i][1])
£sT = £(sT[i][0],sT[i][1])
etaR[i] = np.sum(areal[i] * \
etaR_edges[element2edges [i] -1]1**2, axis=0)
UsT = np.sum(x[nodes-1]/3,axis=0)
etaR[i] += (areali] * (£fsT- gradU[i] @ bsT - csT*UsT)) **2

return etaR

Python-Code 8.2: Residualer Fehlerschétzer

Der Python-Code 8.2 ist folgendermafien aufgebaut:

e Zeile 1: Diesmal bekommt unsere Funktion den Koeffizientenvektor, alle Daten der

Triangulierung und zusatzlich die Funktionen f, g, A, b und ¢, wobei A € Rg;nﬁl als
konstant vorausgesetzt wird. als

Zeile 4-5: Um die Laufzeit des Programms zu verbessern, wandeln wir die Dirichlet-
und Neumann-Kanten in ein Set bzw. in ein Dictionary um.

Zeile 15—24: Wir beginnen damit fiir jedes Dreieck die Flache, den Gradienten von
U und den Schwerpunkt zu berechnen. Fiir den Gradienten von U miissen wir zuerst
die Gradienten der V; berechnen. Dafiir sagen wir zur Veranschaulichung z1, 22, 23
sind die Knoten eines Dreiecks T' € 7 gegen den Uhrzeigersinn geordnet. V; sind
wieder die Hutfunktionen zugehodrig zu ihren Knoten z; = (zj,y;) € R2. Mit der
Identifikation z4 = z; und z5 = 29, Lemma 2 und dem Beweis von Lemma 3 kénnen
wir den Gradienten von V; explizit berechnen und erhalten

1
VVjlr = ﬁ(yﬁrl — Yj2, Tit2 — Tji1)- (37)
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8 A posteriori Fehlerschitzer und adaptive Netzverfeinerung

Damit folgt VU|r = Z?:l x;VVj aus Ul|r = E?Zl x;V; und wir kénnen in Zeile 23
den Gradienten von U auf dem jeweiligen Dreieck berechnen.

Zeile 27—-47: Jetzt beginnen wir fiir jede Kante E € £ den Sprungterm [AVU -n||g
oder [g(mg) — AVU - n]|g zu berechnen, abhéngig davon, ob es eine innere Kante
oder eine Kante des Randes ist. In den Zeilen 28, 30 und 39 iiberpriifen wir wo
die betrachtete Kante liegt. Liegt sie auf dem Dirichlet-Rand, iiberspringen wir sie,
da diese nicht in unserem Fehlerschitzer beriicksichtigt werden. Liegt sie auf dem
Neumann-Rand berechnen wir den Normalvektor und den Mittelpunkt der Kante, um
g zu approximieren und berechnen den Fehler. Da wir die Neumann-Randbedingungen
extra gegen den Uhrzeigersinn gespeichert haben, zeigen die Normalvektoren auch alle
nach aufen. Falls die Kante aber im Inneren unseres Gebietes liegt, berechnen wir
den Fehler exakt zweimal pro Kante, da wir in der &ufseren Schleife (Zeile 15) {iber
jedes Dreieck und in der inneren Schleife (Zeile 27) iiber alle Kanten des Dreiecks
iterieren. Weil n, = —n_ gilt, berechnen wir einmal den Fehler mit n; und mit
dem anderen Dreieck einmal mit n_. Aufgrund der Tatsache, dass wir nachher das
Ergebnis quadrieren ist das exakte Vorzeichen nicht relevant.

Zeile 50—58: Jetzt miissen wir nur noch die restlichen Ergebnisse berechnen und alles
zusammenfiihren. Somit iterieren wir nochmal iiber alle Dreiecke und approximieren
dabei b,c und f mittels Schwerpunkt-Quadratur. Zusétzlich addieren wir jetzt die
quadrierten Fehler der Kanten jedes Dreieck und multiplizieren mit |7'|. Am Ende
miissen wir nur noch den ersten Summanden |T'|?(f(s7) — b(s7) - VU — c(s7)U(s7))?
unserer Formel (36) hinzu addieren. Dazu nutzen wir Vj(s7) = 1/3 im Schwerpunkt
und es gilt

J=1

3 .
Ust) = D aiVilsr) = Y 2 (38)
j=1

32



9 Numerische Experimente

Um die Effizienz des angegebenen Codes zu belegen, konzentriert sich dieses Kapitel auf
einige numerische Beispiele. Fiir das Visualisieren der diskrete Losung U = Zjvzl x;V; kann
man in Python den folgenden Befehl verwenden:

import plotly.figure_factory as ff

2| fig = ff.create_trisurf (coordinates[:,0], coordinates[:,1], x, \
: simplices = elements[:,0:3]-1)
4| fig.show ()

Python-Code 9.1: Eine Moglichkeit um die berechnete Losung zu visualisieren

9.1 Erstes Beispiel

Fiir das erste Beispiel betrachten wir
u(z,y) = (1 —z)y(1 —y) in Q=(0,1)% (39)

welche die Bedingungen v € C*°(Q) und ulgpq = 0 erfiillt. Wir definieren I'p = 09 und
I'y = (). Somit erhalten wir f := —Au = —2(—x + 22 — y + y?) sowie up = 0. Aukerdem
gilt A=1,b=0und c = 0. Da die Losung u glatt ist, muss uniforme Verfeinerung schon
die optimale Rate ausgeben. In Abbildung 9.2 kénnen wir die optimale Rate ©(M -1/ 2)
fiir die adaptive (6 = 0.25) aber auch uniforme Strategie beobachten. Auferdem ist gut zu
sehen, dass der Fehler und der Fehlerschéatzer parallel verlaufen. Zusétzlich kénnen wir in
Abbildung 9.3 auch die Fehler gegeniiber der gebrauchten Laufzeit sehen, welche auch mit
der optimalen Rate fallen.

0.8 4

0.6 4

0.4 o

0.2+

0.0 4

0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 9.1: Das Anfangsgitter von € aus Beispiel 1 mit dem Dirichlet-Rand I'p in rot markiert
(links). Die Losung u(z,y) = (1 — 2)y(1 — y) (rechts).
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Abbildung 9.2: Der Galerkin Fehler (mit Iu als nodale Interpolation von w) und der residuale
Fehlerschétzer n des ersten Beispiels in Abhéngigkeit zur Anzahl an Elementen. Wir betrachten
sowohl uniforme Netzverfeinerung als auch den adaptiven Algorithmus dem Python-Code 8.1.
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Abbildung 9.3: Der Galerkin Fehler (mit Iu als nodale Interpolation von ) und der residuale
Fehlerschiitzer n des ersten Beispiels in Abhéngigkeit zur Anzahl an Elementen. Wir betrachten
sowohl uniforme Netzverfeinerung als auch den adaptiven Algorithmus dem Python-Code 8.1.
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9.2 Zweites Beispiel

Im néchsten Beispiel betrachten wir dieselbe Losung u, aber verdndern unsere Randbe-
dingungen. Wir betrachten diesmal I'p = {(z,y) € 02 : = 0V y € {0,1}} und
'y = {(z,y) € 09 : © = 1}. Somit haben wir ¢ = (1 — 22)y(1 — y). Und wieder se-
hen wir in Abbildung 9.5 und in Abbildung 9.6 die optimale Rate fiir adaptive (0 = 0.25)
und uniforme Strategie.
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0.0 1

0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 9.4: Das Anfangsgitter von €2 aus Beispiel 2 mit dem Dirichlet- und Neumann-Rand
in rot bzw. griin markiert (links). Die Losung u(z,y) = z(1 — 2)y(1 — y) (rechts).
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Abbildung 9.5: Der Galerkin Fehler (mit Iu als nodale Interpolation von ) und der residuale
Fehlerschiitzer 1 des zweiten Beispiel in Abhéngigkeit zur Anzahl an Elementen. Wir betrachten
sowohl uniforme Netzverfeinerung als auch den adaptiven Algorithmus aus Python-Code 8.1.
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Abbildung 9.6: Der Galerkin Fehler (mit Iu als nodale Interpolation von ) und der residuale

Fehlerschiitzer 1 des zweiten Beispiel in Abhéngigkeit zur gebrauchten Zeit. Wir betrachten sowohl
uniforme Netzverfeinerung als auch den adaptiven Algorithmus aus Python-Code 8.1.

9.3 Drittes Beispiel
Fiir das dritte Beispiel betrachten wir
u(z,y) ==zy in Q= (-1,1)%\([0,1] x [-1,0]). (40)
Diesmal wéhlen wir den Drichlet-Rand und Neumann-Rand wie folgt:
'p={(z,y) €92:(x=0Ay e (-1,0)V(ze(0,1)ANy=0)}, T'ny=00\Tp. (41)

Zusitzlich withlen wir diesmal A = I,b = (1,0)” und ¢ = 0. Somit erhalten wir fiir f(z,y) =
y,up = 0 und g = J,u. Wieder sehen wir in Abbildung 9.8, dass die Rate der uniformen
und die der adaptiven Strategie (§ = 0.25) ©(M/?) ist.

-1.0 -0.5 0.0 0.5 10

Abbildung 9.7: Das Anfangsgitter von 2 aus Beispiel 3 mit dem Dirichlet- und Neumann-Rand
in rot bzw. griin markiert (links). Die Losung w(z,y) = xy (rechts).
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Abbildung 9.8: Der Galerkin Fehler (mit Iu als nodale Interpolation von ) und der residuale
Fehlerschiitzer n des dritten Beispiel in Abhéngigkeit zur Anzahl an Elementen. Wir betrachten
sowohl uniforme Netzverfeinerung als auch den adaptiven Algorithmus aus Python-Code 8.1.
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Abbildung 9.9: Der Galerkin Fehler (mit Tu als nodale Interpolation von ) und der residuale

Fehlerschétzer n des dritten Beispiel in Abhéngigkeit zur gebrauchten Zeit. Wir betrachten sowohl
uniforme Netzverfeinerung als auch den adaptiven Algorithmus aus Python-Code 8.1.
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9.4 Viertes Beispiel

Als letztes Beispiel betrachten wir noch den Fall, wenn wir die Lésung nicht vorgegeben
haben. Wir wéhlen:

Q= (~1,1)2\ (0, 1] x [~1,0])

(42)
I'p:={(z,y) €92: (x=0Ny € (—-1,0))V(re(0,1) Ay=0)}

mit demselben Angfangsgitter wie in Abbildung 9.7 und betrachten

—div (AVu) +b-Vu+cu=1=f inQ
u=0 aufl'p (43)
(AVu) -u=0 auf 9Q\T'p

mit A = I,b=(1,1)" und ¢ = 1. Hier sehen wir in Abbildung 9.10 die Rate ©(M ~/?) fiir
die adaptiven (mit = 0.25) und die Rate ©(M~1/3) fiir die uniforme Strategie. Fiir dieses
Beispiel sehen wir in Abbildung 9.12 einige adaptiv verfeinerte Gitter und in Abbildung 9.13
die Ausgabe des Python-Codes 9.1, in der wir eine diskrete Losung U auf einem uniformen
Gitter visualisieren.
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Abbildung 9.10: Der residualen Fehlerschitzer n des vierten Beispiel in Abhéngigkeit zur Anzahl
an Elementen. Wir betrachten sowohl uniforme Netzverfeinerung als auch den adaptiven Algorith-
mus aus Python-Code 8.1.
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Abbildung 9.11: Der residualen Fehlerschitzer 1 des vierten Beispiel in Abhéngigkeit zur ge-
brauchten Zeit. Wir betrachten sowohl uniforme Netzverfeinerung als auch den adaptiven Algorith-
mus aus Python-Code 8.1.
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Abbildung 9.12: Einige adaptive Gitter von Beispiel 4. Wir sehen #7 3=37 (links oben), #7 5 = 85
(rechts oben), #7T9 = 358 (links unten) und #71; = 709 (rechts unten).
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Abbildung 9.13: Die Losung u aus Beispiel 4.
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