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Abstract (English)

We are concerned with the analysis and numerical solution of some boundary value
problems for the Lamé equation from linear elasticity. These partial differential equations
are reformulated as boundary integral equations and are then treated numerically by use
of BEM (boundary element method) and the coupling of BEM and FEM (finite element
method).

A special focus of our work lies on adaptivity: We use error indicators to get local in-
formation on where to refine the underlying boundary mesh and thereby to increase the
accuracy of the discrete approximate solution. We introduce and analyze various error
indicators for adaptive BEM and FEM-BEM-coupling.

An important tool in our analysis is the theory of interpolation spaces, see [BL76]. We
contribute to this theory by considering interpolation of semi-norms instead of norms.
We prove equivalence of the interpolation semi-norm and the usual Slobodeckij semi-
norm on fractional-order Sobolev spaces H*(X), s € (0,1), and study how the involved
equivalence constants behave under Lipschitz transformations of the domain X, thereby
generalizing results from the recent paper [Heuld]. Next, we use this to prove uniform
equivalence of the two kinds of semi-norms on node patches of a triangulated surface.
As an application of our findings in interpolation space theory, we give a new proof of
the localisation of the H*(T')-norm from [CMSO01], a fundamental result to establish, for
instance, reliability of a weighted-residual error estimator for BEM.

Numerical experiments in 2D for BEM as well as FEM-BEM-coupling are presented to
confirm our theoretical findings and illustrate their applicability. A detailed discussion of
implementational issues such as numerically stable computation of the discrete boundary
integral operators is included as well.



Abstract (Deutsch)

Wir beschiftigen uns mit der Analysis und der numerischen Losung einiger Randwert-
probleme fiir die Lamé-Gleichung aus der linearen Elastitzitétstheorie. Die partiellen
Differentialgleichungen werden zu Integralgleichungen auf dem Rand umformuliert, um
dann numerisch mit BEM (boundary element method, Randelementmethode) und der
Kopplung von BEM und FEM (finite element method) in Angriff genommen zu werden.

Ein besonderer Fokus unserer Arbeit liegt auf Adaptivitdt: Wir benutzen Fehlerindikato-
ren, um lokale Information dariiber zu erhalten, wo das zu Grunde liegende Rand-Gitter
verfeinert werden soll, um die Genauigkeit der diskreten approximativen Ldsung zu ver-
bessern. Wir definieren und analysieren verschiedene Fehlerindikatoren fiir die BEM und
die FEM-BEM-Kopplung.

Ein wichtiges Werkzeug fiir unsere Analysis liefert die Theorie der Interpolationsréu-
me, siehe [BL76]. Wir tragen zu dieser Theorie bei, indem wir die Interpolation von
Seminormen untersuchen. Wir beweisen die Aquivalenz der interpolierten Seminorm und
der iiblichen Slobodeckij-Seminorm auf Sobolev-Raumen gebrochener Ordnung H*(X),
s € (0,1). Wir untersuchen, wie sich die involvierten Aquivalenzkonstanten bei Lipschitz-
Transformation des Gebietes X verhalten, und verallgemeinern im Zuge dessen Resultate
der erst kiirzlich erschienenen Arbeit [Heul4]. Dies benutzen wir, um die gleichméfige
Aquivalenz der beiden Seminormen auf Knoten-Patches einer triangulierten Oberfliiche
zu zeigen. Als Anwendung unserer Erkenntnisse in der Theorie der Interpolationsriu-
me geben wir einen neuen Beweis der Lokalisierung der H*(T')-Norm aus [CMS01], ein
fundamentales Resultat, welches beispielsweise benutzt wird, um die Zuverldssigkeit des
gewichteten Residualschitzers fiir BEM zu beweisen.

Wir prasentieren numerische Experimente in 2D fiir sowohl BEM als auch FEM-BEM-
Kopplung, um unsere theoretischen Ergebnisse zu bestitigen und deren Anwendbarkeit
zu illustrieren. Eine detaillierte Diskussion einiger Fragestellungen bei der Implementie-
rung, wie etwa der numerisch stabilen Berechnung der diskreten Randintegraloperatoren,
ist ebenfalls inkludiert.



Inhaltsverzeichnis

[L1.1 Motivation: Die Lamé-Gleichungl . . . . .. ... . ... ... ... ...,

1.2 Aufbau der Arbeitl . . . . . . . ..

B Funkil ol

[2.1.1  Lipschitz-Funktionen|. . . . . . . . . ... . ... ... . ......
[2.1.2  Der Oberflachengradient| . . . . . . . ... . ... ... ... ....
[2.2  'lIriangulierungen und diskrete Raume| . . . . . . . ..o o000
[2.2.1 Formregularitat|. . . . . ... ... .. ... ... ... . ... ...

[2.3 Interpolationsraume| . . . . . . ... Lo Lo

[2.3.1 Der Interpolationssatz] . . . . . . . . ... ...
2.3.2  Sobolev-Raume als Interpolationsraume| . . . . . . .. . ... ...
2.3.3 Aquivalenz der Seminormen bei Lipschitz-Transformation| . . . . .
2.3.4 Aquivalenz der Seminormen auf Patches| . . . . . .. .. ... ...
[2.3.5 Weitere Konsequenzen| . . . . . . . . .. ... ... ...

[3 Elliptische Systeme und Randintegralgleichungen|
[3.1 Elliptische Systeme| . . . . . . . . . ... Lo
B8.1.1 Die Greenschen Formelnl . . . . . .. ... . ... ... ... ...,
[3.1.2  Schwache Formulierung der Lamé-Gleichung| . . . . . . . .. . . ..
[3.2 Analytische Losungen| . . . . . .. . . ... ... .. L.
[3.2.1  Lamé-Gleichung n 2D| . . . . . . ... ... ... ... ...
[3.2.2  Fundamentallosungen| . . . .. ... ... . ... ... ...
[3.3 Integraloperatoren| . . . . . . . .. ... oL
[3.3.1  Potentiale und Abbildungseigenschaften| . . . . . . . ... . . ...
13.3.2  Randintegralgleichungen| . . . . . . . ... ... ... 0L

[4 Adaptive BEM|

4.1  BEM ftiur die schwach singulare Integralgleichung| . . . . . . . . ... ...
4.1.1 A prior1 Fehlerschatzung| . . . . . .. . ... ... 0L
[4.1.2  Diskretes Gleichungssystem| . . . . . ... ... ... ... .....

[4.2 A posteriori Fehlerschatzung und Adaptives Verfahren| . . . . . . . . . ..
[4.2.1  Der h-h/2-Schétzer[. . . . . . . .. . ... .. L
422 Der Residualschatzer . . . . . . ... ... oo o000

[6  Adaptive FEM-BEM-Kopplung]
[5.1 Johnson-Nédélec-Kopplung| . . . . . . ... ... ... ... ... ...

lpo.1.1  Darstellungsformel im Aulsenraum| . . . . . .. ... ... .. ...
[5.1.2  Herleitung der Johnson-Nédélec-Kopplung| . . . . . ... ... ...

14
14
19
24
32
33
35
37
37
42

49
53

55
95
o6
o8
62
62
64
65
67
72

75
75
76
77
7
79
82



6 Implementierung in 2D|
6.1 Uberblickl . . ... ... ...
[6.1.1  Integraloperatoren| . . . . . . . . .. ... . L.
16.1.2  Schwach singulare Integralgleichungl . . . . .. ... ... .. ...
6.2 Implementierung der Integraloperatoren| . . . . . . . . . . ... ... ...
6.2.1 Der V-Operator|. . . . . .. .. . .. ... ...
6.2.2  Der K-Operator] . . . . . ... ... ... ...,
6.3  Implementierung der BEM-Fehlerschatzer] . . . . . .. ... ... ... ..
6.4 PIAFEM fir elliptische Systeme] . . . . . . . . .. ... ... .. ... ..
641 Der FEM-5olver: 50 Lines of MATLABI . ... ... .. ... ...
6.4.2 A posterior1 Fehlerschatzungl . . . . . . . ... ... .. ... ...
6.5 FEM-BEM-Kopplung|. . . . . . .. . . .. o
16.5.1  Funktionen fiir die Johnson-Nédélec-Kopplungf. . . . . . . . . . ..
16.5.2  Exakte Losungen und die MATLAB Symbolic Toolbox| . . . . . . .

7 Numerische Ergebnisse|
[7.1 Integraloperatoren in Aktion|. . . . . . . ... ... oL
7.2 Ergebnisse tir BEM| . . . ... ... o oo
[721 T-Shapel . . . . . . . .

[7.3  Ergebnisse tur FEM-BEM-Kopplung| . . . . . ... ... ... ... ....
[7.3.1 Glattes Problem aut dem Quadrat| . . ... ... ... ... ....
[7.3.2 L-Shape|l . . . . . . .

[Literatur]

97

97

98

99
102
102
110
111
113
115
119
121
122
125

128
128
131
131
136
145
145
149

152



1 Einleitung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Analysis und numerischen Lésung einiger Glei-
chungen aus dem Gebiet der linearen Elastizitdtstheorie mit Hilfe von BEM (boundary
element method, Randelementmethode) bzw. der Kopplung von FEM und BEM. Ein Fo-
kus liegt dabei auf adaptiven Verfahren, d.h. das der Diskretisierung zu Grunde liegende
Netz wird in Abhéngigkeit von Fehlerindikatoren lokal verfeinert.

1.1 Motivation: Die Lamé-Gleichung
Als erstes Modellproblem betrachten wir das Dirichlet-Problem

—pAu — (A + p)Vdive = 0 in €, (1.1)
u = g auf T. (1.2)

fiir ein Gebiet 2 C R™ mit I' := 02. Die partielle Differentialgleichung bezeichnen
wir als Lamé-Gleichung. Es handelt sich eigentlich um ein System von n Gleichungen:
Die Unbekannte u ist eine vektorwertige Funktion w: 2 — R". Andere Namen fiir
sind Navier-Cauchy-Gleichung oder einfach Gleichungen der linearen Elastostatik. Die
Parameter pu, A € R sind bekannt als Lamé-Parameter oder Lamé-Konstanten.

Wir wollen eine grobe Idee davon geben, welche Bedeutung das Problem f in
der Praxis hat. Prignant ausgedriickt, beschreibt die Lamé-Gleichung die Deformation
eines elastischen Korpers unter der Einwirkung verschiedener Kéfte. Das Gebiet 2 C R™
reprisentiert den Korper in seiner ,Referenzkonfiguration®, d.h. vor der Deformation.
Die vektorwertige Funktion w = (ul,...,u"): Q@ — R reprisentiert die Verformung
relativ zur Referenzkonfiguration, d.h. ein Punkt = € ) des Kérpers wird in den Punkt

x 4+ u(x) € R™ verschoben.

Betrachten wir nun einen beliebigen Teil des Korpers Q* C Q, d.h. 0Q* ist eine Hy-
perfliche in Q. Die Oberflichenspannung, die wegen der Deformation auf 9€2* entsteht,
wird durch den (Cauchyschen) Spannungstensor o(u) = (0i;(u)): € — R™ ™ beschrie-
ben. Dieser reprisentiert eine lineare Abbildung, welche den Normalvektor n bei einem
Punkt x € 9Q* mit einem Spannungsvektor o(u) - n assoziiert. Angenommen, auf den
Korper wirkt dariiber hinaus noch eine Volumenskraft f: Q@ — R™, so erhilt man aus
dem zweiten Newtonschen Gesetz der Bewegung (,Masse mal Beschleunigung ist gleich

Kraft“) die Gleichung
d*u /
pP—s = o(u) n+ f.

Die skalare Funktion p bezeichnet hier die Massendichte des Korpers 2. Wendet man den
Gaufsschen Integralsatz an und beachtet, dass Q* C ) beliebig war, erhélt man

d*u

Pz = divo(u)+ f in Q.



Der Ausdruck divo(u) ist hier komponentenweise als
n
(divo(u))* = Z@i(mg(u) firallek=1,...,n
i=1

zu lesen. Wenn sich der Korper in Ruhe befindet, verschwindet die Zeitableitung, und
die Gleichung vereinfacht sich zu

—divo(u)=f in Q.
Wir sprechen dann von Elastostatik. Wir werden vor allem den Fall f = 0 betrachten:

—divo(u) =0 in Q. (1.3)

Physikalische Uberlegungen zeigen, dass der Spannungstensor o(u(z)) von der Lingen-
verzerrung der Abbildung = — x + u(z) lokal im Punkt = abhéngt, d.h. vom Verhéltnis
von v (I +Vu)T (I + Vu)v zu vTv fiir v € R™. Hier ist I € R™ " die Einheitsmatrix und
Vu = (9;u'); j die Jacobi-Matrix von u. Die Matrix

(I +Vu)' (I +Vu) - 1) (1.4)

wird als Verzerrungstensor bezeichnet. In vielen relevanten Anwendungen kann man da-
von ausgehen, dass Vu sehr klein ist, und muss daher nur den (linearisierten) Verzer-
rungstensor £(u) betrachten, welcher aus durch Vernachlissigen des Terms Vu! Vu
entsteht:

e(u) =3 (Vu + Vul).

Das Hookesche Gesetz postuliert dariiber hinaus einen linearen Zusammenhang zwischen
dem Spannungtensor o(u) und dem Verzerrungstensor e(u):

o(u) = As(u).

Ab hier spricht man von linearer Elastostatik. A = (afj) € R gt eine lineare
Abbildung R™*" — R™*™ und wird durch die speziellen Eigenschaften des Materials,
aus dem der Korper besteht, bestimmt. Im Allgemeinen hingt A von z € () ab; ist das
Material jedoch homogen, so ist A konstant.

Trifft man zusétzlich die Annahme, dass das Material isotrop ist, also aus allen Richtun-
gen gleich ausschaut, so kann man im dreidimensionalen Fall n = 3 daraus ableiten, dass
die 3* = 81 Koeffizienten von A = (af}) durch nur zwei Parameter A\, u € R vollstindig
bestimmt werden. Dies sind die zuvor erwédhnten Lamé-Konstanten. Es gilt dann

o(u) = Adivu)l + 2us(u). (1.5)

Fiir unsere Zwecke ist (1.5) die Definition des Spannungstensors o(u), und zwar fiir
beliebiges n > 2.



Die Lamé-Gleichung ([1.1]) ergibt sich nun aus ([1.3]) und (|1.5)). Wir berechnen
(divo(w)® = > diow(u)
= )0 (A(divu)di + 2pein(uw))
= A@k(div u) +u Z 81(811/“ + 8ku’)

= pAuF + (A4 )y (divu)
fiir jedes k =1,...,n. Zusammen mit (|1.3) gilt also
—pAu — (A + p)Vdive = —divo(u) =0 in Q

und damit .

Zusammengefasst beschreibt die Lamé-Gleichung , zumindest fiir n = 3, das Verhal-
ten von (hinreichend kleinen) Deformationen w: 2 — R™ eines ruhenden, elastischen Kor-
pers aus homogenem, isotropem Material, welche die Annahme des Hookeschen Gesetzes
erfiillen. Die Randbedingung bedeutet, dass die Deformationen auf der Oberfliche
des Korpers vorgegeben werden und jene im Inneren als Unbekannte verbleiben.

Natiirlich sind auch andere Randbedingungen denkbar: Man konnte beispielsweise die
Oberflachenspannung o(u)-n auf I" vorgeben; dies fithrt auf ein Neumann-Problem. Wir
konzentrieren uns in dieser Arbeit vorerst auf das Dirichlet-Problem. Spéter werden wir
zusdtzlich ein sogenanntes Transmissionsproblem betrachten, wo die Verschiebung w auf
ganz R™ \ T gesucht ist und Vorgaben an die Spriinge von u und o(u) - n entlang von T’
gemacht werden; mehr dazu in Abschnitt [5]

Fiir mehr Information zur Theorie der Elastizitit und zur Modellierung der Lamé-

Gleichung verweisen wir auf [LL59] und [NHS80].

1.2 Aufbau der Arbeit

Wir werden uns mit dem Dirichlet-Problem f und verwandten Randwertproble-
men im Wesentlichen aus drei verschiedenen Blickwinkeln auseinandersetzen: zunéchst
aus einem rein (funktional-)analytischen, dann aus dem Blickwinkel der numerischen
Analysis, und schlieklich vom Standpunkt der praktischen Implementierung aus. Ent-
sprechend kénnen wir eine grobe Gliederung der Arbeit wie folgt angeben:

e In den Abschnitten 2Jund [B|behandeln wir analytische Grundlagen: Funktionenriu-
me, schwache Formulierungen, Integralgleichungen; die (klassische) partielle Diffe-
rentialgleichung f erscheint in verschiedenen Formulierungen als lineare
Gleichung in gewissen Hilbertraumen.

e In den Abschnitten [4 und [5 analysieren wir numerische Verfahren, BEM und FEM-
BEM-Kopplung, mit Fokus auf Adaptivitdt und a posteriori Fehlerschatzung; Mit
Hilfe der Galerkin-Methode studieren wir eine diskretisierte Form von f

in endlich-dimensionalen Funktionenrdumen.



e In den Abschnitten [6] und [7] behandeln wir schlieflich die Implementierung und
prisentieren numerische Ergebnisse; wir arbeiten mit MATLAB als Programmier-
werkzeug, um nédherungsweise Losungen von (1.1)—(1.2]) zu berechnen und zu vi-
sualisieren.

Die grobe Unterteilung ist typisch fiir Arbeiten aus der numerischen Analysis; bei néhe-
rem Hinsehen wird der Leser aber feststellen, dass wir in unserer Arbeit nicht immer nur
Standard-Wege beschritten haben und — von den analytischen Grundlagen angefangen
— Resultate inkludiert haben, die auch fiir Experten auf dem Gebiet neu sein konn-
ten. Wir geben nun einen detaillierteren inhaltlichen Uberblick, wobei wir versuchen, die
vorliegende Arbeit in die existierende Literatur einzuordnen und eigene Beitriage heraus-
zustreichen.

Das Thema von Abschnitt [2] lautet ,,Funktionenrdume®. Zunéchst starten wir in mit
einer Zusammenstellung der wichtigsten Fakten iiber Sobolev-Ré&ume. Dieses Material
ldsst sich in so gut wie jedem einfiihrenden Textbuch iiber PDE-verwandte Themen fin-
den. In §2.1.1] beschéftigen wir uns mit einigen Eigenschaften von Lipschitz-Funktionen.
Dies geschieht vorbereitend auf eine ausfiihrliche Diskussion des Raumes H'(I'), wobei T’
eine kompakte Lipschitz-Mannigfaltigkeit ist. Eine wichtige Tatsache ist, dass fiir H*(T)
mit Hilfe des Oberflichengradienten eine einfach zu handhabende Norm definiert werden
kann:

||u||§{1(p) = ||u”%2(1“) + HVFUH%?(F)‘

Wir haben uns entschlossen, dieses Resultat sauber auszuarbeiten, da es in Textbiichern
wie [McL00, [HWO0S) [Ste08] iiblicherweise nicht behandelt wird; dies geschieht in §2.1.2]
Wir geben unter anderem eine eigene, anschaulich-geometrische Definition des Oberfla-
chengradienten.

In §2.2] fithren wir Notationen im Zusammenhang mit Triangulierungen und diskreten
Riumen ein. Wir definieren das Konzept der Formregularitét und ziehen einige elemen-
tare Konsequenzen.

Der Unterabschnitt [2.3] Interpolationsraume, ist vielleicht der innovativste Teil der Ar-
beit. Wir verallgemeinern die Theorie der Interpolationsrdume, wie sie beispielsweise in
[BL76] fiir Banachrdume entwickelt wird, auf den Fall von seminormierten Rdumen. In
weiterer Folge charakterisieren wir die interpolierte Seminorm in Sobolev-Raumen H*(X)
fiir s € (0,1). Wir gehen auch niher darauf ein, wie sich die involvierten Aquivalenzkon-
stanten bei Lipschitz-Transformationen des Gebietes X verhalten; im Zuge dessen ver-
allgemeinern wir die Resultate der erst kiirzlich erschienenen Arbeit von Heuer [Heul4],
der affine Transformationen betrachtet.

Als Hauptresultat erhalten wir in die gleichmifige Aquivalenz der Interpolations-
und der Slobodeckij-Seminorm auf Patches einer formreguldren Triangulierung, siehe
Theorem [2.55] Eine Anwendung dafiir finden wir spéter in Abschnitt £.2] beim Beweis
der Zuverldssigkeit des Residualschétzers.

Im Zuge des Beweises von Theorem [2.55] geben wir aukerdem eine Rechtfertigung fiir
Skalierungsargumente auf formreguldren Patches. Dies kann auch in Situationen prak-
tisch sein, die nichts mit Interpolationsriumen zu tun haben, und wurde etwa bereits in
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FFME™14| fiir den Beweis der Konvergenz des Faermann-Fehlerschiitzers angewandt.

Der Abschnitt Bl hat wieder eher einfithrenden Charakter und ist in Aufbau und Prisen-
tation stark an [McLO0| angelehnt. Wir diskutieren in die Lamé-Gleichung als
Spezialfall elliptischer Systeme zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Als grund-
legende Werkzeuge bendtigen wir die erste und zweite Greensche Formel. Wir geben eine
schwache Formulierung des Dirichlet-Problems f und diskutieren deren eindeu-
tige Losbarkeit. Einen komplett anderen Zugang zur Lamé-Gleichung in 2D sehen wir in
d

§3.2, wo wir eine ,allgemeine Losungsformel” von ([1.1]) mit Hilfe analytischer Funktionen
herleiten, die sich spéter fiir unsere numerischen Experimente als praktisch erweist.

In befassen wir uns schlieflich mit dem analytischen Fundament der BEM: der
Theorie der Randintegralgleichungen. Wir beweisen die zentrale Darstellungsformel

u=Nf—K(yu)+ V(nu) in (1.6)

fiir Losungen von (|1.1)) mit allgemeiner rechter Seite f, sowie die Abbildungseigenschaf-
ten der involvierten Integraloperatoren. Dies fiihrt auf die alternative Formulierung des
Dirichlet-Problems (1.1)—(1.2) als Integralgleichung auf dem Rand:

Vo= (K+3)g aufl. (1.7)

Der (schwach singulire) Integraloperator V' ist hierbei gegeben durch

(Vé)(x) = / Ul — y)d(y) dy

mit U(z) der Fundamentallésung der Lamé-Gleichung. All dies ist Standard-Material

und in [McL00, [Ste08] zu finden.

Die Gleichung , bekannt als schwach singuldre Integralgleichung, liefert den Aus-
gangspunkt fiir den Numerik-Teil unserer Arbeit. In Abschnitt [] befassen wir uns aus-
fithrlich mit Galerkin-BEM niedrigster Ordnung fiir , d.h. wir diskretisieren mit
stiickweise konstanten Ansatz- und Testfunktionen. Wir diskutieren zunéchst Approxi-
mationseigenschaften dieser diskreten Réume in H 1/ 2(I") und die damit einhergehende
a priori Abschitzung; dann wenden wir uns der a posteriori Fehlerschitzung zu und
formulieren einen Algorithmus fiir adaptive BEM.

Zwei Fehlerschitzer fiir unser adaptives Verfahren analysieren wir in §4.2]im Detail: Den
h-h/2-Schétzer und den gewichteten Residualschitzer. Die Analysis ist an [FLP08| bzw.
[CMS01] angelehnt; insbesondere reproduzieren wir die Hauptresultate dieser beiden Ar-
beiten, ndmlich Effizienz des h-h/2-Schitzers bzw. Zuverlédssigkeit des Residualschétzers.
Eine Besonderheit im Unterschied zu den genannten Arbeiten ist, dass wir auch alle be-
notigten Hilfsresultate selbst beweisen. Wir machen dabei systematisch Gebrauch von
der Interpolationstheorie aus und erhalten dadurch recht effiziente, transparente
Beweise. Besonders hervorheben mochten wir Theorem [A.9] iiber die Lokalisierung der
H#*(T')-Norm fiir s € (0,1). Die von uns adaptierte Beweistechnik stammt aus [CMS01]
und benutzt die interpolierte H*(I')-Seminorm; da wir aber in die gleichmiRige Aqui-
valenz der interpolierten und der Slobodeckij-Seminorm bewiesen haben, erhalten wir die

11



Lokalisierung auch fiir die Slobodeckij-Seminorm. Das Resultat in dieser zweiten, dquiva-
lenten Form entstammt urspriinglich den Arbeiten [Fae00), Fae02], wurde dort allerdings
mit einer komplett anderen Technik bewiesen.

In Abschnitt [5] geht es um die adaptive Kopplung von FEM und BEM. Zunéchst fithren
wir ein neues Modellproblem aus der Elastizitdtstheorie ein, fiir das sich FEM-BEM-
Kopplung als numerisches Verfahren gut eignet: ein sogenanntes Transmissionsproblem,
bei dem eine Funktion gesucht wird, welche die Lamé-Gleichung in € bzw. R™ \  mit
verschiedenen Lamé-Konstanten 16st. Wir leiten in §5.1] eine alternative Formulierung
her, bei der die Gleichung im Aufenraum durch eine Randintegralgleichung ersetzt wird:
die Johnson-Nédélec-Kopplung. Um die Aquivalenz zur urspriinglichen Formulierung zu
beweisen, benotigen wir einige Resultate im Zusammenhang mit einer Darstellungsformel

analog zu ((1.6) im Aufenraum.

In §5.2)machen wir uns an die Analysis der diskretisierten Johnson-Nédélec-Kopplung. Es
war bis vor Kurzem ungeklért, ob dieses diskrete Problem iiberhaupt (eindeutig) losbar
ist; dies konnte in einer Reihe von Arbeiten beginnend mit fiir die Laplace-
Gleichung gezeigt werden. Zuletzt wurde in [FFKP12] das vorliegende Transmissionspro-
blem behandelt, wobei die Methode der impliziten Stabilisierung aus fiir die
Lamé-Gleichung adaptiert wurde. Wir geben im Wesentlichen den Beweis von [FEKP12]
wieder. Schlieflich definieren wir in §5.3] einen Fehlerschitzer und formulieren einen Al-
gorithmus fiir die adaptive Umsetzung der Johnson-Nédélec-Kopplung. Dies beschliefst

den theoretischen Teil unserer Arbeit.

Die Hauptaufgabe der Diplomarbeit war jedoch praktischer Natur: Die Implementierung
von adaptiver BEM und FEM-BEM-Kopplung fiir die Lamé-Gleichung in 2D. Das Ziel
war eine Erweiterung der MATLAB-Programmbiblothek HILBERT [AEET*13|, die da-
vor auf Randwertprobleme fiir die Laplace-Gleichung beschrinkt war. In Abschnitt [6]
diskutieren wir diese Implementierung. Zunédchst geben wir in §6.1| eine detaillierte Do-
kumentation der von uns entwickelten MATLAB-Funktionen fiir die adaptive Lésung
von mit BEM. In beschreiben wir das genaue Vorgehen bei der Berechnung
der Eintrége der Galerkin-Matrix, welche durch Doppelintegrale der Form

/S/TU(x—y)d:Udy

gegeben sind. Wir zeigen, wie man diese Integrale exakt mit Hilfe analytischer Formeln
auswerten kann und diskutieren wie sich vorgehen ldsst, um numerische Instabilitdten
bei der Auswertung zu umgehen. In §6.4) wenden wir uns der FEM-Implementierung der
Lamé-Gleichung und allgemeiner elliptischer Systeme zu und prasentieren effizienten,
kurzen und gut lesbaren MATLAB-Code im Stil von [FPWTI]. Schlieflich behandeln wir
in §6.5] die Implementierung der FEM-BEM-Kopplung, wieder mit einer ausfiihrlichen
Dokumentation der von uns entwickelten Programme.

Der siebte und letzte Abschnitt dient der Prisentation unserer numerischen Ergebnisse.
Wir betrachten Bilder unserer adaptiv verfeinerten Netze und der darauf berechneten
diskreten Losungen, diskutieren das Konvergenzverhalten unserer numerischen Verfahren
anhand von Konvergenzplots und vergleichen dabei die Performance der in Abschnitt [4]

12



und [f|formulierten adaptiven Algorithmen mit ,naiver uniformer Netz-Verfeinerung. Wir
gehen auch experimentell auf einige Feinheiten der Implementierung ein, wie die Wahl
des Adaptivitdtsparameters und die Verbesserung der Stabilitédt im Fall besonders starker
Singularititen der Losung. Als Kuriosum bestimmen wir in §7.2.2] anhand empirischer
Beobachtungen die exakte Losung von V¢ = g auf I fiir eine spezielle Wahl der rechten
Seite g und ' C R2.
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2 Funktionenraume

2.1 Sobolev-Raume

Wir rufen zu Beginn einige grundlegende Eigenschaften der fiir unsere Arbeit wichti-
gen Sobolev-Réume in Erinnerung. Im Folgenden bezeichne Q@ C R", n > 2, stets ein
Lipschitz-Gebiet mit Rand I' = 9€). Hierbei benutzen wir die Definition eines Lipschitz-
Gebietes aus [McL00L Kapitel 3|, welche im Wesentlichen besagt, dass sich I' lokal als
Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion darstellen ldsst. Wir setzen damit auch voraus,
dass Q2 offen und I' kompakt ist, nicht jedoch dass €2 beschrénkt oder zusammenhéngend
ist. Insbesondere ist mit Q stets auch Q' := R™ \ Q ein Lipschitz-Gebiet.

Die L?-Skalarprodukte auf Q bzw. I" schreiben wir als

(u,v)g—/ﬂu(x)v(x)dx und (u,v)p—/ru(x)v(m) dx,

wobei die Integration im zweiten Ausdruck beziiglich des Oberflichenmafes geschieht.
Da wir es oft mit vektorwertigen Funktionen zu tun haben, benutzen wir (fiir X = Q,T)
die Notation

L*(X)=L*(X)"={u=(u',...,u")": v’ € [*(X) firallei = 1,...,n}.

Der Produktraum L?(X) ist versehen mit dem Skalarprodukt

(u,v)x :Zn:(ui,vi)x :/ u-vdr

i=1 X

und der dazugehorigen Norm || - Hig x) = (+,-)x. Wie iiblich verstehen wir Ableitungen
von L2-Funktionen im distributionellen Sinn.

Fiir die Definitionen der Sobolev-Réume H*(Q), H*(), s € R, und H*(T'), s € [—1,1],
verweisen wir auf [McL00, Kapitel 3|. Wir fiihren hier nur einige Spezialfille an, welche
wir besonders haufig bendtigen werden, und definieren Seminormen.

Definition 2.1. Sei s € (0,1) und X = Q,T". Setze k = n falls X = Qund k =n—1
falls X =T'. Der Sobolev-Raum H*(X) ist gegeben durch

H*(X) = {u € L*(T) : |ulgs(x) < 00},
mit der Slobodeckij-Seminorm
2 Ju(z) — u(y)?
iy = dz dy.
ulfs(x) /X | — y[Fes ray
Fiir s =1 und X = Q setzen wir

HY Q) = {u € L*(Q): Vu e L*(Q)},
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und
[ulmo) = IVullg2(q)-

Wir versehen alle diese Rdume mit der Norm

ullFrexy = Il F2gxy + ulFre x)-

Fiir s = 0 setzen wir schlieflich noch H%(X) = L?(X).

Weiters definieren wir —

als Abschluss des Teilraumes D(Q2) C H!(f) der glatten Funktionen mit kompaktem
Trager in €. O

Die Definition einer Seminorm fiir H(I') werden wir in Abschnitt nachholen. Be-
kanntermaften kénnen Sobolev-Raume mit negativem Index als topologische Dualrdume
charakterisiert werden. Der Einfachheit halber benutzen wir dies gleich als Definition.

Definition 2.2. Wir setzen

H™S(Q) = H(Q)*, s>0,
HT) = HI)*, selo1].

O

Wie iiblich fassen wir die duale Klammer als erweitertes L?-Skalarprodukt auf, definieren
also beispielsweise fiir u € H~Y/2(T") und v € H'/?(T")

(u,v)p := (v,u)p := u(v).

Diese Schreibweise ist insofern konsistent, als der L?(T) via u +— (u, -)r als Teilraum von
H~Y2(I') aufgefasst werden kann. Die Einbettung ist auferdem dicht, sogar wenn man
sie auf H'/2(I") einschriinkt, wie das folgende abstrakte Lemma zeigt.

Lemma 2.3. Seien H und L reelle Hilbertraume mit stetiger Inklusion H C L. Dann
ist die Abbildung
J:H— H* uw (u,)r,

stetig mit dichtem Bild.

Beweis. Die Stetigkeit ist klar. Sei vpy: H — H* der Isomorphismus aus dem Satz von
Riesz-Fischer. Es reicht zu zeigen, dass LBlj : H — H dichtes Bild hat. Diese Abbildung
ist aber selbstadjungiert und positiv wegen

(g Ju,v) g = (Ju)(v) = (u,v),  fiir alle u,v € H.

Es folgt ran(g{lj)i = ker(gllj) = {0} und daraus ran(L;{lJ) =H. O
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Schlussendlich treffen wir wieder die Konvention, fette Buchstaben fiir die vektorwertigen
Versionen der eingefiihrten Rdume zu verwenden:

HY(Q) = HY(Q)", HY*T)=HY>D)", usw.

Diese Rdume seien stets mit der kanonischen ¢5-Produktraum-Norm versehen,
n
2 _ 02
el ) = D e x-
i=1

Die Bedeutung des Raumes H'/2(T') liegt in folgendem Satz.
Theorem 2.4 (Spursatz, [McL00, Theorem 3.37, Theorem 3.40|). Definiere den Spur-
operator v: C°(Q) — CO(T) durch

Yu = ulr.

Dann hat v eine eindeutige stetige und lineare Fortsetzung
yi HY(Q) — H'(T),
und diese ist surjektiv mit einer stetigen Rechisinversen. Weiters gilt ker v = H&(Q) O

Wir erinnern daran, dass mit { auch ' = R"\ Q ein Lipschitz-Gebiet ist und daher ein
Spuroperator v/ : H'(Q') — H'/?(T") fiir € existiert. Wir nennen diesen aus naheliegen-
den Griinden den duferen Spuroperator fiir Q und schreiben dafiir v := +/. Falls die
Unterscheidung wichtig ist, nennen wir entsprechend ~ den inneren Spuroperator und
schreiben 41"t := ~.

Es ist wiinschenswert, einen dufkeren Spuroperator nicht nur fiir globale H'(Q')-Funktionen
in der Hand zu haben, sondern auch fiir solche, die nur in einer Umgebung aufserhalb von
Q definiert sind. Dies wird im folgenden Lemma bewerkstelligt. Zuvor sei aus [McL0O0]

daran erinnert, dass der Raum H'(Q) auch charakterisiert werden kann als
H'(Q) = {ulo: ue H'(R")}
mit der dquivalenten Norm

~

llull 71 (o) )HU”Hl(R")-

min
Ulg=u, UeH(R"

Lemma 2.5 (Aufere Spur). Sei O C R” ein Lipschitz-Gebiet mit Q@ C O. Dann wird
durch

78" (ulonar) =y (uley)  fiir u € H'(R)
ein beschrinkter Operator v&: HY (O N Q') — HY2(T) wohldefiniert. Fir u € H'(O)
stimmen duflere und innere Spur auf T dberein, d.h.

ext

16t =",
Ist O' C R" ein weiteres Lipschitz-Gebiet mit Q C O', so gilt

6t =98 auf H'(OUO)NQ).
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Beweis. Fiir die Wohldefiniertheit ist zu zeigen, dass aus v € H'(R™) und u|png = 0
schon v**(u|q/) = 0 folgt. Dies folgt leicht aus der Charakterisierung

{u e H'(R™): ulora = 0} = {u € DR"): uorg = 0} 7', (2.1)

siehe [McL00, Theorem 3.29.(ii)|. Denn fiir glatte Funktionen mit u|png = 0 gilt sicher
7t (u|q) = 0, und wegen der Stetigkeit von u > v (u|q) beziiglich H!(R™) iibertrigt
sich diese Eigenschaft auf die rechte Seite von (2.1)), also auf die linke Seite, was zu
zeigen war. Fiir die Beschriinktheit, sei u € H'(R"). Betrachte fir U € H'(R") mit
Ulonar = ulongr die Abschétzung

v @l grrzwy < IV IIT e e @y < VT gy

Nach dem bisher gezeigten hingt die linke Seite nicht von U ab, weshalb wir auf der
rechten Seite zum Minimum iiber alle U € H'(R") mit Ulpng: = u|onq iibergehen
konnen. Wir schliefen

H’YGOXt(U’OmQ’)HHW(F) S llufonar ||z 0nery

also die Beschriinktheit von 7&®. Die Gleichheit von innerer und duferer Spur fiir u €
H'(O) sowie die letzte Aussage folgen ganz dhnlich wegen der Dichtheit von D(R") in
HY(O) bzw. HY((OUO')n ). O

Falls € beschrénkt ist, definieren wir den Raum

HL () :={u: ¥ = R:u e H(ONQ) fiir alle O D Q beschriinkt, offen}.

Die Aussage 75" = 75 aus dem letzten Lemma besagt dann, dass wir durch 4 := &*

einen einzigen Operator auf H,. () definieren kénnen, der

H,yextu||H1/2(F) < Collullmonary fiir alle u € H (), O D Q beschrinkt, offen

erfiillt. Dieser Operator ist offensichtlich eine Fortsetzung von v**: HY(Q') — H'/?(T),
was die Benutzung desselben Symbols rechtfertigt.

In Situationen, wo klar ist was gemeint ist, werden wir manchmal einfach wu statt "y

ext 1

bzw. v*'u schreiben. Fiir vektorwertige Funktionen w = (u',...,u™) setzen wir

yu = (yut, ... yu")

und entsprechend ™4 und y*tu.

Ein weiterer wichtiger Satz iiber Sobolev-Réume ist der folgende.

Theorem 2.6 (Rellichscher Kompaktheitssatz, [McL00, Theorem 3.27|,[HWO08], Theorem
4.2.2]). Die Inklusion H'(X) C H*(X) fir s < t ist kompakt fir alle s,t € R, falls
X =Q, und fir alle s € [-1,1], falls X =T. O
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Mit Hilfe des Rellichschen Kompaktheitssatzes und des folgenden abstrakten Resultates
werden wir eine allgemeine Version der Poincaré-Ungleichung beweisen.

Lemma 2.7 (Norméquivalenzsatz). Seien H und L Banachriume und T: H — L ein
kompakter Operator. Sei || - ||5; eine zweite Norm auf H, sodass

lullg = [ Tullr + l[ulz

fiir alle w € H. Dann gilt sogar
el = [l
Beweis. Zu zeigen ist ||Tullr, < ||ullj;- Angenommen, es wére das Gegenteil der Fall,
dann existiert eine Folge (u,) in H sodass ||Tuy|/r, = 1 aber ||u,|[;; — 0. Da u, in H
beschrénkt ist, liefert uns die Kompaktheit von 7T eine in L konvergente Teilfolge (T'ul,).
Wegen
ety — ol S 1Ty — Ty 1, + ey 7 + Nl — 0

ist u, sogar eine Cauchy-Folge in H mit Limes u. Insbesondere gilt auch u/, — u beziiglich
|T - ||z und || - ||3;. Es folgt ||Tu||r, = 1 und |Jul|;; = 0, ein Widerspruch. O

Korollar 2.8 (Poincaré-Ungleichung). Sei X = Q, I beschrinkt und s € (0,1]. Im Fall
s =1 sei X zusdtzlich zusammenhdngend. Dann gilt

Die Konstante C' > 0 hdngt nur von s und X ab.

Beweis. Wir sind in der Situation von Lemma [2.7|mit H = H*(X), L = L*(X), T =id

und
lullyy = \/ uda
X

Fiir die Definitheit von || - [|3; braucht man im Fall s = 1 Zusammenhang von X. O

+ ul s (x)-

Bemerkung 2.9. Durch ein direktes Argument im Fall s € (0,1) sieht man, dass die
Konstante der Poincaré-Ungleichung eigentlich nicht von s abhéngt. Im Fall s = 1 hat
man C~! = 7 fiir konvexe Gebiete [PW60). O

Ein weiteres wichtiges Resultat, welches wir spdter bendtigen und welches am besten
in den abstrakten funktionalanalytischen Kontext passt, ist das bekannte Lemma von
Lax-Milgram.

Lemma 2.10 (Lax-Milgram + Céa). Sei H ein Hilbertraum und b: H x H — R eine
beschrinkte Bilinearform, die elliptisch ist, d.h. es gilt b(u,u) > Bl||lul|?> mit 3 > 0.
Definiere B € L(H) durch

(Bu,v) = b(u,v) fir alle u,v € H.
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Fiir einen abgeschlossenen Teilraum Hy, C H mit Orthogonalprojektion 11y, definiere
By = HzB|H€ S L(Hg).

Dann sind B und By invertierbar und es gilt |B; || < C. Sei Gy := B, '1l,B: H — H,
die Galerkin-Projektion. Fiir u € H und upy = Gyu gilt die Fehlerabschdtzung

el < ' i vl
Die Konstanten C,C" > 0 hingen nur von ||B]| und 3 ab.
Beweis. Die Elliptizitat zeigt, fiir € > 0,
11 = eB)ull* = ||ull* - 2e(Bu, u) + €| Bul|* < (1 — 2¢ + || BI*) [ul>

Damit folgt |1 —eB|| < 1 fiir ¢ hinreichend klein, also ist B invertierbar (Neumannsche
Reihe). Dasselbe funktioniert fiir By, und aus der Elliptizitét folgt

1
|ul|* < = (Beu,u) < EHBZUHHUH fiir alle u € Hy

S e

nach Division von ||u| also || B, || < % Fiir u € H und uy = Gyu gilt nach Konstruktion
1y Buy = Bpuy = 11y Bu,

also B(u — uy) LHy. Daraus folgt

1 1 B
et — el < 2Bl — ue)w— ug) = = (Bl — ug)ou — ve) < B~ gl — el
B B B
fiir alle v, € Hy, also die Behauptung nach Division von |lu — ug]|. O

2.1.1 Lipschitz-Funktionen

Wir nennen eine Funktion x: A — R™, A C RF, Lipschitz-stetig, falls eine Konstante
L > 0 existiert, sodass

|k(x) — k(y)| < Llx —y| fir alle z,y € A. (2.3)

Der Raum Lip(A4, R™) aller solchen Funktionen ist mit einer Seminorm versehen, namlich

‘ K(Z) — k(Y
Lip(k) := |KlLip(arn) = Sgu}e)A W
x#y

Offensichtlich ist L = Lip(x) die bestmdogliche Konstante fiir (2.3)).

Wir zitieren drei klassische Theoreme iiber Lipschitz-Funktionen.
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Theorem 2.11 (Satz von Kirszbraun, [Fed69, Section 2.10.43]). Sei k: A — R™, A C
R”, Lipschitz-stetig. Dann existiert ein Lipschitz-stetiges : RF — R™ mit &|4 = x und
Rl Liprr Rr) = |ElLip(A,R)-

O

Theorem 2.12 (Satz von Rademacher, [Evad8, Section 5.8.2.b]). Sei U C RF offen.
Eine Lipschitz-stetige Abbildung k: U — R™ ist fast tdberall differenzierbar. Auflerdem ist
die schwache Jacobi-Matriz D in L°°(U)™** und stimmt fast iiberall mit der klassischen
iberein. O

Das néchste Theorem liefert eine Transformationsregel fiir Lipschitz-Funktionen. Wir
erinnern hierfiir an das k-dimensionale Hausdorft-Maf H*, 0 < k < n, welches auf jeder
Menge A C R"™ definiert ist und ein reguléres Borel-Maf ist. Fiir £ = n stimmt es mit
dem Lebesgue-Maf iiberein. Fiir ein Lipschitz-stetiges x: R¥ — R™ definieren wir die
Jacobi-Determinante fast iiberall durch Jx(z) = (det(Dx(z)T Dr(x)))'/2. Der folgende
Satz ist [EG92l Theorem 3.3.3.2] fiir den Spezialfall, das ~ injektiv ist.

Theorem 2.13 (Flichenformel). Sei 1 < k < n, k: R¥ — R" Lipschitz-stetig, A C R¥

messbar und k|4 injektiv. Dann ist auch k(A) messbar und es gilt

'Hk(,«;(A))—/ Jk(x) dz.

A
Fiir w € L'(A) gilt u® := uor™' € L' (k(A), H*) und

”‘ k = w(x)Jk(x) dx.
A(A)u<y>dﬁ ) = [ ua)dnta)d

A
O

Des weiteren nennen wir £: A — R™, A C R¥, bi-Lipschitz, falls s injektiv ist und sowohl
x als auch seine Inverse k~': k(A) — A Lipschitz-stetig sind. Es gilt dann offensichtlich

Lip(k ™) 7!z — y| < |K(z) — w(y)| < Lip(x)|z — yl. (2.4)
Wir haben aufserdem das folgende Hilfsresultat.

Lemma 2.14. Sei k < n, U C R* offen und k: U — R™ bi-Lipschitz. Dann gilt, fiir fast
alle v € U,

Lip(k 1) 7 |v| < |Dr(z)v| < Lip(s)|v| fiir alle v € R, (2.5)
und die Jacobi-Determinante erfillt
Lip(k 1) ™% < Jk(z) < Lip(k)*. (2.6)
Insbesondere gilt fiir jede Teilmenge A C U
Lip(k~1)™HA] < #5((A)) < Lip(x)"|Al. (2.7)

20



Beweis. Ist k bei x € U differenzierbar, so gilt fiir v € R* und hinreichend kleine h > 0
k(x + hv) = k() + hDr(x)v + o(h)
und damit
| Drs(a)o] = %\H(x + ho) — k()] + o(1) < Lip(x)|o] + o(1).

Dies beweist die obere Ungleichung in (2.5)), die untere folgt analog. Ist v ein Eigenvektor
von Dx(z)T Dr(z) zum Eigenwert A, folgt daraus

Lip(k~ )2 < A= —p S

v
Da Jr(z) die Wurzel des Produktes der k& Eigenwerte von Dr(z)” Dr(z) € R¥ ist, folgt
(2.6). Die Fliachenformel zeigt schlieflich (2.7)). O

Als néchstes betrachten wir eine Klasse von in R™ eingebetteten Lipschitz-Flachen.

Definition 2.15. Sei 1 < k < n. Wir nennen M C R" eine k-dimensionale Lipschitz-
Fldche, falls  fast ganz“ M lokal durch bi-Lipschitz-Einbettungen beschrieben wird, d.h.
es gibt eine H*-Nullmenge £ C M und fiir jeden Punkt = € M \ E existieren U, C R*
offen und kg : Uy — M bi-Lipschitz, sodass U(xz) N M C kz(Uy) fiir eine Umgebung U(x)
von x in R™.

Im Fall E = () nennen wir M eine k-dimensionale Lipschitz-Mannigfaltigkeit.

Ist U C R¥ offen, y € U und & : U — M irgendeine bi-Lipschitz- Abbildung, so sagen wir,
Kk ist eine Einbettung bei y, falls U(k(y)) N M C k(U) fiir eine Umgebung U(k(y)) von
k(y) in R™. O

Bemerkung 2.16. Ein Beispiel fiir eine (n—1)-dimensionale Lipschitz-Mannigfaltigkeit ist
der Graph einer Lipschitz-Funktion ¢: R"~! — R, denn offenbar ist = — (z, p()) eine
entsprechende bi-Lipschitz-Einbettung. Weitere Beispiele sind der Rand eines Lipschitz-
Gebietes I' ebenso wie jede offene Teilmenge I'g C I'. Andererseits werden durch die
Ausnahme einer Nullmenge in Definition 2.15]auch Singularitéten verschiedenster Art in
M zugelassen. Insbesondere deckt dies auch die in der Literatur iiblichen Beispiele fiir
,Nicht-Lipschitz-Rénder”“ ab. Trotzdem ist, wie wir sehen werden, eine Lipschitz-Fléche
schén genug, um darauf Differentialrechnung zu betreiben. O

Der Begriff der ,,Einbettung bei 3 spielt nur im Fall von Lipschitz-Flachen mit Singulari-
téten eine Rolle. Fiir Lipschitz-Mannigfaltigkeiten ist diese Eigenschaft ndmlich ohnehin
immer erfiillt:

Lemma 2.17. Ist M eine k-dimensionale Lipschitz-Mannigfaltigkeit, U C R offen und
Kk :U — M bi-Lipschitz, so ist k eine Einbettung bei jedem y € U. Mit anderen Worten:
k(U) ist relativ offen in M.
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Beweis. Sei z := k(y) und wiéhle eine bi-Lipschitz-Abbildung kg : Uy — M geméif De-
finition mit der dazugehorigen Umgebung U(x) N M C kz(Uy). Wir machen U
etwas kleiner, damit wir x, ' o k betrachten kénnen: sei U’ := k=1 (U(z)) C U. Es ist
U' C R* offen und ;' o k: U’ — U, C RF eine stetige und injektive Abbildung. Nach
dem bekannten (und hochgradig nichttrivialen) Satz von der Invarianz des Gebietes von
Brouwer [Brol2] ist unter diesen beiden Voraussetzungen x ! ox(U’) ebenfalls offen, und
enthélt 2 := r; ! o k(y) wegen y € U’. Nun withle € > 0 mit B.(2) C k! o k(U') C Uy
und setze L = Lip(x;!)~!; weiters withle 0 < § < L so klein dass Bs(z) C U(z). Wir
zeigen Bs(z)NM C k(U') und damit die gewiinschte Aussage. Sei daher 2’ € Bs(z) N M.
Wegen Bs(z) "M C U(x) N M C ky(U,) konnen wir 2/ = k,(2') schreiben, mit z € U,.
Es folgt
Lz — 2| < |ky(2) — 6 (2)] = |z — 2/| <6 < eL,

also 2’ € B.(2) C k;! o k(U') und damit 2" = k. (2') C K(U'), was zu zeigen war. O

Um im néchsten Abschnitt den Oberflichengradienten auf M zu definieren, wird der
Begriff der Tangentialebene von Nutzen sein. Die geometrische Anschauung einer Tan-
gentialebene wird in der folgenden Definition in Eigenschaft (ii) widergespiegelt. Eigen-
schaft (i) ist eine ,technische“ Bedingung, die sich als niitzlich herausstellen wird, um die
Eindeutigkeit von Tangentialebene und Oberfléchengradient zu zeigen.

Definition 2.18. Sei 1 < k <n, A C R” und zg € A. Wir sagen, dass A bei xg eine
k-dimensionale Tangentialebene hat, falls V' C R"™ ein k-dimensionaler Unterraum mit
Orthogonalprojektion Py : R™ — V ist und die folgenden zwei Eigenschaften erfiillt sind:

(i) Fiir jedes v € V, |v| = 1, existiert eine Folge (z,,) C A\ {xo} mit x,, — x¢ und

Tn — X0
T — V.
T — o
(ii) Es gilt
x =9+ Py(x —x9) + o(|]z — x¢|) fiir z — z9, = € A. (2.8)

Wir schreiben in diesem Fall T;;A := V und nennen 7T, A die k-dimensionale Tangen-
tialebene an A bei xy. ]

Die Definition ist auf einen Beweis des nichsten Lemmas zugeschnitten, wir behaup-
ten insbesondere nicht, dass sie fiir allgemeine Mengen A besonders viel geometrische
Signifikanz hat.

Lemma 2.19. Set A C R" und xo € A. Dann ist die Tangentialebene Ty, A, falls sie
existiert, eindeutig bestimmt. Ist M eine k-dimensionale Lipschitz-Fldche, so existiert
Ty M fiir HF-fast alle xo € M. Wann immer eine bi-Lipschitz- Abbildung

k:U— M mitUd C RF offen
bei yo € U differenzierbar und eine Einbettung ist, existiert Ty M bei xo = k(yo) und es

gilt
Tyo M = span(Dk(yo)).
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Beweis. Um die erste Aussage zu beweisen, nehmen wir an, es gibe zwei Unterrdume V'
und W mit den Eigenschaften aus Definition Sei v € V, |v| = 1. Fiir eine Folge
Zn, — xo wie in (i) haben wir, nach (ii),

PW<$”_$°)— T4 o(1) = .
|z, — o |z, — o

Wegen der Abgeschlossenheit von W folgt v € W, also V. C W und aus Symmetriegriin-
den V =W.

Fiir die zweite Aussage bemerken wir, dass M wegen der Separabilitdt von R” bis auf
eine Nullmenge durch abzdhlbar viele Einbettungen iiberdeckt werden kann und es daher
reicht, den Fall M = k(U) zu betrachten. Da & fast iiberall in U differenzierbar ist und
nach Lebesgue-Nullmengen auf H#*-Nullmengen abbildet, bleibt nur mehr die dritte
Aussage zu beweisen.

Ist K bei yg € U differenzierbar, so haben wir

k(y) = K(yo) + Dr(yo)(y — yo) + o(ly — wol)  fiir y — yo. (2.9)

Wir schreiben kurz Dk fiir Dk(yg). Wegen ([2.5) hat Dk vollen Rang, also existiert die
Linksinverse
Dk' := (DT Dr)'Dk?.

Multiplizieren wir ([2.9) mit Dxf, folgt

y —yo = (DK (k(y) — K(yo)) + o(ly — wol) (2.10)

und damit wiederum aus (2.9)

k(y) = K(yo) + (DKD&Y (k(y) — K(yo)) + oy — wol).

Weil k eine Einbettung bei yq ist, konnen alle Punkte x € M hinreichend nahe bei yg
als x = k(y) geschrieben werden. Wegen der bi-Lipschitz-Stetigkeit ist eine Funktion F'
daher genau dann in o(|y — yo|) fiir y — yo, wenn F o s~ in o(|z — x(yo)|) fiir z — x(yo)
ist. Mit 9 = k(yop) haben wir also Bedingung (ii) aus Definition erfiillt, falls wir
nachweisen, dass P := DxDx! tatsichlich die Orthogonalprojektion auf span(Dk) ist.
Dies folgt aber aus PDk = Dk und PT = P. Fiir Bedingung (i), sei y € R*\ {0} und
setze x, := k(Yo + hypy) fir hinreichend kleine h,, > 0, h,, — 0. Dann besagt

Ty — 2o = hn(DK)y + o(hy).

Daraus folgt
T — T (Dk)y

20 —xo|  [(Dr)y]
und offenbar durchléuft die rechte Seite alle v € span(Dk) mit |v| = 1. O

23



2.1.2 Der Oberflichengradient

Wir fiithren in diesem Unterabschnitt zunédchst auf allgemeinen Lipschitz-Fldchen M einen
Oberflichengradienten (im klassischen Sinn) ein, der fiir Lipschitz-Funktionen fast {iberall
wohldefiniert ist. Anschliefsend definieren wir Sobolev-Réume auf kompakten Lipschitz-
Mannigfaltigkeiten und charakterisieren den H!(I') mit Hilfe einer geeigneten (schwa-
chen) Erweiterung dieses Oberflichengradienten.

Der Grund fiir diese ausfiihrliche Behandlung ist, dass wir eine solche in der zur Ver-
fiigung stehenden Literatur zu Randelementmethoden nicht finden konnten. Man findet
beispielsweise in [BGOI] eine Definition von Vr auf Lipschitz-Réndern durch Darstellung
in lokalen Koordinaten, aber der Beweis, dass diese nicht von der Wahl der Einbettung
abhéngt, wird nur angedeutet. Dieselbe Definition findet man in [HW0S, Abschnitt 3.4],
inklusive einem Beweis, dass Vr fiir glatte Funktionen, welche im umgebenden Raum
definiert sind, durch die Projektion des Gradienten auf die Tangentialebene gegeben ist
— allerdings werden dort nur jhinreichend glatte* Oberflichen behandelt.

Wir werden beide Charakterisierungen, jene in lokalen Koordinaten und jene als Projek-
tion, im Setting von Lipschitz-Flichen beweisen. Als Definition benutzen wir allerdings
einen dritten Zugang, welchen wir auf der Suche nach einem Analogon zur klassischen
Definition von Differenzierbarkeit entwickelt haben. Der Vorteil der dritten Definition
ist, dass sie a priori weder von konkreten Einbettungen noch von einer Fortsetzung der
Funktion in den umgebenden Raum abhéngt.

Schlussendlich erwihnen wir noch eine vierte mogliche Definition, die in [GMMMTI] ver-
wendet wird und ebenfalls in der Literatur zu Randelementmethoden nicht zu finden
war. Sie wiirde sich meiner Meinung nach besonders gut zur Verwendung in Textbii-
chern eignen. Allerdings klappt sie nur fiir Lipschitz-Rander und nicht fiir allgemeinere
Lipschitz-Mannigfaltigkeiten.

Im Folgenden sei stets 1 < k < n und M C R" eine k-dimensionale Lipschitz-Flache
gemif Definition [2.15] Auferdem sei Lip(M) := Lip(M,R) der Raum der reellwertigen
Lipschitz-stetigen Funktionen auf M.

Definition 2.20. Sei g € M und u: U(zg) N M — R fiir eine Umgebung U(xg) von zo.
Wir sagen, dass u bei xg beziiglich M differenzierbar ist, falls M bei xg eine Tangential-
ebene hat und ein ¢ € T, M existiert, sodass

u(x) = u(zg) + (¢,z — xo) + o(|z — xg|) fiir & — zg, x € M. (2.11)

In diesem Fall schreiben wir Vru(zg) := ¢. Die Funktion Vyu: x — Vjsu(x) nennen
wir (wo sie definiert ist) den Oberflichengradienten von wu. O

Der Unterschied zur geldufigen Definition von Differenzierbarkeit besteht also darin, dass
Varu(zg) € Ty M verlangt wird, und x — ¢ dafiir nur in M laufen muss. Um den letzten
Teil der Definition zu rechtfertigen, miissen wir noch zeigen:

Lemma 2.21. Fulls u bei xo beziiglich M differenzierbar ist, ist Vau(zo) eindeutig
bestimmd.
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Beweis. Seien ¢,d € T,,M zwei Vektoren mit (2.11) und sei v € T, M, |v| = 1. Fiir eine
geeignete Folge (x,,) C M mit z,, — z¢ gilt dann

(¢ —d,v) —lim<c—d,xn_xo> =0,
n |[Zn — 2o

wobei die zweite Gleichheit aus (2.11]) folgt. Dies zeigt ¢ = d. O

Sei nun u in einer vollen Umgebung von xg definiert und im klassischen Sinn differenzier-
bar. Hat M bei x( eine Tangentialebene, gilt wegen ([2.8]) und der Selbstadjungiertheit
von PTzo M

(Vu(zo),x — xo) = (Pr, mVu(xo),z — 20) + o(|x — zo|)  fiir z — x, z € M.

Dies zeigt insbesondere, dass Vyu = PTIDMVu, d.h. der Oberflichengradient ist die
Projektion von Vu auf die Tangentialebene von M. Fiir £k = n — 1 ist das orthogona-
le Komplement von T, M eindimensional. Ist n dann einer der beiden Vektoren mit
nlT,, M und |n| =1, so kann die Projektion als

PTxOM =1- ’I’LTLT

geschrieben werden. Dies trifft natiirlich im Speziellen auf den Fall zu, dass M = I" der
Rand eines Lipschitz-Gebietes und n der dufere Normalvektor bei xzq ist. Wir notieren:

Lemma 2.22. Sei k=n—1, und sei n: M — R" mit [n(z)| =1 und n(x) LTy, M fir
H" L fast alle x € M. Ist u = Ul fiir U € CY(R™), so gilt

Vyu=VU —n(n-VU) H"'-fi. in M.

Insbesondere hingt die rechte Seite nicht von der Wahl von U € CY(R™) mit U|y = u
ab. O

Das nédchste Lemma gibt uns eine Darstellung von Vsu “in lokalen Koordinaten” und
nebenbei eine teilweise Verallgemeinerung des Satzes von Rademacher.

Lemma 2.23. Sei u € Lip(M). Dann ist u bei H*-fast allen x € M beziiglich M
differenzierbar. Fiir eine bi-Lipschitz- Abbildung

kiU — M mitUd CRF offen

haben wir, wann immer k und uok bei yo € U differenzierbar sind und x eine Einbettung
bei yo ust, die Darstellung

(Varu)(5(yo)) = (Dk' (40))" V (u 0 £)(y0)
mit Dr' := (DT Dr) " DxT. Insbesondere gilt die Kettenregel

V(uor) = (Dr)(Vyu) ok fast iberall in U.
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Beweis. Analog wie im Beweis von Lemma 2.1 folgt die erste Aussage aus der zweiten,
da uwo k € Lip(U) fast iiberall differenzierbar ist. Ist dies bei yo € U der Fall, haben wir

wo k(y) =uok(yo) + (V(vok)(vo),y —yo) +o(ly — vol) fiir y — yo.

Ist nun auch k bei yg differenzierbar, konnen wir wieder (2.10) benutzen und erhalten

wo (y) = wo nyo) + (V(wo k)(yo), Dkt (yo) (5(y) — £(y0)) ) + ol = vol).
Bringen wir Dx'(yo) auf die andere Seite des Skalarproduktes, so sehen wir, dass

(DE! (10)) "V (w0 k) (o) (2.12)

genau die definierende Bedingung (2.11)) fiir den Oberflichengradienten bei xg = k(yo) er-
fiillt (hier geht auch ein, dass « eine Einbettung bei yq ist). Wegen (Ds")T = Dr(DxT Dr) ™!
liegt (2.12) tatséchlich in T, M. O

Durch das Hausdorff-Maf wird auf einer k-dimensionalen Lipschitz-Flidche der Hilbert-
raum L2(M) := L?*(M,H*) induziert. Nun lassen sich auf M via lokaler Karten auch
Sobolev-Réume definieren, analog wie dies beispielsweise in [McLO00]| fiir T’ gemacht wird.
Dies ist allerdings nur sinnvoll, falls M berall durch Einbettungen iiberdeckt wird, und
die Konstruktion vereinfacht sich wesentlich, wenn M kompakt ist. Von hier an sei daher
M eine kompakte, k-dimensionale Lipschitz-Mannigfaltigkeit.

Bemerkung 2.24. Auch wenn M nicht kompakt ist, gibt uns der Oberflichengradient
theoretisch eine einfache Méglichkeit, den H'(M) zu definieren: Setze zuniichst

Lip! (M) := {u € Lip(M): u, |Vu| € L*(M)},
versehen mit der Norm
ullZr ary = NullZzan + IV arullgagy,  fir u € Lip(M).

Nun definiere H'(M) als abstrakte Vervollstindigung beziiglich dieser Norm:

(M) = Lip () 00,

Klarerweise gilt dann H!(M) C L?(M), und Vj; hat eine stetige Fortsetzung zum linea-
ren Operator
Vo HY(M) — L*(M).

Man macht es sich natiirlich ein bisschen einfach, wenn man schon a priori voraussetzt,
dass Lipschitz-Funktionen dicht in H(M) sind. Fiir kompakte M werden wir diese Vor-
gehensweise aber rechtfertigen, indem wir die Dichtheit beweisen und zeigen, dass mit
dem Oberflachengradienten eine dquivalente Norm definiert wird. O
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Die Kompaktheit stellt sicher, dass die Uberdeckung (k. (U, ))zenr aus Definition m
eine endliche Teiliiberdeckung hat, d.h.

und die ¢} sind beschrinkt. Wir kénnten sogar annehmen, dass die ¢/; alle gleich der
Einheitskugel B (0) C R sind. Weiters existiert eine Zerlegung der Eins (¢;) € D(R™)¥,
sodass jeweils ¢; > 0 und supp(¢;) N M € k;(U;), und

N
Zcpj(:r) =1 fiir alle z € M.
j=1

Der L%(M) ist dann isomorph in den Produktraum I1; L*(U;) eingebettet:

lallF2gary = D (1) © #5172 (2.13)
J

mit Konstanten abhéngig von (U}, K, ¢;). Dies folgt unmittelbar mit Hilfe der Zerlegung
der Eins, der Flichenformel und der Abschitzung der Jacobi-Determinante (2.6]). Die
Abschétzung von rechts nach links beispielsweise lautet

> o) © sy D2 sl < D Iulacagy < Vlulz.
J J J

Wir kénnten in der Summe in (2.13)) statt der L?(U;)- auch die L?(R¥)-Norm verwenden,
wenn wir uns (¢;u) o k; mit 0 fortgesetzt denken. Dies wollen wir auch weiterhin implizit
immer verwenden.

Definition 2.25. Sei s € [0, 1]. Wir definieren den Sobolev-Raum H?®(M) durch
ue H (M) <= (pju) o kj € H*(Uy;) C H*(RF) fiir alle j = 1,..., N.

Wir versehen H*(M) mit der Norm

ullZrsary = D 1(510) © 551 s vy

J

Weiters definieren wir
H™*(M) = (H*(M))".

O

Eine andere Wahl der x;, U; und ¢; fiihrt auf denselben Raum mit &quivalenter Norm.
Dies folgt durch ein Standardargument wie im Fall M = T', aber das Spielziel ist nun,
einen alternativen Beweis fiir s = 1 zu geben, indem wir H'(M) mit Hilfe des Oberfli-
chengradienten charakterisieren. Ein erstes Zwischenresultat in diese Richtung ist, dass
sich die H®(M)-Norm lokalisieren lasst.
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Lemma 2.26. Sei U C R* offen, k: U — M bi-Lipschitz und u € H*(U), s € [0,1].
Bezeichne mit uox™': M — R die Fortsetzung von worx™': k(U) — R mit 0. Dann folgt
uor~t € H(M) und

o s s < Cllul e (2.14)

Die Konstante C' > 0 hdngt von s, U, k und der Familie (Uj, Kj,p;) ab.
Beweis. Zu zeigen ist, dass fir j =1,..., N

(5 (w0 k™)) 0 Kjll sy < el sy

Falls x;(U;) N k(U) = 0 ist, gilt pj(uor™!) =0 auf M und die Ungleichung ist trivialer-
weise erfiillt. Im Fall x;(U;) Nk (U) # 0 setzen wir k) = Kok K;l(ﬁj(Uj)ﬂ/ﬂ)(U)) —U
und cpg = @jor: U — R gemidR dem Satz von Kirszbraun zu Lipschitz-stetigen Funk-
tionen x’, ¢’ auf ganz R* fort. Wir haben dann

1(p5) © 5] s ey

||80;U||H5(Rk)

(s (uow™)) 0 kjll o mr)
S
N ||U||H5(Rk)-

In der zweiten und dritten Zeile haben wir verwendet, dass w — w o H;- beziehungsweise

w — @jw stetige Operatoren von H*(RF) in sich selbst sind, siehe [Gri85), Lemma 1.3.3.1
und Theorem 1.4.1.1]. O

Etwas struktureller betrachtet, impliziert das letzte Lemma, dass die natiirliche Einbet-
tung

v HY(M) = [[H* @), u ((p5u) 0 Ky);
j

eine stetige Linksinverse hat, namlich
pr [T H W) — H (M), (uj); > ujonr;’.
J J
Die Stetigkeit folgt aus (2.14]), und in der Tat gilt
pou(u) =S ((pu)ons) oyl =3 pu=u.
J J
Damit iibertragen sich viele bekannte Eigenschaften der Riume H* (U;) unmittelbar auf
H?*(M). Die letzte Aussage im folgenden Lemma ist ein Vorgriff auf Abschnitt WO
wir (reelle) Interpolation von Réumen definieren.
Lemma 2.27. Sei s € [0,1].
(i) H*(M) ist vollstandig.
(11) Lip(M) ist dicht in H*(M).
(i) (L?(M), HY(M))s = H*(M) fiir s € (0,1), mit dquivalenten Normen.
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Beweis. (i) Folgt aus H*(M) ~ []; ﬁ[s(uj)/ker(p). (ii) Folgt, da der dichte Teilraum
[1; D(U;) durch p nach Lip(M) abgebildet wird. (iii) Folgt aus der entsprechenden Aus-

sage fiir H* (U;) [McL, Theorem B9]|, Vertauschbarkeit von Produkt und Interpolation
(Lemma [2.44) sowie der Stabilitdt von Interpolation beziiglich stetiger Projektionen,
siehe [Karl2, Lemma 2.5]. O

Wir kommen nun zum Oberflichengradienten auf H'(M). Nach Lemma haben wir
fiir u € Lip(M) die Darstellung

Vi =3 Valpgu) = 3 (Ds) 'V (pjuc ;) o ny' (2.15)

Wir kénnen fiir u € H'(M) den Oberflichengradienten durch (2.15)) definieren (wenn wir
V im schwachen Sinn interpretieren). Mit (2.5)) und (2.13]) bekommt man die Abschitzung

IVarullzzan S DIV ((@5u) 0 ki)l 2 ey S llullaany.
J

Fiir u € Lip(M) sieht man mit der Produktregel

D IV(e5u) 0wl 2y S llull2qany + 1V arull g2 a)-
J

Da beide Seiten || - || g1(ar)-stetig von u abhéngen, gilt dies auch fiir u € HY(M), und
folglich

lullzrary = ullzan + IVl gz
Die Konstanten héngen jeweils von der Familie (U}, k;,¢;) ab. Dies liefert uns die ver-
sprochene Charakterisierung von H*(M).

Theorem 2.28. Die lineare Abbildung
Vu: HY(M) — L*M)

gegeben durch (2.15)) ist stetig, und ¥ pru hingt fiir u € HY(M) nicht von (Uj, Kk, ;) ab.
Durch

el agy = lalZeqany + 19 arul 20 (2.16)
wird auf H'(M) eine neue, zur alten dquivalente Norm definiert, und wir haben die
Charakterisierung

HY(M) = Wll'\hql(zu)7
welche nicht von (U, kj, ;) abhingt.
Beweis. Es ist nur mehr zu zeigen, dass Vu unabhéngig von (U, K5, ;) ist. Dies folgt

aber aus Lemma [2.27}(ii), denn V), ist einfach die stetige Fortsetzung des auf Lip(M)
durch Definition [2.20] charakterisierten Oberflichengradienten. O
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Wir koénnen eine ,hiibschere” Darstellung des Oberflichengradienten auch fiir Sobolev-
Funktionen zeigen.

Lemma 2.29. Sei u € H' (M), U C R¥ offen und k: U — M bi-Lipschitz. Dann folgt
wor € HY(U) und die Kettenregel

V(uok) = (Dr)T(Vau) ok fast iberall in U, (2.17)
Es gilt (Vu)(x) € T, M fast iberall in M.

Beweis. Wir zeigen, dass u + u o k sogar eine stetige Abbildung H'(M) — HY(U)
definiert. Dies sieht man mit Hilfe einer Uberdeckung (U js Kj, ;) von M und einer bereits
bekannten Technik, nimlich der Fortsetzung von x := /ij_l or: k ki (U)NKU)) — U;
zu einer Lipschitz-Funktion auf ganz R¥, falls x;(U;) N k(U) # 0.

lwo kllmey = H > (SOjU)OHjO“;lo”,“ '
J: ki (U)NE(U)F#D EHL(RF) g HYU)
J
< g on) o R llma

J: ki (U)NE(U)F#D

S D lllew) o Kl ey 22 lull -
J

Die Kettenregel (2.17) folgt nun unmittelbar aus jener fiir u € Lip(M) (Lemma [2.23)),
da beide Seiten H'(M)-stetig von u abhingen. Genauso folgt (Vu)(z) € T, M aus der
fiir Lipschitz-Funktionen giiltigen Identitét

(Varu) o k = Dr(DrT Dr) ™'V (u o k) € span(Dk)
fiir beliebige Einbettungen &. O

Wir lassen es uns nicht nehmen, noch eine weitere, sehr natiirliche Charakterisierung des
H1(M) zu notieren.

Korollar 2.30. Es gilt
ue H' (M) < wor € H'(U) fir alle U C R* offen und x: U — M bi-Lipschitz.

Beweis. Die Hinrichtung ist Lemma [2.29| und die Riickrichtung folgt aus der Definition
[2.25] indem man die ¢; hinreichend hiibsch wihlt um den Schluss

uok; € H1<Z/{j) = ((pju) 0K € I:ﬂ(Uj)

zuzulassen. 0
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Ahnlich kann man vorgehen, um H*®(M) fiir s € (0, 1) mit Hilfe der Slobodeckij-Seminorm
zu charakterisieren. Im néchsten Abschnitt werden wir keine dieser Charakterisierungen
explizit bendtigen, aber viel mit Seminormen auf einem (nicht kompakten) parametri-
sierten Flichenstiick (i) arbeiten, mit 4 C RF offen und x: « — R™ bi-Lipschitz.
Wir definieren in diesem Fall - motiviert durch die Ergebnisse dieses Abschnittes - den
Oberfliachengradienten durch

Vieuyu = (DN IV(uok))ok™t filr uor € H(U).
Weiters definieren wir die Sobolev-Réume
Hé(k(U)) :={uor™t:uec HU)} fiir s € (0,1]

und Seminormen fiir u € H*(k(U)) durch

u(x)—u(y)|?
’u’2 - fn(u) fn(u) ‘ |§c—)y\k‘("%)s| d'Hk(g;) de(:l/)’ s €(0,1), (2.18)
Hs(k(U T .
( ( )) ||VH(U)UHiQ(H(u))a s=1.

Bemerkung 2.31 (Alternative Definition von Vr). Bei der Recherche habe ich in [GMMMI1]
eine besonders elegante Methode gefunden, den Oberflichengradienten zu definieren, falls
M =T der Rand eines Lipschitz-Gebietes €2 ist. Man verwendet dafiir spezielle Differen-
tialoperatoren erster Ordnung, n&dmlich

Tik ‘= njak — n;ﬂj,

wo n = (n;) der duRere Normalvektor ist, und j, & = 1,...,n. In [HWO08] werden diese
unter dem Namen Giinter derivatives verwendet. Der springende Punkt ist, dass diese
Ableitungen eine partielle Integration aufT' erlauben: Fiir u,v € C*°(R") gilt

(Tjku, v)r = —(u, TjK0)r- (2.19)

Dies sieht man, indem man den Gaufsschen Integralsatz anwendet und die Terme mit
0;0r — 0;0; wegfallen lésst. Das bedeutet, dass man auch auf I' eine distributionelle
Ableitung einfiihren kann, beispielsweise fiir « € L?(T") durch

(Tjru, v)r == —(u, 7o) fiir alle v € C(R").

Man zeigt leicht, dass
ks HY(T) — L*(T)

stetig ist, und via Dualitdt und Interpolation gilt dies sogar fiir
ks HY(T) — H*Y(T), se€]0,1].

Nun setzen wir 7ju := (7j,u)r = njVu—nodju und fiihren eine magische Rechnung durch:

Z njTju = Z n?Vu —n(njoju) = Vu —n(n - Vu).
J J
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Das bedeutet, formal (oder fiir u € C1(R")) ist >_;n;7; genau der Oberflichengradient!
Fiir u € H(T') haben wir 7ju € L*(T), und wegen n € L>(I) ist

Vru = anrju € LQ(F)
J

wohldefiniert, und dariiber hinaus
Vr: HYT) — L*(1)

stetig. Man beachte, dass dies den Oberflichengradienten explizit und ganz ohne Riick-
griff auf lokale Koordinaten definiert. Die Autoren in [GMO§|, [GMMMII] beweisen au-
Berdem

H5(T) = {u e HYT): mjpu € HY(D) fiir alle j,k =1,...,n}
fiir s € [0, 1], mit den dazugehérigen Norm-Abschéitzungen.
Ich habe fiir meine Untersuchung des Oberflichengradienten einen anderen Zugang ge-
wahlt, weil ich den Gaufsschen Integralsatz nicht bendtigen wollte. Es wire aber inter-

essant zu verstehen, ob (oder warum nicht) eine Formel fiir partielle Integration wie
(2.19) auf beliebigen Lipschitz-Mannigfaltigkeiten gilt. O

2.2 Triangulierungen und diskrete Rdume

In diesem kurzen Abschnitt etablieren wir einige Notationen im Zusammenhang mit
den diskreten Ansatzriumen, welche wir fiir die BEM verwenden. Wir bezeichnen hier
stets mit I" den Rand eines Lipschitz-Gebietes €2 C R™, n = 2,3. Auferdem setzen wir
voraus, dass ) ein Polyeder ist, d.h. I' ist stiickweise flach. Ein 2 mit diesen beiden
Eigenschaften nennen wir auch einen Lipschitz-Polyeder. Wir fithren nun den Begriff
einer Triangulierung auf I ein.

Definition 2.32. Wir nennen 7y eine Triangulierung auf I', falls 7, eine endliche Menge
mit den folgenden Eigenschaften ist:

(i) Die Elemente T' € Ty sind kompakte, nicht-degenerierte, (n — 1)-dimensionale Simpli-
zes.

(ii) Uper, T =T.
(iii) Fiir T,7" € T; mit T # T’ ist der Schnitt T'N 7" entweder leer, ein gemeinsamer
Eckpunkt oder eine gemeinsame Kante. O

Manchmal nennen wir eine Triangulierung auch Gitter oder Netz. Wir bezeichnen mit
x7: I' = {0,1} die charakteristische Funktion von 7' € 7; und definieren den Raum der
stlickweise konstanten Polynome

PUTy) :=span{xr: T € T¢}.
Offenbar gilt PO(7;) C L>(T). Fiir jedes T € T; definieren wir den Durchmesser

hp := diam(T) = ;1?14%)% |z — yl.
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Die lokale Netzweite einer Triangulierung 7, sei gegeben durch
he € PY(Ty), hel|r := hr fiir alle T € Ty.
Assoziiert mit einer Triangulierung 7y ist auferdem die Menge der Knoten
Ny :={z € T': z ist Eckpunkt von einem T € T;}.

Fiir jeden Knoten z € N definieren wir den Patch w, als jene relativ offene Teilmenge
von I, fiir die

@:U{Teﬁ:zeT}

erfiillt ist. Die Hutfunktion n,: I' — [0, 1] sei jene eindeutige Funktion, deren Einschréin-
kung 7, |r auf allen 7' € Ty affin ist und die

n:(2") =0, fiir alle z € N

erfiillt. Offenbar gilt supp(n,) = @, und n, € Lip(T'). Man sieht auch leicht, dass fiir
n=23

1
|Vrn.(x)] = ; fir allez € T € Ty mit T C w3, (2.20)

z,T

wobei h, 7 die Hohe auf die gegeniiber von z liegende Kante von T' bezeichnet. Im Fall
n = 2 reduziert sich dies auf

IVrn.(z)| = firallez eT € Ty mit T C w;
Die Hutfunktionen spannen den Raum der stetigen, stiickweise affinen Polynome auf:

SY(T¢) :=span{n.: z € Ny}

2.2.1 Formregularitat

Wir besprechen nun das Konzept einer formreguldren Triangulierung, zunéchst fiir den
Fall n = 3. Fiir ein Element T' € Ty bezeichnen wir mit |T'| die Flidche. Wir definieren die

Formregularititskonstante
hQ
Ye = sup —L (2.21)
TeT, ’T
und nennen eine Folge von Netzen (7¢)sen, 7v-formreguldr, falls v, < v < oo fiir alle
¢ € Ny gilt. Die gleichméfige Schranke «, < -+ hat einige weitere Konsequenzen:

e Sei T € 7. Da fiir jede Kante e von T' die Abschétzung 2|T'| < |e|hy gilt, folgt

hr _ Wp v
le] —2|T| ~ 2
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e Haben T, T’ € T; eine gemeinsame Kante e, so folgt

hr Pt 7

hr — |6| -2

Iteriert man diese Abschétzung, folgt

)

falls T und 7" iiber K — 1 weitere Dreiecke mit paarweise gemeinsamen Kanten
benachbart sind.

e Sei pr der Inkreisradius und U der Umfang von T'. Nach einer klassischen Formel
gilt
2T _ 2|T| 2
=—2>—— 2> —h7.
Ur 3hy ~ 3y

e Sei e eine Kante von 7" und h, die zugehorige Hohe. Wir haben
2|T 2
he= 2152, (2.23)
lel —
e Wir kdnnen auch eine untere Schranke fiir den kleinsten Innenwinkel ¢ von T
angeben. Elementare Geometrie zeigt, fiir jene Kante e von 7" mit |e| = hr,
2

) he
p>sinp > -— > —.
hr — ~

e Sei z € Ny, und sei N, := #{T € T;: z € T} die Anzahl der Dreiecke, welche in
@, liegen. Falls der Patch w, flach ist, haben wir fiir den kleinsten Innenwinkel ¢
dieser Dreiecke die Abschétzung % <p< ]2\,—’: Daraus folgt

N, < 7.

Allgemeiner hat man eine Abschétzung fiir die Winkelsumme ¢ N, < Ct mit einer
nur von (der Kriimmung von) I abhéngigen Konstante Cp > 0; denn die Winkel-
summe h#ngt nicht vom konkreten Netz 7, ab sondern nur von den endlich vielen
Winkeln, in denen sich die Seitenflichen des Polyeders I' beriihren. Analog folgt

dann o
N, < %7 (2.24)
e Ist z € Ny, und liegen T und 7" beide in @y, sind sie iiber hochstens N,/2 — 1

weitere Dreiecke mit paarweise gemeinsamen Kanten benachbart. Aus (2.24]) und

[£22) folgt

Crvy

h
sup{h;:T,T/E’YZ,ZGTﬂT’}S (%) :

Dies ist eine Schranke fiir das Verhaltnis der Durchmesser zweier benachbarter
Elemente.
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e Fiir den Durchmesser von w, gilt offenbar diam(w,) < 2sup{hp: 2 € T/, T" € Ts}.
Wir folgern fiir jedes T' € Ty mit z € T' die Schranke

Crvy

diam(w,) < 2 (%) . (2.25)

e Fiir den Gradienten der Hutfunktion 7, haben wir nach (2.20]) und ({2.23])

Vs ()] < %h;l fiir alle z € T € T mit T C 5.

Mit (2.25)) schliefen wir
ry

Y 4 . 1
oo < - .
IVen: Loy < v <2> diam(w;)

In weiterer Folge werden wir diese Abschitzungen nicht mehr explizit angeben, sondern
das Symbol < benutzen und schreiben, dass die Konstanten von der Formregularitit von
T¢ abhdngen.

Im Fall n = 2 definieren wir die Formregularitdtskonstante ein bisschen anders, namlich
als

h
Ve ::sup{hT:T,T’eﬁ,TﬁT’;é(Z)}. (2.26)
T/

Die meisten zuvor fiir 3D gegebenen Abschétzungen machen in 2D keinen Sinn mehr
oder vereinfachen sich betrdchtlich. So haben wir beispielsweise

diam(w,) < (1+7)hy furalle T € Ty, z€ TNN,.

Entsprechend folgt

Vsl poe@ry < (1 + ~)diam(w,) .

2.2.2 Krumme Rander

Im néichsten Abschnitt werden wir auch mit triangulierten Flichen zu tun haben, welche
nicht Polyeder-férmig sind, also mit gekriimmten Randelementen. Diese definieren wir
analog zum stiickweise flachen Fall.

Definition 2.33. Sei n = 2,3, Q C R ein Lipschitz-Gebiet und [ = 9. Wir nennen Te
eine Triangulierung auf T', falls 7, eine endliche Menge mit den folgenden Eigenschaften
ist:

(i) Die Elemente T' € 7y sind kompakte Teilmengen T’ C T und es existiert pp: T — R™~!
bi-Lipschitz, sodass ¢7(T") ein nicht-degenerierter, (n — 1)-dimensionaler Simplex ist.

(i)) Uper, T =T
(iii) Fir T,7" € Ty mit T # T ist der Schunitt 7'N T” entweder leer, ein gemeinsamer
Eckpunkt oder eine gemeinsame Kante. O
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Als Eckpunkte und Kanten von 7" bezeichnen wir hier natiirlich die Urbilder gp}l(z) und
@7 (e) der Eckpunkte z und Kanten e von ¢7(T'). Wie oben definieren wir fiir eine Tri-
angulierung 7; die Knotenmenge Ny, die Patches w,, die stiickweise Konstanten 730(72),
die lokale Netzweite hy € PO(T;) mit hy|7 := hp := diam(T), die Fliche |T'| := H"}(T)
und die Formregularitdtskonstante ~y. Wir beniitzen auch wieder die Sprechweisen -
formreguldr bzw. von der Formregularitdt abhdngig.

Wir schreiben T < Ty, falls 7, und 7T, Gitter auf I sind und T¢ durch Verfeinerung von
Tr entsteht. Wir werden nun eine Annahme an 7y formulieren.

Definition 2.34 (Annahme A). Wir sagen, dass eine Triangulierung 7y auf T Annahme
A erfiillt, falls fiir jeden Patch w., z € Ny eine bi-Lipschitz-Abbildung ¢, : @, — R*!
existiert, sodass ¢, (T) fiir jedes T' € To mit z € T ein (n — 1)-dimensionaler Simplex
ist. O

In manchen Situationen konnte diese Annahme beispielsweise bedeuten, dass das Start-
Gitter hinreichend fein ist. Fiir Polyeder ist sie allerdings tmmer erfiillt.

Lemma 2.35. Sei Q C R"™ ein Lipschitz- Polyeder mit Rand I'. Dann erfullt jede Trian-
gulierung To auf T' Annahme A. Die Lipschitz-Konstanten der Abbildungen o,, 2 € Ny
hangen nur von ' ab.

Beweis. Sei z € Ny. Da T" lokal ein Lipschitz-Graph ist, gibt es eine Einbettung x: U C
R* ! — T mit z € x(U) von der Form x(z) = B o (x,((x)), mit ¢ € Lip(U) und
B: R"™ — R™ affin und isometrisch. Wir kénnen x(U) C w, annehmen, und wollen nun
zeigen, dass k! eine Fortsetzung auf @, mit den Eigenschaften von ¢, aus Annahme A
hat. Dafiir konnen wir auch z = 0, k(0) = 0 und S = id annehmen. Wir beobachten,
dass der Patch w, dann die folgende Eigenschaft hat:

{Az:z €ew;, A€ 0,1]} =:[0,1]w; C w5,

und es existiert ein & > 0 mit [0, e]w, C x(U). Offensichtlich ist &g joznr: (2,¢(z)) —
x fiir jedes T € To, 2 € T affin und erfiillt daher k= 1(\ex) = A\x~!(e2) fiir z € w;,
§ € [0,1]. Damit kénnen wir x| = wohldefiniert nach @; fortsetzen durch

©.(x) == -k Yex) fiir alle z € @;.
€
Diese Fortsetzung ist bi-Lipschitz mit denselben Konstanten wie /i_ll[o’s]w—z, wegen

ox(2) — @)l _ |5~ (ex) — ' (ey)]
|z =y ez -y
Diese hingen also nur von s und damit von I' ab. Auferdem ist ¢, |r fiir jedes T' € Ty,
z € T affin und bildet daher T" auf einen Simplex ab. O

Die Konsequenz aus Annahme A, welche wir spéter bendtigen, ist, dass sich alle Pat-
ches aller Gitter 7, > Ty mit den Abbildungen ¢,, z € Ny bi-Lipschitz-stetig auf
Patches in R"~! abbilden lassen — die Lipschitz-Konstanten hiingen also nur von der
Start-Triangulierung 7y ab (bzw. nur von I' im Fall von Polyedern).
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Lemma 2.36. Seien T, To Gitter auff mit Ty > To. Fiir jeden Knoten z € Ny gibt es
einen Knoten z* € Ny, sodass W, C Wy, wobei w= o der Patch von z* beziglich Ty ist.

Der Beweis des Lemmas ist klar, wenn man die drei Falle unterscheidet, dass z im Inneren
eines T' € 7Ty liegt, oder auf einer Kante, oder z € Ny. Wir iiberspringen die Details.

Bemerkung 2.37. Fiir die FEM-BEM-Kopplung werden wir spater auch Triangulierungen
von €2 bendtigen. Diese lassen sich ganz analog zu Triangulierungen auf I' definieren,
indem man beispielsweise in Definition einfach I' durch Q und (n — 1) durch n
ersetzt und in Punkt (iii) zusitzlich erlaubt, dass sich zwei Elemente in einer gemeinsamen
Seitenfliche schneiden. O

2.3 Interpolationsraume

Man kann Sobolev-Riume mit gebrochenem Index auch via Interpolation charakteri-
sieren. Dies erlaubt es beispielsweise, Abschitzungen im schwerer fassbaren H'/2(I') zu
beweisen, indem man sie auf analoge Abschitzungen in den leicht zu handhabenden
L*(T) und HY(T) zuriickfiihrt. Wir werden dies u.a. in Abschnitt fiir den Beweis
der Zuverldssigkeit des Residualschitzers bendtigen und geben aus diesem Grund eine
Einfiihrung in Interpolationsrdume. Die Standardreferenz zu diesem Thema ist [BL76].

Im genannten Werk werden hauptséchlich normierte Rdume betrachtet. Interpolation
ist aber in meinen Augen in ihrem allgemeinsten Sinn einfach eine Methode, um aus
zwel gegebenen Ungleichungen eine dritte, ,dazwischenliegende” Ungleichung abzulei-
ten. Um dies zu demonstrieren, werde ich zunéchst in §1 eine drastisch verallgemeinerte
Version des klassischen Interpolationssatzes [BL76, Theorem 3.1.2] beweisen. Daran an-
schliefsend diskutieren wir Interpolation von Seminormen und charakterisieren in §2 die
H'/2-Seminorm mittels Interpolation zwischen der H'- und einer L?-Seminorm.

In den folgenden Abschnitten §3 und §4 untersuchen wir, wie sich die Sobolev-Seminormen
unter Lipschitz-Transformation des Gebietes verhalten und beweisen, davon ausgehend,
ein unserem Wissen nach neues Resultat iiber die gleichmiifige Aquivalenz der Seminor-
men auf Patches. In §5 rekapitulieren wir die benutzte Beweistechnik und folgern eine
Poincaré-Ungleichung fiir Patches.

2.3.1 Der Interpolationssatz

Das abstrakte Setting sieht wie folgt aus: Gegeben seien zwei Mengen Ap und A; und eine
surjektive Abbildung + : Ag x A1 — Ag+ Aj in eine dritte Menge Ay + A;. Weiters seien
ap: Ag — [0,00], ar: A1 — [0,00] zwei beliebige Abbildungen in die positive Halbachse
inklusive co (man denke etwa an Normen). Dann definieren wir fiir jedes s € (0,1) die
interpolierte Abbildung I4(; ag, a1) auf Ag + Ay durch

o0 1/2
L(f; a0, m) = K, ( /0 o nt(ao(fo)? + Par(f1)?) t—%‘f) .
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Das Infinum erstreckt sich hierbei {iber alle Darstellungen f = fo + fi mit fy € Ag und
f1 € A1. Weiters ist K > 0 eine Konstante, deren Wert wir zunfchst unbestimmt lassen.
Man beachte, dass das Integral divergieren kann, also

IS(~;(I0,CL1): Ag+ A1 — [0,00]

Wir zeigen nun unter diesen Voraussetzungen den Interpolationssatz. Beachte, dass wenn
wir co auf einer Seite einer Ungleichung erlauben, wir natiirlich die Konvention co < oo
sowie ¢ < oo fiir ¢ € R benutzen.

Theorem 2.38 (Interpolationssatz). Seien Ay, A1, ag, a1 wie zuvor und by, by : Ay, Ay —
[0, 0] zwei weitere Abbildungen. Wir setzen

as = Is(;a0,a1), bs = 1Is(;b0,b1) fir alle s € (0,1).
Gelten die Ungleichungen

Coao(f) fir alle f € Ay,

<
< Chiaq(f) fir alle f € Ay,

mit Konstanten Co, C1 > 0, so folgt auch die interpolierte Ungleichung
bs(f) < Cy°Cias(f) fir alle f € Ay + Ay.

Beweis. Wir schétzen einfach ab und beniitzen die Voraussetzungen:

0 dt
K7%bs(f)? = / inf (bo(fo)® + t°b1(f1)%) t 2 —
s bs(f) ; leff()1+fl(o(f0) + t%b1(f1)%) ;
b dt
< [, i+ et ()

> C1 2 . dt
*Jo f=1frol+f1 <a0(f0) * Co a(h) t

Co\ 7% [ dt
’ (Cl) o snEy, aolho)+ Far(A)) 175
= K;*(Cy°Ci)2as(f).

Im vorletzten Schritt haben wir die Substitution ¢ — (Cy/C1)t angewandt und ausge-
nutzt, dass das Mafs % invariant unter dieser Transformation ist. O

Bemerkung 2.39. Wie aus dem Beweis ersichtlich ist, benotigt der Satz nur die folgenden
zwei Eigenschaften des Interpolationsfunktionals I4(+; -, -). Erstens, Monotonie

ap <bo, a1 < b impliziert  Is(:;a0,a1) < Is(+bo, b1),
und zweitens exakte Interpolation von Konstanten,

Is(+; Coap, Crar) = Cy *CiIs(; ap, a1).
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Wir geben nun ein konkreteres Beispiel, wie Theorem [2:38| angewandt werden kann. Seien
(Ao, ||| 4g) und (A, [|-||4,) seminormierte Réume mit Einbettung A; C Ap, und + sei die
normale Vektorraumaddition, d.h. in diesem Fall gilt A9+ A; = A. Nun seien (By, ||-||5,)
und (By, | - ||B,) zwei weitere Réume mit denselben Eigenschaften und 7' : Ay — By ein
linearer Operator, der den Ungleichungen

\Tflls, < Cillflla, firalle fe A;undi=0,1 (2.27)
geniigt. Damit erfiillen
bi(f) = ITflls, wnd ai(f) = [|flla, fiiri=0,1,

die Voraussetzungen des Interpolationssatzes. Wir schreiben die interpolierte Abbildung
nun in der iiblichen Form

1l cao,a0). 7= Ls(F5 0l - Mg [ [lay)  fidr alle f & Ao.

Lemma 2.40. Seien A1 C Ag seminormierte Raume. Dann hat || - || a,,4,), auf Ao alle
Eigenschaften einer Seminorm aufer méglicherweise || - || ay,.4,), < 0.

Beweis. Seien f,g € Ag. Fiir jede Zerlegung f = fo + f1 und g = go + g1 gilt

AN

inf (ol +*llha]%,)"?

. < (o + 0l + 2151 + 011

(1follZy + €2 A1120 "2 + lgolZ, + tllgrll,) 2.

IA

Nehmen wir rechts das Infinum, sehen wir, dass die Abbildung

— inf 2 2 falA )
f f:f0+fl(“f0‘|Ao 1f1l1%,)

die Dreiecksungleichung erfiillt. Genauso sieht man die Homogenitét. Beide Eigenschaften
iibertragen sich auf | - || 4y,4,),, da (fo~ |- ]2t_25%)1/2 eine L?-Norm ist. O

Das folgende Lemma zeigt aufserdem

1T fl(Bo,Br). = Ls(TF3 1 3o Il - [130) < Ls(f5 T M| 3oy 1T - 1)

wieder im etwas abstrakteren Setting.

Lemma 2.41. Seien Ay C Ay, B1 C By Vektorrdume und T: Ay — By linear. Fiir
beliebige Abbildungen cy,c1: By, By — [0, 00] gilt

IS(Tf;C(),Cl) < Is(f;C()(T~),Cl(T')) f’le‘ alle f € Ap.

Ist T' zusdtzlich surjektiv im Sinne von T'(Ag) = By und T'(A1) = By, gilt Gleichheit.
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Beweis. Fiir f € Ag gilt die Mengeninklusion

{(90,91): Tf =g0o+91,90 € Bo,g1 € B1} D {(Tfo,Tf1): f = fo+ f1, fo € Ao, f1 € A1}

Daher ist das Infinum iiber die linke Menge kleiner:

inf C 2+t2c 2\ < inf en(T 2—|—t2c Tr)2) .
A (eolan)® + Perlan)?) < inf(eoTho)? + e (T)?)

Falls T' surjektiv ist, sind die Mengen sogar gleich: Fiir jedes Paar (go,g1) = (Tf(),TZl)
aus der linken Menge gilt T'fo =Tf—Tf1 =T(f— f1). Alsoist (go,91) = (T'(f—f1), T f1)
in der rechten Menge. O

Anschliefsend an die Diskussion vor Lemma, gibt uns der Interpolationssatz bzw.
Bemerkung 2.39 nun das Folgende.

Korollar 2.42. Seien A1 C Ay und By C By seminormierte Raume, und der lineare
Operator T : Ay — By erfille (2.27)). Dann gilt auch

1T fll(Bo,Br). < Co*CilIfllap,a0),  fir alle f € Ap. (2.28)

Erfallt T andererseits ||T f|| g, > Cil| fll 4, fir f € A; und i = 0,1, und zusdtzlich T(Ao) =
By und T(A1) = By, dann gilt

ITfll(Bo,Br), = Co Il fllcag,a0),  fir alle f € Ap.

O

Der erste Teil dieser Aussage ist gerade der klassische Interpolationssatz [BL76, Theorem
3.1.2], verallgemeinert auf Seminormen. Der zweite Teil ist im Fall von Normen redun-
dant, weil man aus den unteren Abschitzungen fiir T' die Injektivitdt und damit Existenz
einer Inversen folgern kann, fiir die man wiederum den ersten Teil anwenden kann.
Jenen Teilraum von Ag, fiir den die rechte Seite in endlich ist, bezeichnet man als
Interpolationsraum, geschrieben

(AOaAl)s = {f € A(): Hf||(A07A1)s < OO}

Nach Lemma [2.40 wird also (Ao, A1)s mit || - [|(4,4,), Wieder ein seminormierter Raum.
Das folgende Lemma zeigt A1 C (Ao, A1)s C Ao.

Lemma 2.43 (Interpolationsabschitzung). Seien Ay C Ay seminormierte Raume. Dann
gilt
K

2 1-s s ..
25(1—») I flla° L%, fiir alle f € As. (2.29)

HfH(Ao,A1)s <
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Beweis. Wir bemerken zuerst, dass im Fall f € A; gilt

. . 2
inf (|1 foll, + £21f1ll%,) < min ([ £y ¢l £1la,)? -
f=fotf1

Insbesondere kénnen wir || f||.4, > 0 voraussetzen. Es folgt

Ldt
A ag < K3 [ min (1L el

> dt

_ K32 ¥ 2 / min (1,t||f”‘41> 428
17113, i) &
2 1—s —QSdt
K2(1£ 101 5,)? [ min(1,6)%¢ .

Im letzten Schritt haben wir wieder Substitution benutzt. Die einfache Rechnung

o0 dt 1
/ min (1,£)% 35 = ——
0 t 2s(1l—5s)

ergibt nun die Conclusio. O

Das néchste Lemma besagt, dass Interpolation und das Bilden von Produktrdumen
vertauschbar sind. Wir versehen dabei einen Produktraum immer mit der ¢5-Produkt-
Seminorm.

Lemma 2.44. Seien Xi C X{ seminormierte Riume fir i =1,...,N. Dann gilt

(HXO, HX1> = H (X3, X1,

mat Gleichheit der Seminormen.

Beweis. Zu zeigen ist nur die Gleichheit der Seminormen. Wir haben

) o0 dt
Fill2e i::ﬁ/ inf Sl + 2l )
G, e o 8 | SV A )

) dt
7\ [|2 o —_ 2 2 —2s
[ERN 1(2/ e (153l + A, )

Die Frage ist also, ob Summe und Infinum vertauschen. Die Antwort lautet ja, weil die
Zerlegungen f' = f¢ + fi unabhiingig voneinander gewihlt werden konnen. O

Abschliefsend besprechen wir die Wahl der Konstanten K; > 0. Diese macht offenbar fiir
die bisherigen Ergebnisse keinen Unterschied, es gibt aber eine sehr natiirliche Wahl, wie
das néchste Lemma zeigt.
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Lemma 2.45. Sei (A, || - ||a) ein seminormierter Raum, und setze im Interpolations-
funktional

K= (2 sin(ﬂ's))l/2 .
Dann gilt
I Nlea,ay. = I - Ila-

Beweis. Sei f € A. Wir zeigen zuerst

t2

m”f”ix- (2.30)

inf

nt (Ul + E21A03) =

Einerseits wird der Wert auf der rechten Seite fiir die Wahl fo = t2(1 +¢2)"1f und f; =
(1+t?)~!f angenommen. Andererseits zeigt die Youngsche Ungleichung fiir f = fo + f1
t2 5 t2
m“f 12 < T

und damit die Behauptung. Nun berechnen wir

(C+ N folld + A+ N ANR) = 1ol + 1A%

o0 t1723
2 o 2 2
120, = IAIEK? [ g

o0 tl—QS T
=P
o 1+¢2 2sin(ms)

kann laut [McL, Exercise B.5| mit dem Residuensatz gezeigt werden. O

Die Identitét

Von nun an benutzen wir immer die Wahl von K aus dem letzten Lemma.

sin(ms)
ws(l—s)

auf [0, 1] fortsetzbar ist, die bei s = 1/2 ihren maximalen Wert % annimmt. Man bekommt
daher mit der neuen Wahl von Kj in (2.29) eine Interpolationsabschétzung, die nicht von
s abhéngt:

Bemerkung 2.46. Elementare Rechnung zeigt, dass s —

zu einer stetigen Funktion

2 —s s
11l a0,41)s < ﬁHfHZO 1%, f €A

2.3.2 Sobolev-Riume als Interpolationsraume

Wir haben gesehen, dass der Interpolationssatz eine elementare Aussage ist, die direkt
aus der Definition des Interpolationsfunktionals Is(+; -, -) folgt und nicht einmal die Eigen-
schaften einer Norm bendtigt. Die eigentliche Herausforderung in der Interpolationstheo-
rie ist also das Charakterisieren der Interpolationsrdume (Ao, A1)s bzw. der zugehorigen
(Semi-)Normen || - [| 49,4,),- Im Fall von Sobolev-Raumen ist dies schon lange gelungen,

und es ist allgemein bekannt, dass (mit Aquivalenz der Normen)

(LX), HY (X)), = H*(X), se€(0,1), (2.31)
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fir X = Q oder X = I', wenn 2 C R"™ offen und I' ein Lipschitz-Rand ist. Siehe
[McL00, Theorem B.8 und B.11] fiir Beweise. Analoge Aussagen gelten fiir Sobolev-
Réume beliebiger Ordnung und deren Dualrdume. Uns interessiert aber besonders der Fall
s = 1/2, weil wir damit eine neue Charakterisierung des Spurraumes H'/2(T") erhalten.

Unser Hauptresultat in diesem Abschnitt ist eine Verallgemeinerung von auf
Sobolev-Seminormen. Zunéchst aber beweisen wir fiir den Fall X = R"; dies ergibt
sich mehr oder weniger als Nebenprodukt der Interpolation von gewichteten L?-Normen,
welche wir spater noch mehrmals bendtigen werden.

Ist (€2, 1) ein messbarer Raum und w: Q — (0, 00) eine messbare, positive Gewichtsfunk-
tion, setzen wir L?(w) := L?(Q, wdu). Die zugehdrige Norm ist

1) = [ wlf?d

Im néichsten Satz hat man im Allgemeinen keine Inklusion Ay C Ap; die Norm [|-[[(4,,4,)
und der Interpolationsraum (Ag, A;)s kénnen aber natiirlich genauso wie bisher definiert
werden.

Theorem 2.47 (Interpolation gewichteter L2-Riume). Sei (2, 1) ein messbarer Raum
und wo, w1 : Q@ — (0,00) messbar. Dann gilt

(L*(wo), L2 (w1)), = L*(wy~*w?)
mit gleichen Normen.

Beweis. Sei f € L?(wg) + L?(w1). Genauso wie (2.30]) zeigt man

t?
inf w 2d +t2/w 2d )z/ Lot 2d
it ([l [ o) = [0 2 g

Integration iiber fo t_25 dt Vertauschung der Integrationsreihenfolge und Substitu-

tion zeigen dann
) w1 1-2s
2 2

-/ wé’swflflgdu-

Gilt andererseits f € L?(w) *w}), folgt mit demselben Argument f € (L?(wo), LQ(wl))s.
0

112200, £2 01,

Ein unmittelbares Korollar ist die Charakterisierung von Sobolevrdumen auf R™ mittels
Interpolation, wiederum mit Gleichheit der Normen. Wir erinnern hier daran, dass wir
die Sobolev-Norm wie in [McL00] mittels Bessel-Potential definieren:

[l e ey = (14| - )20 fo(rny  fiir alle ¢ € R. (2.32)

Die Definition der Fouriertransformation wird in Abschnitt nachgeholt.
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Korollar 2.48. Fir tg,t; € R und s € (0,1) gilt
(Hto (Rn)7 Ht1 (Rn))s _ H(lfs)toJrstl (Rn>
mit gleichen Normen.

Beweis. Setze t = (1 — s)tg+ st; und w;(€) = (1 +|¢[)% fiir i = 0, 1. Nun ist ([2.32) eine
gewichtete L?-Norm von @ mit Gewichtsfunktion w(¢) := (1 4 |€]2)F = wo(&) 5wy (€)°.
Da die Fouriertransformation

(): HY(R™) = L*(w;), i=0,1
per Definition ein Isomorphismus ist, folgt mit Theorem und Lemma [2.41

lull zremny = 18l L2w) = 181l (22(wo),L2(w1)), = Il (rrto (mr), 201 (7Y, -

Dies ist die Behauptung. O

Unser néchstes Ziel ist es, wie angekiindigt, die Aussage (2.31)), welche sich auf die Nor-
men der Rdume bezieht, auch fiir entsprechende Seminormen zu beweisen. Wir benutzen
dabei die Seminormen || (x), s € (0, 1] aus Deﬁnitionbzw. |y = IVeOll g2 -
Unter der Annahme, dass 1 € L?(X), fiihren wir aufierdem eine Seminorm auf L?(X)
ein:
lulr2(x) = llu =l r2(x)

mit dem Mittelwert @ = |X|™! [, udz, auch bekannt als die L?-Orthogonalprojektion
von u auf die Konstanten:

P: L*(X) — span{l}

U — U

Es gilt also |u|r2(x) = (I — P)ullr2(x). Wegen der Poincaré-Ungleichung (2.2)) gilt
Ahnliches fir H' und H*, namlich

lulprsxy = (I = Pullgsx) fiir alle s € (0, 1], (2.33)

mit Konstanten, die nur von s und X abhéngen. (Wobei wir fiir den Fall s = 1 annehmen
miissen, dass X zusammenhéngend ist.) Beachte auch dass alle drei Seminormen auf den
Konstanten verschwinden. Wir sind nun in der Lage, unser Wunschresultat zu beweisen,
nimlich dass wir die H*-Seminorm als Interpolation der L?- und H'-Seminorm erhalten.
Der Ubersichtlichkeit halber lassen wir das X in Klammern manchmal weg.

Theorem 2.49 (Interpolation von Sobolev-Seminormen). Sei X C R"™ beschrankt und
offen oder der Rand eines Lipschitz-Gebietes, und jedenfalls zusammenhdngend. Definiere
fir s € (0,1) die interpolierte Seminorm

ul(p2,m1y, = Is(us | - [p2, | - [g1)-
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Dann gilt die Aquivalenz

ul(r2,m1y, = |ulgs  fir alle v € L*(X). (2.34)
Die Konstanten hdngen nur von s und X ab.
Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass fiir alle v € H*(X) und ¢ € R gilt

|U + C|(L2,H1)S = |u|(L2,H1)5‘

Tatséchlich folgt aus der entsprechenden Eigenschaft fiir |- |72 und | - |g1, dass

. 2 20 12 . 2 20,12
u+cir11£+u1 (’uo‘LQ +t |UI‘H1) - u:!ur(ig’ul (|UO‘L2 it |U1‘H1) ’
und daraus die Behauptung. Wir bezeichnen nun mit || - [|(z2 g1y, = Ls(5 | - [[z25 | - [|1)

die interpolierte Norm und bemerken, dass

[ul(r2,my, < llullp2, 5, -

Dies sieht man durch Interpolation der Ungleichungen |u|z2 < ||ul|z2 und |u|g1 < ||ul|g1-
Setzen wir (I — P)u ein, erhalten wir

lul(z2, 1y, = (I = P)ulze gy, < |(I = Pullz2 gy,

Die andere Richtung,

I = P)ullz2,m), < |ulz2,my.
folgt wieder einfach durch Interpolation zwischen L? und H' und der Poincaré-Ungleichung
(2:33). Es folgt |ul(2 g1y, = [|[(I — P)ul|(z2, g1y, Insgesamt kénnen wir schliefen, dass

lul(rz,m), = (I = P)ull 2y, = (I = P)ullms > |ulms.

Fiir die zweite Aquivalenz haben wir die bekannte Charakterisierung der H*-Norm aus-
genutzt, und fiir die dritte die Poincaré-Ungleichung (12.33)). O

Dieser Satz wurde auch schon in Lemma 2.7| bewiesen. Es sei allerdings bemerkt,
dass Heuer die (L2, H'),-Seminorm geringfiigig anders definiert, nimlich als Interpolation
zwischen || - |72 und |- |51, und nicht explizit den Interpolationssatz fiir Seminormen ver-
wendet. (Mit unserer Definition ist der Satz im Wesentlichen Spezialfall eines abstrakten
Resultats, (A/C,B/C)s = (A, B)s/C, iiber die Interpolation von Faktorrdumen, siehe

[Tri93], 1.17.2].)

Heuer zeigt auferdem (siehe Theorem 3.1]), dass die impliziten Aquivalenzkon-
stanten in (2.34) invariant gegeniiber Skalierung von X sind, also nur von der Form
und nicht vom Durchmesser von X abhingen. Dieses interessante Resultat wollen wir
ebenfalls rekonstruieren.

Benennen wir zunéchst die zu s und X gehorigen Konstanten; es gelte also

AS,X|U|HS(X) S |u|(L2(X),H1(X))S S BS,X|U|H5(X)~ (235)
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Die genauen Werte von A, x, Bs x > 0 sind nicht wichtig fiir uns. Vielmehr benutzen wir
(so wie Heuer) die Skalierungseigenschaften der beiden H*-Seminormen, enthalten im fol-
genden Lemma. Hier sei X C R” eine beliebige k-dimensionale Lipschitz-Mannigfaltigkeit
mit k < n und 1 € L?(X), fiir die erfiillt ist.

Lemma 2.50 (Skalierbarkeit der Seminormen). Sei h > 0 ein Skalierungsfaktor und
hX = {hz: x € X}. Sei weiters s € (0,1) und u € H*(X). Definiere u"(hx) = u(x) fir
x € X. Dann gilt

W[ nxy = R s x,s

W ey, = WPl e a0, -

Beweis. Die erste Identitdt zeigen wir mit der Substitution xp = hx, dxp = hEdz.

hp2 Ju" (1) — u" (yn)|”
U | % = dxyp, dyp,
el (hX) /hX /hX |2 — yn |2

WP o
//hk+23|x_y|k+2sh dx dy

= 28|U|HS(X)‘

Analog zeigt man fiir die Endpunkte s = 0,1
|2 nxy = B |ul oy und [l gy = Bl - (2.36)

Wir bemerken, dass 7" (u) = u” eine surjektive lineare Abbildung T": L?(X) — L?(hX)
definiert, die auch T"(H'(X)) = H'(hX) erfiillt, und erhalten nach Korollar aus
(2.36]) die interpolierte Gleichung

RR278 uf 2 0 ()

h
[u™ | (L2 (hx), Y (B X)s
Dies ist die zweite Identitéit. O

Theorem 2.51 (Gleichmiifige Aquivalenz der Seminormen bei Skalierung). Sei h > 0
ein Skalierungsfaktor und s € (0,1). Dann gilt

As xulms(nx) < [ulex),mr (hx)), < Bsxulmsnx)

fir alle w € H*(hX). Die Konstanten hingen nicht von h ab.

Beweis. Folgt unmittelbar aus (2.35) und den Skalierungseigenschaften. O
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2.3.3 Aquivalenz der Seminormen bei Lipschitz-Transformation

Wir sind sogar in der Lage, ein weitreichenderes, unserem Wissen nach neues Resultat zu
beweisen, welches eine natiirliche Verallgemeinerung von Theorem [2.51] darstellt, siehe
Theorem - Damit kénnen wir spiter die gleichméfige Aquivalenz der Seminormen
auf einer Familie von Dreiecken im R? zeigen — mit Konstanten, die nur von der ~-
Formregularitdt abhéngen.

Von hier an bezeichne X C RF eine beschrinkte offene Menge, fiir die (2.35) gilt.
An Stelle von Skalierungen betrachten wir allgemeiner bi-Lipschitz-Transformationen
k: X — R™ mit n > k. Folgende Definition wird von Nutzen sein.

Definition 2.52. Fiir k: X — R" bi-Lipschitz, definiere

7(k) = Lip(s)Lip(x~!) > 1.

Bemerkung 2.53. Die Grofe (k) ist eine Art Deformierungsmaf. Man denke hier et-
wa an eine Familie (k)xex von Transformationen, sodass gleichméafbig v(k) < C < oc.
Heuristisch gesehen ist dann X ein ,Referenzelement und alle k(X), k € K, sind FIi-
chenelemente, die ungefahr dieselbe Form haben wie X. Insbesondere gilt, falls k eine
Isometrie verkniipft mit einer Skalierung ist, v(x) = 1. Man verifiziert auferdem un-
mittelbar die Rechenregeln v(n o k) < v(n)y(k), fir n: k(X) — R™ bi-Lipschitz, und

V() = (k). -

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die Sobolev-Seminormen auf X = «(X) verhalten.
Der Ubersichtlichkeit halber setzen wir L; := Lip(x~')~! und Ly := Lip(k). Nach der
Flichenformel haben wir, fiir s € (0,1), v € H*(X) und u* = uo ™},

[ur(k(x)) —u(K(y))|”
"l / / |n ( )[F+2s Jr(x)Jk(y) dv dy.
Die bi-Lipschitz-Stetigkeit von x und (2.6 geben uns

2
—(k+2s U
u” 2 He (%) < * )// | x—y|k+23| Jk(x)Jk(y) dx dy

< Ly (k+2S)L%k|“|Hs(x)

und die entsprechende Ungleichung in die andere Richtung,

—(k+2 k
’uﬁ ?qs()}) > L2( S)L% |u’%IS(X)
Verwenden wir v(k), so lautet dies

A0 EPILE B ) < R o) <A ELE Rl (237)

Die Idee des nédchsten Theorems deutet sich bereits an: Wenn wir fiir die interpolierte
Seminorm dasselbe zeigen, bekommen wir die Aquivalenz |- |HS(5(«) ~ |- |(L2 (%), HL(%)) mit
Konstanten, die nur von (k) abhéngen.
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Theorem 2.54 (Aquivalenz der Seminormen bei Lipschitz-Transformation). Fiir bi-
Lipschitz-stetiges k: X — R™ gilt

A x v (5) ™ 9l s o0y < Tl p2 o)), i1 s () < Bsx(5) 5 ul s o))

fir alle w € H*(k(X)). Die Konstanten hingen nur von s, X und (k) ab.

Beweis. Es sei X = x(X). Fiir die Abschiitzung von | - |(L2()~() (X)), analog zu (2.37)

benutzen wir Interpolation. Aus der Abschitzung der Jacobi-Determinante (2.6 folgt
direkt die L?-Abschitzung

nHQ

Seien w und u” die Mittelwerte iiber X bzw. X. Wegen der Projektionseigenschaft gilt
=l 2y < llu— @l 2y sowie

= 0 oy = M = 0oy < T =l gy = = 0],
daher folgt aus der L2-Abschitzung sogar

Llﬂu‘%%x) < |u” iz < L12€|U|%2(X)' (2.38)

(X)
Fiir die H'-Abschitzung stellen wir fest, dass der Oberflichengradient wegen (2.5

Li|V gu"(k(2))| < [(Dr(2))" (V gu") (5(2))] = [Vu(z)| < La|V gu*(k(2))]
fiir fast alle z € X erfiillt. Die L2-Abschitzung liefert dann

() 2 2l ) < [ 2 gy < Y R)PLE 2l (2.39)

Interpolation zwischen (2.38) und (2.39) zeigt

—9s 1 k—25s K s 1k—2s
V() Ll ), x) S 10z m iy, S VLS Tl oo,
(2.40)
Zu guter Letzt miissen wir nur mehr (2.35), (2.37) und (2.40) kombinieren, um das

gewiinschte Resultat zu erhalten. Die obere Abschitzung etwa lautet:

)

.4

()

e mzy, = VLl mx),
T B0 Ll
Bg,xV(H)2SL]§_257('€)k+28L1_k+25|UK ;S(i)
= B I, g
Die untere Abschétzung geht analog. O
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Wir présentieren nun eine erste Anwendung fiir Theorem Sei T C R? das Refe-
renzdreieck mit Eckpunkten (0,0)7, (1,0)7 und (0,1)7. Nun sei T'= A(a, b, c) C R? ein
beliebiges Dreieck. Wir erhalten T als Bild von T unter der affinen Abbildung x: R? — R?
gegeben durch

k() =a+ Az mit A=(b—a,c—a).

Falls A invertierbar ist, ist diese Abbildung offensichtlich bi-Lipschitz mit Lip(x) < |A]e,
Lip(s~!) < |A71]5. Wir sind also in der Situation von Theorem mit X = T und
K(X)=T.

Die Invertierbarkeit von A ist dquivalent dazu, dass 7" nicht degeneriert ist. Genauer gilt
det(A) = 2|T'|, und man kann die Lipschitz-Konstanten mit der Frobeniusnorm |- | wie
folgt abschétzen:

|Al2
A7,

Alr = (b af + e~ al*)"* < V2hr, (2:41)

<
< |ATYE = det(A) 7Y AlR < V202T|) thy. (2.42)

Damit bekommen wir die Abschétzung

_ h3
(k) < JAR|ATY2 < ITT!

Ist T ein ~-formreguléres Dreieck im Sinne von |T]_1h2T < 7, zeigt Theorem also

(2+s

A v MNulgeery < lulerzery mry, < Bsf’YHS\Ums(T).

Diese Ungleichung bleibt auch erhalten, falls 7' ein Dreieck in R? ist, da wir 7" dann durch
kanonische Einbettung in R3, Drehung und Translation aus einem geeigneten 77 C R?
erhalten und abermals Theorem mit (k) = 1 anwenden kénnen.

2.3.4 Aquivalenz der Seminormen auf Patches

Neben Dreiecken wird in der Analyse von ABEM/AFEM oft auch mit Patches gearbeitet.
In diesem Unterabschnitt werden wir das folgende Resultat beweisen. Siehe Abschnitt
2.2 fiir die Notation und Definition von Patches. Im Folgenden sei immer n = 2, 3.

Theorem 2.55. Sei s € (0,1), Q C R"™ ein Lipschitz-Gebiet, ' = 0Q und Ty eine
Triangulierung auf I'. Weiters existiere eine Start-Triangulierung Ty < T, die Annahme

A (Definition erfillt. Dann gilt
C M ul s, < Tl r2w.), 1@, ), < Clulps,)

fiir alle z € Ny. Die Konstante C > 0 hingt nur von s, Ty und, im Fall n = 3, von der
Formregularitdt von Ty ab. Ist  ein Polyeder, hangt C nicht einmal von Ty ab, sondern
stattdessen nur von I,
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Annahme A wird es uns erlauben, die Aussage auf den ,flachen” Fall
N
w = U T C R
k=1

zuriickzufiihren. Im Fall n = 3 sind die T} hier (bis auf Kanten) disjunkte, nicht-
degenerierte Dreiecke mit einem gemeinsamen Eckpunkt z, und w sei offen. Da wir in
Theorem [2.55| nur geschlossene Rénder betrachten, reicht es fiir den Beweis den Fall zu
betrachten, dass z € w, mit anderen Worten, die Dreiecke lassen keine Liicke rund um
z. Damit sich das ,ausgeht”, muss die Anzahl der Dreiecke N > 3 sein. Im Fall n = 2
gilt immer N = 2 und 77, 7> C R sind Intervalle mit 73 N7, = {z}. Wir nennen w unter
diesen Voraussetzungen einen flachen Patch mit Mittelpunkt z.

Im Fall n = 3 definieren wir die fiir w charakteristische Grofie
h%

Tw = lg}%XN mv

genannt Formregularitit von w. Aus Abschnitt wissen wir, dass
N < my,

mit anderen Worten: N héngt nur von der Formregularitdt von w ab.

Als néichstes definieren wir geeignete Referenz-Patches Wy fiir jedes N > 2. Fiir N = 2
setze

Wy = (—1,1) CR.
Fiir N > 3, definiere @y C R? als das (offene) gleichmiiRige N-Eck mit Eckpunkten
e%, k=1,...,N. Wir zeigen nun, dass ein flacher Patch bi-Lipschitz-hom&omorph
zum Referenzpatch ist.

Lemma 2.56. Seiw C R"™! ein flacher Patch bestehend aus N Simplizes. Dann existiert
K: WN — w bi-Lipschitz, sodass

C~'Lip(k) < diam(w) < CLip(x~1)7!

und insbesondere (k) = Lip(k)Lip(k~!) < C? < 1. Die Konstante C > 0 hingt im Fall
n = 3 nur von der Formregularitit ~, ab, im Fall n =2 gilt C = 2 und sogar (k) = 1.

Beweis. Der Fall n = 2 ist trivial: @y und w sind beides Intervalle. Die Abbildung x
ist einfach eine Streckung verkniipft mit einer Translation, und wir haben Lip(k) =
diam(w)/2 = Lip(k—1) 1.

Nun zum Fall n = 3. Zunéchst kénnen wir z = 0 fiir den Mittelpunkt von w annehmen,
da die Verkniipfung von k mit einer Translation nichts an der Aussage &ndert. Wir
bezeichnen die N duferen Eckpunkte von w mit 2z, £k = 0,..., N, 290 = zn, numeriert
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im mathematisch positiven Sinn, sowie zj := e N . Die zugehorigen Dreiecke seien T}, :=

A(0, zg—1, zk) bzw. T\k := A(0, Zy_1, 2x). Wir definieren Matrizen Ay € R2*2 durch
ApZp—1 = 2p—1, Apzp =2z, k=1,...,N,
und die stiickweise lineare Funktion
k() = Agr, fiir arg(Zp—1) < arg(z) < arg(Z).

Nach Konstruktion stimmen Ay und Ay auf der von 2k erzeugten Halbgerade iiberein,
also ist r: R? — R? stetig, bijektiv, und es gilt x(T}) = Ar(Ty) = Tp.

Wir zeigen, dass  sogar global bi-Lipschitz ist. Seien x,y € R2. Die gerade Strecke zwi-
schen x und y kreuze endlich viele der Halbgeraden R*?kj jeweils in den Schnittpunkten
tk;, mit j =1,..., M. Wir berechnen

|”(x) - ”(y)| = |Ak1 (CE - tkl) + Akz(tlﬁ - tk2) +.ot AkM+1 (tkM - y)‘
max(|Agl2)(je = try | + .. + |ty — 91)

IN

max(| Ay — 9]

Ahnlich verfihrt man, falls z und y auf derselben Geraden durch den Nullpunkt lie-
gen. Dies zeigt Lip(k) < maxy(|Ax|2). Analoges Vorgehen fiir k=! zeigt Lip(k~!) <
maxk(|A;1|2). Nun kénnen wir A;, auffassen als Bkgk_l, wo By : T — T}, und Ek: T — T\k
lineare Abbildungen vom Referenzdreieck sind. Wie wir bereits in , berechnet

haben, gilt
V2hr,
2|Ty|

|Brl2 < V2hr,, 1B, M2 <

Fiir die Abbildungsnormen der By, folgt wegen hz =1und 2|T}| = sin( 27) explizit

Brl2 < V2, B2 <

wobei die zweite Ungleichung aus sin(2rz) > 4, « € [0, 1] und sin(ZF) = %2 > 2 folgt.
Insgesamt erhalten wir
Lip(k) < ml?x\Bk|2|§k_1]2 < ngx hr, < diam(w),
~ h
Lip(s™!) < mkax\B,;l|2|Bk|2 < mkaxﬁ < diam(w) .
Die Konstanten hingen nur von -, ab, siehe (2.23)) und ([2.25)). O

Die Formregularitét ~,, ist gut mit Lipschitz-Transformationen kompatibel.
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Lemma 2.57. Sei w C R? ein flacher Patch und n: w — R3 bi-Lipschitz. Definiere
ebenfalls hyr,) = diam(n(Ty)) und

h2
n(Tk)
V() := Max .
T (T

Dann gilt, mit ~y(n) = Lip(n)Lip(n~1),
7(77)_27w < Tn(w) < ’7(77)27w-

Beweis. Fiir jedes Dreieck T' C w haben wir

Lip(n™")'hr < hyry = SUPTW(QC) —n(y)| < Lip(n)hr, (2.43)
RIS

Lip(n™") 72T < [n(T)| < Lip(n)*|T|.

Die zweite Zeile ist (2.7). Die Aussage folgt aus der Kombination dieser Ungleichungen.
O]

Damit kénnen wir Lemma [2.56] auf die Situation von Theorem 2.55] erweitern.

Lemma 2.58. Sei 2 C R™ ein Lipschitz-Gebiet, I' = 0Q und T; eine Triangulierung
auf I'. Weiters existiere eine Start-Triangulierung To < Tg, die Annahme A (Definition
erfillt. Fir z € Ny sei N, = #{T € Ty: z € T}. Dann ezistiert k,: Wn, — w,
bi-Lipschitz, sodass

C™'Lip(k,) < diam(w,) < CLip(k; 1)}

und insbesondere (k) < C? < 1. Die Konstante C > 0 hingt nur von Ty und, im Fall
n = 3, von der Formregularitdt von T; ab, und fiir Polyeder nicht einmal von Ty sondern
nur von .

Beweis. Wir benutzen die bi-Lipschitz-Abbildungen ¢,, 2 € Ny aus Annahme A. Die
Konstanten

-1
0 := maxLip(¢;"), Ly (rzréaﬁ 1p(90z))

héngen nur von 7y ab, fiir Polyeder sogar nur von I (Lemma [2.35)). Sei nun z € Ny und

wahle nach Lemma ein geeignetes z* € Np mit W, C w;=. Dann ist w := @« (w,)
ein flacher Patch, und die gesuchte bi-Lipschitz- Abbildung ist

o1
Kz = @« |wOK,

wobei £ die Abbildung aus Lemma [2.56] fiir w ist.

Fiir die Abschitzungen der Lipschitz-Konstanten, sei zunédchst n = 3. Mit n := ¢
N(w) = w, sind wir in der Situation von Lemma Analog zu (2.43) haben wir

-1
z*

Lip(gpz*)fldiam(w) < diam(w,) < Lip((pz_*l)diam(w),
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also diam(w;) ~ diam(w). Nach Lemma 2.57] gilt auferdem

Yo Voo < Ve
Zur Erinnerung: -y ist die Formregularitétskonstante von 7y, definiert durch
h2
Ve = sup L.
reT; | T
Nun verwenden wir Lemma [2.56] und sehen

Lip(k.) < Lip(p')Lip(k) < CLodiam(w) ~ Cdiam(w, ).

Die Konstante C' héngt nur von -, und damit nur von der Formregularitit von 7T, ab.
Genauso folgt
Lip(k; )7 > ¢ Lidiam(w) ~ C~'diam(w.).

Im Fall n = 2 haben wir die selben Abschitzungen und C = 2. O
Nun sind wir bereit fiir den Beweis unseres Hauptresultates.

Beweis von Theorem [2.53. Sei z € Ny. Wir benutzen Theorem mit X = Wy, und
der Lipschitz-Transformation k,: Wy, — w, aus Lemma Es gilt also

2+s

As o, 7(52) " F Ul o o) < Tl (22 (), (00)) < Boow, 7(52)2 8 [ul s o) -

Die Konstante (%) hdngt nach Lemma nur von 7o und (n = 3) von der Formre-
gularitdt ab. Die Konstanten AS@Nz s Bs sy, héingen von s und N, ab, und N, wiederum
(n = 3) von der Formregularitét. O

2.3.5 Weitere Konsequenzen

Die Techniken, die wir verwendet haben, um Theorem [2.55] zu beweisen, konnen auch in
allgemeineren Situationen von Nutzen sein. Wir extrahieren daher aus den Beweisen der
vorigen beiden Abschnitte zwei Lemmata.

Lemma 2.59 (Verallgemeinerte Skalierungseigenschaften der Sobolev-Seminormen). Sei
X C RF beschrinkt und offen, k < n, k: X — R™ bi-Lipschitz und s € [0,1]. Dann gilt

Lip(k ™) ™25 ul g (x) S |0 s ey S LK) 275 ulpro(x),  fiir alle w € H¥(X).
Die impliziten Konstanten hingen nur von (k) = Lip(x)Lip(s~1) ab.

Beweis. Das sind einfach die Abschatzungen (2.37)), (2.38)) und (2.39) aus dem Beweis
von Theorem [2.54] Die Abhéngigkeit der Konstanten von s kann man hier leicht durch

Verwendung von s < 1 eliminieren. O

23



Wenden wir Lemma [2.59] auf die Situation von Lemma [2.58 an, erhalten wir das folgende
praktische Resultat, welches Skalierungsargumente fiir Patches ermdoglicht.

Korollar 2.60. Unter den Voraussetzungen von Lemma [2.58 gilt
U™ s () diam(wz)k/2_s|u]Hs@Nz), fiir alle z € Ny, w € H*(Wn,), s € [0,1].

Die Konstanten hdngen nur von To und, im Fall n = 3, von der Formregularitdt von Ty
ab, und fir Polyeder nicht einmal von Ty sondern nur von I. O

Als Anwendung zeigen wir die Poincaré-Ungleichung auf Patches, die ein wichtiges Werk-
zeug zur Analyse des Residualschitzers in Abschnitt darstellt.

Theorem 2.61 (Poincaré-Ungleichungen auf Patches). Unter den Voraussetzungen von
Lemma haben wir, fir z € Ny und s € [0,1],

[ulr2(0.) diam(w,)®|ulfrs(w,),  fir alle u € H*(w.),

S
S

|| frs () diam(wz)lfs\uml(%), fiir alle w € H'(w,).

Die Konstanten hdngen nur von s,7Ty und, im Fall n = 3, von der Formregularitdt von
Te ab, und fiir Polyeder nicht einmal von Ty sondern nur von T.

Beweis. Es reicht offensichtlich, entsprechende Ungleichungen auf &y, zu zeigen. Aus der
Poincaré-Ungleichung fiir Gebiete (2.2)), angewandt auf (I — P)u, folgt

|’LL’L2@NZ) < ]u|Hs(@Nz), fiir alle u € HS(LAUNZ).
Aus der stetigen Einbettung H' C H* und der obigen Ungleichung fiir s = 1 folgt weiter
ults@n.) S NI = Pullan@y,) S lulgi@y,),  fir alle w € H' @)

Nun gibt Korollar (2.60)), angewandt jeweils auf beide Seiten der zwei Ungleichungen, die
Behauptung. O
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3 Elliptische Systeme und Randintegralgleichungen

3.1 Elliptische Systeme

Wir fithren in diesem Abschnitt die Greenschen Formeln ein und formulieren das Rand-
wertproblem (L.1)-(1.2) fiir w € H'(Q). Sei zunichst P ein linearer Differentialoperator
zweiter Ordnung der Form

Pu=—> Y 0;i(A;05u). (3.1)

i=1 j=1

Wir nehmen hier an, dass die Koeffizientenmatrizen konstant sind, d.h. A;; = (af})k’l €
R™ ™ fiir alle ¢,5 = 1,...,n. Man beachte, dass (3.1)) ein Gleichungssystem ist, kompo-
nentenweise gegeben durch

(Pu)k = —iznjzn:agaiajul (3.2)

i=1 j=1 I=1

fir u = (u',... ,u”)T: 2 — R"™. Beobachte, dass man (3.2 alternativ auch anschreiben

kann als
(Pu)* = —div (Z Aklvul> (3.3)
=1
mit A = (af})i,j € R™ ™. Wegen 0;0; = 0;0; sind die Matrizen A* durch (3.3)) niemals

kl)

eindeutig bestimmt. Insbesondere erzeugen A¥ und (AT = (afi

Operator P.

i,j stets den selben

Um die Notation zu vereinfachen, identifizieren wir R = R"*" ynd definieren entspre-
chend den Gradienten von w als Funktion Vu: 2 — R”Z,

ul Vul
Vu=v|:|=]| :
u" Vu"

Formal gesehen ist also der mehrdimensionale Gradient V eine Matrix der Dimension

n? x n, beispielsweise fiir n = 2 gegeben durch

8 0
e o
V=10 o

0 Oy

Weiters schreiben wir V7 fiir die formal transponierte Matrix, wieder fiir n = 2 gegeben

durch
oh 0 0 0
T 1 2
v _<o 0 82>'
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Es gilt also fiir U: 2 — R”Q, U= (u',...,u")T, dass VIU: Q — R" und

ul divau!
vVio=v'| : | =

u” divu”

Schlussendlich fassen wir die A" in eine Block-Matrix A € R™**"” zusamien, als
All . Aln
A=+ -
Anl Y
Damit ldsst sich (3.3)) als (formales) Matrizenprodukt wie folgt schreiben:
Pu= -V AVu.

Fiir die einzelnen Koeffizienten P* des Operators gilt die einfach zu merkende Relation

(VTAV)E = vT Aty

3.1.1 Die Greenschen Formeln

Fiir ein Lipschitz-Gebiet €2 kann fast iiberall auf I' = 92 ein duflerer Einheitsnormalvek-
tor n = (n;) erklért und der Gaufische Integralsatz bewiesen werden. Damit steht uns
die Formel der partiellen Integration zur Verfligung:

(Oiu,v)q = —(u, 0iv)q + (nu,v)r firi=1,...,n.

Dies gilt aufgrund der dichten Einbettung C*(Q) ¢ H(Q) und dem Spursatz auch fiir
u,v € H' (). Mit der zuvor eingefiihrten Notation folgt unmittelbar die hoherdimensio-
nale Version

(VIU,v)qg = —(U,Vv)g + (n'U,v)r (3.4)

fir v € H'(Q) und U = (u',..., ™) mit u* € H'(Q). Man beachte, dass auf der
rechten Seite im ersten Term ein n? x n? Skalarprodukt gebildet wird, und weiters, dass
der Term n” U analog zu VU interpretiert wird, d.h. komponentenweise:

’I’LT’U,1
n'U = :
T,n

n u

Fiir den Differentialoperator P = —VT AV und u,v € H?(Q) ergibt zweimalige Anwen-
dung von (3.4) die erste und zweite Greensche Formel.

—(VTAVu,v)q = (AVu,Vv)g — (nT AVu,v)r
= —(u,VTATVv)q — (nTAVu,v)r + (u,n” ATVo)p
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Wir nennen a(u,v) := (AVu,Vv)q die von P induzierte Bilinearform und yiu :=

n? Ay(Vu) die Konormalenableitung. Falls A symmetrisch ist, dann ist auch af-,-) sym-
metrisch und die Greenschen Formeln vereinfachen sich zu

a(uw,v) = (Pu,v)o+ (r1u,70)r, (3.5)

(Pu,v)o — (u,Pr)o = (yu, o) — (v, y1o)r. (3.6)

~—-1
Die Formeln lassen sich auch auf w € H'(Q) und Pu € H (Q) verallgemeinern. Man
kann das folgende zeigen:

Lemma 3.1 (Erste Greensche Formel, [McL00, Lemma 4.3]). Sei u € HY(Q), f €

——1
H (Q) mit Pu = f in HY(Q). Dann existiert ein eindeutig durch w und f bestimmtes
g € H2(Q), sodass

a(u,v) = (f,v)q + (g, yv)r fir alle v e HY(Q). (3.7)

Dariiber hinaus gilt

”g||H—1/2(r) S llull g + Hf”ﬁfl(ﬂ).
O

Wenn f aus dem Kontext klar ist, schreiben wir auch wieder v;u = g. Zum Beispiel ist f
fiir Pu € L*(Q) eindeutig durch w bestimmt. In diesem Fall ist die Aussage des Lemmas
einfach

Il g-vvzqey S lellar oy + IPul o1 (3.8)

Sei nun A symmetrisch, w und f wie in Lemma [3.1} Wir interpretieren die zweite Green-
sche Formel im Sinne von Distributionen auf R™. Hierzu setzen wir u € H'(Q)
auf ganz R™ durch 0 fort und schreiben dafiir you € L?(R"). Fiir ¢ € D(R") gilt per
Definition

Fasst man f geméf der Charakterisierung (siehe [McL00, S. 77])

Hil(Q) = Abschluss von D(Q) in H'(R™) (3.9)

als Element von H~}(R") C D'(R") auf und schreibt dafiir yof (dies ist konsistent mit
der L2-Definition!), folgt auferdem

(xaf, @) = (f,p)a fiir alle p € H'(R™).

Zusammen mit der Symmetrie von A und den Voraussetzungen von (3.7) bekommen wir

(f,p)a+ (mu,ve)r = a(u, ) = alp,u) = (v, Pyl + (Y4, 1¢)r

und somit

(P(xau),)rr = (xaf, ©)rr — (YU, 1) + (M1u,7)r,  fiir alle ¢ € D(R").

o7



Wir schreiben v* und ~; fiir die zu v: H'(R*) — HY?(T) und ~;: D(R") — L*(I)
konjugierten Operatoren, definiert durch

(v*g,P)rn = (g,7)r und (779, @)rr = (g, M1p)r fiir alle ¢ € D(R").

Damit haben wir das folgende Lemma bewiesen.

Lemma 3.2 (Zweite Greensche Formel). Sei uw € H*(Q), f € Eil(Q) mit Pu = f in
H1(Q). Ist A symmetrisch, gilt

P(xou) = xof —viyu+~y"n1u  in D'(R"). (3.10)
0

Diese Formel wird uns in Abschnitt [3-3] von Nutzen sein, um die Darstellungsformel einer
Losung von Pu = f durch Randintegrale zu beweisen.

Wie in der Diskussion vor Lemma definieren wir 4" 1= yu und %y = —vju,
wobei v die Konormalenableitung fiir ' = R™ \ Q ist. Das umgekehrte Vorzeichen fiir
X resultiert daraus, dass wir den duferen Normalvektor von € und nicht ' benutzen.

——1

Dies setzt natiirlich voraus, dass u € H*(Q) N HY(Q') und Pu = f' € H () in ,
und ¥§** héingt im Allgemeinen von f’ und P ab. Wir definieren in diesem Fall auch die
Spriinge entlang von I' durch

[U]F — ,}/extu_,Yintu7
R

3.1.2 Schwache Formulierung der Lamé-Gleichung

Wir wenden uns nun einem speziellen Differentialoperator zweiter Ordnung zu, namlich
dem Lamé-Operator
Lu = —pAu — (A + p)Vdiva.

Uberlegen wir, wie L gewihlt werden kann, damit dieser £ = —V7 LV erfiillt. Wir kennen
ja bereits die komponentenweise Darstellung

(Lu)' = =" Oiopi(u) = —div (0. (u)) (3.11)
=1

mit dem Spannungstensor
o(u) = Adivu) I, + 2ue(u) (3.12)

und dem Verzerrungstensor

1 .
eij(u) = 5(3jul + o). (3.13)
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Fassen wir o(u) = (01.(u), . .., 0. (u)) als Funktion nach R™ auf, schreibt sich als
Lu=—-VTo(u).
Wir wollen also
LVu = o(u),
bzw. Y, LK'Vu! = oy (u) oder

Z Z Lf}ﬁjul = ok,(u)
J

l
= Adivuw)dg; + 2per;(w)

= Mg Y Ol + p(9uF + o) (3.14)
J

Durch (3.14) ist die Lamé-Matriz L = (ijl) c R xn? eindeutig bestimmt:
L} = Aowidy; + u(0idij + Ox;du), (3.15)

und es gilt £ = —VTLV. Beispielsweise fiir n = 2 ist

100 1 20 0 0
0000 01 10

=20 000 ™0 11 0 (3.16)
100 1 000 2

Man beachte, dass L symmetrisch beziiglich Vertauschung von [ und j ist. Dies zusammen
mit (3.13)) impliziert
LVu = Le(u)

und weiter, wegen L = L7

(LVu) Vo = (LVu) e(v) = o(u)Te(v).
Setzen wir (3.12)) ein, folgt aufserdem

o(u)TVo = ANdivu)IL Vo + 2ue(u) T Vo.
Mit Hilfe der Identifikation I,, = (e, ... el)T € R sehen wir

II'Vo = ZelTVvl = Z@lvl = divw,
! !

und, wieder wegen der Symmetrie beziiglich [ und j, e(u)? Vo = e(u)Te(v). Zusammen-
gefasst gilt auch
(LVu) Vo = \(divu)(divv) + 2ue(u)e(v).
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Fiir die Bilinearform haben wir also die beiden Darstellungen
ar(u,v) = (o(u),e(v))a = AMdivu,divo)q + 2u(e(u), e(v))a. (3.17)

Wir betrachten nun das Dirichlet-Problem. Sei f € H™'(Q) und g € HY?(I'), dann
nennen wir u € H'(Q) eine schwache Lésung von

Lu = f, in Q,
u =g, auf I,

falls Lu = f in H 1(Q) und yu = g. Fiir die eindeutige Losbarkeit bendtigt man wie
immer Koerzivitit von ar(-,-) in HS(Q), in diesem Fall ganz einfach zu zeigen: Fiir
u € D() und daher auch fiir u € H}(Q) gilt ndmlich

1 1
2 2 : 2
le(@)[[z2@yn = 5IIVullLe gy + 5lldivalzzq).

Dies folgt aus ' ' ‘
(950", 0pul ) = —(u', 00007 ) = (Opul, Bju? ).

Zusammen mit (3.17)) erhdlt man, falls A+ pu > 0,
ar(u,u) > MHVUHQLQ(Q)n, fiir alle w € H}(1). (3.18)

Mit erheblich mehr Aufwand erhélt man, im Fall g > 0, A > 0, auch die Koerzivitéit von
ar(-,-) in H'(Q). Diese folgt nimlich aus der Kornschen Ungleichung

le(w)lI32gyn + 1wl 320y 2 Vullg2 g, fiir alle w € HY(Q). (3.19)

Siehe [McL00), Theorem 10.2] fiir einen Beweis.

Von Interesse fiir spéter ist es, den Nullraum von ay(-,-) zu bestimmen. Definiere dafiir
den Raum der (infinitesimal) rigid body motions (Starrkérperbewegungen) durch

() (2) o

1 0 0 —XI2 0 I3
R := span O,11),10}, 1 |, | —23], 0 fir n = 3.
0 0 1 0 xI9 —X1

Man iiberpriift leicht, dass e(r) = 0 = divr fiir alle 7 € R, und damit o (r,7) = 0. Die
Umkehrung liefert das folgende Lemma. Der Beweis ist in [McL00, Lemma 10.5] fiir 3D
zu finden und lasst sich analog fiir 2D fiihren.

Lemma 3.3. Sein = 2,3 und Q C R" offen und zusammenhdngend. Fir jede Distribu-
tion r € D'(Q) folgt aus e(r) =0 in Q, dassr € R. O
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Es sei noch bemerkt, dass die rigid body motions offensichtlich Losungen des homogenen
Neumann-Problems sind,

Lr =0 in €,
it = 0 aufT,

denn schlieflich gilt Lr = —V7T Le(r) und vi"'r = nT~y"(Le(r)). Ist  zusammenhiin-
gend, gilt auch die Umkehrung.

Wir bendtigen auch noch das folgende kleine Lemma:

Lemma 3.4. Sei u = 7|q fir ein r € R und v™u = 0. Dann folgt u = 0.
Beweis. Aus u € H}(Q) folgt 0 = ar(u,u) > HuHiﬂ(Q) wegen ((3.18]). O

Bemerkung 3.5 (Alternative Formulierung der Lameé-Gleichung). Wie bereits erlautert,
ist die Wahl der Matrix L in £ = —V7T LV nicht eindeutig. Die vom rein mathematischen
Standpunkt aus naheliegende Wahl ist meiner Meinung nach nicht LVu = o(u), sondern

LVu = pNVu + (A + p)(diva) I,

Dies entspricht )
LZ; = udklézj + ()\ + /J)&ki(slj.

Beispielsweise fiir n = 2 hat man

1000 1001

. 0100 0000

L=nlo o1 0/ TAFH 15 0 0 0 (3:20)
0001 100 1

Die Bilinearform ist dann einfach
aj(u,v) = pu(Vu, Vo)g + (A + p)(div u, dive)q,
also das, was man durch direkte partielle Integration von
(Lu,v)q = —(pAu+ (A + p)Vdivu, v)g
erhilt. Die Koerzivitit auf H'(Q) im Sinne von
g () + 20 2 Nl

ist hier offensichtlich und benétigt keine Kornsche Ungleichung. Dies gibt einem immer-
hin eine alternative Moglichkeit, das Dirichlet-Problem zu formulieren. Beim Neumann-
Problem hat man allerdings eine andere Konormalenableitung und daher keine &quiva-
lente Formulierung.
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3.2 Analytische Lésungen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Lamé-Gleichung zur Abwechslung im klassischen
Sinn und suchen explizite Losungen fiir in einem Gebiet Q C R%. Wir machen
uns dabei die Identifikation R? ~ C und die einfachen Regeln der komplexen Differen-
tialrechnung zunutze. Des weiteren bestimmen wir Fundamentallésungen, die spater fiir
die Formulierung und Implementierung der BEM eine wichtige Rolle spielen. Von den
homogenen Losungen werden wir im letzten Abschnitt [7] Gebrauch machen, um unsere
numerischen Loser auf Korrektheit zu {iberpriifen.

3.2.1 Lamé-Gleichung in 2D
Betrachte auf einem Gebiet Q C R? die homogene Lamé-Gleichung
pAu + (A + p)Vdivu = 0. (3.21)

Unser Ziel ist es, die allgemeine Losung dieser Gleichung mit Hilfe analytischer Funktio-
nen zu bestimmen.

Da wir R? und C identifizieren, schreiben wir
w=(u!,u®)T =ul + i’
Weiters verwenden wir die folgenden formalen Schreibweisen:

0, =01 — 10y, Oz = 01 + 10s.

Man beachte, dass, angewandt auf Funktionen v: R? — R, 9 = V und id> = curl.
Auferdem wird eine analytische Funktion f = (f!, f2): R?> — R? durch die Cauchy-
Riemann-Gleichungen charakterisiert,

af'—of = 0,
doft +ouf* = 0,

in Kurzform geschrieben
Vit +ecurlf? = 0

oder
Ozf' +i0zf* =0

oder einfach

Daraus folgt auch leicht
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und die Tatsache, dass alle Losungen der Gleichung 9,9 = 0 von der Form g = f mitf
analytisch sind. Eine weitere Vorbemerkung: Fiir f analytisch gilt

a.f =2f".

Dies sieht man, wenn man direkt die Definition der komplexen Ableitung f’ benutzt.

Man nehme nun an, dass u € C?(Q)? eine klassische Losung von (3.21)) ist, und zusitzlich
sei 2 einfach zusammenhdngend. Setze

h=divu = diu! + du?, ¢ = curlu = —dru' + H1u>.
Dies lésst sich auch schreiben als
d.u = (01 — i) (u! +iu?) = (O1u' 4+ u?) 4 i(—0u' + 1u?) = h + ig. (3.22)
Mithilfe von A = 050, folgt weiter

Au = 0z(h+ig),
Vdivue = h,
pAu + (A + p)Vdive = 9:((\ + 2p)h + pig) = 0.

P P

Dies zeigt, dass
F = +2u)h+ pig

eine analytische Funktion definiert, und offensichtlich gilt

d.u=h+ig = /\4_12MR€f+;Imf
1 S
= m(f%-f)-i-@(f—f)
=t (A3 f - (A ). (3:23)

2p(A + 2p)
Nun sei F' eine analytische Funktion, die in 2
0.F=2F = f
erfiillt (eine solche existiert, da  einfach zusammenhingend ist). Wir berechnen auch
8.(2F') = (0,2)F' + 20,F = 2F =¥,

wobel wir 0,2z = 2 und OZF = 0 ausgeniitzt haben, letzteres da F’ analytisch ist. Daher

folgt aus (3.23)

1

Ou=0, | s—Fv——5—~
“=o |5rm

<()\ 30 F + (A + u)(—z)F’ﬂ .
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Dies bedeutet, dass eine analytische Funktion G existiert, sodass

w = M (430 F + (A + (-2 F) + G (3.24)

Umgekehrt definiert offenbar fiir beliebige analytische F,G: Q — R? eine Lo-
sung von (3.21)), und zwar auch wenn Q nicht einfach zusammenhéngend ist. Wir haben
daher mit (3.24) eine allgemeine Losungsformel gefunden, die uns, da wir viele analyti-
sche Funktionen kennen, auch mit zahlreichen expliziten Losungen der Lamé-Gleichung
ausstattet.

Eine besonders einfache Losung liefert die Wahl F = 0, u = G. Diese erfiillt (siehe [3.22))
0.G = div G + icurlG = 0,
also insbesondere
AG = 0,
divG =
Damit ist (u,p) = (G, ¢) fiir jedes ¢ € R auch eine explizite Losung des Stokes-Problems
in €,
—Au+Vp = 0,

divu =

3.2.2 Fundamentall6sungen

Wir suchen nun Fundamentallésungen Uy, Us der Lamé-Gleichungen auf R?, d.h. wir
wollen, im distributionellen Sinn,

[:Ul = (670)T7
LU, = (0,6)T.

Wir gehen zunéchst heuristisch vor. Da jede Fundamentallosung U™ die Lamé Gleichung
in Q = R2\ {0} erfiillt, macht es Sinn, Funktionen der Bauart zu betrachten.
Aufserdem sollte U™ bei 0 eine integrierbare Singularitit haben, es ist also sehr nahe-
liegend, F'(z) = —logz auszuprobieren. Nun ist zwar ReF'(z) = —log|z| harmonisch
in €, aber ImF'(z) = —arg(z) nicht einmal stetig. Wir konnen allerdings einfach den
Imaginarteil eliminieren, indem wir

1
2u(A + 2p)

wihlen. In (3.24) eingesetzt liefert das

1
Ut = ——
2p(A + 2p)

(A +3u)F + (A + p)(—=2)F)

(A+30)(F +F)+ (O p)(—2 = 2)F).
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Wir haben (F + F) = —2log |z| und, mit 2z = 21 + iz,

. (1 212
—2—2)F'(2) = — | =2—.

(—z—2)F'(2) (z—i—z)(Z) EE

Also erhalten wir als Kandidaten fiir eine Fundamentallésung

1
(A +2p)

1%

U*(z) (—(A—I—S,u)log|z!~l—(/\+u)z‘2> .

In der Tat stellt sich heraus ([McL00, Theorem 10.4]), dass im Fall u, (A +2u) #0
LU* = 47(5,0)T.

Wir miissen also U* nur um den Faktor (47)~! korrigieren und erhalten U;. Damit
bekommt man auch U, via Vertauschung von z; und zo. Wir fassen in weiterer Folge Uy
und Uy zu einer Matrix

U = (Uy,U,) € L*(R?)**?

zusammen, die wir als die Fundamentall6sung bezeichnen.

In R™, n > 3, bekommt man eine analoge Fundamentallésung, indem man — log |z| durch

|2]2=™ ersetzt und den Vorfaktor anpasst. Eine gemeinsame Formel fiir n = 2, 3 lautet
U(s) = — L (4 8B + (At ) (3.25)
z) = z — .
4(n — D p(3 + 20) H T P )

siehe [McL00, Theorem 10.4], mit Einheitsmatrix I,, und

—log|z], n=2,
En(z) = { 1 3

Bk "=

3.3 Integraloperatoren

In diesem Abschnitt formulieren wir das Randwertproblem f als Integralglei-
chungen auf dem Rand und diskutieren die Eigenschaften der involvierten Integralope-
ratoren. Wir treffen die iibliche Annahme, dass 2 C R™ ein Lipschitz-Gebiet mit Rand
T" ist. Sei zunéchst P ein Differentialoperator der Form und setzen wir voraus, dass
dieser symmetrisch und elliptisch ist. Letzteres bedeutet

nTP(g)n > c|77]2|§]2 fiir alle n,& € R, (3.26)

wobei P(€) = (2m)2¢T A¢ € R™™ das mit P assoziierte Polynom ist.

Die Bedeutung des Polynoms P (&) ergibt sich aus den Eigenschaften der Fouriertrans-
formation

a(8) == F(u)(€) = / e~ 2Dy (1) da.

n
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Die Fouriertransformation agiert bekanntlich als Isomorphismus F: S(R") — S(R")
auf dem Schwartz-Raum S(R™) der rapide abklingenden, unendlich oft differenzierba-
ren Funktionen. Thre Inverse ist gegeben durch die adjungierte F~! = F* beziiglich
des L*(R")-Skalarproduktes. Via Dualitit haben F, F* stetige Fortsetzungen auf den
Dualraum S'(R") := S(R")* der temperierten (,Jlangsam ansteigenden“) Distributionen,
welcher stetig in den Raum der Distributionen D' (R™) := D(R™)* eingebettet ist.

Fiir die Definitionen der Topologien auf S(R") und D(R") und deren Dualrdumen sowie
als Referenz fiir die Eigenschaften der Fouriertransformation verweisen wir auf [Tay96].

Wir besprechen nun, wie man eine Fundamentallésung des Differentialoperators P be-
stimmt; dies ist im Wesentlichen der Inhalt von [McL00, Theorem 6.8]. Eine Fundamen-
tallosung U muss die matrixwertige Gleichung

PU =1,

16sen, mit der Einheitsmatrix I,, und der Delta-Distribution §. Wendet man auf beide
Seiten die Fouriertransformation an, erhélt man (wie sich leicht zeigen lésst)

A~

PU() = In. (3.27)

Diese Gleichung muss allerdings nicht punktweise fiir alle £ € R" erfiillt sein, sondern
nur im Sinne von 8&’(R™). Tatséchlich ergibt (3.27)) fiir £ = 0 keinen Sinn, da P(0) = 0.

Fiir £ # 0 allerdings ist wegen der Elliptitizdt (3.26)) die Matrix P(§) invertierbar. Wir
kénnen also P (&)1 als Funktion R™\ {0} — R™*" auffassen. Sie ist homogen vom Grad
—2 und hat daher eine Singularitit der Ordnung O(|¢|~2) bei 0.

Im Fall n > 3 ist P(¢)~! also lokal integrierbar und kann insbesondere als Distribution
aufgefasst werden; wegen des polynomiellen Abklingverhaltens O(|¢]|72) fiir £ — oo sogar
als temperierte Distribution, siehe [McL00, Lemma 5.12].

Fiir n = 2 geht die lokale Integrierbarkeit verloren. Wie in [McLO0(| ausgefiihrt wird, kann
man aber immer noch die ,finite part“-Distribution f.p.P(¢)~! betrachten, welche auch
wieder in 8’(R™)™ liegt und dariiberhinaus

POfp.PE) =1, inS'RY)"

erfiillt.

Zusammengefasst erhédlt man durch

{F*(P(f)‘l) n>3,
U =
F*tp.P)™) n=2

eine temperierte Distribution U, welche ([3.27)) erfiillt und daher die gesuchte Fundamen-
tallosung fir P ist. In [McLO00, Lemma 6.2] wird auch gezeigt, dass U: R™\ {0} — R"*"
mit einer C*(R™ \ {0})"-Funktion iibereinstimmt und U € L] .(R™)" erfiillt.

Zwei weitere Eigenschaften von U lassen sich direkt aus (3.27) (punktweise fiir £ #
0) ablesen, nidmlich Symmetrie U = U? (dies folgt aus der Symmetrie von P wegen
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P(¢) = P(&)T) und dass U gerade ist, U(—2) = U(z) (wegen P(—¢) = P(£)). Aus der
Elliptizitédt (3.26]) folgt aukerdem die Schranke

A~ 1
U2 =|P(&) "2 < PR fiir alle £ € R™ \ {0}, (3.28)
wobei | - |2 die fo-Matrix-Norm bezeichnet.

Beispiel 3.6. Dies alles soll sich natiirlich insbesondere fiir P = £ anwenden lassen.
Tatséchlich gilt fiir das assoziierte Polynom L(§) des Lamé-Operators

@2m) 20" L(E)n = pléPnf® + (A + 1) (n - €)* > min(, 2u + N)[E[*[n]?,

mit Gleichheit fiir n & bzw. n = &, also ist dieser genau dann elliptisch, wenn g > 0 und
20+ 2> 0.

3.3.1 Potentiale und Abbildungseigenschaften

Wir definieren zuerst das Newton-Potential N durch
Nf=Uxf= . U(-—y)f(y)dy.

Der Ausdruck rechts macht wegen U € Li..(R™")" jedenfalls fiir f € D(R") Sinn, aber
bekanntlich kann die Faltung auch fiir zwei Distributionen erklart werden, falls zumin-
dest eine der beiden kompakten Triger hat. Wir betrachten daher den Raum &'(R™)
der Distributionen mit kompaktem Triger, der als Dualraum von E£(R") = C*(R")
charakterisiert werden kann. Wegen U(—2)T = U(z) und Fubini gilt

Whg = [ [ 9@ UG- y)f)dyds = (. Ngheo fi alle £, € DER")
Fir f € &' (R"), g € D(R") definieren wir folglich

NF,g)rn = (£, Ng)rn. (3.29)

Aus den Eigenschaften der Faltung (|[Tay96]) folgt N': D(R") — £(R™), was die Defini-
tion rechtfertigt und N': £'(R™) — D'(R") zeigt. Da U eine Fundamentalldsung ist, gilt
weiters

PUxf)=UxPf=0dlp*f=Ff,
mit anderen Worten, PN f = NPf = f, d.h. N ist die Inverse zu P: ran(N) — E'(R").

Sei nun u € H*(Q) eine schwache Losung von Pu = f wie in Lemma (3.2, Wenden wir
N auf (3.10) an, erhalten wir eine Darstellungsformel fiir u.

xau =Nxaof — Nyjyu + Nv*y1u

Hier miissen wir annehmen, dass xyqf kompakten Trager in R™ hat, denn dadurch ist
sichergestellt, dass alle vier Terme in (3.10)) kompakten Tréager haben. (Die Distributionen
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viyu und y*y;uw haben Tréger in T', sieche auch Beweis von Lemma [3.13]) Diese Annahme
ist insbesondere erfiillt, wenn 2 beschrénkt ist. Dies gibt nun Anlass zur Definition

V:i=Nvy* und K :=N~j.

Wir nennen V das FEinfachschichtpotential und I das Doppelschichtpotential. Wir for-
mulieren nun die bewiesene Formel als Satz. Indem wir nur Testfunktionen in D()
betrachten, kénnen wir w statt you schreiben, und der Ubersichtlichkeit halber identifi-

. . -1 . —1/mn
zieren wir f € H () mit xof € H *(R").

Theorem 3.7 (Darstellungsformel). Sei w € HY(Q) und f € ﬁ_l(Q) mit suppf € R"
und Pu = f in H-1(Q). Dann gilt

u=Nf—-K(u)+V(nmu) in D'(Q).

Durch Testen mit ¢ € D(2) erhélt man die Darstellungen
W) = [ U=
Vola) = [ U6 -at)d

(Kg)(x) = /F (14U — 4))g(y) dy,

fiir x € 2, wann immer die Voraussetzungen an den Satz von Fubini erfiillt sind — wegen
U e L, (R")" N C>(R™\ {0})" ist das sicher fiir f € L>(), g € L(T") der Fall.

Als néchstes beweisen wir Stetigkeitseigenschaften der Potentiale A/} und K. Die zen-
trale Abschétzung ist

Nl < ||fH’ﬁ—1(Q)~

Wir wollen ein etwas allgemeineres Resultat zeigen, dessen Beweis von [McL00, Theorem
6.1] inspiriert ist. Dafiir bendtigen wir erst einen Hilfssatz. Er ist die quantitative Version
der bereits benutzten Tatsache, dass die Faltung mit einer D(R"™)-Funktion beliebig
gliattend wirkt. Wir erinnern hier nochmals an die Charaktierisierung der Sobolevrdume
mittels Fouriertransformation .

Lemma 3.8. Seien s,t € R und K € D(R™)". Dann gilt
1K s fll gty S | Fllersmny  fiir alle f € D(R™).
Beweis. Wegen K € S(R™)" gilt | K (£)[2 < (1 + [¢[2)*~* und daher
L+ IEDIEEFEF S A+ EPPIFOF i alle & € R™,

woraus die Behauptung unmittelbar folgt. O
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Wir formulieren und beweisen nun unser Theorem.

Theorem 3.9;v§e7,'en Q und QF beschrinkte offene Mengen und s € R. Dann ist die
Abbildung N': H (Q) — H*2(Q*) stetig.

Beweis. Wir zeigen die Abschétzung zunéchst fiir f € D(Q). Sei n € D(R") eine Ab-
schneidefunktion, die 0 < n(§) <1 fiir alle { € R™ und () = 1 fiir |{] < 1 erfiillt. Wir
zerlegen

U=F(1-nU)+FnU)
und definieren entsprechend
NMf=F((1=nU)xf und N°f=F*qU) =« f.

Es gilt also N' = N9 4 N'*°. Fiir die Abschitzung von N erinnern wir an ([3.28) und
berechnen

VOS2 praie) < IV sz = /R A+ IR0 - n@)T©F ©F de
< / (14 €221 F (e de
R\ {|¢]<1}

< / (1+ €)% 1F () de
RTL
= F 3@y = 1 £ 1B -

Die letzte Gleichheit gilt nach Definition der HS(Q)—Norm, vergleiche (3.9)).
Nun schéitzen wir A°° mit Hilfe von Lemma ab. Wir bemerken, dass K := ]-"*(nﬁ)
als Distribution wohldefiniert ist, weil nU € &' (R™)" C &'(R™)™. Dariiber hinaus gilt

sogar K € C>(R")" nach dem Satz von Payley-Wiener-Schwartz, siehe [Tay96]. (In
diesem Argument geht wesentlich ein, dass U eine Distribution ist.)

Da Q* und Q beschrankt sind, kénnen wir ein p € D(R™) wihlen, welches p(x —y) =1
fir x € Q*,y € Q erfiillt. Wegen f € D(Q) folgt

K+ fle) = [ Ke—nfwdy= [ pta=pKa=nf)dy firoe, (330

also (/E x flor = ((/[I?) * f)|o+. Nun wenden wir Lemmamit K = ,uff € D(R™)"
an und erhalten

IV Fll g2 () = 1(K = f)

o 2y < 1K * Fllppeeaqany S Il @ = 1 I35 @

Zusammen erhalten wir schlussendlich

INFll g2y S 1 Fll g fir alle £ € D(Q).
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Ublicherweise wiirden wir nun den Beweis mit einem Hinweis auf die eindeutige stetige
Fortsetzung von

Nlp@y: (PQ), |- 10 ) — HT(Q")

nach ﬁs(Q) abschliefen. Doch in diesem Fall haben wir N durch (3.29)) bereits auf ganz
E'(Q) c &' (R™) definiert, namlich, in der Sprache der Funktionalanalysis, als konjugierten
Operator von N\D(Q). Dieser ist daher ebenfalls stetig als Abbildung

N = Wlp@): (HPP @) = (DQ), |- 7))

und wegen den Isomorphien (H*?(Q*))* = ﬁ_5_2(9*) und (D(Q), ||

H () haben wir stattdessen die Stetigkeit von

*

’ ||’H'S(Q))

N:H Q) = H(Q)

gezeigt. Da s € R beliebig war und Q und Q* austauschbar sind, ist dies aber gerade die
Behauptung! O

Sind 2 und Q* disjunkt, ldsst sich mit den Techniken des obigen Beweises sogar deutlich
mehr zeigen, nimlich Glattheit von N f.

Lemma 3.10. (i) Sind Q und Q* beschrinkt, offen und erfiillen Q N Q* = 0, dann ist
N ﬁS(Q) — H' () stetig fiir beliebige s,t € R.

(ii) Sei f € E'(R™), und zusdtzlich gelte f € H*(R™) fiir irgendein s € R. Dann folgt
Nf € C=(R"\ suppf).

Beweis. (i) Sei zunichst f € D(Q). Nach unseren Annahmen ist Q* — ) eine kompakte
Menge, welche die Null nicht enthélt. Wir kénnen daher ein p € D(R™) wihlen, sodass
ple—y) =1firz € O, y € Q und p(0) = 0. Wie in zeigt man nun N f|g« =
((uU) * f)|a+- Wegen U € C*(R\ {0})" und u(0) = 0 ist aber pU € D(R™)", und wir

kénnen wieder Lemma B.8 anwenden:
IN Fll o) = 1(U) * Fller oy < 10U) * Fller@ny S I Flas@e) = 1F 117 q)-

Damit ist die Beschranktheit fiir f € D(2) gezeigt. Der allgemeine Fall f € H (Q) folgt
wie zuvor iiber Dualitét.

(ii) Wir werden zeigen, dass N'f € H'(2*) fiir jedes ¢t > 0 und jedes beschrinkte, offene
Q* mit suppf N Q* = (. Die Behauptung N'f € C>(R" \ suppf) folgt dann sofort aus
dem Sobolev’schen Einbettungssatz. Fiir gegebenes (2*, wihle eine beschréinkte, offene
Menge Q D suppf die immer noch QN Q* = ( erfiillt. Dann gilt f € HS(Q) und nach
Teil (i) folgt N'f € H'(Q*), wie behauptet. O

Bemerkung 3.11. Die Voraussetzung in (ii), dass f zumindest in irgendeinem Sobolev-
Raum liegt, ist eigentlich gar keine Einschréankung: Man kann zeigen, dass jede Distri-
bution mit kompaktem Triger eine Darstellung als Summe mehrfacher Ableitungen von
C.(R™)-Funktionen besitzt und insbesondere in einem Sobolev-Raum liegt, siehe [Rud91),
Theorem 6.27]. O

70



Die Abbildungseigenschaften von V und K folgert man nun ganz leicht aus jenen von N

Korollar 3.12. Sei Q) beschrinkt. Die folgenden Abbildungen sind stetig:
V: H Y2 - HY(Q), K: H/*T) - HY(Q).

Sei O D Q ein weiteres beschrinktes Lipschitz-Gebiet. Dann sind V und K sogar stetig
als Abbildungen

V: HY2T) - H (0), K:HY*I)— H'ONY).

Beweis. Wir haben per Definition V = Nv* = (yA)* und K = N~vf = (1N)*, also
reicht es fiir die erste Aussage, die Stetigkeit der konjugierten Operatoren

YN H Q) = HYAT), N H O (Q) = H V2T

nachzupriifen. Fiir yA/ ist dies klar wegen N : ﬁ_l(ﬂ) — HY(Q). Mit (3.8) und PN f =

f haben wir auferdem

NN Fl g2y S IV Flleroy + 1PN Fllgs g S 1l

—1
fir alle f € H (), und die Behauptung fiir y1\. Die zweite Aussage folgt genauso,
siehe auch [McL00, Theorem 6.11]. O

Wichtig sind auch die Sprung-Eigenschaften der Potentiale ¥V und K entlang von I'. Wir
erinnern an die Definition von [-]p und [y1(-)]r am Ende von

Lemma 3.13 (Sprungrelationen). Fiir alle ¢ € H~/*(T") und g € HY*(T) gilt:

1. PV =0 und PKg =0 in R*\T.

2. Vo|r =0 und [y1Vo|r = —¢.

3. [Kg]lr = g und [v1Kg]r = 0.

Beweis. Wir beweisen nur die ersten beiden Punkte, fiir den dritten siehe [McL00, Theo-
rem 6.11]. Die erste Behauptung folgt aus PV = ~* und PK = ~{, denn fiir alle
¢ € D(R™\TI') haben wir

(Yo, @)rn = (¢,7¢)r =0,
(vig,p)rr = (g,m¥)r =0.

Wegen V¢ € HY(O) fiir O D Q gilt ¥™V¢ = 7V, also die erste Sprungrelation. Die
zweite Greensche Formel (3.10]), angewandt auf V¢ in  und €, zeigt

PxaVe) = —7""Vé + " Vo,
Plxa Vo) = +77"Veo — v 7 Ve.
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Die verkehrten Vorzeichen in der zweiten Zeile kommen daher, dass wir fiir 7 und ~§**
den Normalvektor von Q verwenden. Addiert man die Gleichungen, verschwindet der
erste Term auf der rechten Seite und man erhilt

Y'¢ =PV =7 [nVP|r

Dies ist die zweite Sprungrelation, denn v* ist offensichtlich injektiv. O

Zu guter Letzt schliefen wir an Lemma [3.10] an und zeigen, dass V¢ und Kg aukerhalb
von I stets glatt sind.

Lemma 3.14. Fir ¢ € H /(') und g € L*(') gilt V¢,Kg € C®°(R*\ T) .

Beweis. Wir haben V¢ = N (v*¢) und Kg = N'(v}g), wobei v* ¢, vig € E'(R™) Distribu-
tionen sind, die kompakten Tréiger in T haben. Man sieht auch sehr leicht v*¢ € H~1(R™)
und vig € H%(R"), zweiteres etwa indem man sich die Stetigkeit von ~; : H*(R") —
L*(T) iiberlegt. Die Behauptung folgt damit aus Lemma (ii). O

Als Korollar bekommen wir ein klassisches Resultat aus der Theorie der partiellen Diffe-
rentialgleichungen.

Korollar 3.15 (Elliptische Regularitiit). Sei uw € H(Q) eine schwache Lisung von
Pu =0 in Q. Dann folgt sogar u € C*(Q) und w ist eine klassische Lisung.

Beweis. Die Glattheit von w folgt einfach aus der Darstellungsformel u = VyiPtu—KCy ity
in Q. Dass u dann eine klassische Losung ist, ist klar. O

3.3.2 Randintegralgleichungen

Korollar [3.12] impliziert das folgende.

Korollar 3.16. Setze V :=~V und K := %—l—fyi“th = —% +~UC. Dies definiert stetige
Operatoren

V- H—l/Q(F) —>H1/2(F), K- H1/2(F> —>H1/2(F)
O

Offensichtlich ist V' = yAv* symmetrisch beziiglich (-,-)p. Fiir die Adjungierte des K-
Operators schreiben wir K, und es gilt 1 +K’ = 4"V nach [McL00, (7.5)]. Ublicherweise
definiert man auch W := ™K = K. Der Ubersichtlichkeit halber fassen wir die
Relationen der Potentiale )V, K mit den vier Randintegraloperatoren V, K, K’, W noch
einmal zusammen:

’}/intV — ‘/’ ,yintlc _ K—%,
Y =V, K = K+
WY = K'+3, K = W,
WY o= K -5 K = W
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Es gibt auch fiir V und K Darstellungsformeln, ndmlich

(Vo) (z) = / U(z —y)o(y)dy, firallep € L(I') und z €T,
r

(Kg)(z) = p.v. /(’yl,yU(x —v))g(y)dy, fir alle g € D(T") und fast alle z € T.
r

Die zweite Formel ist ein Cauchyscher Hauptwert (engl. principal value) und gilt an
allen Punkten, wo I' differenzierbar ist. Fiir den Beweis siehe [McL00, Theorem 7.4|. Die
Formel fiir V' steht in [McL00, (7.8)].

Mit Hilfe dieser beiden Randintegraloperatoren kénnen wir das Dirichlet-Problem f
in eine Integralgleichung auf I' umschreiben. Der Einfachheit halber betrachten wir
nur den Fall f = 0. Sei also g € HY?(I') und v € H'(Q) die schwache Losung von
Pu=0in Q, u =g auf I'. Nach Theorem [3.7] gilt die Darstellungsformel

u=—-Kg+V(nu).

Setzen wir ¢ := yu € H71/2(I‘) und wenden den Spuroperator an, folgt daraus eine
Randintegralgleichung fiir ¢,

V= (K +3)g. (3.31)
Diese Gleichung ist sogar dquivalent zum Dirichlet-Problem, denn fiir jede Losung ¢ €
H~/2(I) erfiillt

u:=—Kg+ V¢

offensichtlich Pu = 0 und yu = g.

Wir werden stellenweise allgemeinere Abbildungseigenschaften von V und K bendtigen.
Fiir allgemeine elliptische Systeme der Form sind diese Resultate eher schwer in
der Literatur zu finden; die zitierte Arbeit [HMTI0] ist relativ neu und behandelt eine
etwas grofere Klasse von Gebieten €2, welche die Lipschitz-Gebiete enthilt. Es sei ange-
merkt, dass dort nur die Endpunkte s = 0,1 betrachtet werden, aber der Fall s € (0,1)
unmittelbar durch Interpolation folgt.

Theorem 3.17 ([HMT10, Theorem 3.32, Corollaries 3.38, 3.39]). Sei s € [0,1]. Die
Operatoren V, K sind beschrankt (fortsetzbar) als Abbildungen

V: HYT) - H*(I), K: H¥T) — H*(I).
O

Zum Abschluss betrachten wir wieder speziell den Lamé-Operator £. Hier kann man
ein Resultat zeigen, welches fiir unsere Analysis der BEM von grofer Bedeutung ist. Es
liefert einen Beweis fiir die Eindeutigkeit der Losungen von (3.31).

Theorem 3.18 (Elliptizitat von V, [Ste08, Theorem 6.36 und 6.38]). Se: Q@ C R" ein
beschrinktes Lipschitz-Gebiet, n = 3 und P = L mit der Fundamentallosung U aus
(325). Dann ist V elliptisch in H~'/*(T") im Sinne von

(V. d)r = cvllgysyepy fir alle ¢ € H/*(I).
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Insbesondere ist V: H~Y2(T') — HY2(T') ein Isomorphismus mit |V | < ¢, und

(D, x)v == (Vo,x)r

ein dquivalentes Skalarprodukt auf H71/2(F).

Im Fall n = 2 gelten dieselben Aussagen fiir hS), wo h > 0 ein hinreichend kleiner Ska-
lierungsparameter ist, oder, dquivalent dazu, fir ) und die skalierte Fundamentallosung
U.(z) = U (z) + cI mit hinreichend grofiem ¢ > 0. O

Das zentrale Hilfsmittel im Beweis von Theorem [3.18]ist das folgende Lemma, welches
wir spiter noch bendtigen werden. Wir definieren dafiir den Raum

H;Y2() = {¢p € HV2T): (¢,c)r = 0 fiir alle c € R"}.

Lemma 3.19 (siehe [Ste08, Beweis von Theorem 6.36]). Sei P = £L = —VTLV. Dann
gilt

H™'V2I), n=3

Vo, = (LV(V¢),V(V n fiir alle ¢ € _ ’ ’

(Vo $)r = (LV(V)). V@) fir alle ¢ {H*I/zm, "

O]

Von Interesse im Fall P = £ ist auch die Relation zwischen den rigid body motions und
dem Operator K. Setzt man nédmlich » € R in (3.31]) ein (es gilt ja Lr = 0), folgt

(K + %)r = V,yilnt,r -0 bzw. Kr — —%r.
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4 Adaptive BEM

Im gesamten Kapitel sei n = 2,3 und €2 C R" ein Lipschitz-Polyeder mit I' := 0).

4.1 BEM fiir die schwach singuladre Integralgleichung

Wir betrachten in diesem Abschnitt die schwach singulire Integralgleichung
Vo=Ff aufl (4.1)

mit gegebener rechter Seite f € H'Y?(T') und gesuchter Losung ¢ € H~Y/?(T'). Hier
sei V: H Y2(') — HY*) ein belicbiger linearer Operator, welcher elliptisch auf
H~Y2(I') im Sinne von Theorem ist und die erweiterten Abbildungseigenschaf-
ten aus Theorem [3.17] genieft. Insbesondere trifft unsere Analysis auf das zum Lamé-
Operator £ gehorige Einfachschichtpotential zu. (Wobei wir im Fall n = 2 gegebenen-
falls eine skalierte Fundamentallosung benutzen, vergleiche Theorem ) Wie wir in
Abschnitt gezeigt haben, ist dann mit der Wahl f = (K + %)g dquivalent zum
Dirichlet-Problem Lu =0 in 2, u = g auf I'.

Das Galerkin-Verfahren besteht darin, (4.1) in einer Folge endlich-dimensionaler Teilrdu-
me X, C H™Y/?(T) zu lésen: Finde &, € X,, sodass

(V‘I)g, \I/g)p = (f, \I/g)p, fir alle ¥y € X,. (4.2)

Da (-,-)v ein dquivalentes Skalarprodukt auf dem Hilbertraum (Xp, || - [|z-1/2(r)) ist,
impliziert der Satz von Riesz-Fischer die eindeutige Losbarkeit dieses Problems. Die
Losung ®, hat die wichtige Eigenschaft der Galerkin-Orthogonalitit:

(@ —@p, W)y = (f = V&, ¥y)r =0, fiir alle ¥, € X,.

Aus dieser Eigenschaft ist klar, dass die Abbildung ¢ — ®, nichts anderes ist als die
Orthogonalprojektion auf X, beziiglich (-,-)y. Wir nennen sie die Galerkin-Projektion
und schreiben dafiir

Ge: HV2(I) = X,.

Der Satz von Pythagoras besagt, mit der Energienorm || - ||? := (-, -)v, dass

(1 = Go)@lI* + 1Gegp — ell* = llp — Lell*.
Dies bedeutet, dass Gy¢ die Bestapproximation beziiglich || - || an ¢ in Xp ist, d.h.

(1= Go)ell < llp — Tell|  fiir alle ¥ € X,
Verwendet man wiederum Aquivalenz von || || und ||- | g7-1/2()» s folgt das Céa-Lemma.

Lemma 4.1 (Céa-Lemma). Die Galerkin-Projektion erfillt
10~ GOl gr-172r) < Coa ink. 16— Vellg-svaey (4.3)

Die Konstante Ccea > 0 hingt vom Operator V : H~Y2(I') — HY?(T") ab, nicht aber
von der Wahl des Raumes X, C H™'/?(T). O
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4.1.1 A priori Fehlerschiatzung

In der Praxis wahlt man die Ridume X, so, dass die rechte Seite in flir £ — oo
gegen 0 geht. Man erhdlt dann aus dem Céa-Lemma ein a prior: Konvergenzresultat.
Wir zeigen dies fir X, = ’Po(ﬂ), den Raum der stiickweise konstanten Polynome, wobei
Te eine geschachtelte Folge von Triangulierungen von T ist, d.h. es gilt X, = X;11. Um
(4.3) nach oben abzuschitzen, benutzen wir die L?-Orthogonalprojektion auf P°(7y),

,: L*(T) — PYTy).

Man tiberpriift leicht, dass 11, elementweise gegeben ist durch

1
W)l = /T 6() da.

Im folgenden Theorem sagen wir ¢ € H'(Ty), falls ¢|r € HY(T) fiir alle T € T,.
Theorem 4.2 (Approximationssatz). Sei s € [0,1] und ¢ € L*(T). Dann gilt

1L =M)ollg-sr) < Cappllhidllrzr), (4.4)
11 =T)dll o) < Coppllhg Vol gay folls 6 € H'(Ta). (4.5)

Die Konstante Capp > 0 hdngt von s und I' ab, nicht aber von der Triangulierung Ty.

Beweis. Wir beweisen zundchst (4.4). Der Fall s = 0 ist klar und der Fall s € (0,1)
folgt aus s € {0,1} mittels Interpolation. Sei also s = 1. Fiir v € H*(T') haben wir die
elementweise Poincaré-Ungleichung

hp' (1= Te)ol oy < 7 Y| Vol g2 ry-
Daraus folgt wegen der Selbstadjungiertheit von II,
(1 -=Hy)o,v)r = (¢, (1 —Myo)r

< Nheollz2y Iy (1= Tp)v| 2

< 7 Hhedll 2y ol -
Dies zeigt also

11 =)l -1y < 7 Rt ll 2y

wie behauptet. Abschitzung folgt durch Interpolation von gewichteten L?-Normen,

welche nach Theorem [2.47) exakt ist. Man beachte, dass die Konstante Cyp, nur von der
Identifikation

I Nz=sy = - 2y, m-1 1)),
kommt und insbesondere nichts mit der Triangulierung zu tun hat.
Die zweite Abschétzung (4.5) folgt nun einfach, indem man (4.4) auf (1 —II;)¢ € L*(T)

anwendet und nochmal elementweise Poincaré benutzt:
1= 11026 -~y < Coppllhi(1 = Tl 12ty < CappllBE V16l 2 -
Wegen (1 —II;)? = (1 —II,) ist dies die Behauptung. O
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Die Kombination aus Céa-Lemma und dem (komponentenweise angewandten) Approxi-
mationssatz liefert das Folgende.

Korollar 4.3 (A priori Abschitzung). Sei G, die Galerkin-Projektion fiir X, = P°(Ty).
Fiir ¢ € L*(T) N HY(Ty) gilt
3/2
(1= Ge)(i’HH*W(F) < CCéaCapthe/ VF‘z’”LQ(F)"’

Insbesondere folgt Konvergenz Gy — ¢ in H™/*(I') mit der Rate O(hi{jxl), falls
hmax,¢ *= maxrer, hr — 0 fiir £ — oo. =

4.1.2 Diskretes Gleichungssystem

Eine Basis des Raumes P%(T;) ist durch {yre: T € T;, 1 < I < n} gegeben, mit
Einheitsvektoren (e!);, = 6. Die Gleichung ([#.2) zur Bestimmung der Galerkin-Losung
ist daher mit &, = Zl’T a;lTXTel dquivalent zu folgendem linearen Gleichungssystem:

Z(VXTel,Xgek)pxlT = (f,XSek)p fiir alle S € Tp, 1 < k < n.
LT
Wir konnen dies in Matrix-Vektor-Form schreiben als
Vax=0b. (4.6)

Hier ist V' = (V™) die Blockmatrix mit Bocken V* = (VEL)g 7 und Eintriigen

VEr = (Vxrer, xser)r = /S/ UM (z — y) dz dy.
T

Entsprechend ist = (z}.) der gesuchte Koeffizientenvektor und b = (bf) die rechte Seite
mit Eintrigen

b = (f. xsex)r = / f*(x) d.
S

In Abschnitt werden wir ausfiihrlich die Berechnung der Eintrdge der Matrix V
besprechen.

4.2 A posteriori Fehlerschitzung und Adaptives Verfahren

Wir betrachten in diesem Abschnitt stets Standard-BEM niedrigster Ordnung fiir (4.1,
treffen also die Wahl X, = P°(7;). Wir bezeichnen immer mit f € HY?(T) die (gege-
bene) rechte Seite und mit ¢ € H~Y?(I') die (unbekannte) exakte Losung von [@.1).
Weiters sei G, die Galerkin-Projektion auf ’PO(’U) und ¢, = Gy¢ die entsprechende
Galerkin-Losung.

Die a priori Abschiitzung zeigt, dass bei zusitzlicher Glattheit der Losung ¢ € L*(T) N

H'(T,) durch uniforme Verfeinerung des Gitters 7; eine Konvergenzrate von O(h?/ 2)
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erreicht werden kann. Typischerweise ist aber eine solche Glattheit auch fiir f € Lip(T")
nicht gegeben, und numerische Beispiele zeigen, dass sich dies bei uniformer Verfeine-
rung in einer schlechteren Konvergenzrate niederschlégt. Einen Ausweg bieten adaptive
Verfahren, die darauf ausgerichtet sind, das Gitter in der Ndhe von Singularitdten der
Losung stérker zu verfeinern. Tatséchlich erreichen wir in den numerischen Experimenten
in Abschnitt [7] mit adaptiven Verfahren in 2D immer die ,erhoffte” Konvergenzrate von
O(N—3/2), wobei N := #7; die Anzahl der Elemente ist.

Um ein adaptives Verfahren zu realisieren, benétigt man (lokale) a posteriori Fehlerschdt-
zer, also Indikatoren, die Auskunft dariiber geben, wo der Fehler der approximativen Lo-
sung am grofiten ist und das Gitter weiter verfeinert werden muss. Die lokalen Beitrége
eines Schétzers definieren, fiir jede Triangulierung 7y, eine Funktion n: 7y — [0, 00). Der
globale Schitzer auf einer Teilmenge M, C Ty sei dann gegeben durch die £2-Norm der
lokalen Beitrige, also

n(Mg)? = > n(T)%

Das adaptive Verfahren ist von der Form
SOLVE — ESTIMATE — MARK — REFINE.

Wir starten mit einer initialen Triangulierung 7y und £ = 0, sowie einem Adaptivitéts-
parameter 6 € (0, 1], und fithren die folgenden Schritte aus, bis eine geeignete Abbruch-
bedingung erfiillt ist.

1. Solve: Finde die Galerkin-Loésung @, durch Losen des Gleichungssystems .

2. Estimate: Berechne die Fehlerschétzer n(7T) fiir alle T € 7y.

3. Mark: Bestimme eine Teilmenge M, C 7y (von minimaler Kardinalitét), sodass
On(Te)* < n(My)?.

4. Refine: Kreiere eine neue Triangulierung 741 durch Verfeinern (zumindest) der
Elemente in M. Setze ¢ = { + 1 und gehe zu Schritt 1.

Die Wahl 6 = 1 entspricht uniformer Verfeinerung, da in Schritt (3) dann notwendiger-
weise My = Ty gelten muss (zumindest wenn man davon ausgeht, dass n(7") > 0 fiir alle
T € 7Ty). Ein sehr kleiner Parameter § < 1 hingegen fiihrt zu wenigen Verfeinerungen pro
Durchlauf und daher zu stark adaptierten Netzen in der Ndhe etwaiger Singularitdten.

Damit das adaptive Verfahren gut funktioniert, sollte sich der Fehlerschétzer dhnlich
verhalten wie der Fehler. Zwei wiinschenswerte Eigenschaften des Schitzers sind daher
Zuverlassigkeit,

I — @ell < 1(Te),
und Effizienz,
n(Te) S Ml — @],

mit impliziten Konstanten, die nicht von ¢ abhdngen. Wir werden in den folgenden bei-
den Unterabschnitten zwei Fehlerschétzer kennenlernen, die jeweils eine der beiden Ei-
genschaften aufweisen.
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4.2.1 Der h-h/2-Schatzer

Bezeichne mit ’7AZ das durch uniforme Verfeinerung von 7, entstehende Netz, und sei </ISZ
die Galerkin-Lésung fiir den Raum P°(7;). Wegen P°(T;) C P°(T;) zeigt die Galerkin-
Orthogonalitét R R

llp — Pell” + D0 — ell* = [l — Pell*

Dies bedeutet, dass durch
1(Te) = |[@e — Pl < [llp — Pl

ein effizienter, berechenbarer Fehlerschitzer gegeben ist, der sogenannte h-h/2-Schdtzer.
Dieser ist allerdings nicht lokal und lésst sich daher nicht fiir den adaptiven Algorithmus
einsetzen. Aus diesem Grund definieren wir zusdtzlich den lokalen h-h/2-Schitzer

A(T) == hil?|| @y — @ g2y fiir alle T € Ty,
mit zugehorigem globalen Schétzer
- /2,2
A(TE) = Ilhy* (@0 = @)l 2 ry.

Die mit hé/Q gewichtete L2-Norm dient als lokale Annéherung an die H~'/2-Norm. Tat-
sdchlich werden wir nun zeigen, dass

p(Te) = u(Te)

mit von ¢ unabhéngigen Konstanten. Insbesondere ist [ ein effizienter Schétzer, der sich
fiir den adaptiven Algorithmus eignet.

Zusétzlich zum Approximationssatz bendtigen wir die folgende inverse Ungleichung
fiir die H~*-Norm. Sie wird in [GHS05, Theorem 3.6 in einem wesentlich allgemeineren
Setting bewiesen (insbesondere fiir beliebige Polynomgrade). Unser Beweis folgt dersel-
ben Route, ist aber durch die Spezialisierung auf P°(7;) und 0 < s < 1 vergleichsweise
elementar.

Theorem 4.4 (Inverse Ungleichung fiir P°(7;)). Fiir jede diskrete Funktion 1 € P°(T;)
und s € [0, 1] gilt
A2l L2y < Ciny [l 551y (4.7)

Die Konstante Ciyy > 0 hdngt nur von s, I' und, im Fall n = 3, von der Formregularitdt
von Ty ab.

Beweis. Der Fall s = 0 ist trivial, und der Fall 0 < s < 1 folgt aus s = 0,1 durch
Interpolation. Man beachte, dass es méoglich ist, zwischen den H~'- und L?-Normen auf
dem diskreten Teilraum P°(7;) € H~'(T') zu interpolieren, da eine stetige Projektion
y: HYT) — P(Ty) existiert, die auch stetig als Abbildung IT,: L*(T) — P%(Ty) ist.
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Sei also s = 1. Die Behauptung wird bewiesen sein, falls wir w € H(T") finden, sodass

Vet oy < I ) (4.8)

: [l r1ry

Setze p = ¢|p € R fiir T' € Tp. Wir machen den Ansatz

w =" hiprwr
T

mit gewissen Funktionen wr € H{(T). Die wr sollen so etwas wie eine Annéiherung an
die Indikatorfunktionen y7 mit méglichst kleiner H'(T')-Norm sein. Genauer wiinschen
wir uns, dass

lwrl|Z2ery S 1T S (Lwr)r und || Vewr|| gy S hy'

Bevor wir die wr konstruieren, zeigen wir, wie daraus (4.8]) folgt. Zunéchst haben wir

(¢, w)r = ZhTwT (1, wr)r 2 Zh FIT| = ||hetdl| T2y

Weiters gilt
H'I,U”?_Il(r‘) = Zh ¥ ( |wT||L2(T)+HVFWTHLZ(T))
< Zh Y31+ | Vrwr | n)IT)

< Zh h?|T) = [Pt 72 r

In der letzten Zeile haben wir auch hy < 1 benutzt. Diese Abschitzungen zusammen
zeigen dann

(Y, w)r et 172y
wll gy ~ el L2y

Es bleibt noch, passende Funktionen wy € HE(T) zu konstruieren. Sei zuerst @ €
H'(R""1) gegeben durch

= [|het)|l L2y

1, 7| < 3
w(z) =40, 2| > 1,

2 — 2|x|, sonst.

Nun sei mr der Inkreismittelpunkt von 7" und pr der Inkreisradius. Setze

wr(z) = @ (x _mT> :

PT
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wobei z in einem (n — 1)-dimensionalen Koordinatensystem auf der Oberfliche von T'
liegt. Der Support von wr ist genau der Inkreis von 7', und es gilt 0 < wr < 1, mit
wr = 1 auf dem Kreis T'N B(myr, pr/2) mit Mittelpunkt ms und Radius pr/2. Es folgt

klarerweise ||U)T||%2(T) < H1||%2(T) = |T'|, aber auch

(wr)r> [ 1o = pi) 2 |T),
TﬂB(mT 7PT/2)

wobei die y-Formregularitét eingeht. Da Vr auf T' der Gradient beziiglich z ist, iiberpriift

man leicht ] 5 1
VFU)T oo = —||VO|| oo (rr-1y = — ,S -—,
| | oo (1) p V@ goomn-1) Pl
auch wieder unter Verwendung der v-Formregularitdt. Im Fall n = 2 ist der ,Inkreis” ganz
T und pr = hr/2, also hingen die Konstanten in den letzten beiden Abschitzungen nicht

von 7T, ab. O

Wir beweisen nun, wie angekiindigt, die Aquivalenz der beiden h-h/2-Schitzer. Das Re-
sultat stammt urspriinglich aus [FLP0S].

Theorem 4.5. Der h-h/2-Schitzer ist aquivalent zum lokalen h-h/2-Schdtzer,

Cronit(Te) < 1(Te) < Chignfi(To).

low

Die Konstante Cloy > 0 hangt nur von I' und im Fall n = 3 von der Formregularitdt von
T¢ ab, die Konstante Chigr, nur von I

Beweis. Die untere Abschéitzung folgt unmittelbar aus der inversen Ungleichung (4.7)),
komponentenweise angewandt:

1/2

I02(@ — ®0)ll 2y < Can 1B — Bell 12y = Cin 1B — B

Fiir die obere Abschitzung bemerken wir, dass @, die Galerkin-Projektion von @g auf
PO(Ty) ist. Die Approximationseigenschaften von G, und II; zeigen, fiir alle ¢ € L*(T),

(1= Gl < (1 = T)pll == 11— o) | y-1/2py < Cappllg bl -
Dies angewandt auf ¢ = &, — &, = (1 — Gy)® zusammen mit (1 —Gy)? = (1 — Gy) gibt

die Behauptung:
~ . ~
(1 = GO@ell < N1y (1 — Ge)Bell g2 -

Man sieht auch, dass Chign nicht von 7, abhéngt. O
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4.2.2 Der Residualschatzer

Der nachfolgende Satz, welchen wir in diesem Unterabschnitt beweisen, liefert uns mit
dem Residualschitzer einen zuverldssigen Fehlerschitzer. Dieser beruht darauf, dass das
Residuum

Ry:=f-Vo =V(¢-2)

explizit ausgewertet werden kann. Das Residuum wird in einer gewichteten H'-Seminorm
gemessen, daher muss hohere Regularitit der rechten Seite angenommen werden, ndmlich
f € HYI'). Nach Theorem folgt aus ®;, € L*(T) auch V&, ¢ HY(T') und damit
Ry, € H'(T'). Falls wir das Dirichlet-Problem 1sen, also die Wahl f = (K + 1)g treffen,
ist nach demselben Theorem g € H'(T) hinreichend fiir R, € H'(T").

Theorem 4.6 (Residualschitzer). Sei f € HY(T'). Definiere fiir T € T; den Residual-
schitzer

1/2
p(T) = hy* | Ve Rel| g2y
mit zugehdrigem globalen Schatzer
1/2
p(T0) = Iy * Ve Rell ey
Dann ist p zuverldssig, d.h.
llp = Pelll < Crerp(Te). (4.9)

Die Konstante Crq > 0 hdngt nur von I' und der Formregularitdt von Ty ab.
Wegen || - || = | - HH_1/2(F) o ||V(')||H1/2(F) ist (4.9) dquivalent zu
1/2
1R 12y S g >V Rell 2 ryn- (4.10)

Wir werden zeigen, dass eine Ungleichung wie ([#.10) fiir alle H'(T')-Funktionen gilt,
welche L2-orthogonal auf PY(7;) stehen. Dass Ry diese Eigenschaft hat, folgt direkt aus
der Galerkin-Orthogonalitét.

Bemerkung 4.7. Die Gleichung (#.10)) ist eine Art Poincaré-Ungleichung fiir H'/?(I).
Die entsprechende Aussage fiir L? ist

[1Rell2ry S [heVr Rl 2 ryn (4.11)

und folgt durch elementweise Anwendung der Poincaré-Ungleichung. Mit hy, < 1 folgt
daraus auch die H'-Version:

HRZHHl(F) S HVFRZHLZ’(F)H- (4.12)
Es wire daher eine naheliegende Idee, (4.10) durch Interpolation von (4.11]) und (4.12))

zu beweisen. Tatséchlich kann man mit Hilfe von [Kar12, Lemma 3.5] die Aquivalenz
I (Ry; [|he VT - ||L2(F)”7 IV - ||L2(1“)n) = ||héfsVFR€HL2(F)n

fiir die interpolierte, gewichtete H'-Seminorm zeigen. Das Interpolationsargument funk-
tioniert leider nicht, da die Projektion von L*(T) auf den Teilraum (P°(7;))*, in dem
die Abschitzungen (.11)) und (£.12) gelten, nicht H*(T')-stabil ist. O
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Bemerkung 4.8. Die Autoren von [CMS01] beweisen Zuverléssigkeit von p fiir das Ein-
fachschichtpotential des Laplace-Operators in 3D. Thre Resultate lassen sich unmittelbar
auf unsere Situation {ibertragen, setzen allerdings ein externes Lemma [CMS01], Lemma
2.1] voraus, dessen Beweis ich nicht nachrecherchieren konnte. Ich préisentiere daher einen
eigenen Beweis fiir Theorem [.6] der dhnliche Techniken benutzt wie [CMS01] aber etwas
einfacher und kiirzer ausfallt. O

Im folgenden Satz, dem zentralen Resultat dieses Abschnittes, verwenden wir fiir einen
Knoten z € Ny die L?-Orthogonalprojektion

II,: LQ(wz) — span{xw,

und die in Abschnitt definierte Hutfunktion 7, € Lip(I"). Zur Erinnerung: Der Patch
w, eines Knotens z € Ny ist die relativ offene Teilmenge von I', sodass

@:U{Teﬁ:zeT}.
Weiters benutzen wir Ny(T) := Ny N T fiir die Knoten im Element T € 7y.

Theorem 4.9 (Lokalisierung der H*(T")-Norm). Sei s € [0,1]. Die Konstanten Cy,Csy >
0 in den folgenden beiden Aussagen hangen nur von s, I' und der Formregularitdt von Ty
ab.

(i) Es seien Funktionen u, € H*(w,), z € Ny, gegeben. Falls wir (1 —I1,)u, durch O auf
ganz I fortsetzen, g¢ilt

I Z n:(1 — Hz)“ZHiIs(r) <G Z |Uz\§{s(wz)-
zeNy 2Ny

(i3) Fiir w € H*(T) mit u 1L PO(Ty) gilt

lullFrery < C1 Y fulfpequny < Collly*Vrulgzp, (4.13)
z€Ny

wobei wir fiir die zweite Ungleichung zusdtzlich v € HY(T) annehmen.

Beweis. (i) Wir beweisen den ersten Teil mit Interpolation, indem wir die rechte Seite
als Seminorm auf dem Produktraum [], H*(w,) interpretieren und die Vertauschbarkeit
von Produkt und Interpolation (Lemma [2.44)) ausniitzen. Die gleichmiRige Aquivalenz
der H*-Seminormen auf Patches (Theorem zeigt aufserdem, dass wir in der Aussage
nach Belieben

| lEsw.)  oder |- [(L2(w.), i (w.))s
verwenden konnen.
Fiir den Endpunkt s = 0, seien u, € L?(w,) und w, := (1 — II,)u,. Wir berechnen

HanwzHiz(p) = ZH Z nzwzH%Q(T)SnZ Z szH%%T)

2Ny TeT, 2eNy(T) TETy zeNy(T)

S N A

ZGN@
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wobei wir 0 < 7, < 1und #MN;(T) = n benutzt haben. Mit der L?-Seminorm |u. |72, :=
(1 =Tzl 2w,y = llw:l 22, folgt die L2-Abschétzung:

| Z n=(1— HZ)UZ||2L2(F) S Z |UZ|%2(UJZ)' (4.14)
2Ny 2EN

Fiir den anderen Endpunkt s = 1 nehmen wir u, € H'(w,) an. Bemerke zunichst, dass
w, € HY(w;) und nw, € H(w,) C HY(T), sodass V(Y. n,w,) € L*(T) wohldefiniert
ist. Wir haben

HVF(UZWZ)Hi%wZ) S ”%H%w(wz)Hvo2”i2(w2)+HVF%H%‘X’(%)”wzH%Q(wz)
S IVrw:lge,., + diam(w:) w72,

= ‘UZ|12L11(WZ) + diam(wz)—2‘uz|iz(wz)

N

‘UZ|%I1(WZ).

In der zweiten Zeile ist die Formregularitit eingegangen, via ||V, || pe(,) S diam(w,) ™1,
und in der letzten Zeile die Poincaré-Ungleichung auf Patches (Theorem [2.61). Ahnlich
wie oben schlieffen wir

IS =l € 3 Juslge, (4.15)
2EN; zeN,

Die Aussage folgt nun durch Interpolation von (4.14) und (4.15)) fiir den Operator

T: [[LPw.) — L),

(uz)ze./\/'e = Z 772(1 - Hz)uz-
ZE/\/@

(ii) Da u orthogonal auf P°(7T;) steht, gilt >°_n,(1 — II,)u = 3. n,u = u. Verwenden
wir (1) mit uy = ul,,, folgt

lullFrery < Cr Y [ulfeq.)-
ZE./\/[

Gilt sogar u € H'(T'), besagt die zweite Poincaré-Ungleichung auf Patches aus Theorem
zusammen mit der Formregularitat

. —s 2(1—s
s () S diam(w.)*C I ulfp 0 S D hy )HVFUHiQ(T)‘
TeT;: zeT

Durch Summation iiber z und

S X BNVl gy = nllhy T VrulZa

2€N, TETy: z€T

folgt die Behauptung. O
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Bemerkung 4.10. Ein Beweis der ersten Abschétzung in findet sich auch in [Fae00),
[Fae02] fiir 2D bzw. 3D. Dieser bedient sich allerdings vollig anderer Techniken, némlich
expliziter Abschitzungen fiir die Slobodeckij-Seminorm. Erst durch unsere Erkenntnis-
se zu Seminormen wird klar, dass die Ergebnisse von Faermann und [Car97]|,[CMS01]
dquivalent sind. Insbesondere sind in die Hauptresultate aller vier Arbeiten ent-
halten. O

Beweis von Theorem [{.6 Aus (£.13)) mit s = 1/2, komponentenweise angewandt, folgt
(4.10) und damit (4.9). O

Bemerkung 4.11 (Faermann-Schétzer). Ein alternativer Residuum-basierter Schitzer ist
der Faermann-Schdatzer

P(T)?:= Y |Rilipp,, firalleT T
2€TNNy

Dieser ist sogar effizient und zuverléssig, denn wie wir zeigen werden gilt

o(Ty) ~ ||RZ||H1/2(F)-

Die Effizienz folgt durch ein Abz&hl-Argument aus der Tatsache, dass die Anzahl der
Elemente pro Patch durch eine absolute Konstante N(7;) nach oben beschrankt werden
kann, welche nur von der Formregularitit abhingt. Setze der Ubersichtlichkeit halber

R 2
Is s :_// Bil ]:x—y|”( vl drdy fiir alle S, 5" € T;.

Wir haben

=2 2 Bl =2 ) ) Iss

T z€TNNy T 2€TNNy S,8'Cw.,

Uberlegen wir, wie oft ein festes Doppelintegral I 5,50 in der Summe auftritt. Es tritt auf,
wann immer S und S’ in einem gemeinsamen Patch liegen — dies ist hochstens fiir n
Patches der Fall —, und zwar einmal fiir jedes Element T', dass in einem solchen Patch
liegt — dies sind hochstens N(7;) Elemente pro Patch. Mit anderen Worten, Ig g tritt
hochstens nN (7;)-mal auf. Es folgt

P(To)? <nN(Te) Y Iss = nN(T)|Rel ey S I1Rell 32y
S,8'eT,
also die Effizienz. Die Zuverldssigkeit ist eine unmittelbare Konsequenz von (4.13)):
IRy S 3 Rillgun,, < 070
ZGN@

Man beachte allerdings, dass der Faermann-Schéitzer vom Standpunkt der Implemen-
tierung aus weniger attraktiv ist, da (teilweise singuldre) Doppelintegrale ausgewertet
werden miissen. O
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5 Adaptive FEM-BEM-Kopplung

In diesem Kapitel sei n = 2,3 und Q C R"™ ein beschranktes Lipschitz-Gebiet mit 92 =T
und ' := R™\ Q. Als Modellproblem betrachten wir das folgende Transmissionsproblem

Lu = f inQ, (5.1)
Lv = 0 in®, (5.2)
[ulp = wug aufT, (5.3)
[nulr = ¢y aufl, (5.4)
u = O(z|™) fiir 2 — oo. (5.5)

Hier sind £ und £’ zwei Lamé-Operatoren mit moglicherweise verschiedenen Lamé-
Parametern g, A\ > 0 im Inneren und g/, \ > 0 im Auferen. Wie iiblich wollen wir
(5.1)—(5.5) im schwachen Sinn interpretieren. Die Losung w suchen wir naturgeméf im
~—1

Raum H{ (R"\T), und fiir die Daten nehmen wir f € H (Q), uo € H*(T') und
¢o € H V(') an.

Man kann zeigen, dass dieses Problem, zumindest in 3D, immer eindeutig l6sbar ist;
dieses Resultat wird auch als Nebenprodukt unserer Analysis des diskretisierten Problems
abfallen, siehe Theorem In 2D benétigt man fiir die Losbarkeit eine zusédtzliche
Kompatibilitdtsbedingung an die Daten, ndmlich

(£, D)a = (¢o, Ir- (5.6)

Hier benutzen wir die Schreibweise (I € R™ ™ ist die Einheitsmatrix, e¥ € R" sind
Einheitsvektoren)

(¢a I)F = ((¢7 61)1—‘, ERE (¢7 en)F)T € R"
fiir ¢ € H~Y2(T"). Tm Fall ¢ € L*(I) gilt also

(¢, I)r = /F (=) dz.

Analog ist (f,I)q fir f € ﬁil(Q) zu verstehen.

Die Bedingung (5.6)) stellt die Abklingbedingung (5.5|) sicher, welche wiederum benétigt
wird, um Eindeutigkeit der Losungen zu garantieren. Keine Kompatibilitdtsbedingung
bendtigt man, wenn man im 2D-Fall (5.5)) durch die modifizierte Abklingbedingung

w(z) =U(z)e+ O(|z|™Y)  fiir  — oo (5.7)

mit ¢ € R? ersetzt. Mit anderen Worten, (5.1))—(5.4) zusammen mit (5.7)) ist auch in 2D

immer eindeutig 16sbar.

Bemerkung 5.1. Es gibt mehrere Moglichkeiten, dieses Modellproblem in eine Variati-
onsformulierung iiberzufiihren, die sich zur numerischen Losung mit Galerkin-Verfahren
eignet. Wir widmen uns in diesem Kapitel der Johnson-Nedeléc-Kopplung, auch bekannt
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als (direct) one-equation-coupling. Diese fiihrt auf ein gekoppeltes Gleichungssystem fiir
Funktionen auf dem Rand bzw. dem Inneren eines Gebietes und daher auf eine Kopp-
lung von FEM und BEM, wodurch die Starken der beiden Methoden kombiniert werden

sollen:

-) BEM fiir lineare, homogene (f = 0) Gleichungen mit konstanten Koeffizienten auf
unbeschrénkten Gebieten.

-) FEM fiir moglicherweise nicht-lineare, inhomogene Gleichungen auf beschrénkten Ge-
bieten.

Fiir eine ausfiihrliche Diskussion weiterer FEM-BEM-Kopplungsmethoden wie der sym-

metrischen Kopplung und der Bielak-McCamy-Kopplung verweisen wir auf [AFFT13,
Feil0] und [FFKP12] im Kontext der Lamé-Gleichung. O

5.1 Johnson-Nédélec-Kopplung
5.1.1 Darstellungsformel im AuBenraum

Um die Gleichungen der Johnson-Nedeléc-Kopplung herzuleiten, bendtigen wir eine Dar-
stellungsformel analog zu Theorem fiir Losungen von £L'u = 0 im AuRenraum ¢V,
némlich

u= -V ) + K(y™u) in Q. (5.8)

Die Operatoren V, K verstehen wir hier und in weiterer Folge natiirlich immer beziiglich
der duferen Lamé-Parameter N, u'.

Man beachte, dass fiir die direkte Anwendung von Theorem zwei Annahmen erfiillt
sein miissten: Dass die rechte Seite f kompakten Tréger hat (was im Fall f = 0 natiirlich
kein Problem darstellt) und — etwas subtiler — dass w € H'(Q'). Da ' unbeschrinkt ist,
ist in dieser Annahme schon eine Abklingbedingung an w enthalten (die aber unnétig
strikt ist).

Fiir Lésungen w € H{ () von L'u = 0 gilt im Allgemeinen nicht. Dies folgt
aus dem n#chsten Lemma, welches besagt, dass die Giiltigkeit der Darstellungsformel
in 3D schon die Abklingbedingung impliziert. Wir erinnern hier daran, dass
V und K nach C*°(R™ \ I') abbilden und insbesondere die Punktauswertung bei z — oo
wohldefiniert ist.

Lemma 5.2 (Abklingbedingung). Es seien ¢ € H™Y3(I') und g € HY*(I"). Dann
erfillen V¢ und Kg die folgenden Abklingbedingungen fiir x — oo.

(Vo)(x) = Ulx)(é,I)r+O(z|'™™),
(Kg)(z) = O(a'™™).

Definieren wir also
u(z) == —(Vo)(z) + (Kg)(z), ze,
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dann gilt w € HL (), L'u =0 in Q' und

n =3,

B —1
u(z) = O(|z| ™), falls {n =2 und (¢, I)r = 0.

Beweisskizze. Der Fall n = 3 folgt aus [CS90, Lemma 4.2] und der Fall n = 2 folgt analog
zu [Feil(, Theorem 3.9, 3.10] mit Hilfe der Abschiitzungen |U (z—y)—U (7)|00 = O(|z|™})
und |[VU (2 — y)|oo = O(|z|™1) fiir y € T und = — oo. O

Bemerkung 5.3. Das Lemma zeigt beispielsweise, dass konstante Funktionen niemals die
Darstellungsformel (5.8) erfiillen. O]

Umgekehrt impliziert (5.2)) und die Abklingbedingung (5.5 auch die Darstellungsformel
(5.8). Wir zitieren das Resultat zunéchst fiir 3D. (Siehe auch [McL00, Theorem 8.9] fiir
den Laplace-Operator.)

Lemma 5.4 (Darstellungsformel in 3D, [CS90, Lemma 4.2]). Sein =3, u € H] ()
mit L'u =0 in Q' und u = O(|z|™) fiir v — co. Dann gilt (5.8). O

Wir sehen also, dass in 3D die Darstellungsformel im Aufsenraum fiir schwache Losungen
von L'u = 0 dquivalent zur Abklingbedingung w = O(|z|™!) ist. In 2D impliziert die
Darstellungsformel im Allgemeinen nur

u(z) =U(z)e+O(|z|™Y)  fiir 2 — oo (5.9)
mit ¢ € R?, und auch hier gilt die Umkehrung:
Lemma 5.5 (Darstellungsformel in 2D). Sein = 2, w € HL () mit L'u = 0 in O
und es gelte die modifizierte Abklingbedingung (5.9). Dann folgt (5.8]). O

5.1.2 Herleitung der Johnson-Nédélec-Kopplung

Um die Gleichungen der Johnson-Nédélec-Kopplung fiir das Transmissionsproblem her-
zuleiten, nehmen wir an, u € HJ (R" \ T) sei eine Losung von (5.1)-(5.5). Wir setzen
zunichst ™ := u|q und w := wu|g zur Unterscheidung des duferen und des inneren Teils

der Losung. Gewissermafien werden wir die Gleichungen fiir ™ eliminieren und durch

Randintegralgleichungen fiir die #ufere Konormalenableitung ¢ := 7§*'u™ ersetzen.

Wir erinnern zuerst an die Definition der symmetrischen Bilinearform
ar(u,v) = (LVu,Vov)g = (c(u),e(v))q.
Wegen Lu = f in Q besagt die erste Greensche Formel (Lemma
ar(u,v) = (f,v)q + (v™u,v)r  fir alle v € HY(Q).
Benutzen wir die Sprungbedingung ¢ — ™ u = ¢, folgt daraus

ar(u,v) — (¢,v)r = (f,v)a — (¢, v)r. (5.10)
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Nun verwenden wir die Darstellungsformel (5.8)), deren Giiltigkeit aus der Abklingbedin-

gung (5.5) folgt:
ut = —V¢+ K:(,yextu-i-).

Anwendung des duferen Spuroperators liefert nach Umordnung
Vo = (K — 5)7™"u.

extyt — 4ty = ug und erhalten

(L - K)u+Ve= (K — Lu

Wir benutzen die andere Sprungbedingung ~y

Testen wir diese Gleichung noch mit ¢ € H~'/?(I'), erhalten wir zusammen mit (5.10)
die folgende Variationsformulierung:

Definition 5.6 (Johnson-Nédélec-Kopplung). Finde (u, ¢) € H'(Q) x H~'/?(T") sodass

ar(u,v) — (¢, v)r = (f,v)q— (pg,v)r fiirallev c HY(Q), (5.11)
(53— Ku,p)r+ Ve, ¥)r = ((K—3ug, o) fiir alle p € H/4(T). (5.12)
O

Diese Formulierung ist sogar dquivalent zum Transmissionsproblem (unter einer Neben-
bedingung im Fall n = 2). Dies ist der Inhhalt des folgenden Satzes.

Theorem 5.7. Es seien f € ﬁil(Q), uo € HY(I) und ¢y € H~Y2(I).
(i) Istu € H{,(R*\T) eine Losung des Transmissionsproblems (5.1)-(5.5), dann liefert
(u, @) := (ulg,¥$*'u) eine Lisung der Johnson-Nédélec-Kopplung (5.11)-(5.12).
(ii) Sei umgekehrt (u, @) € H'(Q) x H™Y2(T') eine Lisung von G11)-(-12), und im
Fall n = 2 gelte zusdtzlich (f,I)q = (¢, I)r. Dann definiert

wi= Vo + Ky u +ug) in Q (5.13)

eine Fortsetzung von w zu einer Losung w € H (R"\T) von (5.1)(5.5).

Beweis. Den ersten Teil (i) haben wir schon bewiesen. Fiir den zweiten Teil (ii) folgert
man zunichst aus (5.11)) fiir alle v € H}(Q), dass Lu = f in ©, also (5.1)). Die Definition

von iy mit Hilfe der ersten Greenschen Formel zeigt auch 7w = ¢ — .

Sei nun w in Q' durch (5.13) definiert, dann ist nach Lemma w € Hi . (Q) und
L'u=0in ' also (5.2), und im Fall n = 3 ist auch die Abklingbedingung (5.5 erfiillt.
Im Fall n = 2 teste (5.11)) mit v = ey, es. Dies zeigt

—(¢, D)r = (f, D)o — (¢g, I)r = 0.

Damit folgt die Abklingbedingung (5.5 auch in 2D. Wenden wir auf (5.13) den duferen
Spuroperator an, folgt mit (5.12))

Yy = Ve + (3 + K)(Y™u + o)
= (G- K)ot o) + (5 + K (0™ + uo)
= "}/intu + 'U,O
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Dies ist die erste Sprungbedingung (5.3)). Die Abklingbedingung impliziert nun wiederum
die Darstellungsformel

u= -V ) + K(y™u +ug) in Q.
Subtrahieren wir und verwenden yi''u = ¢ — ¢, folgt
0=V(¢ —17"u) = V(¢ — (1 u —1"w)).
Da V injektiv ist, folgt auch die zweite Sprungbedingung . O

Bemerkung 5.8. Der Beweis zeigt auch, dass die Johnson-Nédélec-Kopplung ohne Ne-
benbedingung in 2D &dquivalent zum Transmissionsproblem f zusammen mit
der modifizierten Abklingbedingung ist. Zwar mag yzunphysikalisches Verhal-
ten“ der Losung mit einschlieffen, ist aber vom mathematischen Standpunkt aus offenbar
die natiirlichere Abklingbedingung. O

5.2 Stabilitdt der diskreten Formulierung
5.2.1 Diskrete Formulierungen

Die Variationsformulierung (5.11)—(5.12) eignet sich fiir ein Galerkin-Verfahren. Definiere
hierfiir den Hilbertraum H := H'(Q) x H~'/%(I") und die stetige Bilinearform b: H x
H — R durch

b((u, ), (v,9)) == ar(u,v) — (¢, v)r + ((3 — K)u+ Vo, 9)r.
Definiere weiters das stetige Funktional F': H — R durch
F(v,%) := (f,v)a — (¢, v)r + (K — 3)uo, ¥)r.
Dann ist (5.11)—(5.12) offensichtlich dquivalent zu
b((u,d), (v,9)) = F(v,v) fiir alle (v, ) € H. (5.14)

Eine Galerkin-Formulierung erhdlt man wie immer, indem man Ansatz- und Testfunktio-
nen auf einen diskreten Teilraum H, = X, x Y, mit X, C H(Q) und Y, C H71/2(F)
einschriankt: Finde (uy, ¢py) € Hy, sodass

b((Ug, d)ﬁ)? (’Ug,’l,bg)) = F(Ufallzbf) tiir alle (’Ug,’(ﬁg) € Hy. (515)

Eine typische Wahl ist beispielsweise H, = S'(7;) x PY(&;), wobei T; und & Triangu-
lierungen von €2 bzw. I' sind.

Wir interessieren uns nun fiir die eindeutige Losbarkeit von . Eine hinreichende
Bedingung liefert bekanntermafsen das Lemma von Lax-Milgram [2.10] ndmlich Elliptizi-
tat von b bezliglich einer geeigneten Norm auf H. Dies ist in unserem Fall leider nicht
unmittelbar anwendbar. Betrachte namlich

b((u,9), (u,8)) = ar(u,u)— (¢, w)r + (53— K)u,¢)r + (Vo, d)r.
ar(u,u) = (5 + K)u, d)r + (V, d)r.
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Fir die Wahl (u,¢) = (r,0) mit 7 € R (dem Raum der rigid body motions) gilt
b((r,0),(r,0)) =0, also ist b nicht elliptisch (egal welche Norm wir auf H verwenden).

In [FFKPI12| wird gezeigt, dass dennoch unter gewissen Voraussetzungen an die Lamé-
Konstanten A, u, A, ¢/ und an den diskreten Raum Hy eindeutige Losbarkeit von
gegeben ist. Wir wollen diesen Beweis hier aus unserer eigenen Sichtweise prisentieren.
Das erste Resultat liefert eine dquivalente Formulierung von mit modifizierter
Bilinearform.

Lemma 5.9 (Lemma von Fiihrer, [FEKP12, Proposition 3]). Sei Yo C Y ein abge-
schlossener Teilaum von L2(T') mit Orthogonalprojektion Ty: L*(T) — Y. Definiere
b: H x H — R durch

b((u, @), (v,9)) = b((u, ), (v,9)) + ((3 — K)u+ Ve, Tlo [(3 — K)v + V],
und F: H — R durch
F(v,9) = F(v,%) + (K — $)uo, Iy [(3 — K)v + Vap)) ..

Dann ist (ug,¢py) € Hy = Xy x Yy genau dann eine Lésung von

b ((we, dy), (v, %)) = Flvg, b)) fiir alle (vg, ) € Hy, (5.16)
wenn (ug, @) eine Losung des folgenden Problems ist:
b (e, d), (ve, %) = Fve,4py) i alle (ve,4y) € Hy. (5.17)
Beweis. Ist (ug, ¢;) eine Losung von (5.16)), so folgt mit der Wahl v, =0
(3 = K)ug+ Vg, )r = (K — 3)ug, op)r  fiir alle ¢, € Y. (5.18)

Insbesondere kénnen wir Iy [(3 — K)ve + Vp,] € Y statt 1, einsetzen und (5.17)
folgern.

Fiir die andere Richtung, wihle vy = 0 in ((5.17) und erhalte
(3 = K)(we +u0) + Vg, (1+ToV)hy)r = 0 fiir alle 9, € Y.
Schreiben wir @ := (3 — K)(u¢ + ug) + V¢, und testen mit 1, = Iz, so zeigt dies
0= (x, (1 + IV)Ilpx)r = ((1 + V), [ox)r > ||H0£BHiQ(F)

In der letzten Ungleichung ist die Positivitdt von V eingegangen. Es folgt Ilpx = 0, also
11, [(% — K)uy + V¢A = Ip(K — %)uo. Damit fallen die zusétzlichen Terme in ([5.17))
weg und es bleibt ([5.16) iibrig. O
Bemerkung 5.10. Die neue Bilinearform b ist ,b plus ein Stabilisierungsterm®. Um dies
zu motivieren, nehme man an, dass der Galerkin-Raum die rigid body motions enthélt,

also R C Y. Dann kann man im letzten Lemma Y, = R wihlen. Betrachte nun
b((r,0),(r,0)) mit r € R. Wir haben

b((r,0),(r,0)) = ((% - K)T,Ho(% - K)T)p = HH0TH2L2(F) = HTH2L2(F)'

Das Problem, welches wir vorher mit b hatten, nadmlich dass die rigid body motions einen
nichttrivialen Kern bilden, tritt also fiir b nicht auf. O
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5.2.2 Beweis der Stabilitit

Zuerst zeigen wir eine untere Abschétzung fiir b, welche die Basis fiir die Elliptizitdt der
stabilisierten Bilinearform b bildet. Wir folgen dabei dem einfachen Beweis aus [GHS12].
Ein alternativer Beweis, der auf eine geringfiigig schirfere Bedingung fiihrt, ist in [Stel3)|
zu finden.

Lemma 5.11. Angenommen, n := min{ﬁ, %} > L. Dann gilt

¢ ((u, 8), (u, ) > [le(w) L2y + (V@ d)r  fiir alle (u, ¢) € H,
wobei ¢ > 0 nur von den Lamé-Konstanten abhdngt.

Beweis. Wir benutzen fiir die Energieskalarprodukte des inneren bzw. duferen Lamé-
Operators und jedes 2 C R™ die Notation

ag(u,v) = Adivu,dive)q + 2u(e(u), e(v))q,
ag(u,v) = N(divu,dive)g + 24/ (e(u), e(v))a.

Beachte, dass nach Definition von 7

A
an(u,u) = SN (divu,divu)o + gzﬂ'(g(u),e(u))ﬂ > nay(u, w).

Der Beweis in [GHS12] ist fiir 3D formuliert und beruht auf der Identitét
(Vo,d)r = agn(Vo, V).

In 2D gilt diese Formel aber nur fiir ¢ € H*_l/Q(F), also fiir ¢ L R"™, siche Lemma .
Um beide Félle gleichzeitig zu behandeln, schreibe

¢=¢" +¢" mit ¢* € HY'*(T) und (V¢*, ¢")r = 0.

Hier ist ¢* die Orthogonalprojizierte von ¢ auf H;l/Q(F) beziiglich des (-, -)y-Skalarproduktes.
Nach Konstruktion gilt

Ve, d)r = (Vo™ ¢")r + (Vo' o0 )r,

und wie man leicht sieht ist V¢> konstant. Mit den Kommutationsregeln der Integral-
operatoren [McL00] folgt V(3 + K¢t = 3+ K)V ¢!+ =0 und daher 3+ K¢t =0.
Setze nun u* := V¢*. Wir schliefen

(5 + K)u, ¢)r = (u, (5 + K)¢")r = (u, 7" u")r.
In der zweiten Gleichung haben wir 4"V = 1 + K’ verwendet. Wegen £'u* = 0 in Q
impliziert die Greensche Formel weiters

(u, ") = af(u, u’).
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Wir berechnen nun
b ((u” ¢)7 (u7 ¢)) = aQ(ua u) - ((% + K)u7 ¢)F + (V(,‘b, ¢)F

— g (u,u) — ap(u, u) + o (w', u) + (VoL ¢ ).
(1= gn)aa(u,u) + (1 - g5)ag(u’, u*) + ag (v, u*) + (Voo, ¢ )r.

v

In der letzten Zeile haben wir die Youngsche Ungleichung fiir ag,(+,-) zusammen mit

ag(u,u) < %ag(u, u) verwendet. Nach Voraussetzung konnen wir 6 mit n > g > %

wihlen, also (1 — 2) >0 und (1 — 35) > 0. Es folgt

2n
b((u, @), (u, ) ag(u, u) + afa (u*,u’) + (Vo ¢ )r
ag(u,u) + (Vo, d)r.

Dies ist die Behauptung. O

Vv

Eine unmittelbare Folgerung des letzten Lemmas ist die Abschitzung
B((. ). (0.8)) 2 (@22 + (Vb $)r + o [( — K)u+ V] |22,

fiir alle (u, ) € H. Das ndchste Lemma zeigt, dass unter einer Voraussetzung an Y
die rechte Seite eine dquivalente Norm auf H definiert. Wie iiblich ist hier H mit der
Produktraum-Norm versehen,

I, )31 = sl iy + 1012172

Lemma 5.12 (Aquivalente Norm). Sei Q zusammenhingend, Yo C L*(T') ein abge-
schlossener Teilraum mit Orthogonalprojektion y: L*(T') — Y, und die Einschrinkung
IIy|r: R — Y sei injektiv. Dann definiert

(s D)) = o) By + (Vs S+ T (4 — K V] |22,
eine dquivalente Norm auf H = H'(Q) x H™Y/%(I), es gilt also
CM(w, d)llm < lI(w, ®) 5 < Cll(w, D)z fiir alle (u,¢) € H.
Die Konstante C' > 0 hdingt nur von Q, Yo, N und p/ ab.

Beweis. Wir benutzen Lemma mit H := H, L := L?(Q) und dem kompaktem Ope-
rator T: H — L*(Q), (u, ¢) — u. Die Kornsche Ungleichung (3.19) und die Aquivalenz

(V¢7 d))r = H¢H§‘_Ifl/2(r) Zeigen
(e, @) = [Jul[p2(q) + [[(w, @) |-

Wir miissen nur noch tiberpriifen, dass ||-||3; tatséchlich eine Norm ist, also die Definitheit.
Aus |(u, @)||y = 0 folgt zunéchst ¢ = 0 und e(u) = 0. Lemma zeigt, dass u € R
(hier geht ein, dass 2 zusammenhéngend ist). Wir haben weiters

0= [T [(5 — K)u+ V] llp2r) = [Moul| g2 r.

Da nach Voraussetzung Ilp|g injektiv ist, folgt w = 0 auf I' und nach Lemma sogar
u=01in Q. O
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Unser zentrales Resultat ist eine einfache Folgerung der Lemmata [5.9] [5.11] und (.12

Theorem 5.13 (Stabilitéit der diskreten Johnson-Nédélec-Kopplung). Sei 2 zusammen-
hingend, Hy = Xy x Y, C H abgeschlossen mit Yo C Yy, und es seien die folgenden
beiden Annahmen erfillt:

(i) Yo C L*(T') ist abgeschlossen, und fiir die Orthogonalprojektion Iy: L*(T) — Y
gilt: Tp|r ist injektiv.

(ii) Es gilt min{L, 5} > 1.

Dann besitzt (5.15)) eine eindeutige Losung (wg, ¢y) € Hy, und es gilt

C (s, @0l < Wl + Iollggiragey + 60l vy (519)

Sei (u,¢) € H die Losung des kontinuierlichen Problems (5.11)-(5.12)). Dann gilt die
Abschdtzung fir den Galerkin-Fehler

l(w, @) = (we, @o)llr < C" inf |(w, ¢) — (ve, %)) |- (5.20)

(vespo)EH

Die Konstanten C,C’ > 0 hdngen nur von 2, Yo und den Lamé-Konstanten ab.

Beweis. Die Lemmata , zeigen, dass b elliptisch auf H ist, also ist das Lemma
von Lax-Milgram anwendbar. Die eindeutige Losung (ug, ¢y) € Hy von ist
nach dem Lemma von Fiihrer auch eine eindeutige Losung von ((5.16]). Dasselbe gilt
fiir die kontinuierliche Losung (u, ¢) € H, denn der Raum H erfiillt wegen H, C H auch
die Voraussetzung Yo C H ~1/2(I"). Die Beschrénktheits- und die Elliptizitéitskonstante
von b héngen nur von 2, Yy und den Lamé-Konstanten ab. Damit folgt das Céa-Lemma,

(5.20). Fiir das Funktional
ﬁ(vv"p) = (fvv)Q - (¢07v)1—‘ + ((K - %)U’va)l—‘ + ((K - %)UO>H0 [(% - K)U + V'lnb])l'\
iiberpriift man leicht F € H* und

1B S 151y + sy + 190l az-v2ey

wobei die Konstante nur von 2, A’ und p/ abhéngt. Die gleichméfige Schranke HB[l |I<C
im Lemma von Lax-Milgram impliziert daher (5.19)). ]

Es ist noch zu kldren, wann die Voraussetzung (i) an Y erfiillt ist. Wie wir schon
gesehen haben, kann man fiir R C Yy einfach Y ¢y = R nehmen. Dies schlieft aber einen
wichtigen Fall aus, nimlich jenen der stiickweise konstanten Polynome, Y, = P9(Ty).
Das néchste Theorem ist [FFKPI12] entnommen und zeigt, dass dieser Fall auch kein
Problem darstellt. Dies bedeutet, dass Voraussetzung (i) in der Praxis eigentlich immer
erfiillt ist.

Theorem 5.14 ([FFKP12, Theorem 2]|). Sei Q ein Polyeder und Ty eine Triangulierung
auf I'. Dann ist Voraussetzung (i) aus Theorem f’[ir Yo =P%T) erfillt. O
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Bemerkung 5.15. Lemma [5.12] und Theorem [5.13] funktionieren auch, wenn § nicht zu-
sammenhéingend ist, allerdings wird die Voraussetzung an Ily komplizierter. Im Allgemei-
nen bendtigt man némlich, dass Ig|ye; () injektiv ist, und im nicht zusammenhéngenden
Fall enthélt der Kern von ¢(+) eben auch Funktionen, die nur stiickweise rigid body mo-
tions sind. Da sich aber Theorem auf jede Zusammenhangskomponente anwenden
liisst, ist die Johnson-Nédélec-Kopplung fiir Y, D P°(7;) auch auf nicht zusammenhin-
genden Polyedern stabil. O

5.3 A posteriori Fehlerschitzung und Adaptives Verfahren

Wir wollen ein adaptives Verfahren fiir die Johnson-Nédélec-Kopplung formulieren. Dazu
sei (77)een, eine geschachtelte Folge von Triangulierungen auf €2, siche Bemerkung m
Die Menge der Kanten von 7; bezeichnen wir mit £; (das Wort ,Kanten“ ist in diesem
Abschnitt durchwegs als ,,(n — 1)-dimensionale Seitenflichen® zu lesen). Wir unterteilen
&/in Randkanten und innere Kanten,

E={Ec& ECT} und E:=&\E&={Ecé& :ECQbis auf Ecken}.

Damit bildet & eine an 7, gekoppelte Triangulierung von I'. Zur spéteren Verwendung
definieren wir auch die lokale Kantenlinge hy g als Funktion auf dem Kantengeriist |J &/
durch

he p(z) := hg := diam(E’) fiir alle z € E' € &

Wir betrachten nun das Galerkin-Verfahren basierend auf den Testrdumen
H,:=8Y(Ty) x P°(&) c HY(Q) x H™Y*(T).
Unsere diskrete Formulierung lautet daher: Finde u, € 8'(7;) und ¢, € P°(&), sodass
ar(ue,ve) = (@, v)r = (f,ve)a — (¢, vo)r, (5.21)
(5 = K)ue,p)r + (Vo v)r = ((K = 5)uo,v)r (5.22)

fiir alle v, € S1(7;) und ¥, € P°(&). Wir nehmen hier natiirlich an, dass die Lamé-
Konstanten die Relation min{ﬁ, %} > i erfiillen. Damit ist (5.21)—(5.22) nach den
Ergebnissen des letzten Abschnittes fiir beliebige Netze 7, eindeutig 16sbar.

Fiir die symmetrische FEM-BEM-Kopplung und die Lamé-Gleichung in 2D wurde bereits
in [CEFS97] ein Residuum-basierter Fehlerschitzer vorgeschlagen. Analog zu diesem sei
der Residualschatzer fir die Johnson-Nédélec-Kopplung n gegeben durch

N(TeUEN =D n(T)*+ > n(E)

TeT, Ee&y

Die lokalen Beitrége von 7 im Inneren sind

1/2 ..
n(T)? := hzT”inz(T) + %th,/EhludHi%aTﬂQ) fiir alle T' € 7,.
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Hier bezeichnet [y,us]|r € L?(E) den Sprung der Konormalenableitung von uy iiber die
Kante E. Man beachte, dass [y1u,] € P°(EY) stiickweise konstant auf den Kanten ist.

Die lokalen Beitrage von n auf den Randkanten sind
N(E)® = hglld, —nue— dolliz
+ he| Ve (3 — K)(ue+uo) + V) H2L2(E) fiir alle E € &.
Zusammengefasst ist der globale Residualschétzer gegeben durch
(V&) = Ilhefllzaq
+ Hhe E[Vluémi%ugy)
+ ”h 2 (g — Mue — ) ||2Lz(p)
25 (5 — K-+ Vo — (5 — o) [

Ein detaillierter Beweis der Zuverléssigkeit des analogen Fehlerschitzers fiir den Laplace-
Operator in 2D findet sich in [AFKP12]. Auch die Verallgemeinerung auf 3D wird dort
behandelt, siehe [AFKP12, Section 5.3]. Da sich der Beweis unmittelbar auf unsere Si-
tuation iibertrigt, zitieren wir das entsprechende Resultat fiir den Lamé-Operator als
Theorem.

Theorem 5.16. Der Residualschdtzer n ist zuverlasszg Sind also (u, ) € H und

(ug, ¢y) € Hy die eindeutigen Losungen von - ) bzw. -, s0 gilt
||u — ’U,g”Hl(Q) + ||¢ - ¢5”H71/2(F) < Creln(n U gf)
Die Konstante Cie) > 0 hdngt nur von 2, den Lamé-Konstanten und der Formregularitdt

von Ty ab. O

Mit Hilfe des beschriebenen Schitzers lasst sich ein adaptiver Algorithmus analog zu
jenem in Abschnitt [£.2] auch fiir die FEM-BEM-Kopplung formulieren. Den Residual-
schétzer auf Teilmengen Ay, C Ty U & definieren wir wieder als

n(A)* = ) n(A).
AcA,

Im Algorithmus spielt nun einfach die Menge 7, U & die Rolle des Netzes. Wir starten
also mit einer initialen Triangulierung 7y fiir £ = 0 und fiihren die folgenden Schritte aus:

1. Solve: Berechne die Galerkin-Losung (ug, ¢py) von (5.21)—(5.22)).
2. Estimate: Berechne die Fehlerschitzer n(A) fiir alle A € T, U &,.
3. Mark: Bestimme eine Teilmenge M, C T, U&E; von minimaler Kardinalitéit, sodass

On(Te U &) < n(My).

4. Refine: Kreiere eine neue Triangulierung 7,41 mit zugehoriger Randtriangulierung
Evy1 durch Verfeinern (zumindest) der Elemente in M. Setze £ = ¢ + 1 und gehe
zu (1).
Das Bestimmen der Losung von f lauft auf das Losen eines Block-Matrix-
Systems hinaus. Dies diskutieren wir im nachfolgenden Abschnitt.
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6 Implementierung in 2D

6.1 Uberblick

Wir haben fiir diese Diplomarbeit an der Erweiterung der MATLAB-Bibliothek HIL-
BERT [AEFT13| gearbeitet. Diese erlaubt die Losung von Randwertproblemen fiir den
Laplace-Operator auf polygonalen Lipschitz-Gebieten in 2D mittels adaptiver BEM nied-
rigster Ordnung. Unser Beitrag ist die teilweise Ausdehnung der Funktionalitdt von HIL-
BERT auf die Lamé-Gleichung. Unser Fokus lag dabei auf der Implementierung der
folgenden beiden Verfahren:

e Adaptive BEM fiir die schwach singuldre Integralgleichung V¢ = (K + %)g, siehe
Abschnitt @]

e Adaptive Johnson-Neédélec-FEM-BEM-Kopplung (5.11)—(5.12)), sieche Abschnitt .

In beiden Fallen haben wir uns auf Galerkin-Verfahren niedrigster Ordnung beschrankt.
Dies bedeutet konkret: Unbekannte Neumann-Daten ¢ € H~Y/?(T) wurden mit P°-
Funktionen approximiert, unbekannte Losungen im Inneren u € H*(Q) mit S'-Funktio-
nen. Die Datenstrukturen sowie die Markierungs- und Netzverfeinerungsroutinen haben
wir direkt aus HILBERT iibernommen, siehe [AEF¥13| fiir Details. Dabei sind einige
Aspekte herauszustreichen:

e Die Verfeinerung des Randgitters geschieht einfach durch Bisektion im Mittelpunkt
eines Elements. Dabei wird aber zusatzlich sichergestellt, dass die 2D-Formregulari-
tatskonstante (2.26]) gleichméfig beschrénkt bleibt, d.h. gegebenenfalls werden mehr

als die markierten Elemente verfeinert.

e Als Verfeinerungsstrategie fiir Triangulierungen von 2 wird Newest Vertex Bi-
section verwendet. Dies sichert insbesondere gleichméfige Beschranktheit der 3D-
Formregularitétskonstante (2.21)).

o Als Markierungsstrategie wird Dorfler-Markierung verwendet. Dies zusammen mit
den letzten beiden Punkten sichert theoretisch Konvergenz mit der optimalen Rate
— zumindest fiir BEM und den Laplace-Operator, siche [FKMP13], [CEPP14].

Wir geben im Folgenden einen Uberblick der von uns beigesteuerten MATLAB-Funktio-
nen fiir BEM. Das Aufstellen der diskreten Integraloperatoren und die Implementierung
der Fehlerschitzer fiir BEM werden wir genauer in den Abschnitten [6.2] und [6.3] bespre-
chen. Einen Uberblick iiber die Implementierung der FEM-BEM-Kopplung geben wir in
Abschnitt [6.5] nachdem wir in Abschnitt [6.4] die FEM-Implementierung allgemeiner el-
liptischer Systeme mit konstanten Koeffizienten (und insbesondere der Lamé-Gleichung)
diskutiert haben.

Um die Notation an anzupassen, treffen wir im Unterschied zu anderen Teilen
der Diplomarbeit die folgenden Vereinbarungen: Triangulierungen auf I' werden mit &
bezeichnet, Triangulierungen auf Q mit 7,. Wie in werden wir immer davon
ausgehen dass die beiden Gitter gekoppelt sind, d.h. Ty|r = &. Insbesondere impliziert
Formregularitdt von 7, jene von &;. Die Menge der zu & gehorigen Knoten heifst Ky, die
Menge der zu 7; gehorigen Knoten Ny. Die Buchstaben E, E’ sind fiir Elemente von &
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reserviert, T, T" fiir Elemente von 77 und z, 2’ fiir Elemente von Ny D K. Mit 4, j, k, [ €
{1,2} werden wie gehabt die zu Raumdimensionen gehérigen Indizes bezeichnet.

Wir haben versucht, die Funktionsheader so weit wie mdglich konsistent mit jenen aus
HILBERT zu halten. Der Name einer Funktion ist meist derselbe wie der Name einer in
HILBERT enthaltenen Funktion, die analoges fiir den Laplace-Operator leistet. Die meis-
ten Funktionen bendétigen die Eingabe der Arrays coordinates und elements, welche
wie in HILBERT |AEF™13] das Randnetz & mit den Knoten Ky beschreiben. Manchmal
benutzen wir dafiir aus Platzgriinden die Abkiirzungen co und el. Zusétzlich miissen
fast immer die Lamé-Parameter mu:= g und lambda:= A mit angegeben werden. Grund-
sdtzlich sind hier alle Werte u, A € R als Eingabeparameter erlaubt, wir weisen allerdings
darauf hin, dass ein Grofsteil der relevanten Theorie auf der Annahme p, A > 0 beruht.
Diskrete Funktionen aus P%(&,) und S'(&) identifizieren wir in natiirlicher Art und
Weise mit Vektoren aus R?*#¢¢ bzw. R?#X¢, Beispielsweise wird ®;, = 3 Bk x%XEek €
PO(E) mit dem Vektor z = (z%) € R?# identifiziert. In MATLAB reprisentieren
wir diese Vektoren stets als N x 2-Arrays, wobei N = #&;, #K,. Die Zeile gibt also
an, zu welchem Randelement oder Knoten ein Eintrag gehort, und die Spalte zeigt die
Raumdimension an. Wenn wir beispielsweise nur die erste Komponente (ID} von &, ~ x
aufrufen wollen, tun wir dies in MATLAB mit dem Befehl x(:,1). Die Konvention der
N x 2-Arrays ist von nun an immer zu beachten, wenn eine Funktion ein Element aus
PO(&) oder S1(&) als Eingabewert bendtigt.

6.1.1 Integraloperatoren
Die diskrete Matrix des Einfachschichtpotentials

V = (Vi) € RGESXCHD - Vi, = (Vxpe! xpe')r
wird durch den Aufruf der folgenden Funktion zuriickgegeben:

V = buildV(coordinates,elements,mu,lambdal,etal);

Die ausgegebene Matrix ist in der Form
Vll V12
V= <V21 V22
angeordnet, mit den Blocken V¥ = (VAL g o € Rgfn?)x(#&) fir k,1 € {1,2}. Die Ein-
trage V konnen zur Génze analytisch berechnet werden, wie wir in Abschnitt [6.2] zeigen.
Aus Stabilitdtsgriinden berechnen wir allerdings manche der Eintrige semi-analytisch,

d.h. fiir das dufere Integral wird numerische Quadratur verwendet. Der optionale Ad-
missibiltdtsparameter eta bestimmt, wie viele Eintréige dies betrifft, siehe [6.2] fiir Details.

Die diskrete Matrix des Doppelschichtpotentials
K = (Kj,) e Re#EC#K) )l — (K€, xpeM)r

wird durch den Aufruf der folgenden Funktion zuriickgegeben:
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K = buildK(coordinates,elements,mu,lambdal,etal);

Die ausgegebene Matrix K ist ebenso angeordnet wie V. Fiir weitere Details siehe Ab-
schnitt

Um die Galerkin-Matrix fiir den Operator (K + %) aufzustellen, benotigen wir zusdtzlich
die Matrix
M = (M) € RE#FECERD - ME = (n.e!, xpe®)r.

Sie wird durch den folgenden Aufruf im sparse-Format bereitgestellt:
M = buildM(coordinates,elements);

Die Funktion ist eine einfache Adaption der HILBERT-Funktion buildM.

Zur Punktauswertung von V, d.h. zur Berechnung von

y = (Vo) (z) = /F Ule — y)®e(y) dy € B2

fiir &, € P°(&) und = € R? dient der Aufruf
y = evaluateV(coordinates,elements,phih,x,mu,lambda);

Hier wird ®, durch die #&; x 2-Matrix phih repréasentiert. Der Auswertungspunkt x =
x € R? wird als Zeilenvektor der Eintrige eingegeben, d.h. in der Form x = [x1,x2]; der
Ausgabevektor y = [y1,y2] enthélt die beiden Eintrége von (V¢,)(z). Es kénnen auch
mehrere Punkte gleichzeitig ausgewertet werden, d.h. x kann eine Matrix der Dimension
M x 2 sein, mit M > 1; entsprechend ist dann auch y eine Matrix der Dimension M x 2.

Zur Punktauswertung von K, d.h. zur Berechnung von

= (CGO@) = pv. [ (1, U( = 1)) Gely) dy € B

fiir Gy € 8*(&) dient der Aufruf
y = evaluateK(coordinates,elements,gh,x,mu,lambda);

Hier wird Gy durch die #K; x 2-Matrix gh représentiert. Der Auswertungspunkt x = x
darf die Werte € R? \ K, annehmen; an den Knotenpunkten XC; des Randgitters ist
die Punktauswertung aus Griinden der Implementierung nicht mdéglich, siehe Abschnitt
[6.2] fiir eine ndhere Diskussion. Wie zuvor konnen mehrere Punkte zugleich ausgewertet
werden, d.h. x und y sind im Allgemeinen Matrizen der Dimension M X 2.

Es sei noch bemerkt, dass die Punktauswertung von ¥ und K im Unterschied zu HIL-
BERT |AEFT13| in jedem Fall exakt durch analytische Formeln geschieht und dabei
keine Probleme mit der Stabilitdt auftreten.

6.1.2 Schwach singuldre Integralgleichung

Wir betrachten nun die Implementierung der Randintegralgleichung fiir das Dirichlet-
Problem,
Vo= (K+1)g.
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Ebenso wie in [AEFT13| approximieren wir die Dirichlet-Daten g € H'(T') durch eine
diskrete Funktion Gy, € S'(&). Die Approximation kann beispielsweise durch nodale
Interpolation geschehen, also mit

Gy = Z Q(Z)Uz
z€K,

Der daraus resultierende Fehler lésst sich mit dhnlichen Techniken wie in Abschnitt 4
wie folgt abschitzen: Sei ®, die diskrete Losung beziiglich der exakten Daten g und ®,
die tatsdchlich berechnete diskrete Losung beziiglich der gestorten Daten GGy. Dann gilt

i~ 1/2
llp — @ell < 1 — Bell + 11y *Vr(g — Go)ll g2 - (6.1)

(Beweisskizze: g — Gy ist in HJ(w,) fiir jeden Patch und erfiillt daher eine Friedrichs-
Ungleichung, welche die Poincaré-Ungleichung im Beweis von Lemma ersetzt.) Fiir
die numerische Berechnung der Datenoszillationen

OSCD’E(E)Z = hEHVF(g - GZ)H%}(E)Q

stellt HILBERT die Funktion
[osc,gh]l = computeOscDirichlet(coordinates,elements,g);

zur Verfiigung, welche auch fiir die Lamé-Gleichung funktioniert. Der Eingabeparameter
g ist ein function handle fiir die Dirichlet-Daten g : I' — R?, welcher Arrays von Punkten
x = [x1,x2] der Dimension M x 2, M > 1 in ebensolche iiberfiihrt. Ausgegeben wer-
den einerseits der #& x 1-Vektor osc:= (oscp ¢(E)?)ges, und andererseits der nodale
Interpoland gh= G, € S'(&) als #/K; x 2-Array.

Das Aufstellen der rechten Seite

b= (b%) € R2#g@a b% = ((K + %)GbXEek)F

geschieht mit dem Aufruf
b = buildSymmRHS(coordinates,elements,gh,mu,lambda) ;

Der Eingabeparameter gh représentiert Gy und kann aus der Ausgabe von computeOscDirichlet
iibernommen werden.

Die folgenden beiden Aufrufe stellen Fehlerschitzer fiir BEM bereit:

computeEstSlpMu(co,el,father2son,x_fine,x_coarse);
computeEstSlpResidual(co,el,x,gh,mu,lambdal,p]);

est
est

Die Funktion computeEstS1pMu liefert den h — h/2-Schétzer. Sie ist aus HILBERT iiber-
nommen und funktioniert analog fiir die Lamé-Gleichung, siehe [AEFT13]. Die Eingabe-
werte x_coarse und x_fine sind die Losungen auf dem groben bzw. uniform verfeinerten
Gitter und miissen von der Dimension #&; X 2 bzw. 2#&; X 2 sein.

Die Funktion computeEstSlpResidual liefert den Residualschétzer. Der Eingabewert
x ist ein #& x 2-Array und reprasentiert die Galerkin-Losung ®,. Ausgegeben wird
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Listing 1: adaptiveWeaksingResidual.m

function x = adaptiveWeaksingResidual(co,el,g,Nmax,theta,mu,lambda)
% Adaptive Solver for Vphi = (K+1/2)g.

while(size(el,1) < Nmax)

% SOLVE

[osc,gh] = computelOscDirichlet(co,el,g);
v buildV(co,el ,mu,lambda ,leb);

b buildSymmRHS (co,el,gh,mu,lambda);

b4 zeros(size(el,1),2);

x(:) = VAb(:);

% ESTIMATE
est = computeEstSlpResidual(co,el,x,gh,mu,lambda);

% MARK
marked = markElements (theta,est);

% REFINE
[co,el] = refineBoundaryMesh(co,el,marked);

end
end

der Vektor der quadrierten lokalen Schiitzerbeitriige est:= (p(FE)?)gece,. Der optionale
Eingabeparameter p ist der Grad des Polynoms, mit dem das Residuum Ry elementweise
approximiert wird. Standardméifig wird p= 2 benutzt; fiir Details verweisen wir auf
Abschnitt [6.3

In akademischen Experimenten, wo die exakte Losung u des Dirichlet-Problems bekannt
ist, ist zur Verifikation des Algorithmus von Interesse, eine berechenbare obere Schran-
ke fiir den tatséchlichen Fehler ||¢ — ®¢|| zur Verfiigung zu haben, welche nicht vom
Residualtyp ist. Aus und dem Approximationssatz erhélt man

1/2 1/2
g — @ell < N1/ — @)l 2y + I1hy > V(g — Go)ll p2(ry> = erre + oscr.
Der erste Term err, wird durch den Aufruf
err = computeErrNeumann(coordinates,elements,x,phil,p]l);

zur Verfiigung gestellt. Der Eingabewert x représentiert wie zuvor die diskrete Losung ®,.
Der Eingabewert phi ist ein function handle fiir die Konormalenableitung ¢ = n - LVu.
Es wird angenommen, dass phi von drei Variablen abhéngt, namlich (z,a,b). Hier sind
a und b die Eckpunkte des Randelements, auf dem sich x befindet. Dies ermoglicht
der Funktion, den Normalvektor zu berechnen (zusammen mit der Vereinbarung, dass
das Streckenstiick [a,b] gegen den Uhrzeigersinn ausgerichtet ist). Auferdem soll phi
natiirlich mehrere Punkte gleichzeitig auswerten kdnnen, muss also Arrays x,a,b der
Dimension M x 2, M > 1 in ein Array phi(x,a,b) derselben Dimension {iberfiihren.
Ausgegeben wird der Vektor der quadrierten lokalen Fehlerbeitriige err:= (err¢(E)?) ges,,
wobei

eI‘I‘g(E)2 := hgl|l¢ — @gHQLQ(E).
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Diese Integrale werden mit Gaufs-Quadratur ndherungsweise berechnet. Der optionale
Eingabeparameter p ist die Anzahl der Quadraturknoten; standardméfig wird p = 2
benutzt.

Man beachte, dass die Auswertung von ¢ mittels ¢(x) = n(z) - L(Vu)(x) absolut nichts
mit unserer Implementierung der Integraloperatoren V und K zu tun hat. Insofern lasst
sich mit computeErrNeumann verifizieren, dass unser Code im Wesentlichen das Richtige
tut.

Zu guter Letzt stellen wir zu Demonstrationszwecken eine MATLAB-Funktion vor, die
den adaptiven Algorithmus aus Abschnitt [4.2] realisiert, siehe Listing [T} Der Aufruf

x = adaptiveWeaksingResidual(co,el,g,Nmax,theta,mu,lambda);

fiihrt auf ein vom Residualschitzer gesteuertes Verfahren. Die Eingabewerte co und
el bestimmen das Start-Gitter; g ist ein function handle fiir die Dirichlet-Daten; Nmax
gibt die maximale Anzahl der Elemente an, bis zu deren Erreichen verfeinert wird; und
theta:= 6 € (0, 1] steht fiir den Adaptivitdtsparameter, der bestimmt, wie viele Elemen-
te pro Durchgang zur Verfeinerung markiert werden. Zuriickgegeben wird die Galerkin-
Losung auf dem feinsten Gitter.

6.2 Implementierung der Integraloperatoren
6.2.1 Der V-Operator

Um den Integraloperator V auf dem Raum P°(&) zu implementieren, miissen wir die
Eintrage der Galerkin-Matrix berechnen:

VL, = /E//Ukl(x—y) dedy firalle E,E €&, k,1=1,2. (6.2)

Wir werden zeigen, wie man diese Doppelintegrale mittels analytischer Formeln exakt
auswerten kann.

Zunichst ist jedes E € & ein gerades Linienstiick und daher von der Form
E={ta+(1—-1t)b:t€]0,1]} =: [a,b]
fiir @, b € R2. Alternativ wird E durch die folgenden beiden Gréfen charakterisiert, dem
Richtungsvektor xg und dem Mittelpunkt mg:
_b-a J _b+ta
rp = B un mpg = B .

Offenbar wird E durch die Parametrisierung

e: [-1,1] = E, ¢(t)=mg+txg

beschrieben, mit |det(Dy)| = |xg| = hTE Wir konnen daher (6.2) als Integral iiber
[—1,1]? schreiben:

b 1 1
Vg%,: E4E /1/1Ukl(tmE/+sa:E+zEE/)dtds.
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Wir haben hier zgg := mpg — mp = —zgg gesetzt und auch die Substitution s — —s
benutzt. Es stellt sich heraus, dass sich dieses Doppelintegral aufgrund einer algebraischen
Eigenschaft der Fundamentallosung zu einer Summe von Einfachintegralen umformen
lasst. Wir erinnern daran, dass die Fundamentalldsung gegeben ist durch

1 TLT
kl k&l
= [ —-(\ 1 ) A = .
U (x) Tt 20 < (A + 3u) log |z|0k + (N + 1) |x|2>
Fiir t > 0 gilt offenbar
A+ 3p)
U () = UM () — — A3 00
(te) (z) A+ 2p) 08(t)ki

Definition 6.1. Sei £ € R. Wir nennen eine Funktion f: R"\ {0} — R™ homogen vom
Grad k, falls
f(tz) =tFf(z) fiirallet >0, z € R"\ {0}.

Weiters nennen wir eine skalare Funktion f: R™\ {0} — R log-homogen, falls ein C' € R
existiert, sodass

f(tx) = f(x) 4+ Clog(t) fiir allet >0, z € R™\ {0}. (6.3)
[

Nun ein kleines Lemma iiber log-homogene Funktionen:

Lemma 6.2. Sei f € C1(R?\ {0}) log-homogen (6.3)). Dann ist V f homogen vom Grad
—1. Auflerdem gilt
z-Vf(x)=C fir alle x € R"\ {0}.

Seien zusitzlich A = (a1, az) € R¥*2 und X = (A1, \2) € R? mit b := AX. Dann gilt
1 1 1
2/ / f(tay + saz + b)dtds = —-4C +(1+ )\1)/ fla1 +saz +b)ds (6.4)
—1J-1 -1
1
+(1— )\1)/ f(—ai +taz + b)ds

-1
1

+(1+ )\2)/ f(tai +az +b)dt
-1
1

+(1 — )\2)/ f(ta1 —as + b) dt.
-1

Beweis. Leiten wir (6.3) nach x ab, sehen wir

t(V)(tx) = V(f(tz)) = V(f(z) + Clog(t)) = Vf(x),

also (Vf)(tx) = t7 1V f(z). Leiten wir andererseits (6.3)) nach ¢ ab und werten bei 1 aus,
folgt
z- V()= [gf(t)],_, = [& (f(2) + Clog(t))],_, = C.
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Fiir den zweiten Teil, bemerke zunéchst dass, falls f log-homogen ist, f und V f lokal in
R? integrierbar sind, da sie sich in der Nihe von 0 wie log |z| bzw. % verhalten. Betrachte

das Lipschitz-Gebiet = (—1,1)%. Wir haben
(x4+A)-VI[f(Az+b)] = (Az+b) - Vf(Az +b) = C.
Andererseits gilt div (z + X) = 2. Partielle Integration zeigt also
2/ F(Az+b)de = (div(z +A), F(Az + b))a
Q
= —(z+ A VI[f(Az+ b))+ (n" (z + N), f(Az + b))aq
= —C|9| +/ n-(x+A)f(Az + b)dx
o0N

Zerlegt man 0f) in die vier Teile {1} x [-1,1], {—1} x [-1,1], [-1,1] x {1} und [-1,1] x
{—1} mit Normalvektoren (1,0)”, (—1,0)7, (0,1)” und (0,—1)7, folgt nun leicht die
behauptete Identitit. Man beachte, dass die Randintegrale existieren, da f € W1(Q)
nach dem Spursatz ([Eva98]) f € L'(09) impliziert. O

Uberlegen wir, wann die Reduktionsformel (6.4) auf das Integral

hphg
/ flx—y)dedy = 225
EJE'

anwendbar ist. Wir sagen F || E', falls g || g, und andernfalls E }f E’. Ist letzteres der
Fall, so ist die Matrix A := (g, xp) invertierbar, also konnen wir A € R? bestimmen,
sodass A\ = zgpg/, und daher das Lemma anwenden.

1,1
/ / fltxp + sxp + zpp) dtds (6.5)
—1J-1

Im anderen Fall E || E’ ldsst sich das Doppelintegral ebenfalls auf Einfachintegrale
reduzieren, wenn auch aus ganz anderen Griinden.

Lemma 6.3. Sei A = (a1,az) € R**? mit ya; = as und b € R?. Fiir f € VVl1 Y(R2) gilt
dann

1 1 1 1
/ / f(say +tags +b)dtds = / f(ta; +ag + b)dt + / f(ta; —az + b) dt (6.6)
—1J-1 -1 -1

1 1
—7/ sf(a1+sa2+b)ds—|—’y/ sf(—aq + saz + b) ds.
-1 1

Beweis. Setze g(t) := f(ta; + b), dann haben wir

//fta1+sa2+bdtds—// (t 4+ s)dtds.

Mit partieller Integration in s sieht man

1,1 1 1,1
/ / g(t+vs)dtds = / [sg(t +vs)]i__, dt — / / vsg'(t + vs) dt ds
—1J-1 —1 —-1J-1

1 1
= / [sg(t + 78)|s—_y dt — 7/ s[g(t +vs)]j—_y ds.

-1 -1
Dies ist genau die Behauptung. O

104



Setze nun der Ubersichtlichkeit halber

1
Iu(a,b; f) ::/ t*f(ta + b) dt

-1

bzw. I(a,b) := Ix(a,b; f) wenn f aus dem Zusammenhang klar ist. Die Lemmata
und |6.3|zeigen, dass wir die Berechnung des Galerkin-Integrals [ [p, Uk (z —vy) dz dy auf
die Auswertung von Iy und I; zuriickfithren kénnen. Genauer bendtigen wir Iy(a, b; f)
und I (a, b; f) fur

2 2
T1Ty x5
—1 6.7

Unser néchstes Ziel ist es daher, diese Integrale analytisch zu berechnen. Wir miissen
sogar nur die ersten drei der Funktionen in (6.7) behandeln, denn fiir die vierte gilt

23 == =1- und daher

offenbar B

lmP

// “_922 dxdy = hphpg — // xl_yg da dy.
oz =yl ¢z =yl

Zunéchst ist es niitzlich, einige Stammfunktionen zu kennen. Wir benutzen hier die No-
tation
[a, b] = albg — agbl.

Es ist [a,b] = 0 genau dann, wenn a || b.

Lemma 6.4. Seien a,b € R?, [a,b] # 0. Es gilt

a-(ta+Db)
@ WATO) 1 = loglta+b
/ lta + b|2 og [ta +b],

Fir die definiten Integrale haben wir

/1a-(ta+b) .o la + b|
-1

ta + b[? - %la-op
tan~! (%) bl > lal,
U lah (B ~al]
, . _ 2[a,b
| et = Ssena bttt ((E98) b <al,
sgn([a, b])7, bl = |al.

O

Da der Beweis einfach nur Ausdifferenzieren bzw. Rechnen ist, {iberspringen wir ihn. Die
letzte Gleichheit findet man mit Hilfe des Additionstheorem fiir den Arcustangens.
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Natiirlich kénnte man die definiten Integrale auch einfach als Differenz der Stammfunk-
tionen ausrechnen, aber diese Auswertung wird instabil, falls beispielsweise |b| wesentlich
grofer ist als |a|. Die Darstellungen aus dem obigen Lemma hingegen haben sich als sta-
bil erwiesen, auch fiir extrem grofse Werte von E Dies ist wichtig, wenn man auf stark

|
al’
adaptierten Gittern rechnet, wie wir spater noch ausfithren werden.

Sei nun [a, b] # 0. Dann bildet {|ta+b|?, a- (ta+b),[a, b]} eine Basis der quadratischen
Polynome in t. Dies bedeutet, fiir jedes quadratische Polynom ¢(¢) kénnen wir A, B,C €
R finden, sodass

q(t) :A+Ba-(ta—i—b) [a, b]

) : 6.8
|ta + b|? |ta + b|? |ta + b|? (6:8)

Man beachte, dass wir die rechte Seite bereits explizit integrieren koénnen, also auch die
linke Seite. Dies ldsst sich fiir q(t) € {(ta1 + b1)?, (ta1 + b1)(tag + bs)} durchfiihren,
womit wir bereits drei der vier Funktionen aus integrieren konnen, zumindest wenn
[a,b] # 0. Ist aber [a,b] = 0 und a # 0, also b = va fiir ein v € R, dann haben wir

(ta1+b1)*  (t+7)%] _ af

ta+b>  (t+7)?al>  |al?’

also eine Darstellung wie mit B = C = 0. Genauso konnen wir (ta; + by)(tas + b2)
behandeln. Das néchste Lemma gibt explizite Werte fiir A, B, C in .

Lemma 6.5. Seien a,b € R? und a # 0. Setze

2 2
41 . 192 N
An = a2’ Az a2’ Az a2’
a,b a,b
B := —2A12 [’a|2], C .= (A22 - All)[’a|2].
Dann gilt
2 .
(T:; J+r Zl|g An+B a|u(z,ti Z|2b ) |tc[za—’|—bl])|2’
(tay + b1)(taz + b2) — A Ca - (ta+b) [a, b]
lta + b|? lta + b|? lta + b|?

O]

Da die prinzipielle Vorgehensweise klar ist, lassen wir wieder den Beweis aus. Mit diesem
Lemma konnen wir Iy berechnen. Fiir I;, multipliziere mit ¢. Dies liefert

tq(t) q(t)
AN A+ 2
lta + b|? +Ha+bP

mit einem quadratischen Polynom ¢(t). Es ist f_ll Atdt = 0. Fiir ¢(t) konnen wir genauso
wie oben vorgehen, mit dem folgendem Ergebnis:
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Lemma 6.6. Seien a,b € R? und a # 0. Zusditzlich zu den Konstanten aus Lemma
setze

[a,b]C — (a-b)B

B = =
! o @ a?
Dann gilt
t(tay + by)? a-(ta+b) (a, b]
Y - Apgt+B+B—— o
ta + b W BT P T T e o
t(tay + b1)(ta2 + bg) a- (ta + b) [a, b]
= Apt—-C+C———~ o
ta + b|2 2 T e T b

O]

Man beachte, dass durch Lemma[6.5 und [6.6|die Félle [a, b] = 0 und [a, b] # 0 gleichzeitig
abgedeckt werden. Im Fall [a,b] = 0 gilt B = C = B; = C1 = 0. Der Fall a = 0 wurde
stets ausgenommen, dieser tritt aber bei der Berechnung der Galerkin-Integrale ohnenhin
nicht auf: Wendet man die Reduktionsformeln und auf Integrale der Form ((6.5))
an, so erhélt man in den resultierenden Ausdriicken Ij(a, b) stets a = xg oder a = x gy,
also a # 0 sofern die Randelemente E und E’ nicht zu einem Punkt degeneriert sind.

Was uns noch fehlt, sind analytische Formeln fiir Iy (a, b; — log |z|), k = 0, 1. Wir benutzen
partielle Integration:

1 1
ta- (ta+b
- / log [ta + b| dt = [—tlog |ta + b]]|__, +/ ta-ltatd) (6.9)

. 1 |ta+bl?

Der zweite Term rechts lésst sich mit den obigen Methoden behandeln. Der erste Term
lasst sich problemlos (stabil) auswerten, aufler es gilt @ = +b; dieser Fall muss gesondert
behandelt werden. Obwohl es auf den ersten Blick nicht offensichtlich ist, gilt im
Sinne des Cauchyschen Hauptwertes auch im Fall b = va und v € (—1,1). Das Inte-
gral — fil tlog |ta + b| dt lasst sich ebenfalls mit partieller Integration vereinfachen. Die
Zusammenfassung gibt das ndchste Lemma, wieder ohne Beweis.

Lemma 6.7. Seien a,b € R%. Fiir a # +b gilt

1 +b b b
— [7 log|ta+bldt = 2—logla+ blla—b|— |a|2 ) log }Z b} - [|?1\2] f 1 |taa+b]\2
1 _ _(ab)  (ab)’~fabP—laf . latbl | (ab)lab] [a.b]
— [ tlog|ta +bldt = a2 T a2 l0g 1o=p] T a2 f 1 rato @

Fir a =+b gilt

— [!log|ta +bldt = 2—2log(2]al),

~ L tloglta +bldt = %5k =1,
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Mit Hilfe der Resultate dieses Abschnittes ldsst sich leicht ein Algorithmus zur Auswer-
tung von

VL :/E//Ukl(x—y)dxdy

konstruieren. Dieser sollte auch ausniitzen, dass Vg%, symmetrisch beziiglich Vertau-
schung von E, E’ bzw. k,[ ist. Dies bedeutet, von den acht Eintrigen

VR, VEL kl=1,2
miissen nur dre: berechnet werden, ndmlich
11 12 22
VE‘E/, VEE‘/, VE‘E/ .

Hierfiir reicht es, die folgenden drei Integrale zu berechnen und geeignet zusammenzu-
setzen:

x1—y1)> T1— To—

Da alle drei Funktionen log-homogen sind, lassen sich diese Doppelintegrale mit Lemma
bzw. auf Einfachintegrale umformen, je nachdem, ob F und E’ parallel sind
oder nicht. Dabei miissen die Fille, dass F und E’ gleich bzw. benachbart sind nicht
gesondert behandelt werden. Die Einfachintegrale Ix(a,b; f), k = 0,1 werden dann von
einer Subroutine mit Hilfe der Formeln dieses Abschnittes ausgewertet.

Will man auf stark adaptierten Gitten rechnen — das bedeutet: sind hg, hgs unter Um-
standen sehr klein —, so ist eine Verfeinerung des soeben beschriebenen Algorithmus
notwendig. Um dies zu sehen, betrachten wir die Reduktionsformel fiir den Fall
E }f E' genauer. Wir benotigen dafiir A1, A\ € R, sodass

MTE + XoTp = ZpE:.
Wendet man [-,zg] bzw. |-, zp| auf diese Gleichung an, sieht man

AL = [ZEE’amE]7 Ay = [ZEE',SL'E/]

[@p, T ] (g, zp]
Wenn F und E’ beide sehr klein sind, aber relativ weit auseinander liegen, gilt |xg| +
|zp| < |zgg|, und es folgt (typischerweise) A1, Ao > 1. Dieser Fall tritt bei stark

adaptierten Netzen héufig auf. Die Formel (6.4)) fiir C' = 0 besagt, etwas anders hinge-
schrieben,

oY [L (e + sep + zpp)dtds = (M + 1) )
(M —Dio(xp, xp — zER")
+ (N + DIg(xp,xE + 2ER)
( ) o( )

—~

TE, TR + ZEE (6.10)
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Zur Erinnerung: Es gilt hier beispielsweise

1
In(xp, cp + zpp) = / ftep + e + zpp)dt.
-1

Da f in den fiir uns relevanten Féllen gerade ist, f(—x) = f(z), haben wir

Iy(zg,zp — zpp) = lo(TE, 2zEE — TE').
Fir |xg| + |zp/| < |zggp| folgt

Io(zp,xp + zpe) = lo(Te, Tp — 2EE).
Aufierdem haben wir, wegen A1, Ao > 1,

A+l —1.
Zusammengefasst gilt fiir die ersten beiden Zeilen von
M+ Vio(xg,xp + zpp) — (M1 — V) Io(xg, xp — zppr) = 0,

und dasselbe fiir die dritte und vierte Zeile. Hier tritt also im Allgemeinen ein starker
Ausloschungseffekt auf, wenn E und E’ klein sind und weit auseinander liegen. Diese
Analyse zeigt auch, dass der Fall E }f E', wenn E und E’ zwar klein sind aber auch nahe
beieinander liegen, unproblematisch ist. Zum selben Ergebnis kommt man fir E || E'.
Insbesondere stellt der Fall E = F’ iiberhaupt kein Problem dar. Der Grund ist, dass die
Formeln fiir Ix(a, b; f) aus Lemma, und auch fiir sehr kleine a oder b stabil sind,
insbesondere im Spezialfall @ = b (der fiir £ = E’ auftritt).

Um das Problem zu l16sen, ersetzen wir die Reduktionsformeln (6.4)), fiir das dufiere
Integral, wenn E und E’ klein sind und weit auseinanderliegen, durch eine Methode, die
in diesem Fall sehr gut funktioniert: Gauf-Quadratur. Wir berechnen dann

1 1 p
/ / flxp + sep + zpp) dtds =~ E ijO(mE/,swa—l—zEE/),
_1J-1 -
Jj=1

also semi-analytisch, mit Gauk-Knoten s; € (—1,1) und Gewichten w; >0, j =1,...,p.
Dabei wollen wir natiirlich eine mdoglichst kleine Anzahl der Knoten p benutzen. Expe-
rimentell hat sich gezeigt, dass p = 2 iiblicherweise ausreichend fiir die Beibehaltung der
optimalen Konvergenzraten im adaptiven Algorithmus ist. Bei besonders starken Singu-
laritdten in der Losung kann aber ein etwas hdheres p, etwa p = 4, eine Verbesserung der
Stabilitéit bringen. Uberdies ist p = 4 eine sehr ,natiirliche* Wahl, da erstens bei ana-
lytischem Rechnen durch die Reduktionsformeln ebenfalls vier Integrale auftreten, und
zweitens Gauk-Quadratur beim K-Operator mindestens p = 4 benétigt; d.h. eine Reduk-
tion von p = 4 auf p = 2 oder 3 im Fall von semianalytischem Rechnen im V-Operator
wiirde insgesamt praktisch keine relative Verbesserung der Laufzeiten bringen.
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Die Entscheidung, ob semi-analytisch oder analytisch gerechnet wird, hingt von der Lage
von E und E’ sowie einem Admissibilititsparameter n € [0, 0o] ab: Gilt

n(lzee| — |lwp| — |[Tp|) 2 min{|epl, [ze |}, (6.11)

wird semi-analytisch gerechnet, andernfalls analytisch. Beachte, dass dies zur Folge hat,
dass fiir benachbarte oder gleiche Elemente #mmer analytisch gerechnet wird — das be-
deutet, die Gaufs-Quadratur geht niemals {iber eine Singularitét. Fiir n = oo wird in
(fast) allen anderen Fillen mit Gaufs gerechnet; fiir n = 0 hingegen wird ausschlieflich
analytisch gerechnet.

In der Praxis kann man 7 sehr klein bzw. ziemlich grof wihlen, ohne dass Stabilitidtspro-
bleme beim analytischen Rechnen bzw. Genauigkeitsprobleme beim semi-analytischen
Rechnen auftreten. Bei unseren Experimenten haben sich beispielsweise 1077 < n < 10
als unproblematische Werte erwiesen. Man 7 wird in der Praxis mdglichst klein wahlen
wollen, wegen der im Allgemeinen groferen Genauigkeit bei analytischem Rechnen. Um
auf der sicheren Seite zu sein, was Instabilitdten angeht, haben wir daher den Default-
Wert 7 = 107° gewiihlt.

6.2.2 Der K-Operator

Den Integraloperator K haben wir fiir S*(&,)- Ansatzfunktionen und P°(&,)-Testfunktionen
implementiert. Dies fithrt auf die Integrale

Kf%lz = (Kn.e;, xper)r = / /Tkl(x,y)nz(y) dydzr firalle z e Cp, T € &, k1 =1,2.
EJr

Hier ist
(Tkl(:zj, y))kl =T (z,y) :=n(z)  LVU (z — y)

)

mit der Lameé-Matrix L, also LV = o(-). Natiirlich berechnet man das Integral iiber I'

elementweise als
> // T (2, y)n.(y) dy da. (6.12)
Elcgy: zepr Y EJE

Wir werden die Berechnung dieser Integrale nicht so genau ausfiithren wie fiir den V-
Operator, da die Formeln zum Teil recht mithsam werden — schon die Berechnung der
Eintrage von T'(z,y) ist aufwindig, immerhin ist LVU ein Tensor der Ordnung 2 x 2 x 2.
Wir umreiffen daher nur kurz unsere Vorgehensweise:

e Zunichst reduzieren wir (6.12)) auf Integrale von skalaren Funktionen, ndmlich

1,1 s s
/ / thf(tep + sep + zpp ) dtds  fir f € {é—‘g, éﬁ, \:;TI‘" ‘f%} und k£ =0, 1.
—1J-1
(6.13)

e Da diese Funktionen alle homogen vom Grad —1 sind, kann man Reduktionsfor-

meln dhnlich wie (6.4) und verwenden, um ((6.13) auf die Einfachintegrale
Ix(a,b; ), k = 0,1,2 zuriickzufiihren. Dies funktioniert aufgrund der stérkeren
Singularitdt im K-Operator allerdings nicht mehr fiir £ = F’.
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e Im Fall xp || g || zpp ldsst sich das Doppelintegral direkt mit Hilfe
einfacher Formeln auswerten. Dieser Fall wird daher gesondert behandelt. Er tritt
ein, wenn E und E’ auf derselben geraden Linie liegen, insbesondere wenn E = E’.

e Beziiglich Stabilitat der Reduktionsformeln treten dieselben Probleme auf wie beim
V-Operator. Wir verwenden daher wieder Gaufs-Quadratur mit der Zuldssigkeits-
bedingung wie beim V-Operator. Experimentell haben sich 4 Gauf-Knoten
als gerade ausreichend fiir die Beibehaltung der Konvergenzraten erwiesen.

e Die Integrale Ix(a,b; f), k = 0,1 berechnen wir mit dhnlichen Techniken wie im Fall
des V-Operators. Fiir die Funktionen f € {‘x|4, E |4} werden die Formeln ziemlich
lang.

e Fiir die Berechnung von Is(a,b) benutzen wir Rekursionsformeln. Sei | € {1,2},
dann setze Jy := Ix(a,b; |$\2) und Ky := Ix(a,b; %) fir £ = 0,1,2. Es ldsst sich
unschwer zeigen, dass

lal>Jo = 2b—2(a-b)J; — |b]* ]y,
la|?Ky = a?Jy + 2a;byJ1 + b2 Jo — 2(a - b) K7 — |b2 K.

Dies fiihrt Jo und Ko auf bereits berechnete Werte zuriick.

e Eine Schwierigkeit stellt der Fall a || b dar, d.h. b = va. Fiir v € [—1, 1] existie-
ren die Integrale I;(a,b) nicht mehr im Sinn von absoluter Integrierbarkeit: Der
Integrand hat eine Singularitdt der Form

L bei t = ~.

t—7
Fiir v € (—1,1) ldsst sich allerdings leicht der Cauchysche Hauptwert von Ix(a,b)
berechnen, wobei sich herausstellt, dass sogar dieselben Formeln verwendet werden
konnen wie fiir den (integrierbaren) Fall v € R\ [—1,1].

e Fiir den Fall @ = +b existiert I(a,b) nicht einmal als Cauchyscher Hauptwert,
da die Singularitat am Intervallrand liegt und daher nicht durch einen Vorzeichen-
wechsel ausgeglichen werden kann. Bei ndherer Analyse stellt man fest, dass dieser
Fall in der Routine zur Berechnung von niemals auftritt, auch nicht wenn
man Gaufs-Quadratur verwendet. Allerdings tritt der Fall bei der Punktauswertung
des K-Operators auf, ndmlich genau dann, wenn man (Kg)(z) bei einem Kno-
ten z € Ky des Gitters auswerten will. Wir haben daher die Punktauswertung bei
Knoten einfach vermieden, siehe nichster Unterabschnitt. Theoretisch kénnte man
jedoch auch die Auswertung bei z € Ky implementieren, indem man das Integral
tiber die zwei benachbarten Elemente E, E' mit ENE’ = {z} gemeinsam betrachtet.

6.3 Implementierung der BEM-Fehlerschitzer

Wir besprechen die Implementierung des h-h/2-Schitzers und des Residualschitzers aus
Abschnitt Wir beginnen mit dem (lokalen) h-h/2-Schétzer:

= Z hr||®; — (I)EH%?(E)'
Ec&y

111



Dieser bedarf zunéchst der Bestimmung der zusétzlichen Galerkin-Lésung EI\)g auf dem
uniform verfeinerten Gitter &. Stehen ®, und ®, zur Verfiigung, ist die Berechnung von
(&) simpel: Fiir jedes T' € &, sei E = Ey U Ey mit Ey, Ey € &. Schreibe

k 3 ~k ~k
:ZHUEXEek und (IDg:Z(xElel +37E2XE2> er.
kE k,E

Wegen |E;| = |Eq| = hTE folgt

~ hi
[P — (I)ZH%,Q(E) Y Z ((l’lf;l xle)Q + (ajkE2 $I$E)2> .
k=1,2

Die rechte Seite, und damit der Fehlerschitzer fi(&y), ldsst sich ganz einfach in MATLAB
implementieren.

Als néchstes besprechen wir den Residualschétzer. Da wir fiir die Lésung ®, eine appro-
ximierte rechte Seite Gy € 8*(&;) verwenden, tun wir dies konsequenterweise auch im
Residualschétzer:

= 3 b ||V (5 + )G~ V) [}
Ec&,

Wir berechnen zunéchst [|[Vrul 2 fiir allgemeines u € H Y(E).
Lemma 6.8. Sei E € & und u € H'(E). Definiere die Funktion u € H'(—1,1) durch
u(t) :=u(teg + mpg).

Dann gilt
1
hE||VpuH2LQ(E) = 2/ [ ()|? dt.
-1

Beweis. Setze rk(t) = txp + mpg. Dies ist eine bi-Lipschitz-stetige Parametrisierung
k: (=1,1) = E,und es gilt Dx = k' = . Wegen Vru € span(Dk) gilt also Vru = zgw
fiir eine skalare Funktion w : E — R. Die Kettenregel aus Lemma [2.29] zeigt

U =V(uok)=Dr!(Vru) ok = |zp|?wo k.

Daraus folgt .
[(Vru)(6(1))] = [@pl|w o (t)] = ol u'(t)]

fiir fast alle t € (—1,1). Wir schliefsen

/ ]Vpu|2 dr = |:13E|/ VFU |2 dt = / |~/ ‘th
B2

Wegen hp = 2|xg| ist dies genau die Behauptung. O
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Um den Residualschitzer zu implementieren, miissen wir also

1
/ @ ()2 dt
—1

fiir jedes Element E berechnen, mit der Funktion
a(t) == (K + 3)G(txp + mg) — VE/(txp + mp).

Das Integral werden wir mit Quadraturformeln approximieren. Dafiir benotigen wir die
Moglichkeit, KGy und V&, punktweise auszuwerten. Die exakte punktweise Auswertung
lasst sich leicht mit Hilfe der Formeln in Abschnitt implementieren, wobei die duftere
Integration wegfillt und nur die inneren Integrale Ii(a,b) ausgewertet werden miissen.
Gauk-Quadratur wird dabei nicht bendtigt. Wie besprochen, muss darauf geachtet wer-
den, (KGy)(z) nicht bei z € Ky auszuwerten, also w(t) nicht bei t € {—1,1}.

Wir gehen dhnlich vor wie in HILBERT JAEFT13|: Zunéchst interpolieren wir w(t) durch
ein Polynom py,(t) vom Grad k, wir fordern also

u(sj) = py(sy)

bei geeigneten Stiitzstellen sg,...,sx € (—1,1). Wir berechnen dann die Koeffizienten
von |p},(t)|*>. Man beachte, dass dies ein Polynom vom Grad 2(k — 1) ist. Wir benutzen
daher eine Quadraturformel, welche exakt vom Grad 2(k — 1) ist, um das Integral

1 1
| whoras [ aopa
-1 -1

auszuwerten. Fiir die Stiitzstellen s; haben wir in der Implementierung Gauf-Knoten der
Ordnung k+1 benutzt, die Quadratur geschieht mit denselben Knoten. Zwar wiirden auch
Gauf-Knoten der Ordnung k reichen, denn diese sind exakt vom Grad 2k —1 > 2(k —1);
aber da von der Effizienz her kein Unterschied besteht, ist die einfachere Ldsung zu
bevorzugen, zweimal dieselben Knoten zu verwenden.

In HILBERT wird k£ = 2 (mit anderen Knoten) benutzt. Experimentell zeigt sich, dass
fiir Beibehaltung der optimalen Konvergenzraten sogar k = 1 gewéhlt werden kann.
Allerdings hat man fiir £ > 2 keinen merkbaren Einfluss des Quadraturfehlers mehr:
die Differenz zwischen zwei Versionen des Residualschitzers fiir k und k' > k& > 2 ist
experimentell immer mehrere Ordnungen kleiner als der Schétzer selbst.

6.4 P1AFEM fiir elliptische Systeme

Um die FEM-BEM-Kopplung zu implementieren, brauchen wir FEM-Code fiir die Lamé-
Gleichung in 2D. Da es fiir die Implementierung keinen Unterschied macht, behandeln wir
gleich allgemeinere elliptische Systeme mit konstanten Koeffizienten. Wir haben uns stark
an [FPWII] orientiert: In diesem Paper wird pragnanter und gut lesbarer MATLAB-Code
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(,PTAFEMY) fiir die Losung der Laplace-Gleichung mit gemischten Dirichlet- /Neumann-
Randbedingungen mit adaptiver FEM vorgestellt, basierend auf S'-Ansatz- und Test-
funktionen. Der Code macht vollen Gebrauch von den in MATLAB zur Verfiigung ste-
henden Vektorisierungstechniken und ist daher auch sehr schnell. Wir verweisen auch auf
die fritheren Publikationen [ACF99] und [ACFK02| fiir Implementierungen von Galerkin-
FEM mit MATLARB, fiir die Laplace- bzw. die Lamé-Gleichung.

Unser Code soll Ahnliches wie PIAFEM [FPWTI] leisten, aber fiir beliebige elliptische
Systeme mit konstanten Koeffizienten. Der Einfachheit halber beschrénken wir uns hier
auf ein reines Dirichlet-Problem. Das heiftt, wir haben einen Differentialoperator

P=-V'LV

mit L = (Lf]l) € R7*xn* — R4 wie in Abschnitt gegeben, und suchen Losungen
u € H'(Q) von

Pu = f inQ, (6.14)

u = g aufl. (6.15)

Fiir die Daten nehmen wir hier f € L*(Q) und g € HY(T') an. Wihlt man L wie in
(3.16) oder (3.20)), ist dies das Dirichlet-Problem fiir die Lamé-Gleichung.

Da die schwache Formulierung des obigen Problems H}(Q)-Testfunktionen verwendet,
definieren wir als diskreten Testraum

So(Te) = 8'(Te) N Hp ().

Hier sei 7; eine Triangulierung von 2. Passend definieren wir die Menge der inneren
Knoten Ny = Ny N Q und die Menge der Randknoten Ky := N, NT = Ny \ Nyg.
Offenbar gilt

Si(Te) = span{n,: z € Ny o}>.

Die Randknoten spannen eine Triangulierung & von I' auf und induzieren den Raum
SY(&) :=span{n,|r: 2’ € K,}2
Unsere Galerkin-Formulierung von f lautet: Finde u, € S'(7y), sodass
(LVuy, Vvy)g = (f,ve)q fiir alle v, € S§(T7) (6.16)

und
uy(2') = g(2') fiir alle 2’ € K. (6.17)

Mit anderen Worten, wir ersetzen die Randdaten g durch deren nodale Interpolanden
Gy € 8Y(&), welche wegen g € H'(T') wohldefiniert sind. Wir machen fiir u, daher den
Ansatz

e X s Xl ot
2'€Ng.a 2'eky
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Damit wird (6.16]) zum linearen Gleichungssystem in der Unbekannten & = (xlz,):

> Al (L(Vn)e, Voo = (Ff,v0a— Y Y g'(Z)(L(Vn.)e!, Vup)a (6.18)

1=1,22'eNi g 1=1,2 2’ €Ky
fiir alle v, € S(T¢). Wir definieren die Steifigkeitsmatrix A = (A*,) durch
ARl = (L(Vn.)er, (Vn.)er)q  fiir alle z, 2" € Ny und k,1 = 1,2
mit den Unterblocken

AQ = (AZZ/)ZENEQ und AF = (AZZ’)ZGNZQ,

z ENZ Q z GICE
Weiters definieren wir die rechte Seite b = (b%,) durch
b’; = (f,nrer)q fir alle 2 e ./\/:&Q und £k =1,2

und schreiben auch xr := (g'(2'));=1.2, ek, fiir den durch die Dirichlet-Randbedingung
vorgeschriebenen Teil der Losung. Wir kénnen (6.18]) nun in Matrix-Vektor-Form schrei-

ben:
AQCC =b- AF:IJF. (619)

6.4.1 Der FEM-Solver: 50 Lines of MATLAB

Wir wollen in diesem Unterabschnitt einen MATLAB-Solver fiir vorstellen. Der
zugehorige Code ist in Listing [2] zu finden. Die Hauptaufgabe dieses Codes ist, fiir eine
feste Triangulierung 7, von € die Matrix A sowie die rechte Seite b aufzustellen. Das
Gleichungssystem 16sen wir dann einfach mit dem MATLAB-eigenen Backslash-
Operator. Aufgerufen wird die Funktion mit

[x,A,D1,D2] = solveFEM(coordinates,triangles,elements,f,g,L);

Die Datenstrukturen fiir das Gitter coordinates, triangles und elements entspre-
chen jenen in PIAFEM. Die Daten f und g werden in der Form von function handles
f,g: RM>X2 5 RMX2 A > 1 iibergeben. AuRerdem wird als Eingabewert noch die Ma-
trix L:= L € R*** bendtigt. Zuriickgegeben werden die diskrete Lésung x = [(z1); (22)]
im 2#N; x 1-Format und optional die aufgestellten Matrizen zur spiteren Verwendung
(siehe unten).

Wir wollen zunédchst auf die Berechnung der Matrix-Eintréige A’;Z, in Zeile 15-35 einge-
hen. Wir bemerken

AL = (L(Vn)er, (Vn:)er)a = (LY., Vin)a = Y L (95m.1, 0ms2)a.
4,J

Folglich definieren wir eine Matrix B = (Bizjz,) von derselben Dimension wie A durch

(BY,) == (95121, 9m2)er
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Listing 2: solveFEM.m

1 function [x,A,D1,D2] = solveFEM(coordinates,triangles,elements,f,g,L)
2 % Solve Galerkin Formulation for

3 % Pu = f on Omega,

4 % u = g on Gamma,

5 % with Pu := -div(L*grad(u)).

6

7 % f,g ... function handles R~(nCx2) -> R~(nCx2)
8 % L ... 4x4 matrix

9

10 nT = size(triangles,h1);

11 nC = size(coordinates ,1);

12 x = zeros(2*nC,1);

13

14 %*** Assembly of stiffness matrix

15 zl1 = coordinates(triangles(:,1),:);

16 22 = coordinates(triangles(:,2),:);

17 23 = coordinates(triangles(:,3),:);

18 el = z3 - z2;

19 e2 = zl1 - z3;

20 e3 = z2 - z1l;

21 D1 = sparse([1:nT,1:nT,1:nT]’,triangles(:),-[el1(:,2),e2(:,2),e3(:,2)],nT,nC);

22 D2 = sparse([1:nT,1:nT,1:nT]’,triangles(:), [el(:,1),e2(:,1),e3(:,1)],nT,nC);
23

24 aread = 2*x(el(:,1).*%xe2(:,2) - el1(:,2).xe2(:,1));

25 S = spdiags(1l./area4,0,nT,nT);

26

27 Bll = D1°’%3S%*D1;

28 B12 = D1’%xS*D2;

29 B22 = D2’%3%D2;

30 B21 = B12°;

31

32 A = [L(1,1)%*B11 + L(1,2)*B12 + L(2,1)*B21 + L(2,2)%*B22,
33 L(1,3)%B11 + L(1,4)*B12 + L(2,3)*B21 + L(2,4)%B22;
34 L(3,1)%*B11 + L(3,2)*B12 + L(4,1)*B21 + L(4,2)*B22,
35 L(3,3)*%B11 + L(3,4)*B12 + L(4,3)*B21 + L(4,4)*B22];
36

37 %*x* Prescribe values at Dirichlet nodes

38 NGamma = [elements(:,1);elements(:,1)+nC];

39 NOmega = setdiff (1:2%nC, NGamma);

40 gh = g(coordinates(elements(:,1),:));

41 x(NGamma) = [gh(:,1);gh(:,2)];

42

43  %**% Assembly of right-hand side

44 Qf = £((z1+z2+23)/3) .*x [area4d,aread] / 12;
45 trl = [triangles;triangles+nC];

46 b = accumarray(trI(:),repmat([Qf(:,1);Q£(:,2)]1,3,1),[2%nC 1]) - A(:,NGamma)+*x(NGamma);
47

48 %*** Computation of P1-FEM approximation

49 x(NOmega) = A(NOmega,bNOmega)\b(NOmega);

50 end
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und haben nach obiger Rechnung
Kl Kl pij
AZZ/ = Z L’L]BZZJZ/'
/Z:hj

Das bedeutet, wir konnen das Aufstellen der Blocke von A auf jene von B zuriickfiihren:
Fiir A* .= (A*)), . cn, und BY := (BY,), 2en,, i, 7.k, 1 € {1,2} gilt offensichtlich

AM =N "LjBY (6.20)
ij

bzw. (mit ,blockweise Interpretation des Matrizenproduktes) A = LB.

Um die Blocke BY zu berechnen, welche fiir i = j auch z.B. in der Steifigkeitsmatrix
fiir den Laplace-Operator auftreten, gehen wir etwas anders vor als in [FPW11]. Es seien
u,v € SY(7T;) eindimensionale diskrete Funktionen und u, v € R#M deren Darstellungen
als Vektoren beziiglich der Basis (1.).en;. Es gilt dann

v B = (dju, 9v)q. (6.21)
Wir konnen die rechte Seite aber auch wie folgt zusammenbauen: Die Abbildung
9;: SY(Te) = PUTe), i=1,2

ist offenbar wohldefiniert und linear und hat eine Matrix-Darstellung D; € R#70)x(#Ne)
mit Eintrdgen

Di,Tz = (8277,2)‘T
Weiters wird das Skalarprodukt
()0 : PUTe) x P (Te) = R

durch eine Matrix 8 € R#T)*#T2) reprisentiert, sodass
St = (xr, X1 )0 = o77|T.
Mit u, v ~ u,v € S*(7T;) wie oben haben wir dann
Dju, D;v ~ dju, div € PY(Ty)

und folglich
(0ju,0v)q = (D))" S(Dju) = v (DI'SD;)u.
Ein Vergleich mit (6.21)) zeigt -
BY = DI'SD,.
Wir haben das kompliziertere Problem der Berechnung von Bijz, = (05, 0imz)q also
auf das leichtere Problem der Berechnung von D; 7, = (0;n;)|r reduziert.

Um letzteres Problem zu 16sen, ein paar Notationen: Jedes Dreieck T' € T, hat drei Knoten
21, 22, 23 € Ny von denen wir fordern, dass sie gegen den Uhrzeigersinn angeordnet sind.
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Wir definieren dann e,,, m = 1,2,3 als die Richtungsvektoren der gegeniiber von z,,
liegenden Kanten, ebenfalls gegen den Uhrzeigersinn zeigend; es sei also e = z3 — 22
etc. Die aus e,, durch Vierteldrehung gegen den Uhrzeigersinn entstehenden Vektoren

schreiben wir als e;-, also
22
ek = ( e‘fm> . (6.22)

Es zeigt e in dieselbe Richtung wie die Hohe von T auf e,,; letztere taufen wir h,,. Es
lasst sich leicht verifizieren, dass

hum, et
v :7:7”1'
TenlT = R T 2T

Aufierdem bekommen wir 2|T’| beispielsweise mit der Formel
2|T| = det(ey, e9) = etel — elel.

Fiir die Berechnung von B% = D! SD; bietet es sich an, die modifizierten Matrizen

o {(6#1)17 z2=zm €T,

Di ZZZTDZ z = 6.23
= ATDsre =9, ™ (6.23)

zu benutzen, sowie S = 5TT/ﬁ. Es gilt dann offenbar

~T, . ~ ~T~ ~
D{SD; = D; (diag(|T |7 o77))Dj = D; SD;.

Das Assemblieren der Matrizen BY und A lisst sich damit leicht in MATLAB reali-
sieren. Der zugehdrige Code ist in Listing [2] Zeile 15-35 zu finden:

e In den Zeilen 15-22 werden die Matrizen D1, D, geméfs Formel aufgestellt.
e In den Zeilen 24-25 wird 4|T| fiir alle T € 7; berechnet und S aufgestellt.

e In den Zeilen 27-30 berechnen wir BY = IN)ZTS’INDJ flir é,5 =1,2.

e In den Zeilen 32-35 wird schlussendlich A wie in bestimmt.

Der néchste Schritt ist es, die rechte Seite von aufzustellen, also b und Arxr
zu bestimmen. In Zeile 38-41 werden zu den Rand- bzw. inneren Knoten Ky und N
gehorende Indexmengen bestimmt und fiir zr = (g'(2'))1=1.2, ek, die rechte Seite g bei
den Randknoten ausgewertet. Fiir b sind Integrale zu berechnen:

b Gosen= [ P

suppmn,/

Hier gehen wir wie in [FPW11] vor und verwenden auf jedem Element T C suppn,’ eine
Ein-Punkt-Quadraturformel

/T FE d = |T|F*(s7)o (s7) (6.24)
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im Schwerpunkt s = %(zl + 29 + 23) von T'. Es stellt sich heraus, dass n,/(s7) = % fiir
alle T' C supp(n,). Die Berechnung von fiir alle T € T; geschieht in Zeile 43, und
Akkumulation dieser Werte auf die Knoten mit 2’ € T geschieht in Zeilen 45-46; dort
wird auch Arxr abgezogen.

Schlussendlich wird in Zeile 49 die Losung « von ([6.19]) bestimmt, wobei die Matrix und
rechte Seite nur bei den inneren Knoten benutzt werden.

6.4.2 A posteriori Fehlerschdtzung
Ein a posteriori Fehlerschétzer aus [FPW11] ist gegeben durch die lokalen Beitrige

2 2 11 £112 1p1/2 2 .
(1) = hTHfHLz(T) + §Hh£,/E[71uf]HL2(6TmQ) fiir alle T' € 7y.
In Listing [3|ist eine MATLAB-Funktion zur Berechnung dieses Fehlerschitzers zu finden.
Aufgerufen wird sie mit
est = computeEstFEM(coordinates,triangles,elements,f,L,x,D1,D2);

Die Eingabeparameter sind dieselben wie fiir solveFEM bzw. werden durch Aufruf von
solveFEM zur Verfiigung gestellt. Ausgegeben wird der Vektor (7(T)?)re7,.

Der Sprungterm [y;u,] auf einer Kante £ C 97 N ist gegeben durch

[nmud|e = (n;J)TLVuZ (nE)TLVuéF (6.25)
Hier ist u, die diskrete Losung auf dem Element T und uz jene auf dem der Kante
E gegeniiberliegendem Element. Entsprechend sind nt p die dukeren Normalvektoren auf
diese beiden Elemente entlang von F, insbesondere gilt ny, = n}, was die Bezeichnung
,Sprungterm“ rechtfertigt. Da [y1u/]|p € R? auf jeder Kante konstant ist, haben wir

I pnudl2eorngy = O Pelbawdlsl. (6.26)
EeoTnQ2
Dies wird im Code folgendermafen realisiert:
e In 16-17 werden die beiden Komponenten der diskreten Losung w, = (u%,u%)

ausgelesen, welche als Vektoren beziiglich der Basis (7),) gegeben sind.

e In 20-29 werden die diskreten partiellen Ableitungen D; aus (6.23) assembliert. Sie
konnen optional auch als Eingabeparameter an die Funktion iibergeben werden, da
sie ja bereits zum Aufstellen der Galerkin-Matrix bendtigt wurden.

e In 3442 bestimmen wir die beiden Komponenten der P°(7;)-Funktion hgpng -
LVuy auf jedem Element T, fiir jede der drei Kanten £ C 0T

e In 45-49 werden die Beitrage von hgnpg - LVuy|r der an jede Kante E grenzenden
Elemente summiert. Nach (6.25) ergibt dies hg[yius]|p auf den inneren Kanten.
Die entstehenden Terme auf den Randkanten werden gleich null gesetzt.

¢ In 52 werden die Komponenten von hg[y1us)|g jeweils quadriert und von den Kan-
ten auf die zugehérigen Elemente akkumuliert, um (6.26)) zu erhalten.

Die Berechnung der Terme h% || f||? L2(T) in 5556 geschieht approximativ durch Ein-Punkt-
Quadratur im Schwerpunkt und bedarf keiner weiteren Erlduterung.

119



_
= O © 0 N3 Ut R W N

CUOOU UL O 0T o1 OU O OO R A AR B R R A R A R W OW W W W W W W W W NNNNNNNNNE S e e e e e
© 0N DDA WO OO0 WN OO KOO AE DN OO ®N®O0A®N RO ©®O®KNO AW N

Listing 3: computeEstFEM.m

function est = computeEstFEM(coordinates,triangles ,elements,f,L,x,D1,D2)

% Residual -based error estimator for
% Pu = f on Omega,

% u = g on Gamma,

% with Pu := -div(L*grad(u)).

% £ ... function handle R~ (nCx2) -> R~(nCx2)
% L 4x4 matrix

% x ... discrete solution

nT = size(triangles,1);

nC size(coordinates ,1);
[edge2nodes ,element2edges ,dirichlet2edges ,neumann2edges] =
provideGeometricData(triangles ,elements,[]);

x(l:end/2,:);
x(end/2+1:end,:);

N =
1}

%***% Assembly of discrete gradient

z1 = coordinates(triangles(:,1),:);
22 = coordinates(triangles(:,2),:);
z3 = coordinates(triangles(:,3),:);

el = z3 - z2;
e2 = zl1 - z3;
e3 = z2 - z1l;
if (nargin < 8)

D1 = sparse([1:nT,1:nT,1:nT]’,triangles(:),-[el(:,2),e2(:,2),e3(:,2)],nT,nC);
D2 = sparse([1:nT,1:nT,1:nT]’,triangles(:), [el1(:,1),e2(:,1),e3(:,1)],nT,nC);

end
area2 = el(:,1).*xe2(:,2) - el1(:,2).*xe2(:,1);

% element-wise L*grad(u)|T

Lgradu = ([D1%u_1,D2%u_1,D1*u_2,D2%u_2]* L’)./repmat(area2,1,4);

% first and second rows of Lxgrad(u)
Lgrad_1 = Lgradu(:,1:2);
Lgrad_2 = Lgradu(:,3:4);

% first and second component of normal derivatives hE*gamma_1(u)

% on the 3 edges, stacked on top of each other

eT = -[-e3(:,2),e3(:,1);-e1(:,2),e1(:,1);-e2(:,2),e2(:,1)];
dudn_1 = sum(eT.xrepmat(Lgrad_1,3,1),2);

dudn_2 = sum(eT.*repmat(Lgrad_2,3,1),2);

% Accumulate Jump(du/dn) on edges

jumpl = accumarray(element2edges(:),dudn_1,[size(edge2nodes,h1)
jump2 = accumarray(element2edges(:),dudn_2,[size(edge2nodes, 1)
% Kill Dirichlet contributions

jumpl (dirichlet2edges) = 0;

jump2(dirichlet2edges) = 0;

% Assemble edge contributions on triangles

jump = sum(jumpl(element2edges).~2,2) + sum(jump2(element2edges)."2,2);

% Volume residual
Rf = £((z1+2z2+23)/3);
Rf (Rf(:,1).72 + Rf(:,2).72) .x (area2/2).7°2;

est = jump/2 + Rf;
end

11);
11);
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6.5 FEM-BEM-Kopplung

Wir erinnern an die Notationen aus Abschnitt und unsere dortige diskrete Formulie-
rung der Johnson-Nédélec-Kopplung f. Aus Griinden der Kompatibilitét mit
HILBERT verwenden wir in der Implementierung eine andere Konvention beziiglich des
Sprungs von Spur und Konormalenableitung als bisher, nimlich []p := ™t — yext
[v1-]r := " — 4$*t. Dies hat zur Folge, dass im Transmissionsproblem und folglich auch
in f die Daten ug und ¢, durch —ug und —¢, ersetzt werden miissen. Wir
betrachten von nun an also das folgende Problem: Finde u, € S*(7;) und ¢, € P°(&),

sodass

und

ar(ug,ve) — (@p,ve)r = (f,ve)a + (g, vo)r, (6.27)
(53 = K)ug,pp)r + Vo, ¥)r = ((5 — K)uo, ¢)r (6.28)

fiir alle v, € SY(T;) und 9, € P°(&). Dies iibersetzt sich in natiirlicher Weise in ein
diskretes Gleichungssystem. Wir betrachten die (2#N} + 2#&¢)%-Block-Matrix

(' re V)

S = 1 .

sM—-K V

Die Teilmatrizen A, M, K,V sind bereits aus Abschnitt [6.1] und [6.4] bekannt und repré-
sentieren (in dieser Reihenfolge) die Bilinearformen

o ar(-,): SYT) x SYT) — R,
° (’y-, ‘)F : 81(72) X 'PO(SK) — R,
o (K-,)r:8YTs) x PY(&) — R und
o (V-,)r: P &) x PY(&) - R.
Schreiben wir u, = Zui,nzfel und ¢, = Z¢§E/XE/61, so konnen wir die Unbekannte

(ug, @g) mit & = ((ul,); (¢hy)) € REFNeH#E) jdentifizieren. Ebenso schreiben wir die
rechte Seite als

1
b= (Z2> mit bl = (fkﬂ?z)(l + ((ﬁ]g,nz)r, b3, = (((% — K)uo)k,XE)F,

Damit ist (6.27)—(6.28) d&quivalent zum Gleichungssystem
Sz =b.

Zur Vorgangsweise bei der Implementierung ist nicht viel zu sagen: Das Aufstellen der
Matrizen A, K,V wurde bereits in Abschnitt und besprochen, diese miissen
nur mehr geeignet zusammengesetzt werden. Auch der Fehlerschitzer f setzt
sich aus Termen zusammen, die bereits bei der BEM- und FEM-Implementierung in
dhnlicher Form aufgetreten sind. Zum Aufstellen der rechten Seite b werden die Daten f,
ug und ¢ diskretisiert, siehe die Funktion discretizeDataFBJN weiter unten. Wie bei
der BEM rechnen wir also eigentlich ein gestortes Problem. Ebenso arbeitet der Schétzer
mit diskreten Daten.
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Wir geben nun einen Uberblick der implementierten MATLAB-Funktionen fiir die FEM-
BEM-Kopplung. Zunéchst einige allgemeine Konventionen: Die Arrays coordinates und
elements beschreiben das Netz 7; mit den Knoten A. Fiir die Randknoten treffen wir die
Vereinbarung, dass diese stets am Ende von coordinates stehen. Im FEM-BEM-Add-On
zu HILBERT wird die Funktion sortMeshFB zur Verfiigung gestellt, welche die Knoten
entsprechend sortiert. Das Array boundary beschreibt die Randelemente & analog zu
elements. Will man nur die Randknoten mit den dazugehorigen Elementen verwenden,
beispielsweise um den V-Operator aufzubauen, ldsst sich dies mit den folgenden Befehlen
durchfiihren:

nC = size(coordinates,1);

nB = size(boundary,1);

boundaryCoordinates = coordinates(nC-nB+(1:nB),:);
boundaryElements = boundary-nC+nB;

V = buildV(boundaryCoordinates,boundaryElements,mu,lambda);

Beibehalten wollen wir die Konvention, zweidimensionale diskrete Funktionen als N x 2-
Arrays zu reprisentieren. Gilt also (ug, ¢y) € S'(T;) x P°(&), dann ist das zugehorige
(#Ny + #Ep) x 2-Array @ in MATLAB wie folgt angeordnet:

_ () ()
m_<(¢};/) (¢%/)>' (6.29)

Damit wir weiterhin das Gleichungssystem mit dem Befehl x(:)=S\b(:) losen koénnen,
werden S und b in der selben Weise angeordnet, also etwa

Sll 512 ' Akl _ Mlk T
2

Die inneren bzw. dufferen Lamé-Parameter bezeichnen wir mit mu_int, la_int bzw.
mu_ext, la_ext.

6.5.1 Funktionen fiir die Johnson-Nédélec-Kopplung

Die Matrix S wird durch einen der folgenden Aufrufe zuriickgegeben:

[S,V,K,M]
S

buildFBJNLHS (A, coordinates,boundary,mu_ext,la_ext);
buildFBJNLHS (A, coordinates,boundary,V,K,M) ;

Beim ersten Aufruf werden auch die Matrizen V', K, M aufgestellt und optional eben-
falls ausgegeben. Beim zweiten Aufruf iibergibt man diese Matrizen schon, und S wird
nur mehr zusammengesetzt. Beide Aufrufe haben gemeinsam, dass die Matrix A iiberge-
ben werden muss. Insofern ist die Funktion flexibel, was das Innenraumproblem angeht:
Dieses konnte etwa nichtlinear sein, und der Aufruf von buildFBJNLHS Teil einer Newton-
Iteration.

Um die Matrix A jedoch fiir lineare Innenraumprobleme, wie wir sie betrachtet haben,
aufzustellen, dient der Befehl
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A = buildFEM(coordinates,elements,mu_int,la_int);

Der Code von buildFEM steckt im Wesentlichen schon in der Funktion solveFEM aus
Listing [2}
Die rechte Seite wird durch den Befehl

b = buildFBJNRHS(coordinates,elements,fh,u0h,phiOh,K,M);

zur Verfiigung gestellt. Sie bendtigt ebenfalls die Matrizen K, M fiir die Terme (¢, ‘)1
und ((3 — K)uo, -)r. Fiir den Term (f,-)q werden coordinates und elements benétigt.
Die Daten f, up und ¢, miissen bereits in diskretisierter Form vorliegen: f als P°(7Ty)-
Approximation fh, ug als S'(&)-Approximation uOh und @ als P (&)-Approximation
phiOh.

Um Daten, welche als function handles vorliegen, zu diskretisieren, dient der Befehl

[fh,uOh,phiOh] = discretizeDataFBJN(coordinates,elements,boundary,...
f,u0,phi0);

Hier sind natiirlich f, u0 und phiO die besagten function handles, wobei £ und u0 wie
immer von der Bauart RV*2 — RV*2 gein miissen. Von phi0 wird wieder angenommen,
dass es von drei Variablen z,a,b abhingt, da phiO ja gegebenenfalls aus der Differenz
zweier Konormalenableitungen berechnet werden soll und daher den Normalvektor an
der Stelle x kennen muss. Die Diskretisierung lauft einfach iiber Punktauswertung: fh
ist £ ausgewertet in den Schwerpunkten der Dreiecke, uOh ist u0 ausgewertet in den
Randknoten, und phiOh ist phi0 ausgewertet in den Mittelpunkten der Randelemente.

Der Residualschétzer n fiir die FEM-BEM-Kopplung, siehe ([5.23))—(5.26|), wird durch den
folgenden Aufruf bereitgestellt:

[etaV,etaB] = computeEstFBJIN(coordinates,elements,boundary,...
x,fh,phiOh,u0h,mu_int,lambda_int,mu_ext,lambda_ext);

Der Eingabewert x représentiert die Galerkin-Losung (us, ¢y) wie in , die Eingabe-
werte £h, uOh und phiOh sind wieder die diskretisierten Daten. Ausgegeben werden die
quadrierten lokalen Schiitzerbeitriige im Inneren, etaV:= (n(T)?)7e7,, und jene auf dem
Rand, etaB:= (n(E)?)ges,-

Ahnlich wie fiir die schwach singulire Integralgleichung wollen wir eine verlissliche obere
Schranke fiir den Galerkin-Fehler, falls die exakten Losungen (u, ¢) explizit vorliegen.
Diese lautet

P2 = = wel 3 g + 105 (0 — @0l

mit lokalen Fehlerbeitrégen

(err

ertf (1) = llu — g3 gy und ertfB(E) = hplld — byl2a

fiir alle T' € Ty, E € &. Zur Berechnung von errgB dient der Aufruf

lerrV,errB] = computeErrFBJIN(coordinates,elements,boundary,...
x,u,gradu,phi);
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Listing 4: adaptiveFEMBEM.m

function x = adaptiveFEMBEM(co,el,bo,f,u0,phi0,Nmax,theta,...
mu_int,la_int ,mu_ext,la_ext)
% Adaptive Solver for Johnson-Nedelec FEM-BEM coupling.

[co,el,bo] = sortMeshFB(co,el,bo);
while(size(el,1) < Nmax)

% SOLVE

A = buildFEM(co,el,mu_int,la_int);

[S,”,K,M] = buildFBJNLHS(A,co,bo,mu_ext,la_ext);
[fh,u0h,phiOh] = discretizeDataFBJN(co,el,bo,f,u0,phi0);
b = buildFBJNRHS (co,el,fh,u0dh,phiOh,X,M);

x = zeros(size(b));

x(:) = S\b(:);

% ESTIMATE
[etaV,etaB] = computeEstFBJN(co,el,bo,x,...
fh,phiOh ,u0h ,mu_int ,la_int ,mu_ext,la_ext);

% MARK
[markedV ,markedB] = markElements(theta,etaV,etaB);

% REFINE
[co,el,bo] = refineMesh(co,el,bo,markedV ,markedB);
[co,el,bo] = sortMeshFB(co,el,bo);

end

end

Der Eingabewert x reprasentiert die Galerkin-Losung; u, gradu und phi sind function
handles fiir die exakte Losung w im Inneren, deren Gradienten Vu sowie fiir die exak-
te dufere Konormalenableitung ¢. Es ist hier zu beachten, dass gradu von der Bauart
RV*2 s RN*4 gein muss, also gradu= (d1u', doul, 1u?, deu?), und dass phi von drei
Variablen z,a,b abhéngen muss. Ausgegeben werden die lokalen Fehlerbeitrige errV:=
(ertfB(T)*)rer, und errB:i= (err;B(E)?)peg,. Zur (ndherungsweise) Berechnung der
errg B(E) wird iibrigens die in Abschnitt vorgestellte Funktion computeErrNeumann
aufgerufen, fiir errf 2(7') wird die HILBERT-Funktion computeErrH1 benutzt.

Schlieflich stellen wir wieder zu Demonstrationszwecken eine MATLAB-Funktion vor,
die den adaptiven Algorithmus fiir die FEM-BEM-Kopplung realisiert, siehe Listing []
Der Aufruf

x = adaptiveFEMBEM(co,el,bo,f,u0,phi0,Nmax,theta,...
mu_int,la_int,mu_ext,la_ext);

fithrt auf ein vom Schétzer n gesteuertes Verfahren. Die Eingabewerte co, el und bo
bestimmen das Start-Gitter mit den dazugehorigen Randknoten; £, u0 und phi0O sind
function handles fiir die Daten; Nmax gibt die maximale Anzahl der Dreiecke an, bis zu
deren Erreichen verfeinert wird; und theta€ (0, 1] steht fiir den Adaptivitétsparameter.
Zuriickgegeben wird die Galerkin-Losung auf dem feinsten Gitter.
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6.5.2 Exakte Losungen und die MATLAB Symbolic Toolbox

Will man in akademischen Experimenten die Ergebnisse des adaptiven Algorithmus mit
exakten Losungen vergleichen, so steht man vor der Aufgabe, geeignete Funktionen
u™ u™ f ug, @ zu finden, sodass (u™, u®™*) das Transmissionsproblem (5.1)—(5.5)
mit rechter Seite (f,uo, ¢g) 10st. In Abschmtt - 2| haben wir bereits eine Klasse von
Lisungen der homogenen Lamé-Gleichung £ u®™t = 0 identifiziert, nimlich solche fiir die
u™t als komplexwertige Funktion aufgefasst, in Q' analytisch ist. Fiir das Transmissi-
onsproblem muss dann noch zusétzlich die Abklingbedingung u®*(z) = O(|z|™!) erfiillt
sein. Da es nach dem Satz von Liouville keine beschrinkte (konjugiert) analytische Funk-
tion gibt, die auf ganz R? definiert ist, ist es naheliegend, eine meromorphe Funktion zu
nehmen, die alle ihre Singularitdten im Inneren von 2 hat und bei oo verschwindet. Ein
mogliches Beispiel wiire etwa u™'(z) = (z—%) ! fiir einen beliebigen Punkt 2z € 2. Die
Beschriinktheit stellt natiirlich auch u®™* € H{ () sicher.

Fiir die innere Losung u™ konnten wir theoretisch auch eine konjugiert analytische
Funktion nehmen. Dann hétten wir aber natiirlich f = 0, und damit ein eher schlechtes
Beispiel, weil es unseren Algorithmus nicht in voller Allgemeinheit testen wiirde.

Um eine nicht-triviale rechte Seite f zu erhalten, kdnnen wir im Prinzip so vorgehen:

1. Wihle eine ,beliebige“ (am besten elementare) Funktion w'™ € H'(Q) und ein
geeignetes u®* wie oben.

int 1nt ext ext

2. Berechne f := Lu™ und die Konormalenableitungen ~! und ~§

3. Definiere die Spriinge ug := u'™ — u®* und ¢ := Y™™t — ¥yt quf T.

4. Verwende (f,uo, ¢0) als Daten und vergleiche die Ergebnisse mit der exakten Lo-
sung (u, @) 1= (w™, ).
Diese Schritte hindisch auszufiihren, ist jedoch eher miihsam, da man ja fiir jede der
beiden Komponenten k = 1,2 von u™ die fiinf Ableitungen 0;(u™)* und 0;;(u lnt) ,
1 < i < j < 2 berechnen muss. Dazu kommen noch vier Ableitungen 0;(u e"t) fiir
ext , ext 1nt ext

Y u®, insgesamt also 14 Ableitungen — sehr viele Beispielfunktionen w™", u** wird
man auf diese Weise nicht ausprobieren kénnen.

Aus dieser Problematik hat sich die Idee entwickelt, die Symbolic Toolbox von MATLAB
zu verwenden, um die Ableitungen symbolisch berechnen zu lassen. Die folgende Funktion
ist speziell fiir diesen Zweck designt:

[u,gammalu,Lu,gradul] =
provideFunctionHandlesComplex (u,mu,lambda) ;

Die Eingabewerte sind eine Funktion w4 und Lamé-Parameter p, A\. Ausgabewerte sind
function handles fiir u, y1u (als Funktion von z,a,b), Lu und Vu. Das ausgegebene u
unterscheidet sich vom eingegebenen:
e Das ausgegebene u soll mit den MATLAB-Funktionen fiir die FEM-BEM-Kopplung
vertriglich sein. Es ist daher ein function handle der Form RY*2 — RN*2 fijr
beliebiges N > 1, wird also mit u(x) aufgerufen.

e Das eingebene u soll eine komplexwertige Funktion in zwei (reellen) Variablen
beschreiben, also wu(z,y) € C. Dies ist praktischer, als wenn man beide (reel-
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len) Komponenten von wu getrennt angibt, da sich viele elementare analytische
Funktionen nicht in elementarer Weise in Real- und Imaginérteil aufspalten lassen.
Beispielsweise ist u(z,y) = (z + iy)'/? eine mogliche Eingabe, aber Reu(z,y) =
(z% + y2)1/4 cos(4 arg(z,y)) enthilt die nicht in der Symbolic Toolbox enthaltene
Funktion arg. Es sei angemerkt, dass u gleich zu Beginn des Programms mit dem
Befehl sym(u) in einen symbolischen Ausdruck konvertiert wird. Daher muss w
nicht unbedingt ein function handle sein, sondern kann auch ein String (in dem z
und y vorkommen) oder sogar eine Zahl sein. Weiters muss erwidhnt werden, dass
die imagindre Einheit nur als i und nicht als 1i vorkommen darf, da die Symbolic
Toolbox letzteren Ausdruck nicht kennt. Mégliche Eingaben sind beispielsweise:

provideFunctionHandlesComplex(@(x,y) (y + i*x)~(1/2) ,mu,lambda) ;
provideFunctionHandlesComplex (’exp(i*y*x)’,mu,lambda) ;
provideFunctionHandlesComplex (0,mu,lambda) ;

Wir demonstrieren nun, wie sich mit diesem Programm die korrekten Daten f,uo, ¢,

und die exakte Losung u, ¢ erhalten lassen, fiir u™ = ™, u™* = ——L _— und allen

z—1y—0.
Lameé-Parametern gleich 1:

uint = ’exp(ixxxy)’;

uext = ’1/(x-i*y-0.1);

[u,gammaluint,f] = provideFunctionHandlesComplex(uint,1,1);
[uext,phi] = provideFunctionHandlesComplex(uext,1,1);

u0 = 0(x) ulx) - uext(x);

phi0 = @(x,a,b) gammaluint(x,a,b) - phi(x,a,b);

Der Code von provideFunctionHandlesComplex befindet sich in Listing [f]
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Listing 5: provideFunctionHandlesComplex.m

function [u,gammalu,Lu,gradu] = provideFunctionHandlesComplex(u,mu,lambda)
% provide function handles for MATLAB solution of Lame equation

syms x y real;
u = sym(u);

%***% perform symbolic manipulations

diu = diff(u,x);

d2u = diff(u,y);

dzu = dilu - 1i*d2u;

Lu = -1/2*%*((lambda+3*mu)*dzu + (lambda+mu)*conj(dzu));

Lu = diff(Lu,x) + 1i*diff(Lu,y);

%***x Create u function handle
u = SymToFunctionHandle(u);
u = @(x) [real(u(x)),imag(u(x))];

%*** Create Lu function handle
Lu = SymToFunctionHandle (Lu);
Lu = @(x) [real(Lu(x)),imag(Lu(x))];

%***% Create gammalu function handle

diu SymToFunctionHandle (dlu);

d2u = SymToFunctionHandle (d2u);

gradu = @(x) [real(diu(x)),real(d2u(x)),imag(diu(x)),imag(d2u(x))];

laenge = @(x) sqgrt(sum(x."2,2));

normall = @(x) x(:,2) ./ laenge(x);

normal2 = @(x) -x(:,1) ./ laenge(x);

L = lambdax*[1 0 0 1]°%[1 0 0 1] + mu*[2 0 0 0; 0 1 1 0; 0 1 1 0; O O O 2];

Lgradull = @(x) gradu(x) * L(:,1);

Lgradul2 = @(x) gradu(x) * L(:,2);

Lgradu22 = @(x) gradu(x) * L(:,4);

gammalu = @(x,a,b) [normalil(b-a).*Lgradull(x) + normal2(b-a).*Lgradul2(x),
normall(b-a).*Lgradul2(x) + normal2(b-a).*Lgradu22(x)];

end

function f = SymToFunctionHandle (f)
% creates a function handle from symbolic expression f in x,y
% and also covers the case that f(x,y) = constant
syms x y;
if (isempty(findsym(£)))
if (eval (£)==0)
f = @(x) zeros(size(x,1),1);

else
f = Q@(x) eval(f)*ones(size(x,1),1);
end
else
f = matlabFunction(f,’vars’,{[x,y]1});
end
end
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7 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt prasentieren wir verschiedene numerische Beispiele, welche den V-
und K-Operator auf verschiedenen Gebieten in der Ebene involvieren. Falls nicht explizit
anders angegeben, haben wir dabei immer die Lamé-Parameter ;4 = A = 1 benutzt.

7.1 Integraloperatoren in Aktion

Bevor wir die numerischen Ergebnisse unserer adaptiven BEM- und FEM-BEM-Algorith-
men untersuchen, wollen wir ein paar Bilder betrachten, die mit Hilfe unserer Funktionen
fiir die Punktauswertung der Integraloperatoren ¥V und K entstanden sind. Das Ziel ist,
etwas Intuition zu erhalten, wie diese Operatoren wirken, und auch experimentell zu
verifizieren, dass unsere Implementierung die Abbildungseigenschaften aus Theorem [3.1
widerspiegelt.

Seia > 0und I = (—a,a) x {0} ein um 0 zentriertes Intervall, eingebettet in den R2. Wir
wollen V und K auf stiickweise konstante Funktionen der Form ¢ := (x7,0)” anwenden;
da die Integraloperatoren nur vom Support des Integranden abhingen, kénnen wir uns
I hier als eine beliebige eindimensionale Obermenge von I denken und haben ¢ € L*(T")
aber ¢ ¢ H'/2(I).

In den ersten beiden Abbildungen und nehmen wir a = 0.5 bzw. a = 0.05 und be-
trachten das Einfachschichtpotential V¢. Um die Grofenverhiltnisse anzupassen, wurde
eine geeignet skalierte Version cV¢ geplottet. Die Plots auf der linken Seite zeigen die
ersten Komponenten ¢! und (V¢)! entlang von R x {0}. Hier wird sowohl die glittende
Wirkung von V als auch die Nichtlokalitdt sehr deutlich: Die Funktion V¢ ist augen-
scheinlich sogar beliebig glatt, was damit erklart werden kann, dass R x {0} keine Ecken
hat. Obwohl ¢ eine stark lokalisierte Funktion ist, breitet sich V¢ nur langsam iiber die
ganze reelle Achse aus. Das logarithmische Verhalten fiir z — oo aus Lemma [5.2]ist klar
sichtbar.

Die Plots auf der rechten Seite der Abbildungen [7.I] und [7.2] zeigen wir V¢ auf einer
zweidimensionalen Umgebung von I. Die Eigenschaft V¢ € C*(R?\ I) ist hier relativ
deutlich zu beobachten; der Sprung der Konormalenableitung entlang von I ist aufgrund
der Perspektive der Abbildungen héchstens zu erahnen.

In Abbildung 7.3 betrachten wir wieder a = 0.5 und das Doppelschichtpotential K¢. Dies
ist mit unserer Implementierung méglich, indem eine beliebige Triangulierung 7, des offe-
nen Randstiickes I gewiihlt wird und K bei der konstanten Funktion ¢ := (1,0) € SY(T;)
ausgewertet wird. Oben links sehen wir wieder ¢ gegen skalierte Versionen der beiden
Komponenten (K¢)! und (K¢)? geplottet. Aufgrund der Symmetrien im Integralkern ist
(K)! auf R x {0} konstant Null. Dagegen scheint (K¢)? genau an den Unstetigkeits-
stellen von ¢ Singularitdten aufzuweisen.
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Abbildung 7.1: V¢ fiir ¢(,0) := (x(~0.5,0.5)(2),0). Links: Plot entlang R x {0}.
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Abbildung 7.2: V¢ fiir ¢(x,0) := (X(—0.05,0.05)(7),0). Links: Plot entlang R x {0}.
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Abbildung 7.3: K¢ fiir ¢(z,0) := (X(—0.5,0.5)(2),0). Oben: Plots entlang R x {0}. Unten:
(Ko)!
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Durch genauere Untersuchung lasst sich feststellen, dass diese Singularitdten logarithmi-
scher Natur sind. Dies soll im Bild oben rechts in Abbildung[7.3] veranschaulicht werden:
asymptotisch fiir z — 0.5 ist (K¢)?(z,0) genau ein Vielfaches von log|z — 0.5]. Wir
beobachten hier also empirisch die Abbildungseigenschaft K : L*(T') — L*(T) fiir einen
beliebigen Lipschitz-Rand I' O I, welche logarithmische Singularitdten von K¢ nicht
ausschliekt. Andererseits liegt K ¢ augenscheinlich nicht in H'/?(I), das heikt wir haben
ein Gegenbeispiel fiir die vermeintliche Abbildungseigenschaft K: HY/?(I) — H'Y?(I)
im Fall offener Randstiicke I.

In Abbildung unten sehen wir einen 3D-Plot von 5(K¢)!. Hier ist eindrucksvoll der
Sprung entlang von I zu sehen, welcher aufgrund des Skalierungsfaktors genau 5 betragt.
AuRerhalb von I hingegen ist die Funktion glatt. Wegen (K¢)! = 0 auf R x {0} gilt
augenscheinlich

;il\ﬂ})(’C@l(%y) = —3¢'(2.0) = (K — 5)¢)"(.0),
;%(Kd))l(xvy) = %(ﬁl(x?()) = ((K + %)(;’))1(9;,0)

Dies ist genau das erwartete Verhalten des Spuroperators: die Knoten waren im Expe-
riment von links nach rechts angeordnet, also gegen den Uhrzeigersinn, wenn man I als
Teilmenge des Randes eines Gebietes in der oberen Halbebene betrachtet; in der Imple-
mentierung des K-Operators wird Orientierung gegen den Uhrzeigersinn angenomimen,
um den Normalvektor zu berechnen; folglich muss ™K = K — % der Limes von oben
sein und Y™K = K + % der Limes von unten.

7.2 Ergebnisse fiir BEM
7.2.1 L-Shape

Wir wollen nun den adaptiven Algorithmus fiir die schwach singulére Integralgleichung
V¢ = (K + 4)g austesten. Wir betrachten das L-férmige Gebiet Q gegeben durch die
Koordinaten der Eckpunkte

No :={(0,0),(-1,-1),(0,-2),(1,-1),(2,0),(1,1),(0,2), (=1,1)}.

Diese Koordinaten werden noch mit dem Faktor 0.3 skaliert, um sicherzustellen, dass der
V-Operator elliptisch ist, siehe Theorem (Das Theorem gibt zwar keine expliziten
Schranken an den Durchmesser von 2 fiir die Elliptizitét, zeigt aber, dass V elliptisch ist
wenn dieser nur hinreichend klein ist. Experimentell war der diskrete V-Operator schon
fiir den Skalierungsfaktor 1 elliptisch; um ganz sicherzugehen, haben wir 0.3 benutzt.)
Das resultierende Gebiet mit dem Start-Gitter 7o und einem typischen verfeinerten Gitter
von etwa 100 Elementen ist in Abbildung [7.4] zu sehen.

Als Losung fiir das Dirichlet-Problem wéhlen wir die konjugiert holomorphe Funktion
u(z) = z%/3. Nach Abschnitt ist dies, als Funktion u: Q — R? aufgefasst, tatsichlich
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Abbildung 7.4: L-Shape

eine Losung der homogenen Lamé-Gleichung Lu = 0 in 2. Als Dirichlet-Randdaten
verwenden wir folglich

Re(z — iy)?/3

g(z,y) = u(z,y) = <Im(:v _ iy)2/3> , (x,y) eTl.

Wie man sich leicht iiberlegt, hat die gesuchte Konormalenableitung ¢ = y;u bei 0 eine
Singularitit und ist insbesondere niemals in H'(7;) (d.h., stiickweise in H*(T) fiir alle
Elemente T € Ty einer Triangulierung). Wir kénnen daher bei uniformer Verfeinerung
nicht mit der optimalen Konvergenzrate O(h3/2) rechnen.

Zunéchst wollen wir die Ergebnisse des adaptiven Algorithmus mit der ,Augenmetrik®
beurteilen. In Abbildung sehen wir einige Plots der Galerkin-Lésungen ®, entlang der
Bogenldngenparametrisierung; zum Vergleich sieht man auch Plots der exakten Losung
¢. Als Fehlerschitzer wurde hier der Residualschétzer verwendet.

Oben sehen wir die Komponenten einer groben Lésung auf einem Gitter mit #7, = 21,
in der Mitte eine feinere Lésung mit #7, = 1088. Da auf letzteren Bildern kaum mehr
ein Unterschied zwischen ®, und ¢ zu erkennen ist, sehen wir unten dieselben Plots noch
einmal stark vergréfert in der Nihe der Singularitdt von ¢'. Auffillig ist, dass auch die
zweite Komponente @% in diesem Bereich starke Oszillationen aufweist, obwohl ¢? dort
konstant Null ist.

In der néchsten Abbildung vergleichen wir die Performance von uniformer Verfeine-
rung mit jener des adaptiven Algorithmus, wenn der Residualschéitzer zum Markieren
benutzt wird. Als Adaptivitdtsparameter haben wir die drei Werte 8 = 0.9, 0.5, 0.1 ver-
glichen. Gerechnet wurde bis zu einer Elementanzahl von etwa N := #7, = 10000, dies
fiihrt auf vollbesetzte Galerkin-Matrizen mit etwa 400 mio. Eintragen. Wir plotten jeweils

e den (approximierten) Residualschitzer p, = Hh;/QVr((K + 3)Go — V&) £2ry2s
e die obere Schranke fiir den Fehler err, = Hh;/Q(tﬁ — @¢)|| 2(ry und

e die Dirichlet-Datenoszillationen oscp ¢ = ||h;/2vr(g = Go)ll2(ry2-
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Abbildung 7.5: BEM auf dem L-Shape mit Residualschitzer: Bogenldngen-Plots von
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Abbildung 7.6: BEM auf dem L-Shape mit Residualschétzer

unten: § =1, 0.9, 0.5, 0.1
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In Abbildung [7.6] ldsst sich klar beobachten, dass uniforme Verfeinerung eine abge-
schwichte Konvergenzrate von O(N —2/ 3) liefert, adaptive Verfeinerung hingegen die er-
wartete optimale Rate O(N -3/ 2), und zwar unabhingig fiir alle Adaptivititsparameter
0 =0.1, 0.5, 0.9.

In der darauffolgenden Abbildung [7.7] sieht man nochmal einen direkten Vergleich von
verschiedenen 6, wobei wir hier nur die zuverlédssige Fehlerschranke err, geplottet haben.
Das Ziel ist nun, herauszufinden, welche Wahl von 6 die beste ist. Im Bild oben links
werden zunachst 6 = 0.1, 0.250.5, 0.75, 0.9 sowie uniforme Verfeinerung (betitelt mit
6 = 1) verglichen. Hier ist nur zu erkennen, dass im Verhéltnis zu uniformer Verfeinerung
alle adaptiven Algorithmen nahezu gleich gut performen. Der Zoom im Bild oben rechts
verrdt Genaueres:

Erstens scheint — wenig tiberraschend — der Fehler monoton steigend in 6 zu sein: Kleinere
Werte von 6 liefern tendenziell kleinere Fehler bei gleicher Anzahl Elemente. Dies kann
man als empirischen Beweis dafiir werten, dass der Residualschétzer nicht nur eine obere
Schranke sondern auch tatsichlich ein sehr guter Indikator fiir die lokalen Beitrége des
Fehlers ist.

Zweitens ist aber — fiir mich iiberraschend — zumindest fiir 8 < 0.5 dberhaupt kein
Unterschied mehr feststellbar: Die verschiedenen Durchldufe des Algorithmus mit 6 =
0.1, 0.25, 0.5 scheinen fast dasselbe adaptive Netz generiert zu haben, wenn auch in ei-
ner erheblich verschiedenen Anzahl von Schritten. Fiir 8 = 0.75 und # = 0.9 ist noch
ein geringer Unterschied im Fehler feststellbar; doch als Fazit l&sst sich sagen, dass aus
Effizienzgriinden wohl mindestens eine Wahl von 68 > 0.75 zu empfehlen ist und auch
0 = 0.9 sicher keine schlechte Wahl darstellt.

In Abbildung [7.7] gehen wir der sich nun aufdringenden Frage nach, wie hoch 6 mawi-
mal gewéhlt werden kann, um noch deutliche Unterschiede zu uniformer Verfeinerung
(0 = 1) zu beobachten. Die Antwort ist wieder {iberraschend und lautet: Sehr hoch! Wir
plotten err, fiir & = 0.5, 0.9, 0.99, 0.999 und 0.9999. Faszinierenderweise kann bei allen
diesen Werten noch immer klar das Erreichen der optimalen Rate O(h*/2) beobachet
werden, wenn auch mit einer gewissen Verzdgerung: Bis etwas iiber 100 Elemente lduft
der Algorithmus fiir # = 0.9999 noch beinahe synchron mit § = 1.

7.2.2 Schlitz

Wir betrachten nun den Schlitz I' := (—0.5,0.5) x {0} und das Dirichlet-Problem auf dem
Aufenraum €2 := R? \ T, sieche Abbildung fiir typische Netze. Da €2 kein Lipschitz-
Gebiet ist und im Speziellen keinen duferen Normalvektor besitzt, ist der K-Operator
nicht wohldefiniert. Insbesondere ldsst sich das Dirichlet-Problem nicht zur Gleichung
Vo = (K + %)g umformulieren. Allerdings konnen der Spuroperator 7 : H%OC(Q) —
H'2(T") und daher auch der V- und V-Operator wie gehabt definiert werden; es gelten
dann dieselben Abbildungseigenschaften wie in Theorem [3.17] und Elliptizitdt wie in

~——1/2
Theorem [3.18, mit dem Unterschied, dass der Dualraum von H'/?(T) jetzt mit H / ()
bezeichnet wird und nicht mit H~/2(T).
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Abbildung 7.8: Schlitz I' = (—0.5,0.5) x {0}. Startgitter und verfeinertes Gitter.

Wir konnen folglich einen sogenannten ,indirekten“ Ansatz machen und eine Losung des

——1/2
Dirichlet-Problems von der Form u = V¢ mit ¢ € H / (T") suchen. Eine Losung mit
u|r = g fiir beliebiges g € H'Y?(I) liefert dann offensichtlich die Wahl ¢ := Vg, wir
miissen also wiederum eine schwach singuldre Integralgleichung 16sen, ndmlich

V=g aufl.

Es sei angemerkt, dass wir die Gleichung in Kapitel [4] in dieser allgemeineren Form
analysiert haben, falls I' Rand eines Lipschitz-Gebietes ist, und dass sich die Analysis
ohne grofe Anderungen auf offene Randstiicke iibertrigt.

Der Nachteil bei der indirekten Formulierung ist, dass das gesuchte ¢ nun keine natiirliche
Bedeutung in Zusammenhang mit der urspriinglichen PDE hat. Insbesondere sind wir
nicht mehr in der Lage, uns eine Losung w vorzugeben und das exakte ¢ einfach als
Konormalenableitung von u zu berechnen. Also geben wir willkiirlich eine mdglichst
einfache Funktion g: I' — R? vor:

g(t,0) == (é) . te[-05,05].

Kurioserweise gelang es uns bei dieser Wahl von g, auf empirischem Weg und durch
,Raten“ im Nachhinein eine geschlossene Form der exakten Losung ¢ zu bestimmen; dies
wird der Leser in Kiirze nachvollziehen kénnen.

Wir vergleichen wieder uniforme Verfeinerung mit dem adaptiven Algorithmus (mit
6 = 0.5, falls nicht anders angegeben). In Abbildung sehen wir zunéichst eine qua-
litative Visualisierung unserer Experimente. Da wir die exakte Losung ¢ (zu diesem
Zeitpunkt) nicht kennen, haben wir diesmal stattdessen das Residuum (V®,)! — 1 ent-
lang der Bogenlingenparametrisierung geplottet. Die zweite Komponente (V®;)? — 0 ist
uninteressant, da aufgrund der Wahl von I' und g stets (V®,)? = 0 = @2 gilt.

Links in Abbildung [7.9] sehen wir die Ergebnisse von uniformer Verfeinerung nach 32
(links oben) bzw. 512 Elementen (links unten). Rechts sehen wir adaptive Verfeinerung
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Abbildung 7.9: BEM auf dem Schlitz mit Residualschitzer: Bogenldngen-Plots des Re-
siduums (V®,)! — g'. Links: Uniforme Verfeinerung nach 32 bzw. 512
Elementen. Rechts: Adaptive Verfeinerung (6 = 0.1) nach 32 bzw. 511
Elementen.

nach 32 (rechts oben) bzw. 511 Elementen (rechts unten). Diese Bilder zeigen sehr schon,
was bei uniformer Verfeinerung schief lauft: Der Fehler ist am Rand des Intervalls (d.h.
in der Néhe der Singularitdten) viel zu grof und in der Mitte unnétig klein. Bei adapti-
ver Verfeinerung hingegen verteilt sich der Fehler gleichméfig iiber das ganze Intervall:
Durch schnelles Verfeinern am Rand und langsames Verfeinern in der Mitte werden ent-
stehende Unregelméfigkeiten sofort wieder ausgeglichen. Besonders im Bild unten rechts
ist gut zu beobachten, wie die Abstufung der Netzweite auch eine Abstufung der Oszil-
lationsgeschwindigkeit des Residuums induziert. Dies wird in gewisser Weise durch die
Galerkin-Orthogonalitét erzwungen, da das Residuum auf jedem Element eine Nullstelle
haben muss.

Bei diesem Beispiel meldete MATLAB schon nach einigen hundert Elementen Warnun-
gen, dass die Hohe der Konditionszahl der Galerkin-Matrix V' moglicherweise Ungenauig-
keiten in der Losung zur Folge hétte. In der Folge waren auch gravierende Instabilititen
des Algorithmus ab etwa #7, > 4000 zu beobachten. Um dem entgegenzuwirken, be-
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Abbildung 7.10: BEM auf dem Schlitz mit Residualschétzer: Konditionszahl der
Galerkin-Matrix, mit und ohne diagonale Skalierung.

nutzen wir diagonale Skalierung; das bedeutet, wir 16sen statt Vo = b das dquivalente
Gleichungssystem Vscaledgscaled — pscaled o1 6
yscaled . Vij pscaled . \/Tm pscaled . b; ]
1] /7Viivjj’ i NN AV 7 /7Vu
Die diagonale Skalierung hat eine deutliche Reduktion der Konditionszahl zur Folge. Dies
haben wir in Abbildung veranschaulicht. Neben den Konditionszahlen cond(V') und
cond(V*¢@ed) plotten wir auch Approximationen fiir diese, nimlich

2
cond(V) = N (hmax> und cond(Vsealed) x N,
hmin

Hier ist N := #7; die Anzahl der Elemente und Apax, Amin sind die maximalen bzw.
minimalen Netzweiten von Tp. Die Approximationen stammen aus [AMT99]. Die Autoren
beweisen (in einem allgemeineren Setting), dass sie bis auf zusitzliche logarithmische
Faktoren tatsdchlich verldssliche obere Schranken fiir die jeweiligen Konditionszahlen
bilden. Wie in Abbildung [7.10] zu sehen, beschreiben die Approximationen sehr gut das
tatsdchliche Verhalten der Konditionszahl.

Durch die diagonale Skalierung wurde zwar erfolgreich die MATLAB-Warnung abgestellt,
doch leider hatte dies keine Reduktion der von uns beobachteten Instabilitidten zur Folge.
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Abbildung 7.11: BEM auf dem Schlitz. Oben: Uniform. Unten links: Markierung mit
Residualschétzer. Unten rechts: Markierung mit h-h/2-Schétzer.

Dies deutet darauf hin, dass die Instabilitdten von der Berechnung der Galerkin-Matrix
kommen und nicht vom Losen des Gleichungssystems. Die Performance des adaptiven
Algorithmus kann in Abbildung nachvollzogen werden. Da wir (bisher) keine Mdg-
lichkeit haben, den exakten Fehler zu bestimmen, und da aufgrund unserer Wahl von
g € PY(T;) keine Datenoszillationen existieren, haben wir nur Fehlerschitzer geplottet,
den Residualschatzer und den h-h/2-Schétzer. Oben sehen wir die Ergebnisse von uni-
former Verfeinerung, unten links den adaptiven Algorithmus mit Markierung durch den
Residualschétzer, unten rechts Markierung durch den h-h/2-Schétzer.

Die Konvergenzrate von uniformer Verfeinerung ist noch schlechter als beim L-Shape-
Beispiel: Wir beobachten nur O(N~1/2) und folgern, dass die Losung ¢ hochstens in
L*(I") liegen kann. Im Gegensatz dazu erreicht der adaptive Algorithmus wieder die
erwartete optimale Rate O(N ~3/2), zumindest bis sich die Instabilititen bemerkbar ma-
chen, wo dann die Rate sofort zusammenbricht. Dies ist auf den unteren beiden Bildern
im jeweils letzten adaptiven Schritt (bei etwa N = 4000) deutlich zu sehen.

Da wir derartige Instabilitéten bei numerischen Experimenten auf anderen Gebieten nicht
beobachtet haben, lag es nahe, sich die Singularitdten in der ersten Komponente der
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Abbildung 7.12: BEM auf dem Schlitz mit Residualschétzer: Bogenldngen-Plots der
Galerkin-Losung @} nach etwa 2000 Elementen.

Losung ¢! niher anzuschauen. In Abbildung sehen wir zwei Plots einer diskreten
Approximation @% entlang der Bogenlinge. Interessant ist vor allem das rechte Bild,
welches einen loglog-Plot von <I>l} in der Nédhe der Singularitédt am linken Intervallrand
zeigt. Wir haben auch die Ordnung der Singularitdt bestimmt: Die Losung verhélt sich
dort offenbar wie t~/2. Die Ubereinstimmung ist in der Tat so gut, dass wir uns gefragt
haben, ob die Losung nicht sogar genau von der Form

1
V0.52 — 22’

mit A € R ist. In diesem Fall wire ¢ nicht einmal in L*(T'), was vielleicht das friihe
Auftreten von Instabilitdten im adaptiven Algorithmus zum Teil erklért.

o (z,0)=A ¢*(2,0) =0 fiir alle z € (—0.5,0.5) (7.1)

Unsere Vermutung liefs sich sehr einfach numerisch untermauern und schlussendlich auch
beweisen. Die Aussage inklusive der Bestimmung der Konstanten A ist im folgenden
Lemma enthalten.

Lemma 7.1. (i) Fir alle x € [—1,1] gilt

Y og |z — ¢

—1 V1 —t2

(11) Sei a > 0 und I' := (—a,a) x {0}. Sei weiters die Matriz-wertige Funktion ®: ' —
R2%2 gegeben durch

27 27
dt = %/0 log |z — sin | df = 5/0 log|sinf|df = —mwlog2. (7.2)

1 1 0 .
®(z,0) := T <O 1) fir alle (x,0) € T

Dann gilt

(V®)(z,0) = <001 &) fiir alle (x,0) € T

141



mit den Konstanten

1 2
¢, = ——— (A +3u)log =+
| T3 <( +3p)log — + +u>,
A 2
O = T3 .2

du(A+2p) " a
Beweis. (i) Die erste Gleichheit in ([7.2) erhélt man durch die Substitution ¢ = sin,
dt = v/1 — t2df und die simple Beobachtung
w/2 27
/ log |z — sin | df = %/ log |z — sin 6| d6.
—7/2 0

Wegen der Voraussetzung = € [—1,1] konnen wir = siny mit ¢ € [0,27) schreiben.
Um die zweite Gleichheit zu sehen, verwenden wir die folgende Faktorisierung des Sinus:

1, . )
Damit haben wir

27 27
/ log |x — sin 6| df = / log [e!9=%) — 1] + log |e'0+) + 1| — log 2 d6.
0 0

Teilen wir das Integral auf und machen die Phasenverschiebungen 6 — 6 + ¢ bzw. 8 —
0 — v, so eliminieren wir die Abhéngigkeit von ¢. Die rechte Seite ist also gleich

2T ) ) 2
/ log\eze—ll—l—log\ew—i—l]—log2d9:/ log | sin 0| d6.
0 0

Letzteres ist ein ,klassisches“ Integral, dessen Wert —2mlog2 mit verschiedensten Me-
thoden bestimmt werden kann; wir fiihren dies nicht aus.

(ii) Da die y-Komponente auf I' = (—a, a) x {0} konstant Null ist, gilt dort

e (0) 0= (0 )

Damit vereinfacht sich die Fundamentallosung (3.25)) zu

U(:U,O):LFM <—(A+3u)log|x! <(1) 2) O+ ) <(1) 8))

Wir schreiben der Kiirze halber B := 4u(A 4 2u). Der V-Operator, angewandt auf die
oben definierte Funktion ®, fiihrt also auf das Integral

1 O) @ log |z — t|

(V(I))(gj’()):Biﬂ_ [—()\+3u) (0 1 _aﬁdH(Aer <é 8)

a 1
—dt| .
/;a V (12 - t2 :|

142



Solution for 10 elements Solution for 225 elements
T T T

251

T T T T T
Galerkin solution | Galerkin solution
— — - exact solution — — - exact solution

L L L L L L L L L 1 L L L L L L L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 08 09 1

Abbildung 7.13: BEM auf dem Schlitz mit Residualschitzer: Bogenléngen-Plots der
Galerkin-Losung ®} und der exakten Losung ¢' nach 10 (links) und
225 Elementen (rechts).

Mit der Substitution ¢ = at’ erhalten wir zunichst

dt' = arcsin(1) — arcsin(—1) = 7.

© 1 /1 1
s dt= |
—a A /a2 _ t2 _1 /1 _ (t/)2
Mit derselben Substitution, = az’ und (i) sehen wir weiters

@ log\m—t| _ loga gt L log |z’ —t/|
—a \/a2_t \/1— t/ —1 \/1_(t/)2

Insgesamt erhalten wir also

dt' = rloga — mlog 2.

1 10 a 10
(V@) (z,0) = B [—()\ +3p) <O 1> mlog 5 + A+ ) (0 O> 7'[':| .
Da sich 7 wegkiirzt, liefert dies die Behauptung. O

In unserem speziellen Fall mit 4 = A =1 und a = 0.5 ist die exakte Losung von

Vo0 = (3). @oer

also tatséichlich durch (7.1 gegeben, mit der Konstanten

_ 6
~ 4log2+1°

Zur numerischen Verifikation zeigen wir in Abbildung [7.13] zwei Bogenléngen-Plots, wel-
che ¢' mit der diskreten Approximation @% vergleichen.
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Abbildung 7.14: BEM auf dem Schlitz mit Residualschétzer: Konvergenzplot fiir 8 = 0.8,
n=10""7

Schlussendlich gelang es uns doch, die in der Aufstellung der Galerkin-Matrix V' in-
volvierten Parameter so einzustellen, dass der adaptive Algorithmus stabil bis knapp
N = 10000 lief. Der dazugehérige Plot befindet sich in Abbildung[7.14] Den entscheiden-
den Unterschied hat gemacht, dass wir erstens die Anzahl der benutzten Gauf-Knoten
beim semi-analytischen Rechnen von 2 auf 4 erhéht haben, und zweitens den Admissi-
bilitdtsparameter n von 107° auf 1077 verringert haben, also noch mehr Elemente rein
analytisch berechnen als bisher.

Das Problem ist damit auch schon relativ gut umkreist: Auf stark adaptierten Netzen
liegen Elemente, die einen sehr grofsen Abstand relativ zu ihrer Grofse haben, gegebenfalls
trotzdem sehr nah beieinander, was dazu fiihrt, dass die Genauigkeit der Gauk-Quadratur
leidet, da sich der Integrand in der Ndhe einer Singularitét befindet. Eine Moglichkeit, die
Stabilitdt weiter zu verbessern ohne den Rechenaufwand in die Hohe schiefsen lassen, wére
vermutlich, die Anzahl der Gaufs-Knoten dynamisch an die Ndhe der beiden Elemente
zueinander anzupassen, d.h. die Anzahl fiir nahe beieinander liegende Elemente deutlich
Zu steigern.

Den Admissibilitdtsparameter noch kleiner zu machen ist leider keine Option, da sich ab
n < 108 die Rundungsfehler aufgrund von Differenzbildung bemerkbar machen, welche
beim rein analytischen Rechnen auftreten. Fiir = 1072 und allen anderen Parametern
genau wie in Abbildung lasst sich ein drastischer Zusammenbruch der Stabilitét
bereits bei N ~ 1000 beobachten!
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Abbildung 7.15: Quadratisches Gebiet. Links: Startgitter, rechts: verfeinertes Gitter mit
etwa 35000 Elementen

7.3 Ergebnisse fiir FEM-BEM-Kopplung
7.3.1 Glattes Problem auf dem Quadrat

Wir testen nun unsere Implementierung der FEM-BEM-Kopplung. Zum Aufwérmen be-
trachten wir ein glattes Problem. Als Gebiet wihlen wir das Quadrat 2 = [—0.5,0.5)2
und als Losung des Transmissionsproblems

1

T —1y

uint(x’ y) _ 627r(x+iy)87 uext(l,7y) _
mit der {iblichen Identifikation R? = C. Man beachte, dass u®*' eine konjugiert analyti-
sche Funktion auf €’ ist, die die Abklingbedingung erfiillt. Die Lamé-Parameter wihlen
wir wieder als p™ = At = pext — \*t — 1 Das Gebiet mit dem Start-Gitter und
einem adaptiv verfeinerten Gitter ist in Abbildung [7.15] zu sehen. 3D Plots der inneren
Losung u := u™ und der rechten Seite f = Lu auf einem gleichmiifigen Gitter mit 8192
Elementen zeigt Abbildung[7.16] Optisch sieht f dhnlich aus wie u, weist aber wesentlich

breiter gestreute Funktionswerte auf.

Wir werfen nun den adaptiven Algorithmus an und sehen uns ein paar Bilder der Galerkin-
Losungen (uz, ¢) an. Abbildung[7.17]zeigt w, nach 128 (oben) und 1094 (unten) Elemen-
ten. Die Konvergenz gegen die exakte Losung ist relativ gut zu sehen. Die approximative
dufere Konormalenableitung ¢, zusammen mit dem exakten ¢ ist auf Abbildung [7.1§]
zu sehen, ebenfalls nach 1094 (Volums-)Elementen. Die Anzahl der Randelemente auf
diesem Bild ist 120.

Als néchstes betrachten wir Konvergenzgraphen. In Abbildung sehen wir links die
Ergebnisse uniformer Verfeinerung und rechts jene des adaptiven Algorithmus mit 6 =
0.5. Gerechnet wurde uniform bis zu etwa N := #7, = 524000, adaptiv bis etwa N =
407000.
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Abbildung 7.16: FEM-BEM-Kopplung auf dem Quadrat 2 = [-0.5,0.5]2. Oben: exakte
Losung u(z,y) = e2™@+)® Unten: f = Lu
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Abbildung 7.17: FEM-BEM-Kopplung auf dem Quadrat Q = [-0.5,0.5]2. Galerkin-
Losung uy nach 128 Elementen (oben) bzw. 1094 Elementen (unten).

Arclength plot of exterior conormal derivative phi, 1st component Arclength plot of exterior conormal derivative phi, 2nd component
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Abbildung 7.18: FEM-BEM-Kopplung auf dem Quadrat. Bogenldngen-Plots von ¢, und
¢ nach 120 Randelementen.
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Abbildung 7.19: FEM-BEM-Kopplung auf dem Quadrat, Fehlerschitzer und obere Feh-
lerschranke. Links: uniform, rechts: adaptiv. Oben: alle Beitrége. Mitte:

# Boundary Elements
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nur Beitrdge im Inneren. Unten: nur Beitrége auf dem Rand.
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In der oberen Zeile von Abbildung sind zunéchst der gesamte Fehlerschétzer n(T,U&)
sowie die obere Fehlerschranke

err}® = ([Ju— w31 ) + 112 (6 = 013202
eingezeichnet. Wie wir sehen kénnen, erreichen beide Verfahren die Konvergenzrate von
O(N~1/?), was zu erwarten war, da die vorgegebenen Lisungen des Transmissionspro-
blems glatt sind. Trotzdem war bei ndherem Hinsehen zu beobachten, dass das adaptive
Verfahren die Daten deutlich schneller auflost. Beispielsweise wurde eine Toleranzgrenze
von err?B < 0.1 adaptiv bereits nach etwa 4500 Elementen und 1.6 Sekunden erreicht,
uniform erst nach etwa 32800 Elementen und 3.8 Sekunden (obwohl wir fiir uniform na-
tiirlich die Zeit fiir den Fehlerschitzer und mehrmaliges Losen nicht mitgerechnet haben).

In der mittleren Zeile von Abbildung [7.19] vergleichen wir nur die Beitrige von Fehler-
schiatzer und Fehlerschranke, welche vom Inneren des Gebietes {2 kommen. Der Fehler-
schétzer im Inneren lautet

N(T0)? = Ihef 320y + I abnudlleg g0

Den ersten Term haben wir unter dem Namen ,Volume force* eingezeichnet, den zweiten
Term unter dem Namen ,Jump Terms“. Wie zu sehen ist, verhalten sich die beiden
Terme &hnlich. Ebenfalls zu sehen ist der Fehler der Losung im Inneren, [[u — w¢| g1 (g,
eingezeichnet als ,Error u®. Es ist auffillig, dass der Fehlerschitzer n(7;) den eigentlichen
Fehler hier deutlich iiberschéatzt.

In der untersten Zeile sehen wir nur die Beitrdge auf dem Rand, diesmal nicht gegen die
Anzahl der Volumselemente geplottet, sondern gegen die Anzahl der Randelemente #&.
Der Fehlerschétzer lautet hier

()% = bz (d¢ — Mg + oy) Hia(r)+||hz/§w (5 = K)ue+ Ve — (5 = K)uo) [ 72(r-

Den ersten Term haben wir ,Conormal Derivatives* getauft, den zweiten  Traces“. Aufer-
dem wurde die Fehlerschranke fiir die dufere Konormalenableitung ||h§/ E2(¢ — @0l L2y
geplottet, unter dem Namen ,Error phi“. Bemerkenswert ist, dass alle drei Randterme
mit der schnelleren Konvergenzrate O(#&, 3/ 2) fallen, die wir auch schon von den BEM-
Experimenten kennen.

7.3.2 L-Shape

Fiir unser zweites Beispiel betrachten wir wieder das L-formige Gebiet skaliert mit dem
Faktor a := 0.3, siehe Abbildung [7.20] Die Lamé-Parameter setzen wir wie zuvor alle
gleich 1. Als Losungen des Transmissionsproblems wéhlen wir

Oé2

2/3 1 -
5a?+ (z—iy)?

u™(z,y) = (x —iy)*P + 27 + %, u™(z,y) =

Den ersten Term (z — iy)?/3 von u := u™ hatten wir bereits im BEM-Beispiel. Er

bewirkt eine Singularitit der Losung bei 0. Der zweite Term 22 + y? wurde gewihlt, um
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Abbildung 7.20: L-Shape. Links: Startgitter, rechts: verfeinertes Gitter mit etwa 2600
Elementen.

eine nicht-triviale rechte Seite zu erhalten: Es gilt f := Lu = (—8,0)”. Die konjugiert
meromorphe Funktion u®* hat ihre beiden Singularititen bei +ia € € und ist daher
eine Losung von L'u®™' = 0 im Aufenraum.

Wir verzichten diesmal auf Plots der Losungen und betrachten nur die Konvergenzraten.
Abbildung[7-2T]ist genauso angeordnet wie Abbildung[7.19} links uniform, rechts adaptiv,
oben alle Terme, in der Mitte nur die Terme im Inneren und unten nur die Randterme.
Wir haben wieder bis etwa einer halben Million (Volums-)Elemente gerechnet.

Wie zu erwarten war, kann uniforme Verfeinerung diesmal nicht mithalten: Der Fehler
ebenso wie der Fehlerschitzer fallen mit der abgeschwiichten Rate O(N~/3). Von den
Termen im Inneren féllt nur [|he f|| 12 (q) mit O(N~1/2), was klar ist, da f konstant ist und
die Beziehung hZN =~ |Q| gilt. Die Randterme fallen allesamt mit der abgeschwiichten
Rate O(#¢&, 2/ 3), die wir bereits im BEM-Beispiel auf dem L-Shape beobachtet haben.

Adaptive Verfeinerung mit § = 0.5 hingegen erreicht auch hier wieder die optimalen
Konvergenzraten O(N~/2) bzw. O(#SK_S/Q) auf dem Rand.
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Abbildung 7.21: FEM-BEM-Kopplung auf dem L-Shape, Fehlerschétzer und obere Feh-
lerschranke. Links: uniform, rechts: adaptiv. Oben: alle Beitrége. Mitte:
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nur Beitrdge im Inneren. Unten: nur Beitrége auf dem Rand.
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