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Zusammenfassung

Viele Prozesse, beispielsweise in der Naturwissenschaft oder Technik, kénnen sehr gut
durch unterschiedlichste Differentialgleichungen beschrieben werden. Da es nicht immer
moglich ist, die Losungsfunktionen fiir derartige Differentialgleichungen explizit zu be-
stimmen, ist die Mathematik gefordert, Algorithmen zur numerischen Berechnung be-
reitzustellen, welche die Losung mit endlichem Rechenaufwand zumindest approximativ
bestimmen kénnen.

Um einen brauchbaren Algorithmus zu entwickeln, sind jedoch natiirlich einige Faktoren
zu beriicksichtigen, unter anderem:

e Approximationsfehler,

e Rechenaufwand,

e Forderungen an die Eingangsdaten,
e ctc. ..

Wir wollen im Rahmen dieser Arbeit die Poisson-Gleichung mit inhomogenen Dirichlet-
Randbedingungen in zwei Dimensionen untersuchen:

—Au=f in Q CR?
u=g aufl :=0Q.

In weiterer Folge ist es nun das Ziel, unterschiedliche Varianten der Variationsformulie-
rung und anschliefender numerischer Diskretisierung dieses Problems zu untersuchen. Die
entscheidende Rolle soll dabei die (im allgemeinen inhomogene) Dirichlet-Randbedingung
spielen, wenn es um die folgenden Fragen geht:

e Wie sieht die Losungstheorie der exakten und der approximativen Losung aus? (siehe
Kapitel 3 und 4)

e Wie sieht der Approximationsfehler aus? Welche A-Priori- und A-Posteriori-Fehlerab-
schitzungen gibt es? (siche Kapitel 4 und 6)

e Wie kénnen A-Posteriori-Fehlerabschidtzungen verwendet werden, um einen adapti-
ven Finite-Elemente-Methode-Algorithmus zu realisieren? (siehe Kapitel 7)

Vor allem geht es uns um die folgende Frage:

e Welche unterschiedlichen Ansatzmoglichkeiten gibt es, eine Approximationslosung
uy, zu erhalten und wie sehen die Antworten auf die obigen Fragen in den verschie-
denen Fillen aus?



In [FPP] und [AFKPP] wird auf genau diese Themen eingegangen. Dort wird u;, so kon-
struiert, dass es am Rand I' mit einer geeigneten Approximation g, von g iibereinstimmt.
Wir werden die Vorgangsweise und die wichtigsten Resultate aus diesen Papers in der
Arbeit zusammenfassen. Da dies jedoch nicht der einzig mdogliche Ansatz ist, die Rand-
daten einfliefen zu lassen, werden wir uns dann auch der gemischten Formulierung aus
[BBF| und Nietsches Methode aus [Han| annehmen und dort versuchen, entsprechende
Resultate herzuleiten.

In den ersten Kapiteln der Arbeit finden sich zunéchst einige grundlegende Resultate
und Ausfithrungen um den Bereich der Finite-Elemente-Methode. Der Hauptteil beschéf-
tigt sich dann genau mit der oben genannten Thematik. Schlussendlich schliefen wir die
Arbeit dann mit ein paar numerischen Simulationsreihen zu den theoretischen Ausfiih-
rungen ab.



Abstract

Many processes in science and technology can be described quite conveniently by various
differential equations. In most cases, it is not possible to determine the solution of these
equations explicitly. Therefore, it is important to provide numerical algorithms to find
them at least approximately.

For a useful algorithm, we have to consider a few criteria, for instance:
e approximation errors,
e computational effort,
e requirements for the input parameters,
e ct cetera. ..

In this thesis, we consider the Poission equation with inhomogeneous Dirichlet boundary
conditions:

—Au=f inQ CR?
u=g onl :=09.

We aim to investigate differnet Galerkin discretisations of this problem. The focus is
on the numerical treatment of the inhomogenuous boundary conditions. The important
questions are the following:

e What is the mathematical background of an exact and approximate solution?

e What can be shown mathematically about the approximation error as well as a
priori and a posteriori estimates?

e How can we develop an adaptive finite element method by use of a posteriori error
estimates?

Especially we consider the following question:

e What are possible approaches to get an approximate solution u; and what are the
answers of the above questions in the different cases?

In [FPP| and [AFKPP| these topics are investigated by first approximating g by some
discrete boundary condition g, so that the finite element solution satisfies u, = g5 on I'.
We are going to present this approach with the main results of those papers. Furthermore,
we consider a mixed method like in [BBF] and Nitsche’s method like in [Han| and derive
similar results to [FPP, AFKPP].



In the first chapters of the thesis, we also present some fundamental results dealing with
the finite element method in general. The main part discusses the above mentioned to-
pics. Finally, we conclude the thesis with some numerical experiments which underpin
theoretical results.
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Kapitel 1

Vorbemerkungen

In diesem Kapitel wollen wir uns zundchst den Notationen und einigen Vereinbarungen
zuwenden, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit verwendet werden. Auferdem werden hier
einige bekannte elementare Resultate zusammengefasst, auf denen die folgenden Kapitel
aufbauen sollen. Fiir die dazugehorigen Beweise wird teilweise auf entsprechende Stellen
in der Literatur verwiesen.

Zuvor definieren wir jedoch das grundlegende Modellproblem, auf welchem in weiterer
Folge die gesamte Arbeit basiert:

Definition 1.1. (Modellproblem) Sei d > 2 und 2 C R? ein Gebiet mit Rand T.
Betrachte fiir die gegebenen Funktionen f,¢ und die gesuchte Funktion u die Bestim-
mungsgleichungen

—Au=f inQ, (1.1a)
u=g aufl. (1.1b)

Auf die notwendigen Bedingungen, die an die auftretenden Funktionen u, f, g und Mengen
Q,T" an dieser Stelle gestellt werden miissen, wird in den folgenden Kapiteln genauer
eingegangen.

A

1.1 Notationen und Vereinbarungen

Annahme 1.2. Wir wollen in Voraussicht auf die Behandlung unseres Modellproblems
(1.1) mittels Finiter Elemente annehmen, dass in weiterer Folge fiir die Menge 2 und
deren Rand T stets folgende Voraussetzungen erfiillt sind:

e () ist eine beschrinkte, offene und zusammenhingende Teilmenge von R?.

e [ besteht aus den Oberflichen von endlich vielen d-Polytopen und ist jeweils orien-
tierbar.

A

Bei den meisten, in diesem Kapitel prasentierten Sitzen, konnen diese Voraussetzungen
entsprechend abgeschwécht werden, wie es an den angegebenen Literaturstellen ersichtlich

7



ist. Fiir unsere Zwecke sollten sie sich jedoch als ausreichend herausstellen.

Wir definieren auferdem die Ableitungsoperatoren fiir Funktionen u : R? — R in kar-
tesischen Koordinaten wie folgt:

e i-te partielle Ableitung:

ou = Y fiir alle i = 1,....,d.
(%r:i
e Gradient:
81u
Vu := :
6du
e Normalenableitung:
o= 2Ly
i = — = Vu-n.
on

e Laplace-Operator:
d
Au = Z O%u.
i=1

Man beachte dabei, dass wir diese Symbolik sowohl fiir klassische, als auch fiir schwache
Ableitungen verwenden. Genauere Erlduterungen dazu finden sich in [Jue, Kapitel 2].

Wir werden es im Laufe der Arbeit mit einigen Vektorrdumen (insbesondere mit Hil-
bertraumen) zu tun bekommen. Dafiir wollen wir vorweg annehmen, dass es sich dabei
jeweils um Vektorrdume iiber dem Zahlenkorper der reellen Zahlen R handelt.

Fiir zwei Funktionen wuq, us aus einem Hilbertraum H schreiben wir

<U1, U2>H

fiir deren Skalarprodukt. Die gleiche Notation verwenden wir fiir das Dualitatsprodukt
H*x H— R, (u*,u) — u*(u) in der Form

<U*7u>H*><H-

Bei Lebesgue-Integralen iiber messbare Teilmengen des R? (wie zum Beispiel ) von Funk-
tionen u verwenden wir die Notation
/ u d,
Q

ebenso schreiben wir fiir Integrale iiber Oberfldchen, die sich aus (d — 1)-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten im R? zusammensetzen lassen (wie zum Beispiel I'), von Funktionen g

/gd,u.
r



1.2 Einleitende Definitionen und Resultate

Definition 1.3. (Lebesgue-Raum) Sei M C R eine beliebige Lebesgue-messbare Men-
ge. Mit L?(M) bezeichnen wir den Vektorraum aller quadratisch integrierbaren Funktio-
nen, also

Lf(M)::{u:M%R‘ / qu)\<oo}.
M
Gehen wir anschliefend zu den Aquivalenzklassen [u]. beziiglich der Aquivalenzrelation
Uy ~ Uy <= Uu; = Uy fast iberall
iiber und definieren
LAM) = {[u]~ | uw e LIM)},

so bildet dieser Quotientenraum mit den iiblichen Verkniipfungen auf den Aquivalenz-
klassen ebenfalls wieder einen Vektorraum. Um die Notation zu vereinfachen, werden
wir statt [u]. wieder einfach u schreiben und von u als L?-Funktion sprechen, obwohl
sich dann hinter jedem u € L?(M) eigentlich eine ganze Aquivalenzklasse an Funktionen
M — R verbirgt. Der Vorteil gegeniiber dem urspriinglichen Raum L?(M) ist, dass wir
den Raum L*(M) fiir u,v € L?(M) mit dem Skalarprodukt

(U, v) 2(0) = / uv dA
Q

und der dadurch induzierten Norm

HUHLQ(Q) =/ <U,U>L2(Q).

versehen kénnen und damit sogar einen vollstdndigen Vektorraum, also einen Hilbertraum
erhalten.
Die Details zu dieser Vorgehensweise finden sich beispielsweise in [Kus, Kapitel 13]. A

Bemerkung 1.4. Ein wesentlicher Nachteil der obigen Definition des Lebesgue-Raumes
iiber die Aquivalenzklassen ist, dass Punktauswertung fiir diese ,Funktionen” nicht mehr
wohldefiniert ist, da zwei verschiedene Elemente einer Aquivalenzklasse nur fast iiberall
iibereinstimmen miissen. Dies gilt genauso fiir die ,Funktionen” aus den, im Folgenden
definierten, Sobolevraumen. A

Definition 1.5. (Sobolevrdume) Sei 2 C R? offen. Wir definieren durch HY(Q) :=
L*(Q) den Sobolevraum mit Ordnung 0.
Weiters definieren wir dann induktiv fiir m > 1

H™(Q) := {u € L*(Q) | u schwach differenzierbar und du € H"'(Q),Vi=1,...,n}

die Sobolevraume mit Ordnung m und versehen diese mit dem Skalarprodukt
<u, U>Hm(Q) = <U,, U)LQ(Q) + Z(@Zu, 81U>Hm71(9)
i=1

und der dadurch induzierten Norm

[wll m(a) = 1/ (U, u) pm().-



Bemerkung 1.6. Die Ausdriicke in Definition 1.3 und 1.5 machen sowohl fiir reell, als
auch fiir vektorwertige Funktionen « und v Sinn.
Daher konnen wir beispielsweise || Vu/| 2oy schreiben und es gilt der Zusammenhang

||U||§{1(Q) = ||U||%2(Q) + ||VU”%2(Q)~ (1.2)
Insbesondere gilt

<
[ullr2(0) < llullm e (1.3)
IVullr2@) < llull g
A
Fiir die eben eingefiihrten Rdume gilt der folgende Satz:

Satz 1.7. Die in den Definitionen 1.3 und 1.5 definierten Funktionenrdume sind jeweils
vollstandig, also Hilbertraume. 0

Bemerkung 1.8. Die Sobolevridume konnen (siehe [Jue, Definition 4.3, Satz 4.4]) fur
m > 0 auch durch

H"“(Q) = {u € C>(Q) |||U||Hm(Q) < oo}
charakterisiert werden. AN

Bemerkung 1.9. Sobolevraume konnen anstatt direkt auf messbaren Teilmengen des
R? auch auf Mannigfaltigkeiten definiert werden. Fiir uns wird im weiteren Verlaufe der
Arbeit vor allem der Fall einer 1D-Mannigfaltigkeit im R? interessieren. A

Satz 1.10. (Einbettungssatz von Sobolev) Seien, neben der Raumdimension d, k € N
und m € Ny zwei Zahlen, fiir die k—g > m erfiillt ist. Dann lasst sich der Funktionenraum
H* () stetig in C™(Q2) einbetten. Da Funktionen aus H*(2) nur fast iiberall definiert sein
miissen, ist diese Einbettung im Sinne von

Yu € H*(Q) Ia € C™(Q) : u = @ fast iiberall
zu verstehen.

U
Der Beweis fiir den folgenden Satz wird in |[Pra, Theorem 2.12| ausgefiihrt:

Satz 1.11. (Spur-Operator) Sei 2 ein beschrinktes Gebiet (d.h. offen, nicht leer und
zusammenhéngend) mit lipschitzstetigem Rand I'. Dann existiert ein eindeutiger linearer
und stetigen Operator v : H'(Q) — L*(T), so dass yu = ulr fiir alle u € C1(Q2) C H'(Q)
gilt.

Definition 1.12. Mit den Voraussetzungen aus Satz 1.11 definieren wir weiters

HY?(T) := range(y) C L*(T)
H () == ker(y) € H'(9).

Satz 1.13. Fiir die Rdume aus Definition 1.12 gilt:

10



(i) Versehen wir H*/?(T") mit der Norm

gl 12y == ueiHnlf(Q) [ullm0),

yu=g
so bildet dieser einen Hilbertraum.

(ii) Der Raum H'/2(T') lisst sich stetig in L?(T") einbetten, d.h. es existiert eine Kon-
stante Clinp > 0, sodass fiir alle g € HY2(T') gilt

||g||L2(F) < Ceinb||9||H1/2(F)~

(iii) Der Raum H;j(Q) ist ebenfalls ein Hilbertraum.
U

Bemerkung 1.14. Wegen Satz 1.13 konnen wir den Spur-Operator v im Unterschied
zu Satz 1.11 auch als surjektiven linearen und stetigen Operator zwischen den Raumen
H'(Q) — H'Y?(I') betrachten. JAN

Definition 1.15. (Dualrdume der Sobolevridume) Wir definieren die Dualrdume der
beiden Hilbertraume aus Definition 1.12 durch

H V() = (H*(D))
HH(Q) = (Ho ()

A

Mit dem Spursatz 1.11 kénnen wir bei Funktionen aus Sobolev-Réumen partiell integrie-
ren. In [Pra, Corollary 2.13| wird folgendes gezeigt:

Satz 1.16. (partielle Integration) Seien u,v € H*(f2), dann gilt fiir alle i = 1,...,d

/u@iv d\ + / vo;u d\ = /%WUT% du,
Q Q r

wobei n; fiir die i-te Koordinate des Oberflachennormalvektors von I' steht.

Korollar 1.17. Gilt zu den Voraussetzungen von 1.16 zusitzlich u € H?(2), dann gilt:

/VU-VU d)\+/vAud/\:/7v8nudu
Q Q r

Beweis. Wegen u € H?() ist nach Definition 1.5 auch d;u € H*(Q2) und wir kénnen Satz
1.16 auch auf 0;u anstelle von © anwenden und erhalten

/@uaiv d\ + / vO}u d\ = /yvvaiuni dpu.
Q Q r

Summiert man in dieser Gleichung auf beiden Seiten iiber ¢ = 1,...,d, dann erhalt man
genau die Behauptung. O
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Definition 1.18. Sei H ein Vektorraum und seien (-, -}y und (-, -)) y zwei Skalarprodukte

auf H, welche die beiden Normen || - ||z := +/(-,-) und || - ||z := +/(:,-)) induzieren.
Wir nennen die beiden Skalarprodukte dquivalent, wenn die Normen dquivalent sind, d.h.

allvllg < |vllg < Bllvl|lg  fir allev e H (1.4)
fiir zwei Konstanten o, § > 0 gilt. A

Lemma 1.19. Sei H ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-, )y und ((-, -)) g ein dazu
aquivalentes Skalarprodukt.
Dann ist H versehen mit (-, )y ebenfalls ein Hilbertraum.

Beweis. Da die beiden von den Skalarprodukten induzierten Normen || - ||z und || - |z
dquivalent sind und damit eine Folge beziiglich || - |z genau dann eine Cauchyfolge ist
und genau dann gegen einen Grenzwert konvergiert, wenn dies beztiglich || - ||z der Fall
ist, folgt die Aussage unmittelbar. O

Die folgende Resultat wird in [Pra, Corollary 2.14| bewiesen:

Lemma 1.20. (Friedrichs-Ungleichung) Es existiert eine Konstante Cr > 0, so dass
gilt:

||u||L2(Q) S CF(HVUHL?(Q) + ”*7’&“[/2(1’*)) fUI' alle u € HI(Q)

Aufserdem bildet der Ausdruck ||V ()| 2) +|7(:) || L2(r) eine Aquivalente Norm zu ||-{| g1
in H*(Q).

Die Konstante C'r und damit auch die Norméquivalenzkonstanten hangen dabei nur von
Q ab. 0J

Korollar 1.21. (Friedrichs-Ungleichung) Es existiert eine Konstante Cr > 0, so dass
gilt:
lullz2) < Crl|Vullpe fiir alle u € Hy(2)

AuBerdem bildet der Ausdruck ||V (-)||12(n) eine dquivalente Norm zu || - || g1 (q) in Hg(€2).
Die Konstante Cr und damit auch die Norméquivalenzkonstanten héngen dabei nur von
Q ab.

Beweis. Folgt aus Lemma 1.20 wegen yu = 0 fiir alle u € H}(Q). O

Korollar 1.22. Betrachten wir den Hilbertraum Hj () versehen mit dem natiirlichen
Skalarprodukt aus Satz 1.13. Dann ist (V(-), V(-)) 12 ein dazu dquivalentes Skalarpro-
dukt.

Beweis. Aus der Darstellung der H'-Norm in Bemerkung 1.6 folgt fiir beliebiges u €
H'(Q2) unmittelbar einerseits

||VU||2L2(Q) < ||U||§{1(Q) (1.5)
und aufserdem unter Verwendung der Friedrichs-Ungleichung aus Lemma 1.21
||U||§{1(Q) < O%HVUH%%Q) + ||VU||%2(Q) = (CE + 1)||VU||%2(Q)- (1.6)

Kombinieren wir diese beiden Resultate erhalten wir genau die in (1.4) zu zeigende Un-

gleichungskette mit « = 1 und 8 = /C% + 1. O
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Lemma 1.23. Sei H ein Hilbertraum und H, C H ein abgeschlossener Teilraum. Wird
Hy, mit der Einschrénkung des Skalarprodukts ({-,-)m)|m,xm, versehen, so erhélt man
wieder einen Hilbertraum.

Beweis. Zu zeigen ist nur die Vollstdndigkeit von Hj,, d.h. jede Cauchyfolge in Hj, ist
konvergent in Hj,.

Aufgrund der Wahl des Skalarprodukts auf Hj, ist jede Cauchyfolge aus Hj auch eine
Cauchyfolge in H und wegen dessen Vollstandigkeit auch konvergent in H. Wegen der
Abgeschlossenheit von Hj, muss der Grenzwert der Folge in Hj, liegen. Daraus folgt, dass
die Folge auch in Hj, konvergiert, was aber genau die Vollstédndigkeit von Hj, bedeutet. [

Der folgende Satz liefert bekanntermafen die Basis zur Losungstheorie von partiellen

Differentialgleichungen mithilfe von schwachen Formulierungen. Der Beweis findet sich in
[BKW, Proposition 3.2.5].

Satz 1.24. (Darstellungssatz von Riesz) Sei H ein Hilbertraum und H* dessen to-
pologischer Dualraum. Dann ist die Abbildung

Iy:H— H"
ur— (u, )y

semilinear, isometrisch und bijektiv. 0
Wir benotigen in weiterer Folge meist die folgende Variante dieses Satzes:

Korollar 1.25. Sei H ein Hilbertraum. Dann existiert fiir jedes F' € H* ein eindeutiges
u € H mit den Eigenschaften:

o (u,v)g = F(v) firalleve H

o llulla = [IF]|

H*
Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Satz 1.24. n

Wir werden jedoch auch noch speziellere Falle betrachten miissen, in denen wir dhnliche
Folgerungen wie in Korollar 1.25 brauchen. Dazu formulieren wir die folgenden Resultate,
welche in [Soe, Theorem 30, 33 und 86| gezeigt werden:

Lemma 1.26. (Lax-Milgram-Lemma) Sei H ein Hilbertraum und a : H x H — R
eine stetige Bilinearform, welche die Koerzivitatsbedingung

a(u,u) > allul|3 fiir alle u € H

fiir ein a > 0 erfiillt. Sei weiters F': H — R ein stetiges lineares Funktional. Dann gibt
es ein eindeutiges u € H, sodass

a(u,v) = F(v) firalleve H

erfiillt ist. Aufserdem gilt dann die Abschétzung

1
lull < =1 F |-
(0%
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O
Da auf endlichdimensionalen Rdumen Hj, jede (bi-)lineare Abbildung automatisch stetig
ist und die Bedingung a(uy,uy,) > 0 fiir alle u, € Hj,\{0} bereits a(up,up) > aljuy||? fiir
alle u;, € Hj impliziert, lasst sich in diesem Fall das Lax-Milgram-Lemma in folgender
Variante anschreiben:

Korollar 1.27. (Lax-Milgram-Lemma) Sei Hj, ein endlichdimensionaler Hilbertraum
und a : H, X H, — R eine Bilinearform, welche die Bedingung

a(up,up) >0 fir alle u, € H,\{0}

erfiillt. Sei weiters F': H, — R ein lineares Funktional. Dann sind die Voraussetzungen
von Lemma 1.26 erfiillt, d.h. es gibt ein eindeutiges u; € Hj, sodass

a(up,vy) = F(v,) fiir alle v, € Hy,
erfiillt ist.
O

Lemma 1.28. (Babuska-Lax-Milgram-Lemma) Seien H und V zwei Hilbertrdume,
B : HxV — R eine stetige Bilinearform und M : V — R ein stetiges lineares
Funktional. Sei auferdem fiir # > 0 die sogenannte inf-sup-Bedingung

B
inf sup M

uet vel ullmllvllv —

erfiillt und gelte zuséatzlich

B
up B0)

>0 firallevelV.
ueH ’uHH
u#0

Dann gibt es ein eindeutiges v € H, sodass
B(u,v) = M(v) fiiralleveV

erfiillt ist. Auferdem gilt dann die Abschétzung

V.

1
lullz < 51M]

O

Satz 1.29. (Satz von Brezzi) Seien H und H' zwei Hilbertrdume, a : H x H — R,
b: Hx H — R zwei stetige Bilinearformen und F': H — R, G : H' — R zwei stetige
lineare Funktionale. Sei aufterdem

Ho:={u€ H|bluv)=0 YveH} (1.7)
und sei a(+,-) auf Hy koerziv, d.h., es gelte fiir ein aw > 0

a(u,u) > aljul|}, fir alle u € H.
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Weiters sei die LBB-Bedingung (Ladyshenskaja-Babuska-Brezzi)

b
inf sup UGS > (1.8)
acH’ uepr ||ul|mllql ar
q7#0 u#£0
fiir ein # > 0 erfiillt. Dann gilt:
Die Voraussetzungen von Lemma 1.28 sind fiir die Bilinearform
B:(HxH)x(HxH)—R (1.9)
((u,p), (v, q)) — a(u,v) + b(v,p) + b(u, ) '
und das lineare Funktional
M:HxH —R
(1.10)

(v,q) — F(v) + G(q)

erfiillt, wenn wir den Produkthilbertraum H x H’ mit der Summennorm versehen. Damit
liefert das Lemma die folgenden Aussagen:
Es gibt eindeutige u € H und p € H’, sodass die beiden Gleichungen

a(u,v) + blv,p) = F(v) firalleve H

b(u, q) = G(q) firalleqge H' (1.11)

erfiillt sind. Aufserdem gibt die Abschétzung

[l + llpllar < C([F]

= + |Gl w),

wobei die Konstante C' > 0 nur von «, 8 und den Stetigkeitskonstanten von af(-,-) und
b(-,-) abhéngt.

U
Das folgende Resultat findet sich samt Beweis in [BKW, Satz 3.2.3]:

Lemma 1.30. Sei H ein Hilbertraum. Dann gilt:

(i) Sei S C H eine nichtleere, konvexe und abgeschlossene Teilmenge von H. Dann
enthélt S ein eindeutiges Element u* mit minimaler Norm, d.h. fiir genau ein u* € S
gilt

[l [lzr = min -
11) el Hj, ein abgeschlossener Unterraum von . Dann gilt H = H,P . Bezeichnet
ii) Sei Hj, ein abgeschl U H.D gilt H=H HhL Bezeich

die orthogonale Projektion mit ,H = Hj, und ist u € H, so ist ,u das eindeutige
Element aus Hj, sodass

lu— pullg = min{||u — up|| g ’ up € Hp}.

O

Aus [Pra, Chapter 3.2.4] entnehmen wir auferdem ein Resultat, welches mittels Anwen-
dung der Transformationsformel fiir Integrale gezeigt werden kann:
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Lemma 1.31. Seien T ,T C R? zwei messbare Mengen, deren Rénder lokal als Graph
einer lipschitzstetigen Funktion dargestellt werden kénnen und & : T — T ein affiner
Diffeomorphismus in der Form ®(x) := Bz + a mit regulirem B € R¥™? und a € R?. Sei
auberdem u € L*(T). Dann gilt uo ® € L*(T) und

w0 |l 27y = | det B2 Jul|2(r)- (1.12)

Gilt sogar u € H'(T) und definieren wir die Frobeniusnorm der Matrix B durch

d

1,j=1

dann gilt aufserdem

IV (wo ®)| 127 < | det B2 Bl ¢l Vul 2 (1.13)
]

Korollar 1.32. Mit den Bezeichnungen aus Lemma 1.31 ist ®~! : 7" — T definitions-
gemiR ebenfalls ein Diffeomorphismus. Fiir alle y € T' gilt dann ®~(y) = B~'y — B~la.
Vertauschen wir nun die Rollen von 7 und 7' und ersetzen u — u o ® und ® — oL
so erhalten wir anstelle von 1.13 die umgekehrte Abschitzung

IVullzzgry < [det BIY2 BT FIV(wo @) 27, (1.14)

Bemerkung 1.33. Da die Determinante eine Matrix die ortliche Volumenverzerrung der
dazugehorigen Abbildung misst, gilt in den obigen Beziehungen

T
|det B| = Q
T

A

Das folgende Lemma ist das Analogon von Lemma 1.31 fiir Mannigfaltigkeiten im R?. Wir
verwenden dabei das Resultat aus [Kal, Satz 15.5.17].

Lemma 1.34. Seien F, E C RY zwei Untermannigfaltigkeiten und @ : E —s E ein allge-
meiner Diffeomorphismus. Fir ein messbares f : £ — R und eine beliebige Einbettung
¢ in E gilt dann

[Efduz/ﬁfmb

T

det ((d(q>o¢) (¢—1<~>)) d(P o ¢) (¢—1(~)))
det (<d¢(¢—1(-))>Td¢(¢_1('))>

dp. (1.15)

Fiir uns ist lediglich der folgende Spezialfall dieses Lemmas von Interesse:
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Korollar 1.35. Seien FE, E C R? zwei Strecken und ® : E —» F ein affiner Diffeomor-
phismus von der gleichen Gestalt wie in Lemma 1.31. Sei aukerdem g € L?(E). Dann gilt
go® € L*(E) und

B\ V2
o0l = (32)  lolloe, (116
E

Beweis. Da E eine Strecke zwischen zwei Endpunkten z; und 2y ist, kénnen wir die
Einbettung ¢ wie folgt wahlen:

¢:(0,1) — E
t— (1 —t)z1 + t2o

Damit sind die Ableitungen d® = B und d¢ = z3 — z; beide konstant und wir konnen den
grofsen Radikanten in (1.15) unter Verwendung der Kettenregel wie folgt auswerten:

det ((d((I) o ¢) (¢—1(_)))Td(® 0 ¢) (¢—1(.))) ) det ((3(22 _ Zl))TB(zz — zl))

det ((dqs(gb—l(.))>Td¢(¢—1(.))) det (22 — 21)T (22 — 21))
_ Bz —z)]* B b

- _ 12 B h2
|22 — 21 [E]? h

Damit liefert (1.15) mit f := ¢* und anschliefendem Wurzelziehen auf beiden Seiten
genau die behauptete Gleichheit. O

Bemerkung 1.36. Aufgrund der Definition der Kantenableitung gelten mit einer Ein-
bettung ¢ wie oben (P o ¢ ist dann eine Einbettung in F)

d 1
Vﬁ(go@)za(go@ocb)-ﬁ,

E
d 1
— Z(god L
Veg = (900 00) 1
und damit insgesamt
h
Vi(go®) = h—EvEQ-
E

Kombiniert man dies mit (1.16) aus dem vorhergehenden Korollar, so erhélt man

B\ V2
V600 ®loe = (1) 19l (117
E
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Kapitel 2

Finite Elemente Methode

Annahme 2.1. Wir beschrénken uns im Folgenden auf den Fall d = 2. Ansonsten gelten
die gleichen Voraussetzungen wie in Annahme 1.2. Dann besteht I' aus endlich vielen
geschlossenen Polygonziigen. A

Wir bringen in diesem Kapitel einige elementare Definitionen, die uns den Weg zur Be-
handlung unseres Problems mit finiten Elementen ebnen. Wir gehen dabei dhnlich wie
in [Pra, Chapter 1 & 3| vor.

2.1 Galerkin-Schema

Zunéachst wollen wir die Vorgangsweise der Approximation durch Finite Elemente noch
in einem etwas allgemeineren Kontext schildern. Die Beweise zu allen Resultaten finden
sich in [Pra, Kapitel 1.3].

Definition 2.2. (Galerkin-Approximation) Sei H ein Hilbertraum mit dem Skalar-
produkt (-,-)y und ((-,-)) g ein dazu dquivalentes Skalarprodukt, geméf Definition 1.18.
Sei aukerdem Hj;, C H ein abgeschlossener Teilraum, der nach Lemma 1.23 ebenfalls ein
Hilbertraum ist.

Wir betrachten nun F' € H*, womit klarerweise F|g, € H} gilt.

Betrachten wir die Hilbertrdume mit dem Skalarprodukt ((-, -)) x und wenden wir nun Ko-
rollar 1.25 einmal auf H und F und einmal auf H, und F|g, (jeweils versehen mit (-, -)) g
und (-, ) ir)|m, xm, ) an, so erhalten wir eindeutige v € H,uy, € Hj, mit

u = F(v) Vv e H (2.1a)
((uh, Uh>>H = F(Uh) Y, € Hy, (21b)

und nennen u;, dann die Galerkin-Approximation fiir v in Hj, beziiglich (-, )g. A

Korollar 2.3. (Galerkin-Orthogonalitdt) Mit der Notation aus Definition 2.2 gilt
stets

(u—up,vp) =0 fir alle v, € Hy,. (2.2)

Beweis. Wegen Hy, C H gilt Gleichung (2.1a) insbesondere fiir alle v, € Hy,. Subtrahiert
man von dieser Gleichung dann Gleichung (2.1b), erhélt man unmittelbar die Aussage. [
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Bemerkung 2.4. Die Galerkin-Orthogonalitat aus Korollar 2.3 gilt auch, falls (2.1) nur
fiir alle v e H C H und v, € H, C H gilt. JAN

Der Beweis zu folgendem Lemma ist in [Pra, Lem. 1.6] ausgefiihrt:

Lemma 2.5. (Céa) Fiir u und u;, aus Definition 2.2 gelten

lv = wnllr = min flu—op]ln
3

h

B .
|lu —upl|lg < = min ||u—vp||#,
O[?}hEHh

wobei a, # > 0 wieder die Aquivalenzkonstanten aus Definition 1.18 sind. 0

2.2 Triangulierung

Zunéchst definieren wir einige Begrifflichkeiten aus der Linearen Algebra. In [Hav, Kapitel
6.2, 6.3] finden sich diese Resultate auch in wesentlich allgemeinerer Formulierung, fiir
unsere Zwecke sollten sie jedoch in der hier prasentierten Form ausreichen.

Definition 2.6. (affine Linearkombination) Sei V' ein beliebiger Vektorraum und
n € N. Dann nennen wir fiir (A\;)?; € R und (v;); C V die Linearkombination

n
E Aiv;
i=1

affine Linearkombination, falls die Koeffizienten (\;)!; die Eigenschaft

n

d =1

i=1
erfiillen. YA

Definition 2.7. (affine Hiille) Sei V ein beliebiger Vektorraum, n € N und (v;)-; C V.
Wir nennen dann die Menge aller moglichen affinen Linearkombinationen der Vektoren
(v;)), C V affine Hiille.

Wir schreiben dafiir

affin{ (v;)i, }-
A

Definition 2.8. (affin unabhingig) Sei wieder V ein beliebiger Vektorraum, n € N und
(v;)), € V. Wir nennen die Vektoren (v;)!, affin unabhéngig, falls sich kein Vektor
als affine Linearkombination der restlichen Vektoren schreiben lasst. A

Lemma 2.9. Sei V ein beliebiger Vektorraum, n € N und (v;)?; C V affin unabhéngig.
Dann ist jeder Vektor v € affin{(v;) ,} eindeutig als affine Linearkombination aus den
Vektoren (v;)?, darstellbar.
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Beweis. Aufgrund der Definition einer affinen Hiille ist jeder Vektor v € affin{(v;)",}
klarerweise als affine Linearkombination aus den Vektoren (v;)?_; darstellbar. Wir miissen
nur noch zeigen, dass die Darstellung auch eindeutig ist.

Seien dazu

i=1 i=1

mit Y A =1 =>"" A\ zwel Darstellungen von v. Subtrahieren wir diese beiden, so
erhalten wir

n

0="> (A= A)vi. (2.4)

=1

Nehmen wir an, dass die Darstellungen nicht gleich sind, dann existiert mindestens ein
Index j € {1,...,n} mit \; — A} # 0. Umformung von (2.4) liefert dann aber

n

1 *
Uj = —)\j — )\* Z()\Z — )\z)vl

J 7,:1
7]

und wegen

1 n § 1 n n §
o NN = ZAi_ZAi

J J =1 J J\ =1 i=1
i£] i#] i#]
= (=) - (- X))
Aj— X ! 7
1
= — AT — A
)\j o )\;( Vi .7)
=1

ist das aber genau eine Darstellung von v; als affine Linearkombination der restlichen
Vektoren und steht daher im Widerspruch zur affinen Unabhéngigkeit von (v;)7;. ]

Definition 2.10. (affine Funktion) Seien V' und W zwei Vektorrdume und V' C V.
Wir nennen dann eine Funktion a : V! — W affin, falls fiir eine beliebige affine Linear-
kombination > | \;v} mit v} € V', die wieder in V" liegt,

a (Z Az”z) = Z )\ia(vi)
i=1 i=1
gilt. Das heifit, das Bild einer affinen Linearkombination ist die affine Linearkombination
der Bilder. A

Bemerkung 2.11. Seien V und W zwei Vektorraume, V' C V' CVunda: V' — W
affin. Da jede affine Linearkombination aus V" insbesondere eine affine Linearkombination
in V' ist, ist a|y» : V" — W in diesem Fall ebenfalls affin. A
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Lemma 2.12. Seien mit der Notation aus Definition 2.10 eine Familie affiner Funktionen
(a;)7, und Skalare (u;)7, € R gegeben. Dann ist auch

a: Vi — W
m
v Z p1ja; (V")
j=1
eine affine Funktion. Das heiftt jede Linearkombination von affinen Funktionen ist wieder

eine affine Funktion.

Beweis. Zu zeigen ist laut Definition 2.10

Da a; fir alle j = 1,...,m affin ist, gilt

(S0 S (5]
- Z Na(v,).

[]

Bemerkung 2.13. Aus Lemma 2.12 folgt insbesondere, dass die Menge aller affinen Funk-
tionen von V'’ nach W einen Unterraum des Vektorraums aller Funktionen von V'nach W

bildet. A

Nun folgt ein niitzliches Resultat, welches sich noch an einigen Stellen als hilfreich erweisen
wird:

Satz 2.14. (Fortsetzungssatz fiir affine Funktionen) Seien V, W zwei Vektorrdume,
(v))'-, € V affin unabhéngig und (w;)’, C W. Betrachte eine Menge V' C V mit
(v)i~, C V' C affin{(v;)", }. Dann gilt:

Es existiert eine eindeutige affine Abbildung a : V' — W, die

a(v;) = w; Vi=1,...,n (2.5)
erfiillt.

Beweis. 1.Schritt: Definition
Sei v' € V' beliebig. Wegen V' C affin{(v;)!",} existieren (eindeutige, von v’ abhéngige)
Koeffizienten A;(v'), ..., A\, (v'), sodass

v = Z i (V)v; (2.6)



gilt. Wir definieren dann
a(v') =Y Ai(v)w; (2.7)
i=1

und erhalten somit eine Abbildungsvorschrift fiir alle v € V.

2. Schritt: Wohldefiniertheit

Da (v;)!; nach Voraussetzung affin unabhéngig ist, folgt aus Korollar 2.9, dass die Dar-
stellung in (2.6) und damit insbesondere die Koeffizienten A;(v'),..., A\, (v") eindeutig
durch v’ bestimmt sind. Damit ist unsere durch (2.7) festgelegte Abbildung wohldefiniert.
3. Schritt: Affinitét

Wir wollen zeigen, dass unsere Funktion a tatsdchlich affin geméaft Definition 2.10 ist.
Betrachte dazu mit v' := 377", ujv; € V' eine beliebige affine Linearkombination aus
Vektoren (v})jL; € V', deren Ergebnis ebenfalls in V"’ liegt. Zu zeigen ist dann

a(V') = a <Z wv}) = Z pia(v)).

Man beachte zunéchst, dass sich jedes v} € V' wieder eindeutig als vj = > 1", Xi(v))v;
schreiben lésst. Damit kénnen wir die urspriingliche affine Linearkombination wie folgt
umschreiben:

V== (Z Az‘(”})”z‘) => (Z MW(U})) vi= Y [ (2.8)
7=1 7=1 =1 1 7j=1 =1

i=

Diese erhaltene Linearkombination von den Vektoren (v;)?; ist wegen

Zuf = Z (Z MW(%)) = Zuj <Z Ai(”})) = Zﬂj =1
i=1 =1 \j=1 j=1 i=1 j=1

=1

jedoch ebenfalls eine affine Linearkombination und damit gilt pf = A\;(v'), d.h. die (u)",
sind genau die Koeffizienten der eindeutigen Darstellung von v’ als affine Linearkombi-
nation durch die Vektoren (v;)?;. Damit kénnen wir die Abbildung a geméfs unserer
Definition aus Schritt 1 auf v" anwenden und erhalten

@7) n ) 28) n m m n @) m
j=1 j=1 i=1 j=1

i=1 =1

4. Schritt: Eindeutigkeit
Sei a* eine weitere affine Funktion, welche (2.5) erfiillt. Dann gilt fiir beliebiges v' =
E:-L:l )\i(?]/)?]i eV’

a(v’) = Z (V) w; = Z Xi(v)a*(v;) = a* (Z )\i(v')vi) =a*(v'),

womit a¢ und «¢* libereinstimmen. OJ
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Korollar 2.15. Wir betrachten die Situation aus Satz 2.14 mit der zusitzlichen Bedin-
gung

w; =0 Vi=1,...,n.

Dann ist a : V' — W die Nullfunktion.

Beweis. Aus Satz 2.14 folgt die Existenz einer eindeutigen affinen Funktion a mit
a(v;)) =0 Vi=1,...,n.

Sei v' € V' beliebig. Wegen V' C affin{(v;)!" ,} existieren (eindeutig von v" abhéingige)
Koeffizienten A;(v'), ..., A, (v'), sodass

v = Z i (V") vy
i—1

gilt. Verwenden wir nun, dass a eine affine Abbildung ist, erhalten wir

a(v') =a (Z Ai(v')%) = Z Xi(V)a(v;) = Z Xi(v))0 = 0.

Da v' € V' beliebig ist, ist a die Nullfunktion. O]

Definition 2.16. (Konvexkombination) Betrachte eine affine Linearkombination laut
Definition 2.6. Gilt dann noch zusétzlich

AN>0 Vi=1,...,n,
so nennen wir diese Konvexkombination. YA

Definition 2.17. (konvexe Hiille) Analog zu Definition 2.7 definieren wir die konvexe
Hiille als die Menge aller Konvexkombinationen der Vektoren (v;)?; € V". Wir fithren
dafiir die Notation

conv{ (v;)i, }
ein. YA

Bemerkung 2.18. Da jede Konvexkombination insbesondere eine affine Linearkombina-
tion ist, gilt fiir eine beliebige Teilmenge V' C V klarerweise

conv(V') C affin(V").
JAN

Bemerkung 2.19. Wir interessieren uns im Folgenden hauptséchlich fiir den Fall V := R?
und W := R, d.h. fiir affine Funktionen, die von ¥V’ C R? nach R abbilden. Besteht V’
dann aus affinen Linearkombinationen (beispielsweise Konvexkombinationen) einer festen
Menge an Elementen des R?, so ist der Graph der Funktion anschaulich in einer (Hyper-
JEbene des R? enthalten. JAN
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Definition 2.20. (nicht-degeneriertes Dreieck) Sei 7' C R?. Wir nennen 7 ein Drei-
eck, falls o7, yr, zr € R? existieren, mit

T = conv{zr,yr, zr}.

Wir nennen das Dreieck T' nicht-degeneriert, falls xp, yr, zr zusétzlich affin unabhéngig
sind. Das ist hier genau dann der Fall, wenn sie nicht auf einer Geraden liegen.
Fiir ein nicht-degeneriertes Dreieck T' definieren wir weiters die Mengen

Kr = {xTayTu ZT}

als die Menge aller Knoten von 7" und

Er = {conv{xr,yr}, conv{yr, zr}, conv{zp, xr}}

als die Menge aller Kanten von 7. Wir bezeichnen auferdem mit mit hp := diam(F)
die Lénge der Kante £ € &p, mit hy := diam(7") den Durchmesser von 7" und mit pr
die Hohe auf einer langsten Kante in 7. JAN

Bemerkung 2.21. Man beachte in Definition 2.20, dass fiir ein nicht-degeneriertes Drei-
eck T" immer folgende Eingenschaften gelten, die aus geometrischen Uberlegungen folgen:

(i

) [Kr| = 1&r| =3

(ii) ENE' € Ky VE,E' €&r
)
)

(iii) Die Wahl der Knoten zr, yr, zr ist bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmt ist.

(iv) Der Durchmesser stimmt genau mit der Lange der lingsten Kante iiberein, d.h. es
gilt immer
hT = max{hE|E S gT} .

(v) Die langste Kante ist nicht eindeutig, jedoch ist die Lange der Hohe auf jeder lingsten
Kante immer gleich lang.

(vi) Fir das Flachenmaf gilt
hrpr

7| = 22

> 0.

(vii) Fiir alle Kanten E € & gilt
pr < hg < hr.

A

Definition 2.22. (Triangulierung) Wir nennen ein Mengensystem 7 C 27 eine Tri-
angulierung von {2, wenn es folgende Eigenschaften besitzt:

(i) T ist eine endliche Menge von nicht-degenerierten Dreiecken.
(ii) Die Mengen aus 7 sind eine Uberdeckung von €2, d.h. es gilt Q = (J;o T

(iii) Fur 7,7" € T gilt entweder T'=T" oder |T'NT'| = 0.
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A

Definition 2.23. (regulire Triangulierung) Sei 7 eine Triangulierung von 2. Be-
zeichnen wir mit K := (J{z € Kp|T € T} die Menge aller Knoten von 7 und mit
E ={F € &|T € T} die Menge aller Kanten von 7, dann nennen wir die Triangu-
lierung 7 regulér, falls der Durchschnitt zweier verschiedener Dreiecke T,T" € T stets
entweder leer ist, genau einen gemeinsamen Knoten oder genau eine gemeinsame Kante
beinhaltet, d.h. wenn eine der folgenden drei Eigenschaften erfiillt ist:

i) TNT =0
(11) TQT,:{Z}:]CTQK:T/
(i) TNT' = E €& NEp

Lemma 2.24. Fiir eine regulédre Triangulierung 7 von € gilt Folgendes:

(i> I'c UEES K
(ii) Fir alle z € I gilt genau eine der beiden folgenden Aussagen:

e 2Cc K
e JIFcE:2ze F

(ili) [ENT|>0= ECT
(iv) Ist fiir z € I" der zweite Punkt in (i¢) mit der Kante E € & erfiillt, so gilt £ C T

Beweis. (i): Wegen I' C Q = Urer T gibt es fiir jedes v € I ein 7' € T mit x € T Liegt
x nicht auf einer Kante von T, so gibt es eine offene Umgebung U(z) um z, die ganz
im Dreieck T' enthalten ist. Damit gilt auch U(z) C Q, was zusammen mit z € ' der
Orientierbarkeit von I' widerspricht. Also muss x € (Jpce, E gelten, womit (i) gezeigt ist.
(ii): Wegen (1) folgt aus z € I sofort z € E fiir zumindest ein F € £.

Seien E, E’ € £ zwei unterschiedliche Kanten mit z € F und z € E’. Wir unterschieden
zwei Falle:

1.Fall: Es existiert ein T' € T, mit E, E' € &r.

Dann folgt aus Bemerkung 2.21 (i7) sofort, dass z € Ky C K.

2.Fall: e &pund E' € Ep fir T £ T,

Aufgrund der vorausgesetzten Regularitidt der Trigangulierung muss (i7) aus Definition
2.23 erfiillt sein. Also gilt wieder z € K.

(iii): Gilt |[ENT| > 0, so besitzt die Menge £ N I' unendlich viele Elemente und damit
insbesondere Punkte, die im Inneren der Kante, also in E \ K, liegen. Auf diese Punkte
trifft dann der zweite Punkt aus (ii) zu. Da der Rand aus Polygonziigen besteht und
entlang der Kante wegen Definition 2.23 (iii) keine anderen Dreiecke angrenzen kénnen
(sonst wire die Kante ganz im anderen Dreieck enthalten), folgt die Behauptung.

(iv): Da z kein Knoten ist, gibt es ein ¢; > 0, sodass B, (z) N K = (). Da z aufierdem ein
Randpunkt des laut Annahme 1.2 orientierbaren Rands I' ist, gibt es auferdem e; > 0
mit €2 < €, sodass B, (z) von I' in zwei Teile geteilt wird, von denen einer ganz in 2
und der andere ganz in Q liegt. Wegen ¢; > e, ist B, (z) N T jedoch sogar Teil von einer
Geraden, da jeder Eckpunkt des Polygonzugs insbesondere in K enthalten sein miisste.
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Damit sind die beiden Teile genau offene Halbkreise. Da E C Q ist und genauso wie I’
durch den Kreismittelpunkt verlduft, muss damit B,,(z) NI C ENT gelten. Damit folgt
mit (iii) die Behauptung. O

Definition 2.25. Erfiillt eine Kante E € £ den Punkt (ii) in Lemma 2.24, so nennen wir
siec Randkante. Die restlichen Kanten nennen wir innere Kanten.

Die Menge aller Randkanten sei & == {E € £|E C I'} und die Menge aller inneren
Kanten & := E\&r.

Analog dazu definieren wir die Mengen Kr und Kq als die Mengen aller Randknoten
und inneren Knoten. A

Definition 2.26. (Patches) Wir definieren fiir einen Knoten z € K den Knoten-Patch
durch
@, :={T € T|T n{z} # 0} und  w, = Ufuz,

welcher aus allen Dreiecken besteht, die den Knoten z als Eckpunkt enthalten. Analog
definieren wir fiir eine Kante E € £ den Kanten-Patch mittels

Gp={TeT|TNE#0} und wg:=|Jap,

der aus allen Dreiecken besteht, welche an die Kante E angrenzen und fiir ein Dreieck
T € T den Element-Patch mittels

Gr={T'eT|T'NT#0} und wr=|Jor,

der aus allen Dreiecken besteht, die an das Dreieck T" angrenzen. Dazu bezeichnen wir fiir
eine Kante E € & die Menge

W ={E' € &|E'NE # 0} und  wp = | @

als Randkanten-Patch.
AuRerdem sei fir z € K
& ={Ec&|zcE}

die Menge aller Kanten, die den Knoten z enthalten. A

Definition 2.27. (Formregularitidt) Mit der Notation aus Definition 2.20 definieren
wir fiir eine regulédre Triangulierung 7 zunéchst in Form zweier elementweise konstanten
Funktionen h € L>(Q2) und p € L>(Q2) die lokalen Gitterweiten durch

h|T = hT

vI'eT.
plr = pr

Befinden wir und auf dem Rand I, so schreiben wir auch h € L>(T") fiir
h‘E = hE VE c 51*.
Dazu definieren wir durch

o(T) = hr
Pr
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und

hr

o(T) = W/ pllpoe o = ppa ==

die Formregularitidtskonstanten eines Dreiecks 7" und der Triangulierung 7. Wegen
Bemerkung 2.21 (vi) gilt damit insbesondere auch

hi 2|T|

7T =9 o =¥ g

(2.9)
Wir nennen die Triangulierung 7 schlussendlich F-formregulér, falls o(7) < 7 gilt. A
Fiir 7-formregulére Triangulierungen gelten die folgenden Abschétzungen:

Lemma 2.28. Sei T eine J-formregulire Triangulierung und 7" € T ein beliebiges Drei-
eck, dann gelten die Ungleichungsketten

AT < B3 < 2T (2.10)
AT < p < 2T (2.11)
2T < hy <27 (2.12)
Auflerdem gilt mit F € Ep
he <Fpr < Fhe. (2.13)
Beweis. Wegen pr < hp gilt
2 2
Pr _ hrpr _ hi
2 - 2 T2
~——
=|T|

und damit folgt jeweils ein Teil der Ungleichungsketten in (2.10) und (2.11). Der jeweils
andere Teil und die erste Abschétzung in (2.13) gilt, da fiir beliebiges 7" € T wegen(2.9)
stets

hr _ hp 2T
pr 2T p7 ~
erfilllt ist. Um die restlichen Abschidtzungen fir hg in (2.12) und (2.13) zu erhalten,

verwende man die bereits gezeigten Ungleichungen in Kombination mit Bemerkung 2.21
(vii). ]

o(T)<#x

Aus [Pra, Lemma 3.9] entnehmen wir aukerdem das folgende Resultat:

Lemma 2.29. Sei 7 := conv{ (D). (5), ()} das Referenzelement und 7' := conv{z1, 22, 23}
ein beliebiges nicht-degeneriertes Dreieck. Dann ist mit

B = (ZQ — 21 R3 — Zl) € R2><2
eine reguldre Matrix definiert und aufserdem stellt
d:T—T

r+—— Bx + 2z
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einen Diffeomorphismus geméaf den Voraussetzungen aus Lemma 1.31 dar. Dabei gilt

| det B| = 2|T| (2.14)

und die beiden Abschéatzungen
he/VZ<|Blr <V3hy  wnd  pt/VE< B < Vpph (2.15)
O

Mit den letzten beiden Lemmata konnen wir durch einige Spezialfdlle von Lemma 1.31
formulieren, die im weiteren Verlauf der Arbeit besonders wichtig sind.

Korollar 2.30. Es gelten die Voraussetzungen aus Lemma 2.29. Dann gilt fiir u € H'(T):

luo @7, 7 < Fhr*lullzzer) (2.16)
lullZ2ry < hlluo ‘I>HL2 (7’ (2.17)

IV (o @)7az) < 27NVUllL2er), (2.18)
IVullZa ) < 27V (uo @)II7, (2.19)

Sei E/ € Er eine beliebige Kante und Ee€ &5 die dazugehorige Kante des Referenzelements,
dann gilt aufserdem:

lyuo @3, 5 < V2hE IyullZa ). (2:20)
IIWHLz < hgllyuo @17, 5, (2.21)
IVa(yuo ‘I’)HLQ(E) < hel|Veyul 2m), (2:22)
IVeyulliem) < V2hE' V(a0 ®)[7. 5, (2.23)

Beweis. Mit den bisherigen Resultaten lassen sich die Ungleichungen (2.16)-(2.21) pro-
blemlos wie folgt zeigen:

2.10
o @y "L Jdet B fulag "2 2,17,|||u||m (g)%fuunizm /
lulZey "= Jdet Bllluo @2, 5 2 2T uo @12,
(2.10)
(1.13) (2.14),(2.15)
Vo @)z, < [det Bl BIEIVuldmy = (T HVula
(2.10)
< AVulg v
(1.14)
IVulZey, < ldet BB 3V (w0 ®)|2, 4

(2.14),(2.15)

. i)
< AT IV B2 < 27V B2 v
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Da I eine Kante des Referenzelements ist, gilt 1 < hg < V2 und damit gilt auch:

~1
(1.16) hg _
o tlg, 2 (5) Il < VGl ¢

hg
il "2 GE N o Bl g < hellyeo Bsy v
IVatruo DlEey L FEIVErul) < el Verulince)
IV evulfam = (Z—j) IVa(vuo B,z < V25 [V a(ruo )25 v

]

In [Pra, Lemma 4.3] findet sich dazu folgendes Resultat:

Lemma 2.31. Es existiert eine Konstante C, > 0, die nur von ¢(7) abhéngt, sodass gilt:

.| < C, firalle z € K,
lwp| < C, firalle F €&,
lor| < C, furalleT €T,
lop| < C, fiir alle £ € Er.

Dies bedeutet, dass die Anzahl der Elemente pro Patch gleichméafig beschrankt ist. [

Es gilt aufserdem das folgende Lemma:

Lemma 2.32. Fiir F € & und E' € w}, gilt mit den Konstanten aus Definition 2.27 und
Lemma 2.31

7*00- < h_E S 700'.

Beweis. Wegen E N E’ # () sind wir in einer Situation wie in Abbildung 2.1 mit den
Kanten F = Fy, Fy, ..., E,_1, E, = E’ dargestellt.
Wegen Lemma 2.31 gilt n < C,. Wegen Bemerkung 2.21 (vii) und der J-Formregularitét
aus Definition 2.27 folgt fiir jedesi =1,...,n —1
hg, < hr, <=
hEz’+1 PT;

Damit erhalten wir insgesamt

he  he, o ( hi. ) IR
=_— = L) <yt < 7%

Um die andere Abschétzung

einzusehen, gehe man zu den Kehrwerten iiber und vertausche lediglich die Rollen von E
und F'. O
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Abbildung 2.1: Die fetten Kanten stellen einen Abschnitt des Randes I" dar. Die Abbildung
soll illustrieren, dass zwei ,benachbarte® Kanten FE; und E;,; jeweils Randkanten des
gemeinsamen Dreiecks 7T; sind.

2.3 Diskrete Funktionenraume

In diesem Abschnitt wollen wir einige Funktionenrdume und deren Eigenschaften angeben.
T sei dabei stets eine reguléare Triangulierung von €2 und £ die Menge aller Kanten von 7.

Definition 2.33. Sei ) # T* C T eine beliebige Teilmenge an Dreiecken und 7} :=
Urers T die Vereinigung dieser Dreiecke. Wir definieren dann mit

SI(T*) = {Uh S 0(75*) | Uh|T affin VT € T*}

den Funktionenraum aller stetiger und stiickweise affiner Funktionen und dessen Unter-
raum

So(T*) = {vn € ST*) | wn(2) =0 ¥zeKNTNT;}.
Diese Definition gilt insbesondere fiir den Fall 7* = 7. A

Lemma 2.34. Sei ) # 7* C T und bezeichne mit K* := |J{z € K¢|T € T*} die Menge
aller Knoten dieser Dreiecke. Sei aulerdem eine Funktion r : * — R gegeben, die jedem
Knoten einen beliebigen Skalar zuordnet.

Dann existiert eine eindeutige Funktion v, € S1(7%), die

vp(z) =7r(2) Vz e K*
erfiillt.

Beweis. Fiir jedes x € 7T gibt es nach Definition von 7] zumindest ein 7" € 7* mit
x € T. Wegen 2.18 kénnen wir Satz 2.14 mit

d (Ui)?:l ‘=TT, Y1, 2T
o (wi)i_y == r(xr),r(yr),r(2r)
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o V':=T = conv{zr,yr, 27}

anwenden. Dieser liefert uns zumindest lokal auf jedem Dreieck die eindeutige Existenz
einer affinen Funktion ary : T — R, die ar(z) = r(z) fir alle z € Kp erfiillt. Wir
definieren daher

Uh|T = ar VT € T*, (224)

miissen jedoch noch zeigen, dass diese Funktion auch auf dem Durchschnitt von verschie-
denen Dreiecken wohldefiniert ist.

Seien dazu also T, 7" € T* mit T # T* und TNT" # () gegeben. Aufgrund der Regularitét
von 7 kann jedoch in diesem Fall nur entweder (i) oder (iii) aus Definition 2.23 erfiillt
sein.

1. Fall: TﬂT/:Z:ICTﬂICT/

Wegen z € Kr N Kpr gilt

ar(z) =r(z) = ar(2)

und damit stimmen die Funktionswerte der affinen Funktionen iiberein.

2Fall: TNT' =E € &rNéEp

Seien ¥ 2P die Endpunkte der Kante E. Wir kénnen in diesem Fall Satz 2.14 mit der
Wahl

o (vi)is =22

o (wi)ic i=r(21),7(2)
o V':=F = conv{zF I}

anwenden. Dieser liefert dann die Eindeutigkeit einer affinen Abbildung ag : E — R mit
ap(2F) = r(2f) und ap(z¥) = r(2F). Da die beiden Abbildungen ar|r und as|g jedoch
ebenfalls affine Abbildungen mit diesen Eigenschaften sind, folgt ar|g = ar/|g und damit
miissen die Funktionen auf der gemeinsamen Kante iibereinstimmen.

Dies zeigt, dass unsere Definition aus (2.24) tatséchlich eine wohldefinierte Abbildung be-
schreibt. Diese Funktion ist aufserdem auch stetig auf 7}, da die affinen Einschrankungen

auf alle Dreiecke stetig sind und liegt daher in C(7}). O
Lemma 2.35. Fiir ) £ 7* C T gilt:

(i) Fiir jeden Knoten z € K* gibt es eine eindeutige Funktion ¢, € S*(7*) mit der
Eigenschaft
C.(2) =9, VI eK.

Man nennt diese Funktionen Hutfunktionen. Die Menge aller Hutfunktionen B :=
{¢. |z € K*} bildet eine Basis von S'(7*), die sogenannte nodale Basis.

(i) SY(T) ist ein endlichdimensionaler Unterraum von H'(€) und damit ebenfalls ein
Hilbertraum.

(i) SY(T) ist ein endlichdimensionaler Unterraum von H}(€2) und damit ebenfalls ein
Hilbertraum.
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Beweis. (i): Durch (i) sind die Funktionswerte fiir , an allen Knoten vorgegeben. Damit
folgt zundchst aus Lemma 2.34 die Existenz und Eindeutigkeit einer derartigen Funktion
aus SY(T™).

Um nachzuweisen, dass die Menge aller Hutfunktionen auch eine Basis von S'(7*) bildet,
miissen noch zeigen, dass sich jede Funktion aus S'(7*) eindeutig als Linearkombination
aus Hutfunktionen darstellen ldsst. Sei v, € S'(T*) beliebig. Dazu betrachten wir die
Linearkombination v}, := 3 . v5(2)(.. Diese Funktion ist klarerweise wieder stetig, au-
fserdem aufgrund von Lemma 2.12 wieder auf jedem Dreieck affin und liegt daher ebenfalls
in SY(T*). Es gilt weiters

vp(2') = Z vp(2)C (7)) = Z vp(2)0. = vp(2')  fiir alle 2’ € K

z€K* zZEK*

womit v, und vy auf den Knoten tibereinstimmen. Aufgrund von Lemma 2.34 miissen die
Funktionen dann aber iibereinstimmen, damit lasst sich v, in der obigen Form als Line-
arkombination von Hutfunktionen schreiben. Da die Koeffizienten in einer Linearkombi-
nation aus Hutfunktionen wegen (,(z’) = d,, jedoch immer genau die Funktionswerte an
den Knoten sind, ist die Darstellung auch eindeutig.

(ii): Zunéchst miissen wir sicherstellen, dass fiir jedes S1(7) C H'(Q) gilt. Laut Definition
ist jede Funktion aus v, € SY(T) stetig auf Q und damit insbesondere auch auf Q. Als
stetige Funktion auf einem beschriankten Gebiet ist [, [vn|* dA < 00, also v, € L*(9).
Betrachtet man die schwachen partiellen Ableitungen und beachtet, dass v, auf jedem
Dreieck T affin ist, so folgt, dass O;u, stiickweise konstant ist. Damit gilt jedoch auch
Jo [0ivn]? dX < 0o, womit mit der Definition des Sobolev-Raumes H'(€2) aus Definition
1.5 genau v, € H'(Q) erfiillt ist.

Da es fiir jeden Knoten genau eine Hutfunktion gibt, gilt

|B*| = |K*| < o0,

womit die Dimension von S'(7)|q endlich ist und genau mit der Anzahl der Knoten
iibereinstimmt. Mit Lemma 1.23 folgt daraus also, dass S'(T)|q auch ein Hilbertraum
ist.

(iii): Wegen S;(T) = Si(T)la € SY(T)|a € H*(Q) geniigt es zu zeigen, dass
Yo, = vpr =0 fiir alle v, € Sp(T)

gilt. Dafiir verwenden wir die Resultate aus Lemma 2.24.

Sei also z € I beliebig. Wegen Lemma 2.24 (ii) gilt 2 € K oder z € E fiir genau eine
Kante E € €.

1. Fall: z e

In diesem Fall folgt vj,(2) = 0 unmittelbar aus der Definition des S3(7).

2. Fall: ze F

Wegen Lemma 2.24 (iii) gilt £ C I" und damit insbesondere auch fiir die beiden Endpunkte
der Kante 2, zF € T'. Da die Endpunkte einer Kante immer Knoten sind, gilt v, () =
vp(2F) = 0. Da vy, affin ist und sich jedes 2z € E als Konvexkombination der Endpunkte
schreiben lésst, konnen wir Korollar 2.15 anwenden und erhalten vy, (z) = 0.

Also gilt in jedem Fall v;(2) = 0 und damit v,|r = 0. O

Wir koénnen affine Funktionen natiirlich auch nur auf Kanten, anstatt auf Dreiecken be-
trachten. Dies wird im Folgenden vor allem bei den Dirichlet-Randdaten eine Rolle spielen.
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Definition 2.36. Sei () # £* C £ eine beliebige Menge an Kanten und Ef) := (Jpee- E
die Vereinigung dieser Kanten. Wir definieren dann mit

81(5*) = {Uh < C((St,) ‘ VE € £ ist Uh’E affin }

die Menge aller auf den Kanten stetigen und stiickweise affinen Funktionen. Diese Defi-
nition gilt insbesondere fiir die interessanten Spezialfalle:

o & = &r, was dann wegen &5 =T auf den Raum S'(&r) := S'(&r) fiihrt.

e & = {E}, wobei E € & eine einzelne Kante der Triangulierung ist. Die fiihrt auf
den Raum S'(E), was nichts anderes als der Raum aller affinen Funktionen auf der
Kante E ist.

A

Wir formulieren nun entsprechende Varianten der beiden Lemmata 2.34 und 2.35 (i), (i7)
fiir Funktionen aus S'(£*).

Lemma 2.37. Sei () # £* C £ und bezeichne mit K* :=J{z € K | IE € £* : z € £} die
Menge aller Knoten dieser Kanten. Sei aulerdem eine Funktion r : K* — R gegeben, die
jedem Knoten einen beliebigen Skalar zuordnet.

Dann existiert eine eindeutige Funktion v, € S*(£*), die

vp(z) =r(z) firalle z € £
erfiillt.

Beweis. Bei den Knoten ist der Funktionswert durch die Forderung bereits klar.
Fiir jedes z € £5\ K* gibt es wegen Bemerkung 2.21 (ii) genau ein E € £* mit z € E.
Seien 2¥ und zF die Randpunkte von E. Wegen Bemerkung 2.18 kiénnen wir Satz 2.14
mit

d (v’i>12:1 = 21E7 Z2E

o (wi)iy =r(21),r(2)
o V' :=FE =conv{zF 2F}

anwenden. Dieser liefert dann die Eindeutigkeit einer affinen Abbildung ap : £ — R mit

ap(zF) = r(2F) und ap(2¥) = r(zF). Wir setzen dann vj,(2) := ag(2). O

Lemma 2.38. Es gilt fiir ) # &* C &:

(i) Fiir jeden Knoten z € K* gibt es eine eindeutige Funktion (¢ € S*(£*) mit der
Eigenschaft
CE(2) =6, fiiralle 2 € K*.

Man nennt diese Funktionen Hutfunktionen und die Menge aller Hutfunktionen
B := {(¢|z € K*} bildet eine Basis von S'(£*), die sogenannte nodale Basis.

(ii) Seien (, die in Lemma 2.35 definierten Funktionen und £% C 7. Dann gilt

ng:Cz

gy fiir alle z € K*.
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(iii) S'(&r) ist ein endlichdimensionaler Unterraum von H'/2(T") und damit ebenfalls ein
Hilbertraum.

Beweis. (i): Der Beweis kann wortgleich von Lemma 2.35 (i) iibernommen werden, indem
iberall 7 durch £* ersetzt wird.

(ii): Wegen der Forderung &£ C 7T ist der Definitionsbereich der Funktionen (¢ eine
Teilmenge des Definitionsbereichs der Funktionen (,. Damit macht die Einschrinkung
Sinn. Wegen Lemma 2.35 (i) gilt die Eigenschaft aus Punkt (i) dieses Lemmas ebenfalls fir
die Einschréankungen (. |¢-. Da die ¢¢ jedoch eindeutig sind, folgt sofort die Behauptung.
(iii): Sei g5, € S*(€r). Wegen Bemerkung 3.11 existiert dazu dann eine Fortsetzung g;, €
SY(T). Wegen Lemma 2.35 (ii) liegt gi|q dann aber insbesondere in H*(Q). Da y(gn|a) =
anlr = gn gilt, ist g, € y(HY(Q)) = HY2(T). Damit gilt S*(&p) € HY2(T). Der Rest folgt
wieder vollig analog zu Lemma 2.35 (ii). O

Die nun folgende inverse Ungleichung wird unter anderem in Kapitel 6 eine wesentliche
Eigenschaft der in diesem Kapitel eingefiihrten Funktionenrdume sein. Wir entnehmen
diese aus |Pra, Theorem 3.10].

Lemma 2.39. Sei 7 eine regulére Triangulierung von €2 mit der Formregularitdtskonstanten
o(T) und v, € S*(T). Dann existiert eine von Q und 7 unabhéngige Konstante C' > 0,
sodass gilt

HVUhHLz(Q) < OO’(T)||h_1Uh||L2(Q).

2.3.1 Projektionsoperatoren

Um die Analysis der folgenden Kapitel zu bewiltigen, sind wir an Projektionsoperatoren
interessiert.

Diese sollen die Sobolev-Raume aus Kapitel 3 geeignet auf die diskreten Funkionenrdume
dieses Kapitels abbilden. Entscheidend wird es sein, die Projektionen geschickt so zu
wahlen, dass sie moglichst glinstige Eigenschaften haben, die wir in weiterer Folge dann
verwenden konnen.

Knoten-Interpolation

Definition 2.40. Sei 7}, eine reguldre Triangulierung von (2.
Wir definieren dann die Knoten-Interpolation Kj, : R — S'(7}) durch

Kpv == ZU(Z)CZ. (2.25)

zeK

Zusitzlich definieren wir mit den Funktionen ¢¢ € S'(&r) aus Lemma 2.38 die Knoten-
Interpolation auf dem Rand K} : R — S1(&r) durch

Kigi= 3" g(=)cE. (2.26)

zekTl
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Proposition 2.41. Seien im Folgenden v,v* € R%, v, € SY(T3), g € R' und g, € S'(&r).
Fiir die Knoten-Interpolationen K;, und K}, gelten folgende Eigenschaften

(i) K ist eine Projektion auf S'(73), d.h. es gilt
Knon, = v
(ii) Die Funktionswerte von K, an den Knoten bleiben bestehen, d.h. es gilt
vl = (Kpo)|-
(iii) Die Spur v(Kpv) héngt nur von v, ab, d.h. es gilt
Vp =0, = 7(Kpv) = y(Kpv®).
(iv) Die Spur v(K,v) hingt nur von v|r ab, d.h. es gilt
vp=v"r = (Kpv) =v(Kpo").
(v) K} ist eine Projektion auf S*(&r), d.h. es gilt
Khgn = gn-
(vi) Die Funktionswerte von K} an den Knoten bleiben bestehen, d.h. es gilt
gler = (Khg)lir.

(vii) Bezeichnen wir mit g € R% eine beliebige Fortsetzung von g, d.h. es gelte Jlr = g.
Dann gilt der Zusammenhang

(Krg)lr = Kig.
(viii) Es gilt auferdem der Zusammenhang

(Kno)le = K (v]r).

Beweis. (1): Wegen der Eigenschaft aus Lemma 2.35 (i) fiir die nodale Basis gilt fiir
beliebiges vy, € S*(Tr)

(Kpop)(2) = Z (2 (2) = Z vp(2")0., = vp(z)  fiir alle 2 € K.
Zek 2ek
(ii): Laut Definition gilt
(Kno)(2) =) 0(2)¢(2') = Y _0(2)6. = v(2') fiir alle 2’ € K,
ze zek

was aber genau v| = (K,v)|x bedeutet.

(iii): Wegen (ii) gilt v|x, = (Kuv)|x,- Da Kyv € SY(Ty) gilt, ist Kyv insbesondere affin
auf allen Kanten F € &r. Lemma 2.37 mit £* := & liefert uns jedoch die Eindeutigkeit
einer solchen affinen Funktion, die obendrein nur von Funktionswerte an den Knoten Kr
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abhéangt.
(iv): Folgt unmittelbar aus (iii), wegen der offensichtlichen Implikation

U|[‘:U*‘r — U|ICF :U*|Kr-

(v),(vi): Beweise analog zu (i) und (ii).
(vii): Wegen Lemma 2.38 (ii) gilt ¢,|r = ¢¢ und damit fiir beliebiges g € R laut Definition
von K, und K} und

il = Y300 = 3 g(:)¢E =Kl
2€K zekl

(viii): Da die Fortsetzung g in (vii) beliebig ist, konnen wir fiir die Wahl g :== vp und g := v
diesen bereits gezeigten Punkt anwenden und erhalten so unmittelbar die Aussage. [

Scott-Zhang-Projektion

Wir fithren diese Projektion wie in [Pra, Chapter 4.2] ein. Dort finden sich auch die
Beweise zu Lemma 2.42 und Proposition 2.46 (i)—(viii).
In diesem Kapitel sei T, wieder jeweils eine regulére Triangulierung von Q.

Lemma 2.42. Wihle zunéchst fiir jeden Knoten z € K eine beliebige Kante E, € &.
Dann gibt es fiir jedes beliebige z € K eine eindeutige Funktion 1, € S'(E.), sodass gilt

/ P.Co dp =0, fiir alle 2’ € K.
E,

O

Bemerkung 2.43. Ahnlich wie in Satz 1.11 lisst sich mit v : H'(Q) — L*(E.) auch
ein Operator definieren, welcher der Einschrinkung einer H'-Funktion auf eine beliebi-
ge Kante der Triangulierung entspricht, da Kanten ja jeweils die Rdnder von Dreiecken
darstellen. Dieser Umstand legitimiert die folgende Definition. A

Definition 2.44. Wir wihlen wieder fiir jeden Knoten 2z € K eine beliebige Kante E, € £
mit z € F,, fordern dabei jedoch, dass bei der Wahl die zusétzliche Bedingung

»el = E,CT (2.27)

erfiillt ist.
Nach Lemma 2.42 erhalten wir fiir jedes z € K die Funktion ¢, € S'(E,) mit den

dort angefiihrten Eigenschaften. Damit definieren wir die Scott-Zhang-Projektion J;, :
HY(Q) — S'(T) durch

wobei v : T' — FE, hier die Spurabbildung von einem Dreieckselement auf dessen
Rand bezeichnet. Weiters definieren wir die Scott-Zhang-Projektion auf dem Rand J' :
L*(T) — SY(T) durch
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Jhg = (/E V.9 d#) g

zeKp
was wegen der Forderung in (2.27) moglich ist. JAN

Bemerkung 2.45. Die Scott-Zhang-Projektion J; hidngt von der Wahl der Triangulie-
rung 7, ab. Andererseits hingt J;, auch von der Wahl der Kanten F, geméf Lemma 2.42
ab. Dieser Umstand wird in weiterer Folge aber keinen Einfluss auf die Analysis haben.
Entsprechendes gilt auch fiir die Scott-Zhang-Projektion auf dem Rand. A

Proposition 2.46. Die Scott-Zhang-Projektion erfiillt fiir beliebige v,v* € H(£2) und
v, € SY(Ty) die folgenden Eigenschaften:

(i) Jj, ist linear und stetig. Es gilt

30l < C(1+ diam() o] s

(ii) Jy, ist eine Projektion, d.h. es gilt
Jyv, = vp,.

(iii) Der Rand 7(Jsv) héngt nur vom Rand v ab, d.h. es gilt

=90 = Y(Inv) = 7(Inv").
(iv) Jj erhélt diskrete Randdaten, d.h. es gilt

yv € SY(E&) = () = .
(v) Jy, ist lokal H'-stetig, d.h. es gibt eine Konstante C' > 0, sodass fiir alle T € T}, gilt
IVInvl| 2y < ClIVU|L2(0r)-

(vi) Jp, hat lokal lineare Konvergenzordnung, d.h. es gibt eine Konstante C' > 0, sodass
fiir alle T' € T}, gilt

11 = In)vllz) < Chrl[Vol 2.

(vii) Jj, erfiillt das Céa-Lemma in dem Sinne, dass eine Konstante C' > 0 existiert, fiir
die gilt

11 = In)vllmr @) < C(1 + diam(£2)) ,in_ lv = vallm1()-

(viii) Fiir alle a € R ist J;, quasi-optimal, d.h. es gibt eine Konstante C' > 0, sodass gilt

||hO‘V(1 — Jh)’U||L2(Q) S thég%?’Th) ||haV(U — Uh)||L2(Q).

Dabei ist h die lokale Gitterweite aus Definition 2.27.
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(ix) Es gilt
23w = 3 (o).
(x) Es gilt
yInLg = Jdbg fiir alle g € HY?(T).
(xi) Es gibt eine Konstante C' > 0, sodass fiir alle ' € T, und F € & gilt
(1= Inollza) < Chi* [ Vollzaior).
(xii) Es gibt eine Konstante C' > 0, sodass fiir alle E € &r gilt
11 = I)9llz2y < ClIBV gl r2r  fiir alle g € HY(T).

Dabei hdngen die Konstanten C' jeweils nur von der J-Formregularitat der Triangulierung

Th ab.

Beweis. Die Beweise zu (i)-(viii) und (xi) finden sich in [Pra, Chapter 4.2]. Auferdem
findet sich (xii) in [AFKPP, Kapitel 3.2].
(ix): Sei v € H'(Q2) beliebig. Weil (,|r = 0 fiir alle 2z € Kq, gilt dann

yIno =7 (Z (/E R du) Q) => ( v du) ¢ =i ().

zeK zeKp
(x): Setzt man in der in Punkt (ix) gezeigten Gleichheit v := Lg und verwende die
Eigenschaft des Fortsetzungsoperators aus (3.9), so erhilt man unmittelbar die Aussage.
m

L?-Orthogonalprojektion
Wegen S'(T) C H'(Q) C L*(2) und da S'(T) endlichdimensional und damit abgeschlos-

sen in L*() ist, konnen wir mit Lemma 1.30 die L?-Orthogonalprojektion auf diesen
Unterraum betrachten. Analoges gilt wegen S'(&r) € HY?(T') € L*(T') auch fiir den
Rand. Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition 2.47. Fiir eine Triangulierung 7, bezeichnen wir mit
po L) — SY(T,)  und » o LA(T) — S'(&r)
die L?-Orthogonalprojektionen auf die jeweiligen Unterrdume. JAN

Wir fassen die (fiir unseren spateren Gebrauch) wichtigsten Eigenschaften von Orthogo-
nalprojektionen zusammen, die beispielsweise in [BKW, Kapitel 3.2] angegeben sind. Da
die fiir alle Orthogonalprojektionen gelten, formulieren wir sie allgemein:

Definition 2.48. Sei H ein Hilbertraum, Hj ein Unterraum. Man bezeichnet eine lineare
Abbildung : H — H genau dann eine Orthogonalprojektion, wenn fiir alle v € H die
folgenden beiden Eigenschaften erfiillt sind:
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e uc H,
o ( u—wu,v)y =0 firalleve H,
A

Proposition 2.49. Sei H ein Hilbertraum, Hj, ein Unterraum und : H — H die
Orthogonalprojektion auf Hy. Dann gilt:

(i) Eine Projektion (und damit insbesondere die Orthogonalprojektion) ist idempotent,
d.h. es gilt

(ii) Eine Orthogonalprojektion ist selbstadjungiert, d.h. es gilt

( uy,u9yy = (uy, ug)y fiir alle uy,us € H.

(iii) Aus (i) und (ii) folgt insbesondere fiir jedes u € H die Gleichheit

( w,up)y = (u,up)y fur alle u, € Hy,.

(iv) Die Orthogonalprojektion ist stetig mit Stetigkeitskonstante 1, d.h. es gilt

| ully < |lullg fir alle u € H.
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Kapitel 3

Losungstheorie zum Modellproblem

Bevor wir uns numerischer Methoden zur Behandlung des Modellproblems (1.1) bedienen,
betrachten wir zundchst Resultate zur Losungstheorie dazu. Die Vorgangsweise in diesem
Kapitel ist dhnlich wie in [Pra, Kapitel 1.1, 1.2, 3.6] und [Jue, Kapitel 4].

Fir Q und I' gelten dabei wieder die Voraussetzungen aus Kapitel 1.1.

3.1 Starke Formulierung

Definition 3.1. (Starke Formulierung) Wir definieren die starke Formulierung des
Problems, eine Losung fiir unser Modellproblem (1.1) zu finden, wie folgt:
Gesucht ist eine Funktion u € C?(92), welche die beiden Gleichungen in (1.1) erfiillt. A

Definition 3.2. (Starke Losung) Sei u eine Funktion, welche die Eigenschaften aus
Definition 3.1 erfiille. Dann nennen wir u eine starke Losung des Modellproblems in

(1.1). A

3.2 Schwache Formulierung mit explizit geforderter Di-
richlet-Randbedingung

Wir multiplizieren nun (1.1a) mit einer beliebigen Funktion v € H}(€) und integrieren
auf beiden Seiten iiber ). Bei der erhaltenen Gleichung

—/vAud/\:/fvd/\
Q Q

konnen wir auf der linken Seite laut Korollar 1.17 partielle Integration anwenden und
erhalten

/Vu-Vvd)\:/fvd)\+/71)8nudu.
Q Q r

Das Randintegral in dieser Gleichung verschwindet, da v € H}(T') und damit yv = 0 ist.
Wir erhalten daher in kompakterer Schreibweise die Gleichung

<VU, VU>L2(Q) = <f, U)LQ(Q)- (31)

Die Ausdriicke in dieser Gleichung sind im Unterschied zu (1.1) auch fir Funktionen
u e HY(Q) und f € L*(Q) wohldefiniert. Dieser Umstand motiviert folgende Definition:
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Definition 3.3. (schwache Formulierung) Wir definieren die schwache Formulie-
rung des Problems, eine Losung fiir unser Modellproblem 1.1 zu finden, wie folgt:
Gesucht ist eine Funktion u € H'(Q) mit den folgenden beiden Eigenschaften:

e v erfiillt Gleichung (3.1) fiir alle v € H} (),
o yu=gaufl.
A

Definition 3.4. (schwache Losung) Sei u eine Funktion, welche die Eigenschaften aus

Definition 3.3 erfiille. Dann nennen wir u eine schwache Losung des Modellproblems in
(1.1). A

Bemerkung 3.5. Betrachten wir noch einmal Definition 3.3, erkennen wir sofort, dass
g € H'/?(T") eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer schwachen Losung ist, da
das Bild einer H'(Q)-Funktion unter dem Spur-Operator v laut Definition 1.12 genau
eine H'/2(I')-Funktion ist.

Dass diese Voraussetzung auch hinreichend ist, zeigt Satz 3.8. A

Proposition 3.6. Man betrachte die beiden Definitionen 3.2 und 3.4. Dann gilt:
(i) Jede klassische Losung ist auch eine schwache Losung.

(ii) Wenn eine schwache Lésung ein Element von C2((Q) ist, dann ist sie auch eine klas-
sische Losung.

Beweis. (i) haben wir durch partielle Integration in Gleichung (3.3) hergeleitet. Beachte

dabei, dass C%(Q)|q € H'(Q) gilt, da stetige Funktionen auf kompakten Mengen sicher

quadratisch integrierbar sind.

Fiir den Beweis von (ii) siche [Pra, Proposition 2.17| und beachte, dass die Randbedingung

auf ' in beiden Formulierung explizit gefordert wird und in Gleichung (3.3) nicht eingeht.
O

Bemerkung 3.7. In Proposition 3.6 haben wir gesehen, dass die Menge aller schwachen
Losungen eine Obermenge der Menge der klassischen Losungen ist. Daher konzentrieren
wir uns in weiterer Folge nur noch auf die schwache Formulierung des Modellproblems
(1.1).

In den bisherigen Formulierungen dieses Kapitels muss noch keine schwache Losung
existieren. Notwendig fiir deren Existenz ist beispielsweise, dass die Randbedingung in
Definition 3.3 iiberhaupt erfiillt sein kann. Dafiir muss zumindest g € v(H'(f2)), also
g € HY*(T') gelten.

Hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer schwachen Losung liefert der folgende
Satz. A

Satz 3.8. (Existenz fiir schwache Lésungen) Sei f € L*(Q) und g € H'/%(T"). Dann
gilt:

(i) Fiir unser Modellproblem (1.1) existiert eine eindeutige schwache Lésung u € H'(2).

(ii) Die schwache Losung u € H'(Q2) erfiillt dabei die Abschétzung
[ull @) < 2(1f 1122 + N9l mrzery)- (3.2)
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Beweis. (i):

1. Schritt: Existenz

Wir betrachten mit § € H'(2) eine beliebige Fortsetzung von g € H/2(T'). Diese muss
existieren, da H'/?(I") nach Definition 1.12 ja genau das Bild von H'(f2) unter dem Spu-
roperator 7y darstellt. Wir definieren eine Funktion w € H*(Q2) durch w := u — g, womit

Yw=yu—-vg=9g—g=0

und damit sogar w € Hy(Q) gilt. Setzen wir diese Definition in Gleichung (3.1) ein, so
erhalten wir

<VU}, VU>L2 <f U>L2(Q <Vg, VU>L2(Q) (33)

Das Ziel ist es nun, den Darstellungssatz von Riesz in der Variante von Korollar 1.25
anzuwenden. Wegen Korollar 1.22 und Lemma 1.19 ist die linke Seite von Gleichung (3.3)
genau ein Skalarprodukt des Hilbertraumes H}(f2). Damit miissen wir nur noch zeigen,
dass die rechte Seite F'(v) := (f,v)r2(q) — (VG, V) 12(q) ein stetiges lineares Funktional
auf H(Q), also F' € H~'(), ist. Die Linearitét in v ist klar, aufgrund der Eigenschaften
von Skalarprodukten und Gradienten. Fiir die Stetigkeit betrachte unter Verwendung der
Dreiecksungleichung und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

[(f, 0)12(0) — (VG VU) 1200 |
yvaQQ)|+\ (V3, V) 20|
HfHLzm)HvHLz + VYl @l Vol 22

(HfHLZ ) H IVl z2@) vl @)

was zeigt, dass I’ tatséchlich stetig ist und die Stetigkeitskonstante
[Fl[r-1) < [[fllz2) + [Vl 20 (3.4)

erfiillt.

Damit liefert uns Korollar 1.25 ein eindeutiges w € H} (), welches (3.3) erfiillt. Aus der
Definition von w erhalten wir dann durch u = w + g auch eine schwache Losung laut
Definition 3.4.

2. Schritt: Eindeutigkeit

Korollar 1.25 liefert zwar fiir gegebenes g eine eindeutige Losung fiir w, im allgemeinen ist
die Fortsetzung von ¢ jedoch nicht eindeutig. Wir miissen daher zeigen, dass die erhaltene
Losung v unabhéngig von der Wahl der Fortsetzung g ist.

Seien also ¢; und g, zwei H!'-Fortsetzungen von g. Wie in Schritt 1 des Beweises erhalten
wir daraus jeweils zuerst Funktionen w;, wy und anschliefend wy, us, die (3.7), bezie-

hungsweise (3.1) losen.
Wir erhalten also fiir beliebiges v € HJ(£2)

(Vur, Vo) r20) = (f,v) 120
(Vug, VU>L2(Q) =(f, U>L2(ﬂ)

woraus durch Subtraktion der beiden Gleichungen

(V(ur — u2), Vo) 2y =0 Vv € Hy() (3.5)
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folgt. Da v(u; — up) = g — g = 0 gilt und u; — uy damit sicher in HJ () liegt, kénnen wir
direkt Korollar 1.25 anwenden, was uns eine eindeutige Losung fiir ug —uy € H(2) sicher
stellt. Da die Nullfunktion jedoch offensichtlich eine Losung der Gleichung 3.5 darstellt,
folgt u; — ugy = 0 und damit u; = us.

Damit haben wir (i) gezeigt.

(17):
Der zweite Punkt in Korollar 1.25 liefert uns fiir jedes w aus dem ersten Beweisteil zu-
sitzlich die Aussage

[l = 1Flla-@)
und damit gemeinsam mit (3.4) die Abschitzung
[l < [[flle2@) + IVl < [1fllz2@) + 19lla @ (3.6)

Damit gilt die Abschétzung

[ullzi) = llw+3llm@
< wlla@ + 19lm @)
(4.2) R
< | fllzz + 201910
< 2([[f ez + 19l #1(e))

fiir jede beliebige Fortsetzung § und g. Laut Definition der H'/2-Norm gilt sie dann auch
in der Form von (3.2) und wir haben die Behauptung in (i7) gezeigt. ]

3.3 Schwache Formulierung in gemischter Formulierung

Die Vorgangsweise, mit der wir am Beginn von Kapitel 3.2 die schwache Formulierung in
Definition 3.3 motivierten, ist bei weitem nicht der einzige Moglichkeit.

In diesem Kapitel wollen wir eine weitere Variante prasentieren, die sich im Wesentlichen
dadurch unterschiedet, dass wir die Erfiillung der Dirichlet-Randbedingungen nicht ex-
plizit fordern, sondern diese in die schwache Formulierung direkt einbauen. Dabei halten
wir und an [Soe, Section 7.1].

Die Vorgangsweise ist wie folgt in zwei Schritten:

e Wir multiplizieren (1.1a) mit einer beliebigen Funktion v € H'(Q) und integrieren
auf beiden Seiten iiber (2. Bei der erhaltenen Gleichung

—/vAud/\:/fvd/\
Q Q

konnen wir auf der linken Seite laut Korollar 1.17 partielle Integration anwenden
und erhalten

/Vu-Vvd)\—/'yv@nud,u:/fvd)\.
Q r Q
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Das Randintegral in dieser Gleichung verschwindet hier im Unterschied zu Kapitel
3.2 nicht, da v nun allgemeiner in H'(T') liegt. Damit tritt in dieser Gleichung
neben der unbekannten Funktion u auch zusétzlich d,u auf. Interpretieren wir das

vorkommende Randintegral als lineares Funktional in der Form p := — [ d,u(-) du
wirkend auf yv € H'/?(T), so ldsst sich 0, u vollstidndig durch eine neue Unbekannte
p ersetzen.

In kompakterer Schreibweise erhalten wir also die Gleichung

(Vu, Vo) r2 ) + (0 70) 172y 2y = (f> 0) 22 () (3.7)

Die Ausdriicke in dieser Gleichung sind im allgemeinen Fall fiir Funktionen u €
HY(Q), p€ HY4(T') und f € L*(Q2) wohldefiniert.

e Wir wihlen nun auch fiir die Randbedingung aus Gleichung (1.1b) eine &hnliche
Behandlung. Dazu wenden wir ein beliebiges Funktional ¢ € H~/2(T") auf die Rand-
bedingung an und erhalten

<Q7’7u>H—1/2(F)><H1/2(F) = <Q79>H—1/2(F)><H1/2(F)' (3.8)

Diese Gleichung ist fiir g € H'/?(T), u € H*(Q) und damit yu € H'/?(T") ebenfalls
wohldefiniert.

Wir kommen mit diesen Voriiberlegungen wieder zu einer schwachen Formulierung unseres
Modellproblems aus (1.1):

Definition 3.9. (gemischte Formulierung) Wir definieren die gemischte Formulie-
rung, wie folgt:

Gesucht ist das Funktionenpaar (u,p) € H'(Q) x H~Y/2(I), welches Gleichung (3.7) fiir
alle v € HY(Q) und (3.8) fiir alle ¢ € H~'/2(T") erfiillt. Wie man durch Einsetzen von
Testfunktionen in der Form (0,¢q) bzw. (v,0) unschwer erkennt, ist diese Formulierung
dquivalent dazu, dass (u,p) € H'(Q2) x H™Y/?(T") die Bedingung

(Vu, Vo) r20) + (0, Y0) 1722y + (@ YU) gr-172y s 2y

= <f, U>L2(Q) + (q, g)H—l/Q(F)XHl/Z(F) fiir alle (U, q) € HI(Q) X H_I/Q(F)
erfiillt. A
Der folgende Existenzsatz mit Beweis stammt aus [Soe, Theorem 87].

Satz 3.10. (Existenz von schwachen Lésungen) Die schwache Formulierung aus
Definition 3.9 besitzt eine eindeutige Losung (u,p) € H' () x H~Y*(I).

Beweis. Das Ziel ist es, Satz 1.29 anzuwenden. In Anlehnung an die Formulierung in
Gleichung (1.11) definieren wir die beiden Bilinearformen a : H*(Q2) x H*(2) — R und
b: HV/2(T) x H(Q) — R durch

a(,-) = (V(), V()@
b(-, ) = <(')77(')>H*1/2(F)><H1/2(F)
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und die linearen Funktionale F': H'(2) — R und G : H~"/?(I') — R durch

F() = (f, ()

G(-) = <(')7g>H*1/2(F)><H1/2(F)'
Es verbleibt also zu zeigen, dass die Voraussetzungen an a, b, F, G aus Satz 1.29 fiir diese
Wabhl erfiillt sind.
1. Schritt: Stetigkeit

Aus der Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und Gleichung (1.2) folgt fiir beliebige u,v €
H'Y(Q)

|a(u, v)| = [(Vu, Vo) r2)| < [|Vullr2@)|Vollrze) < llullm@llvllm @),

also ist a(-,-) stetig. Aufgrund der Definition des Raumes H~'/2(I") als Dualraum von
H'Y2(T') und der Definition der H'/2-Norm aus Satz 1.13 folgt fiir beliebige ¢ € H~'/2(T")
und u € H'(Q)

[b(u, D) = (g vu) g-rr20yscarve ey < llalla-ve@y vl e < llgllm-1emllull me)
und damit auch die Stetigkeit von b(-,-). Fiir F' verwende man wiederum die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung gemeinsam mit Gleichung (1.2), um fiir beliebiges v € H*(2)
die Abschétzung
[F()] = {f.v)rz@) < Ifll2@ vz < 2@ llvlla @

und damit die Stetigkeit von F zu zeigen. Die Stetigkeit von G folgt wiederum unmittelbar
aus der Definition von H~'/2(T).

2. Schritt: Koerzivitit auf H,
Betrachten wir die Definition von Hy aus Gleichung (1.7), so erhalten wir in unserem Fall

Hy={ue H(Q) ’ Vge H'VA(IT) (g, VU) 1721y H1/2(T) = 0}
={ue H'(Q) | yu=0} = Hy(Q).
Damit gilt wegen Korollar 1.22

1

a(u,u) = (Vu, Vu) 2y = [|Vull7sq) > =——lullin
@ o) 2 gz il

die Koerzivitiat von a(-, ) auf dem Unterraum Hy.

3. Schritt: LBB-Bedingung

Die zu zeigende LBB-Bedingung aus Gleichung (1.8) ist aufgrund der Definition des Infi-
mums aquivalent zu

b(u, q _
sup s gy g e B
ueH' () [l rr1.@)
u#0
fiir ein 8 > 0. Laut der Definition der Normen gilt
|<Q79>H*1/2(F)><H1/2(F)| ’<Q79>H*1/2(F)><H1/2(F)|
HQHH*/Q(F) = = sup .
geHY/2(T) H9HH1/2(F) geHY/2(T) mfueHl(Q) HUHHl(Q)
g#0 g#0 Y=g
—  sup sup |<Q79>H—1/2(F)><H1/2(F)| . (g, 7U>H—1/2(r)xH1/2(r)|
geHY/2(T) ue H(Q) ||U||H1(Q) ueH(Q) ||U||H1(Q)
g0 yu=g u#0
b
g Do)
ue H(Q) [l rr1.0)
u#0
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und damit ist die LBB-Bedingung mit § = 1 erfiillt. m
Wir verwenden den letzten Satz gleich, um folgendes Resultat zu beweisen.

Bemerkung 3.11. Sei g, € 8'(&r). Dann kénnen wir g leicht zu einer Funktion g, €
SY(T) fortsetzen, in dem Sinne dass

anlr = gn

gilt. Dazu konnen wir fiir g, beispielsweise folgende Darstellung beziiglich der nodalen

Basis wahlen:
Gni= > gn(2)¢+ D 0¢

2€Kr ze€Rq

Wir kénnten in der zweiten Summe die Koeffizienten aber auch beliebig anders wéhlen,
da die Wahl keinen Einfluss auf die Funktionswerte am Rand I" nimmt.

Da sowohl 8'(&r), als auch 8'(7") endlichdimensional sind, ist der lineare Operator ~ :
gn — gn nach obiger Definition weiters stetig.

Fiir ¢ € H'Y?(T") existiert nach Definition ebenfalls (zumindest) eine Fortsetzung § €
H'(Q). Da diese Raume jedoch unendlichdimensional sind, ist die Stetigkeit nicht mehr
klar. Die Losung dieses Problems bietet jedoch das folgende Lemma. A

Lemma 3.12. (Fortsetzungsoperator) Betrachten wir den Spuroperator
v € L(HY(Q), HY*(T')) aus Bemerkung 1.14. Dann existiert umgekehrt auch ein Fort-
setzungsoperator £ € L(HY?(I'), H*(Q2)) mit der Eigenschaft, dass

YLg =g fiir alle g € HY*(I) (3.9)
gilt.

Beweis. 1. Schritt: Definition
Sei g € H'/?(T") beliebig. Wir betrachten das Hilfsproblem

—Au = 0 in (2,

u = g auf I'. (3.10)

Laut Satz 3.8 (i) besitzt dieses Problem eine eindeutige schwache Losung u € H* (). Wir
definieren dann Lg := u.

2. Schritt: Linearitat
Seien g1,g, € H'/? und o € R. Zu zeigen ist £(g, + ags) = Lg1 + aLg,. Betrachte nun
die beiden Hilfsprobleme

_AULQ = 0 in
U2 = J1,2 auf I’

up und wus. Diese besitzen nach Definition die beiden Losungen u; = Lg; und us = Lgo.
Nun ist jedoch leicht zu sehen, dass die Linearkombination u := u; + aus dieser beiden
Losungen das Hilfsproblem

—Au = 0 in
U = g+ ag auf I’

46



16st. Da die eindeutige Losung dieses letzteren Hilfsproblems aber genau L£(g; + ags) ist,
folgt L(g1 + age) = Lg1 + aLys.

3. Schritt: Stetigkeit

Laut Satz 3.8 (i) gilt fiir die Losung des Hilfsproblems aus (3.10) die Abschétzung

1£9l a1 @) < 2lgll ),

was genau die Stetigkeit des Fortsetzungsoperators £ bedeutet. O]

3.4 Schwache Formulierung nach Nietsches Methode

Die folgende Variante geht auf den deutschen Mathematiker Joachim Nietsche (x 1926,
+1996) zuriick. Wir schildern hier die Ansétze zur Formulierung und lehnen uns dabei an
[Tho, Kapitel 2| an.

Der wesentliche Unterschied im Vergleich zu den beiden vorhergehenden Kapiteln ist, dass
wir bereits zu Beginn 2 mit einer reguldren Triangulierung 7 versehen und das Verfahren
auch explizit von dessen Wahl abhéngt. Aufserdem definieren wir fiir diesen Abschnitt den
Funktionenraum

Hy(Q) :={ue H'(Q) | du € L*(I)}. (3.11)
Obwohl dies einen Unterraum von H'()) darstellt, versehen wir ihn hier mit der Norm

1)z = VO + 177202() 2y + 157 29O 2oy, (3.12)

welche jedoch abhéngig von der Triangulierung 7 ist. (h bezeichnet die lokale Gitterweite
aus Definition 2.27.) Die Vorgangsweise ist nun, wie folgt in drei Schritten:

e Analog zu den vorhergehenden Kapiteln multiplizieren wir zuerst (1.1a) mit einer
beliebigen Funktion v € H}(£2). Nach Integration iiber  erhalten wir die Gleichheit

—/vAud)\:/fvd)\.
Q Q

Anwendung der partiellen Integration aus Korollar 1.17 liefert wieder

/Vu~VU d)\—/ﬁnuyv d,u:/fv d\. (3.13)
Q r Q

Das Ziel ist es nun, die linke Seite als Bilinearform in u und v und die rechte Seite
als lineares Funktional in v zu interpretieren und mit dem Lax-Milgram-Lemma die
Existenz eines eindeutigen u € H}(€)) nachzuweisen, welches die obige Gleichheit
fiir alle v € H}(Q) erfiillt. AuRerdem muss die Erfiillung der Randbedingung aus
(1.1b) — zumindest in gewissem Sinne — gefordert werden. Daher sind noch die
folgenden beiden Schritte notig.

e Symmetrisieren:
Wir betrachten nun die Randbedingung aus (1.1b), multiplizieren diese mit d,,v und
integrieren iiber I'. Damit erhalten wir

/vuanv i = /ganv i,
r T
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subtrahieren diese Gleichung anschliefend von (3.13) und erhalten schliefslich

/Vu-V'U d)\—/anufyv du—/’yu@nv du—/ffu d)\—/ganv du. (3.14)
Q r r Q r

In diesem Fall stellt die linke Seite bereits eine symmetrische Bilinearform dar. Da-
mit wir auflerdem noch die Koerzivitdtsbedingung aus Lemma 1.26 zeigen konnen,
fehlt noch der folgende Schritt.

e Stabilisieren:
Sei nun x > 0 eine beliebige Konstante und A die lokale Gitterweite aus Definiti-
on 2.27. Wir betrachten erneut die Randbedingung aus (1.1b), multiplizieren diese
diesmal mit yh~'yv und integrieren iiber I'. Damit erhalten wir die Gleichung

X/h_lvuyv dp = X/h_lgyv dp.
r r

Diese addieren wir nun zu (3.14) und erhalten schlussendlich

/Vu Vv d\ — /8nu'yv du—/’yu@nv d,u+x/h_1’yu’yv du
r r r

/fv dX\ — /g@nv du—i—x/hlgyv du,
r r

was sich in vereinfachter Schreibweise auch anschreiben ldsst als

(Vu, V) 120y — (Optt, Y0) 20y — (YU, On¥) L2(1 —i—X(h’l/Q'yu h=12y V) L2(1)

(3.15)
=(f U>L2(Q) — (g, 3nU>L2(F) + x(h™ 1/29; h~ 1/2’Y’U>L2(r)~

Definition 3.13. (schwache Formulierung) Sei 7 eine reguldre Triangulierung von
Q, @ > 0 und h die lokale Gitterweite. Gesucht ist die Funktion v € H}(Q), welche die
Gleichung (3.15) fiir alle v € H!(Q) erfiillt. A

Satz 3.14. Seien f € L%*(Q) und g € HY*(T). Erfiillt u € H!(2) unser Modellpro-
blem (1.1), dann ist u auch eine Losung der schwachen Formulierung aus Definition 3.13.

Beweis. Betrachtet man die Herleitung der schwachen Formulierung in drei Schritten am
Beginn dieses Kapitels, so folgt aus der Giiltigkeit von (1.1) unmittelbar die der weiteren
Gleichungen. O
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Kapitel 4

Varianten zur Diskretisierung

Nachdem wir nun Voraussetzungen fiir die Losbarkeit unseres Modellproblems (1.1) mit-
tels Satz 3.8 geklart haben, formulieren und untersuchen wir verschiedene Diskretisie-
rungsverfahren

Die Kernidee dabei ist es, den Losungsraum H'(Q) fiir u aus Satz 3.8 durch ,einfachere”
(zum Beispiel endlichdimensionale) Rédume zu ersetzen, um dort Approximationslésungen
uy, fir (3.1) zu konstruieren. Diese sollen nach Moglichkeit ein gewisses Konvergenzver-
halten zeigen — im Optimalfall natiirlich gegen die exakte Losung u. Dabei miissen wir
auch an a posteriori Fehlerschitzern arbeiten, die uns eine Aussage iiber den Approxi-
mationsfehler in geeigneter Norm ||u — uy|| geben kénnen. In diesem Fall ist natiirlich zu
beachten, dass die exakte Losung u im Allgemeinen unbekannt ist.

Das besondere Augenmerk legen wir dabei auf die inhomogene Dirichlet-Randbedingung
aus (1.1b). Verfiigen wir nicht mehr iiber den Raum H'(Q) als Losungsraum, kénnen
wir die Randbedingung aus H'?(I') fiir u;, im Allgemeinen nicht mehr exakt erfiillen.
Wir wollen uns daher Gedanken machen, wie wir eine — zumindest ndherungsweise —
Erfilllung der Randbedingung in die Formulierung unserer Bedingungen an w; einflieken
lassen.

4.1 Schwache Formulierung mit explizit geforderter Di-
richlet-Randbedingung

Die Vorgangsweise in diesem Kapitel ist angelehnt an [FPP].Wir verfolgen hier folgende
grundsétzliche Strategie um eine Approximationslésung wuy, zu ermitteln. Wir manipulieren
die schwache Formulierung aus Definition 3.3 in folgender Hinsicht:

e Wiihle eine (regulére) Triangulierung 7 von €.

e Approximiere die Funktion g am Rand durch eine stiickweise affine Funktion gj.

Ersetze die Funktionenrdume H'(Q2) und H} () durch die stiickweise affinen An-
satzraume S'(7T) und S3(T).

Lose das veranderte Problem exakt.
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Diese Vorgangsweise wollen wir im folgenden Kapitel préazisieren. Man beachte dabei,
dass fast derselbe Wortlaut wie in Kapitel 3.2 verwendet werden kann. Lediglich die
Funktionenrdume miissen an geeigneten Stellen abgedndert werden.

4.1.1 Diskrete Formulierung

Wir wollen nun die schwache Formulierung aus Definition 3.3 fiir unsere Approximationen
anpassen:

Definition 4.1. (diskrete Form der schwachen Formulierung) Sei 7 eine beliebi-
ge regulidre Triangulierung von {2 und g, eine Approximation von g. Wir definieren die
diskrete Form der schwachen Formulierung, eine Losung fiir unser Modellproblem
1.1 zu finden, wie folgt: Gesucht ist eine Funktion u; € S*(7) mit den folgenden beiden
Eigenschaften:

o uy, erfillt (Vuy, Vvh>L2(Q) = (f, Uh>L2(Q) fiir alle vy, € S&(T)-
o yu, = gy auf I'.
A

Definition 4.2. (diskrete Losung) Sei uy, eine Funktion, welche die Eigenschaften aus

Definition 4.1 erfiille. Dann nennen wir u;, eine diskrete Losung des Modellproblems
in (1.1). JAN

Bemerkung 4.3. Betrachten wir Definition 4.1, dann folgt aus Bemerkung 2.11, dass
gn € SY(T') eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer schwachen Losung ist.
Inwiefern diese Voraussetzung auch hinreichend ist, zeigt Satz 4.5. A

Diese Bemerkung und Lemma 2.37 lassen nun folgende Definition zu.

Definition 4.4. (Knoten-Interpolation) Sei ¢ € H'(T'). Dann definieren wir die
stiickweise affine Approximationsfunktion g, nach Lemma 2.37 fiir den Fall £* := & und

= glip-
JAN

Satz 4.5. (Existenz fiir Losungen der diskreten Form der schwachen Formu-
lierung) Sei g, € S'(&r) und f nach wie vor aus L?(2). Dann existiert eine eindeutige
Losung der diskreten Form der schwachen Formulierung aus Definition 4.1.

Beweis. Man beachte:
e Mit Lemma 2.35 folgt, dass auch S}(7) ein Hilbertraum ist.

e Wegen Bemerkung 3.11 lisst sich gy leicht durch eine affine Funktion g, € SY(T)
fortsetzen.

Unter Beriicksichtigung dieser beiden Fakten kann der Beweis in volliger Analogie wie der
Beweis zu Satz 3.8 gefiihrt werden. m
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4.1.2 Céa-Lemma

Wir haben im vergangenen Kapitel gezeigt, dass wir durch das Ersetzen der Randfunktion
g € H'Y?(T) durch eine beliebige stiickweise affine Funktion g, € S'(&r) auf eine alter-
native Formulierung mit endlichdimensionalen Funktionenrdumen iibergehen kénnen, die
ebenfalls eindeutig losbar ist.

Jetzt wollen wir uns dariiber Gedanken machen, wie gut die diskrete Losung u; aus Satz
4.5 die exakte Losung u aus Satz 3.8 tatsdchlich approximiert. Dies wird unter anderem
auch davon abhingen, wie gut die Funktion g durch die Funktion g, approximiert wird.
Trotzdem wollen wir die Resultate zu Beginn dieses Kapitel noch mdglichst allgemein for-
mulieren und erst am Ende darauf eingehen, wie diese Approximation konkret aussehen
koénnte.

Wir wollen dafiir in diesem Kapitel zwei Versionen des Céa-Lemmas zeigen, welches uns
— in gewissem Sinne — sicherstellt, eine quasi-optimale Losung in unserem gewéahlten
Approximationsraum gefunden zu haben. Die Vorgangsweise dabei ist wie in [Pra, Kapitel

3.6].

Lemma 4.6. (Céa-Lemma I) Seien v und u;, Losungen der schwachen Formulierungen
aus den Definitionen 3.3 und 4.1 mit zwei Funktionen g € H*/2(I") und g, € S*(&r).
Dann existiert eine (nur von 2 abhéngige) Konstante Ce, > 0 mit

lu = unll @) < Coea min lu = vnll @)
YVh=9h

Beweis. Wegen Bemerkung 2.4 gilt die Galerkin-Orthogonalitét hier in der Form

(V(u—un), Vop) 2y = 0 fiir alle v, € S§(T). (4.1)

Wir wihlen nun eine beliebige Fortsetzung g, von g, wie in Bemerkung 3.11 und definieren
uop = up — gn € S§(€). Dann gilt fiir jedes vy, € SH(T)

IV —un)lley = (V(u—un), V(u—un) 2
= (V(u—wup), V(u— [uon + Gnl)) 12()
1 N

(41 (V(u—up), V(u— [vn + 1)) 2

< [IV(u—up) 2@ IV (u = [vn + Gn))[ 20
und damit

IV (= un)llz2) < [[V(u— [vn + Gn)) | L2(0)- (4.2)

In Lemma 1.20 haben wir gesehen, dass || - || := [[V ()|l z2¢2) + |7(-)||z2(r) eine dquivalente

Norm in H'(2) definiert, das heifit es existieren Konstanten a, § > 0 mit a||v|| 1) <
lloll < Bjv]|m1(q) fiir alle v € H'(2). Daraus folgt unter Verwendung von (4.2) und v, = 0
n (%) die Abschitzung
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allu = upllge) < lu — u|
= |V(u — un) |22 + |7(w — un)l|z2(r)
= [[V(u—un)llz2) + 19 — gnll 2

(%) R .

< |[V(u — [vn + Gnl)llL2) + [[7(w — [vn + Gn])ll 22 (r)
= |lu — (vn + gn)|

< Bllu— (vn + 9n)ll 1)

Insgesamt haben wir damit also

lu = unl| 1) < Ceeallt = (v + Gn) || 1 ()

gezeigt, wobei wir Cge, := B/ gesetzt haben. Da diese Ungleichung fiir beliebige Fort-
setzungen g, € S'(T) und beliebige v, € S§(T) gilt, erhalten wir sogar

uU—u < Crpeq Inf |lu— (v, +7 = Cpeq Inf |Ju—w . (4.3
I wllme) < Co . [ = (vn + Gn)ll @) = Co o lu = vallmr ). (4.3)
Y9h=9n YVh=0h
v €S5(T)
Mithilfe von Lemma 1.30 kann auferdem gezeigt werden, dass das Infimum tatséchlich
durch eine eindeutige Funktion angenommen wird und wir es daher durch ein Minimum

ersetzen konnen (fiir eine genaue Ausfiihrung siehe Anhang, Lemma A.1). O
Wir zeigen nun die zweite Variante des Céa-Lemmas.

Lemma 4.7. (Céa-Lemma II) Die Voraussetzungen seien gleich wie in Lemma 4.6.
Dann existiert eine Konstante C(,,, > 0 mit

[w = unlli (o) < Céea[vhé%i}(lﬂ lw = vnllmr@) + lg = gnllgr2m))- (4.4)
In dieser Abschitzung hingt die Konstante Cf,, > 0 (im Unterschied zu Cc., aus
Lemma 4.6) jedoch nicht nur von €, sondern auch von der Stetigkeitskonstante der
Scott-Zhang-Projektion aus Proposition 2.46 (i) und damit insbesondere auch von der
F-Formregularitdt der Triangulierung 7 ab.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass eine Konstante Ce.,, > 0 existiert, sodass

min ||lu—wv < Creq,] min  |lu —wv + g — 45
v €SH(T) | @) < Co Q[vhesz) | nllzrr ) + 119 = gnll ) (4.5)
YVh=gh

gilt. Dann folgt die zu zeigende Abschétzung aus Lemma 4.6.
Wir wéhlen dazu

vy, = In(u— L(g — gn)) € SYT),

wobei £ genau der Fortsetzungsoperator aus Lemma 3.12 und J;, die Scott-Zhang-Projektion
aus Kapitel 2.3.1 ist. Nun gilt aufgrund der Eigenschaft aus (3.9) fiir Fortsetzungsopera-
toren

Yu—L(g—gn)=9—(9—9n) = gn €S (&r)
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und damit kénnen wir die Eigenschaft (iv) aus Proposition 2.46 anwenden und erhalten

YU, = Gh-

Aufterdem gilt unter Verwendung der Dreiecksungleichung

lu —vpllae) = lu — In(u — L{g — gn))ll51 ()
= [Ju = Inu+ IL(g — gn) ||l a1 (@)
<[(1- Jh)U”Hl(Q) + |9 L(g — gh)HHl(Q)-

Um den ersten Summanden weiter abzuschétzen, verwenden wir Proposition 2.46 (vii)
und erhalten

1-J <C ' — .
I )l o) < 1vhgéllf(l,r) [ = vall ()

Fiir den zweiten Summanden verwenden wir die Stetigkeit von J;, und £ und erhalten so

||Jh£(9 - gh)“Hl(Q) < C2H9 - 9h||H1/2(F)-
Die Konstanten C; und C5 héngen dabei in beiden Abschétzungen nur von 2 und der
~-Formregularitét ab. Definieren wir Ceeq, := max{C}, Cy} so erhalten wir insgesamt

lu = vplla @) < Ceea [vhgéil?T) [ = vnll @) + g = gnll /)]

und haben daher mit v; eine Funktion aus der Menge gefunden, tiber die auf der linken
Seite in (4.4) minimiert wird. Daher gilt diese Abschétzung insbesondere auch fiir das
Minimum. [l

Bemerkung 4.8. Die Abschiitzung aus Lemma 4.7 gilt fiir alle beliebigen g;, € S'(&r).
Der Summand ||g — gn || g1/2(ry beschreibt dabei genau die Abweichung der diskreten von
den echten Dirichlet-Daten, gemessen in der H'/2-Norm. Daher kann dieser Term, ab-
héngig von der tatsédchlichen Wahl von g, als Approximation von g entsprechend weiter
abgeschétzt werden. A

Bemerkung 4.9. Aufgrund des Einbettungssatzes von Sobolev (Satz 1.10 fiir den Fall
d=1,k=1,m = 0), kénnen wir die Funktion g € H'(T') ,,punktauswerten”, indem wir

g(z) :==g(z) firallezel

definieren. Die Funktion g € C%(€) sei dabei genau die entsprechende Funktion aus Satz
1.10. JAN

Definition 4.10. (Dirichlet-Daten-Oszillationen) Sei ¢ € H'(I') ¢ H'*(T"), g, €
S'(&r), P°(Er) die Menge aller kantenweise konstanten Funktionen am Rand T und | :
L*(T) — P°&r) die L2-Orthogonalprojektion auf P°(Er). Dann schreiben wir fiir jedes

FE e gp
oscr(B)? = hgll(1 = §)Vegliam),

wobei Vg fiir die (schwache) Richtungsableitung entlang der Kante E steht. Weiters
definieren wir
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Dazu finden wir in [AFKPP, Proposition 3.1] folgende Aquivalenzabschitzung beziiglich
der Scott-Zhang-Projektion:

Lemma 4.11. Es gilt mit einer von I' und einer Ausgangstriangulierung 7, abhédngigen
Konstanten C' > 0

OSCr S ||h1/2VE(1 - Jh)gl|L2(F) S COSCF.

In [FPP, Lemma 1| bzw. [AFKPP, Corollary 3.2] findet sich das folgende Resultat:

Lemma 4.12. Sei g € H'(T') und g := Plg € S'(&r), wobei der allgemeine Projekti-
onsoperator P} entweder fiir die Knoten-Interpolation, die Scott-Zhang-Projektion oder
die L2-Orthogonalprojektion aus Kapitel 2.3.1 steht, d.h. es gilt P} := K} P} := J} oder
Pl := . Dann folgt

||g - thHl/?(F) < CoscOSCF

mit einer Konstante C,s. > 0, welche nur von €2, der 7-Formregularitéit, der Stetigkeits-
konstante der jeweiligen Projektion und bei geeignet gewéhlter Netzverfeinerung (z.B.
Newest Vertex Bisection) nur von der Ausgangstriangulierung 7o abhéngt. U

Mit diesem Lemma kénnen wir die Abschatzung aus Lemma 4.7 prazisieren:

Korollar 4.13. Sei P} ein Projektionsoperator geméf Lemma 4.12. Dann hat die Ab-
schatzung in Lemma 4.7 die Gestalt

| —up|| 1) < C [Uhglgllr(lT) |2 — vp| 1) + oscr],

wobei die Konstante C' > 0 von 2 und der 7-Formregularitiat abhéngt. O

Abschitzung fiir Scott-Zhang-Projektion

Lemma 4.14. Seien g € HY?(T), g, := It g € SY (&) und § € HY(Q) eine beliebige
Fortsetzung von ¢g. Dann gilt

19 — gnll g2y < thglsi}(lﬂ 19 — vnllm(@),

wobei die Konstante C' > 0 von (2 und der 7-Formregularitit abhéngt.

Beweis. Zunéchst gilt fiir die beliebige Fortsetzung g trivialerweise vg = ¢ und damit
konnen wir die linke Seite die folgt umschreiben:

lg — thHW(P) = |lg — 'JiI:gHHlﬂ(F) = |lvg - JZ’Y@\HHW(F)-

Mit Proposition 2.46 (ix) lassen sich Spuroperator und Scott-Zhang-Projektor vertauschen
und daher gilt weiter

179 = Ju 73l ey = 109 = 130Gl ey = 19 = Iu@) a2y < 117 — Ingllm -

Verwenden wir bei diesem Resultat schlussendlich noch Proposition 2.46 (vii), so erhal-
ten wir direkt die gewiinschte Abschétzung mit einer von {2 und der 7-Formregularitit
abhéngenden Konstanten. O
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Da die Losung u € H*(Q2) der schwachen Formulierung aus Definition 3.3 die Bedingung
~vyu = g erfiillt, konnen wir im letzten Lemma insbesondere g := u wéhlen. Damit 1dsst
sich die Abschétzung aus Lemma 4.7 fiir den Fall der Scott-Zhang-Projektion formulieren:

Korollar 4.15. Mit der Voraussetzungen g, := Jtg in Lemma 4.7 gilt die Abschiitzung

_ < C mi _
[ = unl[@) < vhgllf(lﬂﬂu vl (),

wobei die Konstante C' > 0 von 2 und der F-Formregularitdt abhéngt. O

4.2 Schwache Formulierung in gemischter Formulierung

Wir wéhlen in diesem Fall die folgenden Abé&nderungen im Vergleich zur urspriinglichen
gemischter Formulierung aus Definition 3.9:

e Wihle eine regulire Triangulierung 7 von €.

e Ersetze die Funktionenriume H'(Q) und H~'Y?(T") durch die stiickweise affinen
Ansatzraume S'(7) und S*(&r).

e Lose das veranderte Problem exakt.

4.2.1 Diskrete Formulierung

Die adaptierte Form der schwachen Formulierung aus Definition 3.9 lautet also:

Definition 4.16. (diskrete Form der gemischten Formulierung) Sei 7 eine belie-
bige regulére Triangulierung von 2. Wir definieren die diskrete Form der gemischten
Formulierung, eine Losung fiir unser Modellproblem (1.1) zu finden, wie folgt: Gesucht
ist das Funktionenpaar (up, ps) € SY(T) x S'(&r), welches die Bedingung

(Vun, Vo) 120y + Py YUR) 20) + (@hs Yun) 20y = (f5 vn) r2) + (@, 9) 120 (4.6)
fir alle (Uh, qh) € Sl(T) x St (81“) .
erfullt. JAN

Bevor wir Existenz und Eindeutigkeit einer Losung dieser diskreten Form der schwachen

Formulierung beweisen, benétigen wir zunéchst das folgende Hilfsmittel aus [Soe, Lemma
99]

Definition 4.17. (Fortin-Operator) Seien H,V, H;, und V}, Hilbertraume mit H, C H
und V,, € V und b : H x V — R eine stetige Bilinearform. Einen stetiger linearer
Operator I, : H — Hj, mit Stetigkeitskonstante Cfy,, der zusatzlich die Eigenschaft

b(ITyu, qn) = b(u, q,) fir alle w € H und ¢, € V}, (4.7)

erfiillt, bezeichnet man als Fortin-Operator. JAN
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Lemma 4.18. Vorausgesetzt ein Fortin-Operator aus Definition 4.17 existiert, dann im-
pliziert die stetige LBB-Bedingung

b
oS H| H<U7Hq)”|V =
eV U
(51 0 uelg HI|q
die diskrete LBB-Bedingung

inf sup |b(Uh> Qh)|

o€V unet, ||unllmllqnllv
qn#0 up#0

> By = B/Ch,.

Beweis. Die stetige LBB-Bedingung ist dquivalent zu

b
supM > Bllqllvy  fiir alle g € V.
e Tull

Wegen V), C V gilt diese Ungleichung insbesondere fiir alle ¢;, € V},. Daher gilt weiter fir
alle g, € V},

b b b(I1 b
sup LD sup |b(un, gn)| _ sup [b(n, gn)] sup [b(w, gn)l o, B ™.
wety Nunlle  wemn  lunla wer | Hpulle ™ wen Cmyllullm — Chn,
up7#0 up#0 puz#0 u#0
was wiederum édquivalent zur diskreten LBB-Bedingung mit 8, = 5/Cy, ist. ]

Um einen Fortin-Operator konkret konstruieren zu kénnen, entnehmen wir dazu die fol-
gende Proposition aus [BBF, Proposition 5.4.4].

Proposition 4.19. Seien Funktionenrdume und Bilinearform b(-,-) gewdhlt wie in De-
finition 4.17 und seien Il,1, I, : H — H), zwei stetige lineare Operatoren, welche mit
zwei Konstanten C7,Cy > 0 die folgenden drei Bedingungen erfiillen:

pull g, < Cillullg fir alle w € H (4.8a)
b(Mpou, gn) = b(u,qy) fiir alle w € H und ¢, € V}, (4.8b)
Ipe (1 — py)u|lp < Collu|lg  fiir alle w € H (4.8¢)

Dann ist der Operator IIj, := IIj2(1 — ;1) +IIj; ein Fortin-Operator mit Cry, = C + Cb.

Beweis. Die Stetigkeit von 11 erhédlt man durch
[Tpul| = [Tha (1 — a1 )u + Hpyullg < [ Tho(1 — an)ullg + [Tz
(4.8¢),(4.8a)

(Cy+ C)||lu||g  fir allew € H

Um (4.7) nachzurechnen, betrachte man

b
b(Ipu, gn) = b(Ilpa(u — Hpyu), gn) + 0(I1p1u, gp) 2 b(u — Ipu, gn) + b(Ih1w, )
= b(ua Qh)

Damit erfiillt II;, genau die Eigenschaften eines Fortin-Operators. [
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Satz 4.20. (Existenz fiir Losungen der diskreten Form der gemischten Formu-
lierung) Die diskrete Form der gemischten Formulierung aus Definition 4.16 besitzt eine
eindeutige Losung (up, pr) € SY(T) x S'(&r).

Beweis. Wie bereits fiir den Existenzbeweis von schwachen Losungen im kontinuierlichen
Fall in Satz 3.8 ist es das Ziel, Satz 1.29 zu verwenden. Dazu miissen wir alle Voraus-
setzungen fiir die gleichen Bilinearformen und linearen Funktionale, jedoch diesmal fiir
die diskreten Funktionenrdume S*(7) und S'(&r) tiberpriifen. Zundchst bemerken wir,
dass wegen Lemma 2.35 (ii) und Lemma 2.38 (iii) die Funktionenrdume S*(7") und S'(&r)
ebenfalls jeweils Hilbertraume sind. Der Rest des Beweises folgt wie im Beweis von Satz 3.8
in drei Schritten:

1. Schritt: Stetigkeit

Die Stetigkeit von a(-,-),b(-,-), F(-) und G(-) vererbt sich nach Definition aus dem konti-
nuierlichen Fall direkt auf die diskreten Unterrdume.

2. Schritt: Koerzivitit auf H

Mit den adaptierten Funktionenrdumen gilt hier

Hy = {uh € Sl(T) } Y, € Sl(gr) (uh|p,qh) = O} .

Da uy|r € S*(Er) N Hy, gilt (un|r, gn) = 0 insbesondere auch fiir ¢;, = uy|r. Damit gilt
0 = (uplr, unlr) = llunlclZ2ey == unlr =0,

womit u, € S3(€) ist. Insgesamt stellen wir also gemeinsam mit Lemma 2.35 (iii) fest,
dass

Hy C 8;(Q) € Hy(Q)

gilt. Damit vererbt sich die Koerzivitdt von a(-,-) direkt aus dem kontinuierlichen Fall.
3. Schritt: LBB-Bedingung

Da wir die stetige LBB-Bedingung im Beweis von Satz 3.8 bereits gezeigt haben, wollen
wir nun Lemma 4.18 verwenden, um daraus die diskrete LBB-Bedingung zu folgern. Dazu
konstruieren wir gemif Definition 4.17 fiir den Fall H := HY(Q),V := H V(') H), :=
SY(Q), Vi, == S'(&r) und b(-,-) = ((-), () g-1/2()xm1/2(r) einen Fortin-Operator II, :
HY(Q) — SY(T). Wegen Proposition 4.19 geniigt es zwei stetige lineare Operatoren
My, Oy 0 HY(Q) — SY(T) zu wihlen, welche die Eigenschaften aus (4.8) erfiillen. Dazu
definieren wir zunéchst einen diskreten Fortsetzungsoperator

L:SY &) — SYT)
Gn = Ghs

(4.9)

wobei g, genau die triviale Fortsetzung aus Bemerkung 3.11 darstellt, welche auf allen
inneren Knoten Kq verschwindet. Mit dieser Notation definieren wir

[ :=Lo 507.

Wegen Proposition 2.46 (i) ist (4.8a) dann sofort erfiillt. Um (4.8b) zu verifizieren, be-
trachten wir fiir beliebige u € H'(Q2) und ¢, € S'(&r) die Gleichheit

b(Ihou, qn) = (qn, YIwow) r2ry = (qn, YL W) r2w) = (G, Yu) r2ry = b(u, qn),
=1
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wobei die vorletzte Gleichheit genau wegen der Eigenschaft einer L2—Orthogonalprojei<tion
aus Proposition 2.49 (iii) gilt. Fir die letzte Eigenschaft (4.8c) verwenden wir, dass £ mit
einer von 7 unabhéngigen Konstante C' > 0 die Abschétzung

HZUhHHl(Q) < ’C\/'Hhil/QUhH[p(p) fir alle Vp € 81(51")

erfiillt. Dies kann durch Transformation auf ein Referenzelement gezeigt werden und wird
im Anhang detailliert ausgefiihrt (siche Lemma A.2). Verwendet man zudem die Abschét-
zung

1272 Bgllzay < ClIA™ gl fir alle g € LA(T),

welche ebenfalls im Anhang genauer ausgefiihrt wird (siehe Lemma A.3), dann erhalten
wir insgesamt fiir beliebiges u € H'(2)

o (1 — ) ull @) = 1€ 371 = In)ulla o)
< O Y2 (1 = In)ul ey
< CC|[h72y(1 = Ip)ul| o)
< Go||Vul| 2
< Collul| g o,

wobei im vorletzten Schritt Proposition 2.46 gemeinsam mit Lemma 2.31 und Lemma 2.32
verwendet wurde und unter Cs sémtliche von 7 unabhéngige Konstanten zusammenge-
fasst wurden. Dies ist genau die Abschétzung aus (4.8c). Damit liefert uns Propositi-
on 4.19 einen geeigneten Fortin-Operator und aus Lemma 4.18 folgt die diskrete LBB-
Bedingung. O]

4.2.2 Céa-Lemma

Um das Céa-Lemma zu formulieren, betrachten wir wie in Satz 1.29 die zusammengefass-
te Bilinearform B((-,-),(+,-)) und das zusammengefasste lineare Funktional M(-,-) aus
(1.9) und (1.10). Damit kénnen wir den folgenden Satz aus [Soe, Theorem 36 und 98|
formulieren:

Lemma 4.21. (Céa-Lemma) Seien (u,p) € H*(Q) x H=Y2(T') und (us,py) € SHT) x
S'(&r) die Losungen der schwachen Formulierungen aus Definition 3.9 und 4.16. Sei au-
ferdem Cp die Stetigkeitskonstante von B((-,-), (+,-)) und S, die Konstante der diskreten
inf-sup-Bedingung. Dann gilt:

Ch .
ot — wn sy + 19 — Pl oy < (1 ; ) min_(lu — vl + 1P — dallse)
zh 'UhGSI(T)
an €St (&r)

Beweis. Wir fiithren die Abschétzung auf dem Produkthilbertraum versehen mit der Sum-
mennorm durch. Um die Notation zu vereinfachen, definieren wir H := H'(Q) x H~'/%(T")
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und Hy, := SY(T) x §'(&r). Dazu sei (vp,, qn) € SY(T) x S'(&r) beliebig. Dann gilt:

[ (w, p) — (un, o)l
< |[(u,p) = (v, @)l &r + [|(vr, an) — (un, pn) || 2
B((vn, qn) — (un, pn), (v4, q1,))

< I(w, p) = (vn, )|l + sup

h (o], H (v, @)1
(W2d,)#(0,0)
B((”hth —\u,p), U/7q/))
— lwp) — o g)lln + = sup )~ (p), (vh g
5zh (v},,a,)EHR ||('Uh>Qh)||H
(W} 1 (0.0)

C _ / /
sup  22l(n @) = (0 p)llll (v, )l

Ban (v}, q},)EHp [ (vr,: @) ||
(v,,q3,)#(0,0)

= (14 52) lwp) = Gl

Da (vp, qn) € SY(T) x S'(€r) beliebig waren, gilt diese Abschétzung auch fiir das Infimum.
Ahnlich wie im Beweis von Lemma 4.6 kann auch gezeigt werden, dass das Infimum
angenommen wird und durch ein Minimum ersetzt werden kann. Aufgrund der Gestalt
der Summennorm erhélt man dann genau die gewiinschte Ungleichung. O

< |I(w, p) = (vn, qn)|lg +

4.3 Schwache Formulierung nach Nietsches Methode

Angekniipft an Kapitel 3.4 ersetzen wir den kontinuierlichen Funktionenraum H}(£2) durch
SY(T). Da die Normalenableitungen auf T' fiir Funktionen aus diesem Raum stiickweise
konstant und damit in L?(T") liegen, gilt SY(7T) C H.(Q). AnschlieRend 15sen wir das
Problem auf diesem endlichdimensionalen Unterraum wieder exakt.

4.3.1 Diskrete Formulierung

Die diskrete Form der schwache Formulierung aus Definition 3.13 lautet:

Definition 4.22. (diskrete Form der Nietsche-Formulierung) Sei 7 eine regulire
Triangulierung von €2, x > 0 und h die lokale Gitterweite aus Definition 2.27. Gesucht ist
die Funktion uj, € S'(T), welche die Bedingung
(Vun, Vou) 29y — (Onttn, Yon) 2y — (Ytn, Onvn) 2y + X 2 yun, A= y0p) 12y
= (f.vn)r2(9) — (9, Onvn) 2y + X(h 29, B P qup) a2y i alle v, € SY(T)
erfiillt. A

Um Existenz und Eindeutigkeit zu zeigen, benétigen wir zunéchst noch folgendes Lemma
aus |Tho, Lemma 2.1], welches mit elementaren Skalierungsargumenten folgt.

Lemma 4.23. Sei T eine regulire Triangulierung und u;, € S*(T) beliebig. Dann gibt es
von h unabhéngige Konstanten C, Cy, C3 > 0, sodass gilt:

HVuhHLz(Q) < Cl”hiluhHL%Q) (4.103)
th/ZanUhHH(F) < Gl V| 2 (4.10b)
| 20y < Csllh™ un| 220 (4.10c)

U
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Satz 4.24. (Existenz fiir Lésungen der diskreten Form der Nietsche-Formulierung)
Wir withlen die Konstante x so, dass x > 4C% mit der Konstanten Cy aus (4.10b) erfiillt
ist. Dann besitzt die diskrete Form der Nietsche-Formulierung aus Definition 4.22 eine ein-
deutige Losung uj, € SY(T). Insbesondere ist die Bilinearform a : SY(T) x S*(T) — R
definiert durch

a(up, vp) == (Vup, VUh>L2(Q) - <3nuh,’wh>L2(r)
— (Yun, Onon) 2y + X (AP yun, vy 2y
koerziv und stetig.

Beweis. Die Vorlage fiir den Beweis ist [Han, Kapitel 2.2|. Ziel ist es, direkt das Lax-
Milgram-Lemma aus Lemma 1.26 anzuwenden. Dafiir miissen wir zeigen, dass a(-, -) koer-
ziv und stetig ist. Auflerdem muss das Funktional F : S*(7) — R definiert durch

F(vy) = {f,vn)r29) — (9, Onvn) 2y + x(h 29, B2 y0p) paqry
ebenfalls stetig sein. Diese Eigenschaften sind alle beziiglich der Norm ||(-)|| g1 () aus (3.12)
zu verstehen.
1. Schritt: Koerzivitédt von af(-,-):

Zu zeigen ist, dass mit eine Konstante o > 0 fiir alle u, € S*(T) gilt

a(un, un) > allup|F q)-
Wir schiitzen also fiir beliebiges uj, € S*(T) mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
in (*) und der Young-Ungleichung in (xx) wie folgt ab:

alun,un) = [ Vunlliz@) — 2(0nun, yun) L2y + Xl yunllia

> | VunllZai) = 200" 0nunll 2y |1 yunll 2y + xIBT 2 yunl 2y

—~
Z

> | VunllZaiq) — 4_022||h1/28nuh“%2(r)
—4022”}171/27%”%2@) + X||h71/27uh||%2(r)
(4.10b)

1 1 _
> §||Vuh||%2(n) + 4—02||h1/23nuh||%2(r) + (x —4C3)||h 1/27uh||%2(r)
2

> alunllzy

Q)
Dabei haben wir o := min{1, ﬁ, X — 4C2} gesetzt.
2. Schritt: Stetigkeit von af(-,-):
Im Unterschied zur Koerzivitiat im 1. Beweisschritt gilt die Stetigkeit nicht nur auf dem
Unterraum S'(7), sondern sogar auf ganz H!(Q). Wir zeigen daher

|a(u, v)| < Ctap|lully @ llv]
Unter Verwendung der Dreiecks- und Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhélt man fiir
beliebige u,v € H}()
la(u,v)] = [(Vu, Vo) 2y = (Ontt, 70) 2y — (v, 8p0) g2y + X (h ™2 yu, i 20) 2|
< I VullrzolIVollza@) + [1B200ull 2y 1A 2wl 2y +
P2 yul| 2y 1R 2000l 2y + XA 2| [P 2y 2|

Hy ()

< max{1, x\}(||Vul 2) + 122 0null 2y + [P 2yu]| 2(ry)
IVl 20y + 12000l 2ry + 1270 L2y
< 3max{1, x}H|ullm @ vl @),
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wobei der Faktor 3 wegen der Aquivalenz zwischen ¢;- und fo-Norm im R? ergéinzt wurde.
Damit folgt die Stetigkeit von a(-,-) mit Cgqp := 3max{1, x}.

3. Schritt: Stetigkeit von F(-):

Da S'(T) ein endlichdimensionaler Vektorraumaum ist, folgt die Stetigkeit sofort aus der
Linearitat von F(-).

Damit folgt also mit Lemma 1.26 die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung fiir die
schwache Formulierung aus Definition 4.22. O]

4.3.2 Céa-Lemma

Wir fiithren des Beweis fiir das Céa-Lemma #dhnlich wie in [Han, Kapitel 2.3].

Lemma 4.25. (Céa-Lemma) Seien v € H}(Q) und u;, € §'(T) Losungen der schwachen
Formulierungen aus Definition 3.13 und 4.22 und gelte x > 4C5, wie in den Vorausset-
zungen von Satz 3.8. Dann gilt

Os ab .
|l — un| 1) < (l—l— ! ) inf |lu — vp | g1 0)-
(6] v, €SH(T)

Beweis. Sei v, € S'(T) beliebig. Wenn wir die Ungleichung
C’stab

«

ot = wn Ly < (1 ; ) It = wnll o (4.11)

zeigen konnen, sind wir fertig. Nach der Dreiecksungleichung gilt

lw = unllmy0) < llu—vnllmi@) + lvn — wnllmp@)- (4.12)

Wenn wir den zweiten Term weiter abschéitzen erhalten wir unter Verwendung der Koerzi-
vitédt und Stetigkeit von a(-, -) aus Satz 4.24 und der Galerkin-Orthogonalitét aus Korollar
2.3 weiter

Jun = onlZ e < ~al )
Up = Unllgr) = (xauh Uhy Up — Up
1
= aa(u—vh,uh—vh)
Cstab
< Za v = vnl o lun — vnll 1 0)-

Im Fall ||up, — vp|| g1 = 0 ist die behauptete Ungleichung (4.11) trivialerweise erfiillt.
Andernfalls konnen wir ||u;, — vp|| g1 o) kiirzen und erhalten

Cstab
(6%

un — vl 1) < |u —vnll 1)

Einsetzen in (4.12) liefert die Behauptung. ]
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Kapitel 5

Zusammenhange und Aquivalenzen

In den letzten beiden Kapiteln haben wir insgesamt drei Varianten présentiert, die es
erlauben, unser Modellproblem aus (1.1) zu diskretisieren und mit finiten Elementen zu
approximieren. Die Varianten lauteten:

e explizit geforderte Dirichlet-Randbedingung (DR),
e gemischte Formulierung (GF),

e Nietsches Methode (NM).

Wir versuchen nun in diesem Kapitel die Beziehungen zwischen diesen drei Varianten
zusammenzufassen und verwenden dafiir in weiterer Folge die in Klammern stehenden
Abkiirzungen. Dazu zunéchst die folgenden beiden Lemmata:

Lemma 5.1. Sei g € L*(T') und g5, € §'(&r), dann sind dquivalent:
(i) o= 19
(i) {(qn, gn)z2r) = (n, 9) 12y fiir alle g, € S'(Er).

Beweis. (i) = (ii):

Diese Implikation folgt direkt aus der Definition einer Orthogonalprojektion aus Definition
2.48.

(il) = (i):

Zunéachst bemerken wir, dass aufgrund des Darstellungssatzes von Riesz aus Korollar 1.25
fiir jedes g € L?(T") ein eindeutiges g5, € S'(&r) existiert, welches die Bedingung aus (ii)
16st, d.h. insbesondere ist dadurch eine wohldefinierte Abbildung g — g, festgelegt. Da
diese Abbildung aufgrund der Bilinearitéit des L?-Skalarproduktes auch linear ist, erfiillt
sie damit genau die Eigenschaften aus Definition 2.48. Damit gilt (i). O

Lemma 5.2. Wir betrachten das folgende Variationsproblem:
Seien u;, € SY(T) und f € L*() beliebig. Gesucht ist p, € S'(&r), sodass die Gleichung

<ph,7U,I;>L2(F) = (f, U}I:>L2(Q) — (Vuh, VU,I;>L2(Q) fiir alle 2),1; S Z(Sl<5r)) (51)

erfiillt ist. Wir bezeichnen hier mit £ wieder den diskreten Fortsetzungsoperator aus
Gleichung (4.9), d.h. es gilt

L(S'(&r)) = {v, € SUT) | vyl = 0}

Dann gilt:
Dieses Variationsproblem besitzt eine eindeutige Losung py, € S*(&r).
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Beweis. Wir definieren py, := Lp, € L(S'(Er)). Wegen vp;, = pp, bildet die linke Seite
von (5.1) eine symmetrische Bilinearform auf £(S*(&r)). Fiir das Lax-Milgram-Lemma
aus Lemma 1.26 definieren wir also a : £(S'(&r)) x £(S*(&r)) — R und das lineare
Funktional F : £(S*(&r)) — R durch

a(+, ) = (y(), () r2r)
F(-) = (f, (')>L2(Q) — (Vup, V(')>L2(Q)-

Wir miissen nun Stetigkeit und Koerzivitdt von a(-, -) und Stetigkeit von F'(-) zeigen.
1. Schritt: Stetigkeit von a(-,-)

Wegen der Endlichdimensionalitét folgt die Stetigkeit sofort aus der Bilinearitét.

2. Schritt: Koerzivitédt von af(-, -)

Wir kénnen Korollar 1.27 anwenden. Fiir beliebiges v} € £(S'(&r))\{0} gilt

a(vy, vy) = 170, 2y > 0,

da aus yv} = 0 auch v} = 0 folgen wiirde.
3.Schritt: Stetigkeit von F(+)
Analog zum ersten Schritt ist hier wegen der Endlichdimensionalitdt nichts zu zeigen.

Nach Lemma 1.26 besitzt das Variationsproblem aus (5.1) also eine eindeutige Losung
Pn € L(S'(Er)). Wegen der Injektivitit von £ entspricht dies ebenfalls einem eindeutigen
Pr € St (SF) O

Mit dieser Vorarbeit zeigen wir nun, wie die Losungen DR und GF zusammenhéngen:

Lemma 5.3. Betrachten wir die diskrete Form der schwachen Formulierung in DR aus
Definition 4.1 mit der zusiitzlichen Forderung g, := 1g¢ und sei u;, € S'(T) die nach
Satz 4.5 existierende eindeutige Losung dieses Problems. Sei auferdem p, € S'(&r) die
eindeutige Losung des Variationsproblems aus (5.1), wobei f wie in Satz 4.5 gewéhlt und
uy, die dazugehorige eindeutige Losung ist. Dann gilt:

Das Funktionenpaar (up,ps) € S'(T) x S'(&r) ist die eindeutige Losung der diskreten
Form der schwachen Formulierung in GF aus Definition 4.16.

Beweis. Zu zeigen ist, dass fiir alle (vs, q,) € SY(T) x S'(&r) gilt

(Vun, Vo) r2) + (Prs Y0R) 20y + (an, Yun) 2y = (f vn) 220) + (@, 9) 200y

Wir bemerken, dass jede affine Funktion v, € S'(T) eindeutig durch die Funktionswerte
auf allen Knoten aus K bestimmt ist. Daher kénnen wir v, = vj! +v} auf eindeutige Weise
in eine Summe zerlegen, wobei v} € S}(T) und v}, € L(SL(I)) ist (vgl. Lemma 5.2). Dies
ist leicht einzusehen, denn vj! besitzt nichttriviale Funktionswerte auf allen Knoten aus
Kq und va auf allen Knoten aus Kr = K\Kq. Daher kénnen wir obige Gleichung unter
Verwendung von yvi! = 0 schreiben als

(Vup, V(03! + 03 1200) + Prs YR Y2y + (an, Yun) ey = (f, (V) + v3)) r2(9) + (s 9) r2(r)

fiir alle(v!, vy, qn) € Sa(T) x L(S§(T)) x S*(&r)

Werden jeweils zwei Funktionen des Tripels (vi},vl,q,) gleich 0 gesetzt, zerfillt diese
Bedingung in die drei dquivalenten Teilbedingungen
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(Vuh, V’U;?)Lz(g) = <f, U}?)LQ(Q) fur alle U,? c S& (T),
(Vuh, VU£>L2(Q) + <ph, ’7U£>L2(p) = <f, U£>L2(Q) fir alle U,l; € Z(S&(F)),
(qns Yun) 20y = (@hs 9) L2(1) fiir alle g, € S'(€r).

Die erste Gleichung ist direkt die erste der beiden Voraussetzungen in DR.. Da p;, nach Vor-
aussetzung (5.1) erfiillt, folgt die zweite Gleichung ebenfalls sofort. Die letzte Gleichung
folgt wegen g5 := g und der Voraussetzung yu; = g, bei DR aus Lemma 5.1. [

Das néachste Lemma stellt in gewisser Weise die Umkehrung des vergangenen Lemmas
dar:

Lemma 5.4. Betrachten wir die diskrete Form der schwachen Formulierung in GF aus
Definition 4.16 und sei (up, pr) € S*'(T)xS'(Er) die nach Satz 4.20 existierende eindeutige
Losung dieses Problems. Dann gilt:

Die Funktion u;, € S*(T) ist die eindeutige Losung der diskreten Form der schwachen
Formulierung in DR aus Definition 4.1 mit g, := 1}g.

Beweis. Zu zeigen sind die beiden Eigenschaften aus Definition 4.1, also:
(1) uy, erfiillt

(Vuh, Vvh>L2(Q) = (f, Uh>L2(Q) fiir alle Vp € S&(T)

(i) yup = g, auf I’
Betrachten wir (4.6) fiir ¢, = 0, so erhalten wir
<Vuh, Vvh>L2(Q) + (ph7 ’y'Uh>L2(p) = <f, Uh>L2(Q) fir alle Vp € Sl (T)

Wegen S}(T) C SY(T) gilt das insbesondere auch fiir Funktionen v, € S3(7) und damit
erhalten wir sogar

<VU}L, Vvh>L2(Q) = <f, ’Uh>L2(Q) fiir alle Vp € S& (T),

da fiir v, € S§(T) zusitzlich yv, = 0 gilt. Also ist (i) erfiillt. Um (ii) zu zeigen, betrachten
wir (4.6) diesmal fiir v;, = 0 und erhalten

{qn: yun) 2y = (an, )12y fiir alle g, € §'(Er).
Mit Lemma 5.1 gilt damit aber genau yu, = } g = ga. [
Aus den vergangenen beiden Lemmata erhalten wir sofort den folgenden Satz:

Satz 5.5. Seien ul " u&" jeweils die Lésungen der diskreten Form der schwachen Formu-
lierung in DR und GF, wobei in DR zusitzlich g, := I ¢ gilt. Dann gilt:

DR _ , GF
u, =y

64



Kapitel 6

A-Posteriori-Fehlerschatzer

6.1 Motivation

Die Idee eines adaptiven Finite-Elemente-Algorithmus ist es, die Triangulierung 7 von €2
schrittweise gezielt zu verkleinern, um damit die Approximation der schwachen Lésung aus
Kapitel 3 durch die diskreten Losungen aus Kapitel 4 zu verbessern. Das bedeutet konkret,
dass fiir eine gegebene Losung u € H'(€) und dazugehorige Approximationslésung uy, €
S*(T) der Approximationsfehler |[u — up||g1(q) geeignet evaluiert werden muss. Dabeli ist
natiirlich zu beachten, dass zu diesem Zeitpunkt lediglich uy, nicht jedoch v bekannt ist.
Diese Problematik fiihrt auf das nun im Folgenden verwendete Konzept der Fehlerschétzer.

Definition 6.1. (Fehlerschitzer) Wir gehen von unserem Modellproblem aus (1.1) aus.
Sei T eine reguldre Triangulierung von €2 und u;, € Hj eine beliebige Approximationslo-
sung im Approximationshilbertraum Hj,. Dann nennen wir eine beliebige Funktion

U Hh — [07 OO)
Up — TIT(Uh)
einen Fehlerschatzer. A

Um einen adaptiven Algorithmus folgen zu lassen, benotigen wir vor allem die folgende
Eigenschaft eines Fehlerschétzers.

Definition 6.2. Wir nennen einen Fehlerschéitzer elementbasierend, wenn er sich in

der Form
1/2
nr = (Z 77:2r>

TeT
mit nur lokal von von 7" € 7 abhéngigen Funktion
nr: Hh’T — [0, OO)
up|r — nr(us|r)
schreiben lésst. A

Obige Definition des Fehlerschétzers sagt noch nichts dariiber aus, ob der Fehlerschétzer
nun tatsachlich etwas mit dem Approximationsfehler zu tun hat. Daher definieren wir nun
zwei wesentliche Eigenschaften, welche die Werte des Fehlerschétzers und den tatséchli-
chen Approximationsfehler in Verbindung bringt. Sie stammen aus [FPP, Proposition 2|.
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Definition 6.3. (Zuverléssigkeit) Sei H, C H und seien u € H die exakte und u; €
Hj, die approximierte Losung eines Variationsproblems. Wir nennen einen Fehlerschéatzer
zuverldssig, wenn es eine Konstante C.; > 0 gibt, die nur von €, ¢(7") und gegebenenfalls
einer Ausgangstriangulierung 7y abhéngt, sodass gilt

Ju—unller < Cranr. (6.1)
A
Oft gilt auch eine umgekehrte Abschitzung. Dies fithrt dann zur folgenden Definition.

Definition 6.4. (Effizienz) Mit den gleichen Voraussetzungen wie in Definition 6.3 nen-
nen wir einen Fehlerschétzer effizient, wenn es eine von 2 und (7)) abhéngige Konstante
Cess > 0 und eine geeignete Abbildung osc(-) : H, — [0, 00) gibt, sodass gilt

7 < Ceps (llu— unllF, + osc(un)?) . (6.2)
A

Wir wollen nun in weiterer Folge fiir die einzelnen Formulierungsvarianten unseres Mo-
dellproblems jeweils Fehlerschétzer definieren und ihre Eigenschaften néher untersuchen.

6.2 Schwache Formulierung mit explizit geforderter Di-
richlet-Randbedingung

Angekniipft an die Ausfiihrungen in Kapitel 3.2 und 4.1 definieren wir wie in [AFKPP,
Chapter 2.2] fiir eine regulére Triangulierung 7 einen elementbasierenden Fehlerschitzer
durch

ny = 1hf 2y + 1B Onun] 72000y + 102 (1= §)VEgllia@ran (6.3)
und damit wegen Definition 4.10
i = 0 fllZe) + 2R 2 [Baunll[Fe eq) + o5 (6.4)

Wir formulieren nun den folgenden Satz, dessen Beweis nach der Idee von [AFKPP,
Chapter 3.5] gefiihrt wird:

Satz 6.5. Sei P} ein Projektionsoperator wie in den Voraussetzungen von Lemma 4.12 und
gn = P} g. Dann erfiillt der Fehlerschiitzer aus (6.4) die Zuverlissigkeit aus Definition 6.3,
d.h. es gilt

| — upll 1) < Cranr

mit einer Konstante C,.; > 0, die nur von €2, o(7T), einer Ausgangstriangulierung 7, und
der Stetigkeitskonstante von P} abhingt.

Beweis. Wir betrachten fiir den Beweis das folgende Hilfsproblem fiir w € H'():

—Aw =0 in
w=g—gp auf I'.
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Wie schon fiir unser Modellproblem (1.1) liefert Satz 3.8 fiir diesen Fall mit der Wahl
u— w, fr 0und g — g — g, die Existenz einer eindeutigen Losung w € H'(2) mit der
Abschétzung

Lem.4.12
||w||H1(Q) S 2 ||g — gh||H1/2(F) S 2COSCOSC[‘. (65)

Aufserdem gilt wegen der Wahl der Randbedingungen ~(u — uj, —w) = 0 auf I' und damit
u—up —w € Hi(Q), weshalb wir fiir diesen Ausdruck die Friedrichs-Ungleichung in der
Form von (1.6) anwenden kénnen. Damit erhalten wir dann insgesamt

lu — un|lgr @) = |(u — up —w) + w51 (q)

< lu—up —wllgr@) + 0|z

<\ CE+ UV (u—un —w)lr2) + lwllm e (6.6)

Da wir fiir den zweiten Summanden aus (6.6) bereits die Abschitzung aus (6.5) verwenden
konnen, verbleibt zu zeigen, dass auch der erste Summand durch den Fehlerschéitzer aus
(6.4) abgeschétzt werden kann. Betrachten wir dabei zunéchst noch einmal die schwachen
Formulierungen fiir u, u;, und w (siehe Definitionen 3.3 und 4.1), so gilt

(Vu, Vo) 29y = (f,v) 120 fiir alle v € Hy(9), (6.7)
0= <Vuh, Vvh>Lz(Q) — <f, Uh)LQ(Q) fiir alle Vp € S& (T), (68)
(Vw, V) r2q) = 0 fiir alle v € Hy (). (6.9)

Addiert man nun zunéchst (6.7), (6.8) und subtrahiert anschliefend (6.9) und (Vuy, v) 12
auf beiden Seiten, so erhélt man fiir alle v € H(Q2) und v, € S§(T)

<V(u — Up — w), VU>L2(Q) = <f, v — Uh>L2(Q) + (Vuh, V(Uh — U)>L2(Q)
= (f,v—vn)r2q) + Z(Vuh, V(vn —v)) 21
TET
Kor.1.17
:1 ' <f7 v = Uh)LQ(Q) + Z(an’dh, YUp — 7U>L2(8T) (610)
Aup=0
TeT
v="yvp,=0
! ajjhr D (v =vn) ey + Y ([Ontin], Yon — 70) 12(1)
TeT Ee&q
< D) el = vall 2y + (6.11)
TeT
+ > Baunlllzzmyllve = youll r2g)-
Ec&q

Da diese Rechnung insbesondere auch fiir die Wahl v, := J,v gilt, konnen wir in diesem
Fall die Abschétzungen aus Proposition 2.46 (vi) und (xi) verwenden (T bezeichnet hier
ein beliebiges T' € T mit E € &r) und erhalten dadurch weiter
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(V(u —up —w), V)20

<C (Z ez el Vol pzory + Y ||[8nuh}||L2(E)h};/2||Vv||L2<wTE>)

TeT Ec&q

1/2
<C (Z Hf”%?(T)hZT + Z H[aﬂuh]H%?(E)hE>

TeT Ec&q

1/2

: (Z ||VU||%2(MT) + Z ||VU||%2(MTE)> :
TeT Eecéq

Da jedes T' € T genau drei Randkanten E' € &7 und jedes wr nach Lemma 2.31 beschrénkt
viele Dreiecke besitzt, gilt schlussendlich mit einer von o(7) abhéngigen Konstanten C'

~ 1/2
(V(w—un—w), Vohooe) < ClIVolliza (IAf 130 + 102 0nun] IF ey -

Da der Hilbertraum L*(2) nach Satz 1.24 mit seinem Dualraum identifiziert werden kann,
gilt iiber die Definition der Abbildungsnorm und der soeben gezeigten Abschéatzung

V(u—up, —w), Vo) e
IV(u = un —w)l|z20) = sup (V( h = w), Vu)rag)

veHL(Q HVUHL2(Q)
Y (6.12)

~ 1/2
< O (I + 1200 ey

Damit haben wir auch den ersten Summanden in (6.6) erfolgreich durch Terme aus dem
Fehlerschatzer (6.4) abgeschétzt.
Wir erhalten daher insgesamt die Zuverlassigkeitsabschéatzung aus Definition 6.3. O]

In Anlehnung an Definition 4.10 definieren wir zunéchst einen weiteren Oszillationsterm.

Definition 6.6. (Element-Daten-Oszillationen) Sei f € L*(Q) und fr := |T|™" [, f dX
das Integralmittel iiber jeweils ein Element. Dann schreiben wir fiir jedes T' € T

oser(T)? := hzllf = frllZzr
und weiters

osch = Z oscr(T)%

TeT

A

Dann gilt der folgende Satz, dessen Beweis in [FPP, Proposition 2| skizziert und dessen
technische Details in [Ver, Proposition 4.2| detailliert ausgefiihrt sind:

Satz 6.7. Mit den Voraussetzungen aus Satz 6.5 gilt auch die Effizienz aus Definition 6.4
in der Form

ne < Cepy <||V(u — uh)H%g(Q) + 08Cr + osc%)
mit einer von 2 und o(7) abhéngigen Konstante C.sr > 0. O

Bemerkung 6.8. Die Abschitzung des letzten Satzes verwendet keine zusétzlichen Vor-
aussetzungen an uy, und gilt damit fiir jedes uj, € S*(7) und nicht nur fiir die Losung der
diskreten Form der schwachen Formulierung aus Definition 4.1. A
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6.3 Schwache Formulierung in gemischter Formulierung

Die Vorgangsweise hier ist analog zum vorhergehenden Abschnitt und setzt die Kapitel 3.3
und 4.2 fort. Wir definieren wieder einen elementbasierenden Fehlerschatzer durch

17 ::“th%Q(T) + ||h1/2[3nuh]”%2(amm+
+ ”hl/z(l - g)vEgH%2(8TﬂF) + ||h1/2(8nuh +ph)||%2(aTmr)~
und
= 10 f 220y + 200 2 0nunl1 72 gqy + 05t + 112 (Bntun + pa) 122 ry- (6.13)

Satz 6.9. Der Fehlerschitzer aus (6.13) erfiillt die Zuverlassigkeit aus Definition 6.3 auf
dem Produkthilbertraum H'(2) x H~/2(T'), d.h. es gilt

lw—wnllmr ) + P — pullg-120) < Cranr

mit einer Konstante C,.; > 0, die nur von €2, o(7T), einer Ausgangstriangulierung 7, und
der Stetigkeitskonstante von P} abhiingt.

Beweis. Wir beginnen mit dem Term ||p — p|| y-1/2r) und betrachten dazu noch einmal
die schwachen Formulierungen (siehe Definitionen 3.9 und 4.16) in der Form

<p, 7U>H—1/2(F)XH1/2(F) = <f, U>L2(Q) — <VU, VU>L2(Q) fiir alle v € HI(Q),
0= (f,vn)r2(0) — (Vun, Vuu) 2(0)
— (Pn, YUR) L2(1) fiir alle v, € S*(T).

Subtrahieren wir nun diese beiden Gleichungen und subtrahieren danach noch
(Phs YV) r=172(r)x mr1/2(ry auf beiden Seiten, so erhalten wir
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(p — ph, 7’U>H*1/2(F)><H1/2(F)
= (f,v—vn)r2() — (Vu, Vo) 2) +
+(Vup, Vop) r2) + (Pr, 70n — 70) L2
= (fiv—wvn)r2@) — (Vun, Vo = Vo) r20) +
+(Vup, — Vu, Vo) 120y + (Pr, Y0h — Y0) 2(r)

- (fiv— Uh>L2(Q) - Z(Vuh, Vv — VUh>L2(T) +

TeT
+(Vup, — Vu, Vo) 120y + Z (Dh, YUB — YV) L2(B)
Eecér
Kor.1.17
Ao (f,v—vn)r2) — Z(anuha YU — YUk) L2(01) +
TeT
+(Vuy, — Vu, Vo) 120y + Z (Ph, VOB — YV) L2(B)
Ecér
= > (fro—vram — Y (Ol 0 = Yun) 2 +
TeT Ec&q
+(Vuy, — Vu, Vo) 120y + Z (Ontun =+ Phs YOR — YV) 12(E)
Eeér
< Z [ flle2emllv — vallp2er) + Z [ Onun] |l L2y llvv — Yonll L2 e +
TeT Eecéq
+Vun = Vull 2@ Vol 2@ + D 10nun + pall 2 lvon — ol ).
Eeér

Unter der Verwendung von v, := J,v und Proposition 2.46 (vi) und (xi) ergibt sich durch
analoge Abschétzungen wie im vorhergehenden Kapitel

(P = ProYO) 120y /21y S

- 1/2
ClIVvl[ L2 (“th%Q(Q) + ||h1/2[8nuh]”%2(ug9) + |V (Onun +ph)||%2(r)> +
+||VUHL2(Q)||VUh — VU”LQ(Q).

Diese Abschitzung gilt fiir alle v € H*(2). Daher gilt aufgrund der Definition der Abbil-
dungsnorm in H~/2(I") und wegen eben gezeigter Abschiitzung
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(P — Da, g)H*1/2(I‘)><H1/2(F)

Hp - ph“H—l/2 r - sup
)
geH/2(Q) H9||H1/2(r)
970
_ sup (p — pa, g>H*1/2(F)><H1/2(F)
geHY/2() infveHl(Q) HUHHI(Q)
g7#0 V=9
_ sup sup (P — P, g>H—1/2(F)><H1/2(F)
gEHY/2(I) veH (Q) ||U||H1(Q)
g#0 Y=g
<p — Ph, 7v>H—1/2(F)><H1/2(F)
= sup
veEHY(Q) ||U||H1(Q)
v#£0

~ 1/2
C (£ + A2 [00mtun) 2 sy + 102 @t + o) ary ) +
+|]Vuh — VUHLz(Q).

IN

Der erste Summand dieses Ergebnisses lésst sich sofort durch die Terme im Fehlerschétzer
n abschétzen. Daher gilt insgesamt

lu = unllzr) + 0 = pullg-1200) < Cn7 + 2[|u — wnl|g1(e)

Wegen Satz 5.5 kann ||u—up,|| g1 (o) auch in diesem Fall geméf Satz 6.5 abgeschétzt werden,
denn unser in (6.13) definierter Fehlerschétzer enthélt alle Terme aus (6.4). Insgesamt
erhalten wir damit also die zu zeigende Abschétzung. O

6.4 Schwache Formulierung nach Nietsches Methode

Wir haben in Kapitel 3.4 die eindeutige Losbarkeit der schwachen Formulierung aus De-
finition 3.13 nicht gezeigt, da die Bilinearform auf der rechten Seite in (3.15) auf H}(£2)
nicht koerziv ist und es in diesem Raum auch keine Losung geben muss. (Sie ist jedoch
koerziv auf S'(T), vgl. Definition 4.22 und Satz 3.8.) Wir betrachten daher in diesem Ka-
pitel mit v € H'(Q) die gemiR Satz 3.8 eindeutige Losung der schwachen Formulierung
aus Definition 3.3 und w;, € H}(Q) die geméh Satz 4.24 eindeutige Losung der diskreten
Form der schwachen Formulierung aus Definition 4.22. Das Ziel ist es dann, den Fehler
|2 — unl| g1 () zu kontrollieren.

Mit diesen Voraussetzungen definieren wir fiir eine beliebige Approximation g, € S'(&r)
von g den elementbasierten Fehlerschétzer durch

M= B fl22cry + 1B 2[0nunlll22 orroy +
+ ||R2(1 — g)VEQH%?(aTmr) + |2 (gn — VUh)H%Q(F)

und damit
Ny = ||hf||%2(g) + 2||h1/2[anuh]||%2(ug9) +osct + [|h ™ (gn — 7uh>||%2(r) (6.14)

Satz 6.10. Sei g, := Pl g eine Projektion wie in Lemma 4.12. Dann erfiillt der Fehler-
schéitzer aus (6.14) die Zuverléssigkeit auf H*(Q) , d.h. es gilt

| — unl| 1) < Cranr
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mit einer Konstante C,.; > 0, die nur von €2, o(7T), einer Ausgangstriangulierung 7, und
der Stetigkeitskonstante von P} abhingt.

Beweis. Die Vorgangsweise ist dhnlich wie im Beweis von Satz 6.5. Unser Hilfsproblem
fir w € H'(Q) lautet:

—Aw =0 in
w=g— yup auf I'.

Damit gilt

2llg — ’Vuh||H1/2(F)
2(lg = gnllmrrz@y + llgn = yunllmrzm)

[l 1.0

2(Csc08cr + || L(gn — Yun)|| m1(0))

Sy
INEIAE IAIA

2(Cysc0scr + 5Hh_1/2(gh —yup)| z2ry)-
Wie in (6.6) gilt
[ = unl[ @) = [[(u = up — w) + w71
< |lu = up — wllg@) + [[wll @@
<\/CF +1V(u—up —w)l|r2() + [[w] 1@

und wegen obiger Abschétzung fiir ||w|| g1 () verbleibt nur noch der erste Summand durch
die Terme aus dem Fehlerschétzer abzuschatzen. Dazu betrachten wir die schwachen For-
mulierungen fiir u, u, und w (siehe Definition 3.3 und 4.22)

(Vu, Vu) 2) = (f,v) 120 fiir alle v € Hy(2),  (6.15)
0 = (Vun, Vo) r2) — (f, vn) 2+

+ (g — Yun, OnUn) r2(r) fiir alle v, € Sy(T),  (6.16)

(Vw, V) r2q) =0 fiir alle v € H}(Q).  (6.17)

Wir addieren nun (6.15) und (6.16) und subtrahieren (6.17) und (Vuy, v) 12(q) auf beiden
Seiten. Damit erhalten wir fiir alle v € Hj () und alle v, € S§(T)

(V(u—up —w), Vo)) = (f,v —vn)r2) + (Vun, V(on — ) 12(0) + (9 — YUn, Ontn) 2.

Mit den ersten beiden Summanden kénnen wir genau wie im Beweis von Satz 6.5 ab
Gleichung (6.10) verfahren. Fiir den dritten Summanden gilt

(g — yun, Opvn)reey = (h2(g —yun), B20,00) 12y
1272 (g = yun) L2y | Onon| 2y

Col|h™2(g = yun) |20y [V on | 20y -
Damit erhalten wir insgesamt eine entsprechende Abschétzung zu (6.12), namlich

~ 1/2
190 = wn = ) 2@ < C (IR Wy + 12 OnnllBaey + 1020 = vun) I2qr)

Da auf der rechten Seite genau die Terme aus dem Fehlerschétzer in (6.4) auftauchen,
haben wir die behauptete Zuverlassigkeit gezeigt. O
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Satz 6.11. Es gelten die Voraussetzungen vom Beginn dieses Kapitels und aus Satz 6.10
jedoch mit gy, := JJ g. Sei zusitzlich u € H} (). Dann gilt die Effizienz in der Form

nr < Ceypy (||u — uh||12q}1(9) + oscr + osc%) :

Beweis. Wegen Bemerkung 6.8 konnen wir hier verwenden, dass wir fiir die Terme im
Fehlerschitzer aus 6.4 bereits die Abschétzung aus Satz 6.7 kennen. Der einzige verblei-
bende Term in 7% ist dann ||h~Y2(gy, — yuh)H%z(F). Es gilt wegen yu = g und Definition

der H!(Q2)-Norm

1B (gn — yun) 72y < 1R (gn
< ||h(gn

und auflerdem
112 (gn — Q)HZLW) =

gn=J},9

Prop.2.46(xii)
<

Lem.2.31,2.32
<

Lem.4.11
<

Damit gilt die behauptete Abschétzung.

= D2y + I10772(g = yun) 7o)

- 9)”%2(1“) + [lu — Uh”%{,g(m

Z hi'llgn — 9l (s

Eeér

> hg' (1= 30)(gn — 972

Eeér

> b 1AV s(gn — DNz

Eeér

Cor Z hel|Vie(gn = 9)lie )
Eeér

Co“ W'V 5 (gn — g)||2L2(F)

C?C,ry % osch.

O

Bemerkung 6.12. Der vorhergehende Satz kann mit den dazu nétigen Eigenschaften der
Knoten-Interpolation aus [FPP] auf dhnliche Weise auch fiir g, := K} g gezeigt werden. A
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Kapitel 7

Implementierung

Wir wollen nun die verschiedenen Varianten des Fehlerschétzers aus der vorherigen Ab-
schnitt anhand eines adaptiven Finite-Elemente-Algorithmus testen. Die Grundlage dafiir
liefert der MATLAB-Code aus [FPW], welcher eine Implementierung der schwachen For-
mulierung mit explizit geforderten Dirichlet-Randbedingungen aus Kapitel 4.1 darstellt.
Das Ziel dieses Abschnittes ist es also, diesen Algorithmus geeignet zu adaptieren und zu
erganzen, damit er unseren Berechnungen entspricht.

Fiir eine funktionierende Implementierung eines Algorithmus iiber die adaptive Finite-
Elemente-Methode sind mehrere Schritte nétig. Wie auch in [FPP, Kapitel 1.3| angefiihrt,
sind dabei im Wesentlichen folgende Dinge wiederholt auszufiihren:

(i) Losen der diskretisierten Variante der schwachen Formulierung geméfs Kapitel 4 fiir
eine gegebene Triangulierung 7.

(ii) Berechnung des elementbasierenden Fehlerschitzers auf den einzelnen Elementen
gemék Kapitel 6.

(iii) Markierung der Elemente, die zur Netzverfeinerung vorgesehen sind.

(iv) Verfeinerung der Triangulierung 7.

Fiir die Details der Punkte (iii) und (iv) verweisen wir auf die genauen Ausfithrungen in
[FPW]| und werden auch die Codestiicke, die dafiir notwendig sind, von dort tibernehmen.
Hier beschiftigen wir uns in weiterer Folge damit, wie die Punkte (i) und (ii) nach un-
seren Ausfithrungen in den Kapiteln 4 und 6 zu implementieren sind. Dazu betrachten
und vergleichen wir jeweils die beiden MATLAB-Codestiicke, die diesen Teil umsetzen.
Die Files fiir Schritt (i) tragen jeweils die Namen solveLaplace.m, solveLaplacel.m, solve-
Laplace2.m, solveLaplace3.m und die fir Schritt (ii) computeEtaR.m, computeEtaR1.m,
computeEtaR2.m, computeEtaR3.m. Sie befinden sich alle im Anhang 7 und werden in
den folgenden Abschnitten genauer erlautert.

7.1 Originalcode aus [FPW]|

Die originalen Codestiicke aus [FPW| solveLaplace.m und computeEtaR.m befinden sich
in Anhang B.1. Sie entsprechen im Prinzip einer Implementierung unserer schwachen
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Formulierung mit explizit geforderten Dirichlet-Randbedingung aus Kapitel 4.1. Der Un-
terschied ist jedoch im Wesentlichen, dass dort im Gegensatz zu unseren bisherigen Aus-
fiihrungen auf einem Teil des Randes auch Neumann-Randbedingungen zugelassen sind
und jedoch im Fehlerschétzer kein Term fiir die Dirichlet-Daten-Oszillationen aus Defi-
nition 4.10 auftauchen. In den néchsten Abschnitten werden wir daher vor allem darauf
eingehen, wie wir den Code entsprechend adaptieren mussten, um ihn auf das jeweilige
Problem anzupassen.

7.2 Schwache Formulierung mit explizit geforderter Di-
richlet-Randbedingung

Die Codestiicke fiir diese Variante befinden sich in Anhang B.2 unter den Namen solveLa-
placel.m und computeEtaR1.m. Wir beschreiben nun im Detail die Codednderungen im
Vergleich zum Originalcode.

7.2.1 solveLaplacel.m

Wie bereits im vorhergehenden Abschnitt erwdhnt, 16st der Originalcode aus [FPW]| ein
sehr dhnliches Problem, wie wir bei explizit geforderter Dirichlet-Randbedingung. Beim
Loser der schwachen Formulierung aus Kapitel 4.1 waren daher lediglich die Passagen
des Codes, welche die Neumann-Randbedingungen behandeln (Zeilen 67-73 in solveLa-
place.m), zu eliminieren. Wir haben auferdem die Bezeichnung fiir die Randbedingung
im Einklang mit unserer Notation von up auf g abgeéndert.

7.2.2 computeEtaR1.m

Hier wurden ebenso die Zeilen beziiglich Neumann-Randbedingungen geloscht. Aufser-
dem muss der Dirichlet-Oszillationsterm ||hY/2(1 — E)VEgllia(aTmF) aus (6.3) zusdtzlich
implementiert werden (siehe Zeilen 29-40 in computeEtaR1.m). Wir gehen dabei fiir eine
beliebige Randkante £ C I'' mit den beiden Endpunkten z, 2’ € R? wie folgt vor:

e Bestimme ein Interpolationspolynom pg =~ g|g vom Grad 2 mit den Stiitzstellen

{z, %22, 2'} und dazugehérigen Funktionswerten {g(z), g(35=), g(z')}.

e Berechne das Integral h}E/2||(1 - S)VEpEH%Q(E) R~ hjl9/2||(1 — g)VEgH%Q(E) exakt.

Die Grundlage fiir dieses Vorgehen ist der folgende Satz, welcher die Approximation durch
das Interpolationspolynom rechtfertigt. Der Beweis befindet sich in [Pra2, Korollar 4.3].

Satz 7.1. Sei [a,b] C R und g, € C""![a, ], also eine n-mal stetig differenzierbare Funk-
tion auf [a,b]. Sind x,...,z, € [a,b] paarweise verschiedene Stiitzstellen und p das In-
terpolationspolynom mit p(z;) = g.(x;) fiir alle @ = 0,...,n. Dann gibt es fir z € [a, b
ein £ € [a,b], sodass die Darstellung

(n+1 n
9:(z) — p(x) = H

n+1

gilt. 0
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Korollar 7.2. Mit den Voraussetzungen in Satz 7.1 gilt

n+1
[ [P
n!

|92 (x) — p'(2)] < (b—a)".
Beweis. Differenziert man im vorherigen Satz auf beiden Seiten nach x, so erhélt man
unmittelbar unter Verwendung der Produktregel

(nt1) gy n_ m
d(@) - pla) = &)

eV g S

7=0 =0
i#j

und damit auch die Abschétzung

19 | et N

/ / n n
60(0) = /()] < e 10 - a) )
m
Wir betrachten nun die Einbettung
1-— 1 !
6 [21,1] — F = conviz, 2}, o(t) = © W;( +t)7 (7.1)
welche unser Referenzintervall [—1, 1] affin auf die Kante E abbildet. Wéhle
22—t z+ 2 24t
eoo) =) 5 - (F5T) @ -vra) S a2
dann ist pgp o ¢ : [—1,1] — R ein Polynom 2. Grades, welches an den Stiickstellen

{-1,0,1} die Funktionswerte {g(z),g("‘g'z/),g(z’)} annimmt. Somit ist pp : £ — R

genau das eindeutige quadratische Interpolationspolynom auf der Kante F.

Lemma 7.3. Es gilt mit obiger Notation und g € C3(E):

IVe(g — pe)l2m = OhY?)

Beweis. Es gilt zunéchst unter Verwendung des Transformationssatzes und Definition der
Kantenableitung

IV 60— p) o = /E (Violg - ps))? di

= /_1 (Ve(g —pe) o ¢(t)” }%E dt

-/ <((g_pE)o¢),<t)%)2h7Edt

- [ (tg-prrooy)’ S

1
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Die Funktionen go¢ und pgo¢ erfiillen auf [—1, 1] genau die Voraussetzungen von Satz 7.1
fiir n = 2 und damit konnen wir in diesem Fall Korollar 7.2 anwenden und erhalten fiir
den Integranden

((a=p)ee0) 7 < (H(gm)znm 2) = (21999) Nemn) 4

2
he\\ 2
- (2||v%go¢||m_1,u (%) ) 2 gy

Damit gilt insgesamt
1 h 1/2 h5/2
g
I96(s - vl < ( [ SENThollem ) = "E-19holimm
und damit gilt die Behauptung. O

In Analogie zu S*(&r) aus Definition 2.36 definieren wir
S*(I) :={p € C(T') | VE € & p|g ist quadratisches Polynom } .

Korollar 7.4. Sei ¢ € H'(T') und gelte zusitzlich g|p € C3(E) fiir alle Randkanten
E € &r. Sei p € S*(T), sodass p|g = pg gilt, also p auf jeder Kante mit dem vorher
beschriebene Interpolationspolynom von g|g tibereinstimmt. Dann gilt

P21 = )Vegllzm — 1K1 = §)Vepllza| = O(R?).
Beweis. Unter Verwendung der Dreiecksungleichung gilt zunachst
P21 = §)Vegllr2my = IR = §)Vepllzm| < 1072(1 = §)Velg = p)lr2m)
Wegen der Stetigkeit von (1 — ) gilt unter Verwendung des vorherigen Lemmas
K2 (1= §)Velg —p)72my < 1B°VE(g — D)7z
= Z hel|VEe(g _pE)H%?(E)

Eeér

h6
< Z IE”V?EQH%OO(E)

Eegr
< —HV 9llz )

Wurzelziehen auf beiden Seiten liefert die Behauptung. m

Damit ist die Approximation p ~ g gerechtfertigt und wir kénnen uns in weiterer Folge
auf die Berechnung von ||hY/2(1 — S)VEPH%Q(E) beschrénken. Das Ergebnis liefert das
folgende Lemma.

Lemma 7.5. Mit oben beschriebener Wahl von pg als quadratisches Interpolationspoly-
nom von ¢ in {z, Z+Z ,2'} auf der Kante F = conv{z, z'} gilt

bell(L = §)Vepelia = 5 (9(2) ~2g (z > Z) + g(z’>>2.




Beweis. Zunéchst differenzieren wir (7.2) nach ¢ und erhalten

(pE 0 @) (t) == 9(2)% mL g (Z + Z/) -2t+g(2')21th L

2 2 2

Da die L2-Orthogonalprojektion auf eine konstante Funktion genau das Integralmittel
ergibt, gilt bei einer affinen Funktion (pg o ¢)" der Zusammenhang

L 0 6) = (pg 0 6)'(0) = M

Damit berechnen wir

Bl (1= D)VpslZas = hi / — NVaps)? du
E
2hg
:hE/ (1— VEPEO¢)()) jdt
N :

e |

(0= Dosesrnl) a
=2/1 (1= Dpeos)(t)® dt

Einsetzen der Terme fiir (pg o ¢)'(t) und §(pg o )’ und anschlieRende elementare Inte-
gration liefern dann genau das gewiinschte Ergebnis. O

Zu guter Letzt sei noch erwihnt, dass wir im Unterschied zum Originalcode aus [FPW| die
einzelnen elementweisen Fehlerterme des Fehlerschétzers aus (6.3) getrennt voneinander
zuriickgeben, um in weiterer Folge (insbesondere in Kapitel 8) auf jeden einzelnen Anteil
zugreifen zu konnen.

7.3 Schwache Formulierung in gemischter Formulierung

Die Codestiicke heiften in diesem Fall solveLaplace2.m und computeEtaR2.m und sind in
Anhang B.3 angefiihrt.

7.3.1 solveLaplace2.m

Im Unterschied zu solveLaplace.m und solveLaplacel.m aus den vorherigen beiden Kapi-
teln haben wir es bei der gemischten Formulierung mit einer verdnderten Bilinearform zu
tun und miissen daher das Gleichungssystem zum Losen der diskreten Formulierung neu
aufstellen. Schreiben wir dazu die Bestimmungsgleichung (4.6) in der Form

(Vun, Vo) r2) + (Pr Y0R) 20y = (f, 0n) 12 fiir alle v, € S'(T)
(qn, Yun) L2y = (qn, 9) L2 (r) fiir alle ¢, € S'(&r)

und bezeichnen (wie schon in Lemma 2.35) mit ¢, fiir alle z € K die nodalen Basisfunk-
tionen von S'(7), dann bildet die Menge {C.[r € S'(€r) | z € Kr} klarerweise auch eine
Basis von S'(&r). Durch die Basisdarstellungen wy, = 37 \.C; und pp = 37, e f1,GyIr
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mit Koeffizienten A, p, lasst sich das obige Gleichungssystem dquivalent als lineares Glei-
chungssystem in Matrizenform anschreiben als

A|BTN (AN _ (@

Bl 0 w)  \b )’
wobei die Knoten 0.B.d.A durch z; mit i = 1,...,|K| bzaw. y, mit k = 1,...,|Kp| durch-
nummeriert sind und jeweils fiir alle 4,j = 1,..., || und k = 1,...,|Kr| gilt, dass

Aij = (V(,, V) 2 @),
Bhj = Gy ) 2(0)>
Aj = Ay,
I
a; = (f, C:) ),
bi := (Cyis 9) 2(1)-
Die Matrix A ist identisch mit der Steifigkeitsmatrix aus solveLaplace.m, daher sind die
Zeilen 47-59 in solveLaplace.m gleich wie die Zeilen 12-24 in solveLaplace2.m. Die Berech-
nung fiir den Rechte-Seite-Vektor ist ebenfalls gleich (siehe Zeilen 64-66 in solveLaplace.m,
bzw. 41-43 in solveLaplace2.m), bis auf den Unterschied, dass die fixen Dirichlet-Daten

am Rand in zweiter Variante nicht zu beriicksichtigen sind. Um die Matrix B aufzubauen,
verwenden wir das folgende Lemma.

Lemma 7.6. Sei £ = conv{z, 2’} eine Kante zwischen den Knoten z und 2’. Dann gilt

h . h
(Cor Ghrzmy = (o, ) 2 (m) = ?E sowie (G, G r2my = FE

Beweis. Wir betrachten die Einbettung
¢:[0,1] — F
t— (1 —t)z+t
mit dem Referenzintervall [0, 1]. Auf diesem konnen wir die nodalen Basisfunktionen be-

sonders leicht explizit angeben durch (¢, o ¢)(t) = 1 — ¢ und ({.r o ¢)(t) = ¢. Damit gilt
mit Integraltransformation:

1 1 h
(G G ram) Z[ECZQ duz/o (¢ 0 ¢)’hg dt:/o (1—t)%hp dt:?E v

1 1
2, o )2 I _he
1 1 h
(Cor G r2my = [ECZCZI dp = /O (C:o@)(Cro@)hp dt = /0 (1—-t)thg dt = FE v
O

Mit dem Resultat dieses Lemmas kénnen wir die Matrix B analog zu A in den Zeilen
27-34 anlegen. Fir den Vektor b verwenden wir (analog zum Vektor a, wie auch in [FPW,
Chapter 3.2] ausgefiihrt) fiir jede Randkante F = conv{y,y'} € & mit y,y € Kr die
Approximation

y+y y+y\h
(Cy,ghz(E):/Cygdu%g( 5 )/Cydu=g( 5 )7E
E E
(siche Zeilen 47-48).
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7.3.2 computeEtaR2.m

Vergleicht man die beiden Fehlerschatzer bei explizit geforderter Dirichlet-Randbedingung
in (6.4) und gemischter Formulierung in (6.4) miteinander, dann ist ersichtlich, dass in
diesem Fall lediglich der zusitzliche Term ||hY2(8,us + pr)||%s (r) implementiert werden
muss. Dabei verwenden wir das folgende Lemma:

Lemma 7.7. Sei F = conv{y,y'} € & mit y,y € Kr eine beliebige Randkante und
bezeichne 1, = pp(y) bzw. p,y = pip(y’) die Funktionswerte von p;, an den beiden End-
punkten der Kante. Beachtet man auferdem, dass 0, up|r konstant ist und damit unter
Transformation unverandert bleibt, gilt

(/‘Ly’ + anuh|E>3 — (/'Ly + anuh|E)3
3ty — piy)

he||Onun + prllizm) = b

Beweis. Zunéchst betrachten wir die Einbettung
¢:[0,1] — E
t—s (1 =ty +ty.

Da p, € S8'(&r) eine stiickweise affine Funktion gilt nach nach Transformation auf das
Referenzintervall [0, 1], dass (py 0 ¢)(t) = (1 — )y + tiy. Damit gilt

1
hel||Onun +ph||%2(E) = hg / (Opun, + pn)? dp = hE/ (Opun, + (pn o ¢)(t))2hE du
0

E
1
= h%/ (3nuh +(1—t)py, + t,uy/)2 dp
0

und anschliefende Integration liefert genau die gewiinschte Gleichheit. [

In den Zeilen 55-59 findet sich die Implementierung dieses Terms. Dabei ist zu beachten,
dass der Originalcode aus [FPW]| die Normalenableitungen 0,uy;, auf I bereits berechnet.
Man beachte dazu auch die Zeilen 25-28 im Code, wo die Normalenableitung bereits vor-
sorglich auf den inneren Kanten &, und Randkanten &t in getrennten Arrays abgespeichert
werden.

7.4 Schwache Formulierung nach Nietsches Methode

Wir betrachten in diesem Kapitel die Codestiicke solveLaplace3.m und computeEtaR3.m
aus Anhang B.4.

7.4.1 solveLaplace3.m

Wie schon bei der gemischten Formulierung in Abschnitt 7.3.1 miissen wir das lineare
Gleichungssystem aus Definition 4.22 in Matrizenform beziiglich der nodalen Basis um-
schreiben. Mit der Basisdarstellung u;, = ZZEIC A.(, und durchnummerierten Knoten ist
die zu fordernde Bedingung

(Vun, Vou) r2(0) = (Ontin, Yon) r2ry — (Yun, Onvn) r2ry + X yun, 2 0,) 12y

= (£, on)r2() — (9, Onvn) r2ry + X(h 29, Py pagry  fiir alle vy, € SY(T)
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dquivalent zu einem Gleichungssystem A\ = b, wobei fiir alle i,j = 1,...,|K] gilt

Aij .
)‘j :
bi .

(Vi Vi) 12(@) = (0nCass GV rary — (Cors OnCay Y raey + X (A2 G0, B2 ) oy,
Az

= (£, 2@ — (9, 0nCad 2y + X(h 2, W2 o).

Die einzelnen Ausdriicke werden wie folgt berechnet:

Der erste Term (V(,,, VCZ].> r2() ist identisch mit dem bereits im Originalcode be-
rechneten Anteil, daher kann der Code direkt tibernommen werden (siche Zeilen
9-21).

Fiir (9,,C.;, ;) z2(r) bemerken wir, dass die Normalenableitung 0,(., fiir jede Funk-
tion der nodalen Basis auf jeder Randkante £ € &r stets eine Konstante ist und
damit im Fall z; € E gilt

h
E7E (7.3)

<8nCzia CZj)LZ(F) = / 8n<zz Cz]- d,u - ansz E/ Czj' dﬂ = anCzl

E E
Die Berechnung beschrankt sich damit lediglich auf die korrekte Berechnung der
Normalenableitung entlang der Randkante. Dabei ist jedoch zu beachten, dass diese
auch fiir Funktionen (,, nichtverschwindend ist, fiir deren Knoten z; € Kq gilt (vgl.
Abbildung 7.1). Genauer miissen wir zu jedem Randdreieck, welches eine Kante aus
Er besitzt, den dazugehorigen dritten Eckpunkt aus g ausfindig machen. Dies ge-
schieht in den Zeilen 24-32. Die Normalenableitung geméf (7.3) berechnen wir dann
in den Zeilen 35-53. Das Vorgehen ist analog zu den Zeilen 38-52 in computeEtaR.m
aus Anhang B.1 im Originalcode, wo ebenfalls Normalenableitungen auf den (auch
inneren) Kanten berechnet werden.

Der Term (C.,, 0n(:,) 12y liefert genau den transponierten Matrixanteil vom Term
im vorherigen Punkt.

Den letzte Anteil von A liefert x (h=Y/2¢,., h=Y/ 2C.,) 12(r)- Wir konnen fiir diesen Term
wieder Lemma 7.6 anwenden und erhalten damit analoge Ergebnisse wie bei solve-
Laplace2.m in den Zeilen 30-34, nur ohne der Skalierung mit hg — dafiir jedoch
mit Faktor y, der als zuséatzlicher Parameter an die MATLAB-Funktion iibergeben
werden kann. Realisiert ist dies in den Zeilen 56-59.

Die drei Terme fiir den Rechte-Seite-Vektor b berechnen sich analog wie in vorherigen
Abschnitten, indem die Funktionen f und g wieder durch eine elementweise bzw.
kantenweise Konstante approximiert wird. Man betrachte dazu die Zeilen 68-81 im

Code.

7.4.2 computeEtaR3.m

Vergleichen wir wieder die beiden Fehlerschétzer bei explizit geforderter Dirichlet-Randbe-
dingung aus (6.4) und Nietsches Methode aus (6.14), dann erkennen wir, dass wie im
vorangehenden Kapitel 7.3 nur ein Term im Fehlerschitzer ergdnzt werden muss. Diesmal
handelt es sich um ||A~"/2(g, —yup)|[72 (). Wir verwenden fiir die Implementierung zwecks

einfac

her Handhabung fiir g, Knoten-Interpolation gemif Kapitel 2.3.1, d.h. g, := Kl g.
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Abbildung 7.1: Die fetten Kanten stellen einen Abschnitt des Randes I' dar. Farblich mar-
kiert sind der Knoten z; € Kq und der Tréger der dazugehdrigen nodalen Basisfunktion
(s Die Funktion selbst ist auf den beiden Randkanten zwar konstant gleich 0, nicht je-
doch die Normalenableitung 0,,(,,, da der Gradient von (,, auf jedem Dreieck im Trager
stets einen konstanten Wert # 0 annimmt!

Lemma 7.8. Sei £ = conv{z,2'} € & mit 2,2 € Kr eine beliebige Randkante. Dann
gilt

(9(2) = wn(#))” = (gn(2) — un(2))”
3((00() = 02) = ()~ n(2)

hitllgn — yunllZe ez =

Beweis. Wir nehmen die Einbettung
¢:00,1] — E, o(t)=(1—1t)z+t"

Da sowohl g, als auch uy, affine Funktionen auf der Kante FE sind, gilt auf dem Referenzin-

tervall [0, 1], dass (gro@)(t) = (1 —t)gn(2)+tgn(Z') und (yuno@)(t) = (1—t)up(z)+tup ().
Damit erhalten wir

1
Bt lan — vun| 2oy = B /E (g — yun)? dp = b / ((9n 0 6)(t) — (un 0 &)(8)) his dt
2

- /0 (((1 —t)gn(z) + tgh(z')) — ((1 — tup(z) + tuh(z'))> dt

und anschliefsende Integration nach t liefert genau das behauptete Ergebnis. O

Im Programmiercode wird genau das Resultat des letzten Lemmas in den Zeilen 43-47
implementiert.
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Kapitel 8

Numerische Experimente

In diesem Abschnitt zeigen wir nun ein paar Simulationen, welche auf den im vorherigen
Kapitel vorgestellten Implementierungen beruhen. Unser Gebiet soll dabei die Gestalt
Q := (—=1,1)%\[0,1) x (—1,0] haben und mit der Ausgangstriangulierung wie in Abbil-
dung 8.1. Zusétzlich wahlen wir in diesem gesamten Kapitel fiir den Parameter 6 := 0,25,
welcher die Dorfler-Markierung zur adaptiven Netzverfeinerung steuert. Die Details sind
in [FPW, Chapter 6.1] angefiihrt. Bei Implementierung von Nietsches Methode aus Kapi-
tel 7.4 wihlen wir jeweils y := 17. Der Grund fiir diese Wahl ist die folgende Proposition,
welche auf den Eigenschaften der Newest-Vertex-Bisection zur Elementverfeinerung auf-
baut.

Proposition 8.1. Sei 7, eine Ausgangstriangulierung, welche nur aus gleichschenkligen
rechtwinkligen Dreiecken besteht, wobei fiir die Verfeinerung der einzelnen Elemente je-
weils die Hypotenuse markiert ist. Dann gilt:

(i) Fiir jede Netzverfeinerung 7, vererben sich ebenfalls diese genannten Eigenschaften.
(ii) Jede Netzverfeinerung 7, ist J-formregulédr geméf Definition 2.27 mit 7 = 2.

(iii) Es gelte zusétzlich, dass jedes Dreieck der in Ty nur hochstens eine Randkante besitzt.
Fiir y > 16 ist dann die Bedingung aus Satz 4.24 fiir jede Netzverfeinerung 7, erfiillt,
d.h. die diskrete Form der schwachen Formulierung besitzt immer eine eindeutige
Losung.

Beweis. (i): Berticksichtigt man die Vorgangsweise zur Verfeinerung bei Newest-Vertex-
Bisection aus [KPP, Section 3|, dann folgt dieses Resultat unmittelbar aus elementaren
geometrischen Uberlegungen, denn wird ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck ent-
lang der Schwerlinie auf die Hypotenuse geteilt, erhdlt man wieder zwei (kongruente)
gleichschenklige rechtwinklige Dreiecke (siehe Abbildung 8.2 und insbesondere auch [KPP,
Figure 6]).
(ii): Fiir die Formregularitétskonstante o(7,,) gilt allgemein

o(T,) = max @,

T€Tn pr

wobei hp die lingste Seite des Dreiecks bezeichnet und pr die dazugehorige Hohe. Da
in gleichschenkligen, rechtwinkligen Dreiecken stets hy = 2pr gilt, folgt unmittelbar
o(Tn) = 2.
(iii): Mit (2.12) gilt wegen (ii) h% < 4|T|. Da wegen u;, € S'(T,) stets Vuy|g konstant
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Abbildung 8.1: Die Abbildung stellt das Gebiet €2 samt Ausgangstriangulierung 7, dar.
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Abbildung 8.2: Die Grafik soll die Verfeinerung eines gleichschenkligen, rechtwinkligen
Dreiecks mittels Newest-Vertex-Bisection illustrieren. Die rot gefarbte Kante ist jeweils
diejenige Kante des Dreiecks, die sich gegeniiber des ,newest Vertex“, also des neuesten
Knoten des Dreiecks, befindet. Diese wird bei der folgenden Netzverfeinerung gegebenen-
falls geteilt. Liegt also in der Ausgangstriangulierung 7y der ,newest Vertex* beim rechten
Winkel, dann ist dies auch bei jeder darauf folgenden Netzverfeinerung der Fall.

ist, gilt fiir jede Randkante £ € & mit dazugehorigem (eindeutigen) Dreieck T' die Ab-
schatzung

h}3/2||8nuh||Lz(E) § h}w_@/QHVUh”LQ(E) = hEVuh S 2]T|1/2Vuh = 2||VuhHLz(T).

Summieren wir iiber alle Randkanten und Dreiecke, so ergibt sich damit genau (4.10b)
mit Konstante Cy = 2. Damit gilt die Voraussetzung von Satz 4.24 fiir x > 16. O

Wir stellen durch die Wahl x = 17 also sicher, dass unser diskretes Problem stets 16sbar
ist, da unsere gewahlte Ausgangstriangulierung 7, aus Abbildung 8.1 alle Voraussetzun-
gen der vorherigen Proposition erfiillt.

In Vorbereitung auf die folgenden Grafiken definieren wir noch ein paar Kurzschreib-
weisen fiir die Terme in den Fehlerschitzern aus den Kapiteln 6.2 - 6.4, um die Notation
in den Legenden zu vereinfachen:

7 = |hflZ20

g = 2/h2[Bhunll|72 )
np o= ||hM2(Onup, + pu) 72
e = [|h 2 (gn — yun) 72y
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8.1 Erstes Beispiel

Wir wéahlen hier

und fiihren die Simulation darauthin in den vier verschiedenen Varianten, die in den Kapi-
teln 7.1-7.4 beschrieben wurden, durch. Die Resultate sind in den jeweiligen Abbildungen
grafisch dargestellt.

Originalcode aus [FPW]

explizit geforderte Dirichlet-RB

N=264 N=230
1 1
0.8, 0.8},
06} 06f
0.4r 0.4F
0.2f 02f
<o <o
-0.2 -0.2
-0.4 -0.4
-0.6 06
-08 -0.8
= -05 0 05 1 = 05 0 05 1
Xl Xl
gemischte Formulierung Nietsches Methode
N=206 N=226
1 1
0.8, 0.8},
06} 06F
0.4 0.4F
0.2f 0.2l
X<\ o <o
-0.2 -0.2
-0.4 -0.4
-0.6 -0.6
-08 -08
= 0.5 0 05 1 = 05 0 05 1
Xl Xl

Abbildung 8.3: Triangulierungen jeweils nach dem Netzverfeinerungsschritt, welcher erst-
mals eine Anzahl an Dreiecken N > 200 lieferte.
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Originalcode aus [FPW] explizit geforderte Dirichlet-RB

N=264 N=230
1 2 1 2
0.8 18 0.8 1.8
0.6 1.6 0.6 1.6
0.4 14 0.4 14
0.2 1.2 0.2 1.2
$<Voo 1 <o 1
-0.2 0.8 -0.2 0.8
-0.4 0.6 -0.4 0.6
-0.6 0.4 -0.6 0.4
-0.8 0.2 -0.8 0.2
-1 0 -1 0
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
1 1
gemischte Formulierung Nietsches Methode
N=206 N=226
1 N /] 1.8 1 18
0.8 16 0.8 16
0.6 0.6
1.4 1.4
0.4 0.4
12 12
0.2 0.2
1
<o ' <o
_0.2 0.8 02 0.8
-0.4 0.6 ~0.4 0.6
-0.6 0.4 -0.6 0.4
-0.8 0.2 -0.8 0.2
-1 . ] -1 H
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
1 1

Abbildung 8.4: Numerische Losung der Gleichung auf der Triangulierung aus der vor-
herigen Abbildung. Die Farbcodierung entspricht hier jeweils den Funktionswerten von
u.
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Originalcode aus [FPW] explizit geforderte Dirichlet-RB

N=2196 N=2067
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2k 0.2k
<\ o X ORDRDEREE SR e e ”
-0.2 -0.2
-0.4 -0.4
-0.6 -0.6
-0.8 RO Q} @77 1 -0.8 SORDPDLADK
i ‘ o ‘
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Xy Xy
gemischte Formulierung Nietsches Methode
N=2359 N=2199
1 ] 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
x<'o SO
-0.2 -0.2
-0.4 -0.4
-0.6 -0.6
-0.8 -0.8
= -05 0 05 1 = -05 0 05 1
Xy Xy

Abbildung 8.5: Triangulierungen jeweils nach dem Netzverfeinerungsschritt, welcher erst-
mals eine Anzahl an Dreiecken NV > 2000 lieferte. Hier erkennt man bereits gut, dass be-
ziglich der Netzverfeinerung unterschiedliche Schwerpunkte gesetzt werden. Da beispiels-
weise die gemischte Formulierung durch p; zusétzlich zu u auch die Normalenableitung
Onu approximiert (siche u.a. Motivation aus Kapitel 3.3), wird am Rand eine stérkere
Verfeinerung notwendig, als in den anderen Varianten. Weniger bzw. keine Randterme
im Fehlerschétzer (wie z.B. beim Originalcode) verfeinern dafiir das Gitter verstérkt im
Inneren von (2.
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Originalcode aus [FPW] explizit geforderte Dirichlet-RB

N=2196 N=2067

1 2 1 2
038 18 0.8 18
0.6 16 06 16
0.4 14 0.4 1.4
0.2 % 12 0.2 12

<o 1 Yo 1
-0.2 08 -0.2 0.8
—0.4 0.6 -0.4 06
-06 0.4 -0.6 0.4
-08 0.2 -08 0.2

= -05 0 05 1 0 = -05 0 05 1 0

Xl Xl
gemischte Formulierung Nietsches Methode
N=2359 N=2199
1 1

0.8 18 0.8 1.8
06 16 06 16
0.4 1.4 0.4 14
0.2 12 0.2 12

<Voo 1 Yo 1
-0.2 0.8 -0.2 08
—0.4 PR KT 06 -0.4 KPRPRRKD 06
-06 0.4 -0.6 0.4
-08 0.2 -08 0.2

=) -05 0 05 1 0 = -05 0 05 1 0

X 1 X 1

Abbildung 8.6: Numerische Losung der Gleichung auf der Triangulierung aus der vorhe-
rigen Abbildung.
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Originalcode aus [FPW]
| | | o7

< —>—1TIf
< nr

Fehlerschaetzer

10 I I I I I

10 10° 10° 10° 10° 10° 10’
N
explizit geforderte Dirichlet—-RB
10" : : ; ;

— O(N—1/2)

y\\ - = —O(NT3%)

Fehlerschaetzer

10 10 10 10 10 10

Abbildung 8.7: Die Grofse der einzelnen Terme des Fehlerschétzers wurde jeweils iiber
die Anzahl der Dreiecke in der jeweiligen Triangulierung aufgetragen. Es lassen sich gut
die Ordnungen der einzelnen Komponenten ablesen, namlich n¢, 7, 77 € O(N~Y2) und
oscr € O(N—3/4).
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gemischte Formulierung

10

Fehlerschaetzer

!
3 4 5 6

10" 10° 10 10 10 10 10

N

Nietsches Methode

Fehlerschaetzer

[ - - -o-172)
— ,O(N—S/zl)
- — ,O(N—l)
5| | ——
T E—t
——%—— 0SCr
Tlg

-6

10

el L

| |
1 2 3 4 5 6 7

10 10 10 10 10 10 10

Abbildung 8.8: Der in diesen beiden Methoden jeweils zusétzliche Fehlerterm n, bzw. 7,
ist jeweils in O(N~Y/2), was zur Folge hat, dass dieser Term stark zum Gesamtfehler ny
beitragt. Die bestétigt die Beobachtungen aus Abbildung 8.5, dass der zusétzliche Term
einen signifikanten Einfluss auf die Netzverfeinerungsstrategie hat. Der Term oscr fallt
oben mit noch hoherer Ordnung, als in der Variante aus der vorherigen Abbildung. Der
Grund dafiir diirfte vorasymptotisches Verhalten sein, das durch das Ungleichgewicht in
der Verfeinerung von Randelementen und inneren Elementen verursacht wird. In den fol-
genden Abbildungen ist dann némlich ersichtlich, dass die Konvergenzrate in Abhéngigkeit
der Randelemente jeweils dhnlich ist.
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explizit geforderte Dirichlet—-RB

10

- - SO
—x—— 0S8Cr

10 3
10 3

10 3

Fehlerschaetzer

10_ . M | . M | . M | . L
10 10 10 10 10

Abbildung 8.9: Der Umstand, dass in den vergangenen beiden Abbildungen die Rand-
terme in Abhéngigkeit von der Gesamtzahl der Elemente N geplottet wurden, verschlei-
ert den Umstand, dass bei Verfeinerung der Elemente im Inneren des Gebietes sich die
Randterme nur schwécher dndern als bei Verfeinerung der Randelemente. Wir haben
in der Beschreibung der letzten Abbildung auch angemerkt, dass stéarkere Verfeinerung
der Randelemente durch die zusétzlichen Randterme im Fehlerschétzer die Ordnung der
Dirichlet-Ostzillationen oscr verdndert wiirde. Deshalb plotten wir hier und in der folgen-
den Abbildung noch einmal alle Randterme des Fehlerschétzers — jedoch in Abhéngigkeit
der Anzahl der Randkanten Nt.
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gemischte Formulierung

Fehlerschaetzer

10
10°
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10" : : : ,
0
10° | ?\k
\\\' -
~ \\\ N
E 1071> NN~
N
-
Q
@® 107t
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[S)
v
10 "
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-
9
O
5| — — -O(Nj
10~ 7 00,
O(N:*?)
—x— 0Sscp
- Tlg
10 0 1 2 3 4 5
10 10 10 10 10 10

N

Abbildung 8.10: Im Unterschied zu den Plots mit der Gesamtanzahl der Dreiecke N aus
den Abbildungen 8.7 und 8.8 zeigen diese Bilder ungeféhr das Verhalten oscr € O(Ny 3/ 2).
Diese Ordnung stimmt der letzten Grafik iiberein und bestédtigt unsere Vermutung aus
der zugehorigen Bildbeschreibung.
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8.2 Zweites Beispiel

Hier wahlen wir leicht abgeénderte Daten aus [FPP, Chapter 7.1]. Im Unterschied zum
Beispiel des vorherigen Kapitels sind sie so gewahlt, dass man die Losung leicht in analyti-
scher Form angeben kann. Mit (7, ¢) € [0, 00) x [0, 27) bezeichnen wir die Polarkoordinaten
des Punktes (z1,72) € R?, d.h. es gelte (z1,z2) = r(cos(¢),sin(¢)). Wir setzen damit:

f(.iCl, .’EQ) = =2
4¢

g1, z3) := 17 cos (7> + 23
Unmittelbares Nachrechnen liefert Ar#/7 cos (22) = 0 und damit erfiillt u(z1, z2) = r¥/7 cos (32)+
22 sogar die starke Formulierung de Modellproblems aus Definition 3.1. Sie ist in den Ab-
bildungen 8.11 und 8.12 dargestellt. Die entsprechenden Plots entnehme man dann wieder
wieder den darauf folgenden Grafiken.
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Abbildung 8.11: Die Abbildung stellt die Funktion u(zy,z2) = r*/7cos (3) + 27 auf dem
Gebiet ) grafisch dar.
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exakte Loesung

Abbildung 8.12: Die Abbildung stellt die Funktion u(zy,z2) = r*/7cos (3) + 27 auf dem
Gebiet ) grafisch dar.
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Originalcode aus [FPW] explizit geforderte Dirichlet-RB

N=261 N=237

1 1

08l 1 08l

06l 1 06l

04l 1 04l

0.2f ] 02f
<o <o
0.2 -02
-0.4 -04
-06} -06
-08} -038

= 0.5 0 05 1 = 05 0 05 1
X1 Xl
gemischte Formulierung Nietsches Methode
N=201 N=238

1 1

08}, ] 08l

06 06l

04l ] 04l

0.2f ] 02f
<o <o
-0.2f -0.2
-0.4 -0.4
-06 -06
-0.8f -0.8

= 0.5 0 05 1 = 05 0 05 1
Xl Xl

Abbildung 8.13: Triangulierungen jeweils nach dem Netzverfeinerungsschritt, welcher erst-
mals eine Anzahl an Dreiecken N > 200 lieferte. Wir erkennen bereits hier gut, dass die
Netzverfeinerungen an unterschiedlichen Stellen verstéirkt werden. Wahrend in den oberen
beiden Bildern vor allem die einspringende Ecke verfeinert wird, ist in den unteren beiden
Bildern die Netzverfeinerung mehr iiber den gesamten Rand des Gebiets verteilt.
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Originalcode aus [FPW] explizit geforderte Dirichlet-RB

N=261 N=237
1 1
2 2
0.8 0.8
18 18
0.6 0.6
1.6 1.6
0.4 14 0.4 14
0.2 12 0.2 12
oV N
< 0 1 4 0 1
-0.2 0.8 -0.2 0.8
-04 0.6 -0.4 0.6
-0.6 0.4 -0.6 0.4
-08 0.2 -0.8 0.2
-1 0 -1 0
-1 -05 0 0.5 1 “1 -05 0 0.5 1
X X
1 1
gemischte Formulierung Nietsches Methode
N=201 N=238
1 1
2 2
0.8 0.8
1.8 18
0.6 0.6
1.6 1.6
0.4 0.4
1.4 1.4
0.2 0.2
1.2
><N 0 1.2 ><N 0
1 1
-0.2 -0.2
-0.4 08 -0.4 08
06 0.6 06 0.6
08 0.4 08 0.4
a 0.2 a 0.2
-1 -05 0 0.5 1 “1 -05 0 0.5 1
X X
1 1

Abbildung 8.14: Numerische Losung der Gleichung auf der Triangulierung aus der vorhe-
rigen Abbildung. Da wir in hier (im Gegensatz zum Beispiel aus dem letzten Abschnitt)
auch die exakte Losung kennen, kénnen wir durch Vergleich mit Abbildung 8.12 auch die
Qualitdt der Approximationslosung zumindest optisch beurteilen.
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Originalcode aus [FPW] explizit geforderte Dirichlet-RB

) N=2542 . N=2590
08¢ ] 08h
06 06
0.4 0.4
0.2F ¢ 02
<o <o
-0.2 -02
-0.4 -0.4
-06 -06
-0.80 -038
= -0.5 0 05 1 = 05 0 05 1
Xl Xl
gemischte Formulierung Nietsches Methode
) N=2098 ) N=2033
08 % | 08l
06 06
0.4 0.4
02 02
<o SRR Y o
-0.2 -02
-0.4 -04
-0.6 -06
-08 -038
= -0.5 0 05 1 = 05 0 05 1
Xl Xl

Abbildung 8.15: Triangulierungen jeweils nach dem Netzverfeinerungsschritt, welcher erst-
mals eine Anzahl an Dreiecken N > 2000 lieferte. Hier sind &hnliche Schlussfolgerungen
moglich, wie bereits in Abbildung 8.5.
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Originalcode aus [FPW] explizit geforderte Dirichlet-RB

N=2542 N=2590
1 1 ,
2
0.8 038
18 18
0.6 06
16 16
04 1.4 0.4 1.4
0.2 12 0.2 12
o~ N
< 0 1 < 0 1
-02 08 -0.2 08
-0.4 0.6 -0.4 0.6
-0.6 0.4 -0.6 0.4
-0.8 02 -0.8 02
-1 0 -1 0
-1 -05 0 05 1 =1 -05 0 05 1
X X
1 1
gemischte Formulierung Nietsches Methode
N=2098 N=2033
! 2 ! 2
038 038
18 18
0.6 06
16 16
04 1.4 04 1.4
N 02 12 N 02 12
< 0 1 1% 0 1
02 08 02 08
-0.4 < 06 -0.4 06
-0.6 04 -0.6 04
-0.8 0.2 -0.8 0.2
-1 -1
-1 -05 0 05 1 =1 -05 0 05 1
X X
1 1

Abbildung 8.16: Numerische Losung der Gleichung auf der Triangulierung aus der vor-
herigen Abbildung. Wieder stimmt die Losung in allen Varianten gut mit der exakten
Losung aus Abbildung 8.12 {iberein.
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Originalcode aus [FPW]

— O(N—1/2)
—— 1y
—x—1E

nr

Fehlerschaetzer

10

10" 10° 10° 10* 10° 10° 10’
N
explizit geforderte Dirichlet—-RB
10" , , , : :
— ,O(N—l/Q)
— ,O(N—S/él)
—x— 1Ty
—>—MNE
10} " L
_ ,
(<D)
N
D
@ 07 .
L
(@]
)
| —
D 107} 1
-
(«b]
LL
10} .
10" ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
10" 10° 10° 10* 10° 10° 10’

Abbildung 8.17: Wir erhalten in diesem Beispiel analoge Ordnungen wie schon im ersten
Beispiel in Abbildung 8.7.
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gemischte Formulierung

10

o *ﬁ%x ]
S -1
<5 10 3
N
)
Q -2
@M 10 5
-
(&)
n -3
CT) 10 E
-
o .,
LL 10 |

10° :

—%— 0SCr
lp
10_6 777; ! ! ! !
1 1 2 3 4 5 6 7
0 10 10 10 10 10 10
N
Nietsches Methode
10" . : : : :

Fehlerschaetzer

_ ,O(N—l/z)

- — —O(N—3/%) N

- = fO(Nfl) N

5| | —x—1f

10 "Fl b

—x— 0SCr
Mg

——MNT

10 1 1 1 1 1
10" 10° 10° 10* 10° 10° 10’

Abbildung 8.18: Auch hier zeigt sich ein Ergebnis, welches dem aus Abbildung 8.8 ent-
spricht. Auffallend ist hier das sprungartige Verhalten von oscr, welches wir im expliziten
Fehlerplot der Randterme in Abbildung 8.20 genauer beschreiben werden.
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explizit geforderte Dirichlet—-RB

10

- — -oW?)

— % 0Scr

10 ¢

10

10 “F

Fehlerschaetzer

10 F

10

10

Abbildung 8.19: In dieser und der néchsten Abbildung ist wieder die Abhéngigkeit von
den Randkanten Nr dargestellt. Die Ergebnisse sind wieder ahnlich wie im ersten Beispiel.
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Fehlerschaetzer

Fehlerschaetzer

gemischte Formulierung

10
10° |
10t
102k
107
10
107°
Sf| T T o) N
107 = — -0 ) N
— % oscr N
Mp N
1077 . n 1 L L L ’ L .
10 10 10 10 10 10 10
10"
10° ¢
10
107}
10}
107k
AN
_ *O(NFI/Z) N
|| — — -0 ) AN
10 —3/2
= = ~O(N:™7) b
— % 0Scp N N
6 7]9 N
10 1 l 1 1 1 4
10 10 10 10 10 10

Abbildung 8.20: Bei Betrachtung der Dirichlet-Oszillationen oscr féllt auf, dass stufen-
weise fallen und dazwischen ein relativ flaches Gefélle aufweisen. Dies legt die Vermutung
nahe, dass durch die beiden Randanteile oscr und 7, jeweils unterschiedliche Randelemen-
te bevorzugt verfeinert werden und die Verfeinerung der durch oscr markieren Elemente
diesen Oszillationsterm sehr stark verringern. Das bedeutet also in den flachen Bereichen
wird die Verfeinerung durch 7, gesteuert und in den steilen tragt oscr dazu bei.
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Kapitel 9
Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit stets das inhomogene Dirichlet-Problem aus Definition (1.1)
betrachtet und dafiir drei Varianten prasentiert, wie einerseits eine schwache Formulie-
rung aussehen kann und wie man diese mit adaptiver Netzverfeinerung 16sen kann.

Wir wollen nun am Ende noch ein paar Ideen und Denkanstofse geben, welche in die-
ser Arbeit nicht ndher ausgefiihrt wurden, da sie

(i) entweder den Rahmen vom Umfang her sprengen wiirden,

(ii) zu sehr von der eigentlichen Zielsetzung abschweifen wiirden, sodass beim Bearbeiten
die Gefahr bestand, den roten Faden vom Modellproblem bis zum adaptiven FEM-
Algorithmus zu verlieren,

(iii) oder auch einfach weggelassen wurden, da man sowieso in keiner mathematischen
Arbeit davon ausgehen kann, die jeweilige Thematik vollstdndig umfassen zu kénnen.

Wir listen ein paar Punkte im Folgenden einfach auf, wobei natiirlich auf keinen Fall
behauptet wird, dass sich sdmtliche Resultate die wir ausgearbeitet haben, auf diese Falle
problemlos iibertragen lassen.

e Wir beschrankten uns in der Arbeit lediglich auf einen reinen Dirichlet-Rand T
In |[FPP| und [AFKPP| wurde fiir unsere erste Variante mit explizit geforderten
Dirichlet-Randbedingungen auch ein Neumann-Teil beriicksichtigt. Diesen kénnte
man bei gemischter Formulierung und Nietsches Methode natiirlich auch versuchen
einflieffen lassen — genauso wie Robin-Randbedingungen. Dabei ist zu beachten, dass
die verénderten Randbedingungen im Allgemeinen die schwachen Formulierungen
verandern und dies beispielsweise auch in Zuverlassigkeitsabschiatzungen der Feh-
lerschétzer jeweils berticksichtigt werden muss.

e Als diskrete Funktionenrdume verwendeten wir S'(7°) bzw. S1(&r) — also stiickwei-
se affine Funktionen. Diese kénnten auch durch Polynome héheren Grades ersetzt
werden. Dies wiirde jedoch vor allem bei der Implementierung einen Mehraufwand
bedeuten, da es sich oft als niitzlich erwies, dass die Ableitung konstant auf den Ele-
menten ist (siehe z.B. Kapitel 7.4). Auferdem ist beispielsweise zu beachten, dass
der elementweise Laplace Auy, zusédtzlich im Fehlerschétzer auftaucht, wie es z.B. in
[AFKPP, Section 2.3| der Fall ist.
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Im Hauptteil der Arbeit setzten wir die Dimension d = 2, d.h. Q C R%. Man konnte
jedoch natiirlich auch d > 2 betrachten, wie in [AFKPP] fiir explizit geforderter
Dirichlet-Randbedingung. Dabei wére jedoch beispielsweise zu beachten, dass in
hoheren Dimensionen der Knoteninterpolationsoperator K; aus Kapitel 2.3.1 hohere
Regularitat der Funktionenrdaume erfordert, da Einbettungen von Sobolevraumen im
Allgemeinen dimensionsabhéngig sind.

Wir begniigten uns hier mit damit, auf Zuverldssigkeit und Effizienz der Fehler-
schétzer einzugehen. Natiirlich konnte man unsere konstruierten Fehlerschitzer aus
Kapitel 6 auch auf weitere Eigenschaften iiberpriifen. Insbesondere haben wir fiir die
gemischte Formulierung keine Effizienz gezeigt, da die nichtlokale H~/ 2(T")-Norm
in Abschéatzungen oft schwierig zu behandeln ist.

In Kapitel 5 wire bestimmt noch Platz, die Zusammenhéange der diskreten Losun-
gen aus den verschiedenen Varianten noch etwas ausfiihrlicher zu untersuchen. Dies
kénnte sowohl theoretisch, als auch numerisch anhand geeignet gewahlter Beispiele
erfolgen.

Wir gaben in Kapitel 6 jeweils nur ein einziges Beispiel fiir einen Fehlerschatzer in
den jeweiligen drei Varianten an. Man kénnte durchaus auch versuchen, alternative
Fehlerschatzer zu konstruieren und diese dann auch miteinander zu vergleichen.

In den Kapiteln 7 und 8 zur Implementierung ging es uns hier in erster Linie dar-
um, das davor theoretisch Hergeleitete zu testen und das Verhalten des Fehlerschit-
zers grob zu analysieren. Man kann dabei natiirlich auch weiter in die Tiefe gehen
und verschiedenste Plots bei unterschiedlichen Beispielen ausgeben. Besonders in-
teressant sind natiirlich Fragen wie: Wie verhélt sich der echte Fehler ||u — uy| (in
geeigneter Norm)? Was niitzt es, dass z.B. bei gemischter Formulierung der Rand
so verstarkt verfeinert wird (siehe Abbildung 8.57 Wie gut approximiert pj, in dieser
Variante dann 0,u? Wie wirkt sich unsere Wahl von xy = 17 bei Nietsches Methode
genau aus?
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Anhang A

Erganzende Resultate

Am Ende des Beweises zur ersten Version des Céa-Lemmas, Lemma 4.6, haben wir ver-
wendet, dass in Gleichung (4.3) das Infimum durch ein Minimum ersetzt werden darf. Wir
wollen das im folgenden Lemma genauer erldutern.

Lemma A.1. Sei u € H'(Q) beliebig und g, eine stiickweise affine Funktion auf I'. Dann
existiert eine Funktion v; € S'(7) mit yv; = gy, fiir die gilt

u— vy, = inf |[u—v
|| h||H1(Q) o eSH(T) || h”Hl(Q)a
YVh=9h

d.h. insbesondere gilt

u— v = min |[ju—v )
lu = vill (@) in [u = val (@)
YVh=gh

Beweis. Wir wollen Lemma 1.30 anwenden und miissen daher die Voraussetzungen fiir
die Menge
Si={u— Uh’Uh e S(T),yvn = gn}

priifen.

Wegen SY(T) € HY(Q) ist S auf alle Fille eine Teilmenge des Hilbertraums H'(().
Aufgrund von Bemerkung 3.11 kénnen wir g, auf unterschiedliche Arten zu einer Funktion
v, € SY(T) fortsetzen, also ist S nichtleer.

Fiir die Konvexitét betrachte mit A € (0, 1) die beliebige Konvexkombination

AMu —vp1) + (1= A)(u — vp2) = u — [Avpg 4+ (1 — AN)vpg]

=:!Up3

aus zwei Elementen u — vi1,u — vpo € S. Da SY(T) ein Vektorraum ist, ist vj3 als Line-
arkombination von v;; und vy, ebenfalls wieder ein Element von S'(7). AuRerdem gilt
aufgrund der Linearitdt des Spuroperators

Yors = Y(Avpr + (1 — Nwvpa)) = Myops + (1 — XN)yvpe = Agn + (1 — N gn = gn,

womit vz € S und S also konvex ist.
Um schlussendlich die Abgeschlossenheit nachzupriifen, schreiben wir S zunéchst als

S=u—(S"(T)N7 " gn).
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SY(T) ist nach Lemma 2.35 (i) abgeschlossen, genauso ist v~ 'g; als Urbild einer ein-
elementigen (und damit abgeschlossenen) Menge unter einem stetigen Operator ebenfalls
abgeschlossen. Der Durchschnitt zweier abgeschlossenen Mengen ist wieder abgeschlossen
und da die Translation mit der Funktion u ein Homéomorphismus (siche auch [BKW,
Lemma 2.1.3]) auf H'(Q) darstellt, folgt schlieklich die Abgeschlossenheit von S.

Damit folgt die Aussage dieses Lemmas schlieflich aus Lemma 1.30. ]

Lemma A.2. Seien 7 eine regulire Triangulierung, v, € S'(&p) und £ der diskrete
Fortsetzungsoperator aus (4.9). Dann gilt mit einer von 7 unabhéngigen Konstanten
C > 0 die Abschatzung:

HZUhHHl(Q) < ’Cv'||h71/21}hHL2(p) fir alle Vp € 81(51“)

Beweis. Wir nehmen fiir den Beweis vereinfachend an, dass es fiir jeden Randknoten 2z €
Kr genau zwei angrenzende Kanten F., E,, € &r existieren, die nicht zum selben Dreieck
gehoren. Dieser Umstand ist bei Polygonziigen als Rand durch geeignete Netzverfeinerung
immer erreichbar. Die an z angrenzenden Dreiecke T' € w, sind daher zwischen den Kanten
E7 und E, direkt aneinander grenzend, wie in Abbildung A.1 anschaulich dargestellt.

Abbildung A.1: Die fetten Kanten stellen einen Abschnitt des Randes I' dar. Man beachte,
dass die Funktionswerte von v, auf zs, z3 und z; verschwinden und daher auf den Kanten
Zz3 und Z3z; ebenfalls konstant gleich 0 sind.

Wir betrachten also einen beliebigen Knoten z in Kr und sind fertig, wenn wir zeigen
kénnen, dass

IZonlrsany < Clh NonlBaen) + Bt ol Bag,) (A1)

mit einer von 7 unabhéngigen Konstanten C' > 0 gilt, denn dann erhalten wir durch
Aufsummieren iiber alle Randknoten z € Kr die Abschétzung

[Lon 7 ) < Z [1Lon|7 .y < 2C Z 1hg vl 22y = 2C0hE vnllT2 ),

zEKp Eecér
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da jede Randkante E € &r in der obigen Beschriftung zu genau zwei Randknoten gehort.
Wir betrachten also die oben geschilderte Situation mit z € Kr, 21, z, € Kr dessen Nach-
barknoten entlang der Randkanten Ey, E,, € & und zs, ..., 2,1 € Kq die Nachbarknoten
von z im Inneren von €2, die wir im mathematisch positiven Umlaufsinn durchnumme-
rieren. Dazu definieren wir die inneren Kanten F; := zz; € &g fiir allet = 2,...,n — 1
und die Dreiecke T; = conv{z, z;, z;41 } firallei =1,...,n — 1 (vgl. Abbildung A.1). Wir
zeigen nun zundchst die Abschéatzungen

IZonllir () < Ciligy lvnllZege,) (A.2)

mit von 7 unabhéingigen Konstanten C; > 0 fiir alle ¢ = 1,...,n — 2 durch vollsténdige
Induktion nach 1.

Induktionsanfang ¢ = 1:
Die zu zeigende Ungleichung in diesem Fall ist

||th||%—11(T1) = ||th||%2(:r1) + ||Vth||%2(T1) < Clh,}11||vh||%2(El),

welche wir durch separates Abschitzen der beiden Summanden auf der linken Seite zei-
gen. Wir bezeichnen mit 7' das Referenzelement und mit £ das Bild der Kante E; bei
Transformation von 7 auf 7' (vgl. Lemma 2.29). Man beachte in der folgenden Abschét-
zung, dass fiir die Funktion Lv, o ® auf T cinerseits | - [ 2z eine positiv definite Norm

darstellt (der diskrete Fortsetzungsoperator £ setzt die Funktion v, auf den inneren Kno-
ten geméh (4.9) durch 0 fort) und wegen der Endlichdimensionalitét des Funkionenraums
die Normen || - || 27y und [ r2(5) quivalent mit von 7 unabhéngiger Konstante Cl,pp,
sind. Daher gilt

_ (2.17)
[Conley < W lZoo @2,

< C’normh/Tl H,C’Uh © (I)H

L2(E)
(2 20)

\/_Cnorthl i”zvhH%Q(El)

und mit dhnlicher Argumentation auch

_ (2.19)
IVZonlamy < 2RIV (Eono )2,z
< BPChTuno

L2(E)
(2.20) —
< 2\/_720’;,07‘7’)1 11||£Uh||%2(E1)

Insgesamt erhalten wir mit der Abschétzung hy, < diam(€2) also

szhuiﬂ( <\/_( normdlam(Q) +272CTI7,OT’m) ilHZUhH%P(El)- v

=y
Induktionsvoraussetzung;:
Fiir beliebiges ¢« < n — 3 gilt
IZonli2sry = IZonlZacey + IVEonlBagr < Coitlonl3ce, (A3)
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Induktionsschritt:
Wir zeigen, dass aus (A.3) die Abschétzung

1ZonllZ ey = 1L0n N2,y + IVEORII2 ) < Comabip lonllioe,) — (A4)

folgt. Wir teilen die H'-Norm dafiir wie bereits im Induktionsanfang in ihre beiden Sum-
manden auf. Die Beweisidee ist es, die Abschétzung iiber die gemeinsame Kante F; vom
Dreieck T;,; in das Dreieck T; iiberzufiihren. Man beachte, dass 7;,; aufgrund unserer
Annahmen (vgl. Abbildung A.1) in jedem Fall nur einen einzigen Knoten z mit dem Rand
I' gemeinsam hat und Lv, auf zwei Knoten durch 0 fortsetzt und daher || - ||z2(5,) eine
zu || - |2z, und ||V (2)|[z2(z;,,) 8quivalente Norm auf 7;,; darstellt. Selbiges gilt natiir-
lich auch nach Transformation auf das Referenzelement. Vollig analoge Rechnung wie im
Induktionsanfang liefert also

1Zvn L2z

it1)

\/ﬁcnormh%i+1hgil+l ”ZU}LH%?(E

i+1)

\/§Cnorm_2h2 Eiy1 ||Z'Uh © (I)HiQ(E)

<
(2.13) _9 - 2

< \/icnormfy hEi+1 HEUhHLQ(EHl)
(2.21)

<

< V2 Clo P hE,, | Ton 0 ‘I’”izm

< \/icnorm C;Zorm_ghE i+1 h
Bem. 2.21 (vii) -
< \/icnorm qumlorm73 ||£Uh ” %2 (T3)
Ind.Vor

\/_Cnormcgorm_goihgll [[vnll 2LQ(El) :
Ahnliche Rechnung fithrt im zweiten Summanden auf

IVZonl3 a0y 2V2C 7 W1 L0

(2.21)
< 2\/_C;Lorm/7 Hﬁvh ° (I)HLz(E)

< 220, Crn T IV (Lo 0 @)

z+1

norm“~norm”Y L2 (T
(2.18) —
< W20, O T IV L] e,
Ind.Vor.
< 42e o Y Cihg, HUhH%?(El)'

— norm — norm

Fassen wir die 7-unabhingigen Konstanten mittels C; 1 := v/27°C;(ChopmC"

+C/ C/// )
norm
zusammen, erhalten wir genau die gewiinschte Abschatzung.

norm — norm

Wir erhalten also (A.2) fiir alle i = 1,...,n — 2. Man beachte, dass der Induktionsbeweis
den Fall i = n — 1 nicht abdecken kann, da || - ||z2(g,_,) lediglich eine Seminorm und keine
Norm auf 7T;,_; darstellt. Wir konnen stattdessen jedoch

||th||i11(Tn_1) < Cn—lhg‘}l ||Uh||%2(En)

zeigen, was in volliger Analogie zur Abschétzung

[Lon 5y < Crhg, lonll7z s,
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moglich ist, die wir bereits im Induktionsanfang gezeigt haben. Bemerken wir schlussend-
lich, dass wegen Lemma 2.31 die Anzahl der Elemente pro Patch w, immer gleichméfig
beschrénkt ist, gilt n < N mit einem globalen (von z unabhéngigen) N € N. Definieren

wir nun C' := max {Zf\:f C;,C N,l}, so erhalten wir genau die gewiinschte Ungleichung

aus (A.1).
[l

Die Beweisidee zum folgenden Lemma stammt aus [CT, Chapter 1].

Lemma A.3. Sei g € L*(T") beliebig, T eine regulire Triangulierung von Q und 1} :

L*(T) — S8'(&r) die L*-Orthogonalprojektion auf dem Rand. Dann gilt
1R Lgllzay < ClIh™Y2g]| 2
mit einer Konstanten C' > 0, die nur von o(7;,) abhéngt.

Beweis. Zunéchst gilt wegen der Projektionseigenschaft aus Proposition 2.49 (iii)

( 1}:g>Cz>L2(F) = (9, )2y fiir alle z € Ky,

wobei ¢, die Hutfunktion zum Randknoten z bezeichnet. Wegen 1g € S'(&r) und da
die Menge aller Hutfunktionen eine Basis dieses Raumes bildet, gilt auRerdem g =
ZZE,CF 1,C, fiir geeignet gewéhlte Koeffizienten p,. Nummerieren wir die Knoten z; mit
i = 1,...,|Kr| derart, dass die benachbarten Eckpunkte innerhalb eines Polygonzugs
jewells unmlttelbar aneinandergereiht sind, so ldsst sich die obige Bedingung als Glei-
chungssystem in der Form Mp = b mit

Mij = <<z17 CZ]'>L2(F)
Hj = Hz;
bz‘ = <ga §2i>L2(F)

schreiben. Da nur Hutfunktionen von unmittelbar benachbarten Knoten aus dem selben
Polygonzug nicht verschwindende Beitrage zur Matrix M liefern, zerfallt die Matrix in eine
Blockdiagonalform, wobei jeder Block genau einem geschlossenen Polygonzug entspricht
und die Form

*x K% *
*

*
* *x K%

hat, wobei x die nichttrivialen Matrixeintrage markiert. Wir nehmen im weiteren Verlauf
des Beweises 0.B.d.A an, dass I' nur aus einem einem Polygonzug und M daher nur aus
einem einzigen derartigen Block besteht. Fiir den allgemeinen Fall miissen die folgenden
Uberlegungen lediglich auf die einzelnen Blécke iibertragen werden. Sei also n := |Kp|
und M € R™™" eine Matrix der obigen Gestalt und seien die einzelnen Kanten innerhalb
des Polygonzugs fur alle i = 1,...,n durch E; := conv{z;, ;11 } nummeriert, wobei wir in
den Indizes n + 1 mit 1 und 0 mit n identifizieren werden, um Fallunterschiedungen zu
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vermeiden. Direkt aus Lemma [CT, Lemma 2| oder durch Addition der entsprechenden
Kantenintegrale aus Lemma 7.6 erhalten wir

(hEi—l + hEz)’

1
Mi*l,i = <CZZ') CZ¢,1>L2(F) = éhE¢717

W

M;; = <Czu Czi>L2(F) =

1
Mi+17i = <CZ;7 Cz,-.H)LQ(F) - _hEi'

6
Wir schreiben nun die Matrix M in der Form M = D(I + K) mit K := D™Y(M — D),
wobei D eine Diagonalmatrix mit D;; := M,; fiir alle7 = 1,...,n und [ die Einheitsmatrix
bezeichnet. Wegen K = D~Y(M — D) gilt fiir die Eintrige der Matrix K, dass
Mi i— hg, 1
Kijjq=—— = == ;
7 Dii Q(hEifl + hEz)
M; i1 hEg,
Kiipg1=—F—= -
o DM 2(hEi—1 + hEz)
und dass alle restlichen Eintrdge gleich 0 sind. Bezeichne || - || die Zeilensummennorm

auf R™"™ definiert durch

n
1K oo := max > | Kyl
i=1,...,n & 7
]:

welche bekanntermafen durch die /o.-Norm in R™ induziert wird. Wegen der oben ange-
fiihrten Form der Eintrdge von K gilt ||K|| = 1/2 < 1. Damit ist die Matrix (I + K)

invertierbar mit (1 4 K)~!' = 3" ((=K)? (vgl. [CT, Section 1]) und es gilt

1

T4+ K)o < Kl =—— =2,
I+ £)7 _;n k=117

Analog bezeichnet || - ||; die Spaltensummennorm

.....

Fiir die j-te Spalte von K gilt dann

n

D Kyl = K]+ | K] =

i=1

hg, . hg, Lem. 2.32 1

+ < - -
Q(th—Q T hEJ'—l) 2(th + th+1) B 1+ 7_0‘7

und damit folgt ||K|j; < 1/(1+7%5 %) =: ¢ < 1 und wie oben
_ - : 1 _
I+ 8) M < 3K < 3= = 147
=0

Fiir die Spektralnorm | - ||2, welche durch die ¢5-Norm induziert wird, gilt daher die
bekannte Abschitzung

I+ K) e < (10 + E) Pl + K) ) < QL +79) 7 =0 (A5)
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Mit diesen Ergebnissen kénnen wir nun die gewiinschte Ungleichung zeigen. Dazu berech-
nen wir zunéchst noch fiir eine beliebige Kante E) die Abschitzung

W72 Rl = Pl Rl

=1

n 2
= hg / (Zué) dp
Er \i=1

_ 2
= hEi / (NkCZk + Mk+1€zk+1) d,u
Ey

2
L2(Ey)

IA

onit [ (1 i) de
k

Lem.7.6 o — hg hg
=T 2hy, (Nsz + Niﬂ?lc)

(e + Hig)-

[GVIN )

Damit erhalten wir weiter

[T £9||2LQ(F) = Z o ZQH%?(Ek)
k=1

"2

> 5 (i + i)
k=1

4

S

IN

4 1
S+ K) D,

4 _ _
< SR IR,
A5 4 )& 3 ?
PUToC) Y (N —
e |<9, Cz~>L2(F)| ?
=  12C? e m R
izz; < hEi—l + hEz
o (19 Gzl + 19, G 2 >2
< 12 CQ i i—1 i i
N ZZI < hEz'—l + hEz
n 2
< 1202 Z (HQHH(Ei1)HCz||L2(EZ~1) + ||9HL2(EZ~) CZHLQ(Ei))
B i=1 hEi—l + hEl

n 1/2 1/2\ 2
eno gy (Mol il + ol
hEz‘71 + hEz

=1
n

< 852 Z ||g||%2(Ei_1)hEi—1 + ||g||%2(Ei)hEi
N (hEifl + hEz)2

=1
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n

2 2
. e Z 191172z, + 90122,

i=1 hEi71 + hEz
Lem. 2.32 C?2 n
< 16 —— Rt gl s,
< 1_{_7700 121 E; gHLQ(EZ)
c? .
_ ~1/2 112
= 16 —1+7_CJ |h gHL2(F)

und Wurzelziehen auf beiden Seiten liefert die behauptete Ungleichung.
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Anhang B

Programmiercode

B.1 Originalcode aus [FPW]

B.1.1 solveLaplace.m

5 %

function [x,energy| = solveLaplace(coordinates ,elements, dirichlet ,neumann,f,g,uD)
%solveLaplace: computes Pl—finite element solution for the two dimensional
% Laplace equation with mixed Dirichlet —Neumann boundary

% condition

% solveLaplace solves Laplace equation

% — div(grad(u)) = f in Omega

% u=uD on the Dirichlet boundary

% d/dn u = g on the Neumann boundary

% on a geometry described by triangles.

%

%Usage :

%

%|x,energy| = solveLaplace(coordinates ,elements, dirichlet ,neumann,f,g,ud)
%

%Comments :

%

% solveLaplace expects as input a finite element mesh described by the
% fields coordinates, elements, dirichlet and neumann. The volume

% force f, the Neumann data g, and the (inhomogeneous) Dirichlet data
% uD are given as M-files <f.m>, <g.m>, and <uD.m>. Either of these

% M-files is assumed to take n evaluation points as (n x 2) matrix and to
1 % return an (n x 1) column vector.

%

% solveLaplace assembles the Galerkin data and solves the resulting

% linear system of equations to obtain the Pl finite element solution
% of the Laplace problem. The function returns a column vector X which
% contains the nodal values of the FEM solution. Additionally , solveLaplace
% provides the energy of the discrete solution uh, i.e.

% energy = || grad(uh) || {L2(Omega)} 2.

%

%Remark :

%
5 % This program is a supplement to the paper

5 % >> Efficient Implementation of Adaptive P1-FEM in Matlab <<
7 % by S. Funken, D. Praetorius, and P. Wissgott. The reader should

% consult that paper for more information.
%
Y%Authors:
%
% S. Funken, D. Praetorius, P. Wissgott 10—07—08
nE = size (elements ,1);
nC = size (coordinates ,1);
s x = zeros(nC,1);

Y%*xx* First vertex of elements and corresponding edge vectors
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cl = coordinates (elements (:,1) ,:);
d21 = coordinates (elements (:,2),:) — cl;
d31 = coordinates (elements (:,3),:) — cl;
%*+* Vector of element areas 4x|T)|
aread = 2x(d21(:,1).%d31(:,2)—d21(:,2).%xd31(:,1));
Y%**x* Assembly of stiffness matrix
= reshape(elements(:,[1 2 3 1 2 3 1 2 3])’,9*nE,1);
= reshape(elements (:,[1 1 1 2 2 2 3 3])’,9*%nE,1);
= (sum(d21.%d31,2)./aread)’;
= (sum(d31.xd31,2)./aread) ’;
= (sum(d21.xd21,2)./aread) ’;
[—2%atbtc;a—b;a—c;a—b;b;—a;a—c;—a;c];
= sparse(I,J,A(:));
%+*++ Prescribe values at Dirichlet nodes
dirichlet = unique(dirichlet );
x(dirichlet) = feval (uD, coordinates (dirichlet ,:));
Y%**xx Assembly of right—hand side
fsT = feval(f,cl+(d21+d31)/3);
b = accumarray (elements (:) ,repmat (12\aread.xfsT ,3,1),[nC 1]) — Axx;
if Tisempty (neumann)
cnl = coordinates (neumann (:,1) ,:
cn2 = coordinates (neumann (:,2) ,:
gmE = feval(g,(cnl+cn2)/2);
b = b + accumarray (neumann (:) ,...
repmat (2\ sqrt (sum((cn2—cnl).~2,2)).xgmE,2,1),[nC 1]);

>0 00 -
|

)

~——

)

end
Y%**xx Computation of P1-FEM approximation
freenodes = setdiff (1:nC, dirichlet);

x(freenodes) = A(freenodes ,freenodes)\b(freenodes);
%*++ Compute energy || grad(uh) ||~2 of discrete solution
energy = x’ *xAxx;

B.1.2 computeEtaR.m

function etaR = computeEtaR(x, coordinates ,elements, dirichlet ,neumann,f,g)

Y%computeEtaR: computes residual —based error estimator for finite element

5 %

% solution of Laplace problem with mixed Dirichlet —Neumann

% boundary conditions.

%

%Usage :

%

YetaR computeEtaR (x, coordinates ,elements , dirichlet ,neumann,f,g)

%

%Comments :

%

% The column vector X contains the nodal values of the Pl finite element

% solution. The corresponding finite element mesh is given in terms of

% coordinates , elements, dirichlet and neumann. The volume force <f.m> and
5 % the Neumann data <g.m> are given as M-files. Either file is assumed

% to take N evaluation points as (N x 2) matrix and to return an (N x 1)

% column vector.

%

% The function returns the column vector etaR where etaR(J) is the

% squared error indicator associated with the j—th element. These values
2 % may be used to mark triangles for refinement. In particular, the

% value of the residual error estimator is given by sqrt(sum(etaR).

%

%Remark :

% This program is a supplement to the paper

% >> Efficient Implementation of Adaptive P1-FEM in Matlab <<
% by S. Funken, D. Praetorius, and P. Wissgott. The reader should

% consult that paper for more information.
%

%Authors :

%

% S. Funken, D. Praetorius, P. Wissgott 10—07—08
|[edge2nodes ,element2edges ,dirichlet2edges ,neumann2edges |

= provideGeometricData (elements , dirichlet ,neumann);
Y%*xx First vertex of elements and corresponding edge vectors

116



0~ O U W N

o e e
AW N = O ©

TUos W N

NONNN NN NNNN
® T S G ¢

¥

cl = coordinates(elements (:,1),:);
d21 = coordinates (elements (:,2),:) — cl;
d31 = coordinates (elements (:,3),:) — cl;

Joxx% Vector of element volumes 2x|T|
area2 = d21(:,1).%d31(:,2)—d21(:,2).%d31(:,1);
%%++ Compute curl(uh) = (—duh/dy, duh/dx)

u2l = repmat(x(elements(:,2)) —x(elements(:,1)), 1,2);
; u3l = repmat(x(elements(:,3)) —x(elements(:,1)), 1,2);
curl = (d31.%xu21 — d21.xu31)./repmat(area2 ,1,2);

3 %oxx* Compute edge terms hEx(duh/dn) for uh

dudn21 = sum(d21.%curl ,2);

dudnl3 = —sum(d31.xcurl ,2);

dudn32 = —(dudnl3+dudn2l);

etaR = accumarray (element2edges (:) ,[dudn2l;dudn32;dudnl3]| ,[size (edge2nodes,1) 1]);
3 %**x Incorporate Neumann data

if Tisempty (neumann)

cnl = coordinates (neumann (:,1) ,:);
cn2 = coordinates (neumann (:,2) ,:);
gmE = feval(g,(cnlt+cn2)/2);

etaR (neumann2edges) = etaR(neumann2edges) — sqrt(sum((cn2—cnl).”~2,2)).%gmE;
end
%*** Incorporate Dirichlet data
etaR (dirichlet2edges) = 0;
%**x* Assemble edge contributions of indicators
etaR = sum(etaR (element2edges).~2,2);
%#++ Add volume residual to indicators
fsT = feval (f,(cl+(d214+d31)/3));
etaR = etaR + (0.5%area2.xfsT)."2;

B.2 Code fir explizit geforderte Dirichlet-Randbedingung

B.2.1 solveLaplacel.m

Code ist ident zu solveLaplace.m.

B.2.2 computeEtaR1.m

function [etaR,etaVol,etaJump,etaDir| = ...
computeEtaR1(x, coordinates ,elements, dirichlet ,f,g)

[edge2nodes , element2edges , dirichlet2edges |
= provideGeometricData (elements , dirichlet );
Y%*x*xx First vertex of elements and corresponding edge vectors
cl = coordinates(elements (:,1),:);
d21 = coordinates (elements (:,2),:) — cl;
d31 = coordinates (elements (:,3),:) — cl;
%*+% Vector of element volumes 2x|T]|
area2 = d21(:,1).xd31(:,2)—d21(:,2).xd31(:,1);
%%++ Compute curl (uh) = (—duh/dy, duh/dx)

u2l = repmat(x(elements(:,2)) —x(elements(:,1)), 1,2);
u3l = repmat(x(elements(:,3)) —x(elements(:,1)), 1,2);
curl = (d31.%xu21 — d21.xu31l)./repmat(area2 ,1,2);

7 Y%oxxx Compute edge terms hEx(duh/dn) for uh

; dudn21 = sum(d21.xcurl ,2);

dudnl3 = —sum(d31.xcurl ,2);

dudn32 = —(dudnl3+dudn21);

etaR = accumarray (element2edges (:) ,[dudn2l;dudn32;dudnl3]| ,[size (edge2nodes,1) 1]);
%*xx* Incorporate Dirichlet data

etaR (dirichlet2edges) = 0;

etaJump = sum(etaR (element2edges).”~2,2); %Summierung der Jump—Terme auf den inneren
% Kanten um jedes Element herum

%*+* Bestimme Koordinaten aller Dirichlet —Punkte
dl = coordinates(dirichlet (:,1),:);

d2 = coordinates(dirichlet (:,2),:);

% +* Bestimme Dirichlet —Rand—rhs
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5 %x+* Vector of element areas 4%

gsT = [feval(g,dl),feval(g,0.5%(d14+d2)),feval(g,d2)]; %Funktionsauswertungen an
% Dirichlet —-Knoten und Kantenmittelpunkten

%*+* Berechnung des Randintegrals

etaDir = zeros(size (edge2nodes,1),1);

etaDir (dirichlet2edges) = 4x(gsT(:,1) —2%gsT(:,2)+gsT(:,3)).~2/3;
etaDir = sum(etaDir (element2edges) ,2);

%*++ Add volume residual to indicators
fsT = feval (f,(cl+(d21+d31)/3)); %Schwerpunkt des Dreiecks
etaVol = (0.5*xarea2.xfsT)."2;

7 %xxx Alle drei Fehleranteile zusammen ergeben insgesamten Fehler

etaR = etaJump + etaDir + etaVol;

B.3 Code fiir gemischte Formulierung

B.3.1 solveLaplace2.m

function [x,energy| = solveLaplace2(coordinates ,elements, dirichlet ,f,g)

[edge2nodes , element2edges , dirichlet2edges| = provideGeometricData (elements, dirichlet );

nE = size (elements ,1); %number of elements
nC = size (coordinates ,1); Ymumber of nodes

nD = length(dirichlet2edges ); %mumber of Dirichlet —nodes
dirichletedges = unique(dirichlet (:,1));

x = zeros (2%nC,1);

Y%**xx First vertex of elements and corresponding edge vectors

cl = coordinates (elements (:,1) ,:);
d21 = coordinates (elements (:,2),:) — cl;
d31 = coordinates (elements (:,3),:) — cl;

T
aread = 2%(d21(:,1).%d31(:,2)—d21(:,2).%d31(:,1)); %entspricht 2sdet (M)
% ** Assembly of stiffness matrix

= reshape(elements (:,[1 2 3 1 2 3 1 2 3])’,9%nE,1);

= reshape(elements (:,[1 1 1 2 2 2 3])7,9*%nE,1);

= (sum(d21.xd31,2)./aread) ’;

= (sum(d31.%d31,2)./aread) ’;

= (sum(d21.xd21,2)./area4d) ’;

= [—2*atbt+c;a—bj;a—cj;a—b;b;—a;a—c;—a;c]|;

>0 T
I

%+*++ Bestimme Koordinaten aller Dirichlet —Punkte

dl = coordinates(dirichlet (:,1),:);

d2 = coordinates(dirichlet (:,2),:);

%#*++ Bestimme Dirichlet —Rand—Stiffness —Matrix

12 = reshape(dirichlet (:,[1 2 1 2])’,4%nD,1);

J2 = reshape(dirichlet (:,[1 1 2 2])’,4%nD,1);

a2 = sqrt (sum((d2—d1).72,2))’;  %Laengen der Dirichlet —Kanten
B = [a2/3;a2/6;a2/6;a2/3];

C = sparse ([I;124nC;J2],[J;J2;124nC] ,[A(:);B(:);B(:)]); %Baue die Mixed—Method Matrix

% x* Assembly of right—hand side

fsT = feval(f,cl1+(d214+d31)/3); %Funktionsauswertungen am Schwerpunkt

bl = accumarray (elements (:) ,repmat(12\aread.*fsT ,3,1),[nC 1]); %Summation fuer jeden

% Knoten ueber alle Elemente — das Integral ueber ein Element ist das Volumen von einer

5 % Pyramide!

7 gsT = feval(g,(d14+d2)/2); %Funktionsquaswertungen an den Kantenmittelpunkten

b2 = accumarray (dirichlet (:) ,repmat(2\a2’.xgsT,2,1),[nC 1]);
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Y%**xx Computation of P1-FEM approximation
x([1:nC, dirichletedges '+nC]) = ...
C([1:nC,dirichletedges ’+nC] ,[1:nC, dirichletedges ’+nC])\[bl;b2(dirichletedges)]|;

%*++ Compute energy || grad(uh) ||~2 of discrete solution
energy = x([1:nC, dirichletedges’+nC]|) ’*C([1:nC, dirichletedges '+nC] ,...
[1:nC, dirichletedges '+nC])*x ([1:nC, dirichletedges '+nC]);

B.3.2 computeEtaR2.m

function [etaR,etaVol,etaJump,etaDir,etaPh] = ...
computeEtaR2(x, coordinates ,elements , dirichlet ,f,g)

[edge2nodes , element2edges , dirichlet2edges |
= provideGeometricData (elements , dirichlet );

nEdges = size (edge2nodes ,1);

Y%*x+* First vertex of elements and corresponding edge vectors
cl = coordinates(elements (:,1),:);

d21 = coordinates (elements (:,2),:) — cl;

d31 = coordinates (elements (:,3),:) — cl;

4 J%oxxx Vector of element volumes 2x|T|

area2 = d21(:,1).%d31(:,2)—d21(:,2).%d31(:,1);
%#*++ Compute curl (uh) = (—duh/dy, duh/dx)

u2l = repmat(x(elements(:,2)) —x(elements(:,1)), 1,2);
u3l = repmat(x(elements(:,3)) —x(elements(:,1)), 1,2);
curl = (d31.xu2l — d21.xu31)./repmat(area2,1,2);

%% Compute edge terms hEx(duh/dn) for uh

dudn21 = sum(d21.%curl ,2);

dudnl3 = —sum(d31.*curl ,2);

dudn32 = —(dudn134dudn21);

etaJump = accumarray (element2edges (:) ,[dudn2l;dudn32;dudnl3] ,[size (edge2nodes,1) 1]);
etaPh = etaJump;

%*xx* Incorporate Dirichlet data

etaJump (dirichlet2edges) = 0;

etaPh = etaPh — etaJump; %In etaPh stehen bei den Dirichletkanten die

% Normalableitungen

etaJump = sum(etaJump (element2edges).~2,2); %Summierung der Jump—Terme auf den inneren
% Kanten um jedes Element herum

; %x+* Bestimme Koordinaten aller Dirichlet —Punkte
7 nC = size (coordinates ,1);

dl = coordinates(dirichlet (:,1),:);
d2 = coordinates(dirichlet (:,2) ,:);

a = sqrt(sum((d2—d1).~2,2))7; %Laengen der Dirichlet —Kanten
%% Bestimme Dirichlet —Rand—rhs
gsT = [feval(g,dl),feval(g,0.5%(d1+d2)), feval(g,d2)]; %Funktionsauswertungen an

% Dirichlet —Knoten und Kantenmittelpunkten

; %ox+xx Berechnung des Randintegrals

etaDir = zeros(size (edge2nodes,1),1);
etaDir (dirichlet2edges) = 4x(gsT(:,1) —2xgsT(:,2)+gsT(:,3))."2/3;
etaDir = sum(etaDir (element2edges) ,2);

%#*++ Berechnung des Randintegrals mit ph

etaPh(dirichlet2edges) = a’.~2.%((x(nCt+dirichlet (:,2))+etaPh(dirichlet2edges)).”3 —

7 (x(nCtdirichlet (:,1))+etaPh(dirichlet2edges)).~3)/...

(3*%(x(nC+tdirichlet (:,2)) —x(nCt+dirichlet (:,1))))
etaPh = sum(etaPh(element2edges) ,2);
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Y%**xx Add volume residual to indicators
fsT = feval (f,(cl14+(d214d31)/3)); %Schwerpunkt des Dreiecks
etaVol = (0.5*xarea2.xfsT)."2;

%**xx Alle drei Fehleranteile zusammen ergeben insgesamten Fehler
etaR = etaJump + etaDir 4 etaPh + etaVol;

B.4 Code fur Nietsches Methode

B.4.1 solveLaplace3.m

function [x,energy]| = solveLaplace3 (coordinates ,elements, dirichlet ,f,g,chi)
nE = size (elements,1); %number of elements

nC = size (coordinates ,1); Y%mumber of nodes

nD = size(dirichlet ,1); %number of Dirichlet —nodes

x = zeros (nC,1);

%*+x First vertex of elements and corresponding edge vectors

cl = coordinates (elements (:,1) ,:);

d21 = coordinates (elements (:,2),:) — cl;

d31 = coordinates (elements (:,3),:) — cl;

%*+x Vector of element areas 4x%|T)|

aread = 2x(d21(:,1).%d31(:,2)—d21(:,2).xd31(:,1)); %entspricht 2xdet (M)
Y%xxx Assembly of stiffness matrix
= reshape (elements (:,[1 2 3 1 2
= reshape(elements (:,[1 1 1 2 2
= (sum(d21.xd31,2)./aread)’;

= (sum(d31.%xd31,2)./aread) ’;

= (sum(d21.xd21,2)./aread) ’;

= [—2*atbt+c;a—bj;a—c;a—b;b;—a;a—c;—a;c]|;

)’ ,9%nE,1);

312 3]
2 3 3 3]),9*%nE,1);

Y%ermittelt zu jeder Dirichletkante den fehlenden Eckpunkt des Elements

dirichletmissing = zeros(nD,1);

for i=1:nD
tmp = ((elements=—dirichlet (i,1)) + (elements=—dirichlet (i,2)));
tmp2 = elements (repmat (sum(tmp,2)==2,1,3));

tmp2 = tmp2(tmp2 =dirichlet (i,1)
tmp2 = tmp2(tmp2 =dirichlet (i,2)
dirichletmissing (i) = tmp2;

end

)
)
)
)

)
)

%#**x Bestimme Koordinaten aller Dirichlet —Punkte und

; %Missingdirichlet —Punkte
7 d1 = coordinates (dirichlet (:,1),:);

d2 = coordinates(dirichlet (:,2),:);

d3 = coordinates (dirichletmissing ,:);
e21l = d2—d1;
e3l = d3—dl;

%*x** Vektor von 2xRandelementvolumenflaeche

area2 = e21(:,1).xe31(:,2)—e21(:,2).%xe31(:,1);

%#**x Bestimme Dirichlet —Rand—Stiffness —Matrix

12 = reshape ([dirichlet (:,[1 2 1 2]),dirichletmissing (:,[1 1])]’,6%nD,1);

5 J2 = reshape(dirichlet (:,[1 1 2 2 1 2])’,6*nD,1);

% +* Bestimme Normalenableitung auf Dirichletkante fuer alle drei
%Hutfunktionen um das Element

bb = (sum(e21.%xe31,2)./area2)’;

cc = —(sum(e2l1.xe21,2)./area2)’;

aa —(bb+tcc);

3 B = [aa;bb;aa;bbj;cc;cc]/2;

; %x+* Bestimme Dirichlet —Rand—Stiffness —Matrix
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13 = reshape(dirichlet (:,[1 2 1 2])’,4%nD,1);
J3 = reshape(dirichlet (:,[1 1 2 2])’,4%nD,1);
C = chix*[ones(1,nD)/3;0nes(1,nD)/6;0nes(1,nD)/6;0nes(1l,nD)/3];

D = sparse ([1;12;J2;13],[J;J2;12;J3],[A(:); —B(:); —B(:);C(:)]); %Baue die Nietsches—Method
% Matrix

Y%x*xx Assembly of right—hand side

fsT = feval(f,cl+(d214d31)/3); %Funktionsauswertungen am Schwerpunkt

bl = accumarray (elements (:) ,repmat(12\aread.*fsT ,3,1),[nC 1]); %Summation fuer jeden

% Knoten ueber alle Elemente — das Integral ueber ein Element ist das Volumen von einer
% Pyramide!!

gsT = feval(g,(d1+d2)/2); %Funktionsquaswertungen an den Kantenmittelpunkten

5 b2 = accumarray ([ dirichlet (:); dirichletmissing]|,[aa’.*xgsT;bb’.xgsT;cc’.xgsT]|,[nC 1]);

b3 = chixaccumarray (dirichlet (:) ,repmat(2\ones(nD,1).%gsT,2,1),[nC 1]);

b = bl-b2+b3;

3 %xxx Computation of P1-FEM approximation

x = D\b;
%#*++ Compute energy || grad(uh) ||~2 of discrete solution
; energy = x’ xDxx;

B.4.2 computeEtaR3.m

function [etaR,etaVol,etaJump,etaDir ,etaH| = ...
computeEtaR3 (x, coordinates ,elements , dirichlet ,f,g, chi)

[edge2nodes , element2edges ,dirichlet2edges |
= provideGeometricData (elements , dirichlet );
Y%*xx*x First vertex of elements and corresponding edge vectors
¢l = coordinates (elements (:,1) ,:);
d21 = coordinates (elements (:,2),:) — cl;
d31 = coordinates (elements (:,3),:) — cl;
%*++ Vector of element volumes 2x|T]|

area2 = d21(:,1).%d31(:,2)—d21(:,2).%d31(:,1);

3 %*** Compute curl(uh) = (—duh/dy, duh/dx)

u2l = repmat(x(elements(:,2)) —x(elements(:,1)), 1,2);
u3l = repmat(x(elements(:,3)) —x(elements (:,1)), 1,2);
curl = (d31.xu21 — d21.xu3l)./repmat(area2,1,2);

%% Compute edge terms hEx(duh/dn) for uh

dudn21 = sum(d21.xcurl ,2);

dudnl3 = —sum(d31.*curl ,2);

dudn32 = —(dudn13+dudn21);

etaR = accumarray (element2edges (:) ,[dudn2l;dudn32;dudnl3]| ,[size (edge2nodes,1l) 1]);
%*xx* Incorporate Dirichlet data

3 etaR(dirichlet2edges) = 0;

etaJump = sum(etaR (element2edges).~2,2); %Summierung der Jump—Terme auf den inneren ...

; % Kanten um jedes Element herum

%#*++ Bestimme Koordinaten aller Dirichlet —Punkte

dl = coordinates(dirichlet (:,1),:);

d2 = coordinates(dirichlet (:,2),:);

%*** Bestimme Dirichlet —Rand—rhs

gsT = [feval(g,dl),feval(g,0.5%x(d1+d2)), feval(g,d2)]; %Funktionsauswertungen an
% Dirichlet —Knoten und Kantenmittelpunkten

%*+* Berechnung des Randintegrals
etaDir = zeros(size (edge2nodes,1),1);
etaDir (dirichlet2edges) = 4x(gsT(:,1) —2xgsT(:,2)+gsT(:,3)).2/3;

121



40

SIS NS IS e |
[S NS BTN )

ot
3

etaDir = sum(etaDir (element2edges) ,2);

3 %**+ Berechnung des Randintegrals mit h~—1/2

etaH = zeros(size (edge2nodes,1),1);

etaH (dirichlet2edges) = ((gsT(:,3)—x(dirichlet (:,2)))."3—(gsT(:,1)—..
x(dirichlet (:,1))).~3)./(3*((gsT(:,3)—x(dirichlet (:,2)))—(gsT(:,1)

etaH = sum(etaH (element2edges) ,2);

Y%**x*x Add volume residual to indicators
fsT = feval (f,(cl14+(d214+d31)/3)); %Schwerpunkt des Dreiecks
etaVol = (0.5%area2.xfsT)."2;

; %*k*x*x Alle drei Fehleranteile zusammen ergeben insgesamten Fehler

etaR = etaJump + etaDir + etaH + etaVol;
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