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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Konstruktion adaptiver Algorithmen zur Lésung von
Hindernisproblemen durch die Methode der finiten Elemente. Die Grundidee, auf der alle
Ausfithrungen aufbauen, ist hierbei die Verallgemeinerung des Prinzips der Schdtzerreduktion
auf solche (nichtlineare) Problemstellungen. Hierdurch gelingt es, bestehende Resultate zu er-
weitern und zu verbessern. Eine in Konvergenzbeweisen adaptiver finite-Elemente-Methoden
oft verwendete Eigenschaft ist die diskrete lokale Effizienz des zu Grunde liegenden Feh-
lerschétzers. Diese héingt jedoch stark von der innerer- Punkt-Figenschaft ab, welche fordert,
dass im Inneren eines verfeinerten Elements mindestens ein neuer Knoten entsteht. Durch
diese Forderung sind sédmtliche Konvergenzresultate von der Strategie der lokalen Netzverfei-
nerung abhingig und somit nicht allgemein giiltig. Mit der Methode der Schétzerreduktion
aus [CKNS, AFP] ist es moglich, die diskrete lokale Effizienz zu umgehen und daher von
der Verfeinerung weitestgehend unabhéingige Konvergenzbeweise zu erzielen. In der vorlie-
genden Arbeit wird genau dieser, aus dem linearen Fall bekannte, Ansatz verfolgt, um die
Resultate aus [BCH1] und [BCH2] entsprechend zu verallgemeinern. Als Modellproblem dient
durchgingig die zweidimensionale Poisson-Gleichung. Erweiterungen auf den dreidimensiona-
len Fall sind jedoch problemlos moglich. Im Einzelnen ist die Arbeit wie folgt gegliedert:

e Kapitel 1 gibt eine Einfiihrung in die Thematik, in der auch die physikalische Inter-
pretation der betrachteten Hindernisprobleme erldutert wird.

e In Kapitel 2 wird die Methode der finiten Elemente (FEM) ausfiihrlich erldutert. Hier
wird zudem ein Grofiteil der verwendeten Notation definiert, und es werden einige grund-
legende Beweisstrategien bereits im linearen Fall verdeutlicht. Das fiir den Rest der Ar-
beit wichtigste Resultat ist hierbei Satz 2.2.6, in dem das Prinzip der Schétzerreduktion
fiir den linearen Fall gezeigt wird.

e Die Verallgemeinerung der Schitzerreduktion auf Hindernisprobleme, bei denen das
Hindernis durch eine global affine Funktion gegeben ist, erfolgt in Kapitel 3. Wie an-
gekiindigt, wird ein adaptiver FEM-Algorithmus und ein entsprechender Fehlersch#tzer
fiir dieses Problem angegeben. Die Konvergenz gegen die exakte Losung (Satz 3.3.9) wird
durch Schétzerreduktion (Satz 3.3.3) bewiesen, so dass diese von der Verfeinerungsstra-
tegie unabhéngig ist. Aulerdem werden durch dieses Vorgehen einige Anforderungen an
die Oszillationsterme unndétig. Um die Vorteile dieser Herangehensweise vollends nach-
zuvollziehen, sind zum Vergleich auch die urspriinglichen Ideen aus [BCH1] angegeben.

e In Kapitel 4 findet schliefllich eine weitere Verallgemeinerung auf Hindernisprobleme
mit Hindernissen aus H} () statt. Wie zuvor werden die Ausfiihrungen aus [BCH2],
welche die diskrete lokale Effizienz noch verwenden, vorgestellt. Im Anschluss daran
werden die Resultate wieder durch Schétzerreduktion verallgemeinert und ein konver-
genter adaptiver Algorithmus angegeben. Fiir die Konvergenzanalyse (Satz 4.4.6 —4.4.8)
sind jedoch einige Voraussetzungen an die Verénderung der aktiven und inaktiven Teil-
bereiche notwendig. Hierdurch werden die Grenzen der Schitzerreduktion deutlich, die



zuvor noch nicht abzusehen waren. Sowohl Kapitel 3 als auch Kapitel 4 werden zudem
durch numerische Illustrationen abgerundet.

e Kapitel 5 gibt ein Fazit iiber erreichte Resultate und einen Ausblick auf sinnvolle
Erweiterungen dieser Arbeit.

e Eine vollstindige Implementierung der gezeigten Beispiele findet sich im Anhang. Au-
Berdem ist hier eine Liste der verwendeten Notationen, sowie ein wenig mathematische
Hintergrundinformation angegeben.
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Abstract

This thesis deals with the construction of adaptive algorithms that solve elliptic obstacle pro-
blems by means of the finite element method. Throughout all chapters, the main idea to do so
is the generalization of the so-called estimator reduction to such (nonlinear) problems. In this
way, it is possible to widen and improve known results. One of the ingredients frequently used
in the convergence analysis of adaptive finite element methods is the discrete local efficiency
of the underlying error estimator. This feature, however, strongly relies on the interior-node-
property which basically states that at least one new node has to be created within the interior
of each refined element. All convergence results exploiting the discrete local efficiency thus
depend on the local refinement strategy and are therefore non-universal. By means of the
method of estimator reduction from [CKNS, AFP] it is possible though, to circumvent the
need for this property and thus achieve convergence results that are independent of the local
mesh refinement strategy. In this thesis, this ansatz, which is known from the linear case, is
pursued in order to generalize the results from [BCH1] and [BCH2]. Throughout the whole
work, the two dimensional Poisson-equation serves as model problem. Generalizations to the
three-dimensional case are, however, easily possible. In full detail, the work is organized as
follows:

e Chapter 1 gives an introduction to the problem and comments on some physical in-
terpretation of the obstacle problems in question.

e In Chapter 2, the finite element method (FEM) is explained in full detail. The better
part of the used notation as well as some basic ideas used in the upcoming proofs are also
illustrated in this linear setting. The main result within this chapter is Theorem 2.2.6
which states the principle of estimator reduction for the linear case.

e A generalization of the estimator reduction to obstacle problems in which the obstacle is
globally affine, is given in Chapter 3. As mentioned above, an adaptive FEM-algorithm
and a corresponding a posteriori error estimator is given. The convergence towards the
exact solution (Theorem 3.3.9) is shown via estimator reduction (Theorem 3.3.3) and is
therefore independent of the local mesh refinement strategy. By utilizing this approach,
some postulations on the decay of oscillation data from [BCH1] additionally become
unneccessary. In order to fully appreciate the advantages of this ansatz, the original
ideas from [BCH1] are elaborated as well.

e In Chapter 4 the analysis is widened to include obstacles from H{ (). As before, the
the results from [BCH2], which make use of the discrete local efficiency, are elaborated.
In the following, the results are again generalized by estimator reduction and a con-
vergent adaptive algorithm with a corresponding error estimator is given. During the
convergence analysis (Theorem 4.4.6 — 4.4.8), however, the need for some additional
assumptions on the change of active and inactive regions, arises. Certain limits of the
principle of estimator reduction, that could not be foreseen within the linear setting,
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can therefore be glimpsed. In addition, Chapter 3, as well as Chapter 4 are completed
by some numerical illustrations.

e Chapter 5 gives a conclusion about achieved results and some outlook on possible
future work.

e Finally, a complete MATLAB implementation of the numerical examples is given in the
appendix (Anhang). A list of notations as well as some mathematical background
information can be found here, too.
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Kapitel 1.
Einleitung

Wie konnen wir die Welt beschreiben, in der wir leben? Ein nicht geringer Anteil der mathe-
matischen Gesellschaft wiirde diese Frage mit partiellen Differentialgleichungen beantworten.
Mit Hilfe dieser Gleichungen gelingt es uns, ein breites Spektrum von physikalischen, biologi-
schen oder chemischen Vorgédngen zu modellieren. Betrachten wir zum Beispiel eine auf einem
quadratischen Gebiet im R? eingespannte, dehnbare Membran, wie etwa das Trommelfell. Wir
interessieren uns nun fiir eine Funktion u : R? — R, deren Werte u(z) die Auslenkung selbi-
ger Membran unter Einwirkung einer Kraft f angeben. Gehen wir vereinfachend davon aus,
dass f nur in vertikaler Richtung wirkt, so ergibt sich durch Ausnutzung einfacher physika-
lischer Zusammenhénge, dass das Energiefunktional, also die potentielle Gesamtenergie der
ausgelenkten Membran, durch

I w) = 2| VulP = ()

gegeben ist. Die Groflen || - || und (+,-) bezeichnen hierbei Norm und Skalarprodukt in einem
geeigneten Hilbertraum. Wie wir ziemlich bald sehen werden ist die Funktion u, welche obi-
ges Energiefunktional minimiert, also die Auslenkung der Membran im Ruhezustand angibt,
(eindeutige) Losung einer besonderen partiellen Differentialgleichung, der Poisson-Gleichung

—A’U,:f,

auf dem Berechnungsgebiet 2 C R?. Die Tatsache, dass die Membran am Rand eingespannt
ist, wird durch die zusétzliche Forderung u|sg = 0 modelliert. Ein Blick auf die Losung dieser
Gleichung (Abbildung 1.1) lisst hoffen, dass dadurch tatséchlich der entsprechende physikali-
sche Vorgang beschrieben wird. Dieselbe Gleichung modelliert {ibrigens auch elektrostatische
und astrophysikalische Phénomene, so dass die Berechnung von Lésungen in vielen Bereichen
Gegenstand aktueller Forschung ist.

Problematisch ist jedoch, dass die allermeisten partiellen Differentialgleichungen nicht ohne
Weiteres exakt zu losen sind. Man ist daher gezwungen, auf numerische Methoden zuriickzu-
greifen, die die Werte der Losung ndherungsweise berechnen. Die mathematische Aufgabe be-
steht nun darin, sinnvolle Verfahren zu entwickeln, deren Ausgabe (die angenéherte Losung),
unabh#ngig von den Daten, immer gegen die gesuchte Funktion (die exakte Losung) konver-
giert, sofern man nur lange genug rechnet. Diese Verfahren, derer es eine wahre Vielfalt gibt
und die unterschiedlicher nicht sein kénnten, sind meist auf einen gewissen Typ von Gleichung
zugeschnitten. Aufgrund der Vielseitigkeit und Unterschiedlichkeit der natiirlich auftretenden
Phénomene und daher auch der zu untersuchenden Gleichungen gibt es also kein universell
anwendbares Losungsverfahren. Eine fiir elliptische Differentialgleichungen, in deren Klasse
auch die Poisson-Gleichung féllt, gern und oft verwendete Prozedur ist die Methode der fini-
ten Elemente (FEM), die auch in der vorliegenden Arbeit behandelt wird. Dieses Verfahren,
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Abbildung 1.1.: Auslenkung einer am Rand eingespannten Membran unter Einwirkung einer
vertikal wirkenden Kraft f.

welches mathematisch in die Klasse der Galerkin-Methoden fillt, erfreut sich etwa seit den
1970er Jahren, besonders im Ingenieursbereich, immer stérkerer Beliebtheit. Zur Berechnung
der Losung wird hierbei das Gebiet in ein Gitter aus endlich vielen Teilgebieten zerteilt, und
die Losung an jedem Gitterpunkt approximativ berechnet. Durch kontinuierliche Verfeinerung
des zu Grunde liegenden Gitters folgt nun, unter gewissen Vorraussetzungen, die Konvergenz
gegen die exakte Losung (vgl. [BRAO7, Kapitel 2, §6]).

Da dies jedoch relativ lange dauern kann, ist es erstrebenswert, das Gitter, abhéngig von
der Losung, durch Einsatz eines so genannten a posteriori Fehlerschdtzers an gewissen Stellen
stéarker zu verfeinern als an anderen. Die Frage, wie dies ohne Kenntnis der exakten Losung
zu bewerkstelligen ist, ist hierbei nur eines der auftretenden Probleme. Im Laufe der Zeit
wurden diese adaptiven Verfahren intensiv untersucht, so dass sie nun in Forschungs-, wie
in Ingenieursbereichen breitgefachert Anwendung finden. Als Pionierleistungen sind hierbei
sicherlich die Arbeiten [D] von DORFLER und [MNS] von MORIN, NOCHETTO und SIEBERT zu
nennen, in denen erstmals Konvergenz adaptiver FEM nachgewiesen wurde. Grundbausteine
der Beweise waren damals zwei Eigenschaften des zur lokalen Netzverfeinerung verwendeten
Fehlerschétzers, die so genannte Zuwerldssigkeit und die diskrete lokale Effizienz. Den ent-
sprechenden Beweisen lagen jedoch noch starke Einschréinkungen an die Netzverfeinerung zu
Grunde. Im Jahre 2008 wurde von CASCON, KREUZER, NOCHETTO und SIEBERT in [CKNS]
ein allgemeineres Konvergenzresultat erzielt. In derselben Arbeit wurde, unter zusétzlichen
Vorraussetzungen, sogar gezeigt, dass die adaptive Finite Elemente Methode immer mit opti-
maler Konvergenzrate konvergiert. Wir werden die genannten Beweise und Einschrénkungen
im Laufe von Kapitel 2 noch néher untersuchen.

1.1. Einordnung des Problems

Was passiert nun aber, wenn wir unsere Aufgabenstellung etwas verkomplizieren? Um bei
unserem Beispiel der eingespannten Membran zu bleiben, interessieren wir uns nicht mehr
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Abbildung 1.2.: Am Rand eingespannte Membran deren Auslenkung durch ein Hindernis be-
grenzt wird.

nur fiir die Losung mit minimaler Energie. Vielmehr verlangen wir, dass die Losung gewissen
Zusatzanforderungen gerecht wird. Eine Moglichkeit wire zum Beispiel zu fordern — und
das ist Gegenstand dieser Arbeit — dass die Losung grofier oder kleiner als eine gegebene
Schranke ist. Beispielhaft stellen wir uns wieder die eingespannte Membran vor, die aber
nicht frei durchhéngen kann, sondern von einem Hindernis begrenzt wird (Abbildung 1.2).
Mathematisch suchen wir also nicht nach dem globalen Minimum des Energiefunktionals,
sondern nach einer Funktion u, die
J(u) = min J(v)

erfiillt. Wir suchen das Minimum also nur innerhalb einer gewissen Menge K von zuldssigen
Funktionen. Es ist relativ leicht einzusehen ([KS]), dass dieses elliptische Hindernisproblem,
unter gewissen Vorraussetzungen an die Eingabedaten, auch eine eindeutige Losung hat. Wir
sind im Folgenden jedoch an der numerischen Behandlung dieses Problems durch die adap-
tive Finite-Elemente-Methode interessiert. Mathematisch fithren solche Problemstellungen
auf (nichtlineare) Variationsungleichungen, fiir welche die adaptive FEM erst seit kurzem
angewendet wird. Die Nichtlinearitit des Problems fordert hierbei den Einsatz neuer Feh-
lerschétzer und Beweistechniken, so dass es bislang verhéltnisméfig wenig rigorose Konver-
genzresultate gibt. Allen voran ist hier die Arbeit von BRAESS, CARSTENSEN und HOPPE
([BCH1]) zu nennen, in der erstmals ein konvergenter FEM-Algorithmus fiir Hindernisproble-
me konstruiert wurde. Die Analyse war in diesem Fall jedoch auf Hindernisse, die durch global
affine Funktionen y gegeben sind, beschrinkt. Auflerdem verwendet der Konvergenzbeweis
die diskrete lokale Effizienz des Fehlerschitzers, welche an die so genannte innerer-Punkt-
FEigenschaft gekoppelt ist. Die Verwendung dieser Eigenschaft, die eine starke Anforderung
an die Art der Netzverfeinerung darstellt, schrinkt somit die Giiltigkeit des Konvergenzbe-
weises auf konkrete Verfeinerungen ein. In der Folgearbeit [BCH2| wird die Analyse schlielich
auf den Fall allgemeinerer Hindernisse x € H{ () ausgeweitet. Auch in diesem Fall bleibt die
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Konvergenz jedoch stark von der Verfeinerungsstrategie abhingig. Auflerdem werden noch
einige Forderungen an das Abklingen so genannter Oszillationsterme gestellt, die zusétzlich
garantiert werden miissen.

1.2. Beitrag dieser Arbeit zum Themenbereich

Wir orientieren uns in unseren Ausfithrungen an den Arbeiten [BCH1] und [BCH2|, wobei
wir ein im linearen Fall verwendetes Beweiskonzept, die so genannte Schdtzerreduktion, auf
elliptische Hindernisprobleme erweitern und so die diskrete lokale Effizienz umgehen. In Ka-
pitel 3 betrachten auch wir zunéchst den Fall global affiner Hindernisse, wobei es uns durch
Schitzerreduktion gelingt, ein Konvergenzresultat zu erzielen, welches von der Art der loka-
len Netzverfeinerung weitestgehend unabhéngig ist. Ferner gelingt es uns, durch geschickte
Konstruktion des Fehlerschiitzers, die zusétzlichen Anforderungen an die Datenoszillationen
iiberflissig zu machen. SchlieBlich zeigen wir im Sinne von [CKNS]| die Kontraktivitét einer
gemischten Fehlergrife, die Ausgangspunkt fiir Uberlegungen zur Optimalitiit sein konnte.
Analog zu [BCH2] weiten auch wir unsere Analysen in Kapitel 4 auf den Fall allgemeine-
rer Hindernisse aus. Wie im affinen Fall ist es unser Ziel, die diskrete lokale Effizienz durch
Schétzerreduktion zu umgehen. Dadurch gelingt es uns, unter einigen milden Voraussetzun-
gen, Konvergenzresultate fiir weitestgehend beliebige Verfeinerungsstrategien zu erzielen. Im
Zuge dessen treten jedoch zusétzliche Probleme auf, die auf die Grenzen des Prinzips der
Schétzerreduktion hinweisen, im linearen Fall jedoch noch nicht abzusehen waren.




Kapitel 2.
Die P1 Finite-Elemente-Methode

2.1. Allgemeines

Wie in der Einleitung erwéhnt, ist die Methode der Finiten Elemente (FEM) ein numeri-
sches Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung der Losung elliptischer Randwertprobleme.
Obwohl sich diese Methode seit Jahren starker Beliebtheit erfreut, sind rigorose Konvergenz-
resultate, insbesondere fiir adaptive Verfahren, vergleichsweise jung. Viele interessante Fragen
und Probleme sind sogar mathematisch noch unbehandelt. Wir wollen uns in diesem Kapi-
tel das Prinzip der FEM verdeutlichen und ihre wichtigsten Eigenschaften zeigen. Hierzu
beschéftigen wir uns der Einfachheit halber mit dem einfachsten elliptischen Randwertpro-
blem, der Poissongleichung, deren physikalische Bedeutung in der Einleitung bereits dargelegt
wurde.

2.1.1. Problembeschreibung und schwache Formulierung

In unseren Ausfiihrungen schrinken wir uns stets auf ein beschrianktes, polygonal berandetes
Gebiet 2 C R? ein. Den Rand 99 von § bezeichnen wir mit I'. Fiir f € L?(f2) suchen wir
eine Losung v fiir das homogene Dirichletproblem

—Au=f inQ,

2.1.1
u=0 aufl. ( )

Da es sich aufgrund der funktionalanalytischen Eigenschaften als sinnvoller herausgestellt hat,
gehen wir durch Multiplikation mit einer Testfunktion v € H{(Q) und partieller Integration
zur variationellen Formulierung {iber, bei der wir ein u € H&(Q) suchen, so dass

/Vu-Vde:/fvdx fiir alle v € H}(Q)
Q Q

gilt. Wie in der Literatur iiblich, bezeichnet H{(Q) hierbei diejenigen Funktionen w € L2(Q),
deren schwacher Gradient elementweise wieder in L2(Q) ist und fiir die zusitzlich w|r = 0
im Spursinne gilt. Den Dualraum von H}(£2) notieren wir mit H~!(2). Es ist hinreichend
bekannt, dass Hg () mit der Norm lwll g0 = (HwH%Q(Q) + HVUJH%Q(Q))U2 ein Hilbertraum
ist. Mit der Ungleichung von Poincaré (B.1.1) ist auf H}(Q) auBerdem durch llwll@y =
[Vwl|p2(q) eine dquivalente Norm, die Energienorm, gegeben. Wir bezeichnen im Folgenden
das L2-Skalarprodukt auf Q mit
(u,v) := / uv dz
Q
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und das Energieskalarprodukt auf H}(Q) mit

(u, v) Z:/QVU-VU dx.

Betrachten wir diese Gréfien nicht auf dem gesamten Gebiet €2, sondern nur auf einer Teilmen-
ge T, so wird dies durch (-,-)p bzw. (-, -)7 notiert. Wie schon aus dem Namen hervorgeht,
ist die Energienorm ||w||?> = (w, w) die durch das Energieskalarprodukt induzierte Norm
auf H}(Q). Einsetzen dieser Definitionen liefert die schwache Formulierung des Randwert-
problems (2.1.1):

Problem 2.1.1. Finde u € H}(S), mit

(u,v) = (f,v) fiir allev € Hy(S). (2.1.2)

Dies ist die Problemstellung mit der wir uns im Folgenden beschéftigen wollen. Zunéchst
leiten wir uns die Existenz einer eindeutigen Losung her. Hierzu verwenden wir den Satz von
Lax-Milgram.

Satz 2.1.2 (Lax-Milgram). Sei (H,| - ||x) ein reellwertiger Hilbertraum und B : H x H — R
eine beschrankte, elliptische Bilinearform, d.h. es existieren Konstanten «, 8 > 0 so, dass

()
‘B[u,v” <alullglvllg  fir alle u,v € H
und

(ii)

Bllul?% < Blu,u]  fir alle u € H.

Sei ferner f: H — R ein beschrinktes, lineares Funktional auf H. Dann existiert ein eindeu-
tiges u € H mit
Blu,v] = (f,v)  fir alle v € H,

wobei (-,-) die duale Paarung zwischen H und H' bezeichnet.

Beweis. Siehe EvANs [E, §6.2.1, Theorem 1]. O

Korollar 2.1.3. Fiir jedes f € H1(Q) existiert ein eindeutiges u € Hg(Q) welches Pro-
blem 2.1.1 lost.

Beweis. Per Definition ist f € H~1(Q) ein beschriinktes lineares Funktional auf H{ (). Ferner
ist das Energieskalarprodukt (-, -) als Skalarprodukt offensichtlich auch eine Bilinearform auf
HZ(Q). Es bleibt zu zeigen, dass (-, -) elliptisch und beschrénkt ist.

Beschranktheit:

(w,v) = [ Vu-Vude <|uflallvlie <llullmy@lvllng -
Q 0 0
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Elliptizitét:
<<’u,, u>> = /Q(VU)2 dx = |”u”|?l > CF:olincaréHuH?{é(Q)’

wobei wir hier die Ungleichungen von Holder und Poincaré verwendet haben. Damit folgt die
Existenz einer eindeutigen Losung aus dem Satz von Lax-Milgram. U

Bemerkung. Da der Laplace-Operator in der schwachen Formulierung sogar eine symmetri-
sche Bilinearform, und damit ein dquivalentes Skalarprodukt (-, -), erzeugt, wiirden Existenz
und Eindeutigkeit der Lisung in diesem Fall sogar direkt aus dem Darstellungssatz von Riesz
(B.1.5) folgen. Es ist daher in unserem Fall im Prinzip obsolet, Elliptizitdt und Beschrinktheit
zu zeigen. Im Falle eines allgemeineren elliptischen Differentialoperators ist dies allerdings
keine Option mehr. Man muss dann zwingend tber den Satz von Lax-Milgram argumentieren.
Wir haben uns daher entschlossen auch den leichteren Fall durch das allgemeine Vorgehen zu
beweisen.

Nach diesen Uberlegungen kénnen wir Folgendes festhalten:

e Jede starke Losung u € C%(Q) des urspriinglichen Problems ist auch eine Lésung der
schwachen Formulierung (2.1.2).

o Ist die (eindeutige) Losung u € H}(Q) der schwachen Formulierung glatt genug, d.h.
u € C%(Q), so ist sie auch eine starke Losung von (2.1.1).

Die Losung der schwachen Formulierung ist somit der einzige sinnvolle Kandidat fiir eine
Losung von (2.1.1). Das Originalproblem wird im Allgemeinen keine starke Losung haben.
Der Vollstindigkeit halber sei hier angemerkt, dass dies mit der Glattheit des Randes I’
zusammenhéngt. Der interessierte Leser sei auf [E, §6.3] verwiesen. Aufgrund dieser Tatsache
beschiftigt sich die Finite-Elemente-Methode tatséchlich mit einer numerischen Losung der
schwachen Formulierung und zielt nicht in erster Linie darauf ab, das urspriingliche Problem
zu l6sen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen noch eine zur schwachen Formulierung (2.1.2) dqui-
valente Darstellung beschreiben, die vor allem in Kapitel 3 Anwendung findet.

Proposition 2.1.4. Das Energiefunktional

T(w) = 5o, v}~ (£,0) (213)

nimmt sein (eindeutiges) Minimum u iber H}(Q) genau dann an, wenn (u, v) = (f,v) fir
alle v € HY(Q) gilt.

Beweis. Wir zeigen beide Implikationen einzeln. Sei (u, v) = (f,v) fiir alle v € H}(Q). Fiir
alle t € R gilt

2
J(u+tv) = %((u—{—tv, u+tv) — (f,u+tv) :j(u)+t((<u, v) — (f,v)) —|—%<(v, v).

N~

=0

t = 1 liefert nun

Tu+v) = T + %(@, V) > T () (2.1.4)
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fiir alle v # 0, wegen der Positivitdt von (-, -). Die Minimierungsaufgabe wird daher durch
u gelost.
Sei nun u das Minimum von (2.1.3) iiber H(Q). Dann gilt .7 (u + tv)|;—o = 0. Nun ist

0= 37wt o = [, v — ()] + 1) lm0 = [, o) — (£, 0]

Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung von (2.1.2), muss auch das Minimum des Energie-
funktionals eindeutig sein. Damit ist die Aussage vollsténdig bewiesen. U

Bemerkung. FEs ist natiirlich moglich, auch andere als nur reine Dirichlet- Randbedingungen,
zum Beispiel Neumann-Randbedingungen oder gemischte Randbedingungen, zu betrachten. In
diesem Fall erweitert sich die schwache Formulierung um ein Integral diber den Neumann-
Rand. Da dies allerdings nicht im Fokus dieser Arbeit steht, werden wir solche Fille im
Folgenden nicht behandeln. Gleiches gilt fiir inhomogene Dirichlet- Randbedingungen. Der in-
teressierte Leser sei diesbeziiglich fiir die Analysis auf [E, Kapitel 6] und fiir die Numerik auf
[BRAO7, Kapitel 11,82 und §3] verwiesen.

2.1.2. Diskretisierung

Die Finite-Elemente-Methode besteht im Grunde genommen daraus, den Sobolevraum H}(€2)
in der schwachen Formulierung (2.1.2) durch einen endlich dimensionalen Unterraum X, C
HE(Q) zu ersetzen. Konkret suchen wir also eine Funktion U, € Xy so, dass

/VU@-Vngm:/ngdx fiir alle Vp € X;
Q Q

bzw.
(Ue, Vi) = (f,Vy) fir alle V; € X, (2.1.5)

gilt. Es handelt sich damit um ein Galerkin-Verfahren. Da X, als endlich dimensionaler Un-
terraum eines Hilbertraums abgeschlossen und damit selbst ein Hilbertraum ist, hat auch
(2.1.5), analog zu obigen Argumenten, eine eindeutige Losung Uy, die Galerkin-Lésung. Den
Parameter ¢ kann man sich als Dimension des Unterraums vorstellen. Man versucht nun /,
d.h. die Dimension von X, gegen unendlich zu treiben und hofft, dass die Folge der diskreten
Losungen (Up)sen gegen die exakte Losung u € HE(Q) konvergiert. Die Konvergenzanalyse
héngt hierbei natiirlich stark von der Wahl des Unterraums X, ab. Wir werden spéter eine
giangige Wahl vorstellen. Zuvor wollen wir uns jedoch noch zwei Eigenschaften dieser Diskre-
tisierung anschauen.

Sei u € HY() die exakte Losung von Problem 2.1.1 und U, € X, die endlich dimensionale
Teillésung. Wegen V, € X, C H(Q) gilt somit

(u, Vo) = (f,Vp) fir alle V; € X, und (Ue, Vi) = (f, Vo) fiir alle V; € X,.
Damit ergibt sich die sogenannte Galerkin-Orthogonalitit
(u—"Up, Vo) =0 fiir alle V; € X,. (2.1.6)

Der zweite Punkt betrifft die Implementierung der FEM. Tatséchlich ldsst sich das endlich
dimensionale Teilproblem, wie wir in folgendem Satz erkennen, bequem durch ein lineares
Gleichungssystem losen.
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Satz 2.1.5. Sei {¢1,...,¢0n} eine Basis von Xy. Wir definieren die Galerkin Matrix A €
RN*N und den Vektor b € RN durch

Dann gilt:

e A ist symmetrisch und positiv definit (und daher reguldr).

N
o U= > zj¢j, wobei x = (z1,...,zy) € RY die eindeutige Losung von Az = b ist.

7j=1
Beweis. (i) Die Symmetrie von A folgt direkt aus der Symmetrie von (-, -).

(ii) Fiir einen beliebigen Vektor z € RN mit vy, := ZjV:1 xjp; gilt

N
0 < flvall* = (on, v) = Z zizp(d;, ¢r) =z - Ax.

k=1
Damit folgt die Positivitdt von A.

(iii) Sei 2 € RN die eindeutige Losung des Galerkin Systems und y € RY der Koeffizien-
tenvektor der eindeutigen Galerkin Losung Uy € Xy, d.h. Uy = Zjvzl y;¢;. Wir zeigen
xz =y. Es gilt

N

(Az)i = b = (fron) = (Ue, o) = Y _ yides, d) = (A

J=1

Da k € {1,..., N} beliebig war, ist der Beweis vollsténdig.
]

Bemerkung. In den Ingenieurswissenschaften wird die Galerkin-Matriz A oft auch als Stei-
figkeitsmatrix bezeichnet.

Bemerkung . Die guten FEigenschaften der Galerkin-Matriz, d.h. Symmetrie und positiv-
Definitheit, ermdglichen es, sehr schnelle Lisungsverfahren, wie das cg-Verfahren, zu ver-
wenden. Diese numerische Gutartigkeit ist einer der Grinde fiir die Beliebtheit der FEM.

Wir wollen uns im Folgenden etwas genauer mit der tatséchlichen Diskretisierung und der
Wahl der Unterrdume X, beschéftigen. Hierzu benéGtigen wir einige Begriffe.

Definition . Eine Menge T C R? ist ein nicht-degeneriertes Dreieck, wenn es die konvexe
Hiille von drei Knoten {z7,yr, 27} ist und |T'| > 0 gilt. Hierbei bezeichnet | - | die Fléche von
T'. Ferner definieren wir den Durchmesser von T durch

hr = diam(T) := sup{|z — y| | v,y €T},

und die Hdéhe iiber der lingsten Kante durch pp. Diese Definitionen sind in Abbildung 2.1
visualisiert.
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oy hr yr
Abbildung 2.1.: Notationen fiir die verwendeten Dreieckselemente.

Im Zuge der FEM, und auf der Suche nach geeigneten endlich dimensionalen Teilrdumen,
zerlegen wir nun unser Gebiet 2 in eine Menge disjunkter, nicht-degenerierter Dreiecke und
erhalten dadurch eine Triangulierung, die einigen Eigenschaften gerecht werden muss.

Definition. Eine Menge 7 ist genau dann eine Triangulierung von 2, wenn
e 7T eine endliche Menge nicht-degenerierter Dreiecke ist,
e Q) durch T vollstindig bedeckt ist, d.h. Q = [J T,
e fiir je zwei Elemente T, 7" € T mit T # T gilt [T NT’| = 0.

Wir nennen die Triangulierung ferner reguldr (im Sinne von Ciarlet), wenn der Schnitt zweier
Elemente T, 7" € T mit T # T’

o leer,
e cin gemeinsamer Knoten,
e oder eine gemeinsame Kante ist.

Wir bezeichnen die Menge der Knoten einer Triangulierung mit A" und die Gesamtmenge der
Kanten mit £*. Die Kanten F € £*, die sich am Rand befinden, d.h. ¥ C I', bezeichnen wir
mit &p. Aufgrund der Regularitéit der Triangulierung lasst sich immer unterscheiden, ob eine
Kante F eine Rand- oder eine innere Kante ist. Wir bezeichnen daher die inneren Kanten
mit £ := &\ &r.

Wir kénnen nun sinnvolle, endlich dimensionale Unterrdume, auf denen wir das diskreti-
sierte Problem 2.1.5 16sen, konstruieren.

Proposition 2.1.6. Fiir eine regulire Triangulierung T von Q definieren wir den diskreten
Raum

So(T) ={V, €C(Q) | VT € T Vi|r ist affin, Ve|r = 0} (2.1.7)
der stiickweise affinen und global stetigen Funktionen mit Nullrand. Es gilt:

(1) SY(T) ist ein endlich dimensionaler Unterraum von H{(Q)) mit Dimension

#WNAD).
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Abbildung 2.2.: Zweidimensionale Hutfunktion 7, iiber einer reguldren Triangulierung eines
quadratischen Gebietes 2. Links ist der Trager von 7, visualisiert.

(ii) Fir jeden inneren Knoten z gibt es eine eindeutige Hutfunktion

n. €S3(T) mit n.(2') =6, firalle 2 € N\T.

(iii) Die Menge {n. | z € N'\T'} ist eine Basis von S}(T), die nodale Basis.
Bewess. Trivial. O

Ein Element der soeben konstruierten nodalen Basis {iber einer gegebenen Triangulierung
ist in Abbildung 2.2 zu sehen. Deutlich kann man auch die Kompaktheit des Trégers erkennen.
Die P1 Finite-Elemente-Methode besteht nun darin, die Galerkin Methode mit dem diskreten
Raum S}(T) zu verwenden, um das homogene Dirichlet Problem zu 16sen. Hierbei geht man
so vor, dass man auf einer Folge immer feiner werdender Triangulierungen (77)scn die Galerkin
Losungen U, € S& (7¢) berechnet und sich erhofft, dass die Folge der Losungen (Uy)sen in einer
geeigneten Norm gegen die exakte Losung u € H&(Q) konvergiert. Wir setzen an dieser Stelle
voraus, dass die vorkommenden Triangulierungen immer reguldr sind. Ausgehend von einer
reguldren Triangulierung 7Ty, erhilt man eine feinere Triangulierung 7y41 zum Beispiel durch
Aufteilen jedes Elementes T' € Ty in vier dhnliche Dreiecke (vgl. Abbildung 2.3). Natiirlich
kann man auch eine beliebige andere Verfeinerungsstrategie aus Abschnitt 2.2.3 verwenden.
Abschlieffend halten wir noch einmal das endlich dimensionale Teilproblem fest, welches durch
die Methode der finiten Elemente gelost wird.

Problem 2.1.7. Finde U, € S}(Ty), mit

(Ue, Ve) = (f, V) fir alle V; € S§5(T0). (2.1.8)

Bemerkung. Per Konstruktion haben die Basisfunktionen n, € 501 (T¢) einen sehr begrenzten
Trager. Dies fiihrt dazu, dass die Galerkin Matriz im Allgemeinen sehr dinn besetzt sein wird.
Bei entsprechender Nummerierung der Knoten und Gleichmdfigkeit der Triangulierung, ist
hier sogar eine einfache Bandstruktur moglich. AufSerdem ist die Matriz mit einigen weiteren

11
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T3

Ty Ty

Abbildung 2.3.: Verfeinerung eines Elementes T' € Ty in vier dhnliche Dreiecke T4, To, T5,Ty €
Tes1. Die neuen Knoten sind gerade die Mittelpunkte der alten Kanten. Das
neue Netz T,y ist offensichtlich wieder regulér.

Uberlegungen relativ giinstig exakt zu berechnen. Den Vektor b der rechten Seite berechnet
man normalerweise per Schwerpunktquadratur der Ordnung O(h?). Fiir weitere Hinweise zur
Implementierung und rechentechnische Betrachtungen sei der interessierte Leser auf [BRAO7,
FPW] verwiesen.

2.1.3. A Priori Fehleranalyse

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit dem Konvergenzverhalten der FEM auseinander-
setzen. Bei geeigneter Verfeinerung, d.h. wir verfeinern immer so, dass die Triangulierung
in jedem Schritt regulér bleibt, werden wir Aussagen dariiber treffen, wann und mit welcher
Konvergenzordnung die Folge der Teillésungen gegen die exakte Losung konvergiert. Da dieser
Teil eher als Ubersicht anzusehen ist, bleiben die Resultate unbewiesen. Der Vollstéindigkeit
halber werden jedoch immer entsprechende Quellen angegeben. Fiir die Dauer des gesamten
Abschnittes sei U, € S3(T;) die eindeutige Losung von Problem 2.1.7 und u € H{(Q) die
exakte Losung des urspriinglichen Problems. Wir betrachten mit || - || z1(q) die gewdhnliche
Norm auf H&(Q) Nach der Ungleichung von Poincaré gibt es nun Konstanten o und g € R,
so dass

all Nz < - < Bl - lmg@)-

Damit lésst sich bereits eine Aussage iiber die Giite der Approximation treffen.

Lemma 2.1.8 (Céa). Der Galerkin Fehler ist quasi-optimal, d.h. es gilt

B . ) |
u—U <= min |lu-—V tir alle u € Hy(§2),
= Uillgeoy < o min Ju = Vil S @)
wobei v und B die Konstanten der Normdquivalenz bezeichnen. Beztiglich der Energienorm
ist die Galerkin Losung Uy sogar die Bestapproximation, d.h. es gilt
llw = Ul = min |Ju—Vg|| fir alle w € Hi (). (2.1.9)

VeeS§(Te)

12
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Beweis. Analog zu BRAESS [BRAO07, Kapitel II, §4, Satz 4.2] O
Aus dem Céa Lemma ergibt sich sofort eine Konvergenzeigenschaft.

Proposition 2.1.9. Gilt fiir einen dichten Teilraum D C HE(Q) die Approximationseigen-
schaft
lim min |jv—1V =0 tir alle v € D,
P [ ol m1 o) f
so folgt
im [Ju— Ul =0 fir alleu e H(Q).
{—00 0

Die Folge der Galerkin Lésungen konvergiert also gegen die exakte Lisung u € HE(Q).
Beweis. Der Beweis findet sich im Skript von PRAETORIUS [P, Chapter I, Proposition 1.7]. O

Bemerkung. Diese beiden Ergebnisse gelten micht nur fiir Si(T;), sondern lassen sich fiir
einen beliebigen abgeschlossenen Unterraum X, C H&(Q) zeigen. Demnach hingt die Konver-
genz davon ab, wie gut sich die exakte Losung u in X, approxzimieren ldsst. Da wir stiickweise
mit Polynomen approrimieren ist zu erwarten, dass die Konvergenzgiite von der Glattheit der
exakten Losung abhdngen wird.

Obwohl die Aussage von Proposition 2.1.9 vielversprechend ist, sei angemerkt, dass wir noch
keine Aussage iiber die Konvergenzrate der FEM gewonnen. Die Konvergenz kann bislang also
beliebig langsam sein. Fiir den Rest dieses Abschnittes verbleiben wir bei der so genannten
uniformen Rot-Verfeinerung, wie sie in Abbildung 2.3 dargestellt ist. Wir verfeinern also
gleichméBig alle Elemente T' € T. Ferner definieren wir die lokale Gitterweite h € L°()
durch

hlp:=hy firalleT €T

und die Formregularititskonstante einer Triangulierung 7 durch

h
o(T) := max — > 1. (2.1.10)
TeT pr

Wir beobachten die folgenden Eigenschaften, ausgehend von einer reguldren Triangulierung

T
e Die neue Triangulierung 7y ist auch regulér.

e Es gilt hyr = hy/2 und ppr = pr/2, wobei T" € Tyy1 einen Sohn von T € Ty, d.h. ein
FElement das durch Verfeinerung aus T" hervorgegangen ist, bezeichnet.

e Die Formregularititskonstante bleibt erhalten, d.h. o(7y11) = o (7).
Wir kommen zu einer Aussage iiber die Konvergenzordnung der Finite-Elemente-Methode.

Satz 2.1.10 (Approximationssatz). Fiiru € H?(S) definieren wir den nodalen Interpolanten
durch

Iy =Y u(z)n. € S§(To).
zeN
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Fiir a € R gelten die Abschdtzungen
[h%(u = Inu)|| L2 ) < CHh2+aD2uHL2(Q)
und
1RV (u — Thw) || 120y < Co(T)|[R'FD?ul| 20,

wobei die Ableitungen D? und ¥V im schwachen Sinne zu verstehen sind. Die Konstante C > 0
st unabhdingig von u,T oder Q.

Beweis. Analog zu BRAESS [BRAO7, Kapitel 11, §6, Satz 6.4]. O

Die Definition des nodalen Interpolanten macht an dieser Stelle Sinn, da die Funktion
u € H?(Q) fiir d = 2,3 nach den Soboleveinbettungen automatisch stetig ist. Als Folgerung
ergibt sich direkt:

Korollar 2.1.11. Fiir u € H*(Q) N H(Q) gilt

min ||lu =V <||lu — Inu < Co(Tp)||hD?*u . 2.1.11
L | i) < | ntll i) < Co(To)| 220 ( )
Beweis. Trivial. O

Aus diesem Korollar ergeben sich zwei wichtige Konsequenzen: Erstens ist der Galerkin

Fehler nach dem Céa Lemma bis auf Konstanten die Bestapproximation. Demnach hat die
P1-FEM fiir geniigend glatte exakte Losungen u € H?(£2) mindestens die Konvergenzordnung
O(h). Zweitens haben wir soeben gezeigt, dass die P1-FEM im Besonderen fiir u € C°(12)
gegen die exakte Losung konvergiert. Da C2°(Q) in H}(Q) dicht ist (vgl. [E, §5.3.2]), konver-
giert die Folge der Galerkin Lésungen somit nach Proposition 2.1.9 immer gegen die exakte
Losung.
Im Rest dieses Abschnittes wollen wir noch zeigen, dass die Konvergenzordnung O(h) tat-
séchlich optimal ist, d.h. dass die P1-FEM unter normalen Umsténden exakt mit O(h) kon-
vergieren wird. Hierzu bendtigen wir eine so genannte inverse Abschitzung. Der Raum P (7))
beschreibe im Folgenden die Polynome vom Grad kleiner oder gleich m auf T

Satz 2.1.12 (inverse Abschétzung). Mit P™(T) := {vy : Q@ = R|VT € T wp|r € P™(T)}
gilt

[h*Vop| r2) < Co(T)Ih*  opllpe)  fiir alle v, € P™(T) und o € R, (2.1.12)
und
IR DFvnllr2() < ClIR* " opllgry  fiir alle v, € P™(T) und o € R, (2.1.13)
wobei C' > 0 nur von m und der Formregularititskonstante o(T) abhingt.

Beweis. Analog zu BRAESS [BRAO07, Kapitel II, §6, Satz 6.8] O

14
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Sei nun « der optimale Exponent fiir
[v = Il gy < Co(T)|Ih*DFvllp2i)  fiir alle v € H*(Q) N Hy ().
Aus (2.1.11) folgt o > 1. Ferner sei 8 der optimale Exponent fiir
HhBD%'UHLQ(Q) < Clvllga fir alle v € P™(T).
Mit (2.1.13) erhalten wir 8 < 1. Eine kurze Rechnung zeigt
1h? D3v]| 2() = 1M D30 = Inv) | 2(0) < Cllv = Inv]l gy < Co (TR D3]l p2(y-

Hieraus folgt 3 > a und damit o = 8 = 1. Fiir v € H%(Q) kann die Konvergenzrate O(h) also
im Allgemeinen nicht mehr verbessert werden. Vielmehr wird die uniforme FEM bei weniger
glatten Losungen sogar langsamer konvergieren. Dies ist auch ein heuristisches Argument
dafiir, dass es wenig Sinn macht, fiir die Berechnung der rechten Seite b Quadraturformeln
hoherer Ordnung zu verwenden.

2.2. Adaptive Verfeinerung

Es ist sehr einfach, die Dreiecke einer gegebenen Triangulierung 7, wie in Abbildung 2.3
beschrieben, in vier &hnliche Dreiecke zu zerlegen und dadurch das Netz immer weiter zu
verfeinern. Oftmals wird das aber nicht das gewiinschte Vorgehen wiederspiegeln, da die nu-
merische Losung bei dieser uniformen Verfeinerung iiberall gleich gut aufgelost wird. Dies
bringt verschiedene Nachteile mit sich. In vielen Anwendungen werden bestimmte Teile der
Losung , interessanter sein als andere, dies kann zum Beispiel bei einspringenden Ecken der
Fall sein. Zum einen dauert es dann ungleich langer das ganze Netz fein aufzulésen, um ei-
ne brauchbare Losung zu erhalten, als nur die wichtigen Stellen, zum anderen streben wir
natiirlich danach eben jene ,interessanten Stellen“ so gut wie moglich aufzulésen. Es wird da-
her Sinn machen, an ,uninteressanten Stellen* der Losung Zeit und Ressourcen zu sparen, um
somit schneller zu einer besseren, d.h. fiir unsere Zwecke geeigneteren, Lsung zu gelangen.
Diese Uberlegungen fiihren zu einer ganz neuen Klasse von Finite-Elemente-Methoden, den
adaptiven Verfahren, bei denen an bestimmten Stellen stérker verfeinert wird, als an anderen.
Diese Verfahren kénnen sich sowohl in der Verfeinerungsstrategie, als auch in der Auswahl
der ,interessanten Stellen“ unterscheiden. Bevor wir uns mit den Eigenschaften adaptiver
FEM (AFEM) beschiftigen kénnen, stehen wir jedoch vor dem Problem, herauszufinden an
welchen Stellen die Losung interessant ist, ohne die exakte Losung u zu kennen. Dies fiihrt
auf den Begriff der Fehlerschdtzer, den wir im néchsten Abschnitt behandeln wollen.

2.2.1. Fehlerschatzer

Wie bereits erwihnt, stehen wir vor der Aufgabe, eine berechenbare Gréfie 7 zu finden, welche
qualifizierte Aussagen dariiber erlaubt, wo das Netz am geschicktesten zu verfeinern ist. Diese
darf von der Losung Uy im f-ten Schritt, der Triangulierung 7, und den gegebenen Daten f,
nicht jedoch von der exakten Losung u abhéngen. Eine solche Grofie nennen wir (a posteriori)
Fehlerschdtzer. Wir nennen einen Fehlerschétzer ferner zuverldssig, falls

lu = Utll g ) < Crei (2.2.1)
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gilt, und effizient, falls er einer Abschitzung der Form
Cer n < |Ju = Utl| g o) (2.2.2)

geniigt. Fiir einen zuverldssigen Fehlerschétzer bedeutet die Konvergenz n — 0 automatisch
die Konvergenz des Fehlers gegen 0. Ist der Schitzer zusétzlich effizient, so féllt der Fehler mit
der gleichen Konvergenzrate wie der Fehlerschitzer. Mit Hilfe solcher Fehlerschétzer wollen
wir zwei Dinge erreichen:

(i) Wir wollen qualifizierte Aussagen iiber den Fehler ||u—Uyl| 1 (o) in jedem Schritt machen
und die Berechnung stoppen, wenn der Fehler ausreichend klein ist.

(ii) Wir suchen einen Fehlerschéitzer mit lokalen Beitrégen, d.h. der Schétzer soll auf jedem
Element T' € T, einen Beitrag liefern. Auf diese Weise konnen wir nur an den Stellen
verfeinern, wo der Schétzer grof ist, und so unsere adaptive Verfeinerung steuern.

Bevor wir nun zur tatséichlichen Konstruktion solcher Gréfien kommen, bendtigen wir einige
Begriffe.

Definition. Bezeichne N7 die Knoten eines Elements T und Nz die Knoten einer Kante E.
Wir definieren den Knotenpatch €2, durch

QZ::{TGT‘,ZENT} und QZ::UQZ::{:UE]RZHITEQZ xeT}

als die Vereinigung aller Elemente die den Knoten z teilen. Analog definieren wir den Kan-
tenpatch Qg durch

QE::{TGT‘NTHNE#Q}:{TGQZ|ZENE} und QE3:U§E
und den FElementpatch Qp durch
Op ={T €T |NeONp # 0} ={T€Q.|z€Np} und Qp:=]J.

Die Patches €2,, Qg und Q7 sind in Abbildung 2.4 visualisiert.

Abbildung 2.4.: Wir unterscheiden die Patches beziiglich Knoten (links), Kanten (mitte) und
Elementen (rechts). Der Patch einer Kante oder eines Elements ist hierbei
gerade die Vereinigung der entsprechenden Knotenpatches.
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2.2. Adaptive Verfeinerung

Aufgrund der Regularitit unseres Netzes folgt, dass jeder Patch nur aus endlich vielen
Dreiecken bestehen kann. Die Anzahl der Elemente eines Patches wird also durch eine von
der Formregularitdt abhéngende Konstante, der Patchkonstante Cpaten beschrénkt. Daraus
ergibt sich

1/2 .
HUHL2(Q) < (Z HUH%Q(QT)) / < CpatchHUHLQ(Q) fiir alle v € L%(Q). (2.2.3)
TeT

Fiir den weiteren Verlauf dieses Kapitels benotigen wir aulerdem einen Operator, welcher von
HZ(Q) nach S¢(T) abbildet. Der nodale Interpolant ist hierzu nicht ausreichend, da H}(€2)
Funktionen im Allgemeinen nicht stetig sind, und daher die Punktauswertung keinen Sinn
ergeben wiirde. Eine Losung fiir dieses Problem bietet der Clément Operator.

Satz 2.2.1. Seien Np := N\ T die freien Knoten. Wir definieren den Clément Operator
Jp s HY(Q) — SE(T) durch

1

Jpv = Z VN, mit v, = m v
z Q.

ZGNF

dx. (2.2.4)

Jy, ist damit ein wohldefinierter, linearer Operator. Ferner gilt fiir jedes T € T die lokale
H!-Stabilitit

IV (v = Jpv)llr2er) < ClIVYllr2,)  fir alle v € Hg(S), (2.2.5)
und die lokale Approximationseigenschaft erster Ordnung

v — Jpvllp2ery < Chrl|Vollr2p)  fir alle v € Hy(R). (2.2.6)
Auerdem gilt fir eine beliebige Kante E von T

o = Jhvll 2y < ChE 2 |Voll 2y fiir alle v € HY(Q), (2.2.7)
wobei C' > 0 nur von o(T) und der Poincaré Konstanten abhdngt.
Beweis. Siehe VERFURTH [V, Lemma 3.1]. O

Wir wollen im Folgenden beispielhaft den Residualfehlerschdtzer
1/2
ne= (Y ) (2.2.8)
TeT
mit
nr = (W1 720y + Prl0UA 72 0700)) " (2.2.9)

betrachten. Die lokalen Beitréige nr werden auch Verfeinerungsindikatoren genannt. Fiir eine
gemeinsame innere Kante £ = T, NT_ von zwei Elementen Ty € 7T, ist hierbei der Sprung
der Normalenableitungen definiert als

oUl|lr,. ~ OUg|7_
O Uil g = +
[ ds (9nj§ + ong

; (2.2.10)

wobei n% jeweils den dufleren Normalenvektor bezeichnet. Wegen nE = —njp, ist die obige

Summe eigentlich eine Differenz. Wir kommen nun zu den bereits angesprochenen Abschéatzungen.
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Kapitel 2. Die P1 Finite-Elemente-Methode

Satz 2.2.2 (Zuverlissigkeit). Der soeben konstruierte Fehlerschdtzer n erfillt die Zuverlissig-
keitsabschdtzung

lw = Uell 1) < C'm, (2.2.11)
wobei C' > 0 nur von der Formregularititskonstante o(T) und dem Clément Operator abhdingt.

Beweis. Fiir w € H(Q) folgt durch elementweise partielle Integration

Ry(w) := (fw) = Y _(Ue, w)r

TeT

= (f,w) = > (OnUs,w) 1207

TeT

= S (fwr — S (0aU), w)

TeT Eeg

< Z Hf||L2(T)Hw||L2(T) + Z H[anUZ]HL?(E)||w||L2(E),
TeT EeE

wobei wir hier die Ungleichung von Hélder und w|pr = 0 verwendet haben. Fiir ein beliebiges
v € HE(Q) wihlen wir nun w = v—Jj,v. Aufgrund der Galerkin-Orthogonalitét gilt Ry, (V) = 0
fiir alle V;, € S§(T), und damit Ry (w) = Ry (v). Wir betrachten die beiden Summanden jeweils
einzeln. Ausnutzung der Eigenschaften des Clément Operators, der Patchkonstanten und die
Anwendung von Cauchy-Schwarz liefern

1/2 1/2
> I fllzzenyllv = Jwvll 2y < Corement <Z HhTfH%Q(T)> (Z HVUHLQ(QT)>

TeT TeT TeT

1/2 1/2
< CClémenthatch <Z ||hTf||%2(T)> (Z HVUHLQ(T)>

TeT TeT

= Catement Cpatcn |1 f || 2) V0l £2(0)-

Wir wihlen nun fiir jede Kante E € £ ein Element T' € T mit TN E # (. Analoge Argumen-
tation zu vorher zeigt

D Ul 2y llo = Tnvll L2y < 3Ccrement Coaten 1 *[0aUl [ 12(e) V01 7(2),

Eeg

wobei wir hier hp ~ hp ausgenutzt haben. Der zusétzliche Faktor 3 kommt daher, dass wir
jedes Element fiir bis zu 3 Kanten auswéhlen konnen. Insgesamt ergibt sich

Ru(v) < C|Vol 2 (Ihfll 2@ + IR [0.Ud | 12(e))
< V3C| Vol r2() 1-

Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz (B.1.5) folgt nun ||Rp||« = [|u — Ue||, wobei || - ||«
die duale Norm bezeichnet. Nach der Definition der dualen Norm ist dies aber auch durch
IRAll = supyemi @ oy Bn(w)/|lwl| gegeben. Nach den obigen Berechnungen gilt

Rh(U) < Cra 77”’”“‘
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2.2. Adaptive Verfeinerung

fiir alle v € H} (). Damit gilt die Aussage auch fiir das Supremum, so dass der Beweis durch

llw = Uellloll = 1Ballllvll = sup Ru(v) < Cranllo])
vEH ()\{0}

vervollstandigt wird. O

Im folgenden Satz stehen die kleineren Elementpatches wr C Qp fiir die Vereinigung der
Elemente, die eine gemeinsame Kante mit 7" haben. Die kleineren Kantenpatches wp =
TE U T}y, sind gerade die Vereinigung der Elemente TI}L und 7', mit der gemeinsamen Kante
E (siche Abbildung 2.5). Ferner verwenden wir fortan das Symbol A < B, wenn es eine, nur
von der Formregularitdt abhidngende Konstante ¢ > 0 gibt, so dass A < ¢B gilt.

Abbildung 2.5.: Darstellungen der kleineren Patches wg C Qg (links) und wr C Qp (rechts).

Satz 2.2.3 (Effizienz). Wir definieren das Integralmittel f7 € P°(T) durch fr, == |T|™* [, f dz.
Fiir jedes T € T erfiillen die Verfeinerungsindikatoren (2.2.9)

1 < C IV = Uy + I0F = 7)) (2212)
Der Schitzer n ist zudem effizient bis auf Oszillationen, d.h.
1< O (hu—Udllag ey + 07 — )l 2@ (2213)
Die Konstante C > 0 hdngt hierbei nur von der Formreqularitit der Triangulierung ab.

Beweis. Der Beweis ist der Lesbarkeit halber in mehrere Schritte unterteilt.

Schritt 1: Mit
n= (Z 77%)
TeT

folgt (2.2.13) direkt aus (2.2.12). Im Folgenden betrachten wir die beiden Beitrédge von np
einzeln.
Schritt 2: Es gilt

b fllezery S (IV(w = Udll2ery + 1M = fr)lle2er)) - (2.2.14)
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Wir definieren die Element-Bubblefunktion fiir T € T durch

br =[] n- € Hy(T) nP*(T), (2.2.15)
ZGNT

und beobachten die Abschéitzung

| frbrllaery < 170 ey < frllizer < Cell Frelleeny, (22.16)

wobei die letzte Abschétzung iiber affine Transformation auf ein festes Referenzdreieck ge-
wonnen wurde. Partielle Integration fiir v = frby € H}(T') ergibt nun

Cfrl2eiry < 1Fr6 2120 = (F7,0) 120
= (fr = [,0)2e) + (f,0) 2(1)

=(fr— )2 +( )L2(1T)

f =AUy, v
~— =~
—Au =0
= (fr — f,v)p2(r) + (V(u—=Us), Vo) p2(7),

wobei das Randintegral wegen bp € H& (T) wegféllt. Anwendung der Holder’schen Unglei-
chung liefert

(fr = F,0) 2y < W1 = fllezay Wfrbrlle ey < N1 — Ffllezay L frllicz o,
und
(V(u=Ue),Vv) 12y < IV (= Uo) |2y IV (F707) 21

< Cinehz' |V (uw = Ul 2yl frb7 || 2207
< Cih |V (w = Uo) |l 2y | 7l £2 (7).

wobei wir hier die inverse Abschétzung (2.1.12) verwendet haben. Umordnen der Terme liefert
holl frllrzy < Cog (hrll fr — fllrzery + Cinl IV (w — Ul r2(r))
und mit hrl|fll2¢ry = hrllf + fr = frileay < hollf = friiezery + hrll frllpzcr) schlieBlich
hrllfllpeery < (1+ Cre)(hr| fr — fllzzery + Ciw IV (u = Ue) |l 12(7))-
Schritt 3: Fiir eine innere Kante FE € & gilt

20U L2y S IV (= U 2g) + 10(F = P22 (2.2.17)

wobei wg hier die Vereinigung von T und T_ mit £ = Ty NT_ bezeichnet. Analog zu vorher
definieren wir die Kanten-Bubblefunktion durch

bg = [ n- € Hj(ws) NP*(T). (2.2.18)
2€NE

Die essentielle Abschitzung lautet

lbrll 2y < 07 N2y < b < Crerllbell 2. (2.2.19)
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2.2. Adaptive Verfeinerung

Damit ergibt sich
CrNOUAN2 ) < N[OnUAbE N3 1) = (0ule), [0nUilb) 121y

Wegen der geschickten Wahl der Bubblefunktion kénnen wir nun das Skalarprodukt iiber E
auf den gesamten Rand der Dreiecke T'f erweitern. Ferner ergibt sich durch partielle Integra-
tion mit v := [0, U;]br € PX(TE)

([0nUe), v) 12(8) = (00Ut v) 2978 + (0nUe) 12 (o7E)
(VU(,VU)LQ( )

(V(Uf _u)7vv)L2(wE (f7 )LQ(wE
< (

Cine [V (Ue = )l 2wy + 11f 22 (0)) 1 0] 22 0,
wobei die letzte Abschéitzung analog zu Schritt 1 folgt. Mit |T'| < Shrhg folgt fiir T € TE
1/2

\f

0]l z2¢r) = |[0nUel B |IbEll L2 (1) < 1T1Y2|[00Udl 6] < —Z= 102Ul 12

Damit erhalten wir

1 2
IR0l gy < B 20) 2y < 102U 220y

und somit schliefllich

10Uy S (Cine IV (U = W)l 20y + [1BF 12 o)) 10U 122

Die Verwendung von Schritt 2 zur Gewinnung einer oberen Schranke fiir || f||72(,,) vollendet
den Beweis. O

Bemerkung. In diesem Beweis haben wir mehrfach Transformationen auf ein so genanntes
Referenzdreieck, dessen Mafle bekannt sind, durchgefiihrt. Dort haben wir dann die notigen
Abschitzungen gezeigt und das Ergebnis durch erneute Transformation auf beliebige Dreiecke
verallgemeinert. Diese Methode, die garantiert, dass die Konstanten nicht explodieren, wird
oft als Skalierungsargument bezeichnet. (vgl. [BRAO7, Kapitel II, §6]).

Bemerkung . In der Literatur sind neben dem von uns verwendete Residualschdtzer auch
weitere Schitzer in Verwendung. Der Leser sei fiir Informationen diesbeziiglich auf [C] ver-
wiesen.

2.2.2. Adaptiver Algorithmus

Auf den Voriiberlegungen aufbauend, wollen wir in diesem Abschnitt unsere Version eines
(konvergenten) adaptiven FEM Algorithmus angeben, welcher die lokalen Beitréige des Re-
sidualschétzers (2.2.9) nutzt um, an heuristisch interessanten Stellen, das Netz lokal zu ver-
feinern. Wir halten dazu die folgenden Notationen fest, die auch in spéteren Kapiteln ihre
Giiltigkeit behalten:

e Der Index ¢ € N bezeichnet den ¢-ten Schritt des Algorithmus’.

e 7; bezeichnet die (reguldre) Triangulierung im ¢-ten Schritt.
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Kapitel 2. Die P1 Finite-Elemente-Methode

Ny und & bezeichnen die Knoten bzw. die inneren Kanten der Triangulierung im /-ten
Schritt.

Err und & bezeichnen die Randkanten, bzw. alle Kanten von 7.

1/2
Ne := (ZTen Ug(T)) bezeichnet den Fehlerschétzer mit den Verfeinerungsindikatoren
ne(T') aus (2.2.9) im ¢-ten Schritt.

SchlieBlich steht — wie zuvor — U, € S3(Ty) fiir die eindeutige Galerkin Lésung im ¢-ten
Schritt.

Ein Schritt unseres adaptiven Verfahrens lduft nun prinzipiell folgendermaflen ab. Wir berech-
nen die Losung U, auf Ty, die Verfeinerungsindikatoren 7,(7") und den Fehlerschitzer n,. Falls
die Abbruchbedingung erfiillt ist, beenden wir die Berechnung und geben U, aus. Ansonsten
werden die Elemente, bei denen 7,(7T") am grofiten ist zur Verfeinerung ausgewihlt. Abschlie-
Bend erzeugen wir ein neues reguldres Gitter 7y11 bei dem mindestens alle ausgewé#hlten
Elemente verfeinert wurden und beginnen von vorne. Formal lasst sich dieser Algorithmus
wie folgt niederschreiben:

Algorithmus 2.2.4 (AFEM - Algorithmus). Input: Starttriangulierung To, maximale An-
zahl an Elementen npmay, Adaptivititsparameter 6 € (0,1), £:= 0.

(i) Berechne die diskrete Teillésung Uy.

(ii) Berechne die Verfeinerungsindikatoren ne(T"), sowie den Fehlerschdtzer ny.
)
)

(iii) STOP, wenn die Anzahl der Elemente grifier als npmaz 1St.

Wihle eine Menge My C T, minimaler Kardinalitdt, von markierten Elementen, so
dass

(iv

On; =0 n(T) < > n(T). (2.2.20)

TET, TeM,

(v) Erzeuge neue (regulire) Triangulierung Tei1 so, dass mindestens alle markierten Ele-
mente verfeinert wurden.

(vi) £— £+ 1 und beginne wieder bei (i).

Output: Endliche Folge von diskreten Losungen Uy und entsprechende Fehlerschitzer ny.

Bemerkung. Die Markierungsstrategie (2.2.20) wurde in [D] von DORFLER eingefiihrt. Mar-
kierungsstrategien dieser Form werden daher auch Dorflermarkierung genannt. Sie werden
spdter essentiell in die Konvergenzbeweise eingehen. 8 = 1 kommt hier einer uniformen Ver-
feinerung gleich, wdihrend ein sehr kleines 0 starke Adaptivitdt bedeutet.

Bemerkung. Das Abbruchkriterium in (iii) ist etwas unkonventionell, da man ein Kriterium
der Form ||lu—=Uy|| < Crene < 7 fiir eine Toleranz 7 > 0 erwarten wiirde. Dies wire jedoch nur
sinnwoll, wenn man eine qualifizierte Aussage tber die Grifie der Zuverlissigkeitskonstante
Ce; machen konnte. Diese ist im Allgemeinen aber leider unbekannt.
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z (héng. K.) e

Abbildung 2.6.: Das zur Verfeinerung ausgewihlte Element T, wird, wie wie in Ab-
schnitt 2.1.2 beschrieben, verfeinert. Im nicht ausgewédhlten Nachbarelement
T_ entsteht hierdurch der héngende Knoten z (rot). Da 7, per Definition
elementweise affin ist, wiirde 7,|7_ = 0 gelten (links). Um dies zu vermeiden
wird der Triangulierungsabschluss gebildet, bei dem, wenn nétig, auch nicht
ausgewihlte Elemente verfeinert werden (rechts).

Bevor wir uns mit der Konvergenz dieses Algorithmus auseinandersetzen, wollen wir im
nichsten Abschnitt die Moglichkeiten und Probleme der Netzverfeinerung aus Schritt (v)
genauer beleuchten.

2.2.3. Verfeinerungsstrategien

Im Folgenden wollen wir uns verschiedene Strategien zur (lokalen) Netzverfeinerung anschau-
en. Da wir hierbei nicht einfach alle Elemente verfeinern, treten gewisse zusétzliche Probleme

auf. Zum einen hingen alle Abschitzungen aus den vorangegangenen Kapiteln von der Form-

regularitétskonstante ab und werden damit nichtig, falls o (7) 1229, . Zum anderen kann es

theoretisch passieren, dass durch Verfeinerung eines Elements T, im Nachbarelement 7_ ein
so genannter hdngender Knoten z entsteht, was dazu fiihren wiirde, dass die Hutfunktion 7,
auf dem ganzen Element T_ gleich null ist (Abbildung 2.6). Dies gilt es natiirlich zu vermei-
den. Ohne Beweis sei an dieser Stelle gesagt, dass alle hier vorgestellten Verfeinerungsregelen
die Formregularitdtskonstante beschréinkt halten, so dass wir uns darum nicht sorgen miissen.
Um das zweite Problem in den Griff zu bekommen, ist ein so genannter Triangulierungsab-
schluss notig, d.h. statt nur der markierten Elemente, werden evtl. auch Nachbarelemente
verfeinert um héngende Knoten zu vermeiden. Das Prinzip ist in Abbildung 2.6. dargestellt.
Wir kommen nun zu den einzelnen Strategien.

Rot-Griin-Blau-Verfeinerung

Dies ist eine kantenbasierte Verfeinerung. Wir miissen also anhand der in Algorithmus 2.2.4
ausgewéhlten Elemente, Kanten zur Verfeinerung auswéhlen. Hierbei gehen wir so vor, dass
wir einfach die lingste Kante E € Ep eines ausgewihlten Elementes T' € T, (oder alle seine
Kanten E € £r) markieren.
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7

Abbildung 2.7.: Rot-Verfeinerung: Falls alle Kanten eines Dreiecks T € 7T, markiert sind
(links), so wird es in vier &hnliche Dreiecke zerteilt (rechts).

/

Abbildung 2.8.: Griin- Verfeinerung: Falls nur die lingste Kante eines Dreiecks 1" € T, mar-
kiert sind (links), so wird es in zwei Dreiecke zerteilt (rechts).

)
i

Abbildung 2.9.: Blau- Verfeinerung: Sind zwei Kanten von T' € Ty zur Verfeinerung (links), so
wird es in insgesamt drei Dreiecke zerteilt (rechts).

Den Triangulierungsabschluss definieren wir folgendermaflen rekursiv:

e Enthéilt ein Element T' € T, eine markierte Kante, so markieren wir auch seine lédngste
Kante E € & zur Verfeinerung.

Jede markierte Kante wird nun halbiert, so dass ihr Mittelpunkt ein neuer Knoten aus Ny,
ist. Es gelten die folgenden Verfeinerungsregeln:

e Fin Element T € T, wird nur dann verfeinert, wenn mindestens eine seiner Kanten
markiert ist, sonst gilt T € Tyyq.

e Sind alle Kanten von 7" markiert, so verwenden wir rot- Verfeinerung (Abb. 2.7).

e Falls nur eine Kante von 7' (und damit die léngste) markiert ist, so verwenden wir
griin-Verfeinerung (Abb. 2.8).

e Sind schliellich zwei Kanten eines Elements 1" markiert, so verwenden wir blau- Verfeinerung

(Abb. 2.9).
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In Abbildung 2.6 wurde somit 7' rot, und das Nachbarelement 7_ durch den Abschluss griin
verfeinert.

Newest Vertex Bisection

Diese Methode stellt eine beliebte Alternative zur Rot-Griin-Blau-Verfeinerung dar, da sie
verhéltnisméfBig leicht zu implementieren ist. Zur Initialisierung bendtigen wir einen Start-
schritt:

e Wir wihlen fiir jedes Element T € Ty einen beliebigen Knoten aus. Diesen definieren
wir als newest vertex.

e Die dem newest vertex gegeniiberliegende Kante nennen wir Referenzkante. Das gilt
auch fiir alle weiteren Verfeinerungen.

Von der Initialisierung ausgehend, gelten diese Verfeinerungsregeln:

e Ein markiertes Element T' € T, wird durch Halbieren der Referenzkante in zwei Dreiecke
T, Ty € Tyyq zerteilt.

e Der Mittelpunkt der Referenzkante von T wird newest vertex der Elemente 77 und 75.
Dementsprechend sind die verbleibenden Kanten von 7" nun die Referenzkanten von T4
und T5.

Insgesamt ergibt sich analog zu Rot-Griin-Blau die folgende Verfeinerungsstrategie:

e Ist ein Element T' € T zur Verfeinerung markiert, so markieren wir seine Referenzkante
E € &7 (oder alle seine Kanten E € £r).

e Enthilt ein Element T eine markierte Kante, so markieren wir auch seine Referenzkante
E € &r zur Verfeinerung.

Nun wenden wir die Newest Vertex Bisection (NVB) wiederholt an. Es ergeben sich die
folgenden Fille:

e T € 7T, enthilt keine markierte Kante. Es gilt dann T" € Tyy.

e Sind alle Kanten eines Elements 1" € T, markiert, so wird es zunéchst durch NVB in
zwel Séhne T7 und T, unterteilt. Diese werden dann ihrerseits jeweils wieder in zwei
Soéhne aufgespalten, da IThre Referenzkanten ja weiterhin markiert sind (Abb. 2.12).
Diese Verfeinerung wird auch bisecs genannt.

o Ist nur eine Kante (und damit die Referenzkante) E € & markiert, so wird 7" in zwei
Sohne T7 und T5 aufgespalten (Abb. 2.10).

e Sind schlieBlich zwei Kanten von T' € T, zur Verfeinerung markiert, so verfeinern wir
zunédchst T in 77 und 75 und schlieflich den Sohn, dessen Referenzkante markiert ist
noch ein weiteres Mal (Abb. 2.11).
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ST~

Abbildung 2.10.: Newest Vertex Bisection: Fiir jedes Element T' € T, gibt es einen newest ver-

tez (rot). Die dem newest vertex gegeniiberliegende Kante ist die Referenz-
kante (links). Soll ein Element verfeinert werden, so wird die Referenzkante
halbiert. Der neue Knoten (rot), der hierbei entsteht, wird newest vertex
der beiden Séhne (rechts).

ST X

S T X o

Abbildung 2.11.: bisecy: Sind nur zwei Kanten von T' € T, markiert (links), so wird zunéchst

die Referenzkante zerteilt. Der neue Knoten wird newest vertex der beiden
Sohne (mitte). Zum Schluss wird noch der eine Sohn mit der markierten
Kante durch NVB ein weiteres Mal geteilt (rechts).

T N

Abbildung 2.12.: bisecs: Sind alle Kanten eines Elements T' € T, markiert (links), so halbieren

wir zunichst die Referenzkante. Der neue Knoten wird newest vertex der
beiden Sohne (mitte). Schliellich werden auch die S6hne via NVB noch
einmal zerteilt (rechts).

S N s

Abbildung 2.13.: bisecs: Alle Kanten von T' € T; werden verfeinert (mitte). Zusétzlich wird die

in der ersten Verfeinerung neu entstandene Kante erneut verfeinert. Hier-
durch entsteht ein neuer Knoten im Inneren des Elements T' (rot) (rechts).
Die innerer- Punkt-Eigenschaft ist somit gewéhrleistet.
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Bemerkung . Macht man in der bisecs-Verfeinerung einen weiteren Schritt, indem man
die erste neue Kante erneut verfeinert, so erhdlt man die so genannte bisecs-Verfeinerung
(siche Abb. 2.13). Diese scheint zwar zundchst keinen weiteren Nutzen mit sich zu bringen,
ist aber ein sehr wichtiges theoretisches Tool, da hierdurch ein neuer Knoten im Inneren des
Elements T entsteht. Diese Eigenschaft, die in der Literatur innerer-Punkt-Eigenschaft heifit,
wird oftmals fiir Konvergenzbeweise verwendet, schrinkt aber dadurch deren Giiltigkeit auf die
Verfeinerungsstrategie ein.

2.2.4. Konvergenz der AFEM und Schéatzerreduktion

Wir wollen den Rest dieses Kapitels nutzen, um zu zeigen, dass auch die adaptive FEM unter
den vorgestellten Regeln konvergiert. Besonderes Augenmerk sei hierbei darauf gerichtet, dass
die Methode auch, und dies ist nicht trivial, tatséichlich gegen die richtige Losung u € H&(Q)
strebt.
Der Vollsténdigkeit halber geben wir ein Resultat an, welches 1996 von DORFLER gezeigt,
und 2000 von MORIN, NOCHETTO und SIEBERT erweitert wurde. Es wird gezeigt, dass der
Diskretisierungsfehler bis auf die Oszillationsterme oscy := osce(Tr) = (e, osce(T)?)/2,
mit

osce(T)* := hz |l f — frllre), (2.2.21)

eine Kontraktionseigenschaft erfiillt. Hierbei bendtigen wir die in der letzten Bemerkung des
vorangegangen Abschnitts angesprochene innerer-Punkt-Eigenschaft. Dies liegt daran, dass
in den Beweis die so genannte diskrete lokale Effizienz eingeht. Es handelt sich dabei um
eine Abschitzung, bei der man den Fehlerschétzer 1, durch den diskreten Fehler ||Upyq —
Ug|l dominiert. Wir werden im néchsten Kapitel wieder auf diese Abschétzung, die, soweit
wir wissen, nur unter der innerer-Punkt-Eigenschaft zu beweisen ist, zuriickkommen (siehe
Satz 3.2.12).

Satz 2.2.5. [MNS, Theorem 3.1] Die Menge der ausgewdhlten Elemente M,y C Ty erfille die
Dérflermarkierung (2.2.20) fir 6 € (0,1). Ferner sei die innerer-Punkt-Eigenschaft gewdhr-
leistet. Dann ezistiert ein q € (0,1) mit

lw = Ueirllmp ) < allu = Uellga o) + osce fiir alle £ € N, (2.2.22)

wobei die Kontraktionskonstante nur von Q,0(7T;) und 6 abhingt. Diese Eigenschaft heifst
Fehlerreduktion. Fordern wir zusdtzlich, dass die Oszillationsterme verschwinden, so gilt

lim Ug =Uu.
{—00

Wie bereits erwéahnt, ist die Giiltigkeit obiger Konvergenzaussage quasi auf bisecs-Verfeine-
rung beschréinkt. Um diesen Umstand zu umgehen, wollen wir im Folgenden eine Kontrakti-
onseigenschaft fiir den Schéitzer selbst nachweisen. Mit der Zuverlassigkeit des Fehlerschéitzers
folgt dann auch die Konvergenz des Fehlers gegen Null. Bevor wir zum eigentlichen Beweis
kommen, beobachten wir, dass alle oben vorgestellten Verfeinerungsregeln eine gleichméfige
Verringerung des Durchmessers der markierten Dreiecke, d.h.

heyir <pher  furein p € (0,1) und fiir alle T' € M,

gewdhrleisten, wobei wir hier hy 7 = |T|'/2 iiber die Fliche des Elements neu definieren.

Mit |T| < diam(T)? < 20(7;)|T)|, sind die beiden Definitionen von h auf reguliren Net-
zen dquivalent, so dass alle obigen Resultate weiterhin gelten. Das folgende Prinzip der
Schitzerreduktion stammt aus [CKNS] und [AFP].
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Kapitel 2. Die P1 Finite-Elemente-Methode

Satz 2.2.6 (Schitzerreduktion). Seif € (0, 1) der Adaptivititsparameter aus Algorithmus 2.2.4
und 1y der oben vorgestellte Residualschitzer (2.2.8). Dann gilt

1/2

Nev1 < (1=0(1=p))""ne + CllUps1 — Uil (2.2.23)

wobei die Konstante C nur von der Formregularitit o(T;) der Triangulierung abhdingt und
€ (0,1) den Parameter von oben bezeichnet.

Beweis. Die Dreiecksungleichung in ¢? liefert
1/2

1/2
mer = Y Mo B + 12 OaUeallF 2 orne)
T'€Te41
1/2

1/2
< ST Mhr ey + 182520V 22 0700
T'€Te41
1/2

1/2
+{ X 1842100kt — UIZ2 0700
T'€Te41

Seinun F € & = Ky N K_ mit K1 € Ty eine innere Kante. Es gilt

1022100 (Uess = U2y = hrh|[0n (Uesr — U] 2
= hrhg|V(Ui1 — Up) -ng — V(U1 — Up) - ngl?
< hrhp|V(Uia — Uk, — V(Ui — Ug)lk_ |
S hrhg| V(Ui — Uk, |? + hrhe| V(U — Uk |2
~ K4 IV(Ursr = Uo)l, [P+ [E- ||V (Uggr = U)lic_
= V(U1 - UZ)H%Q(IQL) + V(U1 - Ué)”%%z(,)
= VU1 = U732 (0p)-

Damit ergibt sich aufgrund der gleichméBigen Formregularitét von (77)sen
1/2

o M [0nUess = U Z2ormy | S CIVUa = U2y = CllUers — Uil
T'€To41

Sei nun My == {T" € Tp4y ‘ T € My, T" C T} die Menge der Elemente, die durch Verfeine-
rung der markierten Elemente entstanden sind. Dann gilt

S b £y + 1 10u U2 o700

T'eM,
1/2
<p > Mhrf ey + 120U 2o reey =2 > me(D)2,
TeM, TeM,

wobei wir hier verwendet haben, dass jedes Element T" € M/ die disjunkte Vereinigung seiner
Sohne T" € My ist, und der Sprung [9,U]| auf neuen inneren Kanten verschwindet. Analog
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erhalten wir

ST b 1Ry + 1 10uU om0

T'€Te11\ M,

1/2
< N ST SRy + 0 UN e gy = Y. (T
TeT\M,TeEM, TeT\M;

Mit der Dorflermarkierung und p < 1 erhalten wir schliellich
p Y TP+ > (T =p—1) > n(T)’+ > ne(T)” < (1—-6(1—p))n;.
TeM, TeT\M,; TeMe TeT,

Damit ist die Aussage vollstéindig bewiesen. U

Wir wollen fiir den Moment annehmen, dass die Folge ||Uyy1 —Uy|| fiir £ — oo verschwindet.
Dann folgt mit der Zuverléssigkeit
llw = Uell < me

des Schiétzers, die Konvergenz der diskreten Lésungen gegen die exakte Losung u € H&(Q)
aus folgendem Lemma:

Lemma 2.2.7. [AFP, Proposition 1.2] Angenommen die Folge der Fehlerschdtzer (ng)een
erfille die Schdtzerreduktion

Ner1 < qne+ g fir alle ¢ € No,

mit ¢ € (0,1) und einer nichtnegativen Folge (ou)pen, mit th ap = 0, dann gilt auch
—00

lim n, = 0.

{—00

Um den Konvergenzbeweis zu vervollstdndigen, fehlt noch die so genannte a priori Kon-
vergenz adaptiver Galerkin Verfahren.

Lemma 2.2.8 (A priori Konvergenz). Sei H ein Hilbertraum mit der Norm || -|| und X, eine
Folge abgeschlossener, konformer Unterrdume, d.h. Xy C Xpy1. Sei ferner Uy € Xy fiir ein
u € H die Bestapprozimation bzgl. Xy, d.h.

~Uyf| = min [ju— V|-
o= Uell = iy flu— Vil
Dann ezistiert der Grenzwert lim Uy € H und es gilt lim [|[Upyq — U] = 0.
f—00 f—r00

Beweis. Sei X, der Abschluss von U?io Xy € H. Dann ist X, ein abgeschlossener Unterraum
von H und somit existiert auch die Bestapproximation Uy, € X. Da wir die Bestapproxi-
mation in Hilbertrdumen als Orthogonalprojektion schreiben kénnen, folgt mit dem Satz von
Pythagoras
2 2 2
llw = Uell® = llw — Usoll* + U0 — Uell*-

Auflerdem ist Uy die Bestapproximation von Us, beziiglich X,. Da (J;2 Xy in X dicht ist,
finden wir fiir jedes € > 0 einen Index £y und ein Element Vj, € Xy, so, dass [|Usx — Vi, || < e
gilt. Fiir £ > ¢y folgt nun mit X,, C X:

1Use = Uell = i U = Vell < l10sc = Vil < =
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Kapitel 2. Die P1 Finite-Elemente-Methode

Da die Galerkin Losung nach dem Céa-Lemma die Bestapproximation in der Energienorm
darstellt, folgt hieraus die (von der Verfeinerungsstrategie unabhingige) Konvergenz von U, €
SH(Te) gegen die exakte Losung u € HE(Q). AuBerdem miissen wir bei diesem Vorgehen
keinerlei Anforderungen an die Oszillationsterme stellen.

2.2.5. Optimalitit der AFEM

Um unsere Analyse der adaptiven Finite Elemente Methode im unbeschrinkten Fall ab-
zuschlieflen, wollen wir noch eine Aussage iiber quasi-Optimalitit machen. Wie wir zuvor
gesehen haben, kann man, selbst bei glatten Problemen, keine bessere Konvergenzrate als
O(h) erwarten. Empirisch ist die tatséchliche Rate bei uniformer Verfeinerung sogar oftmals
schlechter. Es stellt sich daher die Frage, ob adaptive Verfahren beziiglich der Konvergenz-
ordnung nun wirklich besser sind als ihr uniformes Pendant oder ob diese Methoden gar
langsamer zum Ergebnis fithren. Im Jahre 2008 konnte diese Frage von CASCON, KREUZER,
NOCHETTO und SIEBERT fiir die Verfeinerung durch Newest Vertex Bisection positiv beant-
wortet werden, wobei deren Analyse wiederum auf der Vorarbeit von STEVENSON aus dem
Jahre 2005 aufbaut. Es konnte sogar nachgewiesen werden, dass durch AFEM in diesem Fall
immer die (fiir die jeweiligen Eingabedaten) optimale Konvergenzrate erreicht wird.

Im Folgenden ordnen wir die exakte Losung u und die Daten f der Approzimationsklasse A,
zu, wenn es prinzipiell moéglich ist, fiir dieses Problem, eine Konvergenzrate von « zu errei-
chen. Das bedeutet also (u, f) € A, genau dann, wenn es eine geeignete Wahl von diskreten
Raumen X, und entsprechenden Triangulierungen 7; gibt, so dass ||V(Ugr1 —Uy)|| = O(N, ),
wobei Ny die Anzahl der Elemente in 7, bezeichnet. Es gilt nun:

Satz 2.2.9 (Optimalitdt von AFEM fiir Newest Vertex Bisection). Sei 7q eine Starttriangu-
lierung deren newest vertices sinnvoll nummeriert sind. Ferner seien Cog, Cre > 0 die Kon-

stanten der Effizienz und der so genannten diskreten lokalen Zuverldssigkeit des Schdtzers.
Sei auflerdem 6 € (0,1) mit

1

02 <p?=—— >
(140

0.

rel

Zusdtzlich erfille die Menge der markierten Elemente die Déorflermarkierung mit minimaler
Kardinalitdt. Dann gilt

1/2 _
(IV (= U [y +712) 7 < € (N = No) ™, (2:2:24)

fiir alle o > 0 mit (u, f) € Ay, wobei C > 0 nur von o(T) abhingt.
Beweis. Siehe [CKNS, Theorem 5.11]. O
Die gemischte Fehlergrofe Ay := ||V(u — Ug)H%Q(Q) + yn?, und damit auch der Fehler,

fallt also mit optimaler Konvergenzordnung. Fiir den Beweis dieses Satzes benttigt man eine
Kontraktionseigenschaft von Ay, welche in der gleichen Arbeit gezeigt wurde, und eine so
genannte diskrete lokale Zuverlissigkeit, die im Prinzip eine Zuverlissigkeitsaussage fiir ei-
ne kleinere Menge darstellt. Diese Eigenschaft konnte bislang nur fiir den Residualschétzer
gezeigt werden. Auflerdem gehen noch einige Abschétzungen ein, die direkt mit der Verfeine-
rungsstrategie zu tun haben. Dies ist wohl auch der Grund weshalb die Optimalitét bislang nur
fiir Newest Vertex Bisection gezeigt werden konnte. Da Optimalitéitsaussagen nicht im Mittel-
punkt dieser Arbeit stehen, sparen wir weitere Beweise an dieser Stelle aus und verweisen auf
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2.2. Adaptive Verfeinerung

[CKNS] fiir n&here Informationen. Wir schlieBen das Kapitel iiber die P1 Finite-Elemente-
Methode mit dem Denkanstofl ab, dass auch im unbeschréankten Fall noch einige interessante
Fragen offen sind. Im Folgenden wollen wir uns nun voll und ganz den Hindernisproblemen

widmen.
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Kapitel 3.

Das affine Hindernisproblem

In diesem Abschnitt betrachten wir das affine Hindernisproblem am Beispiel der Poisson-
Gleichung. Wie in der Einleitung erwéhnt, stelle man sich eine am Rand eingespannte Mem-
bran vor, zum Beispiel ein Tuch, die iiber einem Hindernis héngt, welches durch eine affine
Funktion beschrieben wird. Wir interessieren uns nun dafiir, an welchen Stellen das Tuch das
affine Hindernis beriithrt und wie es sich an den Nicht-Kontaktstellen verhélt.

3.1. Modellproblem

Analog zum vorherigen Kapitel sei €2 wieder ein beschrinktes, polygonal berandetes Gebiet
im R? mit Rand T' = 9. Ferner sei durch die affine Funktion y : R? — R mit x|r < 0 auf
Q ein Hindernis gegeben. Wir beginnen mit dem unbeschrénkten Problem: Finde u € C?(),
so dass

—Au=f aufQ (3.1.1)
u=0 aufl,
fiir f € L?(). Wie oben beschrieben, verwenden wir fiir unseren Finite Elemente Ansatz die

variationelle Formulierung, bei der wir ein u € H{ () suchen, welches fiir alle v € H} () die
Gleichheit

(u, v) = (fv) (3.1.2)
erfiillt. Hierbei ist das Energieskalarprodukt (-, -), wie zuvor, fiir alle v,w € H}(2) durch
(v, w) := (Vov,Vw)

gegeben, und (-, ) := (-, ) 2(q) bezeichnet, wie immer, das L?-Skalarprodukt auf dem Gebiet
Q2. Nach (2.1.4) ist dieses Problem &quivalent zur Minimierung des Energiefunktionals

T(w) =3 lv, v}~ (f,0), (3.1.3)

iiber H}(Q2). Im Zuge des Hindernisproblems schrinken wir nun die Menge der zuliissigen
Funktionen auf
K :={ve H}Q) |v>yx fii in Q}.

ein. Unser Hindernisproblem lautet demnach: Finde u € K mit

J(u) = zI}Iél}I(l J(v). (3.1.4)

Zunéchst einmal ist nicht klar, ob das Energiefunktional {iber K iiberhaupt ein eindeutiges
Minimum annimmt. Dies folgt jedoch nach einer kleinen Voriiberlegung aus einer Fassung des
Satzes von Lax-Milgram.
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Kapitel 3. Das affine Hindernisproblem

Lemma 3.1.1. Die Menge K ist abgeschlossen und konvex in H'(Q).

Beweis. Seien u,v € K,t € (0,1). Punktweise fast iiberall gilt
tu+(1—t)v>tx+ (1 —t)x = x.

Damit folgt die Konvexitdt von K. Fiir die Abgeschlossenheit betrachten wir nun eine in
H!(Q) konvergente Folge (f,,), C K mit lim,,_,o f, = f. Da H}(£2) selbst ein abgeschlossener
Unterraum von H1(Q) ist, gilt f € H}(Q). Es bleibt zu zeigen, dass f > x f.ii. in Q. Aus
der Konvergenz in H' () folgt im Besonderen die Konvergenz von (f,), gegen f in L%(Q)
und damit, aus der Umkehrung des Satzes von Lebesgue, die punktweise Konvergenz einer
Teilfolge (fn, )n, gegen f fast tiberall. Da fiir € R die Menge [x(z),00) in R nach unten
abgeschlossen ist folgt nun f > y fast iiberall. Damit ist die Aussage bewiesen. O

Satz 3.1.2 (Lax-Milgram, Fassung fiir konvexe Mengen). Sei V' eine abgeschlossene, konveze
Menge in einem Hilbertraum H und a : H x H — R eine elliptische Bilinearform. Dann hat
das Variationsproblem

J(v) = %a(v,v) — (¢,v) — min!

fiir jedes £ € H' eine eindeutige Losung in V. Hierbei bezeichnet (-,-) die duale Paarung
zwischen H und H'.

Beweis. Der Beweis findet sich bei BRAESS [BRAO7, Seite 37, Satz 2.5]. O
Korollar 3.1.3. Das Hindernisproblem (3.1.4) ist tiber K eindeutig losbar.

Beweis. Das Energieskalarprodukt (-, -) ist nach Korollar 2.1.3 eine elliptische Bilinear-
form. Mit der Konvexitidt und Abgeschlossenheit von K (Lemma 3.1.1), folgt die eindeutige
Losbarkeit aus dem Satz von Lax-Milgram. U

Wir werden im Folgenden eine zu (3.1.4) dquivalente Formulierung herleiten, welche uns in
den spéteren Ausfithrungen sehr niitzlich sein wird. Sei v das Minimum des Energiefunktionals
iiber K und v € K eine weitere Funktion. Ferner sei 0 < ¢ < 1. Aufgrund der Konvexitét von
K liegt (1 —t)u+tv = u+ t(v — u) wieder in K. Die Funktion ® : [0,1] — R, mit

2
Q

B(#) = J(u+ o — 1)) = ~ / (V(u+to —u))® = flut t(v—w)de, 0<t<1

nimmt somit ihr Minimum bei ¢ = 0 an. Da dies am linken Rand des Definitionsbereiches von
® liegt, folgt aus den Optimalititsbedingungen erster Ordnung ®’(0) > 0. Durch eine kurze
Rechnung erhalten wir

(1) = / (V(u+tw—u)) - (V(uttlo—u)) — (flu+tv—u))de
Q
= /V(u—l—t(v—u))-V(v—u) — f(v—u) dz.
Q

Zusammen mit ®'(0) > 0 ergibt sich:

(u,v—u) > (f,v—u) firalleveK. (3.1.5)
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Um die Aquivalenz dieser beiden Darstellungen einzusehen, zeigen wir noch die andere Rich-
tung. Es gelte (3.1.5). Damit folgt

TW) = @) = (o —u,u) ~ (v —u) — o, u) — 2o, u) + 50, v)

2
:<<v—u,u»—(f,v—u)—i—%((v—u,v—u})2(<v—u,u>>—(f,v—u)20.
>0

Da v beliebig war, muss das Minimum von J iiber K demnach durch u gegeben sein. Wir
konnen nun das fertige, kontinuierliche Hindernisproblem formulieren.

Problem 3.1.4 (kontinuierlich). Finde u € K = {v € H}(Q) | v > x f.i. in Q} mit

(u,v—u) > (f,v—u) firalleve K. (3.1.6)

Fiir die numerische Behandlung von Problem 3.1.4 im Sinne der Finite-Elemente-Methode,
wéhlen wir den endlich dimensionalen Ansatzraum

Ky = KnS&§(To) = {Vi € Si(Te) | Vi(z) > x(x) fiir alle z € 0},

wobei S§(T;) wie in Kapitel 2 definiert ist. Offensichtlich ist auch K, konvex und abgeschlos-
sen, so dass die gleichen Ausfithrungen wie oben die eindeutige Losbarkeit und die Aquivalenz
zur Variationsungleichung liefern. Unser endlich dimensionales Teilproblem lautet somit:

Problem 3.1.5 (diskret). Finde Uy € K, = {V; € S¢(To) | Vi(x) > x(2) fiir alle z € Q} mit

<<Ug, Ve — Ug>> > (f,Vg — Ug) fﬁ?“ alle V; € K. (3.1.7)

Bemerkung. Wir halten an dieser Stelle fest, dass eine solche Diskretisierung automatisch
konform ist, d.h. Ky C Kyy1, wobei Tgy1 das durch Verfeinerung aus Ty hervorgegangene
Netz bezeichnet. Die Richtigkeit dieser Aussage erhalten wir aus folgender Uberlequng: Fiir
ein Vy € Ky gilt nach Definition V; € S}(Te) und Vi > x. Da die FEM Réume S}(Tp)
offensichtlich geschachtelt sind, folgt V, € S}(Ter1) und Vi > x, aber das ist bereits die
Definition von Kpy1.

Definition . Wir definieren die aktive Menge A als die grofite offene Teilmenge von €2 so,
dass u(r) = x(x) fast iiberall in A gilt. Ferner definieren wir die inaktive Menge T durch
T := J.~q B:, wobei B, die grofite offene Menge bezeichnet, auf der u(z) > x(z) +¢ gilt. Als
diskrete Pendants definieren wir

Api={ze€Q | Up(z) = x(x)} (3.1.8)

und Zp := Q\ A,.
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Bemerkung. Mit Standardmethoden der Optimierung [IK0S, Kapitel 1] kann (3.1.6) unter
Einfiihrung eines Lagrange’schen Multiplikators o € H~Y(Q) als unrestringiertes Problem
umgeschrieben werden. Es gilt dann

(u, v) = (f,v) = (o,v), fir alle v € H}(Q), (3.1.9)

wobei (-,-) die duale Paarung zwischen H}(Q) und H—Y(Q) bezeichnet. Ferner erhalten wir
die Komplementarititsbedingung

(o,u—x)=0. (3.1.10)
Fiir das diskrete Problem (3.1.7) ergibt sich analog
(Ue, Vi) = (£, Vi) — (o0, Vi), fiir alle V; € S5(To), (3.1.11)

wobei <,_> auch hier die entsprechende duale Paarung bezeichnet. Im diskreten Fall ist nun
op € C(Q) ein Radonmaf, welches sich als Linearkombination von Diracmaflen in der aktiven
Menge darstellen lisst (vgl. Lemma 4.1.3). Fiir Punktionen Vy € S}(Te), deren Triger kompakt

in der inaktiven Menge liegt, gilt daher

(Ue, Vi) = (f, Vo). (3.1.12)
Innerhalb der inaktiven Menge wird also das unrestringierte Problem geldst.

Wir halten an dieser Stelle fest, dass es sich, im Gegensatz zum unrestringierten Fall, bei
den Problemen 3.1.4 und 3.1.5 um nichtlineare Probleme handelt. Dies kann man zum einen
einfach dadurch einsehen, dass der Ansatzraum der zuldssigen Funktionen K bzw. K, kein
Vektorraum ist. Zum anderen macht man sich die Giiltigkeit der Aussage leicht an folgender
kurzer Rechnung klar. Sei u € K die eindeutige Losung von

(u,v—u) > (f,v—u) firalleve K,
und w € K die eindeutige Lésung von

(w,v—w) > (g,v—w) fir alle v € K.
Dann folgt aber fiir die Summe u + w

(utw,v=—(utw))=(u, v-(utw)+{(w,v—(ut+w))
=(u,v—u) +{(w, v—w) —2(u, w)
\Z (f—|—g,v—(u—|—w)),

und somit die Nichtlinearitdt der betrachteten Probleme.

In den folgenden Abschnitten werden wir einen konvergenten, adaptiven FEM Algorithmus
fiir das Hindernisproblem herleiten. Hierzu verwenden wir zunéchst die Methode aus [BCH1],
indem wir eine Kontraktion des Fehlers im Energiefunktional, und unter gewissen Vorraus-
setzungen an die Datenoszillationen, die Konvergenz des Fehlers gegen Null in Energienorm
zeigen. Der Beweis erfordert die Zuverladssigkeit des Fehlerschiitzers und seine diskrete lokale
Effizienz. Dieses Vorgehen hat jedoch zwei Nachteile. Erstens muss man zusétzlich zum Fehler
dafiir sorgen, dass auch die Datenoszillationen kleiner werden und zweitens gilt der Beweis nur
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fiir Verfeinerungsstrategien, die mindestens einen neuen inneren Punkt im zu verfeinernden
Dreieck erzeugen.

Im Anschluss daran verfolgen wir ein anderes Vorgehen. Wir wenden die Schétzerreduktion
aus [CKNS, AFP] auf das Hindernisproblem an. Mit einigen weiteren Uberlegungen kénnen
wir so die Notwendigkeit der diskreten lokalen Effizienz umgehen und erhalten einen von der
Verfeinerungsstrategie unabhingigen Konvergenzbeweis. Zudem werden wir zeigen, dass es
auch moglich ist, die Einschrinkung an die Datenoszillationen fallen zu lassen.

SchlieBlich werden wir auch dieses Resultat noch verbessern indem wir im Sinne von [CKNS]
eine Kontraktion der gemischten Grofie Ay = ey + yn? zeigen, wobei e, := J(Uy) — J(u)
den Fehler im Energiefunktional beschreibt. Hiermit haben wir sogar eine Aussage iiber die
Konvergenzgeschwindigkeit in der Hand. Auflerdem ist eine solche Kontraktion einer der Be-
standteile fiir einen moglichen Optimalitdtsbeweis fiir unseren Algorithmus.

Analog zum linearen Fall verwenden wir eine im Sinne von Ciarlet regulére Triangulierung
und verfeinern diese in jedem Schritt adaptiv. Wie oben bezeichnen wir die Menge der in-
neren Knoten mit Ny, und die Menge der inneren Kanten mit &. Die Menge aller Kanten
bezeichnen wir mit £;. Im Besonderen gilt daher fiir die Randkanten & r = & \ &. Die zwei
clementige Schicht von Randelementen bezeichnen wir mit 7o := {T" € Ty | T N Ty # 0},
wobeil wir mit Tp. := {T" € T, | TNT # (0} diejenigen Elemente mit direktem Randkontakt
meinen. SchlieBlich steht Qg := T, UT_ fiir den Patch aus den Dreiecken Ty und 7 mit der
gemeinsamen Kante E =T, NT_ € &,.

3.2. Ein erster konvergenter Algorithmus

Fiir die Gesamtdauer dieses Kapitels sei u € K die exakte Losung von Problem 3.1.4 und
Uy € K,y die Losung des diskreten Problems 3.1.5. Analog zum adaptiven Algorithmus 2.2.4
aus Kapitel 2, suchen wir auch hier einen Fehlerschétzer 7y, der uns in jedem Schritt angibt,
an welchen Stellen das Netz zu verfeinern ist. Etwas konkreter suchen wir eine Grofle, die eine
Zuverldssigkeitsabschdtzung

llu — Ul < (3.2.1)
und optimalerweise auch eine Effizienzabschitzung
2
1 S (llu = el + osc)

erfiillt. Es stellt sich die Frage, weshalb man nicht einfach den Residualschétzer aus dem
linearen Fall verwenden kann. Diese Frage macht zwei tiefgreifende Unterschiede zum unre-
stringierten Problem deutlich. Zum einen ist die Menge der zul&ssigen Funktionen K bzw. ihr
diskretes Pendant K, offensichtlich kein Hilbertraum. Somit findet der Satz von Riesz (B.1.5)
keine Anwendung und wir verlieren die wichtige Eigenschaft der Galerkin-Orthogonalitdt. Zum
anderen ist die Gleichung (3.1.1) bzw. (3.1.2) nur an den Nicht-Kontaktstellen erfiillt und gilt
somit im Allgemeinen nicht mehr. Da diese beiden Aussagen essentielle Bestandteile zu den
Beweisen in Kapitel 2 sind, ist die Theorie nicht ohne Weiteres auf den restringierten Fall
iibertragbar.

Es ist allerdings mdoglich die gesuchten Aussagen in #hnlicher Form fiir eine sehr &hnliche
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Kapitel 3. Das affine Hindernisproblem

Grofle zu beweisen. Wir betrachten im Folgenden den Fehlerschatzer
n =Y m(E)?, (3.2.2)
Eeg,
mit
() = hy2([0nU | 12y fiir E € &. (3.2.3)

Hierbei bezeichnet hp die Lénge der Kante E und [], wie oben, (2.2.10) den Sprung der
Normalenableitung tiber die Kante E. Desweiteren betrachten wir die Oszillationsterme

1/2
0scp = ZOSCg(E)2 , (3.2.4)
Eeé,
1/2
Osco = |osci+ Y Wil fl72em , (3.2.5)
TeT,r

mit oscy(E) = |Qp|V?|f — fapllrzp), fap = Qg fQE fdx der L2-Bestapproximation
und hp := diam(7") dem Durchmesser des Elements T'. Da unser Fehlerschiitzer nur die Kan-
tenspriinge bertiicksichtigt miissen wir fiir einen konvergenten Algorithmus zusétzlich fordern,
dass die Oszillationen beim Ubergang von 7T; auf das verfeinerte Gitter Ty, reduziert werden.
Genauer gesagt fordern wir

Oscpy1 < Kk Oscy (3.2.6)

fiir ein k € (0,1). Diese Eigenschaft wird, wenn notig, durch zusétzliche Verfeinerungen er-

zwungen. Dass dies moglich ist, sieht man fiir die Elementoszillationen osc,(T)? := h2|| f ||%2(T)
an dem folgenden Lemma, welches bereits in [MNS] gezeigt wurde.

Lemma 3.2.1. Sei 0 <~ <1 der Faktor um den sich die Elementgrdfie in jedem Verfeine-
rungsschritt verkleinert, d.h. hpr < vhp wobei T' einer der Séhne von T ist. Fir 6 € (0,1)
definieren wir a := (1 — (1 — 72)52) € (0,1). Sei ﬁ,[‘ eine Teilmenge von Ty von zu verfei-
nernden Elementen, fir die gilt

Z oscy(T)? > ) Z osco(T)?, (3.2.7)

dann folgt
Z osco (T < a Z oscy(T)?. (3.2.8)
T'€Te+1,0 T€Te,r

Beweis. Wir betrachten die zu verfeinernden Elemente separat und erhalten

Z oscep1 (T')? < Z Rl 2oy + 2 Z Wl FlZ2 ey

T'€Tev1,r TeTr\Te,r TeTor
= Z oscy(T)* + (v* — 1) Z oscy(T)?
T€Ter TeTer
S(1-(1=-)0) Y ose(T)?,
TG'D,F
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wobei wir hier verwendet haben, dass jeder Vater T' € T, r die disjunkte Vereinigung seiner
Séhne T € Tyyq p ist. O

Da der Beweis fiir die Kantenoszillationen weitaus komplizierter ist, sei er an dieser Stelle
auf spiter verschoben (vgl. Korollar 3.3.7). Grundlegende Vorraussetzung ist jedoch wieder,
dass die zu verfeinernde Kantenmenge gg C & fiir die Kantenoszillationen eine Doérflermar-
kierung der Form

Z oscy(E)* > @\Z oscy(E)? (3.2.9)

Eefe Ee&

erfiillt. Auch fiir die Kantenoszillationen muss also gegebenenfalls weiter verfeinert werden.
Wir kénnen nun die erste Version eines konvergenten, adaptiven FEM Algorithmus fiir das
elliptische Hindernisproblem formulieren.

Algorithmus 3.2.2 (adaptiver Algorithmus, Version 1). Input: Anfangstriangulierung To,
mazximale Anzahl Elemente npmas, Adaptivititsparameter 6,6 € (0,1),¢ := 0.

(i) Berechne diskrete Lisung Uy € K.
(ii) Berechne die Verfeinerungsindikatoren ny(E) und den Fehlerschdtzer ny.
(ii) STOP, wenn die Anzahl der Elemente griofier als ngmaq 1St

(iv) Finde eine Menge My C & minimaler Kardinalitit von markierten Kanten, so dass

O =60 m(E)? < > m(E)

Ee&, EeM,
(v) Erweitere die Menge My C MU Tor ggf. so, dass

7 Z oscy(T)? < Z oscy(T)?

TeTe,r TeMNTer

und

52 oscy(E)? < Z oscy(E)?.

Ee& EeMynEy

(vi) Erzeuge neues, requlires Gitter Tyy1, bei dem mindestens alle markierten Elemente und
Kanten verfeinert wurden. Hierbei soll in jedem verfeinerten Element mindestens ein
neuer, innerer Knoten entstehen.

(vii) £+ £+ 1 und beginne wieder bei ().

Output: Endliche Folge diskreter Losungen Uy und zugehirige Fehlerschdtzer ny.

Bemerkung. Ist in (v) eine Kante E = Ty NT_ zur Verfeinerung ausgewdhit worden, so
werden Ty nach der in (vi) genannten Regel verfeinert.
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Kapitel 3. Das affine Hindernisproblem

Wir werden im Folgenden zeigen, dass die Folge der diskreten Losungen (Up)gen aus obigem
Algorithmus tatséchlich in einer geeigneten Norm gegen die exakte Losung u € K konvergiert.
Der Beweis erfordert zwei Zutaten, die Zuverlissigkeit und die diskrete lokale Effizienz des
Schitzers n,. Beide Eigenschaften werden in den néchsten Abschnitten gezeigt.

3.2.1. Zuverldssigkeit

Um die oben erwéhnte, verloren gegangene Galerkin-Orthogonalitét zu kompensieren, zeigen
wir die Zuverlissigkeit nicht wie in (3.2.1) beziiglich der Energienorm || - ||, sondern beziiglich
des Fehlers im Energiefunktional e; := J(Uy) — J (u). Der Beweis basiert auf einem Korollar
einer allgemeineren Aussage von [BC], die wir hier nicht beweisen wollen. Hierzu betrachten
wir kurzeitig das inhomogene Dirichletproblem mit Randbedingungen u|r = up. Ferner sei
X € HY(R2) und x, € SY(T;) eine Approximation von x. Der Elementpatch beziiglich T wird
mit wr bezeichnet. Es gilt die folgende Aussage:

Korollar 3.2.3. Fiir alle w € H(Q) mit w|r = up — Up|r und x — Uy < w gilt

= U = wll + llu = Ugll + {ovu = U2 < € min (VU = pell120))

pe€S(Ty)e
+ i IV(xe = Ur) — aell 220
1/2
[ DD A 2 1O = xe — @) —llz2my + [lwll
TeT,
1/2
+ [ D pZmin|f —ql7z .
ZENe aeR
1/2 1/2
+1 DD I = xe—w) -l + 1 D0 pI 2 o ,
TET\Ter TETor

wobei die Konstante C' > 0 nur von der Formregularitit und diam(§2) abhdngt.

Beweis. Der Beweis findet sich bei BARTELS und CARSTENSEN [BC, Theorem 3|. Fiir das
vollstéindige Theorem, siehe auch Anhang B.2. O

Bevor wir uns der Zuverléssigkeit von 7, widmen bend&tigen wir noch zwei kleine Lemmata.
Das erste beschreibt hierbei die Aquivalenz von 7, zu einem anderen Fehlerschétzer, wihrend
das zweite eher technischer Natur ist.

Lemma 3.2.4. Sein:= min VU, — qllp2(q)- Es gilt
q€S!(Te)?
ne~ e, dho < Ciip und 7 < Cong, (3.2.10)

fiir Konstanten C1,Co > 0 die unabhdngig von der Grifle der Elemente in Ty sind (aber von
ihrer Form abhingen kénnen).

Beweis. Nachzulesen in CARSTENSEN [C, Theorem 3.2 & 3.3]. O
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Lemma 3.2.5. Es bezeichne osci(E) =3 pee, QElllf — fQEH%Q(QE) die Kantenoszillationen

und osce(K) = 3 cn, [0f — fQZH%Q(QZ) die Knotenoszillationen von f. Fir stickweise
polynomiale f und Verfeinerung durch newest verter bisection sind diese beiden Grdofien
daquivalent, d.h.

oscy(E) < Cyoscy(K) < Cooscy(E), (3.2.11)

wobei die Konstanten C1,Cy nur von der Formregularitit der Triangulierung und dem Poly-
nomgrad von f abhdngen.

Beweis. Wir zeigen beide Richtungen einzeln. Die untere Abschétzung gilt immer. Fiir eine
Kante E € & und einen Knoten z € Ny mit |Qg| C |Q.] gilt nach der Projektionseigenschaft
des Integralmittels

Q8(1f = forllizqm < 1QI1F = fallizqp < 192:11F = fa.lli2q.):

Mit der endlichen Uberlappung der involvierten Patches erhalten wir

Z |QE|||f_fE'||%2(QE) < Cpatch|Qz|||f_szH%Q(QZ)

Ee&y
QpCQ.

und daher insgesamt

198l = faplie@n < Y. D 196IIf = faslZaap

Ee&, zeN, E€&
QEEQZ

< Cpatch Z ’szf - szH%%QZ)
zEN,

Die obere Abschéitzung erhalten wir mittels Skalierungsargument: Wir definieren die Groflen

1/2

Fl= 122 = foullzz,y wnd [fla:=| Y [1Qlf = faslizp

Ee&,
QEng

Hierbei handelt es sich offensichtlich um Halbnormen auf PP (7Ty|q. ), wobei PP die stiickweise
polynomialen Funktionen bezeichnet. Die beiden Halbnormen haben ferner den gleichen Kern,
da |f|1 = 0 direkt impliziert, dass f = ¢ auf 2, konstant ist. Analog sieht man unter Zuhilfe-

nahme der Uberlappung der einzelnen Qp, dass auch |f|s = 0 nur fiir konstante Funktionen
gilt. Nach Lemma B.1.6 erhalten wir somit

i~ 2,

wobei die implizit enthaltene Konstante C'q, > 0 vom entsprechenden Polynomgrad und der
Form des Patches abhingen kann. Die Unabhéngigkeit von diam(€2,) erhélt man durch Ska-
lierung auf einen Patch bekannter Grole (vel. Skalierungsargument, [BRA07, Kapitel 11, §6]).
Durch Verfeinerung mit newest vertex bisection entstehen aber, ausgehend von der Start-
triangulierung 7o nur endlich viele verschiedene Dreiecke und damit auch nur endlich viele
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verschiedene Patches €2, und endlich viele verschiedene Konstanten Cq_ . Insgesamt erhalten
wir somit

YIS = foulizgy <C D > 19261 = fasllFz gy

2€Ny 2eN; Ec&
QEng
2
< CCpatch Z |QE|||f - fQEHLQ(QE)a
Ee&
mit C' = max{Cgq,} > 0. Damit ist die Aussage vollstdndig bewiesen. O

Satz 3.2.6 (Zuverlissigkeit). Seien 1, und Oscy wie oben beschrieben, dann gilt
e; < C (nj + Osc}) (3.2.12)

fiir stiickweise polynomiale f und Verfeinerung durch newest vertex bisection. Die Konstante
C > 0 ist hierbei unabhdngig von der Grife der Elemente in Tp.

Beweis. Wir verwenden den Fehlerschatzer aus Lemma 3.2.4

T ;= min VU, —
e qeesl(ﬁ)dH ‘ QZHLQ(Q)

und beginnen mit der Abschétzung aus Korollar 3.2.3. Da wir uns in unseren Untersuchungen
auf homogene Dirichletrandbedingungen und affine Hindernisse beschrénken, gilt y = x, und
wir konnen w = 0 wahlen. Damit fillt die Abschitzung zu

u—U + (o,u—U 1/2§~—i— min ||V —Up) —
Il el + ( 0) Ne qhlen)H (xe ) QhHL2@2
1/2 1/2

S D DR TR P IS U i 11
Ee&, TE’TZ,F

zusammen, wobei wir hier aufierdem h2% ~ h% und Lemma 3.2.5 verwendet haben. Aufgrund
der gleichméfligen Formregularitdt des Netzes Ty gilt nun
1/2 1/2

Sl | S0 IR | (3.2.13)

TG,TLF Ten,r
Da x = x¢ global affin ist, folgt Vy, = ¢ und daher mit ¢, = ¢ — ¢, wobei ¢ € S'(7;)? den

Schétzer 7, minimiert,

i \% —Uy) — = 7.
qgensl}l(ln)” (xe = Ue) = aellr2(0) = e

Insgesamt haben wir also

1/2 1/2

llu=Utlla+(o,u=Un"? Siig+ | D hpmin|f = 2lFeqy |+ D WISz
Ee&, TEITZ,F

Wegen h2, ~ |Qg| und der Cauchy’schen Ungleichung folgt

llu = Uell + (0,0 = Up)'/? S e + Osex,
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3.2. Ein erster konvergenter Algorithmus

und damit
llw — Uell® + (o, u — Ug) < 77 + Osci.

Nach Definition von J erhalten wir fiir alle v € K

fo, o = (10) = (Gt uh - (F))
+ ((u, u—v) = (f,u—v) = (o,u—v)) (3.2.14)

DN | =

() =T (u) =

1
= 5llo = ull® + (o0 — ).
Aus obigen Uberlegungen erhalten wir fiir v = Uy eine a posteriori Abschitzung fiir den Fehler
im Energiefunktional

J(Ur) = I (u) S 75 + Osci.
SchlieBlich liefert die Aquivalenz (3.2.10) die gesuchte Aussage. O

Bemerkung. Die Originalarbeit [BCH1] kommt an dieser Stelle ohne die zusdtzliche Anfor-
derung an f aus. Ferner besteht die Menge Ty in dieser Arbeit tatsichlich nur aus denjeni-
gen Elementen die den Rand beriihren. Der Originalbeweis zur Zuverldssigkeit ist allerdings
fragwiirdig, da in diesem Fall die Abschdtzung 3.2.13 nicht einsichtlich ist. AufSerdem ist un-
klar wie man ohne die Anforderung an stiickweise polynomiales f die Knotenoszillationen aus
Korollar 3.2.3 gegen die gewiinschten Kantenoszillationen abschdtzen kann. In der Original-
arbeit finden sich leider keine Hinweise zur Auflosung dieser Problemstellen.

Bemerkung . Die zusdtzliche Bedingung an f ist auf den ersten Blick etwas drgerlich. Da
sich jedoch viele Funktionen beliebig gut durch Polynome approzimieren lassen, stellt dies in
der Prazis keine grofle Einschrdankung dar.

Alle oben genannten Probleme lassen sich tibrigens umgehen, wenn man statt ny, den aus
dem linearen Fall bekannten Fehlerschdtzer

o=y hellPalUdli2m + D 1T 72 (3.2.15)
Ee&, TeT,

verwendet. Fir diesen Schitzer ldsst sich die Zuverlissigkeit ndmlich zeigen, indem man den
Term

h2 min I1f = allZ2q.)

in Korollar 3.2.3 einfach durch thfH%Q(QZ) abschitzt. Die Zuverlissigkeit folgt dann ohne
weitere Einschrinkungen und alle Aussagen aus den nachstehenden Abschnitten lassen sich
direkt ibernehmen. Da der resultierende Fehlerschditzer allerdings viel grober wire, wollen wir
weiterhin mit ny arbeiten.

3.2.2. Diskrete lokale Effizienz

Der zweite wichtige Bestandteil fiir den Konvergenzbeweis unseres Algorithmus’ ist die dis-
krete lokale Effizienz. Hierbei suchen wir eine Abschétzung bei der der Fehlerschéitzer 1, durch
den diskreten Term ||Ups1 — Up|| dominiert wird. An dieser Stelle sei noch einmal angemerkt,
dass hier die in Algorithmus 3.2.2 geforderte innerer- Punkt- Eigenschaft massiv eingeht. Kon-
kret fordern wir, dass ein zu verfeinerndes Element T so verfeinert wird, dass im Inneren
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von T' mindestens ein neuer Knoten entsteht. Dies kann zum Beispiel durch wiederholte Bi-
sektion geschehen (vgl. Bemerkung am Ende von Abschnitt 2.2.3). Da die diskrete lokale
Effizienz eine Eigenschaft des Fehlerschétzers 7, ist, gelten diese Einschrankungen natiirlich
nur fiir diejenigen markierten Elemente, die aufgrund der Kantenspriinge ausgewahlt wur-
den. Fiir eine markierte Kante £ = Ty N T setzen wir nun P := mid(E) € N1 \ Ny und
bezeichnen die neuen inneren Punkte von Ty mit Py € Nyyq \ Ny (siehe Abbildung 3.1). Der
Beweis unterscheidet verschiedene Fille, in Abhéngigkeit davon ob die neuen inneren Punkte
Py, bzw. der neue Punkt P in der Kontaktzone liegt oder nicht. Wir untersuchen also die
Differenzenfunktion
0< (5g+1 = UZ+1 —X € Hl(Q)

Bevor wir uns die einzelnen Félle in den Propositionen 3.2.8-3.2.11 anschauen, noch ein
vorbereitendes Lemma.

Lemma 3.2.7. Seien Py und P_ die neuen inneren Punkte mit nodalen Basisfunktionen op,
und @p_. Der Trager dieser Funktionen ist somit eine Teilmenge von Ty bzw. T_. Ferner sei
Se41(Py) =0 oder 6441(P_) = 0. Fiir alle A € R? gilt dann

il |A gl p2gm) < C Vo1 — Allaers ) (3.2.16)

wobei ng den dufleren Normalenvektor der Kante E bezeichnet und C > 0 nur von der
Formregularitdt abhdngt.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei dp41(Py) = 0. Da 0741 > 0, gilt dies im
besonderen auf Ty . Ferner ist dy41(P;) = 0. Wir betrachten nun die Menge der verfeinerten
Elemente Tyy1|7, := {T € To31 | T € T4 }. Da die Differenzenfunktion auf 7'y stiickweise affin
und bei Py gleich Null ist, muss sie dorthin abfallen (oder konstant Null sein). Es finden sich
daher Elemente 7", T" € Ty11|r, auf denen Vd,4 1 -ng nicht-positive und nicht-negative Werte
annimmt. Sofern diese Werte nicht null sind, haben daher die Gréflen A - ng und Végyq - ng,
fiir A € R? auf mindestens einem Element T € Te+1|7, unterschiedliche Vorzeichen. Es ergibt
sich

[A-np| <[Vl — A) -np| < [[Véralr — All2,

wobei || - || die euklidische Norm auf R™ bezeichnet. Fiir diese Abschéitzung haben wir die
Ungleichung von Cauchy-Schwarz verwendet. Da |T'| ~ |T| ~ hg|E| und Vdp;q stiickweise
konstant ist, folgt

1/2 1/2
hg A - ngli2am) = hif | EI'?|A - ng| ~ [TV A - np| < |12V (Gpalr — 4) - ng)
< T2 Vpialr — Allz = [|V6es1 — Allpeery < Vo1 — Allr2(ry -
Damit ist die Aussage vollstéindig bewiesen. U

Wir wollen uns nun den einzelnen Féllen widmen. Zunéchst betrachten wir die Moglichkeit,
dass sowohl P, als auch P_ zur Kontaktmenge gehoren. In diesem Fall erhalten wir unter
Zuhilfenahme von Lemma 3.2.7 direkt die finale Abschétzung.

Proposition 3.2.8. Sei 6yp41(P1) = 0¢+1(P-) = 0, d.h. die numerische Lisung berihrt das
Hindernis an den neuen inneren Punkten, dann gilt

ne(E) < CIV(Urs1 — Ud)llr2(0p) (3.2.17)

wobei C' > 0 nur von der Formregularitit von Ty abhdngt.
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Abbildung 3.1.: Notationen fiir den gesamten Abschnitt 3.2.2.

Beweis. Wir verwenden Lemma 3.2.7 mit A = Vdy|r, und erhalten

ne(E) < hil* IV, -nil 2 + b IVl - nsl 2
(3.2.16)
S IVer1 =)l 2y + IV (Sev1 — o)l 21

<V2|V(Urs1 — Uo)ll 20y
wobei wir hier die Dreiecksungleichung und die Ungleichung von Cauchy verwendet haben. [

Wir behandeln nun den Fall in dem mindestens einer der neuen Knoten nicht zur Kontakt-
menge gehort.

Proposition 3.2.9. Sei 611 (Py) > 0 oder dp41(P-) > 0, dann gilt
1
_inEyl/Q[anUg] < C (VU1 = Uo)ll 2 () + 0sce(E)) (3.2.18)

wobei C' > 0 nur von der Formregularitit abhdngt.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei dy11(P) > 0. Da sich P, in der inaktiven
Menge befindet, gilt nach (3.1.12)

(Uey1, wp,) = (fiop, ).

Sei ¢p, die nodale Basisfunktion beziiglich des Punktes P = mid(E). Mit Vy41 := pop+Upy1 €
Ky ergibt sich aus (3.1.7) direkt (Upt1, ¢pr) > (f, op). Wir wihlen nun o > 0 so, dass fiir

¢r = op — app, €S Tip1) N Hy(p)

das Integral iiber den Patch Qg verschwindet, d.h.

/ pr dr =0.
Qg
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Eine kurze Rechnung zeigt

(Ues1, oE) = (Ues1, or) — (Uey1, 04<PP+>>
= (Ueg1, op) — a(f,p,)
(fior) —alf,ep,)

= (f,»E).

Y

Damit erhalten wir
=0
——
_<<U€+1 ; QDE>> < _(fa QOE') + (fQEaSDE')
= —(pe, [ — fag)r2@m
(5. f = fap)r2p)]
< leellzz@mllf = fopllze@s)
< OSCK(E%

(3.2.19)

IN

wobei hier die Holder’sche Ungleichung verwendet wurde. Durch partielle Integration ergibt

sich
1 1
—/[anUg] ds = —[8nUg]/ lds = [8nUg]/ goEds:/ wr[0nUf) ds
2JE 2 E E E
oU oU
= / wE[0,Ud ds = / @Eﬂ ds —/ YE tlr ds
B B On B O
ou, v,
:/ ¢E78€|T+ ds—/ YE 8£|T_ dS
ort " o " (3.2.20)
:/ VU(|T+ -VSDE dac+/ AU(|T+ YE dzx
T+ Tt N —
=0
+/ VU@’]L -Vyg dr + AU@‘:/L wgp dx
T- T N~——
=0
= <<U57 ()OE>>
Hierbei haben wir von der Gleichheit anC = —nj Gebrauch gemacht. Die Kombination der

erzielten Resultate mit der erneuten Anwendung der Holder’schen Ungleichung liefert

~3 [ 10U ds = ~{Us, o) = WWesr = Vi, i)~ Wi )
E

(3.2.19),(3.2.20)
S V(U1 = Uo)llr2(0y) + 0sce(E).

Die Aquivalenz hg ~ |Qg|'/? vervollstindigt den Beweis, da VU stiickweise konstant ist. [
Proposition 3.2.10 behandelt den Fall, bei dem P = mid(E) zur inaktiven Menge gehort,
wéhrend wir uns in Proposition 3.2.11 mit der Fall beschéftigen, dass P ein aktiver Punkt

ist.
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Proposition 3.2.10. Sei dy11(P) > 0, dann gilt
Ug(E) <C (HV(UZ+1 — UZ)HLQ(QE) + OSCg(E)) , (3.2.21)
wobei die Konstante C' > 0 nur von der Formregularitit abhdngt.

Beweis. Analog zu vorher folgt aus dy41(P) > 0, dass

(Uer1, op) = (f,0pP).

Die gleichen Argumente wie in (3.2.20) liefern uns ferner

1

_77E —

5 = {Ue, op)| = [{Ues1 — Uz, opP) — (f,0p)|-

/ Lpp[anUg] ds
E

Den Fall §p41(Py) = 0 = 741 (P-) haben wir mit Proposition 3.2.8 bereits abgehandelt. Wir
beschréinken uns also 0.B.d.A. darauf, dass dy1(P4) > 0. Damit ergibt sich sofort

<<U5+1 ) (PP+>> = (f: 90P+)'

Partielle Integration und ¢p, € H}(T,) zeigen

Wrsor) = [ VUV, do=— [ AU, dot [ 0Uier, ds=0
T+ Ty orT,

und mit obiger Gleichheit als direkte Konsequenz

<<Uf+1 - UZ’ QDP+>> = (f7 QOP+)' (3222)
Analog zu Proposition 3.2.9 definieren wir ¢ := ¢p — app,, wobei wir a > 0 so wéhlen,
dass.
/ prpdr =0.
Qp

Ausnutzen der Gleichheit (3.2.22) zeigt uns

(Uer1 — Us, o8) — (f,¢8)| Ups1 — Ue, p) = (f,0p) — a{Ues1 — Up, o, ) + a(f, 0p, )|

=
= (U1 = Us, wp) — (f,0p)|

und damit durch zu Proposition 3.2.9 analoger Argumentation

ne(E) = 2|(Uis1 — Us, 0E) — (F,08)| S IVUerr — Ud) |l 12(0p) + 05ce(E).
Die Aussage ist damit bewiesen. U
Proposition 3.2.11. Sei 0 < [0, Uy]|g und 6p11(P) = 0, dann gilt
ne(E) < C V(U1 — Ul 22(2p)> (3.2.23)

wobei C' > 0 wieder nur von der Formregularitit abhdngt.
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Kapitel 3. Das affine Hindernisproblem

Beweis. Mit 611 > 0 und dy41(P) = 0, fiillt die Differenzenfunktion linear zu P = mid(FE) ab.
Analog zur Argumentation in Lemma 3.2.7 muss es somit K| € Typi1|7, und K_ € Typiq|7
geben, so dass

Viértilr, ne <0< Vi|k. -ne.

Damit ergibt sich

0 < [0,Ur) = Véy|i, -nEg — Vil x_ -nE
< V(0 = 6p41) |k, e — V(6 — deg1)|k_ - nE
< IV(6e = Geg1) |, M2 + 1V (0 = be1) [K_|l2,
wobei wir hier ausgenutzt haben, dass Vy keine Spriinge aufweist. Auflerdem haben wir wieder

verwendet, dass Vi, auf T stiickweise konstant ist. Daher ist der Sprung bereits durch die
Einschrénkung auf K korrekt angegeben, da Viy|r, = Vy|k,. Damit ergibt sich

ne(E) = |EI"212 10,00 S 1K V2V (80 = 6es1) i |2 + K- [V2(1V (80 = 6e41) 5|2
= [[V(0er1 = 00)l z2(x sy + IV (0011 = 60)l| 220y
<V2(V (U1 — Uo)ll2(02)-

Hierbei haben wir — wie zuvor — verwendet, dass Vi, stiickweise konstant ist und [Qg| ~
|Ky| ~ hp|E| gilt. ]

Bemerkung. Bevor wir zum Beweis der diskreten lokalen Effizienz kommen, sei noch Ei-
nes angemerkt. Man konnte auf die Idee kommen in den Beweisen der Propositionen 3.2.9
und 3.2.10 die aus der Effizienz des linearen Fualles bekannten Bubblefunktionen zu verwen-
den, anstatt iber g zu argumentieren. Dieser Ansatz fiithrt jedoch nicht besonders weit, da,
abgesehen von der Eigenschaft, dass ¢ am Rand von Qg gleich null ist, auch das Integral
verschwinden muss. Dies ist eine Figenschaft welche die Bubblefunktion nicht erfiillt.

Wir kénnen nun den angekiindigten Beweis zur diskreten lokalen Effizienz fithren.

Satz 3.2.12 (Diskrete lokale Effizienz). Fir alle Kanten E € My i,y € Mg N &, die von
Algorithmus 3.2.2 in Schritt (iv) ausgewdhlt wurden, gilt

m(E) < VC (VU1 — Ul 20y + 05ce(E)) (3.2.24)
wobei C' > 0 nur von der Formregularitit abhdngt.

Beweis. Fiir 0p11(Py) = 0 = dp41(P-) ist die Behauptung durch Proposition 3.2.8 gezeigt.
Wir beschéftigen uns also nunmehr mit den Fall 6,41 (Py) > 0 oder dp4q(P-) > 0. Gilt
d¢4+1(P) > 0, so erhalten wir das gesuchte Resultat durch Proposition 3.2.10. Es bleibt also
lediglich der Fall §;41(P) = 0 zu untersuchen. Ist nun [0,,U]|g > 0, dann folgt die Aussage
aus Proposition 3.2.11. Die letzte Moglichkeit ist folglich [0,Uy]|g < 0. In diesem Fall gilt

me(E) ~ —|Qp"2[0,U]| &
und damit durch Proposition 3.2.9
ne(E) ~ Qe 0.l S IV (Ustr = Uo)l 12(0g) + 05¢e(E).

Damit ist die Aussage vollstéindig bewiesen. U
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3.2. Ein erster konvergenter Algorithmus

Bemerkung. Im Beweis zur diskreten lokalen Effizienz, haben wir dfter ausgenutzt, dass die
Grofien Vi1 und [0,Uy] stickweise konstant sind. Dies macht sich an den Stellen bemerkbar,
an denen wir die L?>-Norm lokal als Produkt von Funktionswert und Fliche bzw. Kante ge-
schrieben haben. Dieses Produkt ist jedoch vom Vorzeichen des Integranden abhdngig. Kdonnten
wir zum Beispiel sicherstellen, dass der Sprung [0,Us] immer negativ ist, so wiirde sich der
Beweis stark vereinfachen, da nur noch die Propositionen 3.2.8 und 3.2.9 ndtig wdiren.

E's sei weiterhin bemerkt, dass die Tatsache, dass x global affin ist, stark in den Beweis ein-
geht. Wire dies nicht der Fall, so wiirden simtliche Vorzeichenargumente nichtig. Auflerdem
verwenden wir beispielsweise im Beweis von Proposition 3.2.11 die Tatsache, dass x keine
Kantenspriinge aufweist. Unsere Einschrinkungen an das Hindernis gehen also sowohl in die
Zuwverldssigkeit, als auch in die diskrete lokale Effizienz ein.

3.2.3. Fehlerreduktion - Ein Konvergenzsatz

Wir haben nun all unsere Zutaten, die Zuverldssigkeit und die diskrete lokale Effizienz, bei-
sammen und kénnen unter den genannten Vorraussetzungen die Konvergenz der Folge von
diskreten Losungen aus Algorithmus 3.2.2 gegen die exakte Losung u € K zeigen. Wie immer
notieren wir den Fehler im Energiefunktional mit e, = J(Uy) — J (u) > 0. Es gilt die folgende
Aussage:

Satz 3.2.13 (Fehlerreduktion). Unter den obigen Vorraussetzungen gibt es Konstanten 0 <
p <1 und C > 0, die nur von dem 0 aus der Dérflermarkierung und der Formregularitdt
abhdngen, so dass

err1 < peg+COsch (3.2.25)
gilt.

Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir uns schnell klarmachen, dass hieraus die Kon-
vergenz gegen die exakte Losung in Energienorm folgt. Aus der Annahme (3.2.6) iiber die
Reduktion der Oszillationen in jedem Schritt folgt

Oscgﬂ < k% Osc?,
mit x € (0,1). Die Oszillationen sind daher eine Nullfolge, so dass wir das Problem als
eer1 < peg+ap LEN

schreiben konnen, wobei limy_, o, ap = 0 gilt. Durch Induktion iiber ¢ erhalten wir

1 ¢

eor1 < pMea+ > pay < pMleg + [[(an)eenllos Y A,
i=0 k=0

wobel [|(ay)sen]|co die Supremumsnorm der beschréankten Folge (ay)sen beschreibt. Mit der
Beschrénktheit von Zﬁ:o p* als geometrische Reihe, folgt im besonderen die Beschranktheit
von ey und damit die Existenz von 0 < M := limsup,_,, e, > co. Wir erhalten daher

M =limsupeyr; < plimsupes + limsupay = p M

l—o0 f—00 f—00
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Kapitel 3. Das affine Hindernisproblem

und damit M = 0. Da p € (0,1) folgt nun mit

0 <liminfe; <limsupe; =0
f—o0 {—00

die Konvergenz des Fehlers im Energiefunktional gegen Null. Mit v = Uy € K in (3.2.14)
ergibt sich ferner

1
ey > 5\”“ — Ul?

und damit die Konvergenz der diskreten Losungen U, gegen die exakte Losung v € K. Zum
Abschluss dieses Abschnittes bleibt noch die Fehlerreduktion selbst zu beweisen.

Beweis von Theorem 3.2.13 (Fehlerreduktion). Analog zu (3.2.14) gilt

1
T (Vey1) = T (Uesr) + §|||V£+1 —Upall® + (oe41, Veyr — Usgr)

fiir alle V11 € Kyy1, wobei 0411 € Si(Tr41)" wie im koninuierlichen Fall den Langrange’schen
Multiplikator bezeichnet. Fiir Vy1 1 = Uy € Kyy ergibt sich damit aufgrund der Positivitét
des Multiplikators (3.1.7)

1
T (Ue) = T Ugy1) > 5”\[]2 — U >

Wir bezeichnen nun die in der Zuverldssigkeit und der diskreten lokalen Effizienz enthal-
tenen Konstanten mit C,, bzw. Cge.. Diese beiden Eigenschaften in Verbindung mit der
Dorflermarkierung ergeben.

2(e¢ — er11) = 2(T(Ur) = T(Ugs1)) > 10 — Upia||?
Z ne(E)?* — osc?

¢ BEMy, (i)

v
ol

dl
(3.2.26)

e

v
Q

1 — oscj
dle

0 1 9 9
> ey — - .
Cle (Cr & OSCg) oscy

Umstellen dieser Ungleichungskette liefert

0

Die zeigt die Aussage fiir p :=1—6/(2Cy.C;) < 1. O

Bemerkung. Die Kontraktion im letzten Beweis ergibt sich genau dann, wenn 20; o <1

Dass dies der Fall ist ldsst sich folgendermaflen einsehen: Mit der Zuverlissigkeit und der
diskreten lokalen Effizienz des Schitzers ergibt sich

n; — osc; <
Cae £ = Cue

Y m(E)? —osc; <||Us = Upa|” < Cr (nf + Oscf)
EEMZ,(W)

wobei wir hier die Dorflermarkierung verwendet haben. Da die Oszillationen mit wachsendem
¢ verschwinden, folgt somit

0
<1.
Cdlecr -
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3.3. Schétzerreduktion fiir das Hindernisproblem

Bemerkung. An dieser Stelle wird auch deutlich, warum die Zuverldssigkeit fiir den Fehler
im Energiefunktional ey, und nicht, wie sonst, fiir den Fehler in Energienorm ||u—Uy|| gezeigt
wurde. Hdtten wir letzteren Ansatz verfolgt, so wdre fiir den Beweis der Fehlerreduktion nach
(3.2.26) eine Abschditzung der Form

1Ue = Ueall® < flw = Uell? = llu = Uerall®

von Néten. Im linearen Fall folgt dies (sogar mit Gleichheit) aus der Galerkin-Orthogonalitit,
welche uns hier leider nicht mehr zur Verfiigung steht.

3.3. Schiatzerreduktion fiir das Hindernisproblem

In diesem Abschnitt wollen wir die bereits erzielten Resultate in zweierlei Hinsicht verbessern.
Zum Einen werden wir einen neuen Fehlerschiéitzer einfiihren, der es ermdglicht die Datenos-
zillationen implizit zu kontrollieren. Dadurch wird es obsolet zusétzlich ein Abklingen der
Oszillationen (3.2.6) zu fordern, was dazu fiihrt, dass in unserem Algorithmus nur noch eine
einzige Dorflermarkierung notig sein wird. Dies wirkt sich positiv auf Laufzeit und natiirlich
Implementierungsaufwand aus. Zum Anderen werden wir das Prinzip der Schétzerreduktion
(vgl. Satz 2.2.6) auf das Hindernisproblem ausweiten und dadurch die Notwendigkeit der
diskreten lokalen Effizienz umgehen. Als Resultat erhalten wir einen Konvergenzbeweis der
ohne die innerer-Punkt-Eigenschaft auskommt und so, im Gegensatz zu Satz 3.2.13, von der
Verfeinerunsstrategie weitestgehend unabhéngig ist.

3.3.1. Fehlerschatzer und adaptiver Algorithmus

Wie zuvor notieren wir die exakte Losung des kontinuierlichen Problems 3.1.4 mit v € K und
die diskrete Losung des endlich dimensionalen Teilproblems 3.1.5 mit U, € K,. In Anlehung
an unsere vorherige Notation werden wir den folgenden residualbasierten Fehlerschétzer

n = Z (W(E)2 —{—OSCg(E)z) + Z oscy(T)? (3.3.1)

Eec&, T€7Z,r

mit dem gleichen Symbol wie oben bezeichnen. Da wir fortan den Schétzer (3.2.2) nichtmehr
verwenden, sind Verwechselungen ausgeschlossen. Wir zuvor bezeichnet hierbei ny(E)? die
gewichtete L2-Norm des Sprungs der Normalenableitungen

ne(E)” = hp |[[0.Ud|[]2p fir E € &, (3.32)

fiir innere Kanten. Der Term oscy(E)? steht, wie oben, fiir die Datenoszillationen von f iiber

E

osc(E)? = |Qp| |If = faslZzqy,) fir E €&, (3.3.3)
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Kapitel 3. Das affine Hindernisproblem

wobei Qg = T UT_ wieder den Patch der Kante E = T NT_, und fq, die L?-Bestapproxi-
mation beschreibt. Schliellich bleiben noch die Elementbeitréige am Rand mit

osc(T)? := T f |72y fiir T € To. (3.3.4)

Bis auf die Tatsache, dass die Elementbeitrige mit |T'| statt mit diam(7")? gewichtet sind,
betrachen wir also essentiell den Schétzer des vorherigen Kapitels, dem wir die Oszillations-
terme einfach beigefiigt haben. Wir gewinnen dadurch die Freiheit nur noch den Term ng,
und keine zus#tzlichen Groflen, betrachten zu miissen. Aufgrund der groflen Ahnlichkeit der
beiden Schitzer leiten wir direkt die folgende Zuverléissigkeitsaussage ab:

Satz 3.3.1 (Zuverlissigkeit). Fiir stiickweise polynomiales f € L?(2) und Verfeinerung durch
newest vertex bisection ist der Fehlerschditzer ny zuverlissig. Es gibt also eine Konstante C' >
0, die nur von 2 und der Formregularitit abhdngt, so dass

1
5 llu=Udl* < 7 (Ur) = T (u) < Cnf. (3.3.5)
gilt.

Beweis. Offensichtlich gilt |T| ~ diam(7") = h2. Damit folgt die obere Abschitzung aus dem
bereits gezeigten Zuverléssigkeitsresultat (Satz 3.2.6). Fiir die untere Abschitzung verwenden
wir die Variationsungleichung (3.1.6) mit v = U, und erhalten

= Uell? = fu, w—Ug) + Ul - (U w
< (fou—U) + NP ~ (U, )

= (f,u) = (£,U0) + Ul = (Ue, )
(U007 = (£,00) = (5 ll® — (7))

+ (U0 = (0, wh + 5 )
= T(U) = T () + 5 b — Uil

Damit ist die Aussage vollstéindig bewiesen. U

Bevor wir uns der Analyse dieses Schétzers, und damit einer genaueren Untersuchung der
Osrzillationsterme widmen, halten wir noch die aktualisierte Version unseres adaptiven Algo-
rithmus’ fest.
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3.3. Schétzerreduktion fiir das Hindernisproblem

Algorithmus 3.3.2 (adaptiver Algorithmus, Version 2). Input: Anfangstriangulierung To,
mazximale Anzahl Elemente npmas, Adaptivititsparameter 6 € (0,1),¢ := 0.

(i) Berechne diskrete Losung Uy € K.

(ii) Berechne die Verfeinerungsindikatoren ny(E), 0sce(E), 0sc¢(T) und den Fehlerschitzer
Te-

(ii) STOP, wenn die Anzahl der Elemente griofier als ngmaq 1St

(iv) Finde eine Menge M, C & U Tpr minimaler Kardinalitit von markierten Elementen
und Kanten, so dass

Ong < Z (m(E)2 + o0sci(E)?) + Z oscy(T)?.
Ee&EinMy TeT,rNM,

(v) Erzeuge neues, requlires Gitter Tyy1, bei dem mindestens alle markierten Elemente und
Kanten verfeinert wurden durch beliebige Verfeinerungsstrategie, zum Beispiel durch
Newest Vertex Bisection.

(vi) €+ €+ 1 und beginne wieder bei (i).

Output: Endliche Folge diskreter Losungen Uy und zugehorige Fehlerschdtzer ny.

An dieser Stelle kann man deutlich erkennen, dass durch die geschickte Konstruktion des
Schitzers ny, alle zur Verfeinerung ausgewéhlten Kanten und Elemente in einem einzigen
Schritt markiert werden. Die Oszillationen miissen daher nichtmehr separat betrachtet wer-
den. Auflerdem ist die Verfeinerungsstrategie, wie angekiindigt, beliebig. Im né#chsten Ab-
schnitt werden wir zeigen, dass auch die Folge der diskreten Losungen (Up)pen, die durch
diesen Algorithmus erzeugt wird, immer gegen die exakte Losung u € K konvergiert.

3.3.2. Schatzerreduktion und Konvergenzanalyse

Analog zum linearen Fall und in Anlehnung an [CKNS, AFP], wollen wir die diskrete lokale
Zuverléssigkeit, welche uns die bisecs-Verfeinerung aufgezwungen hat, umgehen. Dies gelingt,
indem wir durch Schdtzerreduktion zeigen, dass der Schiéitzer selbst, bis auf die Differenz zwei-
er, aufeinander folgender Folgeglieder U, und Uy, 1, eine kontraktive Grofe ist. Zusammen mit
der Zuverldssigkeit wird dann, wie im linearen Fall, die Konvergenz folgen. Um die Konver-
genzbeweise zu fiihren, definieren wir zunéchst eine zu 7, dquivalente Grofle py, die eine kleine
Abwandlung darstellt, durch

pi = Z ne(E)? + Z oscy(E)? + Z oscy(T)?. (3.3.6)

Ec&, EESZ TG'TLF

Die Oszillationen an den Randkanten E € & = &£/ \ & definieren wir hierbei einfach {iber
die Randelementgrofien

oscy(E)? := 0scy(T)? fiir alle E € & =&\ & und T € Tyr mit E C IT. (3.3.7)
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Da jedes Element T € Ty hochstens drei Randkanten haben kann, erhalten wir direkt die
Aquivalenz der beiden Schétzer

My < i < 4ng. (3.3.8)

Im besonderen gilt daher die im letzten Abschnitt bewiesene Zuverlassigkeit auch fiir py. Wir
wollen fiir den Moment annehmen, dass der Schétzer p, anstelle von 7y, zur Steuerung der
adaptiven Verfeinerung in obigem Algorithmus 3.3.2, verwendet wird. Dies wirkt sich natiirlich
auf die Dorflermarkierung in Schritt (iv) aus. Zu einem gegebenen Adaptivitidtsparameter
6 € (0,1) suchen wir nun eine Menge M, C £; U 7, r von minimaler Kardinalitét, so dass

Opf < Z ne(E)? + Z oscy(E)? + Z oscy(T)2. (3.3.9)

EecEnNM, EE(‘/‘ZQM@ TE'TL[‘I“IMZ

Es konnen also auch Randkanten E € £, 1 zur Verfeinerung ausgewihlt werden. Im Folgenden
werden wir, der Einfachheit halber, Newest Vertex Bisection als Verfeinerung verwenden.
Samtliche Ausfiihrungen lassen sich aber auch auf andere Verfeinerungsstrategien iibertragen.
Wir werden spéter noch etwas genauer darauf eingehen. Zunéchst halten wir zwei elementare
FEigenschaften dieser Strategie fest:

e Markierte Kanten £ € M, werden in zwei neue Kanten E', E” € 1 von halber Linge
aufgespalten.

e Ist mindestens eine Kante F eines Elements T' € T, markiert, so wird T in bis zu vier
Sohne T" € Ty mit |T|/4 < |T'| < |T|/2 aufgeteilt.

Wir kommen nun zur angekiindigten Schétzerreduktion.

Satz 3.3.3 (Schétzerreduktion fiir das affine Hindernisproblem). Die Menge M, C & U
Ter erfille die Dirflermarkierung 3.3.9 fiir ein gegebenes 6 € (0,1). Werden die markierten
Elemente und Kanten ferner wie oben beschrieben verfeinert, so gilt

i1 < qpi + CllUea — Ui, (3.3.10)

fiir eine nur von 0 abhingige Konstante q € (0,1). Die Konstante C > 0 hingt aufferdem von
der Formregularitdt ab.

Da der Beweis dieses Satzes sehr lang und aufwendig ist, teilen wir ihn, der Ubersichtlichkeit
halber, in drei Lemmata auf, welche jeweils einen Teil des Schétzers u, analysieren.

Lemma 3.3.4. Durch die Verfeinerung der Elemente T' € Tyr N M, gilt

Z oscoy1(T)? < Z o0scy(T)? — % Z oscy(T)?. (3.3.11)

T €Toy1,r TeT,r TeTe,rNM,
Beweis. Analog zur Schétzerreduktion im linearen Fall, definieren wir die Menge

MT,g = {T’ € Toan | AT € Ty N My, T C T}
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3.3. Schétzerreduktion fiir das Hindernisproblem

aller durch Verfeinerung markierter Elemente entstandener Elemente T € Ty q. Mit der
Reduktion der Elementgrofie |T'| eines markierten Elements T' € My, ergibt sich somit

Yo osceni(TY? < D T+ D T2

T'€Tet1,0 T/e72+1,p\ﬂ7,g T/GMTJ

1
< > Tm+s > 1T

TeTe,r\ Mg TeTyrNMy

= Z oscy(T)? + % Z oscy(T)?,

TeTor\M, TeTyrNM,

wobei das erste Ungleichheitszeichen dadurch entsteht, dass die Elemente in M 7, nicht un-
bedingt Randelemente sein miissen. Fiir das zweite Ungleichheitszeichen haben wir zusétzlich
verwendet, dass sich jeder Vater T' € T; als disjunkte Vereinigung seiner Sthne 7" € Ty
schreiben lésst. O

Lemma 3.3.5. Durch die Verfeinerung markierter Kanten E € £, M, gilt

> b 10Ul Fomny < Y me(E* =5 > m(B)*. (3.3.12)

E'e&piq Ee& Ee&EinMy

N |

Beweis. Mit der Menge
ﬂg,g = {E, €& ‘ IEc&ENM, EC E}

aller Kanten, die durch Verfeinerung markierter Kanten entstehen, erhalten wir

S e 0O = S e U+ S i 10U B
E'c&pqq E’€5[+1\m57g E’Eﬂgyz
1
< > hEH[anUf]H%Q(E)+§ > e 10Uz )
Eegg\M[ EeggﬂM[
1
= Z UE(E)2+§ Z m(E)?,
Eec&)\ M, Ee&EnM,

analog zu den Argumenten in Lemma 3.3.4. Im zweiten Schritt haben wir zusétzlich verwen-
det, dass der Sprung [0, U] auf allen neuen Kanten E’ € £, \ & im Inneren eines Elements
T € 7T, verschwindet. Dies folgt aus der einfachen Tatsache, dass U, auf T' € T, stiickweise
affin, und damit die Normalenableitung auf allen Dreiecken im ¢-ten Schritt konstant ist. [J

Lemma 3.3.6. Durch die Verfeinerung markierter Kanten E € £; N M, gilt

1
Z oscor1(E')? < Z oscy(E)* — 1 Z oscy(E)%. (3.3.13)
E'egr, Eegy EeginM,

Beweis. Im Gegensatz zu den Elementbeitrigen, miissen wir bei den kantenbasierten Gréfien
beachten, dass durch Verfeinerung neue Kanten im Inneren der zerteilten Dreiecke entstehen.
Somit entstehen zusétzliche Kantenoszillationen die kontrolliert werden miissen. Daher ist
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Ag

c1 c2 c1 c2 c1 c2

Abbildung 3.2.: Verfeinerung des Elements A durch eine (links), zwei (mitte), oder drei
(rechts) Bisektionen und Notationen fiir den Beweis von Lemma 3.3.6.

der folgende Beweis ungleich linger als die vorangegangenen. Der Ubersichtlichkeit halber
fiihren wir einige Notationen ein. Fiir eine Kante E € £, und ein Element 7' € 7, mit
|7 N Q11,5 > 0 definieren wir

osco1(E|T)? = Qi plllf — fQHhEH%%QHLEmT)

als den Beitrag der Oszillationen iiber F auf dem Element T'. Fiir Randkanten F € &4 =
Efq \ Eeqr setzen wir Qi1 p = T’ und Joe s = 0, wobei T' € Teq1r das eindeutige
Element mit £ C 9T’ bezeichnet. Auflerdem stellen wir die folgenden Eigenschaften der
L?-Bestapproximation f, = 1/|w| [, f dx fest:

b If — waLQ(w) <|f- 04HL2(w) fir alle « € R,

. 1f = folli2@) < IIf = fallee@) fiir alle messbaren Mengen & D w.

Fiir ein Element A € 7; kénnen nun die folgenden vier Félle auftreten (siche Abbildung 3.2):

Wir wollen diese Fille im Folgenden einzeln betrachten und untersuchen als erstes ein Element
A € Ty N Ty41 welches nicht verfeinert wird. Seine drei Kanten bezeichnen wir mit a,b und c.
Das Vorgehen dieses Beweises ist es nun, die Oszillationen auf den Kanten der Elemente in
Ter1 auf die Oszillationen auf den Kanten der Elemente in 7 zuriickzufiihren. Da in diesem
Fall keine neuen Kanten hinzukommen, definieren wir

00(b|A)? = 0scpy (b|A)?,  0p(c|A)? = oscppi(c|A)?, und  op(d|A)? = osceyq(d|A)>.

Per Definition ergibt sich somit

> osca(EIA)? <Y oi(EJA), (3.3.14)
Ee&;, Ee&;
|AOQ[+1,E|>O ECOA
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3.3. Schétzerreduktion fiir das Hindernisproblem

wobei hier sogar Gleichheit gilt.

Als zweites beschéftigen wir uns mit dem Fall, dass ein Element A € 7, mit Kanten b, ¢, d €
& durch eine Bisektion in zwei Dreiecke aufgespalten wird (sieche Abb. 3.2 links). Die Kante
c € & wird hierbei in die beiden Kanten ¢y, ¢z € £, zerteilt, so dass eine zusétzliche Kante
a € &, entsteht. A wird auBlerdem in die beiden Dreiecke A; und Ay € Tpyq mit Fliche
|A1| = |As| = |A|/2 zerlegt. Die Nachbarn von A an den entsprechenden Kanten notieren
wir mit B,C, D € T,. Sollten wir es mit einer Randkante zu tun haben, so entspricht das
Nachbarelement einfach der leeren Menge. Es gilt nun

Z oscop1(E|A)?

Eeg},

|[ANQy41,£[>0
= 0scpp1(c1|A)? + 0scpp1(c2|A)? + 0scpp1 (b|A)? + o0scppr (d|A)? + oscprr (al A)?
(1100 N Cl+ AY2) 1 = e, Bagar + (@100 0 CL+ A1) 1 = farr 1220
+ (10416 N Bl + |A1/2) [1f = farnllTocan + (1Qer1a N DI+ [A/2) 11f = forallZzan)
HIANF = fallZ2gas
wobei der letze Term von der neuen Kante a € &7 \&; stammt. Wir wollen nun wieder
versuchen diese Oszillationsterme auf die Oszillationen iiber den Kanten im /-ten Schritt

zuriickzufiihren. Hierzu teilen wir die Oszillationen iiber der neuen Kante a einfach auf und
addieren sie an passenden Stellen dazu. Wir definieren also

0e(b|A4)? = (19116 N Bl +[A1/2) |f = fars pl72ay) + (A2 1f = FallZa(a),
0e(c|A)* = (19410, N Ol + |AI2) If = Foris o [ T20ay)
+ (11,6, N CL+[AI/2) If = foyne, ”%2(,42)=
oe(d|A)* = (1114 N DI+ [A1/2) |f = forarallF2an) + (A2 I1F = FallZz(a
und erhalten somit wieder (3.3.14) mit Gleichheit.

Als drittes betrachten wir ein Element A € 7, mit den Kanten b, c,d € £}, welches durch
zwei Bisektionen in die drei Dreiecke Ay, Ao, A3 € Tyi1 zerteilt wird (siehe Abb. 3.2 mitte).
Die Kanten ¢ und d werden hierbei in cq,c2,d1,d2 € &7, aufgespalten, so dass die neuen
Kanten a; und az € &7, entstehen. Ferner gilt [A;| = |A[/2 und |Az| = |A3] = |A|/4. Die

Nachbarelemente entlang der entsprechenden Kanten bezeichnen wir wieder mit B, C, D € Ty.
Es gilt

Z oscop1(E|A)?

Eegy,,

[ANQy41,£[>0
= 0scpp1(c1]|A)? + 0scpp1(c2)A)? + 0scpp1(di]|A)? + 0scpy1(da]|A)? + oscoy1(b|A)?
+ o0scpr1(ar|A)? + oscpp (az]A)?
= (12416, NCL+A/2) If = farsse, 1T20a0) T (164160 N CLH A/A) If = faps oy T2,
(9%, O D]+ AL 1 = s Baany + (9110, 0D+ AYA) I = fores o, 220
(9410 0B+ AY2) 1 = ol 20
+ GBI/ If = FawaslZoa0a,) T (A2 = FaruaslZaagua)-
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Kapitel 3. Das affine Hindernisproblem

Die letzten beiden Beitrége stammen hierbei wieder von den neuen Kanten a1, as € EZ_H. Wir
konnen sie abschitzen durch

BIAI/A)If = FaroaalZaga,uag + (1AV2) 1 = FasoasBecagonn < GIALA) I1F = FalZaga-

Mit denselben Ideen wie zuvor definieren wir

0e(blA)* = (|16 N Bl +AI/2) | = fauirul T2y + (AI2) 1 = fallZo(a
0u(clAY2 = (1901100 NC|+ [A2) 1 = Forpor. 2oy,
+ (19041, VOl |AI/A) If = Farys oy T20ag) + (AI/D IS = Fall7z(a):
0u(dA)? = (141,00 0 DI+ [AI/4) I = oo oy Bcan
+ (11,0, N DI+ [AI/4) 1f = Fousnay [72a0) + (A2 IF = FallZz(a),
und erhalten wieder die Giiltigkeit von (3.3.14).

Als viertes und letzes schauen wir uns den Fall an, bei dem A € 7; mit den Kanten b, ¢, d €
&) durch drei Bisektionen in die Dreiecke A1, Ay, A3, Ay € Ty41 zerlegt wird (sieche Abb. 3.2
rechts). Die Kanten b, ¢, d werden hierbei zu b1, b, c1, c2,d1, d2 € £/ | aufgespalten. Im Inneren
entstehen dadurch die neuen Kanten a1,az2,a3 € £, ;. Ferner hat jedes der neuen Dreiecke
ein viertel der Flache von A. Wie in den anderen Fillen notieren wir die Nachbarelemente

wieder mit B,C, D € Ty11, bzw. der leeren Menge, sollte es sich um eine Randkante handeln.
Wir erhalten nun

Z oscop1(E|A)?

Eeg},

|[ANQy41,£[>0
= 0scpy1(b1|A)? + 0scey 1 (ba| A)? + 0scpy1(c1]A)? 4 0scorr(ca] A)?
+ 0scpr1(di|A)? + oscpp (dz]|A)? + oscpr(a1|A)? + oscpp (az|A)? + oscpp1(as|A)?
< (191,00 N Bl + AI/4) |1f = fapa, H%Q(A4) + (19416 N B+ [A1/4) |f = foy, ||%2(A1)
+ (1416 VCI+ A4 I = farire T2 (ay) + (Qesres VCL+ LA/ I = Forp oy T2 ay)
+ (141,00 N DI+ |A/A) 1 = farir, 1T2(a) + (12100 0 DI+ 1AVA) 1 = fapn a, [72(a,)
+(31Al/2) If = fallfzga)

und definieren

0r(b|A)? = (11,6, N Bl +[Al/4) |f = fay,1, 172(a0)

+ (1116, N Bl + A4 [If = fapr o 32y + (A2 1 F = fallfaa
0e(clA)* = (1% 41.e, NCl+ |AI/A) I = s o I720a0)

+ (9041, NCLH|AI/A) 1] = Farys oy T20ay) + (A2 I1F = Fall7za)
0e(d|A)? = (|Q41.d, N DI+ A/A) 1 f = Fepera I 720a0)

+ (1410, N DI+ [AI/A) 1 = Fapr, 12045 + (A IF = Fall2aay.

Wir zuvor erhalten wir wieder (3.3.14).
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3.3. Schétzerreduktion fiir das Hindernisproblem

Im Folgenden gilt es zu zeigen, dass fiir die nicht-verfeinerten Kanten

E o(E|T)* < oscy(E)?  fiir alle E € & N &L, (3.3.15)
TeT,
TCQK’E

und fiir die verfeinerten Kanten

> BT <
TeT,
TCQK’E

oscy(E)? fiir alle E € £\, (3.3.16)

>~ w

gilt. Gelingt es uns diese Aussagen zu zeigen, so fithren wir den Beweis folgendermaflen zu
Ende: Aus (3.3.14) folgt

Y oscea(B =) ) osc(BIT < D> o(EIT)?

Ee&ry, TeT, EBe&y TeT, E€E;
‘TQQZ+I’E‘>O Ecor
2
=Y 3 B>
Eeg; TeT,
TCy,p

Die beiden Aussagen (3.3.15) und (3.3.16) liefern dann
3
2 2 2
E oscpy1(E)” < E oscy(E)* + 1 E oscy(E)

Eeg;} Eegines,, E€E\ELy

= Z oscy(E)? — Z oscy(E)?,

peg; BEENE

FN-

so dass wir durch die Tatsache £ N M,y C EF\EF,; den Beweis abschliefen konnen. Der
gesamte Rest dieses Beweises widmet sich nun der Validierung der Aussagen (3.3.15) und
(3.3.16). Hierzu miissen wir alle moglichen Konstellationen von Dreiecken und Verfeinerungen
betrachten. Es gilt also eine Menge Fille zu untersuchen. Wir beschiéftigen uns zunéchst mit
denjenigen, in denen die fragwiirdige Kante E € £; eine Randkante ist. Die moglichen Fille
sind in Abbildung 3.3 dargestellt. Wir werden sie im Folgenden alle einzeln abarbeiten, wobei
die Analysen fiir die Fille 4 und 6 analog sind.

Fall 1:
0r(E|A)? = |A[[|f[I72 () = osce(E)?.
Fall 2:
3
ou(BIA)? = [A1/2]| fll72(a) + (AI/2IF T2 (a5) = (A/2NF T2 () < Jo50(E)*.
Fall 3:

3
0u(E14)? = (|AI/2)If132a0) + (/D132 0) + (AVDILS = FallZagay < Soseu(E)
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Kapitel 3. Das affine Hindernisproblem

Fall 1:

3 /. /. ,
E E E

Abbildung 3.3.: Mogliche Félle bei denen E € £ eine Randkante ist.

Fall (4 = 6):

o(BIA)? = (|AI/DIF 1720,y + (ADIF 240 + (AN = FallZaca)

< (A gy + (A2 sy < Sosca(B).

Fall 5:

0o(BA)? = (| A/2IIFIIZ2 ag) + (AN = falZaa)
< (1AI/2)1f 172 ay + (A2 f 11724y = 05ce(E)?.
Es verbleibt die Aussage fiir innere Kanten E € & zu zeigen. Die moglichen Fille sind hierzu

in Abbildung 3.4 zusammengefasst. Auch hier fiihren wieder einige Fille auf die analoge
Analysen.

Fall 7:
0r(E|A)? = oscip1 (E|A)? = [AU B f = fauslZz(a):
ou(BIB)? = oscesa (BIB)2 = |AUBIIf = favslEap).
und damit
oI 4)? + 0(BIB)? = |AUBIIf — favs | s = osce(E).
Fall 8:

ou(E|A)* = (|A1/2 +1BI/2)IIf = Farumillz2(a,) + (IBI/2 +1A1/2) |f = fasusa |24y,
o(E|B)? = (|Al/2+ |BI/2) |f = faws T2, + (AI/2 +1BI/2) If = fasus, 725,
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3.3. Schétzerreduktion fiir das Hindernisproblem

Fall 17:

Abbildung 3.4.: Mogliche Fille bei denen E € & eine innere Kante ist.
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Kapitel 3. Das affine Hindernisproblem

Somit folgt

0(E|A)? + o(B|B)* < (|Al/2+ |BI/2) If = fausli2(a,um,)
+(JA1/2+1B1/2) |If — fauBlli2amum,)

3
= (|Al/2+[BI/2) If = fausliz(aum) < Josc(E)*.

Fall 9:
o(E|A)? = (|Al/2+|BI/2) IIf = fawus I T2ca,) + (IBI/2 + A/ [If = fagupallfe(a,):
+ (Al = fallZ2a
o(E|B)? = (|Al/2 + |BI/2) | f = fawus 725, + (Al/A+|BI/2) | f = fasum.l72(p,)-
Es ergibt sich daher
o/(E|A)? + oy(E|B)?

(IBl/2+|A[/2) |If = fAlUBl“%Q(AluBl)

+ (IBI/2+ A/ |f = fasoBa T2 (as0my) + (A/DIF = fallZaa)
3

< ZOSCg(E)2.

Fall (10 = 16):

ou(E|A)* = (IB|/2 + |Al/DIf = Farumi2a,)
+ (IBI/2+Al/4) |f = facuBallFa(ay) + (AI/2IF = fallfzca),
0o(E|B)? = (|A|/4+ BI/2) | f = fasumllT2 (s, + (AI/4+ BI/2) |f = fasus,llie(s,),

und damit
ot(E|A)? + o,(E|B)? < (IB|/2 + |Al/4) |f = fauBlli2(a,0m,)
+(IBI/2+ [Al/4) | f = fauslliz(a,0m,) + (AI/2Nf = fauslliza
< (1BI/2+ 1A 1 — Favs2aanm) + (A2IS — Faos s

< Zosc(E)?

e~ w

Fall 11:
ou(E|A)? = (IBI/2+1Al/2) If = faumlfz(a,)
+ (IBI/4+ A/ 1f = fagusslT2cag) + (A = FallZagas
ouBIBY? = (1BI/2+ |A/2) I ~ Favom e
+ (IBI/4 +1A/4) | = fasusallTasy) + IBI/DIf = fBlZ25).
Folglich gilt
ot(E|A)? + o(E|B)* < (IB/2 + |Al/2) |l = fausllZz(ayum,)
+(IBI/4+ Al/4) | f = fauslliz(a,um,) + (AI/DIf = faoslZz(aus)

3
+ (|B|/4)Hf - fAUBH%Q(AUB) < ZOSC@(E)Z.
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3.3. Schétzerreduktion fiir das Hindernisproblem

Fall 12:
or(E|A)? = (IBI/A+Al/2) If = fayum|T2a
+(1BI/2 + [Al/4) | f = Fasuss|Z2ag) + (AN = FalZzas
oe(E|B)* = (|Al/2+ |B|/4) |If = fausi 1 2(s,)
+(IBI/2+ [Al/4) | f = fasusslZ2(sy) + IBI/DIS = Fall72m),
und somit
oe(E|A)? + 0g(E|B)* < (IB|/4 + |Al/2) || f = fauslliz(ayum:)
+(IBI/2+1A1/4) If = fauslZ2agums) + A/ = Favsllizaus
3
+(IBI/9If = fauslZzavs) < ZOSCZ(E)Z-
Fall (13 = 17 = 19):
oe(E|A)? = (JAl/2+ |BI/4) |If = fasum|T2a)
+ (|Al/A+ BI/4) | f = FasuslZ2ag) + (AN = FalZ2cas
oe(E|B)? = (|Al/2+ |B|/4) |If = fawusi72(s,)
+(|Al/A+B|/A) | f = fasus |22, + (IBI/2)ISf = fBll72m)-
Wie zuvor erhalten wir
oe(E|A)? + oi(E|B)? < (|Al/2 + |B|/4) |f = fauslliz(a,um)
+(|Al/A+|BI/4) | f = fausllZ2(ay0y
+ (AYDIS = Favsldecaom + (BN = Faosl2aiaon

Fall (14 = 18 = 21):
oe(E|A)? = (JA|/4 + |BI/4) |If = fasusi |72 ay)
+ (|Al/4+ [Bl/4) |f = fasuBalliz(ay) + (AN = FallZz(as
o EIBY = (|A1/4 + |BI/4) 1] — fasum o)
+ (|Al/4 + [Bl/4) |f = fasusallizs,) + IBI2IS = fBlZ2m):
und daher
ou(EIAY + oi(EIB)* < (|AI/A+ |BI/) If ~ Faos3aganm,)
+ (| Al/A+ B/ f = fauslliza,upy + A/ = fauslZz(aus)
3
+ (|B|/2)Hf - fAUBH%Q(AUB) < ZOSC@(E)Q.
Fall 15:
or(E|A)? = oscip1 (B|A)? = (|A| + [BI/2) |f = faus T2,
oe(E|B)? = (|A| + |B|/2) | = faun 72,y + (IBI/2If = Bl72(5):
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Wir erhalten daher

oe(E|A)? + 0i(E|B)? < (|Al + [BI/2) | f = fauBlZ2(aus,)
+(IBI/2)If = fauslz(aup) < osc(E)?.

Fall 20:

o(BIA)® = (IBI/2 + |AI/2)Ilf = fEivaslTaca,) + (A2 = fallZegay,
o(B|B)? = (IBI/2 + [A/2If = Fasumi | T2(p,y + (IBI/2)If = fBl72(m),

was schliefflich zu
0¢(E|A)? + 04(E|B)?* < 0scy(E)?
fithrt. Damit ist die Aussage vollstindig bewiesen. O

Wir konnen nun den Beweis der Schatzerreduktion fiithren.

Beweis von Satz 3.3.3. Analog zum linearen Fall (vgl. Satz 2.2.6), erhalten wir durch Anwen-
dung der Dreiecksungleichung im Folgenraum ¢2

1/2
W+1=< > oscea (T + Y osc (BN + Y hp H[anUf—l—l]H%Q(E/))

T'€Toy1,r Eregy, E'€&pyq
1/2
(X wen@P+ Y osen®P+ Y hol0UdlEa)
T'€Tos1r BEeg),, E'e€pq
1/2
S b N0n (U1~ Ul
E'e&piq

und durch die Anwendung der Young’schen Ungleichung (B.1.3) fiir ein beliebiges 6 > 0

i1 < (+5)< > osca (T + ) osca (B + ) he ||[anU€]||%2(E’))

T/€n+1 r E’ ng+1 E’€5g+1
A+ D e l0a(Ues — Uo)lll72 sy
E'e&piq

(3.3.17)

Analog zum unrestringierten Fall folgt auflerdem

hg |[[0n(Upy1 — Uf)]||%2 E’ SIIV(Upgr — Uz)”%? Q) = IUes1 — U£|||2-
(E") )
E'c&iy

Wir wenden nun die soeben miihsam gezeigten Aussagen 3.3.11, 3.3.12 und 3.3.13 an, und
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3.3. Schétzerreduktion fiir das Hindernisproblem

erhalten
Z osc1(T')” + Z oscor1(E)? + Z hp ||[anUf]||%2(E’)
Tle,]zJFl’F E/Egg+1 E/€£g+1
< 3 oselTP+ Y oslB?+ 3 b 10,0822
TeT,r Ee&f E'€&
1 1 1
—3 Z OSCg(T)2 1 Z OSCZ(E)2 ) Z hg H[anUé]”%%E)
TeT,rNMg EEEZI”‘IM{ E'e&EinMy
1
2 2 2 2
< pp — Z( Z oscy(T)” + Z oscy(E)” + Z hEH[anUé]Hm(E))-
TeT,rNM, EegynMg EegnM,

SchlieBlich ergibt sich mit der Dorflermarkierung (3.3.9)

Z oscop1 (T')? + Z oscor1 (E')? + Z hg ||[8nUg]||%z(E/)

T'€Tot1,0 E'egr E'€€pin
2
<A —0/4)u;.

Wir wihlen nun § > 0 so, dass ¢ := (14 §)(1 — 6/4) < 1. Einsetzen der bisherigen Resultate
in (3.3.17) schliefit den Beweis ab. O

Korollar 3.3.7. Erfillt die Menge der markierten Kanten und Randelemente eine Ddrfler-
markierung der Form

Z oscy(E)? + Z oscy(T)? > 6 Z oscy(E)* + Z osce(T)? |,
Ee&EinMy Ten,rlﬁle Ee&y TG'TLF

so gibt es ein k € (0,1) mit
Oscpr1 < kOscy.

Beweis. Obige Dorflermarkierung impliziert mit

Z Z oscy(E)* + Z osco(T)* | <6 ZOSCg(E)Z—i- Z oscy(T)?

Eeé; TeTy Eeg, TETe,r
< Z oscy(E)* + Z oscy(T)?
Ee&ENM, TeT,r

auch eine Dorflermarkierung fiir den Oszillationsteil von . Unter Verwendung der Lemma-
ta 3.3.4 und 3.3.6 folgt die Aussage mit zum Beweis der Schétzerreduktion analoger Argu-
mentation. U

Bevor wir uns nun mit der tatséchlichen Konvergenz der Folge der diskreten Losungen
(Up)een gegen die exakte Losung u € K beschéftigen, wollen wir uns kurz klarmachen, dass
die bewiesenen Aussagen auch fiir andere Verfeinerungsstrategien ihre Giiltigkeit behalten.
Das Prinzip der Schétzerreduktion kann somit von der Verfeinerungsstrategie weitestgehend
unabhéngig eingesetzt werden.
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Kapitel 3. Das affine Hindernisproblem

cq c2

Abbildung 3.5.: Rot-Verfeinerung eines Elementes A € Tp.

Werden die markierten Elemente mit bisecs bzw. mit Rot-Verfeinerung (siehe Abschnitt
2.2.3) verfeinert, so gelten Lemma 3.3.4 und 3.3.5 offenbar weiterhin. Gleiches gilt auch
fiir Lemma 3.3.6. Dies kann folgendermaflen eingesehen werden: Fiir den Fall der bisecs-
Verfeinerung konstruieren wir eine theoretische Zwischentriangulierung 7~2+1, bei der die fiir
bisecs-Verfeinerung markierten Elemente mit drei Bisektionen verfeinert wurden. Fiir diesen
Zwischenschritt kénnen wir nun Lemma 3.3.6 verwenden und erhalten

]

O’TS/C?_H < Z oscy(E)? — Z oscy(E)?,

Eeg; Ee&rnM,

wobei O/VSC? 1 die Kantenoszillationen auf ’7~2+1 bezeichnet. Um die bisecs-verfeinerte Triangu-
lierung Ty11 zu erhalten, miissen nun einige Elemente T’ € 7~Z+1 durch weitere Bisektionen
verfeinert werden. Auf diese Verfeinerung ist jedoch wieder Lemma 3.3.6 anwendbar. Da aus
diesem Lemma insbesondere das monotone Abklingen der Kantenoszillationen folgt, erhalten
wir mit

— 1
oscgﬂ < OSC?H < g oscz(E)2 1 E OSCg(E)2
EEEZ EGEZOM@

die gesuchte Aussage. Fiir den Fall der Rot-Verfeinerung kénnen wir die Aussage von Lem-
ma 3.3.6, wie im Beweis des selbigen, durch einfache Berechnungen verifizieren. Ist ein Element
A € Ty mit den Kanten b, c,d € &£ fiir Rot-Verfeinerung markiert, so wird es, wie in Abbil-
dung 3.5 dargestellt, zerteilt. Die Kanten werden hierbei in by,bs, c1,c2,d1,d2 € & | aufge-
spalten, so dass die neuen Kanten ay, ag, a3 € £, entstehen. Fiir die Sohne Ay, Ag, A3, Ay €
Te+1 von A gilt analog zum NVB-Fall [A;| = |A|/4, fir j € (1,...,4). Bezeichnen wir die
Nachbarelemente entlang der entsprechenden Kanten wieder mit B,C,D € 7Ty, so erhalten
wir
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3.3. Schétzerreduktion fiir das Hindernisproblem

Abbildung 3.6.: Zusétzlich auftretende Félle bei Rot-Verfeinerung.

Z oscop1(E|A)?

Eeg;+1

|[ANQey1,E[>0

= 05¢p41(b1|A)? + 0541 (b2 A)? 4 0scp1(c1|A)? + oscpp (o] A)?
+ 0scp1(d1|A)? 4 oscpr(dz]|A)? + oscpr(a1|A)? + oscppi(az|A)? + oscor(as|A)?

< (190410 N Bl + A/ If = frpia, 12240 + (Qesrse 0 BI+ AV If = fopia, 2204
+ (141,60 NCLH A D I = S 72040 + (1,00 NCLH A S = Frn e, [7240)
+ (41,0 N D[+ A/ f = fara, H%?(A4) + (41,0, N DI+ |A[/) f = fougsa, H%?(AS)
+ BUAY) IS — Fallsa)

fiir die Kantenoszillationen im (¢ + 1)-ten Schritt. Den von den neuen Kanten stammenden
Beitrag (3(|A[/2))|1f — f AH%Q( ) konnen wir nun, analog zum bisecz-Fall auf die Oszillationen
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der urspriinglichen Kanten verteilen, und definieren

0u(bLA)? = (9410 VBl + 1A1/4) 1 = Fopsrn, gy

(i1 0 B+ AV IF — fopoyn Baa + (A2 — FalZacn)
o€l 42 = (Qs1e0 VCL+ LA 1 = Fopr 22

 (esres 0O+ AV I — Forn o Bagay + (AVDIF — FallZaa,
o dlAY? = (11,0, O DI+ |A/A) 1f = fopera I25(a,

+ (111,00 N DI+ A/ If = fopin a2 ag) + (AN = fallZaay-

Da dieser Fall genau die gleichen Groflen wie bei der bisecs-Verfeinerung behandelt, gilt
natiirlich auch (3.3.14). Es bleibt zu zeigen, dass die Ungleichungen (3.3.15) und (3.3.16) fiir
die in Abbildung 3.6 dargestellten, neuen Félle auch erfiillt sind. Da die Grofien og(b|A)?,
0¢(c|A)? und oy(d|A)? jedoch genau wie bei der bisecs-Verfeinerung definiert sind, sind die
Analysen analog zu den bereits behandelten Fillen 4, 10, 13, 18 und 14.

Wir wollen nun endlich zur angekiindigten Konvergenzaussage kommen, deren Beweis noch
ein kleines Lemma erfordert.

Lemma 3.3.8 (a-priori Konvergenz konformer Diskretisierungen). Die Folge der diskreten
Lésungen (Up)gen konvergiert in HY (). Im besonderen gilt glim | Ues1 — Ul = 0.
—00

Beweis. Wir definieren die Menge Ko, als den Abschluss von |J;2, Ky in H}(S2). Da die
Raume Ky nach der Bemerkung am Anfang dieses Kapitels konform sind, d.h. K, C Ky,
ist die Menge K, als Vereinigung geschachtelter konvexer Mengen selbst wieder konvex.
Per Definition ist sie aulerdem abgeschlossen. Analog zur Argumentation am Beginn dieses
Kapitels gibt es somit ein eindeutiges Element Uy, € Ko, welches die Variationsungleichung

(Uso, Voo = Uso) > (f, Voo — Us)  fiir alle Vo € Ko

erfiillt, und somit das Energiefunktional

<<U,’U>>—(f,?))

DN | =

J(v) =

iiber Ko minimiert. Da | J,2, Ky in K dicht ist, gibt es fiir jedes ¢ > 0 einen Index £y und
eine Funktion Uy, € Ky, mit [Uss — Ul g1 (o) < €- Daher folgt auch fiir den Fehler in Energie-
und die L2-Norm ||Us — U, || < €, bzw ||Uso — Uy, || < €. Sei nun £ > £y. Da die Riume K,
geschachtelt sind folgt Uy, € K. Aus der verallgemeinerten Céa-Ungleichung (B.1.4) ergibt
sich nun fiir alle V, € K,

U = Uell? < 100 = Vall? = 2¢Uso , Uso = Vi) + 2(f, Uoo = Vo).
Fir Uy, € Ky erhalten wir also im besonderen
10 = Uell? < 1Us0 = Ut I = 2(Uso , Uso = Uto) + 2(f, Uso = Uty)
<e? = 2(VUss, V(Uso — Ugy)) + 2(f, Uss — Ug,)
<& + 2| U llUc0 = Uy Il + 2[[ f11Us0 — Ut
<& +2||Usslle + 21l fle,
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3.3. Schétzerreduktion fiir das Hindernisproblem

wobei wir hier die Ungleichung von Hélder verwendet haben. Die Folge (Uy)scn ist daher eine

Cauchyfolge, so dass die gesuchte Aussage glim lUes1 — Ue|| = 0 folgt. Die Konvergenz in
— 00
HZ(Q) folgt schliefllich aus der Abgeschlossenheit dieses Raumes. O

Satz 3.3.9 (Konvergenz). Sei py der in (3.3.6) vorgestellte Fehlerschdtzer. Dennoch werde in
Algorithmus 3.3.2 der Residualschdtzer ny zur Steuerung der adaptiven Verfeinerung verwen-
det. Fiir stiickweise polynomiales f € L?(Q) und Verfeinerung durch newest vertex bisection
konvergiert die Folge der in Algorithmus 3.5.2 berechneten diskreten Lésungen (Up)sen gegen
die exakte Liosung u € K des kontinuierlichen Problems 3.1.4.

Beweis. Durch die Aquivalenz (3.3.8) der Fehlerschétzer 1, und zy und der Dorflermarkierung
fiir gy aus Algorithmus 3.3.2, erhalten wir

= >

pi<0m < > (B +osc(BE)?)+ Y ose(T)?.
EcEnNM, TeT,rNMg

Die Menge M, der markierten Kanten erfiillt somit auch eine Dorflermarkierung (3.3.9) fiir
e beziiglich des abgeéinderten Parameters 6 := 6/4 € (0,1). Konsequenterweise gilt nach
Satz 3.3.3

pigr < qpi + CllUe = Ul®

fiir ein ¢ € (0,1) und eine nur von 6 und der Formregularitéit abhingende Konstante C' > 0.
Mit der eben gezeigten a-priori Konvergenz konformer Diskretisierungen, ist dies ein Ausdruck
der Form

2 2, 2
M1 < q pg + ag,

wobei (af) cenN gegen Null konvergiert. Induktiv erhalten wir daher

l V4
W <B4+ d Tl < g o+ 1(0d) e S
=0 k=0

wobei ||(a?)||o die Supremumsnorm der Nullfolge (a?)sen bezeichnet. Da die hintere Sum-
me als geoetrische Reihe gegen 1/(1 — ¢q) konvergiert, ist die Folge der Fehlerschiitzer ,u%
beschrénkt, so dass 0 < M := limsup,_,., p17 < oo existiert. Diese Uberlegung liefert

M = limsup,ulgﬂ <gq limsup,ug —|—limsupoz% =qM,

L—00 {—00 L—00

und somit M = 0. Daraus schlieflen wir

0 < liminf M% < lim sup ,u? =0.

£—o0 {—00

Die Folge der Fehlerschétzer ,u? konvergiert also auch gegen Null. Da n% < ,u%, folgt diese
Tatsache auch fiir den verwendeten Residualschétzer ny. Die Zuverldssigkeit (3.3.5) von ny
schlieit den Beweis ab. O
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Kapitel 3. Das affine Hindernisproblem

Um die Vorziige dieser Aussage gegeniiber dem ersten Ansatz vollends einzusehen, wollen
wir noch einmal die fiir den Konvergenzbeweis verwendeten Argumente zusammentragen. Im
Zuge dieses Beweises haben wir lediglich die Konformitéit der Diskretisierung, und damit die
Zuverléssigkeit des Schétzers und die a-priori Konvergenz, sowie einige elementare Eigen-
schaften verschiedener Verfeinerungsstrategien und die Dorflermarkierung selbst verwendet.
Wir kommen daher ohne die diskrete lokale Zuverldssigkeit und zusétzliche Annahmen an das
Abklingen der Oszillationsterme aus. Nicht nur ist dieses Vorgehen daher auf durch die Verfei-
nerungsstrategie weit weniger eingeschrénkt, man spart sich auch zusétzlichen Programmier-
aufwand und den lénglichen und komplizierten Beweis der diskreten lokalen Zuverléssigkeit
aus dem vorangegangenen Abschnitt. Da die Argumente, abgesehen von der Zuverléssigkeit,
alle allgemeiner Natur sind, ist daher auch eine Verallgemeinerung auf andere Fehlerschétzer
oder Probleme denkbar.

Wir wollen uns an dieser Stelle daran erinnern, dass wir, im Gegensatz zu Abschnitt 3.2
und [BCH1], die Elementoszillationen mit |T'| anstatt h2 = diam(7)? gewichtet haben. Dies
hat den Vorteil, dass wir, analog zum linearen Fall, ein Abklingen der Form |T’| < |T| fiir
einen Sohn 7" € Ty4; eines markierten Elements T € T, N M, garantieren kénnen. Die
Gewichtung aus [BCH1] garantiert dieses monotone Abklingen nicht. Nichtsdestotrotz fiihrt
auch die Verwendung dieses Fehlerschéitzers auf einen konvergenten Algorithmus.

Korollar 3.3.10. Wir nehmen an, dass der Schdtzer

2= (ne(E)? +osci(E)?) + > ose(T)?, (3.3.18)
Ee& TG'TLF
mit
osco(T)? = 13 || f| 72y fiir T € Top. (3.3.19)

anstelle von ny in Algorithmus 3.3.2 verwendet wird. Dann konvergiert die Folge der diskreten
Lésungen (Up)gen unter obigen Voraussetzungen trotzdem gegen die exakte Lésung u € K,
d.h. lim ||u — Ug|| = 0. Auferdem gilt lim 17, = 0.

{—o0 L—o0

Beweis. Mit |T| ~ h2 gilt offensichtlich die Aquivalenz

0scy(T) < oscy(T) < Coscy(T) fiir alle T € Tyr, (3.3.20)

wobei die Konstante C' > 0 nur von der Formregularitdt abhéngt. Aus der Dorflermarkierung
fiir den Schétzer 7, folgt nun

One<0m < > (m(BE)*+osc(B)’)+ D Gscy(T)

Ec&EnM, TeT,rNM,
<C ( Z (ne(E)? + oscy(E)?) + Z OSCg(T)2>.
Ee&EinMy TeTyrNMg

Die Menge M, erfiillt also auch eine Dérflermarkierung fiir 1, mit abgewandeltem Adapti-
vitdtsparameter § = 0/C € (0, 1). Nach dem Konvergenzsatz 3.3.9 folgt somit die Konvergenz
von (Up)een gegen die exakte Losung u € K. Mit der Aquivalenz der (3.3.20) der beiden
Schétzer ny und 7, folgt nun auch glggo n¢ = 0. O
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3.3. Schétzerreduktion fiir das Hindernisproblem

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch zeigen, dass man die Schétzerreduktion,
unter einigen zusétzlichen Vorraussetzungen, auch direkt fiir den Residualschétzer n, zeigen
kann.

Proposition 3.3.11. Die Anfangstriangulierung To sei so beschaffen, dass ein Elemente T €
To hichstens eine Kante am Rand hat. Wird ferner eine Verfeinerungsstrategie verwendet, bei
der alle markierten Randelemente durch mindestens drei Bisektionen, oder Rot-Verfeinerung
zerteilt werden, dann gilt

i < anf + CllUe — Uell*.

Beweis. Fiir ein gegebenes 6 € (0,1) und eine Menge M, C & U Ty markierter Elemente
lautet die Dorflermarkierung

Onp < Z (774(E)2 + OSCg(E)Z) + Z oscy(T)2. (3.3.21)
Ee&EinM, TeT,rNM,

Sei nun 7, :={T' € Tor | [TNT| =0} die Menge der Elemente der Randschicht, welche den
Rand mit keiner Kante berithren. Wegen der angenommenen Regularitét der Triangulierun-
gen, ist die Anforderung an 7Ty auch auf allen feineren Triangulierungen 7, giiltig. Wir kénnen
daher jeder Randkante £ € & = £/ \& ein eindeutiges Element T € T, r\7, zuordnen
und den Schétzer 7y somit als 7

Ny = Z ne(E)* + Z oscy(E)* + Z oscy(T)?

Ee&, Eegy TeT/ v

umschreiben. Wir interpretieren nun die Menge M, als M} C £ U T, und erhalten mit der

Dorflermarkierung

On7 < Z ne(E)? + Z oscy(E)? + Z oscy(T)?.

Ee&nM; EeginM; TET/NM;

Ist nun ein Element 7" € T, r N M, mit |T'NI| > 0 zur Verfeinerung ausgewéhlt, so wird durch
die zusétzlichen Anforderungen an die Randverfeinerung sichergestellt, dass auch die entspre-
chende Randkante £ = T NI € £;\& verfeinert wird (dies wére nicht der Fall wenn zum
Beispiel nur die Referenzkante markierter Elemente verfeinert werden wiirde). Damit konnen
wir die Lemmata 3.3.5 und 3.3.6 direkt iibernehmen. Ersetzen wir in Lemma 3.3.4 die Menge
Ter durch 7,5, so bleiben auch hier sémtliche Ausfithrungen und damit die Gesamtaussage
giiltig. Unter Verwendung der Dorflermarkierung erhalten wir nun analog zum Beweis von
3.3.3

Mep1 < i + CllUesr — Ul? (3.3.22)

fiir ein ¢ € (0, 1) und eine Konstante C' > 0, die aufler von € nur noch von der Formregularitit
abhéngt. O

Bemerkung . Die zusdtzliche Anforderung an die Verfeinerung der Randelemente in der
letzten Proposition kann zum Beispiel dadurch erreicht werden, dass von markierten Elemen-
ten T € Tpr N My einfach alle Kanten E € Ep zur Verfeinerung markiert werden. Diese
Moglichkeit, die immer gegeben ist, wurde bereits in Abschnitt 2.2.3 kurz angesprochen.
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Kapitel 3. Das affine Hindernisproblem

3.3.3. Eine Erweiterung

In diesem kurzen Abschnitt wollen wir das Konvergenzresultat aus dem letzten Teil um eine
Erweiterung ergénzen. Im Sinne von [CKNS] zeigen wir, dass die gemischte Grofie

Ap:=T(Ue) = T () + v pj (3.3.23)

fiir gewisse v € (0,1) eine Kontraktion ist. Mit der bereits oft verwendeten Aquivalenz der
beiden Schétzer pp und ny und der Zuverléssigkeit

lw = Uell < ne

folgt auch hieraus die Konvergenz der Folge (Up)pen gegen die exakte Losung u € K. Ein sol-
ches Resultat ist jedoch in zweierlei Hinsicht besser als der vorherige Konvergenzsatz. Erstens
hat man durch die Kontraktion auch eine Aussage iiber die Konvergenzgeschwindigkeit der
Methode in der Hand, da der Fehler ja mindestens genauso schnell fallen muss wie Ay. Zwei-
tens ist eine Abschétzung der Form (3.3.23) im linearen Fall ein essentieller Bestandteil des
Beweises der Optimalitéit. Eine solche Abschétzung ist daher auch im Hindernisfall ein guter
Startpunkt um sich Gedanken iiber Optimalitdt zu machen. Mit den gleichen Notationen wie
im letzten Teil gilt nun die folgende Aussage:

Satz 3.3.12. Der adaptive Algorithmus 3.3.2 werde mit dem Schdtzer n, gesteuert. Dann
erfillt die kombinierte Fehlergrifie Ay eine Kontraktionseigenschaft der Form

Apir <kAy  fiir alle £ € N, (3.3.24)

wobei die Konstanten v,k € (0,1) nur von 6 und der Formregularitit abhingen. Unter den
fiir die Zuverlissigkeit notwendigen Vorraussetzungen gilt im besonderen Elim J(Up) = T (u)
—00
und lim |lu — U] = 0= lim n,.
L—o0 {—00

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 3.3.9 erhalten wir mit der Aquivalenz der involvierten
Schétzer und der Dorflermarkierung fiir 7,

0 2 2 2 2
2 wy < 0n; < E (m(E) + oscy(E) ) + E oscy(T)".
Ee&EinM, TeT,rNM,

Die Menge der markierten Elemente M, erfiillt also auch eine Dérflermarkierung fiir j, fiir den
modifizierten Parameter § = 6/4 € (0,1). Aus der Schéitzerreduktion des vorigen Abschnittes
erhalten wir daher

pivr < qpp + CllUpa = Ul
Elementare Umformungen liefern nun

Apr1 = T(U) — T () + v i — (T(U) = TUesn))
< JWUe) = T (W) +vqui +vC |Ups1 = Uel)* = (T (Ue) — T (Uesr))-

Analog zum Beweis der Zuverléssigkeit von ny erhalten wir unter Verwendung der Variations-
ungleichung (3.1.7) im (¢ 4 1)-ten Schritt fir Vp 1 = Uy

1
3 U1 — Ul < T (Ue) — T (Uesa).
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Wir wéhlen nun « so klein, dass (yC' — 1/2) < 0 und erhalten
Ari1 € T(U) = T(w) +1q12 + (1C = 1/2) [Ussr — Ul> < T(W) — T (w) + va pi

Nach dem Zuverlissigkeitssatz 3.3.1 und der Aquivalenz ny ~ py folgt nun

CH(TU) = T (W) <n < pf,

wobei C' > 0 die Konstante aus der Zuverléssigkeit bezeichnet. Sei nun € > 0 beliebig, dann
gilt

TU) — T () +vqui < (1—7eC ) (T(Ue) — T(u) + (g +e)uf < vy,

mit « := max{l —yeC~!, ¢+ ¢}. Wir withlen nun & > 0 so klein, dass « € (0,1). Hieraus folgt
die gesuchte Aussage (3.3.24). Offensichtlich erhalten wir nun lim A, = 0 und damit

f—00

lim J(Up) = J(u) und lim p, =0.
f—r00 f—r00

Die Konvergenz gegen die exakte Losung u € K folgt nun, wie iiblich, aus der Abschétzung

ne < pe und der Zuverldssigkeit ||u — Uy|| < n¢. Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Bemerkung. Analog zur Aussage von Korollar 3.3.10, behdlt auch dieser Satz seine Giiltigkeit,
wenn die Elementbeitrige mit h3 = diam(T)? anstelle von |T| gewichtet werden. Hierzu
muss man sich, wie im Beweis von Korollar 3.3.10, nur klarmachen, dass die entsprechende
Dorflermarkierung auch eine Dérflermarkierung fir den verwendeten Schdtzer impliziert.

Bemerkung. Unter den in Proposition 3.3.11 beschriebenen zusdtzlichen Anfordungen, kann
man mit analoger Argumentation auch eine Kontraktion der Grifle Ag =JUp) =T (u)+ 77?
fiir entsprechende v € (0,1) zeigen. Man kann in diesem Fall einfach auf die Schitzerreduktion
fiir ng zuriickgreifen und den Beweis von Satz 3.3.12 dann analog fiithren.

Bemerkung . Da wir in unseren Ausfihrungen zu keiner Zeit Gebrauch von der Raumdi-
mension gemacht haben lassen sich simtliche Resultate analog auf den dreidimensionalen Fall
ibertragen.

Auflerdem haben wir an keiner Stelle die Ungleichung u > x, bzw. Uy > x verwendet. Im
Gegensatz zum nicht-affinen Teil, war also die Problemauswahl bislang willkirlich, so dass
unsere Ausfiihrungen ihre Giltigkeit auch behalten, wenn wir ein nach oben begrenzendes
Hindernis annehmen.

3.4. Numerische lllustrationen

Um das Kapitel iiber affine Hindernisprobleme adédquat zu Ende zu fiihren, wollen wir im Fol-
genden die Richtigkeit unserer bisherigen Analysen auch empirisch bestéitigen. Hierzu wurde
Algorithmus 3.3.2 in MATLAB umgesetzt. Zur Losung des diskreten Teilproblems in jedem
Schritt wurde die primal-dual active set Methode aus [HIK] verwendet, von der im Folgenden
ein Pseudocode angegeben ist:
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Kapitel 3. Das affine Hindernisproblem

Pseudocode 1 PRIMAL-DUAL ACTIVE SET METHODE
Require: (U® A0 k=0,¢>0.

1: while Abbruchkriterium nicht erfiillt do
2: Berechne Z, := {i € N : \F+c(UF—x); > 0} und Ay := {i € N : Ni+c(UF—x); < 0}
3: Lose

AUkJrl + )\k+1 — f
Uktl = x auf Ay, Nt =0 auf Z,,

4: end while

Zur Initialisierung haben wir (Uéo)’)\(()o)) = (0,0) auf dem Startgitter 7y verwendet. Im

{-ten Schritt wurden jeweils die erweiterten Losungen des vorherigen Gitters als Startwerte
verwendet, d.h. U, Z(O) := Uy_1 und /\éo) := A\y_1. Als Abbruchkriterium im /-ten Schritt hat

sich
IVO ~UF ™) l2gq) < TNV, (3.4.1)

fiir eine Toleranz 7 > 0 als sinnvoll herausgestellt. N = #7, bezeichnet hierbei die Anzahl der
)

Elemente der ¢-ten Triangulierung. Als diskrete Losungen wurden dann jeweils Uy := U, g(j und

PYRES )\gj ) verwendet. Eine vollstéandige Implementierung dieser Methode und des folgenden
Beispiels, welches auch in [BCH1| behandelt wurde, findet sich in Anhang C.

Wir betrachten im Folgenden das affine Hindernisproblem mit konstantem Hindernis y = 0
auf dem L-férmigen Gebiet Q := (—2,2)2\[0,2) x (=2, 0]. Die rechte Seite ist in Polarkoordi-
naten durch

Flrop) === r¥3sin(20/3) (N (r) /r +7(r)) - g r 0 (r) sin(20/3) = 2(r),  (34.2)

gegeben. Hierbei bezeichnet ()" die radiale Ableitung d/dr. Ferner sind v und 7o mit 7 :=
2(r —1/4) durch

1, r <0,
Yi(r) =4 =67 + 1571 — 10/ +1, 0< 7 <1,
0, T>1,
(r) 0, r<5/4,
)=
7 1, sonst.
definiert. Die exakte Losung
u(r, @) = 3~ (r) sin(2p/3) (3.4.3)

dieses Problems ist in Abbildung 3.7 (oben) visualisiert. Sie hat eine Eckensingularitit im
Ursprung und gehort fiir jedes € > 0 und jeder offenen Umgebung D um den Ursprung zu
H®%/3-¢(D). Zum Vergleich ist die numerische Approximation Usg auf Tg in Abbildung 3.7
(unten) dargestellt.
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0.5

Abbildung 3.7.: Exakte Losung u € K (oben) und diskrete Losung Ug auf dem adaptiv gene-
rierten Gitter 7g mit N = 3524 Elementen fiir § = 0.6 (unten).
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Kapitel 3. Das affine Hindernisproblem

l N Ver Ne 08¢y

1 38 9.6584¢-01 7.8592e+00 7.6804e+00
2 70 5.7088e-01 4.4866e400 4.1953e4-00
3 156 3.8544e-01 2.6368e+00 2.2612e+00
4 316 3.4255e-01 1.6397e+4-00 1.1892e+00
5 568 2.1016e-01 1.0907e+4-00 7.1523e-01
6 1088 1.4429e-01 7.2078e-01 3.9564e-01
7 1966 9.8835e-02 4.9444e-01 2.1653e-01
8 3524 6.9485e-02 3.4353e-01 1.3578e-01
9 6438 4.8982e-02 2.4228e-01 7.6460e-02
10 12270 3.3545e-02 1.6831e-01 4.3110e-02
11 22140 2.3780e-02 1.2136e-01 2.5694e-02
12 42620 1.6327e-02 8.5847e-02 1.4742e-02
13 77918 1.0873e-02 6.2456e-02 9.6058e-03
14 146854 8.6766e-03 4.4498e-02 5.3497e-03
15 268400 6.0689e-03 3.2346e-02 4.4724e-03
16 491250 4.1792e-03 2.3719e-02 2.4099e-03
17 925574 2.8772e-03 1.7260e-02 1.5729¢-03

Tabelle 3.1.: Numerische Ergebnisse fiir adaptive Netzverfeinerung mit = 0.6, wobei N =

#To, e0 = T (Up) — J(u), und oscy wie in (3.4.5) definiert ist.

In den numerischen Berechnungen vergleichen wir uniforme und adaptive Netzverfeine-
rung, wobei wir den Adaptivitdtsparameter 6 aus {0.2,0.4,0.6,0.8} variieren. Die numerische
Konvergenzgeschichte fiir # = 0.6 ist in Tabelle 3.1 dargestellt. Der Fehler ist hierbei im
Energiefunktional mit

€y i — j(Ug) — J(u) (3.4.4)

gegeben. Die Gesamtoszillationen sind, wie im theoretischen Teil angegeben, durch

0sc; = Z osco(E)? + Z oscy(T)?, (3.4.5)

Ee&, T€Ter

definiert. Als Fehlerschétzer wurde der in (3.3.1) definierte Schétzer ny, der aus den Kanten-
spriingen und den Oszillationstermen besteht, verwendet.

In Abbildung 3.8 sind die Konvergenzraten, d.h. der Fehler ,/e;, der Schétzer 1, und die
Ostzillationen oscy im Vergleich mit der Anzahl der Elemente N = #7, fiir uniforme und
adaptive Verfeinerung mit § = 0.6 visualisiert. Wihrend uniforme Verfeinerung zu einer em-
pirischen Konvergenzrate von etwa O(N -5/ 12) fiihrt, erzielen wir durch adaptive Verfeinerung
tatséchlich die optimale Konvergenzrate /e, = O(N ~1/2). Deutlich ist auch zu erkennen, dass
die Oszillationen etwa mit doppelter Geschwindigkeit fallen, d.h. osc, = O(N~!). Bemerkens-
wert ist hierbei auch, dass die Konvergenzgraden von 7, und /e, unabhéngig von der Ver-
feinerung parallel sind. Der von uns vorgeschlagene Schétzer ny scheint also auch effizient zu
sein. Auf jeden Fall ist dieses Verhalten eine experimentelle Bestétigung der Zuverlissigkeit.

In Abbildung 3.9 ist ein Vergleich des adaptiven Verfahrens fiir verschiedene Adapti-
vitédtsparameter 6§ € {0.2,0.4,0.6,0.8} zu sehen. Jede adaptive Verfeinerung fiihrt hierbei
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10 T T T T T
NP
10' | E
100 3 E
107 ;
L[ T e (adap.)
10°F —e— /& (adap.) ;
L =% 0sc; (adap.)
10_35_ — Ny (umf) E
F —&— /& (unif.)
i oscy (unif.)
-4
10 N PR | N PR | N PR | N PR | N PR | N PR
10’ 10° 10° 10* 10° 10° 10’

Abbildung 3.8.: Numerische Ergebnisse mit uniformer und adaptiver Verfeinerung mit 6 =
0.6, wobei e, = J(Uyp) — J (u), ng, und oscy im Vergleich mit der Anzahl der
Elemente N = #7; abgebildet sind.

empirisch zur optimalen Konvergenzrate von O(N -1/ 2). AuBerdem sind auch die Vorziige
adaptiver Verfeinerung klar ersichtlich, da hierbei bereits mit viel weniger Elementen kleine
Fehler erreicht werden kénnen.

Abbildung 3.10 visualisiert schliefllich die adaptiv generierten Triangulierungen nach 5 bzw.
11 Schritten der Verfeinerung fiir § = 0.6. Wie erwartet bleibt die Verfeinerung hauptséchlich
auf die Nicht-Kontaktzone beschréankt. Durch den Einfluss der Elementbeitrige ist jedoch
auch am Rand Verfeinerung zu erkennen.
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10 T T T T T
100 e E
107 E
107} E
F—— ) =0.2
[ —6— 9 —04 ONTY2) "S S
_3_ ~ .
10°F —8—9-06 S ;
[ —— =038 ]
=+ uniform
10_4 1 — .“I2 . ...““I3 . ...““I4 . ...““IS . ...““IG 7
10 10 10 10 10 10 10

Abbildung 3.9.: Numerische Ergebnisse fiir /e, fiir uniforme und adaptive Netzverfeinerung
mit 6 € {0.2,0.4,0.6,0.8}. Die verschiedenen Grofien sind im Vergleich mit
der Anzahl der Elemente N = #7; abgebildet.
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Abbildung 3.10.: Adaptiv generierte Triangulierungen 75 (oben) und 711 (unten) mit N = 568
bzw. N = 22140 Elementen fiir § = 0.6.
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Kapitel 4.
Das nicht-affine Hindernisproblem

In diesem Kapitel untersuchen wir erneut das Hindernisproblem auf einem polygonal beran-
deten Gebiet 2 mit Rand T', wobei wir nun die Annahme iiber die Affinitéit des Hindernisses
fallen lassen. Obwohl sich unsere Ausfithrungen auf den zweidimensionalen Fall beschrénken,
lassen sich sdmtliche Resultate analog auch auf den dreidimensionalen Fall iibertragen, da wir
an keiner Stelle Gebrauch von der Raumdimension machen. Die physikalische Interpretation
dieses Problems ist dieselbe wie zuvor.

4.1. Problembeschreibung und Notationen

Fiir die gesamte Dauer dieses Abschnittes sei x € H'(Q) ein (moglicherweise nicht-affines)
Hindernis mit y|p > 0. Analog zum affinen Fall, definieren wir nun die Menge der zuléssigen
Funktionen, in der wir unsere Lésung suchen, durch

K :={ve H\Q) | v < x Ll in Q.

Die Tatsache, dass wir in diesem Teil Funktionen suchen, die kleiner als das Hindernis y
sind, wird im Folgenden an mehreren Stellen in die Beweise eingehen, so dass diese Anderung
notwendig ist. Da die Menge K analog zur Argumentation aus Lemma 3.1.1 konvex und
abgeschlossen ist, nimmt das Energiefunktional

1

TW) = 2o v}~ ()
nach dem Satz von Lax-Milgram (Satz 3.1.2) auch iiber K ein eindeutiges Minimum an. Wie
zuvor steht (-, -) = || - [|? hierbei fiir das durch die Energienorm induzierte Energieskalarpro-

dukt auf dem gesamten Gebiet ). Ebenfalls analog zu vorherigen Ausfithrungen bezeichnet
(-,-) das L2-Skalarprodukt auf Q. Wie im affinen Teil kénnen wir nun das kontinuierliche
Hindernisproblem formulieren.

Problem 4.1.1 (kontinuierlich). Finde u € K = {v € Hj() | v < x fi. in Q} so, dass

J(u) = min J (v), (4.1.1)
beziehungsweise
(u,v—u) > (fio—u) firaleveK (4.1.2)
gilt.
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Kapitel 4. Das nicht-affine Hindernisproblem

Die Aquivalenz der beiden Darstellungen (4.1.1) und (4.1.2) ergibt sich auch hier durch
zum affinen Fall vollig analoge Berechnungen. Durch die Einfiihrung eines Lagrange’schen
Multiplikators o € H~1(Q), kann (4.1.2) durch

(u, v) = (f,v) = (o,v) fiir alle v € HJ(Q) (4.1.3)

als unrestringiertes Problem dargestellt werden. Hierbei bezeichnet (-,-) die duale Paarung
zwischen H¢(Q) und H~1(Q). Wir erhalten dabei zusitzlich die Komplementarititsbedingung

(o,u—x)=0. (4.1.4)

Fiir die Approximation im endlich dimensionalen Teilraum S}(7;) von H}(Q) durch die
Finite-Elemente-Methode, definieren wir x, € S 1(77) als eine Approximation von x € H}().

Falls das Hindernis stetig ist, d.h. x € C(2), konnte dies zum Beispiel durch den nodalen
Interpolanten gegeben sein. Wir wihlen nun den diskreten Ansatzraum

Ko = {V; € S§(To) | Vi(z) < xe(2) fiir alle z € Q}.

Offensichtlich ist auch K, nach bekannten Argumenten wieder konvex und abgeschlossen, so
dass das Energiefunktional auch tiber Ky ein eindeutiges Minimum annimmt. Wie gewohnt,
definieren wir nun das endlich-dimensionale Teilproblem.

Problem 4.1.2 (diskret). Finde U, € K, = {V; € S§(To) | Vi(z) < xe(z) fiir alle x € Q} so,
dass

J(Ur) = min J(V), (4.1.5)
beziehungsweise
(Ue, Ve =Ug) > (f,Ve—U,)  fiir alle V; € K (4.1.6)
gilt.

Die Aquivalenz von (4.1.5) und (4.1.6) folgt wie zuvor. Durch Einfiihrung eines entsprechen-

den Lagrange’schen Multiplikators oy € C(Q)" = M4 (Q) lautet die unrestringierte Version
dieses Problems

(Ue, Vi) = (f,Ve) = {00, Vi) ey fiir alle v € Sg(To). (4.1.7)

Der Dualraum C(Q2)" von C(f) ist hierbei durch den Raum M () der Radonmafle auf €2
gegeben. Ausnutzung der Variationsungleichung (4.1.6) liefert sogar oy € M (Q2), d.h.

(00, Vi) m) =0 fiir alle Vy € S¢(Ty) mit V> 0. (4.1.8)

Hierbei bezeichnet (-,-)rqq) die entsprechende duale Paarung zwischen C(Q2) und M(Q).
Analog zum kontinuierlichen Fall erhalten wir die Komplementaritéitsbedingung

(00, xe = Ut mer) = 0. (4.1.9)
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4.1. Problembeschreibung und Notationen

Bemerkung. Wir wollen an dieser Stelle festhalten, dass die soeben beschriebene Diskretisie-
rung, abhdngig von x und der Wahl von x¢, sowohl zu konformen, als auch zu nicht-konformen
Diskretisierungen fithren kann. Wir beschrdanken uns in unseren Ausfithrungen jedoch stets auf
den konformen Full, d.h. wir fordern explizit K; C Kpi1.

Notationen. Analog zu vorherigen Ausfiihrungen verwenden wir wieder eine Familie von
formreguléren Triangulierungen (7;), € N des Gebietes 2. Die Menge der Knoten und Kanten
einer Teilmenge D C (2 bezeichnen wir mit Ny(D) bzw. &/(D). Die entsprechenden Grien auf
dem gesamten Gebiet notieren wir einfach mit N, und &,. Ferner verwenden wir die Patches

wf == H{T € Te | p e Nu(T)},
wl =T € Te| E € &(T)},
wi =T € Te | Nu(T') N N(T) # 0}.

Die Menge der Kanten, welche den Punkt p beriihren, bezeichnen wir zusétzlich mit
&= {E €& |peN(BE)}.

In Anlehnung an vorher definieren wir die aktive Menge im ¢-ten Schritt durch
Api={z€Q | Ur(x) = xe(x)}

und die inaktive Menge durch Z, := Q\A;. Die Menge aller Kanten und Elemente, welche
komplett in der aktiven Menge liegen, bezeichnen wir mit

Ex(Ar) = | {E € & | Nu(B) € A},
To(Ae) = {T € Te [ Nu(T) € As}.

Die Komplemente dieser Mengen werden mit £¢(Zy), bzw. T;(Z;) bezeichnet. Die Mengen der
Kanten und Elemente mit genau ¢ Knoten in der aktiven Menge notieren wir mit

5“ =\ J{Ee& | #WNdB)NA) =i}, ie{0,1,2},
= J{T e To | #(N(T) N Ag) =i}, i €{0,1,2,3}.

Dieselben Grofen fiir die inaktive Menge sind analog durch E%) und TI(Z) gegeben. Schliefllich
bendétigen wir noch diejenigen Elemente und Kanten, die auf der diinnen Schicht zwischen
dem génzlich aktiven und dem génzlich inaktiven Bereich liegen. Diese definieren wir durch

=T\ (TOUTY), ern=en(eFued).

Fiir die Dauer des gesamten Kapitels bezeichne u € K die eindeutige Losung von Pro-
blem 4.1.1 und U, € Ky die eindeutige diskrete Losung von Problem 4.1.2. Um unsere spéteren
Ausfithrungen zu erleichtern, wollen wir einen genaueren Blick auf den diskreten Lagrange-
Multiplikator o, € M () werfen. Wie immer bezeichnet [0,U|g hierbei den Sprung der
Normalenableitungen iiber die Kante F € &,.
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Lemma 4.1.3. Der Lagrange-Multiplikator oy kann als Linearkombination von Delta-Distri-
butionen o, beziglich p € Ny dargestellt werden, d.h. fir alle p € Ny gibt es ein skalarwertiges
ay(p) € R mit

oe=>_ oy(p)dp. (4.1.10)

peEN,

Es gilt ferner

Z (fv%pp)T_ Z ([8nUZ]7(pp)E7 pEM(AZ)a
ag(p) = { Tewr Eeg} (4.1.11)

07 p S M(If)a
wobei @, die nodale Basisfunktion zu p € Ny bezeichnet.
Beweis. Sieche BRAESS, CARSTENSEN und HoppE [BCH2, Lemma 2.1]. O

Nach diesem Lemma gilt offensichtlich

(Ue, Vi) = (. V2) (4.1.12)

fiir alle V; € S§(7T¢), deren Triiger kompakt in Zy liegt. Bevor wir uns nun der Aufgabe widmen,
die vorgestellten Probleme mittels adaptiver FEM zu 16sen, definieren wir vorab noch eine
Grofle, die eine Erweiterung des Langrange’schen Multiplikators oy auf allgemeine Funktionen
aus H}(Q) darstellt. Wir setzen

Gooyi= Y % 3 (f,v)T—% S (U 0) | (4.1.13)

peEN(Ag) Tew) Eegp

fiir alle v € H}(2). Um eine etwas eintréiglichere Darstellung von (4.1.13) zu erhalten, schauen
wir uns die enthaltenen Summen etwas genauer an und analysieren wie oft jedes Element bzw.
jede Kante aufsummiert wird. Wir stellen fest, dass das L2-Skalarprodukt (f,v)r iiber dem
Element T' € 7; genau dreimal aufsummiert wird, wenn alle drei Knoten von Ny(T) in der
aktiven Menge liegen. In diesem Fall kommt es ja in drei Knotenpatches vor. Sind nur zwei
der drei Knoten aktiv, so wird das Skalarprodukt zweimal aufsummiert. Schliefilich kommt
der Summand (f,v)7 nur einmal vor, wenn T nur einen einzigen aktiven Knoten besitzt.
Zusammen mit der Gewichtung von 1/3 ergibt sich somit ein Gesamtvorkommen von 1,2/3
bzw. 1/3 fiir die jeweiligen Fille. Ahnliche Uberlegungen fiir das Abzihlen der Kantenterme
fithren auf die einfachere Darstellung

2

ooy =3 % S G | - |2 S (0t |- (4.1.14)

=1 TeTXZ =1 Eesfj;
Nach [BCH2, (2.19) — (2.20)] ergibt sich hieraus fiir alle V; € Si(7;) die Gleichheit

(00 Viome — G Vi) = Y we(fLV)r — Y ke((0.Ud, Vi), (4.1.15)
TET]-‘Z Eeg}_{
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4.2. Fehlerschétzer und adaptiver Algorithmus

mit

1
3
Dieses Resultat ist jedoch leider fragwiirdig. Fiir Elemente und Kanten die génzlich in der
aktiven, oder génzlich in der inaktiven Menge liegen stimmen wir der Aussage zu. Auf der

diinnen Schicht £z, bzw. T, jedoch, wird o, zwar auf V; € S}(7y) angewendet, oy aber nicht,
da die Koeffizienten der Hutfunktionen auf dem inaktiven Bereich ja mit Null gewichtet wer-

kri=1- 2, TeTY, rp ::1—§,Eeé’2. (4.1.16)

den. Fiir T' € 7;(1?, wobei p € T den Knoten in der aktiven Menge beschreibt, erhalten wir
zum Beispiel (o4, Vi(p)ep) m@) # (06, Vo) ma), wobei Vi(p) € R der Koeffizient der Basis-
funktion zu p € Ny ist. Dieser Umstand wirkt sich leider stark auf die Glaubwiirdigkeit der
Zuverldssigkeit aus, in deren Beweis die genannte Aussage massiv eingeht. In der Original-
arbeit [BCH2] findet sich kein Hinweis um das Problem aufzulésen. Da sowohl Intuition als
auch numerische Simulation darauf schlieflen lassen, dass Zuverléssigkeit und daraus resultie-
rende Konvergenz gelten, ist es aber dennoch sinnvoll auf solchen Aussagen aufzubauen, was
wir im Laufe dieses Abschnitts auch tun werden. Der Vollstindigkeit halber geben wir die
Ausfiithrungen aus [BCH2| trotzdem an, kommentieren aber die jeweiligen Problemstellen in
den entsprechenden Beweisen. Die ab Abschnitt 4.4 prisentierten Ideen zur Schitzerreduktion
fiir nicht-affine Hindernisprobleme machen aber in jedem Fall Sinn, und tragen, durch bislang
unbedachte Komplikationen, sehr zum weiteren Verstédndnis dieses Prinzips bei.

4.2. Fehlerschitzer und adaptiver Algorithmus

Wir wollen nun einen geeigneten Fehlerschétzer und einen entsprechenden adaptiven FEM-
Algorithmus zur Losung der Probleme 4.1.1 bzw. 4.1.2 konstruieren. Hierbei wird, neben
Einzelheiten innerhalb der spéteren Beweise, ein gravierender Unterschied zum affinen Hin-
dernisproblem deutlich: Die Verwendung eines Fehlerschétzers, welcher, wie im affinen Fall,
die Kantenspriinge [0,Uy]r auf Kanten in der aktiven Menge beinhaltet, kann niemals zu
einem sinnvollen Verfahren fithren. Dies kann man sich leicht klarmachen. Angenommen das
Hindernis x, hat einen Knick auf einer Kante F in der aktiven Menge. Wiirden wir nun den
Sprung der Normalenableitung der diskreten Teillosung U, auf dieser Kante E bestimmen, so
konnte dieser beliebig grofl sein, obwohl der Diskretisierungsfehler selbst schon beliebig klein
sein kann. Ein Fehlerschitzer der diese Grofle als Verfeinerungsindikator heranzieht, wiirde
somit an Knicken im Hindernis immer weiter verfeinern, obwohl sich die Giite der diskre-
ten Losung dadurch nicht mehr verbessern wiirde. Dies liegt ganz einfach daran, dass durch
Knicke im Hindernis, Knicke in der Losung durchaus gewollt sind, und diese nicht durch
weitere Verfeinerung aufgelost werden koénnen bzw. sollen. Wir beschrinken uns daher im
Folgenden auf einen residualbasierten Fehlerschétzer, welcher Kanten- und Elementterme nur
auf der inaktiven Menge und der Schicht zwischen aktiver und inaktiver Menge betrachtet.
Wir definieren

1/2

ne= Y w@*+ Y m(E?] (4.2.1)

TeT(Ze) Ee&i(Zy)

wobei die einzelnen Beitrage durch

ne(T) == he|\frlle,  ne(E) == byl |[[0aUd|
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gegeben sind. Analog zu unserem ersten Ansatz fiir das affine Problem sind nach [BCH2]
auch hier die zwei Zutaten Zuverldssigkeit und diskrete lokale Effizienz fiir einen konvergenten
Algorithmus vonnéten. Wir verwenden im Folgenden fiir jeden der Beitréige von 7, eine eigene
Dorflermarkierung

0 > m(T)P< Y ml(T),

TeTe(Ze) TemV

; ; (4.2.2)
0 Y. m(E< > wm(BE)
Te&(Zy) TemMP

mit 6 € (0,1), ./\/lgl) C To(Zy) und Mf) C &i(Zy), und verfeinern markierte Elemente so, dass
in deren Innerem mindestens ein neuer Punkt ensteht. Wir fordern also erneut die innerer-
Punkt-Figenschaft. Bei einer markierten Kante £ = T, NT_ € Mf) verfeinern wir beide
Elemente T4 € Tp. Wie iiblich, sind auflerdem einige Oszillationsterme von Bedeutung. Kon-
kret definieren wir

o0scs := osci(f) + osci(x), (4.2.3)

wobei die Daten- und Hindernisoszillationen durch

osci(f) == Z osca(f) + Z oscié;(f), (4.2.4)

TeT, Eec&,
0sci(x) = Z 0sch(x) + Z oscif(x), (4.2.5)
TeT, Ec&,
oscp(f) = diam(D)||f = fpllp, (4.2.6)
oscp(x) == lIx — xellp, D e{T,wi’} (4.2.7)

gegeben sind. Zusiétzlich werden auch die Kantenspriinge des Hindernisses xy von Bedeutung
sein. Wir definieren daher

i2= 0w, me(xe) = h 10Xl e (4.2.8)
BemM?

Analog zum affinen Fall fordern wir auflerdem ein gleichméfliges Abklingen dieser Terme, d.h.
05C741 < p205Cy, g1 < P3ig, (4.2.9)

fiir 0 < p1, p2 < 1. Hierfiir kann gegebenenfalls zusétzlich verfeinert werden. Wir kénnen nun
den adaptiven Finite-Elemente-Agorithmus formulieren.
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4.3. Konvergenzanalyse

Algorithmus 4.2.1 (adaptiver Algorithmus, Version 1). Imput: Anfangstriangulierung To,
mazximale Anzahl Elemente npmas, Adaptivititsparameter 6 € (0,1),¢ := 0.

(i) Berechne diskrete Losung Uy € K.
(ii) Berechne die Verfeinerungsindikatoren ng(E),n¢(T) und den Fehlerschditzer ny.

(iii) STOP, wenn die Anzahl der Elemente grifier als ngmaq ist.

(iv) Finde Mengen Mgl) C Te(Zy) und Mf) C &(Zy) minimaler Kardinalitit von markierten
Elementen und Kanten, so dass

0 > n(T?*< Y n(T),

TEeT(Z,) TemV
0 > mEP< > n(E)
TEENT) Tem®

(v) Erzeuge neues, requlires Gitter Tyy1, bei dem mindestens alle markierten Elemente und
Kanten verfeinert wurden. Hierbei soll die innerer-Punkt-Eigenschaft gewdhrleistet sein.

(vi) £+ £+ 1 und beginne wieder bei ().

Output: Endliche Folge diskreter Losungen Uy und zugehirige Fehlerschdtzer ny.

Bevor wir uns im néchsten Abschnitt der Konvergenzanalyse von Algorithmus 4.2.1 wid-
men, definieren wir noch eine letzte Grofle, die im weiteren Verlauf auftauchen wird, den
Konsistenzfehler

cong := cony® + cong", (4.2.10)
mit
cony® = (G0, x — u), cond™ == (o, x¢ — Up). (4.2.11)

Die Indizes rel und ort beziehen sich hierbei auf die Sétze (4.3.1) und (4.3.5), in denen die
entsprechenden Groflen auftreten. Wir wollen den vorgestellten Algorithmus im Folgenden
genauer untersuchen.

4.3. Konvergenzanalyse

In diesem Abschnitt wollen wir die Konvergenz der von Algorithmus 4.2.1 erzeugten Folge der
diskreten Losungen (Up)sen gegen die exakte Losung u € K nach [BCH2] zeigen. Konkreter
zeigen wir ein Konvergenzresultat, welches bis auf den Konsistenzfehler con, (4.2.10) gilt. Die
Zutaten fiir den Beweis desselbigen sind, neben der Dorflermarkierung (4.2.2) und dem Ab-
klingen der Oszillationsterme (4.2.9), wie erwihnt, die Zuverléssigkeit und die diskrete lokale
Effizienz des Fehlerschitzers n,. Aulerdem wird noch eine gestdrte Galerkin-Orthogonalitit
in den Beweis einfliefen. Wir werden diese Zutaten im Folgenden jeweils einzeln zeigen und
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das Konvergenzresultat am Ende aus allen Beitrdgen zusammensetzen. Da wir den Beweisen,
wie erwédhnt, in einigen Schritten nicht zustimmen koénnen, sind die Resultate an dieser Stelle
jedoch mit Vorsicht zu genieflen. Wir wollen die Originalausfithrungen dennoch ausarbeiten,
da sich hierin wichtige und sinnvolle Ideen finden. Die fragwiirdigen Stellen aus der Origi-
nalarbeit [BCH2| werden wir jedenfalls herausarbeiten und in kursiver Schrift kommentieren.
Die Resultate zur Schétzerreduktion ab Abschnitt 4.4 sind jedoch von den konkreten Bewei-
sen unabhingig und machen daher auch ohne [BCH2| Sinn. Wie immer verwenden wir das
Symbol A < B, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt, die nur von der Formregularitit der
Triangulierung 7, abhéngt, so dass A < CB gilt. Aulerdem schreiben wir, wie iiblich, A ~ B,
wenn A < B und B < A gilt.

4.3.1. Zuverldssigkeit

In diesem kurzen Abschnitt zeigen wir, dass der Fehlerschétzer (4.2.1) bis auf Oszillationster-
me und Konsistenzfehler eine obere Abschétzung fiir den Fehler liefert. Nach [BCH2, Theo-
rem 4.1] gilt die folgende Aussage:

Satz 4.3.1 (Zuverlissigkeit). Seien u € K und Uy € K, die Lisungen des kontinuierlichen,

bzw. des diskreten Problems (4.1.1, 4.1.2) und ng, 0scy und conzel wie oben beschrieben. Dann

gilt
lu—Up||* < C (77? + osc? + con}fel> , (4.3.1)

fiir eine Konstante C' > 0, die nur von der Formregularitdt abhdngt.

Beweis nach [BCH2, Theorem 4.1]. Sei e, :=u — Uy, und Jy, : H3(Q) — S} (T;) der Clément
Operator (2.2.4), dann gilt

leull” = (eu, eu) = (u—Up, u—Up)

= (u, u—Ue) = (Ue, u—"Uy)
+ (fyu—Up) — (o,u—Up) — (u, u—Up)
— (f, In(u = Up)) + {00, Jn(u = Up)) m) + (Ue , Jn(u—Up))
+ (og,u — Up) — (o4, u — Up)
+ (ag, Jp(u — Uy)) — (7, Jp(u — Uyp))
+ (Ue, Jp(u—Up)) — (Ug, Jn(u—Up))

= (fyu—Ur— Jp(u—"Us) — (Ue, u—Up — Jp(u — Up))
— (g, u —Up — Jip(u— Up))
+ (o0, Jn(w = Ue)) mey — (e Jn(u — Up))
+ (oy — o,u — Up)

=r(ey — Jplew)) + 1(Jn(ew)) + la(ey),

mit
r() := (f,v) = (Us, v) — (G, 0) v € Hy(9),

(Vo) = (o0, Vo) pmqa) — (06, Va), Vi € Sp(To),
lo(v) := (G — 0,v), v e HHQ).
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Wir betrachten im Folgenden jeden der drei Summanden einzeln. Zunéchst erhalten wir durch
elementweise partielle Integration

r(v) = Z (fyv)r — Z (AU, v)1 + (0,Ug, v)ay.) — (00, v)

TeT, TeT,
=Y (for = 3 ([0aUd,v)E — (@0 0)
TeTe Ec&,
= Z I{T(fT,U)T - Z KE([anUf]av)E
TeTe(Ze) Ee&(Z,)
+ Z f fT’ ) T,
TEeTe(Zy)

wobei die zweite Gleichheit dadurch entsteht, dass U, stiickweise affin ist, und k7 und kg
durch (4.1.16) gegeben sind. Fiir v := e, — Jj(e,,) ergibt sich nun

‘r(eu — Jh(eu)){ = ‘ Z /{T(fT,u —Up— Jp(u— Ug))T
TeT(Zy)
— > kp(0nUd,u—Up = Ju(u—Up))
Ec&(Ty)
+ Sl = fru— U= Jule = U0) .
TETe(Ze)

Anwendung der Ungleichung von Holder liefert

r(ew—Julea))| S D frllrlu—Up— Ju(u—Up)llr

TeT(Ze)

+ > PuUdllslle — Up = Jn(u— U &
Ec&(1y)

+ > f = frlrllu = U= Ju(u = Ui,
TeTi(Zy)

was mit den Eigenschaften des Clément-Operators (2.2.6)—(2.2.7) durch

(e —Jne))| S Y brlfrllrllu - Ul

TeTe(Ze)
1/2
+ 3 mlloaUAl el — Udl,e
Ec&(Ty)
+ > hrllf — frllrll - Ulllyg
TeTe(Ze)
= 3 (™) +oser(N)llu—Ulllyr + > me(E)llu — Ull e
TeT(Ty) E€&(Zy)
1
< Zllu = Ugll? + 17 + osca(f)? (43.2)

abgeschétzt werden kann. Die Konstante S > 1 folgt hierbei aus der Ungleichung von Young.
Die Oszillationsterme wurden grofiziigig abgeschétzt.
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Fiir den Term ¢1 (Jx(e,)) gilt laut [BCH2, (4.5)] durch analoge Argumentation

()] S Sl VAP + 3 (@ +osch (D) + 30 B (433
TET]-‘Z EGS‘FZ

An dieser Stelle wurde jedoch die fragwiirdige Gleichung (4.1.15) verwendet. Auferdem ist
unklar, woher die fiir die Verfeinerungsindikatoren notwendigen h— Potenzen stammen. Die
Eigenschaften des Clément-Operators (2.2.5) — (2.2.7) kénnen an dieser Stelle nicht verwen-
det werden, da sie nur fir den Operator (1 — Jy) Giiltigkeit haben. Auch eine Erweiterung zu
Jn(en) = Jp(ew) — ey + ey ist hier nicht zielfiihrend, da man den verbleibenden Term ||ey| T
nicht durch ||e,||r abschitzen kann. Auf den einzelnen Elementen hat dieser Term ja keinen
Nullrand, sodass wir die Ungleichung von Poincaré hier nicht verwenden kdnnen.

Fiir den letzten Term f5(e,) ergibt sich schlielich

ly(ey) = (op — o,u — Up)
+{0¢— 0o, x = xe) +(0¢— 0, x0 = X)
= (0¢ —0,u—Xx) + (G0 — 0, X — xe) + (G0 — 7, x¢ — Us)
= (00,u — x) + (0e — 0, X — xe) + (Fe — 0, x¢ — Ur)
<A(Gpu—x) + (00— a,x — xe) + (Te, xe — Ud),
wobei die letzte Gleichheit aus der Komplementarititsbedingung (4.1.4) folgt und die letzte

Ungleichheit von (—o, x; — Uy) < 0 herriihrt.
Erneut gilt laut [BCH2, (4.6)]

(cp—ou—Up)=(0¢r—o,xe —Ur+u—x)+ (67— 0,X — Xe)
~ Y ((fu=TUdr+ (fixe = 1)

TeTF,

= )" (([0uUd)s v = ue) g + ([0uU2), xe — X))
E'Egj:e

+ {0y — o, X — Xx¢)
SHu—UlP+ 3 @ +os3 (D) + 3 n(E)?

TGT]:Z E'Ef,']:l
+ OSC%(X) + conzel + (o — o, x — Xx0)-

An dieser Stelle wurde jedoch anscheinend eine Ungleichung vom Poincaré Typ fiir x¢— x ver-
wendet ohne die zusditzlich auftretenden Randterme zu beachten. Auferdem ist unklar wie die
Grafle auf der Menge ApNZ abgeschitzt wurde. Dieser Ausdruck kann eigentlich nicht einfach
durch congel abgeschitzt werden, da man sonst nicht auf den Oszillationsterm osc?(x) kommit.
Der restliche Teil des Beweises beschiiftigt sich damit eine entsprechende Abschétzung fiir
(09 — 0, x — x¢) zu finden. Lassen wir die Einschrinkung an die Randwerte fallen, so erhalten

wir aus (4.1.3) und (4.1.7) die Gleichheiten
{u, v) = (f,v) + (Onu,v)r — (o,0), veEH'(Q),

’ . (4.3.4)
(Ue, Vi) = (f, Vo) + (0uUs, Vi)r — (00, Vi) mee), Ve € S (To)-
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Wir setzen §, := x —xs € H*(Q) und beschreiben mit J; : H(2) — S'(7;) erneut Clément’s
Operator. Es gilt

<5g — 0, 6X> = <5g -0, Jh((sx» + <ag -0, 6X — Jh((sx» (4.3.5)
Fiir den ersten Summanden ergibt sich offensichtlich die Gleichheit

(@0 =0, Ju(0x)) = (G2, Tn(6y)) = (00, Jn(6x)) mee)) + ({06, Tu(03)) i) — (0, Tn(6y)))-
(4.3.6)

Glaubt man den bisherigen Ausfiihrungen, so lasst sich der erste Term mit bekannten Mitteln
wieder durch

|G, Tn(63)) = (o, Tn(Bx ) mey| Sosct(00) + > (m(T)? +oser () + Y m(E)>.

TET]-‘Z EGS‘FZ
(4.3.7)

abschéitzen.

Diese Stelle ist Abschitzung [BCH2, (4.11)]. Hier wurde wieder Abschditzung (4.1.15) so-
wie die Eigenschaften des Clément-Operator direkt fiir Jy, verwendet.

Fiir den zweiten Summanden von (4.3.6) liefert die Young’sche Ungleichung in Verbindung
mit (4.3.4) laut [BCH2, (4.13)]

o0, Tn(03)) mee) — (0, Tn(8x)) | = | = (Ur, Jn(6y)) + (f, Jn(8y)) + (8nUs, Ju(8y))r
+ (u, Jn(dy)) — (f, Jn(S ))—( U, Jh( r|
S‘«u—Ug,Jh ‘—|—| (u I‘|
S —WU — Urll* + osc; (x), (4.3.8)

wobei fiir die letzte Abschéitzung die Spur-Ungleichung
100 (u = Up)|lr < llu — Ul (4.3.9)
verwendet wurde.

An diesem Punkt ist jedoch die grundsdtzliche Giiltigkeit der Spurungleichung [BCH2, (4.12)]
fragwiirdig. Unklar ist zudem wie sich der Term osce(x)? aus ||Jn(8y)||r ergibt.

Es bleibt der zweite Summand von (4.3.5) zu untersuchen. Mit der Darstellung (4.1.13) und
(4.3.4) erhalten wir

(U — oy, 5X - Jh(5x)> = (f7 5x - Jh((sx)) + (8nu, 5x - Jh(‘sx))F - ((u, 5x - Jh((sx)»

Y S (b D S (005~ )

pEN(Ap) Tew) Eeg]
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Kapitel 4. Das nicht-affine Hindernisproblem

Mit
-[1 - (f7 Z Z fa )) T,
pENz(Az) Tew)
I3 := (Onu, 6y — Jn(dy))r — (u, 6y — Jn(dy))
1
+ Z ) Z ([8nU€]75x - Jh(éx))Ea
pEN(Ar)  EeE)
gilt also
(0 — 04,0y — Jn(6y)) = 11 + . (4.3.10)
Fiir den ersten Term ergibt sich nun
’Il, < Z (1_/€T) (‘(fT7 T|+‘ f fT7 (5X))T|)
TeTo(Ze)
S Y (hrlflle +hellf = fril) 16y
TeTe(Zs)
S Y (m(T)? + 05t (f)) + osci (x)-
TeTo(Ze)
Fiir den zweiten Term ergibt sich die Abschitzung
[Io| = |(8nu75x - Jh(éx))p — {u, oy — Jh(5X)>>
1
+ > 3 > (10aU], 65 = Jn(6y))
pENg(A[) EGE"
+ <<U€a 5 ( )>> ( Jh(5x)) - (8nU€75x - Jh(5x))F + <U€=5x - Jh@x))M(Q){
< |(u—Us, 6y — Jn(6))| + Z (1= k) |[([0.U], 6y — Jn(0y))
E€&y(Ze)
+ Z u—Ug 5X_Jh(5X))E|
Ee&( )
1
EIIIU — U+ Y m(E) +osci(x),

Ee&(Ty)

wobei hier wieder die Spur-Ungleichung (4.3.9), (4.3.4) und

(Ue, 6y — In(0)) = D (10aUd, 6 — Ju(8) g+ D (9uUs, 8y — Jn(8y))

EEE[ Eeé‘e(F)

verwendet wurde. Aus den beiden letzten Abschitzungen folgt somit

~ 1
(o= 5o, b = Tn(0x))| S Zllu = Uell* + ni + osci (f) + osci (x).

(4.3.11)

Schenkt man den fragwiirdigen Stellen Glauben, so folgt das gesuchte Resultat als Kombina-

tion der Abschiitzungen (4.3.2), (4.3.3), (4.3.7), (4.3.8), (4.3.10) und (4.3.11).

O

Bemerkung . Der obige Beweis der Zuverlissigkeit vereinfacht sich sehr stark, wenn wir
stitckweise affine Hindernisse, d.h. xy = x annehmen. In diesem Fall werden sdmtliche Be-

rechnungen ab (4.3.4) obsolet, da dann (cy — o, x — x¢) = 0 gilt.
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4.3.2. Diskrete lokale Effizienz

In diesem Abschnitt zeigen wir die diskrete Effizienz des Fehlerschétzers r,. Konkret zeigen
wir, dass die Energienorm der Differenz zweier aufeinander folgender Losungen U, — Uy, 1 bis
auf Oszillations- und Datenterme eine obere Schranke fiir 7, darstellt. Wie im affinen Fall geht
auch hier die innerer-Punkt-Figenschaft massiv ein, so dass die Giiltigkeit des Resultats im
Prinzip auf bisecs-Verfeinerung beschrénkt ist. In den folgenden zwei Lemmata untersuchen

1) 2)
v -

wir zunéichst die verfeinerten Elemente T' € M, "’ und dann die verfeinerten Kanten £ € M
Das zentrale Resultat der diskreten Effizienz (Satz 4.3.4) wird sich dann als Folgerung ergeben.
Die Aussagen stammen aus [BCH2, Lemma 5.1, Lemma 5.2 und Theorem 5.1].

Lemma 4.3.2. Sei T € M?) ein zur Verfeinerung markiertes Element mit neuem inneren
Knoten p € Nyy1(T). Wir unterscheiden zwei Fille.

(i) Falls p € Noy1(Zos1), dann gilt

n(T)? < C1 (U = UpsallF + 0scz(f)) - (4.3.12)

(i) Seip € Nyy1(Apy1). Wegen T € ./\/lgl) gibt es einen Knoten p € Ny(T) NNy(Zy), und es
qgilt

ne(T)? < Co | BElf = Tl + ST om(E)? . (4.3.13)
Eeg?

Die Konstanten C1,Co > 0 hdngen jeweils nur von der Formregularitit und der Geometrie
von Ty ab.

Beweis. Sei p € Nyy1(T) ein innerer Knoten und ¢, seine nodale Basisfunktion. Wir wéhlen
nun ¢, := Ky, mit kK ~ fr so, dass

ne(T)? = Wz || frlF < h(fr, ¥p)r. (4.3.14)
Da der Gradient von Uy stiickweise konstant ist, erhalten wir durch partielle Integration

(Ue, v) = (Ue, v)r
= (AU, v)1 + (0nUs, v)or = 0, (4.3.15)

fiir alle v € H{ (T) deren Triiger kompakt in T liegt. Da v, diese Anforderungen offensichtlich
erfiillt, folgt aus obiger Abschéitzung somit

Wz lfrllF < 1 ((Frovp)r — {Ue, o)) (4.3.16)
Mit ¢, € H}(Te41) erhalten wir mit (4.1.7) auBerdem
(Uetr, o) = (fibp) + (001 %) M) = 0. (4.3.17)
Unsere Abschéitzung erweitert sich somit zu
Wl frllF < b ((Fr = frp) + (Uesr — Ues W) + (001, ¥p) ) - (4.3.18)
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Wir unterscheiden nun die einzelnen Fille.
Fall 1 (p € Nyy1(Zys1)): Anwendung von Lemma 4.1.3 liefert

(oes1,Up) m() = Kaug1(p) =0,

woraus mit (4.3.18) direkt

Wl frlE < pENUe = Upallz lplle + hroser ()|l |l (4.3.19)
folgt. Mit den Abschétzungen
hillpllr ~ |kl ~ hr |l friz,
herlleplle ~ hrTIY2|6] ~ hell frlr,

folgt die gesuchte Aussage unter Verwendung der Young’schen Ungleichung.
Fall 2 (p € Npt1(Agg1)): Analog zu vorher gilt

ne(T)? = Wy || frllF < B3 (fr,dp)T
= b3 (fr — [, ¢p)r + h3(f, )1 (4.3.21)

Nach Annahme gibt es ein p € Ny(T) N Ny(Zy) mit nodaler Basisfunktion ¢z. Wir wihlen nun
Y5 := Ky und a > 0 so, dass

(4.3.20)

/A (gop — ozgoﬁ) dx = 0.

wp

Da der Tréger von 15 kompakt in der inaktiven Menge Z, im f-ten Schritt liegt, gilt
(Ue, vph = (. 9p) p-

Durch partielle Integration erhalten wir andererseits

(Ue, vp) = Y (10nU], 0p) s
Ece?

da ¢y € H}(w)). Aus den letzten drei Identitéten folgt nun
W (f.p)r = b (fiibp — avp),p +a h# (f, Vp).p
= W7 (f = f 5 ¥p — o) g + b7 (Us, ¥p)

= 1 (f = f g thp — olp) g + @ hd D ([0uU, Up)e (4.3.22)
EceP

wobel wir fiir das zweite Gleichheitszeichen

(fpr o — Wp) o = / g (p = ¥p) da
= /]j fw;ﬁ/{ (gpp - agpﬁ) dx

I
e
~%3)

H/ (gpp—agoﬁ) de =0

gy
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verwendet haben. Die beiden Summanden der rechten Seite von (4.3.22) kénnen durch

ha |(f - Foprtp = awﬁ)w;}(

Shrllf = fplp (hr lplir + alwf V25l ) (4:3.23)
und
12 (10,0, 45)| S by 10nT R 5]l (4.3.24)

abgeschétzt werden. Mit

12 gl = 121 pl g S Por el
3/2 3/2

nf gl = 01wl gl < o |l

(4.3.20), sowie (4.3.23) — (4.3.24), erhalten wir
1/2
W3 (Fi)| S (hrllf = fgllg+ D hid N0 ls ) br | fr - (43.25)
Eesf
Die Verwendung von
If = frllr < \If = fpllr < IIf = Fpllp

mit (4.3.20) und (4.3.25) in (4.3.21) vollendet schliefllich den Beweis. O

Im néchsten Lemma wollen wir uns mit den zur Verfeinerung markierten Kanten beschéf-
tigen. Analog zum affinen Fall unterscheiden wir hierbei wieder, ob die neuen inneren Punkte
p,p+ (siehe Abbildung 4.1) zur aktiven oder zu inaktiven Menge z#hlen. Zu diesem Zweck
betrachten wir wieder die Differenzenfunktion

Se+1 = Ups1 — Xe+1 < 0 € S5 (Teg1)-
Es gilt die folgende Aussage:

Lemma 4.3.3. Sei F € Mf),E =T, NT_, Ty € Ty eine zu verfeinernde Ecke mit Mittel-
punkt p € Nyy1(E). Den Patch von E bezeichnen wir mit wF := Ty UT_. Es gilt

ne(B)? < C (U = Usialls + 0562 (f) + 05¢2p (x) + i (xe) ) (4.3.26)

wobei pp(xe) wie in (4.2.8) definiert ist und die Konstante C' > 0 nur von der Formregularit it
und der Geometrie von Ty abhdngt.

Beweis. Seien py € Nyy1(Ty) die neuen inneren Knoten in 7. Wir unterscheiden im Folgen-
den zwei Fille:

(1) der1(p+) = 0= dpr1(p-),

(ii) dpt+1(p+) < 0 oder dpt1(p—) < 0.
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Abbildung 4.1.: Notationen fiir Lemma 4.3.3.

Fall (i): Mit d; := Up — x/ gilt
hel| 0.UdlIE < helll0ndd|E + ui(xe), (4.3.27)

wobei wir hier die Ungleichung von Cauchy verwendet haben. Da Voy|7 auf T' € {1+ } konstant
ist, muss mindestens ein Sohn 77 € Ty 1(T) von T € T existieren, auf dem ng - Vi|r =
ng - Vol und ng - Vg | unterschiedliche Vorzeichen haben (oder Null sind). Mit der
Ungleichung von Cauchy-Schwarz ergibt sich nun

Ing - Voir| < |ng - V(0 = dep1) || < V(00 = Se1)| 7 |2-

Hierbei bezeichnet || - ||2 die euklidische Norm im R™. Mit |T”| ~ |T| ~ hg|E| folgt somit

hell0nddft = e [ (0.6 da
~ B3 (0060
— % (0n6e Ty — Ondilr)?
S h% (0n8el7.) + b (9u0elr.)”
= 13 (0udilry ) + 1 (Oudilr )
< 1B |V (80 = Sest)ly |* + 0 [V (0 = 0l |
= V(0 = dex) 17y, + 1V(8 = Se1)l172
<V (8¢ = 6e41) |17, + IV(0e = Se1) 7

= 16e = dexll, + 10¢ — Sesall7

S U= Ul s + 0sce (- (4.3.28)
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Die Kombination von (4.3.27) und (4.3.28) liefert schlieBllich das gewiinschte Ergebnis (4.3.26).

Fall (ii): Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wollen wir den Fall §,41(p+) < 0 betrach-
ten. Der Fall 6,11 (p—) < 0 folgt dann durch véllig analoge Berechnungen. Wir betrachten die

weiteren Fallunterscheidungen
(i)1 der1(p) <O,

(i)2 de41(p) = 0.

Fall (i), : Mit ¢, und ¢, bezeichnen wir die nodalen Basisfunktionen beziiglich p; und dem
Mittelpunkt der Kante E, p := mid(E). Da sowohl ¢, als auch ¢,, nach Anforderung einen

kompakten Trager in der inaktiven Menge haben, gilt

(Uer1s op) = (frp)  und (Uesr, pp. ) = (f, py)-

Unter Verwendung von (4.3.15) folgt hieraus

<<UZ+1 - UZ7 (Pp+>> = (f7 (pp+)'

Wir setzen nun ¢g := ¢, — ap,, und wihlen a > 0 wieder so, dass

/ ppdx =0.
UJE

14

Partielle Integration, (4.3.29) — (4.3.30) und Ausnutzen der Tatsache, dass ¢ E’8T+ =

¢El|op fithren zu

l/mmwz/mmww
2 Jg E

= (U, ¢E) — (Ues1, ) + (f.¢E)
={Ur = Ussr, oB) + (f,08),2

=(Ue = Ups1, ¢E) +(f_fwf’g0E)wf'

Mit

(4.3.29)

(4.3.30)

YE|lE =

1/2
ne(E) = hy/* </E[8nUg]2ds> — W2E)2 ([0,U7) " ~ hig|[0U)| = /E 10,U4)| ds

erhalten wir

n(E)* S 10 = Uallp + 0scte (£)

und damit die gesuchte Aussage. Den Term ||pg|| haben wir hierbei durch eine inverse

Abschétzung in den Griff bekommen.

Fall (ii)y: Fiir diesen Fall miissen wir erneut eine Fallunterscheidung machen. Wir betrachten

(ii)2,1 [0,Uf <0,
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(ii)2,2 [0nUf] > 0.
Fall (ii)21: Mit bekannten Argumenten existiert 7'y € Ty41(T%) so, dass
ng - V5z+1\:q >0>ng- Vil -
Damit ergibt sich direkt
0 < ~[0,U4] = — (ne - Voulry —np - Vol ) = [0uxil
< - <nE - V(0 = deq1)lry, —npV(d — 5z+1)|Tf_> — [Onx]
< IV (8 = o4l ll2 + 1V (e = Se1) |z [l2 + [[Dnxe]]-

A

Mit [wf| ~ [T | ~ h2 und
ne(E) ~ —hg [0,U4]
folgt
n(B)* SN0 = UeallZe + 1 (xe)

und damit die gesuchte Aussage.

Fall (ii)22: Als letztes gilt es den Fall [0, U] > 0 zu untersuchen. Wie zuvor gilt

<<Uf+1 ) QDP+>> = (fv 90P+)’

Mit Vi := Upp1 — ¢p € K41, folgt aus der Variationsformulierung (4.1.6) auBerdem

<<UZ+1 ’ Spp>> S (f7 9017)
Mit ¢ aus Fall (ii); ergibt sich

(K%mewzéﬁmwﬁ
<{Uc, g) — (Ue+1, vE) + (f ¢E)
= (Ue = Usy1, vE) + (f 9¢E)
=AU = U1, eu) + (f = fop,0E)u2,

woraus das gesuchte Ergebnis analog zu Fall (ii); folgt. Damit ist die Aussage vollstéindig

bewiesen.

Wir verwenden nun diese beiden Lemmata um die diskrete Effizienz des Fehlerschatzers

nachzuweisen.

Satz 4.3.4 (Diskrete Effizienz). Mit den Vorraussetzungen und Notationen der Lemmata

4.3.2 und 4.3.3 gilt

n; < C (WU = Upal? + oscf + u) ,

wobei C' > 0, abgesehen von der Formreqularitit und der Geometrie der Triangulierung, nur

vom Adaptivititsparameter 6 € (0,1) aus der Dorflermarkierung abhdngt.
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Beweis. Die Aussage folgt aus

= >, m@+ Y m(E)?

TEeTo(Zy) Ee€&(Zy)

ol wmre Y ey

Tem” Bem?

IN

und der Anwendung von Lemma 4.3.2 bzw. 4.3.3 auf die einzelnen Summanden. U

4.3.3. Gestorte Galerkin-Orthogonalitidt und Fehlerreduktion

Wir haben bisher zwei wichtige Eigenschaften von 7y, seine Zuverlassigkeit und seine diskrete
Effizienz beisammen. Im Gegensatz zum affinen Fall ist nach [BCH2] jedoch noch eine weitere
Zutat fiir einen Konvergenzbeweis notig, eine gestorte Galerkin-Orthogonalitit. Wie bereits in
Kapitel 3 erwdhnt, sind die Mengen K, keine Hilbertraume, weshalb der Satz von Riesz, und
damit auch die Galerkin-Orthogonalitét, ihre Giiltigkeit verlieren. Es ist allerdings moglich
eine schwéchere Form dieser Eigenschaft zu zeigen und so ||Uy — Up41|| durch die Fehler in
der Energienorm in der ¢-ten und (¢ + 1)-ten Iteration abzuschétzen. Der nachfolgende Satz
stammt auch aus der Originalarbeit von BRAESS, CARSTENSEN und HorPE [BCH2, Theorem
5.2]. Auch der Beweis dieses Satzes ist leider fragwiirdig. Wie zuvor sind die entsprechenden
Stellen deutlich herausgearbeitet.

Satz 4.3.5 (Gestorte Galerkin-Orthogonalitét). Es seien Uy € Ky und Uprq € Kyiq die
diskreten Lésungen im £-ten und (€ + 1)-ten Schritt. Ferner seien oscy die Datenoszillationen
(4.2.4) und cony™ der Konsistenzfehler (4.2.10). Ist die Anforderung (4.2.9) and das Abfallen
der Oszillationsterme erfillt, dann gilt fir jedes € > 0

1Ue = Uesall? < flw = Uell* = (1 = 4e)llu — Uerall®

1 (4.3.32)
+ (14 p2) 056} (x) + cong™.

Beweis nach [BCH2, Theorem 5.2]. Durch direktes Ausrechnen ergibt sich

1Ue = Upsa || = (Ue — Uey1, Us — Upia
(Ue, Ug) —2QUs, Upgr) + (Uogr , Upgr)

(Ue, Ug) —2QUs, Upgr) + (Uogr , Upgr)

+ (u, u) — (u, u) +2(u, Up) —2{u, Up) +2{u, Upr1) — 2{u, Ups1)

+ (U1, Uet1) — (Ues1, Upta)

—Ju— Uel? ~ llu — Ul = 20u — Ursr, U — Uppn). (13.33)

~=

~=

~=

Aus den Darstellungen mittels Lagrange’schem Multiplikator (4.1.3) und (4.1.7) erhalten wir
ferner

2<<u —Upy1,Up— Ug+1>>
=2(f — f,Ue = Upy1) +2((0041, Ur = Ups1) pmqe) — (0, Ue — Upya)). (4.3.34)
=0
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Wir nutzen im Folgenden die Komplementaritéitsbedingung (4.1.9), sowie oy € M4 (Q2) und
o € H;'(Q) aus und berechnen
2((oes1, U — Up1) mee) — (0, Ur — Upgr))
= 2(0041, Un) m() — 200041, Urt1) me) — 2(0, Ur) + 2(0, Upy1)
= 2(00+1, U) m() — 2{0e+41, Urt1) m(y — 2(0,Us) + 2(0, Ue41)
+ 2(0041, Xe) m(©) — 2(0e41, Xe) m) + 2(0, xe) — 2{0, Xe)
+2(001, Xer 1) m(@) — 20001 Xer 1) m(@) + 20, xer1) — 20, Xeq1)
= 2(004+1, Ur — Xe) m(e) +2(004+1 — 0, X0 — Xe+1) m(@)

<0
+ 2(0e+1, Xe+1 — Uer1) me) + 2(0 xe — Ue) —(0, Xe1 — Upt)
;6 =cong"? ;6
< 20911 — 0, X0 — X€+1>M(Q) + con‘grt. (4.3.35)

Wir setzen erneut 0y, := x¢ — xr+1. Laut [BCH2, (5.29)] gilt nun mit (4.3.4)

‘2<0'5+1 -0, 5X4>M(Q)‘ = |2<0'Z+17 5XZ>M(Q) - 2(‘77 5X£>|
= { - 2<<U€+1 > 5Xz>> + Q(anUf’ 6XZ)F + 2<<u, 6Xz>> - Q(anu’(;Xz)F{
S {2<<’U, — Uf-i—l 5 6XZ>>‘ + ‘2((3”(”& - Uf-i—l)a (SXZ)F‘
1
< deflu = Uesa|* + < (1 + pa)osci (), (4.3.36)
wobei die letzte Ungleichheit durch Anwendung der Spur-Ungleichung in Verbindung mit der
Young’schen Ungleichung und der Abklingbedingung (4.2.9) entstanden ist.

An dieser Stelle wurde jedoch wieder die fragwiirdige Spurungleichung verwendet. Zusdtzlich
ist auferdem unklar, wie der Term oscy(x)? aus dem Randterm |6y ||r entsteht.

Einsetzen von (4.3.34) — (4.3.36) in (4.3.33) vollendet den Beweis. O

Nun sind alle Vorbereitungen getroffen um das Konvergenzresultat [BCH2, Theorem 3.1]
zu zeigen, laut dem der Fehler selbst, bis auf Oszillationsterme und Konsistenzfehler, eine
kontraktive Grofle darstellt. An dieser Stelle mochten wir erneut darauf aufmerksam ma-
chen, dass die Giiltigkeit des nachstehenden Satzes nur unter der Pramisse der Giiltigkeit der
vorangegangenen Aussagen gegeben ist.

Satz 4.3.6 (Fehlerreduktion). Seien u € K die exakte und Uy, Upyq € Ky, Kyyq die diskreten
Lésungen der Probleme 4.1.1 bzw. 4.1.2. Die Datenterme und der Konsistenzfehler oscy, iy
und cony seien wie oben definiert. Auflerdem seien die Abklingbedingungen (4.2.9) gegeben.
Dann ezistieren die Konstanten p1 € (0,1) und Cy,Cs,C3 > 0 die nur von 0 und der Geome-
trie der Triangulierung abhdngen, so dass

llw = Upgall® p1 C1 G\ [llu—U? Cs cony
0scy <10 ps O osc; + 0 (4.3.37)
M 0 0 ps3 17 0

gilt.
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4.4. Schéatzerreduktion

Beweis. Die Zuverldssigkeit (4.3.1) liefert in Verbindung mit der diskreten Effizienz (4.3.31)
die Existenz einer Konstanten C' > 0, welche nur von 6 und der Formregularitéat abhéngt, so
dass

llu = Tell? < € (Us = Uesall? + 056} + cony! + i)
gilt. Die gestorte Galerkin-Orthogonalitét (4.3.32) liefert nun
llw = Uell? < € (llu = Ul = (1 = 4e)lJu — Uesa ||

1
+ = (1 + p2)osci (x) + cony"™ + osci + conj® + uF)
£

und damit

Cc-1

—U 2 - -
I = Vel < o=y

llw — Up||* + CC(0sci + cong + u?),

mit C. := max (1/C(1 — 4e), (1 + p2)/e(C(1 — 4¢))). Damit folgt die gesuchte Aussage fiir
1
e< ic: O

Bemerkung. Analog zum affinen Fall folgt hieraus die Konvergenz der Folge (Uy)een gegen
die exakte Liosung u € K, sofern der Konsistenzfehler cony gegen Null geht.

Bemerkung. Fir die Giltigkeit der vorangegangenen Aussagen miisste man noch die in den
Beweisen derselben markierten Problemstellen beheben. Da die Giiltigkeit der Resultate jedoch
zu erwarten ist, ist es sinnvoll, sich weiterfiihrende Gedanken zu machen, was im ndchsten
Abschnitt geschieht.

4.4. Schatzerreduktion

In diesem Abschnitt wollen wir, wie in Kapitel 3, das Prinzip der Schétzerreduktion auf unser
Hindernisproblem anwenden. Wie zuvor werden unsere Konvergenzresultate dadurch von der
Verfeinerungsstrategie weitestgehend unabhéngig. Auflerdem werden wir die (diskrete) lokale
Effizienz des Schitzers vermeiden, so dass wir die Kantenspriinge im Hindernis (4.2.8) nicht
weiter betrachten miissen. Diese Einschrinkung fallt also einfach restlos weg. Zudem kénnen
wir die Datenoszillationsterme vernachléssigen, da diese, durch eine Veréinderung am Schétzer,
nicht mehr benétigt werden. Da die Hindernisoszillationen oscy(x) (4.2.4) unabhéngig von
jedwedem Flidchenterm, wie z.B. |T'| oder hg sind, kénnen wir die Ideen der Schiitzerreduktion
hierauf nicht anwenden. Das Abklingen der Hindernisoszillationen

0sci1(x) < py 0scf (%), (4.4.1)

mit p, € (0,1) miissen wir also weiterhin ausdriicklich vorraussetzen. Entgegen (4.2.1) be-
trachten wir im Folgenden den Fehlerschétzer

1/2

oo™+ Y m(E)?] (4.4.2)

TeTe(Ze) Ee&(Z,)

Ne -
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Kapitel 4. Das nicht-affine Hindernisproblem

wobei wir die einzelnen Beitréige durch

ne(T)? = T fI7
ne(E)? = hg|[0.Ud]||%,

definieren. Unser adaptiver FEM-Algorithmus lautet nun:

Algorithmus 4.4.1 (adaptiver Algorithmus, Version 2). Imput: Anfangstriangulierung To,
mazximale Anzahl Elemente npmas, Adaptivititsparameter 6 € (0,1),¢ := 0.

(i) Berechne diskrete Losung Uy € K.
(ii) Berechne die Verfeinerungsindikatoren ng(E),n¢(T) und den Fehlerschitzer ny.
(iii) STOP, wenn die Anzahl der Elemente grifier als ngmaq ist.

(iv) Finde eine Menge My C To(Zy) U E¢(Zy) minimaler Kardinalitit von markierten Ele-
menten und Kanten, so dass

o < > m(T’+ D (B (4.4.3)

TE'T[(IZ)PIMZ Eege(l—e)ﬁ./\/le

(v) Erzeuge neues, requlires Gitter Tyy1, bei dem mindestens alle markierten Elemente und
Kanten verfeinert wurden durch beliebige Verfeinerungsstrategie, z.B. NVB.

(vi) € — €+ 1 und beginne wieder bei (i).

Output: Endliche Folge diskreter Losungen Uy und zugehorige Fehlerschdtzer ny.

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass die Ausgabe (Uy)gen von Algorithmus 4.4.1 tatséchlich
eine gegen die exakte Losung u € K konvergente Folge ist. Hierzu machen wir uns zunéchst
klar, dass die Zuverldssigkeit von 7, direkt aus dem vorangegangenen Zuverlassigkeitsresultat
(Satz 4.3.1) folgt (und damit natiirlich an dessen Giiltigkeit gebunden ist).

Satz 4.4.2 (Zuverlissigkeit). Der Fehlerschitzer ny (4.4.2) ist zuverlissig, d.h.

llw — Ue||? < Cn + osc2(x) + cony®, (4.4.4)
wobei cony wie in (4.2.11) definiert ist und die Konstante C' > 0 nur von der Formregularitt
abhdngt.

Beweis. Der Beweis lauft vollig analog zum Beweis von Satz 4.3.1, wobei wir jedoch an keiner
Stelle (f,v)r durch (fr,v)r + (f — fr,v)r ersetzen. Dadurch verhindern wir das entstehen
der Daten-Ostzillationsterme und erhalten Abschétzungen die sich direkt auf unseren neuen
Verfeinerungsindikator 7,(1") beziehen. O

Wir wollen im Folgenden zunéchst annehmen, dass durch Verfeinerung innerhalb der akti-
ven Menge keine neuen inaktiven Knoten entstehen kénnen, d.h.

U rcyr U Ec U Euéi (4.4.5)

Te+1(Ze+1) Te(Ze) Eot1(Zet1) Ee(Zy)

102



4.4. Schéatzerreduktion

wobei die Menge &, diejenigen Kanten F € Epy1(Zyy1) darstellt, die im Inneren eines Ele-
ments T € Ty(Z;) liegen. Wir nehmen also an, dass sich die inaktive Menge durch Verfei-
nerung hochstens verkleinern, aber niemals vergrofiern kann. Dass dies keine vollig aus der
Luft gegriffene Forderung ist, kann man sich, zumindest im Fall stiickweise affiner Hindernisse
folgendermaBen klarmachen: In diesem Fall verschwinden die Hindernisoszillationen (4.2.4),
so dass Verfeinerung markierter Elemente nurmehr in der inaktiven Menge mdoglich ist. Die
Forderung ist nun gleichbedeutend damit zu verlangen, dass durch Verfeinerung im inakti-
ven Bereich, im aktiven Bereich keine ,,Schwingungen® enstehen, so dass sich die diskrete
Losung hier wieder vom Hindernis entfernt. Mit der Tatsache, dass die diskrete Losung ein
Energiefunktional minimiert, scheint dies eine sinnvolle Annahme zu sein.

Proposition 4.4.3 (Eingeschrinkte Schitzerreduktion). Die Menge M, erfiille die Dorfler-

markierung (4.4.3). Auferdem sei Vorraussetzung (4.4.5) gegeben. Bei Verfeinerung durch
NVB oder RGB gilt dann

Mee1 < ani +C U1 = Uil (4.4.6)

wobei g € (0,1) nur von 0 und C > 0 zusdtzlich von der Geometrie der Elemente in Ty
abhdngt.

Beweis. Wir definieren

Tes1(Zaw) :={T € Tes1 | IT" € To(Zy), T CT'}
und

Ev41(Taw) == {E € E1 | IE' € &(Ty), E C E'}

als die Mengen der Kanten und Elemente in der (¢ + 1)-ten Iteration, die aus der aktiven
Menge im vorherigen Schritt hervorgegangen sind. Aufgrund der Annahme (4.4.5) gilt

Tes1(Zes1) € Top1(Zae), und  Epp1(Zys1) € Erp1(Zatt) U Eneu

Wir setzen My := {T € Tpp1(Zaw) | IT" € To(Zy) " My, T C T’} und erhalten mit
Standardargumenten der Schétzerreduktion

o@D (1)

T'€To41(Zoy1) T€Ty1(Zart)
= > TN+ > 1T
T'€To41(Zat)\ M7 0 T'eMr,
1
< > |T|”f”%r+§ > AT
TEeTe(Ze)\Me TET(Ze)N M,

Mit Mgy == {E € E1(Tan) | IE' € E(Ty) N My, E C E'} und der Tatsache, dass der
Sprung [0, Uy] g auf Kanten innerhalb von Elementen T' € Ty(Zy) (also E € &,¢y) verschwindet,
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Kapitel 4. Das nicht-affine Hindernisproblem

erhalten wir analog

Yo hwelllonUdliE < Y helBUdlE

E'€&r11(Toyr) E'€&p11(Zart)
= > hell0nUdIE + > hell 0l
E'€€p41 (Tae)\Me ¢ E'eMe,
1
< Y hallBaUdE + 3 > helbnUl%
EES{(I{)\M[ Eegg(l—g)ﬁ./\/te

Die Dérflermarkierung und die Dreiecksungleichung im Folgenraum ¢? liefern nun, wie ge-
wohnt, die gesuchte Aussage. O

Da die Folge (Up)sen aufgrund der Konformitét der Diskretisierung a-priori konvergiert
(siehe Lemma 3.3.8), erhalten wir, wie zuvor, die Konvergenz gegen die exakte Losung u € K
bis auf den Konsistenzfehler.

Satz 4.4.4 (Eingeschrinkte Konvergenz). Unter der Vorraussetzung (4.4.5) konvergiert die

Folge (Up)gen der von Algorithmus 4.4.1 erzeugten diskreten Teillésungen gegen die exakte

Lésung uw € K, d.h. glim llu — Ue||?> = 0, sofern der Konsistenzfehler con},e! gegen Null geht.
— 00

Beweis. Die Aussage folgt aus der Schitzerreduktion (Proposition 4.4.3) in Verbindung mit
der Zuverléssigkeit (Satz 4.4.2), der a-priori Konvergenz konformer Diskretisierungen (Lemma
3.3.8) und dem gleichméBigen Abklingen der Hindernisoszillationen (4.4.1). O

Bemerkung. Im Fall stiickweise affiner Hindernisse, ist auch folgendes, alternatives Vorge-
hen mdglich, bei dem man die Bedingung an das monotone Abnehmen der inaktiven Menge
nicht bendtigt: Wir definieren den Fehlerschdtzer durch

m =Y (TP + > m(E)

TeT, Ee&

auf dem gesamten Gebiet Q, wobei wir den Sprung [0,U] g gleich Null setzen, wenn [0,Uslp =
[OnxelE = [OnX]E fir ein E € &i(Ay) gilt. Auf diese Weise umgehen wir das zu Beginn
dieses Kapitels angesprochene Problem, dass wir immer weiter verfeinern, obwohl der Fehler
schon beliebig klein ist und der Sprung nur durch das Hindernis gegeben ist. Der Beweis der
Schitzerreduktion folgt nun fir diejenigen Kanten, auf denen [0,U;] durch den echten Sprung
gegeben ist vollig analog. Fir diejenigen Kanten auf denen der Sprung von Uy gleich dem
Sprung des Hindernisses x, und damit per Definition [0, U] = 0 gilt, macht man sich folgende
Uberlegung zu nutze: Seien E',E" € &1 die beiden Sihne der Kante E € &. Der Sprung
[0n,Uy] ist konstant auf der gesamten Kante E. Daher gilt [0,Uq|pr = 00Ul pr = (00U E. Gilt
nun 0.B.d.A. [0,Us)gr = 0 wegen obiger Definition, so muss Uy auch schon im £-ten Schritt
an der entsprechenden Kante das Hindernis beriihrt haben. Es gilt daher [0,Uflp = 0, so dass
die Schatzerreduktion thre Giltigkeit behdlt. Problematisch ist jedoch, dass sich der Term

S hp 00 Uerr — Ue)]II3

E'e&piq

mit obiger Definition nichtmehr durch ||[Upyr — Ugl|? abschitzen lisst. Hierzu miisste man
zusdtzlich fordern, dass sich das Vorzeichen des Sprunges [-] iiber einer Kante E' € Epyq im
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4.4. Schéatzerreduktion

Ubergang von Uy nach Upq nicht dndert. Dies stellt aber eine recht einsichtliche Annahme
dar.

In den folgenden Ausfithrungen wollen wir versuchen die Vorraussetzung an das mono-
tone Abnehmen der inaktiven Menge zu entkréften. Wir lassen zunéchst zu, dass sich die
inaktive Menge, aufgrund der Verfeinerung im Hindernis, ein einziges Mal vergrofiert. Ohne
Beschriankung der Allgemeinheit sei dies im (¢ 4 1)-ten Schritt der Fall. Mit

Te1 (T, ) = AT € Tesr(Togn) | VT € To(Te), T ZT'}

bezeichnen wir die zur inaktiven Menge neu hinzugekommenen Elemente. Die Menge der neu
hinzugekommenen Kanten aus diesem Bereich notieren wir mit

5[4_1(122_1) = {E S 5[+1(Ig+1) | FE e gg+1(T) mit T € 72_,_1(122_1)}.
Wir erhalten eine Aussage iiber die Verkleinerung des Schitzers 1, im (¢ + 1)-ten Schritt.
Proposition 4.4.5. Die Menge My erfille die Dérflermarkierung (4.4.3). Mit
(i) = Y @+ Y m(E) (4.4.7)
TeTer1 (T ) Be&ra (T, )
gilt im (£ 4+ 1)-ten Verfeinerungsschritt
Mepr < a1l + 171 (T 1) + C U1 — Ul (4.4.8)

Die Konstante ¢ € (0,1) hdngt hierbei nur von 6 ab, wihrend C > 0 zusdtzlich von der
Geometrie der Elemente in Ty abhdngt.

Beweis. Wir betrachten 7,4, separat auf IgH\IZZrl und IZZFI. Nach obiger Definition ist die
Menge 72+1(Ig+1\IZH) kleiner als 7y(Zy). Da selbiges auch fiir die entsprechenden Kanten
gilt, kénnen wir Proposition 4.4.3 verwenden und erhalten

M1 (Zen\If ) < anf + CllUey = Uell?.
Insgesamt ergibt sich also
M1 = M1 (Lo \T) + 1041 (T) < amif + iy (T 1) + CllUer = Uell.
Damit ist die Aussage vollstindig bewiesen. O
Satz 4.4.6 (Erweiterte Konvergenz I). Es gelte die Vorraussetzung (4.4.5) mit der Ausnahme,

dass die inaktive Menge im (¢ 4+ 1)-ten Schritt auch grifier werden darf. Dann konvergiert

(Up)een dennoch gegen die exakte Losung u € K, sofern der Konsistenzfehler con;el gegen

Null geht.
Beweis. In jedem Schritt k # (£ + 1) gilt mit Proposition 4.4.3

o1 < anii + C|Uker = Ugll*.
Im (£ + 1)-ten Schritt hingegen erhalten wir mit Proposition 4.4.5

M1 < a0 + i1 (Zh) + C lUesa = Uell.
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Insgesamt ergibt sich somit fiir den (¢ 4 1 + k)-ten Schritt

Movrer < 07 + (T ) + C Uk — Ueel)?
1tk
1tk k Cr1tk—j
< g+ i (L) +C Y ¢TTEINU = Ul + C Uk — Uel?,
i=1

woraus die Konvergenz

lim ny = lim 77, =0
o e = e 14k
folgt. Die Zuverlissigkeit (4.4.4) vollendet den Beweis und zeigt die Konvergenz bis auf den
Konsistenzfehler. O

Diese Ideen lassen sich logischerweise auch auf den Fall iibertragen, in dem Vorraussetzung
(4.4.5) in endlich vielen Schritten verletzt wird. Wir lassen also zu, dass sich die inaktive
Menge endlich oft vergrofiern kann und erhalten:

Satz 4.4.7 (Erweiterte Konvergenz II). Es gelte die Vorraussetzung (4.4.5) mit endlich vielen
Ausnahmen, d.h. die Vorraussetzung darf in endlich vielen Schritten verletzt sein. Dann kon-
vergiert (Uy)pen dennoch gegen die exakte Lisung u € K, sofern der Konsistenzfehler conzel

gegen Null geht.

Beweis. Da Vorraussetzung (4.4.5) nur in endlich vielen Schritten verletzt sein kann, gibt
es einen Index £y > 0, so dass die Vorraussetzung in allen Schritten ¢ > ¢y gilt. Ab dem
{-ten Schritt gilt also die normale Schétzerreduktion. Zusétzlich erhalten wir eine endliche
Summe von Schitzern auf Teilmengen von Q die, mit dem Faktor ¢* multipliziert gegen Null

konvergieren (siche Beweis von Satz 4.4.6). Es ergibt sich somit erneut Zlim n? = 0 und damit
—00

die gesuchte Aussage. O

Schliellich wollen wir noch den Fall betrachten, in dem im Inneren der aktiven Menge
unendlich oft neue inaktive Teilmengen entstehen, die zur inaktiven Menge hinzukommenden
Mengen allerdings immer kleiner werden.

Satz 4.4.8 (Erweiterte Konvergenz III). Vorraussetzung (4.4.5) darf in unendlich vielen
Schritten verletzt sein; Wir fordern jedoch, dass die neu hinzukommenden inaktiven Teil-
mengen ab einem gewissen Index o € N immer kleiner werden, d.h. sowohl die Grifie der
hinzukommenden Dreiecke, als auch deren Anzahl nimmt ab. Ferner sei der Sprung [0,Us|E
mit E € & fir alle ¢ € N gleichmdfig beschrankt. Dann konvergiert (Up)ien dennoch gegen
die exakte Lisung u € K, sofern der Konsistenzfehler conzel gegen Null geht.

Beweis. Sei £ > £y und € > 0 beliebig. Nach Vorraussetzung ist die hinzukommende inaktive
Menge im (¢ + 1)-ten Schritt kleiner, als die im ¢-ten Schritt hinzukommende aktive Menge.
Aufgrund der gleichméBigen Beschrénktheit von [0,,U,] gibt es somit einen Index ¢; so, dass
77!? (IZ‘ ) < e fiir alle £ > ¢;. Die ab diesem Index hinzukommenden inaktiven Mengen haben
somit keinen weiteren Einfluss auf die Konvergenz von 7y, da die Werte der Fehlerschétzer
hierauf gegen Null konvergieren. Es gibt allerdings nur endlich viele Schritte k& < ¢1, so dass
hier wieder Satz 4.4.7 Anwendung findet. Insgesamt erhalten wir wieder die Konvergenz des
Schitzers 1y gegen Null und damit die Konvergenz von U, gegen die exakte Losung v € K. [
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Bemerkung. FEigentlich bliebe hier noch der Fall zu untersuchen, in dem unendlich oft neue
inaktive Mengen hinzukommen konnen, diese jedoch nicht kleiner werden miissen. Das wdre
gleichbedeutend mit der Annahme, dass Knoten und ganze Teilbereiche von € beliebig oft
zwischen aktiv und inaktiv hin- und herspringen konnen. Da die hinzukommenden Mengen
ne(Zy) hierbei keine Nullfolge mehr sein miissen, kinnen wir mit unseren Methoden keine
Konvergenz des Schitzers ny gegen Null zeigen. Das Prinzip der Schdtzerreduktion versagt
daher an dieser Stelle. Die Frage, ob es tiberhaupt Hindernisse gibt, die ein solches Verhalten
hervorrufen, bleibt allerdings offen.

Bevor wir diesen Abschnitt mit einem numerischen Beispiel beschliefien, wollen wir den
Unterschied zwischen affinen und nicht-affinen Hindernissen im Bezug auf das Prinzip der
Schétzerreduktion kurz Revue passieren lassen. Das Hauptproblem im Falle nicht-affiner Hin-
dernisse liegt darin, dass es nicht sinnvoll sein kann die Kantenspriinge der Normalenableitung
[[] im inneren der aktiven Menge als Verfeinerungsindikator heranzuziehen. Dies fiihrt dazu,
dass die hier vorgestellten Fehlerschétzer einzig auf der inaktiven Menge arbeiten. Diese kann
sich jedoch — zumindest formal — in jedem Schritt &ndern. Da das fundamentale Prinzip der
Schétzerreduktion darin besteht den Schéitzer im f-ten Schritt mit dem Schétzer im Schritt
davor zu vergleichen, fithrt genau diese Einschrinkung zu Problemen. Im Prinzip kénnte der
Schétzer im ¢-ten Schritt ja vollig andere Elemente und Kanten als derjenige im (¢ — 1)-ten
Schritt betrachten, so dass diese Groflen ginzlich unvergleichbar sind. Um dieses Problem
anzugehen haben wir Stiick fiir Stiick weniger Einschréinkungen an die Verénderung der in-
aktiven Menge gemacht, konnten jedoch den vollig allgemeinen Fall aus genannten Griinden
nicht behandeln. Man kann also recht gut sehen, dass das Prinzip der Schéatzerreduktion sehr
lokal arbeitet und sich daher auch auf Probleme wie sich verdnderbare Gebiete nicht ohne
Weiteres anwenden lésst.

4.5. Numerische lllustrationen

Wir stellen in diesem Abschnitt ein numerisches Beispiel fiir ein Hindernisproblem mit nicht-
affinem Hindernis vor. Zur Berechnung wurde Algorithmus 4.4.1 implementiert. Wie im affinen
Fall haben wir zur Losung des diskreten Teilprobems in jedem Schritt die primal-dual active
set Methode aus [HIK] verwendet.

Wir betrachten das Hindernisproblem auf dem quadratischen Gebiet € := (—1.5,1.5)2 C
R2. Die rechte Seite ist durch die Konstante Funktion f = 2 gegeben. Als stiickweise affines
Hindernis verwenden wir

X=x¢=|z|+05 =z € (-1.515),

wobei x die erste Koordinate darstellt. Durch die Tatsache, dass in jedem Schritt x = x gilt,
fallen die Hindernisoszillationen automatisch weg, so dass diese nicht weiter beachtet werden
miissen. Die numerische Approximation Ug auf Tg der Losung ist in Abbildung 4.2 mit und
ohne Hindernis dargestellt. Gut ist zu erkennen wie sich die Funktion an das nicht-affine
Hindernis y anschmiegt.

In den numerischen Berechnungen vergleichen wir uniforme und adaptive Netzverfeinerung,
wobei wir den Adaptivitétsparameter 6 aus {0.4,0.6,0.8} variieren. Die numerische Konver-
genzgeschichte fiir 6 = 0.6 ist in Tabelle 4.1 dargestellt. Analog zum affinen Fall ist auch hier
der Fehler wieder im Energiefunktional durch

e¢ = J(Up) — T (u)
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Abbildung 4.2.: Losung auf adaptiv generiertem Gitter 79 mit N = 5597 Elementen und
Adaptivitdtsparameter § = 0.6. Zur Verdeutlichung ist Ug mit (oben) und
ohne Hindernis (unten) dargestellt.

angegeben. Da wir die exakte Losung v € K nicht kennen, haben wir als Annéherung die
numerische Losung bei uniformer Verfeinerung auf N = 524288 Elementen verwendet. Zur
Ann#herung der Groe (u, u), haben wir die Folge (Uy , Uy) bei uniformer Verfeinerung durch
Aitkin’s A2 - Methode extrapoliert. Der Fehlerschiitzer 7, ist, wie in (4.4.2) beschrieben durch

1/2

ne=1 D m(™*+ Y. m(E?|

TeTe(Ze) Ee&(Zy)

gegeben.

Abbildung 4.3 visualisiert einen Vergleich zwischen adaptivem und uniformem Verfahren
fiir verschiedene Adaptivititsparameter 6 € {0.4,0.6,0.8}. Dargestellt sind die entsprechenden
Fehlerschétzer und der Fehler im Energiefunktional iiber der Anzahl der Elemente. Aufgrund
der hohen Regularitidt der Losung ist der Vorteil des adaptiven Verfahrens nur sehr gering.
Die Schwankungen im Fehler bei hohen Elementanzahlen sollten sich hierbei noch verbessern,
wenn tatsichlich die exakte Losung u € K, oder eine bessere Approximation verwendet wird.
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1 N Ve e

1 32 9.3545¢-01 3.3630e+-00
2 63 5.7036e-01 2.3324e+-00
3 110 4.9157e-01 1.9705e+00
4 228 3.7624e-01 1.4149e4-00
5 416 2.3542¢-01 1.0468e+00
6 844 1.9036e-01 7.9144e-01
7 1464 1.5075e-01 5.8077e-01
8 3378 9.3115e-02 3.9343e-01
9 9597 6.7496e-02 2.9935e-01
10 13550 4.7581e-02 1.9593e-01
11 22015 3.3552e-02 1.4882¢-01
12 53346 3.4838e-02 1.0125e-01
13 82529 2.3953e-02 7.6044¢e-02
14 205574 2.3165e-02 4.9509e-02

Tabelle 4.1.: Numerische Ergebnisse fiir adaptive Netzverfeinerung mit § = 0.6, wobei N =

#T; und e = J(Up) — T (u) gilt.

In Abbildung 4.4 sind schliefilich die mit # = 0.6 adaptiv generierten Triangulierungen 75
und 79 abgebildet. Wie zu erwarten, beschréinkt sich die Verfeinerung hauptséchlich auf den
dufBeren Bereich. Dass auch im Inneren, entlang des Knicks im Hindernis einige Verfeinerung
stattfindet, ldsst darauf schliefen, dass diese Kanten und Elemente erst relativ spét wirklich

zur aktiven Menge hinzukommen.
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10

10
10

Abbildung 4.3.: Numerische Ergebnisse bei uniformer und adaptiver Verfeinerung wobei 6 €

{0.4,0.6,0.8} variiert. Der Fehler e, = J(Uy) — J (u) ist im Energiefunktional
angegeben. Zu sehen sind die GréBen /e, und 7, im Vergleich mit der Anzahl
der Elemente N = #7;.
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4.5. Numerische Illustrationen

Abbildung 4.4.: Adaptiv generierte Triangulierungen 75 (oben) und Tg (unten) mit N = 416
bzw. N = 3378 Elementen fiir § = 0.6. Verfeinerung ist hauptséchlich auf
den dufleren Bereich beschrinkt.
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Kapitel 5.
Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit ist es uns gelungen, konvergente, adaptive finite-Elemente-Algorithmen fiir
elliptische Hindernisprobleme zu konstruieren. Hierbei haben wir uns hauptséchlich an den
Arbeiten [BCH1] und [BCH2] von BRAESS, CARSTENSEN und HOPPE orientiert. Im Sinne
von [BCH1] haben wir zunéchst den Fall global affiner Hindernisse betrachtet. Wir haben die
Ausfithrungen von [BCH1]| verstanden und nachvollzogen. Im Anschluss daran haben wir das
Konzept der Schitzerreduktion aus [CKNS, AFP] fiir Hindernisprobleme verallgemeinert und
so einen von der diskreten lokalen Effizienz des Schétzers unabhéngigen Konvergenzbeweis
erhalten. Dieses Vorgehen wurde in der vorliegenden Arbeit erstmals durchgefiihrt. Als direk-
te Konsequenz folgt die Giiltigkeit des Konvergenzresultates fiir weit weniger eingeschrénkte
Verfeinerungsstrategien. Dies ist auch im Bezug auf Optimalitét ein wichtiges Resultat, da ein
massiver Bestandteil des Optimalitétsbeweises aus [CKNS] nur fiir Verfeinerung mit Newest
Vertex Bisection gilt. Fiir Untersuchungen in diese Richtung ist es also auch sinnvoll den
Hindernisfall mit Verfeinerung durch NVB zu betrachten, was dank unseres Resultates nun
legitim ist. Zusétzlich ist es uns auflerdem gelungen, die Forderung nach dem Abklingen der
Oszillationsterme aus [BCH1] iiberfliissig zu machen. Dies haben wir erreicht, indem wir den
Oszillationsteil direkt mit in den Schétzer aufgenommen und durch Schétzerreduktion gezeigt
haben, dass das geforderte Abklingen unter Zuhilfenahme der Dorflermarkierung automatisch
eintritt. Es ist daher in diesem Fall obsolet die Oszillationsterme explizit zu kontrollieren. Im
Zuge dieses ldnglichen Beweises wurde somit das Prinzip der Schitzerreduktion auch auf Os-
zillationsgroflen verallgemeinert. Die grofite Schwierigkeit lag hierbei darin, die Oszillationen
auf den zusétzlich im Inneren von verfeinerten Elementen enstehenden Kanten zu kontrol-
lieren. Die Gesamtmenge der Kanten wird, im Gegensatz zur Gesamtfliche der Elemente,
schliellich in jedem Schritt grofler. Zu diesem Zweck wurde der abgewandelte, dquivalente
Fehlerschétzer py eingefiihrt, welcher zusétzlich Oszillationsterme am Rand beinhaltet, da
die Oszillationen von verfeinerten Randkanten ansonsten nicht hétten abgeschéitzt werden
konnen. Zum Abschluss des affinen Falles haben wir schliefllich die Kontraktivitét einer aus
Fehler und Fehlerschétzer bestehenden gemischten Fehlergrofle gezeigt. Hierdurch erhalten
wir nicht nur ein Resultat {iber die Konvergenzgeschwindigkeit unserer adaptiven Methode,
sondern auch einen Ausgangspunkt fiir einen moglichen Optimalitdtsbeweis, da der Beweis
aus [CKNS] ein solches Resultat verwendet.

Analog zur Entwicklung von [BCH2] haben auch wir uns im néchsten Schritt allgemeineren
(nicht-affinen) Hindernissen zugewandt. Wie zuvor haben wir hierbei zunéchst die Resulta-
te aus [BCH2] nachvollzogen und ausgearbeitet. Im Anschluss daran wurden, wieder durch
Schétzerreduktion, von der Verfeinerungsstrategie unabhéngige Konvergenzresultate erzielt.
Das grofite Problem hierbei war die Tatsache, dass ein sinnvoller Fehlerschétzer 7, im Falle
nicht-affiner Hindernisse unmaoglich Kantenspriinge im inneren der aktiven Menge beinhalten
darf. Durch Knicke im Hindernis kénnten die Spriinge sonst an eben diesen Stellen grof} blei-
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ben, obwohl der Fehler schon beliebig klein ist. Dies wiirde dazu fiihren, dass an Knicken im
Hindernis immer weiter verfeinert wird, obwohl das nichtmehr zur Giite der Losung beitragen
wiirde, was sicherlich nicht besonders effizient sein kann. Im nicht-affinen Fall ist der Feh-
lerschétzer also nur auf einem Teilgebiet, der inaktiven Menge, definiert. Die Grundidee der
Schétzerreduktion besteht nun darin den Schétzer im (¢ + 1)-ten Schritt gegen den Schétzer
im f-ten Schritt abzuschétzen. Da sich die inaktive Menge allerdings prinzipiell von Schritt
zu Schritt dndern kann, mussten wir zusétzliche Einschrankungen an das Entstehen inaktiver
Mengen innerhalb vormals aktiver Gebiete treffen. Somit haben wir Probleme und Grenzen
des Prinzips der Schétzerreduktion entdeckt, die im linearen Fall nicht abzusehen waren.

Sowohl im affinen als auch im nicht-affinen Fall wurden die theoretischen Ergebnisse schlief3-
lich durch numerische Simulationen bestétigt.

Die vorliegende Arbeit konnte zwar einige Fragen aus dem Kontext elliptischer Hindernispro-
bleme beantworten, hat dafiir aber auch neue aufgeworfen. Allen voran steht sicherlich die
Frage nach quasi-Optimalitdt der vorgestellten Algorithmen im Sinne von [CKNS]. Hierzu
miisste zuséatzlich zur gezeigten Kontraktivitéit der gemischten Fehlergrofie

Ay =J(Up) = T () +vpuf

die globale Effizienz des involvierten Schétzers, sowie seine diskrete lokale Zuverlissigkeit
gezeigt werden. Auflerdem briuchte man, aufgrund der verlorenen Galerkin-Orthogonalitét,
eine Abschitzung der Form

llw = Uell® — llw = Ueall* < 1Ue = Uesa I,

also quasi eine Umkehrung der gestdrten Galerkin-Orthogonalitit aus [BCH2]. Mit diesen
Zutaten konnte man die Optimalitéit der Dorflermarkierung zeigen, und den Beweis analog
zu [CKNS] zu Ende fithren. Weitere offene Fragen betreffen schliefllich Verallgemeinerungen
der gezeigten Resultate. So wire es interessant zu untersuchen, ob man mit den gleichen
Argumenten auch einen konvergenten Algorithmus fiir inhomogene Probleme konstruieren
kann. Das numerische Beispiel 1 aus [BCH1] ist ein Indiz dafiir, dass eine solche Erweiterung
wohl moglich sein sollte. Hierzu wire sicherlich die Differenz zwischen exakten und diskreten
Randdaten zu kontrollieren. Die Erweiterung auf ein gemischtes Problem mit Dirichlet- und
Neumann-Randdaten sollte dann relativ direkt moglich sein.

Zu guter letzt stellt sich natiirlich noch die Frage, ob es moglich ist die Einschrinkungen an
das Enstehen inaktiver Mengen im nicht-affinen Fall fallen zu lassen und somit vollig beliebige
Hindernisse y € H&(Q) zu betrachten. Dies wére gleichbedeutend mit der Frage danach, ob
der in der Bemerkung am Ende von Abschnitt 4.4 erwéhnte Fall iiberhaupt eintreten kann.

Alles in allem sind wir in ein spannendes Feld eingetaucht bei dem noch viele Probleme
mathematisch offen sind. Es stellt sich nur die Frage welches man als néchstes angehen mochte.
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Anhang A.

Notationen

N
9)
r
Q)
()
L*(9)
Hy (%)

H(Q)
H2(9)

S4(7e)
P™(T)
-1l
('7‘)
(',')T
Il
<<'7 >>

u

Us

feL*9)

T, 7.7, Ty, A

-]

hr

diam(T)

he

pPT

T(Te)

N(NY)

EX (&)

Er(&er)

Tr(Ter)
‘T

E(&r)

Nt

Natiirliche Zahlen mit Null, d.h. 0,1,...

Gebiet im R? auf dem das Problem betrachtet wird.

Rand von €.

Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf €.

Raum der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen mit kom-
paktem Trager auf (2.

Sobolevraum der quadratisch integrierbaren Funktionen.
Sobolevraum der einmal schwach differenzierbaren L2(Q)-Funktio-
nen, deren Gradient wieder in L%() liegt, mit Nullrand im Spur-
sinne.

Dualraum von H{ ().

Sobolevraum der zweimal schwach differenzierbaren L2-Funktionen
auf ().

Global stetige, stiickweise affine Funktionen mit Nullrand.

Raum der Polynome von Grad kleiner oder gleich m auf T
L?-Norm auf dem ganzen Gebiet .

L?-Skalarprodukt auf dem ganzen Gebiet €.

L?-Skalarprodukt auf T C .

Energienorm auf H}(Q).

Energieskalarprodukt auf H}(€2).

Exakte Losung.

Diskrete Teillosung.

Rechte Seite der elliptischen Gleichung.

Dreieckselement einer Triangulierung.

Fléche (eines Gebietes).

Durchmesser des Elements T'.

Durchmesser des Elements 7.

Lénge der Kante E.

Hohe (iiber der langsten Kante) des Elements T

Triangulierung (im ¢-ten Schritt).

Knoten der Triangulierung 7 (7).

Gesamtmenge der Kanten von 7 (7).

Randkanten von T (77).

Randelemente von T (7).

Randelemente welche den Rand nur mit einem Knoten beriihreren.
Innere Kanten von 7 (7).

Knoten des Elements 7.
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NE

Er

T, Y1, 2T
H#F

UZ

a(T)

Ihyu

Jhu

Dk

n(ne)s 1(pee)

Knoten der Kante F.

Kanten des Elements T'.

Konkrete Knoten des Elements T'.

Anzahl der Elemente in der Menge F.

Nodale Basisfunktion von Knoten z € N.
Formregularitétskonstante.

Nodaler Interpolant.

Clément Operator.

k-te schwache Ableitung in der Multiindex-Notation (sieche EVANS [E,
S. 617]).

Fehlerschiitzer auf der Triangulierung 7 (7).

Knotenpatch.

Kantenpatch.

Elementpatch.

Kleinere Elementpatches.

Integralmittel von f iiber T.

Adaptivitdtsparameter fiir die Dorflermarkierung,.

Menge der markierten Elemente und Kanten.

Menge der durch Verfeinerung markierter Elemente entstandenen
Elemente 7" € Tyy1.

Maximale Anzahl von Elementen als Abbruchkriterium fiir den ad-
aptiven Algorithmus.

Elementbasierter Oszillationsterm.

Kantenbasierter Ostzillationsterm.

Summe aus Kanten- und Elementoszillationen.

Elementbasierte Verfeinerungsindikatoren.

Kantenbasierte Verfeinerungsindikatoren.

Approximationsklasse zur Konvergenzrate «.

Energiefunktional, J(u) = 1/2(u, u) — (f,u).

Mittelpunkt der Kante E.

Differenzenfunktion &, := U, — x € H*(Q).

Duale Paarung zwischen C(Q) und M(Q).

Dirac Delta-Funktional beziiglich des Punktes p.

Knoten-, Kanten, bzw. Elementpatches in der /-ten Triangulierung.
Kanten der ¢-ten Triangulierung, welche den Punkt p beriihren.
Aktive bzw. inaktive Menge im /-ten Schritt.

Menge der Kanten bzw, Elemente mit ¢ Knoten in der aktiven Menge.

Menge der Kanten bzw. Elemente mit 7 Knoten in der inaktiven Men-
ge.

Elemente bzw. Kanten die weder komplett in der aktiven, noch kom-
plett in der inaktiven Menge liegen.

Oszillationsterme in Abhéngigkeit des (nicht-affinen) Hindernisses x.
Raum der RadonmaBe auf 2, Dualraum von C(€).

Duale Paarung auf entsprechenden Réaumen.

Differenzenfunktion y — x, € H*(Q).
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Anhang B.

Mathematische Wahrheiten

B.1. Funktionalanalytische Vorraussetzungen

Lemma B.1.1 (Ungleichung von Poincaré). Sei Q C RY ein beschrinktes Gebiet im R?, dann
gilt fiir alle v € HL ()

HUHLQ(Q) < CPpoincaré HVUHH(Q)-

Wegen
IVollzz@) < lollmp @) = Ivllz2@) + IVUllz2@) < (14 Croincare) [VVllL2(0)
ist somit durch, ||v]] = |Vl 12q) eine dquivalente Norm auf Hg(S2) gegeben.
Beweis. Siehe BRAESs [BRA07, S. 29| O

Lemma B.1.2 (Ungleichung von Hélder). Sei Q@ C R? ein Gebiet im RY. Ferner sei
1<p,q<oo mit % + % =1, dann gilt fir uw € LP(Q),v € LI(N)

| wolde < ullv lolznca
Im Besonderen gilt daher fiir u,v € L?()
(u,v) < |lullp2@)llvllz2()-
Beweis. Siehe Evans [E, S. 623]. O

Lemma B.1.3 (Ungleichung von Young/Cauchy). Seien a,b > 0,e > 0, dann gilt

b2
ab < ea® + —.
4e
Beweis. Siehe Evans [E, S. 622]. O
Lemma B.1.4 (Verallgemeinerte Céa Ungleichung). Seien A und Ay konvezxe, abgeschlossene
Teilmengen von H}(Y) mit Ay € A. Ferner seien u € A und U, € Ay die eindeutigen
Lésungen von

J(u) =min J(v), bzw. J(U;) = min J(V),

vEA VeeA,

dann gilt
llw = Uell? < llu = Vell? = 2¢u, w— Vo) +2(f,u = Vo)
fiir alle Vy € Ay.
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Beweis. Wie im theoretischen Teil ausfiihrlich dargelegt, gilt fiir die u € A die Abschétzung
(u,v—u) > (f,v—u) e (u,u—v) <(f,u—v) firalleve A
Die Verwendung dieser Variationsungleichung fiir v = Uy € Ay und Vpin Ay liefert

llw = Uell® = llull® — 2¢u, Ue) + U]
< (Qu, Up) + (f,u—Up)) —2(u, Ug) + ((Us, Vi) + (f, U — Vo))
= —(Ue, u—=Vp) + (f,u—Vo)
=(u—Ur,u=Ve) —(u, u—=Ve) + (fiu— Vo)
< (lu = Uell?/2) + (llw = Vell?/2) = (u, w— Vi) + (f,u = Vp),

wobei das letzte Ungleichheitszeichen aus der Anwendung der Ungleichungen von Hélder und
Cauchy stammt. Die gesuchte Aussage folgt direkt. O

Satz B.1.5 (Riesz’scher Darstellungssatz). Sei H ein Hilbertraum mit innerem Produkt
(-, )%, dann existiert fiir jedes f € H' ein eindeutiges Element u € H so, dass

(u,v)y = (f,v)  fiir alle v € H,
wobei (-,-) die duale Paarung zwischen H und H' bezeichnet.
Beweis. Siehe WERNER [W, S. 197, Theorem V.3.6] O

Lemma B.1.6. Es seien | -|;,j = {1,2} zwei Halbnormen auf einem endlich dimensionalen
Raum X. Fir die Kerne Yj :={x € X | |z|; = 0} C X gelte ferner Y1 C Ya. Dann gilt

|zle < |zly  fir alle x € X.

Im Fall Y1 = Y5 sind die beiden Halbnormen auf X sogar dquivalent. Die implizit enthaltene
Konstante hingt hierbei nur von dim(X) ab.

Beweis. Der Beweis gliedert sich in zwei Félle. Nehmen wir zunéichst an, dass durch |- |; eine
Norm auf X gegeben ist und betrachten den Quotientenraum X/Y5. Dieser ist offensichtlich
ebenso endlich dimensional. Ferner sind

|z 4+ Yoo = |zl und |z + Ya|; < |x|s

Normen auf X/Ys und wir erhalten durch die Normé#quivalenz auf endlich dimensionalen
Réumen
|$|2 = |CL' —|—Y2|2 5 |IE —|—Y2|1 < |IE|1 Ve e X.

Fiir den allgemeineren Fall betrachten wir nun aulerdem den Quotientenraum X /Y7, welcher
ebenso endlich dimensional ist. Hierauf ist durch |z + Yi|; eine Norm gegeben. Die Grofle
|z +Yi]a = |z|2 bildet eine Halbnorm. Nun kénnen wir aber auf den ersten Fall zuriickgreifen
und erhalten somit durch

‘.%"2 = ’w—i—Yl‘Q S ‘.%'—i-Yl‘l < ‘.%"1 Ve e X

die gesuchte Aussage. U
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B.2. Theorem aus [BC]

Dieser Abschnitt behandelt das Hindernisproblem auf einem beschrinkten Lipschitzgebiet 2 €
R?, d=2,3 mit rechter Seite f € H' (). Zugelassen sind allgemeine Hindernisse x € H'(Q),
allgemeine Dirichlet Randdaten up € H'(I'p) auf dem Dirichlet Rand I'p, sowie allgemeine
Neumann Randdaten g € H'(I'y) auf dem Neumann Rand T'. Wie in der Literatur iiblich
gilt 'y := I'\I'p. In der ¢-ten Iteration sei x, jeweils eine global stetige, stiickweise affine
Approximation von Y.

Definition. Wir definieren
To:={T €T |TNTp # 0}

und die Kontaktzone

Te:={T € T\Tp | (x¢e — Uo)|r = 0}.
Ferner definieren wir fiir die freien Knoten Np := AM\I'p

Ti={T €T |TNTp=0,3z,y€NpnNar,xz) =Usz),xe(y) < Us(y)}

und assoziieren mit jedem 7' € 7; einen Knoten z7 € Np Nar so, dass xe(zr) = Up(zr). Wir
setzen nun €2, := 1, U wr und definieren

To={KeT|ITeTKCQ.,}
und

Qg = U T.
TETs

Hierbei bezeichnet w, := {z € Q|0 < ¢, (x)} den Knotenpatch auf z € . Wir wihlen nun
fiir jeden Knoten z € AN\NF einen Nachbarknoten ((z) € Np und definieren I(z) := {Z €
N | ¢(2) = z}. Fiir jeden Knoten z € Ny setzen wir

), = Z pe und Q,:={xeQ|0<y.(x)}.
Cel(z)
Es gilt nun die folgende Aussage:
Satz B.2.1. Wir nehmen an, dass fiir jedes T € T; mit zr € Np NIy der Schnitt von Q und
einem beliebigen offenen Halbraum mit Randpunkt z nicht leer ist. Fiir jedes w € H () mit

wlrp, = up —up,p und x — Uy < w, wobei up p, eine stickweise affine Approximation an up
ist, gilt nun

I(w = Ue) = wll + llu = Uell 5 o
h

1/2
min_ (190, = | + 1R (g — pr - n)l| 2 yy)

+  min|[[V(xe = Ur) — anllz20.)

€S (T5)?
1/2
+ (3 om0 = xe = @)= llzzny) > + lwll + 1139 £
TeT.
_ 1/2 1/2
O It xe—w)-le) P+ (D B3I )
TeT\Tp TeTp
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Beweis. Sieche BARTELS und CARSTENSEN [BC, Theorem 3]. O

Offensichtlich gilt 7. C T;. Weiterhin erhalten wir mit Grundmitteln der Analysis

min ||[V(x¢ — Up) — aull12(0,)

an€S*(Ts)?
< ain V00 =00 —alli@y + | _min V00 =00 =rallz@e,)
< qhe%lli?n)d (IV(xe = U0) = anll 2 () + IV (xe = U) = anll 2@02,))
= qhe%lli?n)d IV(xe = Ue) — anllr20)-

Wenn man sich nun den Beweis von Theorem 2 aus [BC| etwas genauer anschaut, so sieht
man, dass die Grofie (o, u — U, g>1/ 2 hier einfach weggelassen wurde. Da der Beweis analog zu
obigen Theorem ist, gilt die Aussage also auch weiterhin, wenn wir diese Grofie mit einflielen
lassen. AuBerdem geht aus [BC, Lemma 1] hervor, dass der Term ||h2.Vf| eigentlich von
den Knotenoszillationen abstammt. Die Aussage behélt also ihre Giiltigkeit auch, wenn wir
stattdessen den Term

1/2

> BZmin||f —qll2q.
ZE./\/'[ <R

verwenden. Insgesamt erhalten wir somit unter den gleichen Vorraussetzungen wie oben die
Abschétzung

ll(w —Ue) = wll + llu = Ugll + {oyu —UHY? < min (VU — pull + 1829 — pr - )|l 20n)
prh€SH(T)4

+  min \Y% —Uy) —
qh681(7z)dH (xe 0) QhHL2(Q)

1/2
+ (S 1 om0 = xe = w)=llz2er) 2 + llwll
TeT,

. 1/2
+ (2 h2minf = dllfa(q.)) /
ZEN@

+ (Y It o= xe—w)-llizm) P+ (X BRI gn)

TeT\Tp TeTp

Hieraus ldsst sich nun leicht das Korollar am Anfang von Abschnitt 3.2.1 ableiten, aus dem
wir die Aussage der Zuverlissigkeit gewinnen.
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Anhang C.

Implementierung

Dieser Abschnitt enthélt den kompletten MATLAB Code der nétig ist, um alle numerischen
Illustrationen in dieser Arbeit zu reproduzieren. Neben eigenen Implementierungen wurde au-
Berdem das plafem-package aus [FPW] verwendet, welches von den Autoren freundlicherweise
zur Verfiigung gestellt wurde. Fiir ndhere Informationen beziiglich dieses Codes sei auf eben
jenes Paper verwiesen. Im Verlauf dieses Abschnittes sind zun#chst die allgemeinen Methoden,
und spéter auch die genauen Implementierungen der numerischen Beispiele angegeben.

function [x,coordinates,elements, indicators]

0 o0 0 o0 O A O A O A A A AN AN A AN A AN A N N A N A A A A N A o A o° o

= adaptiveAlgorithmPrimalDualé6(coordinates,elements,dirichlet, neumann,
f,chi,uD, nEmax, rho, c)

adaptive finite element algorithm for two—dimensional
obstacle problem

adaptiveAlgorithmPrimalDual6 computes the P1-FEM solution x of the
obstacle problem
<K<K, v—x>> > (f,v—x) for all v in admissable set K

over a finite element mesh that consists of triangles.

adaptiveAlgorithmPrimalDual6 is the implementation of the following
iterative process for a given initial finite element mesh:

compute the discrete solution (via solvePrimalDual.m)

compute the elementwise error indicators (via computeEtaRobstacle.
mark the elements for refinement (via the Doerfler criterion)
refine the finite element mesh (via refineNVB.m)

return to 1)

g w N

Usage:
[X, COORDINATES, ELEMENTS, INDICATORS]
= ADAPTIVEALGORITHMPRIMALDUALG6 (COORDINATES, ELEMENTS, DIRICHLET, NEUMANN,
F,CHI, UD, NEMAX, RHO; C)

Comments:

adaptiveAlgorithmPrimalDual6 expects as input an initial finite element

m)

mesh described by the fields COORDINATES, ELEMENTS, DIRICHLET, and NEUMANN

Volume force and boundary data, as well as the affine obstacle are give
as M—files <f.m>, <chi.m> and <uD.m>. Due to the usage of the plafem—
package, inhomogeneous dirichlet data ist possible. We stress however,
that all our theoretical results, as well as the example from the thesi

n

Sy
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are only valid with constant zero dirichlet boundary. Either of these
M—files is assumed to take N evaluation points as (N x 2) matrix and
to return an (N x 1) column vector.

The stopping criterion is realized via the maximal number of elements
NEMAX of the finite element mesh, and the computation is stopped a
soon as the current number of elements is larger than NEMAX.

The parameter RHO in (0,1) corresponds to the marking of elements by
use of the Doerfler marking with respect to the residual—-based error
estimator. RHO = 1 means that (essentially) all elements are marked
for refinement, whereas small RHO leads to highly adapted meshes.

The function returns the adaptively generated mesh in terms of
the matrices COORDINATES and ELEMENTS, the vector X of the nodal
values of the P1-FEM solution as well the corresponding
refinement INDICATORS, i.e., the value of the error estimator is
given by SQRT (SUM(INDICATORS)) .

Remark:

This program uses large parts of the plafem—package from [FPW]

0 o 0 O A0 O OO A O A O A AN A AN N A N A N A AN N A o° o o

Author:
Marcus Page December 2009
$Initialization
1 =1;
x = zeros (length(coordinates),1);
lambda = zeros(length (coordinates),1);
x_func = @(k,j) griddata(coordinates(:,1),coordinates(:,2),x,k,]J);
lambda_-func = @(k, j) griddata(coordinates(:,1),coordinates(:,2),lambda,k, j);
while 1
$xxx Compute discrete solution
[x,energy, lambda] = solvePrimalDual (coordinates,elements,dirichlet,
neumann, £f,uD,chi,c, 1, x_func, lambda_func) ;
x_func = @(k,j) griddata(coordinates(:,1),coordinates(:,2),x,k,J);
lambda_func = @(k, j) griddata(coordinates(:,1),coordinates(:,2),lambda,k, j)

$xxx Compute refinement indicators
[indicatorsEdges, indicatorsElements, edgeOsc, jumps, error_partial,
error_nabla] = computeEtaRObstacle(x,coordinates,elements,
dirichlet,neumann, £, qg);
amountEdges = length(indicatorsEdges) ;
amountElements = length(indicatorsElements);
$xx% Concatenate indicators
indicators = [indicatorsElements;indicatorsEdges];
eta = sqgrt(sum(indicators));
eta_total (1) = eta;
osc_total (1) sgrt (sum(edgeOsc) +sum(indicatorsElements)) ;
jumps_total (1) = sqgrt (sum(jumps));
error(l) = sqgrt(error_partial + 1/2+energy — 1/2xerror_nabla);
Ndof (1) = length(elements);
fix (clock) %only for time measurement
% xxxx Output (for RHO = 0.6)
dlmwrite('temperror 06_sqgr.txt', errorsqgr(l), '—append', 'precision',16);
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95 dlmwrite ('tempNdof_06.txt', Ndof(l),'—append', 'precision',16);
96 dlmwrite ('temperror_ 06.txt', error(l), '—append', 'precision',16);
97 dlmwrite ('tempOsc_06.txt"', osc_-total(l), '—append', 'precision',16);
98 dlmwrite ('tempjumps_06.txt', jumps-total (1), '—append', 'precision',16);
99 dlmwrite ('tempeta_06.txt', eta_-total(l), '—append', 'precision',16);
100 1 = 1+1;
101 %**% Stopping criterion
102 if size(elements,1l) > nEmax
103 break
104 end
105 $xx* Mark elements for refinement
106 [indicators,idx] = sort (indicators, 'descend');
107 sumeta = cumsum(indicators);
108 ell = find(sumeta>sumeta (end)+~rho,1);
109 marked = idx(l:ell);
110 $+x+* Refine mesh
111 [coordinates,elements,dirichlet, neumann] =
112 refineNVB (coordinates, elements,dirichlet, neumann, marked) ;
113 end
1 function [x,energy, lambda] = solvePrimalDual (coordinates,elements,
2 dirichlet,neumann, f,uD,chi,c, 1, x_temp, lambda_-temp)
3
4 3 implementation of the primal—dual active set method for the poisson
5 % equation
6 %
7% returns a vector x of nodal values of the Pl solution of current mesh.
8 %
9 % this function implements the following algorithm:
10 % 1) calculate active and inactive set according to [HIK]
1 % 2) Solve Poisson equation on inactive set, and calculate lambda on
12 % active set
13 % 3) stop or return to 1)
14 %
15 S$Author:
16 %
17 % Marcus Page December 2009
18 %
19
20 $%$x*x*xenumerate nodes
21 nodes=l:size((coordinates),1);
22
23 S$xx*Parameters (initial solution and multiplier)
24 x = feval (x_-temp, coordinates(:,1),coordinates(:,2));
25 lambda = feval (lambda_temp, coordinates(:,1),coordinates(:,2));
26 active = nodes;
27 k = 1;
28
29 Sx*x*xStep 1:
30 while 1
31 active = calculateActiveSet (coordinates, ¢, chi, nodes, lambda, Xx);
32
33 if active == —1
34 disp('no contact zone');
35 active = [];
36 end
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37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69

nodes = nodes';
inactive = setdiff (nodes,active)';

TxxxStep 2:

% Compute evaluation of chi at nodal points

chi_temp = zeros(l,length(coordinates));

chi_temp = feval (chi, coordinates(:,1l),coordinates(:,2));

% Calculate lambda

lambda = min(lambda + cx* (x—chi_temp),0);

lambda_temp = @(x,y)griddata(coordinates(:,1),coordinates(:,2),lambda, x,v);
newf = Q@(x) feval(f,x)—lambda_-temp(x(:,1),x(:,2));

$Compute discrete solution

[x,energy,A]l=solvelaplace (coordinates,elements,dirichlet, neumann,
newf, g,uD) ;

$Adaptive tolerance

if (length(nodes) < 1led)
tol = 8e—4;

end

if (length(nodes) > led && length(nodes)<5e4)
tol = le—5;

end

if (length (nodes) >5e4)
tol = le—6;

end

if norm(x—x-old) < tol;
out = sprintf('algorithm terminated at step %i:', k);
disp (out);
break;
end
k = k+1;
end

© 0 N DR W N
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function active = calculateActiveSet (coordinates, ¢, chi, nodes,
lambda_old, x_old)

*x*Returns vector ACTIVE of nodes of current discretization that lie
within the contact zone, according to [HIK]

Author:

Marcus Page December 2009

o® o° o° o° o° o o0

active = —1;

lam_eval = lambda-old;

x_eval = x_old;

chi_eval = feval (chi, coordinates(:,1),coordinates(:,2));
activezone = ((lam.eval + c* (x_eval — chi_eval)) < 0);
active = find(activezone);

function [etaRedges,etaRelements,edgeOsc, jumps,error_partial,error_nabla]
= computeEtaRObstacle(x,coordinates,elements,dirichlet, neumann, £, g)
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computeEtaRobstacle: computes residual—-based error estimator
for finite element solution of affine obstacle problem
with homogeneous dirichlet boundary conditions.

Usage:

[ETAREDGES, ETARELEMENTS, EDGEOSC, JUMPS, ERROR_PARTIAL, ERROR_.NABLA]
= COMPUTEETAR (X, COORDINATES, ELEMENTS, DIRICHLET, NEUMANN, F, G)

Comments:

The column vector X contains the nodal values of the Pl finite element
solution. The corresponding finite element mesh is given in terms of
COORDINATES, ELEMENTS, DIRICHLET, NEUMANN. The volume force <f.m> and
the Neumann data <g.m> are given as M—files. Either file is assumed
to take N evaluation points as (N x 2) matrix and to return an (N x 1)
column vector.

The function returns the column vectors ETAREDGES, ETARELEMENTS,
EDGEOSC, JUMPS, ERROR_-PARTIAL and ERROR_NABLA.

EATREDGES (J) and ETAREDGES (j) respectively contain the squared
contribution of the edge and element terms of ETA. In particular, the
value of the residual error estimator is given by

SORT (SUM ( [ETAREDGES, ETARELEMENTS]) . EDGEOSC and JUMPS contain

ERROR_PARTIAL and ERROR_NABLA finally return different parts of the
total error in the energy functional.

Remark:

this is a rewritten method from the plafem—package

Author:

Marcus Page December 2009

o A o0 A A N A N A AN O N A A N AN AN A N N AN N AN AN A AN N AN N A N A o A o° o

[edge2nodes, element2edges,dirichlet2edges, neumannZ2edges]
= provideGeometricData(elements,dirichlet, neumann) ;
$x*xx First vertex of elements and corresponding edge vectors

cl = coordinates(elements(:,1),:);
d21 = coordinates(elements(:,2),:) — cl;
d31 = coordinates(elements(:,3),:) — cl;

$xxx Vector of element volumes 2x|T|
area2 = d21(:,1) .*d31(:,2)—d21(:,2) .*d31(:,1);

$+x* Compute curl (uh) = (—duh/dy, duh/dx)
u2l = repmat (x(elements(:,2))—x(elements(:,1)), 1,2);
u3l = repmat (x(elements(:,3))—x(elements(:,1)), 1,2);

curl = (d31.%u2l — d21.%u31l)./repmat (area2,l1,2);

$+++ Compute edge terms hE* (duh/dn) for uh

dudn2l = sum(d21l.xcurl, 2);

dudnl3 —sum (d31.+curl, 2);

dudn32 = —(dudnl3+dudn2l);

etaR = accumarray(element2edges(:), [dudn2l;dudn32;dudnl3],
[size (edge2nodes, 1) 11);

%$x** Incorporate Neumann data

the corresponding contributions of ETA for further usage (plots, etc.).
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64
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87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
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110
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if —-isempty (neumann)

cnl = coordinates (neumann(:,1),:);

cn2 = coordinates (neumann(:,2),:);

gmkE = feval (g, (cnl+cn2)/2);

etaR (neumann2edges) = etaR(neumann2edges) — sqgrt(sum((cn2—cnl)."2,2)) .xgnkE;
end

$xxx Incorporate Dirichlet data
etaR(dirichlet2edges) = 0;

$xxx Assemble edge contributions of indicators
etaRedges = etaR."2;

Jjumps = etaR."2;

Sxxx Add volume residual to indicators

£fsT = feval (f, (cl+(d21+d31)/3));

Sxxx Nullify volume residuals at elements that don't touch the boundary
tmp = ismember (element2edges, dirichlet2edges);
ind = find(max (tmp, [],2)==0);

fsT(ind) = 0;

etaRelements = (0.5%area2.xfsT)."2;

%xxx Compute patch oscillations of inner edges via quadrature from [BCH]

[boundary, neighbours] = findNeighbours(l:size (edge2nodes, 1),
element2edges, edge2nodes,dirichlet2edges);

idx = find(boundary == 0);

[psi,psi-r,psi-s, kappa, valuel] = quad3 (7, f,neighbours(idx, 1),
elements, coordinates);

[psi,psi-r,psi_s, kappa, value2] = quad3 (7, f,neighbours(idx,2),

elements, coordinates) ;
valuel = valuel.xarea2 (neighbours(idx,1));
value2 = value2.xarea2 (neighbours(idx, 2));
bestApprox = (1./(0.5% (area2 (neighbours (idx, 1))+
area2 (neighbours (idx,2))))) .* (valuel+value?2) ;
%xxx Compute L2 Norm of patch oscillation
newf = @(x) (feval (f, x)—bestApprox).~2;

[psi,psi-r,psi-s, kappa, valuel] = quad3(7,newf,neighbours(idx, 1),
elements, coordinates);
[psi,psi-r,psi-s, kappa, value2] = quad3(7,newf,neighbours(idx,2),

elements, coordinates);
valuel = valuel.xarea2 (neighbours(idx,1));
value2 = value2.xarea2 (neighbours(idx, 2));
final = (0.5%area2(neighbours(idx, 1))+
0.5xarea2 (neighbours (idx, 2))) .x (valuel+value2);
etaRedges (idx) = etaRedges(idx) + final;
edgeOsc = final;

$**+ Compute error terms in energy functional

u_,ell = @(k,Jj) griddata(coordinates(:,1),coordinates(:,2),x,k,3);
exact = (u;
grad-exact = (@grad-u;

7—point quadrature from [BCH]
\int £ u-\ell dx
s

— o° o

psi,psi_-r,psi.s, kappa, vall] = quad32(7,f,1l:size(elements,1l),elements,
coordinates,u_ell);

error_-intl = vall.x*area2;

$ \int f u dx

[psi,psi-r,psi_-s, kappa, val2] = quad32(7,f,l:size(elements,1l),elements,

coordinates, exact);
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error_-int2 = val2.+*area2;

% <<grad u, grad u>>

[psi,psi-r,psi-s, kappa, val3d] = quad32grad(7,l:size(elements,l),elements,
coordinates, grad-exact) ;

error_-int3 = val3.xarea2;

error_partial = —sum(error-intl) + sum(error_-int?2);
error_nabla = sum(error.int3);

© 00 O Ok W N

P T S
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function [boundary, neighbours] = findNeighbours(edge, element2edges,
edge2nodes, dirichlet2edges)

finds neighbouring elements to a given edge

Author:

o0 o° o o° o o°

Marcus Page December 2009

boundary = zeros(length(edge),1l);
neighbours = zeros(length(edge),2);

for k = 1l:1length(edge)
boundary (k) = 0;
tmp = find(sum(ismember (element2edges, edge(k)),2));
if (size(tmp,1l)) == 1
boundary (k) = 1;
neighbours (k) = 0;
else
neighbours(k, :) = tmp;
end
end

© 00 N DO W N

T N R i T
= O © 00 9 O O kA W N o= O

function [coordinates,newElements, varargout]
= refineNVB(coordinates,elements, varargin)

refineNVB: local refinement of finite element mesh by newest vertex
bisection, where marked elements are refined by bisec(3)

Usage:

[COORDINATES, NEWELEMENTS, DIRICHLET, NEUMANN ]
= REFINENVB (COORDINATES, ELEMENTS, DIRICHLET, NEUMANN, MARKED)

Comments:

refineNVB expects as input a finite element mesh described by the
fields COORDINATES, ELEMENTS, DIRICHLET, and NEUMANN. The vector

Further elements will be refined by newest vertex bisection to obtain
a regular triangulation. MARKED also contains the edges marked

for refinement. Note that ELEMENTS(J,3) provides the index

of the newest vertex of the j—th element.

0 0 o0 0 O A O A O A A A A N O o° o o

MARKED contains the indices of elements which are refined by bisec(3).
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The function returns the refined mesh in terms of the same data as
for the input.

22
23
24
25 Remark:
26
27
28
29
30
31
32
33
3¢ marked = varargin{end};
35 nE = size(elements,1l);

36

this is a rewritten method from the plafem—package

Author:

Marcus Page December 2009

o0 A 0 O 0 o A° o° o° o° o

o

37 % *xx Distinguish between marked Edges and marked Elements
38 markedElements = marked (marked<nE) ;

39 markedEdges = setdiff (marked, markedElements)—nE;

40

41 %$x%% Obtain geometric information on edges

42 [edgeZnodes,elementZedges,boundaryZedges{l:nargin—3}]

43 = provideGeometricData(elements,varargin{l:end—1});

44 S$x%x% Mark edges for refinement

45 edge2newNode = zeros (max (max (element2edges)),1);

46 edge2newNode (element2edges (markedElements, :)) = 1;

47 edge2newNode (markedEdges) = 1; % also mark marked Edges for refinement
48 swap = 1;

49 while —isempty (swap)

50 markedEdge = edge2newNode (element2edges) ;

51 swap = find( —markedEdge(:,1) & (markedEdge(:,2) | markedEdge (:,3)) );
52 edge2newNode (element2edges (swap, 1)) = 1;

53 end

54 %$x%*x Generate new nodes

55 edge2newNode (edge2newNode#0) = size(coordinates,1l) + (l:nnz(edge2newNode));

56 1idx = find(edge2newNode) ;
57 coordinates (edge2newNode (idx), :)

58 = (coordinates (edge2nodes (idx, 1), :)+coordinates (edge2nodes (idx,2),:))/2;
59 $x*x% Refine boundary conditions

60 for j = l:nargout—2

61 boundary = varargin{j};

62 if —isempty (boundary)

63 newNodes = edge2newNode (boundary2edges{j});

64 markedEdges = find(newNodes);

65 if —isempty (markedEdges)

66 boundary = [boundary (—newNodes, :); ..

67 boundary (markedEdges, 1), newNodes (markedEdges) ;
68 newNodes (markedEdges) , boundary (markedEdges, 2) ];
69 end

70 end

71 varargout{j} = boundary;

72 end

73 %$xxx Provide new nodes for refinement of elements
74 newNodes = edgeZ2newNode (element2edges) ;
75 %$x%x+ Determine type of refinement for each element

76 markedEdges = (newNodes#0);
77 none = —markedEdges(:,1);
78 bisecl = ( markedEdges(:,1) & —markedEdges(:,2) & —markedEdges(:,3) );
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79 bisecl2 = ( markedEdges(:,1) & markedEdges(:,2) & —markedEdges(:,3) );
80 bisecl3 = ( markedEdges(:,1) & —markedEdges(:,2) & markedEdges(:,3) );
81 bisecl23 = ( markedEdges(:,1) & markedEdges(:,2) & markedEdges(:,3) );
82 %$+*% Generate element numbering for refined mesh
83 1dx = ones(nE,1);
84 1dx (bisecl) = 2; %*xx* bisec (1) newest vertex bisection of 1lst edge
85 1dx (bisecl?2) = 3; %**x*x bisec(2): newest vertex bisection of 1st and 2nd edge
86 1dx (bisecl3) = 3; %+**x% bisec(2) newest vertex bisection of 1st and 3rd edge
87 1dx (bisecl23) = 4; %$x+* bisec(3) newest vertex bisection of all edges
88 1dx = [1; l+cumsum(idx)];
89 %$x%*x Generate new elements
90 newElements = zeros (idx(end)—1,3);
91 newElements (idx(none), :) = elements (none, :);
92 newElements ([idx (bisecl), l+idx (bisecl) ], :)
93 = [elements (bisecl, 3),elements (bisecl, 1), newNodes (bisecl,1);
94 elements (bisecl, 2),elements (bisecl, 3), newNodes (bisecl, 1) ];
95 newElements ([idx (bisecl2),1l+idx (bisecl2),2+idx (bisecl2)], :)
96 = [elements (bisecl2,3),elements (bisecl2,1),newNodes (bisecl2,1);
97 newNodes (bisecl2,1),elements (bisecl2,2),newNodes (bisecl2, 2);
98 elements (bisecl2, 3) ,newNodes (bisecl2, 1), newNodes (bisecl2,2)];
99 newElements ([idx (bisecl3),1+idx (bisecl3),2+idx (bisecl3)], :)
100 = [newNodes (bisecl3,1),elements (bisecl3, 3), newNodes (bisecl3, 3);
101 elements (bisecl3, 1), newNodes (bisecl3, 1), newNodes (bisecl3, 3);
102 elements (bisecl3,2),elements (bisecl3, 3), newNodes (bisecl3,1)];
103 newElements ([idx (bisecl123),1+idx (bisecl23),2+idx (bisecl23),3+
104 idx (bisecl23) ], :)=[newNodes (bisecl23,1),elements (bisecl?23, 3),
105 newNodes (bisecl23, 3) ;elements (bisecl23,1), newNodes (bisecl23,1),
106 newNodes (bisecl23, 3) ;newNodes (bisecl23,1),elements (bisecl23,2),
107 newNodes (bisecl23,2);elements (bisecl23, 3), newNodes (bisecl123,1),
108 newNodes (bisecl23,2)];
1 function [psi,psi-r,psi-s,kappa,value] = quad32(K_-3,f,T,elements,coordinates, g)
2
3 %
4 % Multiple point quadrature from [BCH]
5 %
6
7 switch K_3
8 case 1
9 r =1/3;
10 s = 1/3;
11 kappa = 1/2;
12 case 3
13 r = [1,4,1]1"'/6;
14 s = [1,1,4]'/6;
15 kappa = [1,1,1]1/6;
16 otherwise
17 pos = [6—sqrt(15),9+2xsqrt (15), 6+sqgrt (15),9—2*sqrt (15),71/21;
18 r = pos([1,2,1,3,3,4,51)";
19 s = pos([1,1,2,4,3,3,51)";
20 wts = [155—sqrt(15),155+sqrt (15),270]/2400;
21 kappa = wts([1,1,1,2,2,2,3]);
22 end
23 one = ones(size(kappa,2),1);
24 psi = [l-r—s,r,s,4*r.*(l—r—s),4*xr.xs,4*xs.x(1l—r—s)];
25 psi.r = [—one,one,0*one, 4% (1—2xr—s),4xs,—4xs];
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26 psi-s = [—one,0%one,one,—4*r,4+r,4x (l—r—2%s)];

27

28 value = zeros(size(T,1),1);

29 for i = 1:K_.3

30 tmp = Phi T ([r (i) s(i)], T, elements, coordinates);

31 $result is not yet multiplied with functional determinant = 2|T|
32 value = value + kappa(i).*feval(f,tmp).*xfeval(g,tmp(:,1),tmp(:,2));
33 end

1 function [psi,psi.-r,psi.s,kappa,value] = quad32grad(K_3,T,elements,
2 coordinates, g)

3

4 %

5 % Multiple point quadrature from [BCH] for 2—dimensional gradients
6 %

7

8 switch K_3

9 case 1

10 r = 1/3;

11 s = 1/3;

12 kappa = 1/2;

13 case 3

14 r = [1,4,1]1"'/6;

15 s = [1,1,4]1"'/6;

16 kappa = [1,1,1]1/6;

17 otherwise

18 pos = [6—sqrt(15),9+2xsqgrt (15), 6+sqgrt(15),9—2*sqrt(15),71/21;
19 r = pos([1,2,1,3,3,4,51)";

20 s = pos([1,1,2,4,3,3,51)";

21 wts = [155—sqrt(15),155+sqrt (15),270]/2400;

22 kappa = wts([1,1,1,2,2,2,3]);

23 end

24 one = ones(size(kappa,2),1);

25 psi = [l-r—s,r,s,4*r.*(l—r—s),4*xr.xs,4*xs.x(l—r—s)];

26 psi.-r = [—one,one,0*one, 4% (1—2xr—s),4xs,—4xs];

27 psi.s = [—one,O0xone,one,—4x*r,4*r,4x (l—r—2%s)];

28

29 value = 0;

30 for i = 1:K_.3

31 args = Phi_T([r(i) s(i)], T, elements, coordinates);

32 tmp = feval(g,args(:,1),args(:,2));

33 for k = 1:(size(args, 1))

34 oneline = tmp(k, :);

35 tmp2 (k) =onelinexoneline';

36 end

37 $result is not yet multiplied with functional determinant = 2|T|
38 value = value + kappa (i) .*rtmp2';

39 end

1 function out = Phi.T(x, T, elements, coordinates)

2

3 %

4 % The transformation between T and reference triangle

5 %
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z1 = coordinates(nodes_-T(:,1),:);

6
7 nodes_.T = elements (T, :);

8

9 z2 = coordinates(nodes_-T(:,2),:);

10 z3 = coordinates(nodes_T(:,3),:);

11

12 out = (z3 + x(1).*(z1—2z3) + x(2).x(z2—2z3));

1 function node = coords2nodes(x, y, coordinates)
2

3 %

4 S%returns number of the node at given coordinates
5 %

6

7 for j = l:length (x)

8 for 1 = l:length(coordinates)

9 if isequal (coordinates (i, :), [x v])

10 node (j) = 1i;

11 break;

12 else

13 node (j) = —1;

14 end

15 end

end

=
(=]

Im Folgenden wird der Code présentiert, der sich direkt auf das numerische Beispiel am Ende

von Kapitel 3 bezieht.

%Automated sample file that produces the output of the example of
%$chapter 3 for adaptivity parameter theta = 0.6. See that chapter for
%$further details.

Author:

Marcus Page January 2010

o° o o o° oP

© W N O Os W N

=
o

warning off
addpath('..")
warning on

e
w N e

$x** Initialization
load elements.dat
load coordinates.dat
load dirichlet.dat
load neumann.dat

e
© 0 N D O

$+*x+ Parameters
nEmax = 5eb5;
theta = 0.6;

c =1;

NONONN N
B W N = O

$+x*+xGenerate initial mesh by bisec.3 refinement
for i=1:1

NN
[
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27 [coordinates,elements,dirichlet, neumann]
28 = refineNVB (coordinates,elements,dirichlet, neumann,l:size(elements,1));
29 end

30
31 $x%x% Call adaptive algorithm

32 [x,coordinates,elements, indicators]

33 = adaptiveAlgorithmPrimalDual6 (coordinates,elements,dirichlet,

34 neumann, @f, @chi, @uD, nEmax, theta, c);

35

36 %$x** Visualization

37 hold on;

38 grid on;

39 trisurf(elements(:,1:3),coordinates(:,1),coordinates(:,2),x"', 'FaceAlpha',1);
40 view(—13,26)

function out = chi(x,vy)
% (affine) obstacle chi(x,y) = 0

W N =

out = zeros(size(x,1),1);

function out = f (x)
%Volume force, right hand side according to (3.4.2)
out = zeros(size(x,1),1);

[phi,r] = cart2pol (x(:,1),x(:,2));
phiminus = find(phi < 0);
phi(phiminus) = 2%pi + phi(phiminus);

© 0 N O ks W N

out = —r. " (2/3) .%*sin(2+phi./3) .* (gamma_l_prime(r)./r +
gamma-1l_doubleprime(r)) —(4/3)xr." (—=1/3) .%*
gamma_l_prime (r).*sin (2xphi./3)—gamma_2 (r);

=
=]

function out = gammal (r)
%gamma-1 from example

out = zeros(length(r),1);

r.bar = 2x(r—1/4);

out (r-bar <0) = 1;

out (r-bar > 1) = 0;

out (r-bar > 0 & r.bar < 1) = —6xr_bar(r-bar > 0 & r.bar < 1).75 +
15xr_bar(rbar > 0 & rbar < 1).74 — 10*xr_bar (r-bar >
0 & rlbar < 1).7°3 + 1;

© 00 g D O W N

[
o

function out_prime = gamma_-l_prime (r)
%$gamma-l1' from example

r_.bar = 2x(r—1/4);

out_prime = zeros(length(r),1);

out_prime(r_.bar > 0 & r.bar < 1) = —960%(r(r-bar >
0 & ribar < 1)—1/4).74 +960* (r(rbar > 0 & r.bar < 1)—1/4)."3
— 240+ (r(rbar > 0 & rbar < 1)—1/4).72;

0 N O g s W N =
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function out_-dp = gamma-l_doubleprime (r)
%$gamma-1'' from example

r.bar = 2+x(r — 1/4);

out_dp = zeros(length(r),1);

out_dp(r-bar > 0 & r.bar <1) = —3840x(r(r_bar > 0 & r_bar < 1)
—1/4) .7 342880+ (r(r_bar > 0 & r.bar < 1)—1/4)."2 — 480+ (r(r_bar >
=0 & rbar < 1)—1/4);

gk W N

function out = gamma-2 (r)
%gamma-2 from example

out = ones(size(r,1),1);
out (r < 5/4) = 0;

DUk W N

function out = u(x,y)
%$exact solution u

[phi, r] = cart2pol(x,y);
phi (phi<0) = 2xpi + phi (phi<0);
out = r. " (2/3).+*gammal (r) .*sin (2+phi./3);

0 N D O W N

function out = grad.u(x,Vy)

o

% gradient of exact solution u

[phi, r] = cart2pol(x,y);
phi(phi<0) = 2xpi + phi (phi<0);

out (:,1) = sin(2+phi./3) .x (2xgammal (r)+3xr.xgamma_-l_prime(r)) ./ (3.xr. (1/3));
out (:,2) (2xcos (2+xphi./3) .*gammal (r)) ./ (3*r.” (1/3));

(S

function out = uD(x)
%$Dirichlet boundary data: u = u.D = 0 in this example

n = size(x,1);
out = zeros(n,1l);

=W N =

function out = g(x,vy)
$constant zero neumann data

out = 0;

function plotExactSolution
$plots the exact solution u on a certain uniform mesh
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Anhang C. Implementierung

3
4 exact = (u;

5 x = zeros(100,100);

6 y = zeros(100,100);

7 for 1 = 1:100

8 x(i,:) = linspace(—2,2,100);
9 y(:,1) = linspace(—2,2,100);
10 end

11

12 for i = 1:100

13 for 7 = 1:100

14 if (x(i,3) > 0 && y(i,j) < 0)
15 x(1,3) 0;

16 y(i,3) = 0;

17 end

18 if (x(i,3)>0 && y(i,J) < 0)
19 z(i,3) = 0;

20 else

21 z(i,3) = exact(x(i,3),y(i,3));
22 end

23 end

24 end

25

26 surf(x,y,z, 'FaceAlpha',1l,'EdgeAlpha', 0.5);
27 view(—13,26)
28 grid off

1 %reads the output files from the test runs
2

3 dof04 = dlmread('tempNdof_04.txt")

4 err04 = dlmread('temperror_04.txt")

5 etal04 = dlmread('tempeta-04.txt"')

6 Jumps04 = dlmread('tempjumps_04.txt")

7 o0sc04 = dlmread('tempOsc_04.txt")

8

9 dof06 = dlmread('tempNdof_O6n.txt")

10 err06 = dlmread('temperror_06n.txt")

11 etal06 = dlmread('tempeta_06bn.txt"')

12 jumps06 = dlmread('tempjumps_O6n.txt")
13 0sc06 = dlmread('tempOsc_06n.txt")

14

15 dof08 = dlmread('tempNdof_08.txt")

16 err08 = dlmread('temperror_08.txt")

17 etal08 = dlmread('tempeta-08.txt")

18 Jjumps08 = dlmread('tempjumps_08.txt")

19 0sc08 = dlmread('tempOsc_08.txt")

20

21 dof02 = dlmread('tempNdof_02.txt")

22 err02 = dlmread('temperror_02.txt")

23 etal2 = dlmread('tempeta_02.txt")

24 Jjumps02 = dlmread('tempjumps_02.txt")
25 0sc02 = dlmread('tempOsc_02.txt")

26

27 dofunif = dlmread('tempNdof_univn.txt")
28 errunif = dlmread('temperror_univn.txt')
29 etaunif = dlmread('tempeta_univn.txt')
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30 Jjumpsunif = dlmread('tempjumps_univn.txt')

31 oscunif = dlmread('tempOsc_univn.txt"')

1 %plots the convergence history for uniform and adaptive refinement
2

3 loglog(dof06(2:end), etal6(2:end), '—s',dof06(2:end), err06(2:end),
4 '—0',dof06(2:end),o0sc06(2:end), '—x',dofunif (2:end),etaunif (2:end),
5 '—+',dofunif (2:end) ,errunif (2:end), '—+',dofunif (2:end), oscunif (2:end),
6 '—-p', 'LineWidth', 2);

7 1 = legend('etalO6','err06', 'osc06', 'etaunif', 'errunif', 'oscunif');
8 set(l,'FontSize',15, "'Location', "SouthWest"')

9 legend boxoff

10 hold on

11 a = linspace(50,1300000,16);

12 b =a."(-1/2);

13 ¢ = a. (=1/2.4);

14 d = a.”(-1);

15 loglog(a,0.8xb, '—k', "Linewidth', 2)

16 text (led4,1.5e—3,'12")

17 loglog(a,c+160xc, '—k', 'LinewWidth', 2)

18 text (le5,3,'512")

19 loglog(a,d+1000«d, '—k', "Linewidth', 2)

20 text(2.4e2,6,'one'")

1 %plots the comparison of different adaptive refinements and uniform
2 Srefinement

3

4 loglog(dof02(2:end),err02(2:end), '—p',dof04(2:end), err04(2:end),

5 '—0',dof06(2:end), err06(2:end),'—s',dof08(2:end),err08(2:end),
6 '—x',dofunif (2:end),errunif (2:end), '—+', 'LinewWidth', 2);

7 1 = legend('02','04','06",'08","'unif");

8 set(l,'FontSize',15, 'Location', 'SouthWest"')

9 legend boxoff

10 hold on

11 a = linspace(50,1300000,16);

12 b =a."(-1/2);

13 ¢ = a. (=1/2.4);

14 loglog(a,0.8%b, '—k', "LineWidth', 2)

15 text (led,2e—3,'12")

16 loglog(a,c+30%c,'—k', 'LineWidth',2)

17 text (le5,0.5,'512")

135




136



Literaturverzeichnis

[AFP] M. AURADA, S. FERRAZ-LEITE, D. PRAETORIUS: Estimator reduction and conver-
gence of adaptive FEM and BEM, ASC Report 27/2009, Institute for Analysis and
Scientific Computing, Vienna University of Technology, Wien 2009.

[BRAO7] D. BRAESS: Finite Elemente, 4. Auflage, Springer Verlag 2007.

[B] D. BRrRAESS: A posteriori error estimators for obstacle problems — another look, Nu-
mer. Math. 101 (2005), 415-421.

[BC] S. BARTELS, C. CARSTENSEN: Averaging techniques yield reliable a posteriori finite
element error control for obstacle problems, Numer. Math. 99 (2004), 225-249.

[BCH|] S. BARTELS, C. CARSTENSEN, A. HECHT: P2QIs02D = 2D isoparametric FEM in
Matlab, J. Comput. Appl. Math. 192 (2006), no. 2, 219-250.

[BCH1] D. BraEss, C. CARSTENSEN, R. HOPPE: Convergence analysis of a conforming
adaptive finite element method for an obstacle problem, Numer. Math. 107 (2007),
455-4T71.

[BCH2] D. BrAESS, C. CARSTENSEN, R. HOPPE: Error reduction in adaptive finite element
approzimations of elliptic obstacle problems, J. Comput. Math. 27 (2009), 148-169.

[C] C. CARSTENSEN: Reliable and efficient averaging techniques as universal tool for a
posteriori finite element error control on unstructured grids, Int. J. Numer. Anal.
Model 3 (2006), 333-347.

[CKNS] J. Cascon, C. KREUZER, R. NOCHETTO, K, SIEBERT: Quasi-optimal convergence
rate for an adaptive finite element method, STAM J. Numer. Anal. 46 (2008), 2524~
2550.

D] W. DORFLER: A convergent adaptive algorithm for Poisson’s equation, STAM J. Nu-
mer. Anal. 33 (1996), 1106-1124.

[E] L. C. EvaNs: Partial Differential Equations, Graduate Studies in Mathematics, Vo-
lume 19. American Mathematical Society, Providence, Rhode Island, 2002.

[FPW] S. FUNKEN, D. PRAETORIUS, P. WISSGOTT: Efficient implementation of adaptive
P1-FEM in MATLAB, ASC Report 19/2008, Institute for Analysis and Scientific
Computing, Vienna University of Technology, Wien 2008.

[HIK] M. HINTERMULLER, K. ITO, K. KUNISCH: The primal-dual active set strategy as a
semismooth newton method, STAM J. Optim., 13 (2003), 865-888.

[IK] K. Ito, K. KuNiscH: Optimal control of elliptic variational inequalities, Appl. Math.
Optim., 41 (2000), 343-364.

137



Literaturverzeichnis

[IK08]

[KS]

[MNS]

[P]

[PP]

K. Ito, K. KuNiscH: Lagrange Multiplier Approach to Variational Problems and
Applications, Society for Industrial Mathematics, 2008.

D. KINDERLEHRER, G. STAMPACCHIA: An introduction to wvariational inequalities,
Academic Press, New York, 1980.

P. Morin, R. NocHETTO, K. SIEBERT: Data oscillation and convergence of adaptive
FEM, STAM. J. Numer. Anal.. 18 (2000), 466-488.

D. PRAETORIUS: Finite Element Methods, Vorlesungsskript, WS 2008/09, Technische
Universitat Wien.

M. PAGE, D. PRAETORIUS: Convergence of adaptive FEM for some elliptic obstacle
problem, ASC Report 05/2010, Institute for Analysis and Scientific Computing, Vi-
enna University of Technology, Wien 2010.

P. STRACK: Primal-Dual-Active-Set-Methoden zur Lidsung restringierter Probleme
iber partiellen Differentialgleichungen, Diplomarbeit, Institut fiir Numerische Simu-
lation, Universitdt Bonn, November 2008.

D. WERNER: Funktionalanalysis, 3. Auflage, Springer Verlag 2000.

R. VERFURTH: A review of a posteriori error estimation and adaptive mesh-
refinement techniques, Wiley-Teubner, 1996.

138



LEBENSLAUF DES AUTORS

Geburtstag:
Geburtsort:
Staatsbiirgerschaft:
eMail-Adresse:

MARrcus PAGE B.Sc.

19.06.1984
GroB3-Gerau
deutsch

Marcus.Page@gmx.de

BILDUNGSWEG

seit 10/2008

10/2006 — 9/2007

10/2004 — 9/2008

9/2003 — 6/2004
9/1994 — 6/2003

Universitit Wien

Masterstudium der Mathematik mit Vertiefung in
numerischer Mathematik und Scientific Computing
Universitidt Nihon, Tokyo

Auslandsaufenthalt und Studium in Japan

Technische Universitidt Darmstadt

Bachelorstudium im Studiengang Mathematics with Computer
Science

Bachelorarbeit: Mathematical Approaches to Speech Recognition
Betreuer: Prof. Dr. Jens Lang, Prof. Dr. Tetsuya Hoya
Zivildienst bei der Johanniter-Unfallhilfe
Edith-Stein-Schule, Darmstadt

Abitur mit den Leistungskursen Mathematik und Informatik.

VEROFFENTLICHUNGEN

Security of Sanitizable Signatures Revisited, Public-Key Cryptography (PKC) 2009, Lecture
Notes in Computer Science, Volume 5443, pp. 317-336, Springer-Verlag, 2009.
Erstellt im Rahmen des Seminars ,,Forschungsorientierte Kryptographie“, TU Darmstadt im

SS 2008.

139



