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Kurzfassung

Die mathematische Beschreibung vieler physikalischer und technischer Prozesse fithrt zu partiellen
Differentialgleichungen, die sich nur in wenigen Spezialfillen analytisch 16sen lassen. Man ist also an
numerischen Methoden interessiert, die die Losung der Gleichung bis zu einer gewiinschten Genauig-
keit berechnen.

Zwei berithmte Beispiele fiir solche Verfahren sind die Finite Elemente Methode (FEM) und die
Randelementmethode (BEM, engl. boundary element method). Diese Arbeit beschiftigt sich mit der
Randelementmethode. Dabei fithrt die direkte Randintegralmethode zu elliptischen Integralgleichun-
gen erster Art, auf die dann ein Galerkinverfahren angewendet wird. Wir betrachten im Speziellen die
Integralgleichung zum Laplaceoperator mit gegebenen Dirichletdaten g € H'/?(T), die so genannte
Symmsche Integralgleichung V¢ = (K + %)g, die auf dem Rand I' eines Gebiets zu 16sen ist.

Bei numerischen Verfahren ist man besonders an einer a posteriori Fehlerschitzung interessiert, das
heifit, die Fehlerschiatzung darf von der berechneten Ndherungslosung abhéngen, ist aber unabhéngig
von der exakten Losung. Einerseits kann man somit den Approximationsfehler kontrollieren, anderer-
seits ist mit solchen Fehlerschiitzern auch eine Steuerung eines adaptiven Algorithmus moglich.

Von besonderem Interesse sind zuverlissige Fehlerschétzer, das heift, es gibt eine Konstante C' > 0,
sodass fiir den Schétzer gy gilt m(b — CIDZH‘ < Cpp. Mit ¢ wird hierbei die unbekannte, kontinuier-
liche, exakte Losung bezeichnet, ®, sei die zugehorige diskrete Galerkinlosung. Geht némlich ein
Fehlerschétzer mit dieser FEigenschaft gegen 0, so konvergiert das Verfahren.

Es ist im Allgemeinen nicht méglich, fiir beliebige Funktionen g € H'/?(T") die Funktion Kg €
H1/? (I') numerisch zu berechnen. Daher ersetzen wir g durch eine Approximation gy, fiir die K g, exakt
berechnet werden kann. Die ,,gestorte” Symmsche Integralgleichung lautet daher V¢, = (K + %)gg. In
diesem Fall bezeichnet <;~54 die unbekannte, kontinuierliche, gestorte Losung und <T>g die entsprechende
diskrete Galerkinlésung. Aus diesem Grund steht die Entwicklung eines Fehlerschiitzers, der aufler
dem Verfahrensfehler mqbg — <T>4|H auch den Datenfehler |H¢— mm berticksichtigt, im Mittelpunkt dieser
Arbeit.

Fiir den Gesamtfehlerschéitzer wy, bestehend aus dem fiir H‘(?Sg — &)gm zuverlissigen Residualschétzer
0r = Hh;/2 (VEI;g — (K + %)gg)/HLQ(F) und einem Datenfehlerschitzer (, := Hh;/2 (g - gg)/HLQ(F), der
|H¢ — <;~ng < Cyatale erfiillt, wird Zuverlassigkeit bewiesen.

In numerischen Beispielen wird die Zuverléssigkeit dieses Gesamtfehlerschitzers experimentell {iber-
priift und bestétigt. Der Fehler ‘Hqﬁ — CIDZH‘ der ,,ungestorten“ Symmschen Integralgleichung wurde mit
dem Fehler m(b — &ng der Symmschen Integralgleichung mit approximierten Dirichletdaten verglichen
und eine Annidherung der beiden festgestellt. Dazu war es notig, den in der rechten Seite der Symm-
schen Integralgleichung vorkommenden Integraloperator K zu implementieren. Die Berechnung der
dafiir benotigten Einfach- und Doppelintegrale ist in dieser Arbeit genau aufgefiihrt.

Auflerdem wird als zentrales Resultat dieser Arbeit die Konvergenz der aus dem mit dem Gesamt-
fehlerschétzer w, = (g% + 432) 12 gesteuerten adaptiven Algorithmus entstehenden Galerkinlosung ®,
gegen die exakte Losung ¢ bewiesen.
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Kapitel 1

Einleitung

Die mathematische Beschreibung vieler physikalischer und technischer Prozesse fiihrt auf elliptische,
partielle Differentialgleichungen. Das analytische Losen dieser Gleichungen ist nur in seltenen Spezi-
alfallen moglich, und das macht die Entwicklung numerischer Verfahren zur niherungsweisen Losung
notwendig. Diese Verfahren sollen mit gewisser Genauigkeit die exakte Losung der Differentialglei-
chung approximieren.

Die Finite Elemente Methode (FEM) und die Randelementmethode (BEM, engl. boundary element
method) sind beriithmte Beispiele solcher Verfahren zur Losung elliptischer Randwertprobleme. Bei
Kenntnis der Fundamentallosung des Differentialoperators entstehen durch Umformung von Rand-
wertproblemen im d-dimensionalen Raum Randintegralgleichungen auf der (d — 1)-dimensionalen
Oberflache, die dann mit Hilfe der BEM geltst werden kénnen. Dadurch wird der Diskretisierungsauf-
wand im Vergleich zur FEM stark gesenkt. Die Netzverwaltung und Netzverfeinerung wird vereinfacht
und die Anzahl an Freiheitsgraden wesentlich verringert. Fine Diskretisierung fiihrt bei beiden Me-
thoden auf ein lineares Gleichungssystem, das bei der FEM schwach, bei der BEM hingegen voll
besetzt ist. Allerdings konvergiert die Randelementmethode asymptotisch schneller als die Methode
der Finiten Elemente.

Zwar konnen mittels BEM auch Aulenraumprobleme, d.h. Probleme auf unbeschriankten Gebieten be-
handelt werden, doch im Gegensatz zur wesentlich verbreiteteren FEM, muss die Fundamentallsung
des Differentialoperators explizit bekannt sein, was die Anwendung der Randelementmethode auf
Differentialgleichungen mit stiickweise konstanten Koeffizienten einschrinkt. Doch auch fiir diese
Klasse von Gleichungen gibt es breite Anwendungsmoglichkeiten, beispielsweise in der Elektrosta-
tik, Festkorpermechanik, Elastostatik, Akustik oder Stromungsmechanik.

1.1 Modellproblem und Motivation

Sei Q C R? ein Gebiet mit hinreichend glattem Rand I' := 99Q. Wir betrachten nun das Dirichletrand-
wertproblem

—Au=01in Q

1.1
u=gaufI. (1.1)

Ziel ist es dieses Randwertproblem mittels BEM zu lésen.



1.2 Aufbau der Arbeit und Kernresultate

Zunéchst werden in Kapitel 2 die bendtigten Funktionenrdume und ihre Eigenschaften vorgestellt, die
analytischen Grundlagen gebracht und kurz zusammengefasst, wie man vom gestellten Dirichletpro-
blem (1.1) zur dazu #quivalenten so genannten Symmschen Integralgleichung

Vo= (K+%)g auf I’ (1.2)

iibergeht. Dabei gehen wir vor wie in PRAETORIUS 2007 [17]. Die wesentlichen Resultate sind SAU-
TER/SCHWAB 2004 [19] und STEINBACH 2004 [21] entnommen.

Gesucht ist also die kontinuierliche Funktion ¢ als Losung der Symmschen Integralgleichung.

Im Allgemeinen ist es nicht moglich, die Funktion Kg € H'/ 2(T) fiir eine beliebige Funktion g €
HY 2(T") numerisch zu berechnen. Fiir glattes g kann man K g in einen glatten und einen logarithmisch-
singuldren Teil aufspalten, die dann geeignet numerisch integriert werden. Diese Idee wird in Abschnitt
5 behandelt. Eine andere Moglichkeit ist, g durch eine Approximation g, — beispielsweise die nodale
Interpolation — zu ersetzen, fiir die man K gy exakt berechnen kann. Das hat auch den Vorteil, dass
man den Operator mit geeigneten Matrixkompressionstechniken effizient realisieren kann.

Die kontinuierliche Funktion gz~5g ist Losung der ,,datengestorten” Symmschen Integralgleichung V<;~Sg =
(K + %)gg. Mit ®; bzw. ¢, bezeichnen wir die zu ¢ und ¢, gehorigen diskreten Galerkinlgsungen.

Ein zentraler Begriff ist die K-Netz-Eigenschaft einer Partition 7;: Gibt es eine Konstante x(7;) > 1,
sodass fiir Ty NTy # (0 gilt he(T1)/he(T2) < K(7y), so sagt man die Partition 7 erfiillt die K-Netz-
Figenschaft.

Diese wichtige Groflie fliefit in mehrere Abschitzungen ein. So sind die h — h/2-Fehlerschitzer
19,5  ~ =~
= (@ =) ey o= ([~ 5

nur dann dquivalent — nachzulesen in FERRAZ-LEITE/PRAETORIUS 2007 [12] —, falls sup,cy £(77) <
oo gilt. Die mit = gekennzeichneten Galerkinlosungen sind Losungen iiber dem Netz 7,, das aus 7,
durch uniforme Verfeinerung hervorgeht.

Auch die Zuverlissigkeit des Residualschiitzers aus CARSTENSEN 1997 [6]
Crat 16 = el < o0 := 1" (Ve = (K + 5)90) || 2r)
ist abhéingig von k(7y), in dem Sinn, dass Cie mit x(7y) gegen unendlich strebt.

Die Entwicklung eines Datenfehlerschéitzers
Go:= [|R2 (1~ 1)d |

als obere Schranke fiir |H¢—qz~5gm stiitzt sich auf CARSTENSEN /PRAETORIUS 2007 [8]. Diese Bedingung
fiir den Datenfehler und damit ebenso die Konvergenz des adaptiven Verfahrens, beruhen auf der
Beschrénktheit von x(7p).

Zusammenfassend sollte also eine geeignete Netzverfeinerungsstrategie zunéchst supyey £(7y) < 00
erzwingen, damit alle Konstanten in den beschriebenen Abschétzungen beschriankt bleiben.

Zum Auffinden der diskreten Losung @, benutzen wir folgenden adaptiven Algorithmus:
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Algorithmus 1.1. Input: Startnetz Ty, Markierungsparameter 6 € (0,1), Abbruchparameter € > 0.
(1) Berechne diskrete Lisung ®,.

(2) Berechne Fehlerschitzer o¢(T) und (o(T') fiir alle T € Ty.

(8) Berechne Verfeinerungsindikator wy(T) = (0¢(T)* + Cg(T)2)1/2 fir alle T € 71y.

(4) Stoppe, falls wy = (ZTE% Wg(T)2)1/2 <e.

(5) Bilde Menge My, der zur Verfeinerung markierten Elemente, durch Markierung nach Dérfler
f’d?“ We.

(6) Markiere zusditzliche Elemente, damit k(Ty) < 2k(7p).
(7) Verfeinere mindestens die Elemente T € My und erhalte Tpiq.
(8) Erhiéhe Zihler £ — £+ 1 und gehe zu (1).

Output: Approrimation EI;g von .

Um also k(7)) < oo zu garantieren ist die Erweiterung der Markierungsstrategie um Punkt (6) not-
wendig. Ein entsprechender Beweis findet sich in Kapitel 3, das gemeinsam mit Abschnitt 4 den
Mittelpunkt dieser Arbeit darstellt.

In den Kapitel 3 und 4 steht die Theorie der Fehlerschétzer und die Konvergenz der adaptiven Ver-
fahren bei Verwendung des Residualschétzers im Zentrum. Der Beweis fiir die Zuverldssigkeit des
Residualschétzers ist in Abschnitt 3 zu finden. Die Giiltigkeit der Bedingung mqﬁ — M\ < (p fiir den
neu entwickelten Datenfehlerschitzer ¢, wird dort ebenfalls gezeigt. Eine Folge dieser beiden Eigen-
schaften ist die Zuverlissigkeit des Gesamtfehlerschétzers wy := (952 + ng)l/ ?. Das letzte wichtige und
neue Resultat in diesem Abschnitt ist die Konvergenz des mit diesem Gesamtfehlerschéitzer gesteuer-
ten, adaptiven Verfahrens.

In Abschnitt 4 werden Effizienz und unter der Saturationsannahme auch Zuverlissigkeit der h — h/2-
Fehlerschétzer gezeigt. Daraus folgt wiederum die Zuverlissigkeit des Gesamtfehlerschitzers wy =

(né + )"

Kapitel 5 enthilt eine detaillierte Beschreibung der Berechnung des Einfachschichtpotentials V', des
Doppelschichtpotentials K und der dabei auftretenden einfachen und doppelten Integrale. Auch eine
Erkldrung zur Berechnung der rechten Seite der Symmschen Integralgleichung sowie die Implemen-
tierung des Datenfehlerschitzers ¢, und des residualen Fehlerschétzers g, werden angegeben.

Die theoretischen Grundlagen und Berechnungen der auftretenden Operatoren sind hier nur fiir den
zweidimensionalen Fall aufgefiihrt. In Kapitel 6 wird daher zusammengefasst, was sich fiir den Fall
d = 3 andert.

Zur Uberpriifung der theoretischen Resultate wurden auch numerische Experimente durchgefiihrt.
Anhand dreier Beispiele konnte die mathematisch bewiesenen Zuverlédssigkeit des Gesamtfehlerschéit-
ZErs Wy 1= (g% +C 52) 1/2 und die Beschrinktheit von k(7y) bestitigt werden. Aulerdem beobachten wir,
dass aus numerischer Sicht auch der h — h/2-Fehlerschitzer geeignet ist zur Steuerung des adaptiven
Algorithmus, was den Implementierungs- und Rechenaufwand erheblich senkt.
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Kapitel 2

Die Randelementmethode

In diesem Kapitel werden die analytischen Grundlagen fiir die Randelementmethode gesammelt.

Im Wesentlichen werden hier bereits bekannte Ergebnisse aus der Literatur zusammengetragen, vor
allem aus STEINBACH 2004 [21] und SAUTER/SCHWAB 2004 [19].

Der inhaltliche Aufbau dieses Kapitels folgt dabei PRAETORIUS 2007 [17], ist aber in einigen Bereichen
ausfiihrlicher.

Zunéchst wird fiir das Modellproblem die so genannte Darstellungsformel aufgestellt. Als geeignete
Losungsriume der schwachen Formulierung der Poissongleichung werden Sobolevriume eingefiihrt
und ihre wichtigsten Eigenschaften beschrieben. Die in der Darstellungsformel auftretenden Integral-
operatoren und die zugehorigen, im Caldéron-System vorkommenden Randintegraloperatoren werden
vorgestellt. Der néchste Abschnitt beschéftigt sich mit der Galerkin-Randelementmethode und deren
Eigenschaften. Die a priori Analysis, die eine Aussage iiber die Konvergenzgeschwindigkeit der BEM
trifft, wird am Ende dieses Kapitels behandelt.

2.1 Darstellungsformel

In diesem Abschnitt wird die so genannte Darstellungsformel (oder 3. Greensche Formel) vorgestellt,
die besagt, dass die Losung des Laplace-Problems —Awu = f eindeutig durch die Cauchydaten (u, 0, u)
bestimmt ist.

Dazu definieren wir zunéchst den so genannten Newton-Kern wie in STEINBACH 2004 [21, Kapitel
5.1, Seite 94].

Definition 2.1. Die Fundamentallosung des Laplaceoperators ist fir z € R? durch
G(2) = — 5= log 4 (21)
z) = ——1Iog |z .
27 &

gegeben und wird Newton-Kern genannt.

Wir definieren nun drei Integraloperatoren, die in der Darstellungsformel Verwendung finden.



Definition 2.2. Zu einer Funktion f :Q — R definiert Nf mit

Nf(z):= /QG(:L’ —y)f(y)dy  firxze (2.2)
das Newtonpotential der Funktion f.

Zu einer Funktion ¢ : I' — R definiert ‘7¢ mit

‘~/<;S(x) = /FG(x —y)o(y) dsy,  firz e Q (2.3)
das Finfachschichtpotential der Funktion ¢.

Zu einer Funktion g : I' — R definiert IN(g mit
Kg(z) := /Fﬁn(y)G(:E —y)g(y) dsy  fiir x € Q (2.4)

das Doppelschichtpotential der Funktion g.

Die Darstellungsformel fiir die Laplacegleichung lautet nun nach STEINBACH 2004 [21, Kapitel 6.,
Seite 106ff] folgendermaBen:

Satz 2.3. SeiQ C R ein beschrinktes Gebiet mit Rand T := 0Q undu € C*(Q). Mit —Au = f € C(Q)
gilt

w(z) = N(=Au) + V(9u) — K(u) in Q. (2.5)

O

2.2 Sobolevraume und Variationsformulierung
In diesem Abschnitt fassen wir die funktionalanalytischen Grundlagen zusammen, um die Variations-
formulierung der Laplacegleichung herzuleiten.
Sei u € C?(Q) die klassische Losung von
—Au=f. (2.6)

Wir multiplizieren die Gleichung mit einer Testfunktion v € C*(Q) und integrieren iiber €. Mittels
partieller Integration erhalten wir dann fiir alle v € C!(€2)

<f7 U>Q = <V’LL, VU>Q - <anu7 U>F7
bzw. nach Umformung

(Vu, Vo)g = (f,v)q + (Onu, v)r. (2.7)

Die Suche nach geeigneten Losungsrdaumen fiihrt nun zu den Sobolevraumen. Dazu bendétigen wir
zunéichst einige Definitionen aus STEINBACH 2004 [21, Kapitel 2.2, Seite 28ff].
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Definition 2.4. Fine Funktion u € Llloc(Q), die beziiglich jeder abgeschlossenen und beschrinkten
Teilmenge M C § integrierbar ist, heifit lokal integrierbar.

Definition 2.5. Eine Funktion u € Llloc(Q) heif$t schwach differenzierbar mit schwacher Ableitung
Oju € L%OC(Q) firj=1,...,d, wenn die Formel der partiellen Integration gilt, d.h (u,0;u) erfillen

/ u(0jv) de = — / (Oju)v dx  fiir alle v € CZ°(£2). (2.8)
Q Q

In diesem Fall ist 0;u eindeutig bestimmt und stimmt fiir eine C L_Funktion mit der klassischen Ab-
leitung iiberein. Nun kénnen wir Sobolevrdume auf Gebieten definieren.

Definition 2.6. Der Sobolevraum H° () wird als L*(Y) definiert.

Weiters definiert man

HY(Q) == {u € L*(Q)|u ist schwach differenzierbar mit Vu € L2(Q)d}. (2.10)
Die zugehdorige Norm lautet HuH%ﬂ(Q) = HuH%Z(Q) + HVU|]2L2(Q).
Die weiteren Sobolevrdume ganzzahliger Ordnung werden induktiv definiert durch

H*(Q) = {ue L*(Q)|u ist schwach differenzierbar mit Vu € Hk_l(Q)} (2.11)

mit der Norm Hu||%]k(m = Hu||2L2(Q) + HVuH%Ik,l(Q). Auf H*(Q) ist

|ul ey = |1 D*ul r2(q) (2.12)
eine Seminorm. DFu ist hierbei die k-te schwache Ableitung von wu.

Definition 2.7. Fiir reelle Zahlen 0 < s < 1 ist die so genannte Sobolev-Slobodeckij Seminorm

gegeben durch
u(z) — U(y)|2>1/2
uls 0 = —_ . 2.13
i </Q Q |z—yldt (213)

Mit Hilfe der Sobolev-Slobodeckij Seminorm kénnen Sobolevriume mit nicht ganzzahliger Ordnung
definiert werden.

Definition 2.8. Sobolevriume mit nicht ganzzahliger Ordnung werden fir k € Ny und 0 < s < 1
definiert durch

H*5(Q) == {u € H*(Q)||D*uls 0 < oo} (2.14)
mit der Norm HUH%{HS&) = HuH%{k(Q) + ]Dkulgg

Satz 2.9. (EvANs 1998 [10, Kapitel 5.2, Theorem 2|). Fiir s > 0 ist der Sobolevraum H*(Q) ein
Hilbertraum. O

Satz 2.10. (WLOKA 1982 [23, Kapitel 3.2, Satz 3.6]). Alle Riume C*(Q) mit k > s liegen dicht in
H5(9). 0



Der erste Summand der rechten Seite von (2.7)

U= <f7U>Q

definiert ein Funktional in H!()*.

Um den Dualraum H'(Q)* von H'(Q) als Erweiterung von L?() definieren zu konnen, benétigen
wir zunéchst noch folgendes Lemma:

Lemma 2.11. Seien X,Y zwei reelle Hilbertrdume mit stetiger Einbettung X C Y. Dann ist die
Rieszabbildung

Jy Y =Y Jyy:=(y, )y (2.15)

als Operator Jy € L(Y, X*) wohldefiniert und Jy (Y') ist ein dichter Unterraum von X*.

Beweis: Da X in Y stetig eingebettet ist gilt [[z|ly < C|z|x fiir beliebiges x € X. Aus der
Cauchyungleichung folgt

(y,x)y < llyllyllzlly < Cllyllyllelx.
Die Rieszabbildung ist also wohldefiniert.

Sei Jx : X — X* die Rieszabbildung fiir X. Dann ist Jy(Y) genau dann dicht in X*, wenn V :=
T (Jy (Y)) dicht in X =V @ V" ist. Man muss also nur noch V' = {0} zeigen.

Sei z € V' und y €Y, dann gilt
0= (z, J)zl(‘]yy»X = (Jyy)(z) = (y,2)v.
Wahltmany:xevlfolgt:ninnYQX. O

Wendet man nun Lemma 2.11 an fiir X = H*(Q) und Y = L?*(Q), erkennt man, dass L?(f2) ein dichter
Teilraum von H*(Q)* ist und die duale Klammer (f,v)q mit dem L2-Skalarprodukt iibereinstimmt,
falls f € L?(Q) gilt.

Das fiihrt zur Definition von Sobolevraumen mit negativer Ordnung, wie folgt:

Definition 2.12. Der beziiglich des erweiterten L?-Skalarprodukts dargestellte Dualraum von H*(S2)
wird mit H=*(QY) bezeichnet. Man nennt diese Riume Sobolevrdume der Ordnung —s.

Fiir den zweiten Summanden von (2.7) miissen nun auch Sobolevridume am Rand von Gebieten
definiert werden wie in STEINBACH 2004 [21, Kapitel 2.5, Seite 42].

Definition 2.13. Fir 0 < s < 1 definiere
H*(T) :={u € L2(F)|||u||Hs(p) < oo} (2.16)

mit der Norm |jul|? s(ry = ||u||%2(r) + |uls,r, wobei

w(z) — uly))2\ Y2
Jufsr = (/F F—||$(_)y|d_(1ﬁ)2|s> . (2.17)

die Sobolev-Slobodeckij Seminorm bezeichne.
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Satz 2.14. (SAUTER/SCHWAB 2004 [19, Kapitel 2.5, Seite 46ff]). ['/>(T") ist ein Hilbertraum mit
stetiger Einbettung H'/2(I') ¢ L*(I). O

Definition 2.15. Der beziiglich des erweiterten L?-Skalarprodukts dargestellte Dualraum von H*(T)
wird mit H—*(T") bezeichnet.

Im folgenden Satz soll erkliart werden, wie man vom Gebietsraum zum Randraum gelangt.

Satz 2.16. (EVANS 1998 [10, Kapitel 5.5, Theorem 1]). Der Spuroperator you = ulr fiir u € C*°(Q)
lisst sich eindeutig von C*°(Q) zu einem Operator o € L(H(€2); H'/? (T')) fortsetzen. Das bedeutet,
dass you die Einschrinkung einer Sobolevfunktion u € HY () auf T darstellt. O

Nun wollen wir noch niéher auf die Konormalenableitung, die im zweiten Skalarprodukt der rechten
Seite von (2.7) vorkommt, eingehen und die Variationsformulierung formal korrekt aufschreiben.

Definition 2.17. Man sagt, eine Sobolev Funktion v € H'(Q) lost fiir gegebenes f € ﬁ_l(Q)
—Au=feH (), (2.18)
wenn es ein Funktional vyu € HY/2(T') gibt, sodass die schwache Formulierung von (2.6)
(Vu, Vo)g = (f,v)a + (viu, you)r  fiir alle v € H'(Q) (2.19)

qgilt.

Wir wollen das Funktional 41w nun néher charakterisieren:
Satz 2.18. (PRAETORIUS 2007 [17, Kapitel 2.4, Lemma 7 und 8]).
(i) Fiir eine Funktion u € C%(T) und f := —Awu gilt (2.19) mit yu = Opu.

(ii) Ist u € HY(Q) und lost (2.18), so ist die Konormalenableitung yiu € H~Y2(T) aus (2.19)
eindeutig bestimmit. [

Mit den eingefithrten Notationen ldsst sich folgendes Resultat beweisen:

Korollar 2.19. Fiir gegebenes f € ﬁ_l(Q) und g € HY2(I'), gibt es eine eindeutige Lisung u €
HY(Q) der Variationsformulierung (2.19) mit Dirichlet Randbedingungen ~ou = g. O

2.3 Calderonsystem und Integraloperatoren

In diesem Kapitel wird das so genannte Calderdnsystem hergeleitet und die wichtigsten Eigenschaften
der verschiedenen Randintegraloperatoren beschrieben.

Fiir das betrachtete Gebiet Q gelte im Folgenden diam(2) < 1. Das ist eine hinreichende Bedingung
dafiir, dass fiir die logarithmische Kapazitéit Cap gilt Cap < 1 — siehe McLEAN 2000 [15, Kapitel
8, Theorem 8.16].

Um die Darstellungsformel
u=Nf+V(nuw Ko (2:20)

im schwachen Sinn fiir u € H'() zu verstehen, halten wir zuniichst Abbildungseigenschaften der
Integraloperatoren fest.
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Satz 2.20. (STEINBACH 2004 [21, Kapitel 6.1]). N kann als Operator N € L(H~1(Q); H'(Q)) auf-
gefasst werden, und es gilt

~A(Nf)=f firalle f € H (). (2.21)

Insbesondere sind Spur und Konormalenableitung als Operatoren
vwN € L(H'(Q): H/*(T)) und N e L(H'(Q); H~'/*(I)) (2.22)
wohldefiniert. O

Satz 2.21. (STEINBACH 2004 [21, Kapitel 6.2]). V kann als Operator V € L(H~Y2(T); HY(Q)) auf-
gefasst werden, und es gilt

~AV¢=0ec HNQ) fir alle € H (). (2.23)

Insbesondere sind Spur und Konormalenableitung als Operatoren
vV e LIHY(D); HY2(T)) und ~V e L(H™'?(T); H~'/*(I)) (2.24)
wohldefiniert. O

Satz 2.22. (STEINBACH 2004 [21, Kapitel 6.4]). K kann als Operator K € L(HY2(T'); HY(Q)) auf-
gefasst werden, und es gilt

~AKg=0e H'(Q) fir alle g€ H'Y?(D). (2.25)
Insbesondere sind Spur und Konormalenableitung als Operatoren
K € L(HY*(I); HY*(')) und v K € L(HY*(T); H-Y2(I)) (2.26)

wohldefiniert. O

Wendet man nun auf die Darstellungsformel (2.20) den Spuroperator vy bzw. die Konormalenableitung
~1 an, so erhélt man das Calderénsystem:

<’You> _ (0K oV <’You> n WNf
nu —-nkK MV ) \nu nNf
Eine abkiirzende Schreibweise fithrt zu den Randintegraloperatoren:

Definition 2.23. Der Randintegraloperator Ny € L(ﬁ_l(ﬂ), Hl/Z(F)) wird definiert als

No = 7oN. (2.27)

Der Randintegraloperator Ny € L(ﬁ_l(ﬂ), H‘l/z(F)) wird definiert als

Ni :=mN. (2.28)
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Der Randintegraloperator V & L(H_l/z(F), Hl/z(F)) wird definiert als
V=V (2.29)
und wird Finfachschichtpotential genannt.

Der Randintegraloperator K' € L(H~Y*(I"), H=Y2(T")) wird definiert als

~ 1
K :=yV — 3 (2.30)
und wird adjungiertes Doppelschichtpotential genannt.

Der Randintegraloperator K € L(Hl/Q(I‘), Hl/Q(F)) wird definiert als
K = oK + % (2.31)
und wird Doppelschichtpotential genannt.
Der Randintegraloperator W € L(Hl/Q(I‘), H~1/? () wird definiert als
W= -yK (2.32)

und wird hypersinguldrer Integraloperator genannt.

Das Calderon System sieht dann in abgekiirzter Schreibweise so aus:
1
You\ _ (3K V You Nof 9 33
(’YW) < w %+K'> <’Ylu> i (le (33%)

Im Folgenden wollen wir einige wichtige Eigenschaften der obigen Integraloperatoren festhalten.

Das Einfachschichtpotential erfiillt folgende Bedingungen:

Satz 2.24. (STEINBACH 2004 [21, Kapitel 6.2, Seite 113ff und Kapitel 6.6.1, Satz 6.6]). Fiir das
Einfachschichtpotential V : H=Y/?+5(I') — HY?+5(I), |s| < 1/2, gilt:

(i) V ist wohldefiniert, linear und stetig.

(ii) V ist symmetrisch, d.h
(Vo,)r = (6, Vi) fiir alle ¢4 € HV/(T). (2.34)
(i5) V ist H=Y/2(T)-elliptisch, d.h es gibt eine so genannte Elliptizititskonstante ¢y > 0 mit
(Vo8 = ev |l3 1oy fiir alle g € H-(T), (2.35)

insbesondere ist V' also ein Isomorphismus. ]

Bemerkung 2.25. Die Generalvoraussetzung fiir dieses Kapitel, nimlich diam(Q2) < 1, geht in diesen
Satz ein. Sie ist notwendig fiir die Elliptizitdt von V und damit auch fir die Invertierbarkeit von V.
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Der Operator N ldsst sich mit Hilfe der anderen Operatoren berechnen, siche Formel (2.33) und Satz
2.24(ii).
Korollar 2.26. (STEINBACH 2004 [21, Kapitel 6.6, Lemma 6.13]).
Fiir das Newtonpotential (N1f)(x), z € I', gilt die Darstellung
1
(Nif)@) = (= 5+ K )V (Nof)(@). (2.36)
]

Aus den Aussagen von Satz 2.24 lisst sich ein dquivalentes Skalarprodukt auf H~/2(I") herleiten.
Korollar 2.27. Fir ¢,vp € H-Y2(I') definiert

(o, v) = Vo, ¢)r (2.37)
ein dquivalentes Skalarprodukt auf H -1/ 2(T). Die induzierte Norm, die so genannte Energienorm,
el := (o, o) (2.38)

ist eine dquivalente Norm auf H=Y/?(T).

Beweis: Man betrachte H!(;S!HZ = (V¢,¢)r. Nach Definition der Dualitéit zwischen HY?(I') und
H~12(T) gilt

(Vg,o)r < ”V¢HH1/2(F) H‘b”H*l/Q(F)'
Aus der Stetigkeit folgt
2
Voo < [VIIB13-12(r)
Andererseits gibt es aufgrund der Elliptizitdt von V eine Konstante ¢y > 0, sodass
<V¢7 ¢>F 2 CVH(b”?{fl/Z(F)

erfiillt ist und die beiden Normen somit dquivalent sind. O

Das Doppelschichtpotential hat folgende Eigenschaften:
Satz 2.28. (STEINBACH 2004 [21, Kapitel 6.4, Seite 118ff und Kapitel 6.6.4, Seite 144]). F'ir das

Doppelschichtpotential K : HY/?>+5(I') — HY/?+5(I), |s| < 1/2, gilt:
(i) K ist wohldefiniert, linear und stetig.

(ii) Ist V invertierbar, so ist K + 1 eine Kontraktion beziiglich der auf H'Y2(T) dquivalenten Norm
Hg”%/,l = (V=lg,g)r, d.h es gilt

(K + Dgllv-1 < cxllgly-1  fir alle g € H'7*(T) (2.39)

mit einer geeigneten Kontraktionskonstanten cx € (0,1). O

Das adjungierte Doppelschichtpotential K’ ist im L2-Sinn zum Doppelschichtpotential K adjungiert.

Satz 2.29. (MCLEAN 2000 [15, Kapitel 6, Theorem 6.15)).
Fiir die Operatoren K : HY/2(I') — HY2(T') und K’ : H-Y2(I') — H~'Y/2(I') und Funktionen g €
HY2(Q), € H-Y2(T) gilt

<ng¢>1—‘ = <97 K/¢>F7 (240)

d.h. K und K' sind adjungiert im Sinne der Funktionalanalysis. O
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2.4 Galerkin-Randelementmethode

In diesem Abschnitt wollen wir die Symmsche Integralgleichung und die so genannte Galerkin-Rand-
elementmethode zum Losen von Integralgleichungen vorstellen.

Zur besseren Ubersicht geben wir hier nochmals das Modellproblem an:
Gesucht ist die schwache Losung u € H'(2) von

—Au=feH (),

2.41
you =g € H'/*(I). 240

Die schwache Formulierung des Problems lésst sich mittels der Darstellungsformel schreiben als
u=Nf+V¢—Kg
mit den unbekannten Neumanndaten ¢ = y,u € H~Y2(T).

Die erste Zeile des Calderén Systems (2.33) ergibt

1
You = (5 - K)’you—FV’ylu—i-Nof

und nach Umformung

Vyiu = (K + %)’you — Nof.

Einsetzen der Dirichlet- und gesuchten Neumanndaten, d.h vu = ¢ und viu = ¢, fiilhrt zur so
genannten Symmschen Integralgleichung

Ve — (K n %)g —Nof = F. (2.42)

Anwenden des Satzes von Riesz ergibt eine zur Symmschen Integralgleichung (2.42) dquivalente Va-
riationsformulierung

(@, 4) = (Foo)r  fir alle € H-/*(T). (2.43)
Satz 2.30. Die Variationsformulierung (2.43) mit F € HY?(I') aus (2.42) hat eine eindeutige
Lésung, und es gilt ¢ = ~yyu fiir die Losung u € H'(Q) von (2.41). O

Die Idee der Galerkin-Randelementmethode besteht nun darin, H~Y/ 2(T) fiir ¢ und 1+ durch einen
endlichdimensionalen Ansatzraum zu ersetzen.

Um geeignete diskrete Rdume zu konstruieren, wollen wir zunéchst das Konzept einer Unterteilung
des Randes I' in endlich viele Teilstiicke erkléren.

Dazu definieren wir wie in SAUTER/SCHWAB 2004 [19, Kapitel 4.1.2]).

Definition 2.31. Fine Unterteilung des Randes T' = 052, Q C R2, in endlich viele, relativ offene,
disjunkte Elemente Ty, ..., T, CI' heifit Partition Ty, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:
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(i) Ty ist eine endliche Uberdeckung von T, d.h T = Urer, T

(ii) Jedes Element T € T, ist Bild des Referenzelementes T = [—1,1] unter einer requliren Abbildung
vy, d.h es gibt Konstanten Apin > 0 und Apax > 0 mit

0 < Amin < [A7(8)|| < Amax < 00 fir alle s € (—1;1). (2.44)

Definition 2.32. Fiir jedes Element T' der Partition 7; ist die lokale Netzweite hy € L>(I") durch
he|lp := he(T) := diam(T") definiert.
Die globale Netzweite einer Partition Ty ist gegeben durch hpmax 1= %1&72( he(T).

€7y
Definition 2.33. Man sagt eine Partition 1, erfillt die K-Netz-Eigenschaft, falls es eine Konstante
k(Ty) > 1 gibt, sodass fiir Ty N1y # 0 gilt he(T1)/he(T2) < K(Tp).

Definition 2.34. Man nennt eine Familie von Partitionen {7;}en lokal quasiuniform, falls Kon-
stanten hgmin, hemax > 0 existieren, sodass fir alle T € Ty gilt hymin < he(T) < hymax und

hZ,max .
supy hm = H < o0.

Fiir die Implementierung werden nur Partitionen, die die K-Netz Eigenschaft mit x(7;) < 2 erfiillen,
betrachtet und stets stiickweise affine Randelemente verwendet, da sich die entstehenden Integrale
dann analytisch berechnen lassen.

Unser Ziel ist es, einen geeigneten endlichdimensionalen Ansatz fiir die unbekannte Losung ¢ zu
finden. Bei der Galerkin-Randelementmethode erreicht man dies, indem man in der Variationsformu-
lierung nur stiickweise Polynome als Ansatzfunktionen zuldsst. Das fiihrt zu folgender Definition aus
SAUTER/SCHWAB 2004 [19, Kapitel 4.1.3, Seite 152]:

Definition 2.35. Der Raum der stiickweise konstanten Funktionen tiber einer Partition T, wird durch
PUT) = {y € L¥T)NT € Ty : ¢y ist konstant} (2.45)

definiert. Jede Funktion 1) € P°(Ty) ist durch ihre Werte At auf den Elementen T € T, bestimmt und
kann in der Form

d(@) = > Arxr(z) (2.46)

TeT,

geschrieben werden mit der charakteristischen Funktion xr : I' — R von T € 1y. Die charakteristi-
schen Funktionen bilden also eine Basis von Py(Ty).

Der Raum der Polynome vom Grad p auf dem Referenzelement T = [—1,1] ist gegeben durch
PP = span{z*|p € No und pu < p}. (2.47)
In Folge wird der Raum der stiickweisen Polynome vom Grad p tiber einer Partition Ty definiert durch
PP(T) := {4 : T — R|¢|r oyr € PP}, (2.48)
wobei vy die Parametrisierung aus Definition 2.31 bezeichne.
Ersetzt man die Losung ¢ € H~Y/2(T") durch die diskrete Funktion ®; € P(7;), so muss die Gleichheit

in (2.43) im Allgemeinen nicht erfiillt sein. Daher wird zusétzlich auch der Raum der Testfunktionen
diskretisiert.
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Der Satz von Riesz impliziert die Existenz einer eindeutig bestimmten Losung ®, € PY(7;) C
H~'2(T"), sodass

(@, W) = (F, W) fiir alle ¥, € PY(T)) (2.49)
gilt.

Schreibt man die Losung als Summe &, = Z;VZI x;X; mit einer fixen Basis, so 16st der Koeffizienten-
vektor x € RV das lineare Gleichungssystem

Az = b. (2.50)

Die Galerkinmatrix A € RV*N wird berechnet durch
Age = (060D = (Vg xadr = / Vi (@)xe (@) dsy = —— / / log |z — yl dsyds,.
T T] Tk:
Die rechte Seite ist ein Vektor by € RV mit

be = (F.xk)r = (K + 5)g9 — Nofs Xk)p /((K+ 3)g— Nof)Xkdsx

/T/ |x__y|2 dsyds, — /Nofdsx
k

vy ist hierbei der nach auflen gerichtete Normalvektor von €2 in y € I'.

Der Zusammenhang zwischen exakter und diskreter Losung fithrt zum Begriff der Galerkinprojektion.

Definition 2.36. Das Galerkinverfahren definiert fiir einen diskreten Raum X, einen Ldésungs-
operator

G,: H'V2(I) — X, (2.51)

durch (G, Vo) = (®g, ) fiir alle ¥y € P°(Ty). Der Operator G, wird Galerkinprojektion genannt.

Das diskrete Problem (2.50) besitzt eine eindeutige Losung, die dquivalent ist zu (2.49).
Nun wollen wir uns mit dem Verfahrensfehler beschéftigen. Der folgende Satz zeigt, dass die Galer-
kinapproximation die Bestapproximationseigenschaft erfiillt:

Satz 2.37. (Lemma von Céa. SAUTER/SCHWAB 2004 [19, Kapitel 4.1.4, Seite 155ff]). Sei ¢ die ex-
akte Losung der Symmschen Integralgleichung (2.42). Die Galerkinlosung ®, konvergiert optimal in
der Energienorm, d.h

ll6 =2l =, zin "llé— wel]. (2.52)

Insbesondere erfillt ®, die so genannte Galerkinorthogonalitit
(¢ —®p, W) =0 fiir alle ¥, € PO(Ty). (2.53)
In der H=1/ 2(I')-Norm gilt mit ¢y der Elliptizititskonstante des Einfachschichtpotentials V die Qua-

stoptimalitdt

v
u¢—¢>e||H1/2(F)s<; Qim0 = Wil (254
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Beweis: Als erstes wollen wir die Galerkinorthogonalitdt zeigen:
Sowohl die exakte als auch die Galerkinlosung erfiillen

(6, Te)) = (F,Up)r = (@, Uy) fiir alle Uy € PO(T).
Daher gilt

(& — Qg Wp) = (&, V) — (Pr, Vy)) = (F,¥y)r — (F,¥y)r = 0.

Aufgrund der Galerkinorthogonalitét gilt fiir den Verfahrensfehler ey := ¢ — ®y

lleel* = (e, & — @) = (e, &) — (ee, Do) = Gee, &) — ee, e = (ee, & — o))

< Jleclllle — well
fiir beliebiges W, € P°(7;). Insbesondere gilt also
ool <, min flo—wel.
Da ®, € PY(7;) gilt, folgt die Gleichheit.
Die zweite Aussage erhilt man sofort aufgrund der dquivalenten Normen
. 2
cvlecll?,- 2y S H\eeH\ = n R | — " = \I/zé%a(ﬂ)< (¢ —Wy), ¢ — Vy)r
2

<, min VIIG = Vol

Der Beweis ist vollstdndig nach Division durch ¢y und Wurzelziehen. O

Korollar 2.38. Die Galerkinprojektion Gy : H™ 1/2( ) — Xy ist die Orthogonalprojektion auf Xy in
der Energienorm. [

Nun bleibt nur noch die Konvergenz der Galerkinrandelementmethode zu zeigen.

Satz 2.39. (SAUTER/SCHWAB 2004 [19, Kapitel 4.1.5, Seite 159]). Sei (7p)sen eine Folge von Par-
titionen mit globaler Netzweite hymax — 0 fiir £ — oo, fir die gilt, dass sich jedes Element aus 7Ty
darstellen lisst als Vereinigung von Elementen aus Ty;_1. Dann konvergiert die Folge von Randele-
mentlosungen (Py)oen gegen die exakte Losung ¢.

Beweis: Der Raum PY(7;) besteht aus Treppenfunktionen auf einem Gitter 7;. Aufgrund der Defi-
nition der Lebesgue-Riume ist |, P°(7¢) dicht in L*(T'), welcher wiederum dicht in H~1/2(T") ist.

Sei € > 0 beliebig. Dann lassen sich ¢ € L2(T'), £ € N und @, € P°(7;) wihlen, sodass

~ €
16 = Gl g1y < 5 und 16— Bell 2y <

\V]
| ™

gelten. Wegen || - || g2y < || - [|p2(r) erhélt man insgesamt

16— Bllg-1/2r) < 16— Sllg-1/2ry + 116~ Bell sy <

und somit die Konvergenz gegen die exakte Losung. O
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2.5 Einfluss von Storungen

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit der wichtigen Frage des Einflusses von Stoérungen. Es wird
sich zeigen, dass die Galerkin-Randelementmethode stabil beziiglich hinreichend kleiner Stérungen
ist. Die Aussagen dieses Abschnitts werden hier nicht bewiesen, sind aber in ausfiihrlicher Form in
FERRAZ-LEITE 2007 [11] nachzulesen.

Lemma 2.40. (Lemma von Strang. BRAESS 2003 [4, Kapitel III, Lemma 1.1]). Seien H ein Hilbert-
raum, a(-,-) eine stetige, elliptische Bilinearform auf H und v € H mit a(u,-) = ¢ € H*. Fir einen
Diskretisierungsparameter h seien Xy, C H ein abgeschlossener Unterraum von H, ap(-,-) eine stetige
Bilinearform auf Xj, und ), € X; ein gegebenes lineares Funktional. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Falls ap(-,-) gegen a(-,-) konvergiert, d.h

la(vn, wn) — an(vh, wp)|

limap =0 mit «p:= sup (2.55)
h—0 v wh€XA\ {0} | vnl| al[wnl o
gilt, so folgt
E”‘L() >0 Hao > 0Vh < h() V?}h S Xh : CYQH’U;L”%{ < ah(vh,vh). (256)

Insbesondere ist die Bilinearform ap(-,-) elliptisch auf X und es ezistiert somit ein eindeutiges
up, € Xy, sodass ap(up,-) = £y, € X} gilt fir genigend kleines h > 0.

(ii) Gilt (2.55), so folgt

o= il = € ing. (= vulir + laton, )~ antons ;) + 16~ ;)
Uh EX}L

(2.57)
<o, (1=l uto) =)
<0 ing, (b= wnlla + el + 16~ ;)
Die Konstante C' hingt hierbei nur von der Bilinearform a(-,-) ab.
(iii) Falls die Datenfehler gegen O konvergieren, d.h
lim ||[£ —lp]|x-=0=1i 2.58
lim |6 — €nllx lim v, (2.58)
und es eine dichte Teilmenge D C H gibt, sodass
li i — =0 2.59
Jim min v —vpflg =0, (2.59)
folgt insbesondere die Konvergenz des gestorten Galerkinverfahrens
li — =0. 2.60
L flu = up || (2.60)

Ist die Konvergenzrate der Datenfehler also mindestens so grof$ wie die des Verfahrensfehlers,
so konvergiert das gestorte Galerkinverfahren mit derselben Ordnung wie das ungestorte. [



18




KAPITEL 3. ADAPTIVER ALGORITHMUS MIT RESIDUALEM FEHLERSCHATZER 19

Kapitel 3

Adaptiver Algorithmus mit residualem
Fehlerschatzer

Es nicht méglich, fiir beliebiges g € H'Y/?(I") die Funktion Kg € H'/?(I') numerisch zu berechnen.
Man hat nun mehrere Moglichkeiten:

(a) Man approximiert Kg(x) durch Quadratur.

(b) Fiir glattes g kann man Kg(x) in einen glatten und einen logarithmisch-singulidren Anteil zer-
legen, die dann geeignet numerisch integriert werden.

(¢c) Man ersetzt g durch eine Approximation gy, fiir die K gy(x) exakt berechnet werden kann.

In diesem Abschnitt betrachten wir Moglichkeit (c), was auch den Vorteil hat, dass man den Operator
mit geeigneten Matrixkompressionstechniken effizient realisieren kann.

Es erscheint nun sinnvoll, die gestorten Dirichletdaten gy bei Fehlerabschitzungen fiir das Verwen-
den der Galerkinrandelementmethode zum Lésen der Symmschen Integralgleichung miteinzubeziehen.
Daher wird ein lokaler a posteriori Fehlerschitzer vorgestellt, der auch den Datenfehler F) der rechten
Seite F' der Symmschen Integralgleichung V¢ = F berticksichtigt.

Wir nehmen an, dass die Dirichletdaten g € H(T') erfiillen und definieren g, := Z,g als deren nodale
Interpolation:

Definition 3.1. Sei Ny die Menge aller Knoten einer Triangulierung T, und S*'(Ty) := PY(T;)nC(T)
die Menge aller global stetigen Funktionen in PY(T;). Fiir alle = € Ny sei v, € SY(T;) die nodale
Basisfunktion, d.h. v,(z) =1 und v,(Z) = 0 fiir z € Ny \ {z}.

Der nodale Interpolationsoperator Iy : C(T') — SY(Ty) ist dann definiert durch

Ty := Z v(2)7s.

ZE./\/'g

Wir erinnern daran, dass fiir 2D BEM nach Sobolevungleichung die Inklusion H'(I') € C(T) gilt,
nachzulesen in SAUTER/SCHWAB 2004[6][Kapitel 2.5].
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Seien im Folgenden

e ¢ € H-Y/2(T") die kontinuierliche Lésung von Vg = (K + 4)g =: F € HY/*(T)
e ¢y € H Y2(I') die kontinuierliche Lésung von Vg, = (K + 4 Nge =1 Fy € HY2(T)
e &, die Galerkinlosung zu ¢ in X, := P(7p)
° (55 die Galerkinlésung zu 55 in Xp.
Zu ldsen ist also (V(AI;[, Uy = (Fy, Uy) fiir alle Uy € Xy mit dem Ziel einer Approximationsfehlerkon-

trolle von H!qﬁ — &)gm

Fiir a < Cb mit einer Konstanten C' > 0, die nicht von a oder b abhéngt, verwenden wir die abkiirzende
Schreibweise a < b.

Gibt es eine Konstante Clq > 0, sodass
6 — @ef| < Crer 00

gilt, so nennt man den Fehlerschitzer o, zuverlidssig im Bezug auf m(b — CEgH‘ Die Konstante C,o darf
von der rechten Seite Fy und x(7;) abhéingen, nicht aber von den Losungen ¢ und ®,.

Eine Norm || - || heiit lokal, wenn sie fiir eine Triangulierung 7, und einen Raum X
ey ~ D0 1 ey
TeT,

erfiillt. Die Energienorm ist im Gegensatz zur L>-Norm oder zur H'-Norm nicht lokal. Fehlerschitzer
in lokalen Normen erlauben die Steuerung adaptiver Netzverfeinerungsstrategien.

Der a posteriori Fehlerschétzer g, selbst darf nur von berechenbaren Gréfien abhéngen, insbesondere
also von der diskreten Losung ®,, nicht aber von der exakten Losung ¢. Der Fehlerschétzer kann also
erst nach einer ersten Berechnung einer diskreten Losung ermittelt werden — ganz im Gegensatz zur
a priori Fehlerschiatzung, die von der exakten Losung ¢, nicht aber von ®, abhéngt.

Dieses Kapitel beschéftigt sich nun mit der Entwicklung eines zuverlissigen, lokalen Gesamtfeh-
lerschétzers, bestehend aus dem Residualschétzer gy — siche CARSTENSEN 1997 [6] — und einem
Datenfehlerschéitzer (;. Unter Verwendung eines speziellen, in diesem Abschnitt beschriebenen adap-
tiven Algorithmus, ldsst sich Konvergenz der approximierten Losung @, gegen die exakte Losung ¢
beweisen.

3.1 Lokalisierungtechniken fiir H'/%(T")
Dieses Kapitel beschreibt den Ubergang von der H'/2-Norm zu lokalen Normen um im Weiteren lokale
Fehlerschétzer entwickeln zu kénnen.

Fiir den nodalen Interpolationsoperator konnen wir eine Approximationseigenschaft formulieren, miis-
sen dafiir aber noch einen Satz bereitstellen, der CARSTENSEN 1997 [6] entnommen wurde:
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Satz 3.2. (CARSTENSEN 1997 [6, Theorem 1]). Hat eine Funktion v € H'(T') zumindest eine Null-
stelle in jedem FElement einer Partition Ty, so gilt

=~ 1/2
1ollgr1/2ry < Capxlllg”*v'll220y. (3.1)

Die Konstante éapx > 0 hingt nur von I und x(7y) ab. O
Korollar 3.3. (CARSTENSEN/PRAETORIUS 2007 (8, Corollary 3.4]). Ist Z, der nodale Interpolati-
onsoperator und v € HY(T), so gilt

~ 1/2 -~ 1/2
o — Zevllansaqry < Capellit (0 = Tev) ey < Copelltglz2(r)- (3:2)

Die Konstante 5apx > 0 hdngt hierbei nur von I' und k(7y) ab.

Beweis: Sei w := v — Zyv und N, die Menge aller Knoten einer Partition 7, dann gilt w(z) = 0 fiir
alle 2 € Ny, w hat also auf jedem Element von 7; eine Nullstelle. Satz 3.2 kann daher angewendet
werden, und es folgt

=~ 1/2
w7172y < Capxlliy 0|l 20y

und damit die erste Ungleichung.
Die Bogenlingenableitung der nodalen Interpolation kann durch die L?-Projektion der Ableitung auf
PY(Ty) ersetzt werden. Fiir T = [a, b] gilt

1
(HZU/)‘T: b—al J; /

) ds _ 1) 00

=(Z;v)|r. .
" = (Zev)'|r (3.3)

Fiir die L?-Projektion als elementweise Bestapproximation beziiglich der L?-Norm folgt
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
g (0 = Zew) 2y = g @ = etV Fary = I/ W2y + 1y *Tev' | Fory < g/ 2y

und somit die zweite Ungleichung. O

Man kann auch eine inverse Abschétzung zu Satz 3.2 angeben.

Satz 3.4. (CARSTENSEN/PRAETORIUS 2007 (8, Proposition 3.1]). Fiir eine diskrete Funktion W, €
SP(Ty) :==PP(T) N C(T') gult

1/2 ~
Hhé/ \IIZHLQ(F) < Cian\IjZHHl/z(r). (34)

Die Konstante éinv > 0 hdngt nur von p und I' ab. O

3.2 Residualschitzer

Wir wenden uns nun einem zuverldssigen Fehlerschitzer — dem Residualfehlerschéitzer — zu.
Satz 3.5. Fiir g, € H'(I') gelten

Ry:= (K +1)g —V®, e H(T) (3.5)
und

Coalle— Bl < o0 = W2 Rl ey (36)

d.h. oy ist zuverlissig mit Bezug auf ‘H(Zg — CTDAH Die Zuverlissigkeitskonstante Cre hdngt nur von T’
und k(7y) ab und ist insbesondere unabhingig von den Dirichletdaten gy.
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Beweis: Da laut Voraussetzung g, € H'(I) ist, folgt (K + %)gg € HYT) laut Satz 2.28. Fiir
&, € PO(T;) C L2(T) gilt auBerdem V&, € H (') aufgrund der Abbildungsvorschrift aus Satz 2.24.
Daraus folgt direkt Ry € H(T).

Wegen der Galerkinorthogonalitit gilt mit der charakteristischen Funktion xp

0= (be — e, xT) = (V(de — Do), XT)r = (Fr — V&4, x7)T = (Re, XT)T-

Da R, € HY(T') C C(T) gilt, hat R, auf jedem Element T der Partition 7, zumindest eine Nullstelle,
und Satz 3.2 kann angewendet werden

|6 — Be||* = (V(de — B0), de — Padr = (Re, de — Py < IRell /20y lbe — @ell 172y
S thzRZHLQ(F)H@ - <T>éHHﬂ/z(r)
< (1" Rell oy ll B — @]
Insgesamt erhalt man also

lide = el < 11" Rl ey

und damit die Zuverlassigkeit des Fehlerschétzers. O

3.3 Datenfehlerschiatzer

In diesem Kapitel wird der Datenfehlerschétzer (; eingefiihrt und dessen Eigenschaften diskutiert.

Satz 3.6. Der Datenfehlerschitzer

G =y (9 = 90| oy = 1121 = T | 2y (3.7)

erfillt mqb — QNSAH < Cyatale- Die Konstante Cqaga > 0 ist nur abhingig von T' und k(7y).

Beweis: Zunichst wird die Aquivalenz der Energienorm ||-|| zur H/?(T')-Norm ||V (-)]| g /2(1) gezeigt:
Aus der Stetigkeit des Einfachschichtpotentials V' und der Norméquivalenz zwischen der Energienorm
|l - || und der H~'/?(I")-Norm || - | gr-172(ry folgt

81 = (V& &) prrsorysm—1r2ry S WVl eyl lli-12 ey S NVl gy Il
Durch einfache Umformung erhélt man
ol < 11Vl gz ry-
Die andere Richtung wird mit denselben Argumenten wie zuvor bewiesen
Vol < VIOl g-12@) S TV

Fiir den Datenfehler gilt nun also

H|¢ - gfm SVie— 53)”1{1/2(1“) = ||F — F2HH1/2(F) = H(K + %)9 - (K+ %)QZHHVQ(F)
= [[(K +3)(g - 9 172 (ry-
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Aus der Stetigkeit des Doppelschichtpotentials K folgt
llé = ell < llg = gell 2oy

Die Datenapproximation g; = Z, g erhélt man durch Anwenden des nodalen Interpolationsoperators
Zy. Aus der Lokalisierungseigenschaft fiir die nodale Interpolation aus Satz 3.2 folgt

ll6 =&l < 1he"*(9 = 96 Nl 2y

Die Bogenlingenableitung der nodalen Interpolation kann durch die L2-Projektion auf P°(7;) der
Ableitung ersetzt werden und man erhilt durch Einsetzen von Formel (3.3)

ll6 = &ell < 1m0~ T0)g/|| oy

die Aussage des Satzes. O

3.4 Gesamtfehlerschatzer

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit einem Fehlerschétzer, der das Verhalten von mqﬁ — CTDAH be-
schriankt, also eine Kombination aus Daten- und Verfahrensfehlerschéatzer ist.

Satz 3.7. Der Gesamifehlerschitzer wy := (Q% + 452)1/2 erfillt
6 — @ < Crawe, (3.8)

d.h. wy ist zuverlissig in Bezug auf mqﬁ— (T)AH Die Zuverlissigkeitskonstante Cye hingt nur von T und
k(Ty) ab.

Beweis: Aus (a + b)? < 2a” 4 2b* folgt
o — Bl < 20—l + 20 - Bl 39
Mit Satz 3.5 und 3.6 gilt also

m‘b - cifmz < 2C§ata<é2 + 202e1Q§ < 2max{c§ata7 Crzel}wlg'

T

3.5 Adaptiver Algorithmus

Zunéchst wird hier der verwendete adaptive Algorithmus angegeben und auf die verwendete Markie-
rungsstrategie naher eingegangen.

Gegeben seien ein Abbruchparameter £ > 0 und eine Startpartition 7.

Algorithmus 3.8. Input: Startnetz Ty, Abbruchparameter € > 0.
(1) Berechne diskrete Lisung ®,.
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(2) Berechne Verfeinerungsindikatoren wy(T) = (0o(T)? + Cg(T)z)l/2 fir alle T € 71y.

(3) Stoppe, falls wy := (ZTE% Wg(T)2)1/2 <e.

(4) Bilde Menge My, der zur Verfeinerung markierten Elemente.
(5) Verfeinere mindestens die Elemente T € My und erhalte Tyy.
(6) Erhéhe Zihler £ — ¢+ 1 und gehe zu (1).

Output: Approrimation EI;g von .

Die in Schritt (4) angegebene Verfeinerungsstrategie besteht aus mehreren Teilen. Zunéchst wird zur
Markierung der Elemente mit ,,grolem® Fehler die so genannte Dorfler Markierung verwendet:

Fiir M C 7, die Menge aller markierten Elemente, und ein fixes 6 € (0,1) gilt

0> wi(T)* < ) wilT). (3.10)

TeT TeM

Die Zuverlidssigkeit des Residualschétzers ist — wie man im Beweis zu Satz 3.5 erkennen kann —
abhéngig von der Giiltigkeit von Satz 3.2 mit einer Konstanten Cypx < 00. Dies Konstante ist abhéngig
von k(7). Um einen zuverldssigen Fehlerschiitzer zu erhalten, muss daher die Markierungsstrategie
rekursiv um eine zusétzliche Bedingung erweitert werden, damit x(7y) < max{x(7p), Crark} gilt:

Sei M, die Menge der markierten Elemente der Partition 7, gnci\ T,T" € T, zwei benachbarte Elemente,
dh. TNT'#@und T # T', mit T" € M, und T € T\M,. T,T" € Ty, seien die benachbarten Sohne

von T'und 7", d.h. es gelte T CT, T CT und TNT' # . AuBerdem bezeichnen hyy1(T) := diam(7T)
und hyi1(7T") := diam(7”) die beiden lokalen Schrittweiten. Sind nun 77 € My und T € 7T,\ M, und
gilt

hé—l—l(f) > Cmarkhf—l—l(j;/) (311)
so wird auch T zur Verfeinerung markiert.

Die Markierungsstrategie wird zur Veranschaulichung als Algorithmus in Pseudocode angegeben.

Algorithmus 3.9. Input: Partition T, Verfeinerungsindikatoren we(T'), Markierungsparameter Cypark
und 0 € (0,1)

(4a) Bilde Menge My, der nach Dérfler (3.10) markierten Elemente:
Bilde Menge Sy aus 7y, der nach wlg(T) absteigend sortierten Elemente.
Bilde Menge My, der ersten k Elemente aus Sy, sodass

k
0> wilT)? <> wilT)? = Y wi(T)?
j=1

TeS,
erfillt ist.

(4b) Erweitere Menge My, sodass r(7y) beschrinkt bleibt:
Solange Anderungen in der Menge M, stattfinden.
Durchlaufe Menge M,.
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Falls fiir den Sohn T' eines markierten Elements T' und den Sohn T eines micht
markierten Nachbarn T von T gilt hg+1(f) > C’markhg+1(f’).
Erweitere M, um T.
ende
ende
ende

Output: Menge M,.

Dass diese Zusatzbedingung ausreicht, um x(7y) < oo zu garantieren, zeigt das folgende Lemma:

Lemma 3.10. Ist die Markierungsstrategie fiir eine Konstante Cyax > 0 um die Bedingung (3.11)
erweitert, so gilt fir alle { € N

K(To41) < max{k(7;), Crark }- (3.12)

Beweis: Seien 7,7 € To11 mit TNT +# 0, dh T und T’ sind Nachbarn in Tor1. O.B.d.A. gelte

T #T', da sonst :Ll((TTrl)) = 1. Insbesondere folgt fiir die T, 7" € Ty, die Viter von T und 77, TNT' + 0,
041
d.h. T und T” sind Nachbarn in 7;.

1. Fall: Fiir T, T’ € T\ M, gelten hy(T) = hypr (T) und hy(T') = heyq (T') und somit

hoit (TA) ~ he(T)

b1 (T7) (") < w(Ze).

2. Fall: Fiir T, 7" € My gelten $hy(T) = hes1(T) und She(T') = hes1(T') und somit

N

hep (T) she(T) < w(Th).

he (T7) ghe(T7)

3. Fall: Fiir T € My, T € T\ M, gelten 1h(T) = hes1(T) und he(T") = hps1(T”) und somit

4. Fall: Fiir T € T,\M,, T' € M, gelten hy(T) = hyy1(T) und She(T") = hoir (T).
In diesem Fall gilt stets hg+1(f) < Cpark hg+1(f/), da fiir hg+1(f) > Chark hg+1(f’) die

erweiterte Markierungsstrategie (3.11) greift, 7' ebenfalls markiert wird und Fall 2. eintritt.
Also gilt

her (T)
hopr (T7)

Insgesamt ist also fiir alle T, 7" Nachbarn in 7,

< Cmark'

~

M < max{/ﬁ(ﬂ)7 Cmark}

hoy1 (1)
erfiillt. Insbesondere gilt also x(7p+1) < max{x(7;), Cinark} und damit die Aussage des Lemmas. [

Korollar 3.11. Mit den Voraussetzungen aus Lemma 3.10 gilt fir alle £ € N

k(7)) < max{x (7o), Crnark }- (3.13)
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Beweis: Der Beweis erfolgt mittels Induktion:
Fiir £ = 0 erhilt man x(77) < max{x(7y), Crnark }-
Mit der Induktionsbehauptung x(7y) < max{x(7p), Crark } folgt

H(ﬂ—l—l) < max{ﬁ(%% Cmark} < max{ﬂ(%% Cmark}
und damit die Aussage des Korollars. O

Bemerkung 3.12. Fiir die Implementierung wird Cya = 2k(7o) gewdhlt. k(7y) ist somit fiir alle
¢ € N beschrinkt durch 2k(7p).

3.6 Konvergenz des adaptiven Verfahrens

Die Partition 7, sei so, dass gelte

g (Vo) < Ov[|we]| - fiir v, € P(T)

/
2y

1/2 1y ) . (3.14)
17" (K + 3)90) HL?(F) = CKHWHHW(F) fiir go € S (7).

Auflerdem gelten in diesen Abschnitt folgende Bezeichnungen:

o (y:= Hh;/2 (9— gg)’HLZ(F) ist der Datenfehlerschitzer aus Satz 3.6,

® o= th 2R2H ) ist der Verfahrensfehlerschitzer aus Satz 3.5,

L2
o W) — ( 2 2 1/2 . .
0= (07 + CZ) ist der Gesamtfehlerschétzer aus Satz 3.7.
Aus theoretischen Griinden definieren wir zusitzlich den modifizierten Gesamtfehlerschitzer

° Wy = (g% + ongZ)l/2 mit einer Konstante o > 0.

Lemma 3.13. Verwendet man die lokalen Beitrige wy(T) = (0¢(T)* + an(T)2)1/2 des modifizier-
ten Gesamtfehlerschitzers Wy im Dorfler-Marking (3.10), so gilt unter der Voraussetzung (3.14) die
Schitzerreduktionsbedingung

D41 < 13— aCi|hy* (9= 90)' |17

~ _ (3.15)
1/2 112 2

(0o = @)1 (g0 = 90) [0y + CollBes — el
Die Kontraktionskonstante k € (0,1) und die Konstante C1 > 0 hingen nur vom Parameter 6 € (0,1)
aus der Dérfler-Markierung (3.10), die Konstante Cy > 0 nur von 0, T' und x(7;) ab. Die drei
Konstanten sind insbesondere unabhéingig von a > 0. Die Konstanten Cy und Cg aus (3.14) flieflen
in die Konstante Cy ein.

Beweis: Wie bereits bei der Konstruktion des Datenfehlerschétzers gezeigt — siehe Satz 3.6 — gilt
fiir die L?-Projektion II, und die nodale Interpolation Z, der Zusammenhang I1;¢' = (Z;9)’ = g,. Der
Fehlerschiitzer ldsst sich daher im (¢ 4 1)-ten Rechenschritt in der Form

Wiy = 0pr + Gl = Hh;ﬁ ((K + 5)ge1 — VEDZ'H)/HiZ(F) + O‘H}l%j(g - 95+1)/H332(r)
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schreiben.
Unter Verwendung der Ungleichung von Young ab < % + %, den binomischen Formeln und dem
Ansatz ab = a/e % fiir ein beliebiges € > 0 erhélt man

(a+b?=a®+2ab+ 0 <a®+a2e+Z 40> = (1+e)a®+ (1+e )% (3.16)
Fiir beliebiges € > 0 folgt daraus fiir den Fehlerschétzer

Wiy <(l+e Hh%rzl( K"’l)gé_v@),ui?(r)
+(1+ )3 (K + $) (g — 90) = V(Pesr — E)Z))IH;(F)
+O‘Hhé+1 9= ge+1) H2L2(r)

Fiir die L?-Projektion auf P%(7,4;) als elementweise Bestapproximation beziiglich der L?-Norm gilt
th+1 9= 9e+1) HL2(F + th+1 9e+1 = 9¢) /H2L2
= (= Tee)g |72y + [ (eer = M)y
= Hh%rzl Hf)g,“i%r)

= Hhe+1 9= 9¢) Hiz(r)

(3.17)

und damit fiir den Fehlerschitzer

@iy <(1+¢) Hhéﬁ( K+ 3)g — V‘EZ)/H;(F)
+(1+ )| (K + 3 (g — 90) = V(Pesr — 54))/“;(1“)
+ O‘Hhéﬂ g — gé HLQ(F) - O‘Hhé./fl(gé-i-l - .gé)/Hi2(p)

Unter Verwendung der Voraussetzung (3.14) erhélt man

Wi <(1+¢) Hh%rzl( K+ 3)90 — V@),Hi?(r)

+2(1+e HCk||ger1 — gg\\ip/z(r) +2(1 4+ e )CO2||Ppyr — B’
+ ol (9 = 90 [y — @l P (geen = 90 [y

= (L4 )l (K + 5)ge = V) [ ar +O‘Hh£+19 90) lz2(r)

+2(1+¢7! OKHgé-l-l_géHfrp/z )+2(1+€ )OF || @i — ‘MH —OéHhZ/fl (941 — gé)/Hiz(p)
= (H@ﬁ( (K +3)g¢ —Vq)f) HL2 +O‘thﬂ 9—9¢) HL2 > _50‘th+1 9—96)'\@2@)

00K os gy 20+ 90 s~ Bl = a1~ 60 ey

Wir betrachten nun zunichst die beiden ersten Terme

I (6 + 3)ae = V) oy + allbefs (0 = 00 ey

= D <Hh%rzl( (K + 3)9e = V) HL?(T +al|hi (e — 90) Hi?(T))
TeT\M,

+ > (Ima ~ V&) Ly + ol ilio = 90 [ Fer )
TeM,
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Mit kg1 (T) = Lhe(T) fiir T € My und hey1 (T') < he(T) fiir T € Tp \ M, gilt

s (K + )90 = V) 720y + allleliilo = 90 [agr)

< Z (thz( (K + 3)g0 — V) HL2(T) +O‘Hhé/2(9 - 95)/‘@2@))

TETe\Mz
t5 30 (I (0 + B = V& [Fagry + 140 = a0 oy
TGM[
- Z (Hh;/Q((KJF%)ge—V‘T’Z)/H;(T) +ath2(9_gf)/H;(T)>
TeTe
-3 > (HW(K+ $ge — V&) |[a(r) + ol (0 = 90) [ o)
TGM[
=) w1 -5 Z we(T)%
TeTy TEM{

Mit der Dérfler-Markierung (3.10) mit @, und 6 € (0,1) gilt:

0> w(T)< Y T

TeT, TeM,
Einsetzen ergibt also
0 0
4422 + g = V) [y + alliga o = 90 [agry < (1= 5) D2 @@ = (1- 5k

Insgesamt gilt daher fiir den Fehlerschétzer

0
w%—i—l < (1 + 6) (1 - 5) Wy — 50‘Hhe+1 g— gé HLQ + 2(1 + 5_1)0%(Hgé+1 - 9@“21/2(1—\)

+ 20+ VO Berr — eI — [ g — 90) |22y

Durch Anwenden von Korollar 3.3 um H Jotr1— ggHip /2(r) abzuschétzen und der Bedingung g, = Zygs11
erhélt man

le<(1+s)<1—§)w5—6a|\hl/ (9= 90) oy + 200+ ) CECoonl P (9251 = 90) |y
+ 21+ )| Bes1 — Bl]” = ollhy (941 — 90) [[Fary
§(1+s)<1—g)w§—z—:a||h/ g—gé/HLz )
+2(1 + e Yymax {C} apx’CV}<Hh€+1(gé+l 95)/Hi2(1“)+H@“l_&)ZHF)

- O‘Hhéﬁ (9641 — 9¢) HL2(1")

Wihlt man nun € € (0, 1), sodass k = (1 4+ ¢)(1 — g) < 1 erfiillt ist, so folgt mit Cy := ¢ und
Cy =21+ ") max {CLCZ,,C%} die Schiitzerreduktionsaussage (3.15). O

apx’

~
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Beweis: 1. Schritt: Die Fehlerschitzer wy und @y sind dquivalent:
Es gelten

Wi (T) = 6}(T) + a¢(T) < max{1,a}(}(T) + (7 (T)) = max{1, a}wj (T)

und

min{1, a}wi(T) = min{1, a} (0} (T) + ¢}(T)) < 0f(T) + al}(T) = Wi (T).
Insgesamt erhélt man also

min{1, a}w?(T) < TH(T) < max{1, a}ws(T). (3.19)

2. Schritt: Dorflermarkierung fiir wy mit Parameter 6 impliziert Dorflermarkierung fiir @, mit Para-
meter 0 := § max{1,a} ! min{1,a} € (0,1):
Aus der Aquivalenz der Fehlerschiitzer folgt

0 Z = fmax{1,a} ' min{l,a} Z ©A(T) < Amin{1,a} Z wi(T
TeT, TeT, TeT,
< min{1, a} Z wi(T) (3.20)
TeM,
<> ©
TeM,

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass wir den Parameter @ > 0 weiter unten im Beweis fixieren
werden. 3. Schritt: Fiir ein geelgnetes « > 0 impliziert Dorflermarkierung fiir w, eine Kontrakti-
onsbedingung fiir W, := ng ? mit einem geeigneten v > 0, also die Existenz einer
Kontraktionskonstanten & € (0,1), sodass Wy, 1 < &W, gilt:

Unter Verwendung von Lemma 3.13 und Ausniitzung der Galerkinorthogonalitit von ®, 1 erhélt man

W1 =074, + |H¢ - ‘I’e+1H\2
<[t = aCrl|* (o = 00) I, 0y + (C2 = 1 9041 = 907,
+ Col| Bt = Bl|"] + [l — @l | esa — @]l

Der Term H@gﬂ — CTDE‘H kann aufgrund der Stetigkeit der Galerkinprojektionen G, und Gyyq nach
oben abgeschétzt werden durch

[1@e1 = @ell* < 20 @eer = Be = @epr + 2" + 2] 2o — ||
= 2[(@e1 — Brir) = (B = 20)[° + 2] By — @]
< All@ess = @esa [+ 4|8 — ol + 2] By — @7
< Alléer = ol + 4lloe = Gl + 2| By — 2"

Nach Satz 3.6, der eine Abschétzung fiir Datenfehler garantiert, gilt damit

@1 = @ell” < Camsalley (0 = g40) [0y + Camalll™ (9 = 90 7, o) + 2|41 = el
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Die Konstante Cqat, ist nur abhingig von I' und (7).
Durch Einsetzen erhilt man

W <ywwg —vaCs by (g - gz)/Hiz(p) +7(C2 — Oé)Hh;ﬁ (941 — gz)/Hiz
+’7C2CdataHh;_/|_21(g_gé-i-l),HiQ(p) +702CdataHh; (9 — 90) HL2 + 29Cs || Peg1 — ‘MHQ
2 2
+[l6 = @ = || @err — "

Durch Ausnutzen der elementweisen Bestapproximationseigenschaft der L?-Projektion und der Giil-
tigkeit von hyy1 < hy ergibt sich

1/2

Hhe+1 9= 9e+1) Hng(F < Hhe+1 9= 9¢) HQLQ(F) < thz

(9— gz)/HzLQ(p)-
Zusammenfassen und die obige Abschéitzung fithren zu
W <607 +7(Co — )| g/ (9641 = 96)' 17, vy + 7(2CeCoata — aC)|Ig"* (9 = 90) |17,y
+ (@102 = Df| s — 2" + [ — 2"
Wir fixieren nun die Konstanten a > 0 und ~ > 0:
e Wir wihlen « > 0 grofl genug, sodass Co < o und 2C5Cgata < aCl.
e Ferner wahlen wir v > 0 klein genug, sodass 2yCs < 1.

Dann folgt fiir alle § > 0
Weer yww + |6 — @f|* = 105 + 8@ + |6 — De|* — 67,

Der Gesamtfehlerschétzer @y ist zuverléssig fiir mqﬁ— CIDZH‘ mit Zuverlissigkeitskonstante Crep := (Cre1+
. —-1/2
Cdata)(mln{lva}) / :

der Stetigkeit der Galerkinprojektion folgt namlich

llo = @ef| < ||¢ — (TDZH‘ + H‘&)z — ®y|| < Crawe + H@e = || < Crawe + Caatale
< Crawy + Chatawe
= (Crel + Cdata)wr
< (Crel + Caga) (min{1, a}) %z,

(3.21)

Deshalb folgt
Werr < A6+ B)2 + (1= CrB) |6 — @¢||” < max{n + 8,1 — Croty8Y (12 + |6 — @¢||>).

Wahlt man nun 3 klein genug, sodass x + 8 < 1 und yﬁé;j < 1, so erhélt man die gewiinschte
Reduktionsbedingung Wy, < W, mit & := max{x + 3,1 — U;jyﬁ} € (0,1).

4.Schritt: Die Kontraktionsbedingung Wy, < W, impliziert die Konvergenz des adaptiven Verfah-
rens:

Aufgrund der Reduktionsbedingung fiir W, gilt lim;_. W, = 0. Daher muss auch jeder der bei-
den positiven Summanden von W, gegen 0 gehen. Insbesondere gilt also limy_. @y = 0. Wegen der
Aquivalenz der Fehlerschétzer erfiillt auch w, die Bedingung limy_. ., wy = 0. Aus der Zuverléssigkeit
des Gesamtfehlerschitzers aus Satz 3.7 folgt schliefllich die Konvergenz des adaptiven Verfahrens. [
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Bemerkung 3.15. Die Voraussetzungen (3.14) fiihren auf das Lisen eines Eigenwertproblems. Dies
wird hier exemplarisch fiir die erste Gleichung durchgefiihrt. Ausgehend von

17y (V) |7y < CEIe?
erhdlt man
2
A= C2 —  max Hh;/z (V\IIZ)/HLZ(F)
Y werm) Jlw|”

Wegen W, € P°(T;) existiert eine Darstellung VU, = Ei\;l TpXk, wobei Ty = {T1,... Ty} gilt und
Xk die charakteristische Funktion des Elements T}, bezeichnet. Mit A;; = (Vxi,x;) und Bjj :=

(M2 (Vi) > (Vxg)') st

lwell* =o-Ae wndng* (V)|

HL2(F) =1z - Bz

Zu Losen ist also das verallgemeinerte Figenwertproblem

T - Bx
A= max
zeRN\{0} = - Az’

das sich wie folgt auf ein gewdohnliches Eigenwertproblem zuriickfiihren lisst. Da A eine symmetrische
und positiv definite Matrix ist, existiert ihre Cholesky-Zerlegung und Ax ldsst sich in der Form Ax =
(LLT)z schreiben. Setzt man y = LTx und M := L~'BL~T, so folgt

(L"y)- B(L™"y) y- (L7'BL ")y y- My

A= max 5 = max .
yeRN\{0} lyl3 = yeRM (0} lyll3 yeRM\{0} |lyll5

Die Matriz M ist symmetrisch und positiv semidefinit. Aus der Symmetrie von M folgt, dass der
mazimale Eigenwert X = Apax von M gesucht wird.

Bemerkung 3.16. Wir betrachten nun die Voraussetzungen (3.14) fir quasiuniforme Gitter, d.h fir
alle £ € N existieren Konstanten hgmin, hemax > 0, sodass fir alle T € Ty gilt hemin < he(T) < hymax

und sup, M . 7 < oo, Fiir die erste Ungleichung aus (3.14) folgt aufgrund der Stetigkeit des

hl min

Einfachschichtpotentials V € L(L*(T), H'(T')) — siehe Satz 2.24 —
1" (V) [y < Ptama | (V) [y < Peamal Ve 51 0y < Cabtmand [ Pel 72y
= C3Hhé,min”‘l'éHi2(r)'
Mit der inversen Abschitzung aus Satz 4.2 erhdlt man also
heanin| el 720y < 1" (VO [0y < CouCsll el
Die Konstanten Cs = ||V : L2(T') — HY(T)||? und Ciny sind nur abhingig von T und r(Tp).

Wir betrachten nun die zweite Ungleichung von (3.14). Aus der Stetigkeit von K+3% € L(HY(T'), H*(I))
mit einer Konstanten Cy folgt

17572+ £)98) ey < Peamal| (€ + 2)90) [}y < Beanas| €+ Bgel e

< thz,mangeHHI(Fr
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Aufgrund der inversen Abschiitzung in Satz 3.4 und der Stetigkeit der Einbettung H'/?(T') C L*(T)
mit einer Konstanten Cs gilt

HgZHiﬂ(F) S HQZH2L2(F) + H92H2L2(r) < HgZHiZ(F) +h£_,rln/lith/2 /

ey
< Cillgelli oy + i fvfln/ingZHH”z(”
< (8 + O |9¢ 120

Einsetzen ergibt
Hh1/2( K4+l gg) HL2 < C4 (hgmaXC5 —|—HCI2HV)HQZH§{1/2( I) < C4(‘P‘C3 +H IHV)HWHHU? (r)

Die Konstanten Cy := ||(K + %) : HY(T') — HY(T)|, C5 und Cinv héingen nur von T und x(T;) ab.

Bemerkung 3.17. Im Full von nichtgestorter rechter Seite g = gp folgt aus Satz 3. 14 msbesondere
die Konvergenz des adaptiven Algorithmus. Der Beweis zeigt dann, dass W, = 7@5 + |H¢ <I>gm
fiir geeignetes v > 0 kontrahiert, d.h es existiert eine Konstante & € (0,1) mit W1 < EW, und
isbesondere folgt limy_, o, 0y = 0 = limy_ mqﬁ — @g!”.
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Kapitel 4

Adaptiver Algorithmus mit h — h/2-
Fehlerschatzer

In diesem Abschnitt werden zunéchst der a posteriori Fehlerschétzer ny, der den Fehler in der Energie-
norm H! . m misst, und dessen Eigenschaften angefiihrt. 7, ist ein so genannter h — h/2-Fehlerschitzer,

verwendet also zwei Partitionen 7; und ’ZAZ, wobei ’j\—g aus 7y durch uniforme Verfeinerung entsteht. Mit-
tels Lokalisierungstechniken lassen sich auch Fehlerschiitzer in der L2-Norm entwickeln, die dquivalent
zu 1, sind.

Ein adaptiver Algorithmus, der mit einem aus einem h — h/2-Schitzer und dem Datenfehlerschéitzer
aus Satz 3.6 bestehenden Gesamtfehlerschitzer gesteuert wird, wird angegeben.

Seien im Folgenden

o ¢ € H Y/%(TI") die kontinuierliche Losung von V¢ = (K + %)g = F e H'/2(I)

¢y € H~Y/2(T) die kontinuierliche Losung von Vo, = (K + g =:F, € H'Y2(T)

®, die Galerkinlosung zu ¢ in X, := P%(7y)

&)g die Galerkinlosung zu ¢~5g in X,

®, die Galerkinlésung zu ¢ in X, := P° (’ZA})

&)g die Galerkinlosung zu ¢~5g in X, /.

Man nennt einen Fehlerschitzer 7 effizient im Bezug auf m(b — (IDZH, wenn fiir eine Konstante Cog > 0

gilt
1 < Ceg|| 6 — Do
Die Zuverlissigkeit der h — h/2-Fehlerschiitzer fiir das ungestorte Problem ist nur unter der Saturati-

onsannahme m(b — @g”‘ < Csatm(b — <I>gm fiir Cyat € (0,1) gegeben. Auch auf die Saturationsannahme
fiir das gestorte Problem wird néher eingegangen.
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4.1 Lokalisierungtechniken fiir H~/*(I)

Dieses Kapitel beschreibt den Ubergang von der Energienorm zu lokalen Normen um im Weiteren
lokale Fehlerschétzer entwickeln zu kénnen.

Der folgende Satz beschreibt die Approximationseigenschaft der L?-Projektion. Eine Formulierung
des Satzes fiir beliebige Normen || - || ;- und ausfithrlichem Beweis ldsst sich in CARSTENSEN /PRAE-
TORIUS 2006 [9] finden. Fiir uns ist die Aussage fiir « = 1/2 ausreichend:

Satz 4.1. (CARSTENSEN/PRAETORIUS 2006 [9, Lemma 4.3]). Ist I, die L?-Projektion auf
PYU(Ty) und v € L*(T), so gilt

1/2 1/2
llo = M|l < Capsll by (0 = TWw) [ 2(r) < Capx Iy 0l 2y (4.1)
Die Konstante Cypx > 0 hingt hierbei nur von I', nicht aber von der Partition T, ab. O
Fiir diskrete Funktionen ist es auch méglich die L?-Norm durch die Energienorm abzuschiitzen. Der

folgende Satz stammt aus GRAHAM/HACKBUSCH/SAUTER 2005, wurde aber an die Notation dieser
Arbeit angepasst und hier nur fiir einen speziellen Fall formuliert.

Satz 4.2. (GRAHAM/HACKBUSCH/SAUTER 2005 [13, Theorem 3.6)). Fiir eine diskrete Funktion
U, € PYU(Ty) gilt die inverse Abschitzung

15> ell 2y < Chu || 2| (4.2)

Die Konstante Clyy > 0 hingt nur von I' und k(7;) ab. O

4.2 h — h/2-Fehlerschitzer fiir ungestortes Galerkinverfahren

Wir betrachten zunéchst den Fehler mqb — <I>g|” zwischen der diskreten und kontinuierlichen Losung
der ungestorten Symmschen Integralgleichung und entsprechende h — h/2-Fehlerschétzer.

Satz 4.3. (FERRAZ-LEITE /PRAETORIUS 2007 [12, Proposition 1.1]). Der Fehlerschitzer
ne = || — & (4.3)
st effizient fir |H¢ — <I>g|” mit Cog = 1. Unter der Saturationsannahme mit Cgyy € (0,1)
llé = @] < Canrfl® — 2| (4.4)

ist g auch zuverlissig in Bezug auf !Hqﬁ — CIDgH‘ mit Croy = 1/4/1 — C2,.

Beweis: Fiir die endlichdimensionalen Rdume X, und )/Q gilt X, C Xg. Daher ist &, — </1\>g € j(ig
Durch Anwenden des Satzes von Pythagoras, was aufgrund der Galerkinorthogonalitét fiir ¢ — @y
erlaubt ist, erhélt man

llé = @ll* = flo — @e|I* + |@c = @ell” = [|6 — @l + 2
und somit die Effizienz von 7, mit Ceg = 1:

me < [lé = 2l
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Mit derselben Argumentation wie zuvor und dem Anwenden der Saturationsannahme gilt
ll6 — 2l = o — @ell* + 1@ — 2| < Clld — 2| + .

Durch Umformen erhilt man die Zuverliissigkeit von 1, mit Cie = 1/4/1 — C2,;

llo— 2| <

1
"l
\Y I Cs2at
und damit die Aussage des Satzes. O

Wie bereits zuvor erwédhnt, ist die Energienorm nicht lokal und man versucht daher einen Feh-
lerschiitzer in der L?-Norm mit denselben Eigenschaften wie 7, zu finden.

Definition 4.4. Sei I, : L*(I') — P°(7;) die L?-Projektion auf P°(T;). Wir definieren den Feh-
lerschitzer

pe = |1y (@0 — ©0)| L2 (4.5)

Satz 4.5. (FERRAZ-LEITE/PRAETORIUS 2007 [12, Theorem 3.2 und Theorem 3.4]).
Die Fehlerschdtzer puy und ne sind dquivalent, d.h

(\/icinv)_llufﬁ < Ne < CapXNZ' (46)

Beweis: Gy bezeichne die Galerkinprojektion auf PUTY). R
7, entsteht aus 7; durch uniforme Verfeinerung, d.h P°(7;) c P°(7;) und somit ist

Gyd, = By (4.7)
Gleichung (4.7) und die Bestapproximationseigenschaft der Galerkinprojektion liefern
ne = [|@c — o] = [| ¢ — Gedi] < [| @ — o]
Mittels der Approximationseigenschaft fiir die L2-Projektion aus Satz 4.1 folgt:
ne < Capsellig* (@ = TL®) | p2(r).-
Die L2-Projektion Il erfiillt elementweise die Bestapproximationseigenschaft
1@¢ — Tp®l r2(r) < Coapx| P — GePell 27,
und damit folgt durch Summation iiber alle Elemente T" € 7,

1/2 5 = 1/2 /5
e < Capxllhy (@0 — Ge®0) || 121y = Capxllly* (B2 — Do) | L2y = Cape-

Nun fehlt noch zu zeigen, dass py < np gilt. Direkt aus der inversen Abschétzung in Satz 4.2 folgt

e = l1hy* (@0 = D)2y = V2 (he/2)" (@0 = Coo) | 12y < V2C0ny || B2 — |
= \/gcinv'rlﬁ
und somit die Aquivalenz der Fehlerschiitzer. O

Korollar 4.6. Der h — h/2-Fehlerschitzer py ist effizient und unter der Saturationsannahme m(b —
<I>gm < Csathb — <I>gm zuverldssig mit Bezug auf mqb — <I>gm. O
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4.3 Saturationsannahme

Satz 4.7. Aus der Saturationsannahme fiir das ungestorte Problem M(b — CTDAH < C’satM(b — CIDEM mit
Csat € (0,1) und der Abschditzung |H¢ - @H\ < )\|H¢ - <I>4|H fiir ein geeignetes X\ > 0, folgt
llée = @oll < Caasl|ée — ]| (4.8)
mit ésat = Clat + 2%(1 + Csat) < 1.
Beweis: Durch Anwenden der Dreiecksungleichung und der Saturationsannahme erhélt man
60 = &ef] < [loe = o + & = Defl + 1 — ]|
< e = el + Cuatfllé — @el + | @2 — ]
Wegen der Stetigkeit der Galerkinprojektion und der Dreiecksungleichung gilt
ll6e = Dell < flé = Gell + Cuar ([0 = dell + e = Sell + [|@e = ell) + 1B — ]|
< l6 = dell + Cuan(flé = dell + [l e — el + [l ée = o) + [|& — ol (4.9)
= Cat[|ée = @] +2(1 + Caat) | & = o]

Durch Anwenden der Dreiecksungleichung, der Voraussetzung an den Datenfehler und der Bestap-
proximationseigenschaft der Galerkinprojektion folgt fiir den Datenfehler

llo = ell < Ml = @l < Allo = @ < Allé = dell + Al — @]

Umformung fithrt zu

llo Gl < 25 16— Eell

Einsetzen dieser Bedingung in Formel (4.9) liefert

150 = el < Culle = Bal + 2525 1+ Cun) [ = Ball = (Cons + 2151+ ) 162~ B

= Couef] &0 — |
und damit die Behauptung. O

4.4 h — h/2-Fehlerschitzer fiir gestortes Galerkinverfahren

Satz 4.8. Der Fehlerschdtzer
e = [|Be — | (4.10)

st effizient fir |H<;~Sg — &)gm mit Cog = 1. Unter der Saturationsannahme mit Cgy € (0,1)

llé = @ell < Cual 6 = @l (4.11)
und der Beschrinktheit des Datenfehler fiir ein A > 0 durch
lle = oell < Alle - 2. (4.12)

ist np auch zuverlissig in Bezug auf ‘H(Zg — &ng mit Cro = 1/4/1 — C2.. Die Konstante ésat stammit

sat*
aus Satz 4.7.
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Beweis: Aufgrund der Galerkinorthogonalitét fiir 55 — &, darf der Satz von Pythagoras angewendet
werden und man erhélt

ll6c = @ell” = 6 = @ell” + 12 = @ef|” = [ e — e]|” + 7
und somit die Effizienz von 7, mit Ceg = 1:
e < ||| de — |-

Wegen Satz 4.7 gilt H@ — (:I:)gm < C*satm& — CTDAH Mit derselben Argumentation wie zuvor und dem
Anwenden dieser Saturationsannahme folgt

16— el|* = g0 — Bel|® + |8 — Bel|* < G2l — Bel|® + 7

Durch Umformen erhélt man die Zuverldssigkeit von 7, mit Cre = 1/4/1 — Q?at

llde — @of| < Crariie

und somit die Aussage des Satzes. O

Nun definieren wir einen lokalen Fehlerschiitzer in der L?-Norm mit denselben Eigenschaften wie 7.

Definition 4.9. Sei I, : L?(I') — P°(7;) die L*-Projektion auf P°(T;). Wir definieren den Feh-
lerschitzer

fie = ||y (@e = B0) | 21 (4.13)

Satz 4.10. Die Fehlerschdtzer pip und 1y sind dquivalent, d.h

(\/icinv)_lﬁﬁ < ﬁf < Capx/jﬁ' (414)
Beweis: Der Beweis lauft vollkorllmen analog zum Beweis von Satz 4.5. Alle Aussagen gelten statt
fiir ®, und @g ebenso fiir 55 und E)g. O

Korollar 4.11. Der Fehlerschitzer jip ist effizient und unter der Bedingung H!qﬁ — @m < AH@ — CIDEM
fir ein A > 0 und der Saturationsannahme |H¢ — EI;AH < C’satMQS — <I>gm zuverlissig mit Bezug auf

lle — @] 0

4.5 Gesamtfehlerschatzer

Analog zu Satz 3.7 wird in diesem Abschnitt die Zuverlissigkeit des h — h/2-basierten Gesamtfeh-
lerschétzers gezeigt.

Satz 4.12. Der Gesamifehlerschitzer wy := (ﬁf + Q?)l/z erfillt unter der Saturationsannahme mqﬁ —
@g”‘ < Csatm(b — CIDEM mit Csat € (0,1) und der Voraussetzung m(b — M\ < )\|H¢ — (Ing fir ein A >0
die Bedingung

ll6 = @l < Crawr. (4.15)

D.h. wy ist zuverldssig in Bezug auf mqﬁ — CTDE‘H Die Zuverlissigkeitskonstante C.q héingt nur von T’
und r(7y) ab.
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Beweis: Aus (a + b)? < 2a” 4 2b* folgt
ll6 = @el|” < 2fl6 — &ell” + 2|6 — "
Mit Satz 3.6 und Korollar 4.11 gilt also

|H¢ B 54”‘2 = 2C§ata<€2 + 2Cr2el/7€2 < 2maX{C§atav Crzel}wlg = Urelwl%'

4.6 Adaptiver Algorithmus

Zur Berechnung der h — h/2-Fehlerschiitzer wird auch die Galerkinlosung EI;g bendtigt. Deshalb muss
Algorithmus 3.5 etwas veréindert werden:

Algorithmus 4.13. Input: Startnetz Ty, Abbruchparameter € > 0.
(1) Verfeinere das Netz Ty uniform und erhalte T;.
(2) Berechne diskrete Lisung ®,.

(8) Berechne diskrete Lisung ;I;g durch Finfihrung von Nebenbedingungen.
(2) Berechne Verfeinerungsindikatoren we(T) = (fue(T)* + Cg(T)2)1/2 fir alle T € 7Ty.

(3) Stoppe, falls &, ausreichend genau, das heifit wy = (ZTETZ wg(T)2)1/2 <e.
(4) Bilde Menge My der zur Verfeinerung markierten Elemente.
(5) Verfeinere mindestens die Elemente T € My und erhalte Tyy.

(6) Erhéhe Zihler £ — £+ 1 und gehe zu (1).
Output: Approrimation EI;g von .
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Kapitel 5

Die Symm’sche Integralgleichung in 2D

In diesem Kapitel werden die Galerkin-Randelementmethode auf die Symm’sche Integralgleichung
in 2D angewendet, die vorkommenden Einfach und Doppelintegrale fiir beliebigen Polynomgrad der
Ansatzfunktionen explizit ausgerechnet und die zugehorigen MATLAB-Codes angefiihrt.

Auflerdem wird eine bis auf Quadratur exakte Berechnung der rechten Seite der Symm’schen Inte-
gralgleichung angegeben. Die in den Kapiteln 3 und 4 vorgestellten Fehlerschétzer werden berechnet
und die MATLAB-Implementierung angefiihrt.

5.1 Markierungsstrategie

In Abschnitt 3 wurde die Dorflermarkierung (3.10) vorgestellt. Hier wird der zugehérige MATLAB-
Code angegeben.

Um die Zuverlissigkeit des Residualschétzer zu zeigen, wurde Satz 3.2 mit einer Konstanten éapx
angewendet. In den Beweis der Aquivalenz der h — h/2-Fehlerschétzer — siehe Sitze 4.5 und 4.10 —
geht Satz 4.2 mit einer Konstanten Cj,, < oo ein. Die beiden Konstanten Cypy und Ciyy sind abhéngig
von £(7y).

Will man also einen zuverlissigen residualen Fehlerschiitzer erhalten bzw. die Aquivalenz der h —
h/2-Schitzer gewihrleisten, muss die Markierungsstrategie rekursiv um Bedingung (3.11) erweitert
werden, damit x(7;) < 2k(7p) gilt. Auch fiir diese Erweiterung wird hier der MATLAB-Code angefiihrt.

5.1.1 Dorflermarkierung

nE = size(elements,1)
if theta > 0
indicator = rho_T."2 + zeta_T. 2;
[sort_indicator,buch] = sort(indicator,’descend’);
i=1;
while theta*sum(indicator) > sum(sort_indicator(1:1i))
i=i+1;
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end

marked = buch(1:i);
else

marked = 1:nE;
end

5.1.2 Markierung fiir x(7;)

function marked = kappa_marking(elements,coordinates,marked,kappa)

K
N

size(coordinates,1);
size(elements,1);

% find elements belonging to nodes
elements4node = zeros(X,2);
for j = 1:N
elements4node (elements(j,1),2)
elements4node (elements(j,2),1)
end

Js
Js

% find neighbors of each elements
neighbors = zeros(N,2);
for j = 1:N
neighbors(j,:) = [elements4node(elements(j,1),1)
elementsé4node (elements(j,2),2)];
end

% compute size of each element

for j = 1:N

h(j) = norm( [1 -1] * coordinates(elements(j,:),:) );
end

% for T,T’ neighbors do some extra markings
% if h_{\ell+1}(T) >= 2xkappax*h_{\ell+1}(T’)
% for an element T’ which is already marked
% and the neighbor T who is not marked

flag = zeros(1,N);

flag(marked) = 1;

changing = 1;

while changing
changing = 0;
marked_new = find(flag);
for k = 1:length(marked_new)
j = marked_new(k);
nleft = neighbors(j,1);
nright = neighbors(j,2);
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if h(nleft)>=2xkappa*0.5*%h(j) && flag(nleft) "= 1
flag(nleft)=1;
changing = 1;

end

if h(nright)>=2*kappa*0.5*h(j) && flag(nright) ~= 1
flag(nright) = 1;
changing = 1;

end

end
end

end

Es ist durch geschicktes Vorsortieren der Elemente nach ihrer Grofle moglich, die Bedingungsschleife
zu umgehen. Dies zeigt der folgende Algorithmus:
function marked = better_kappa_marking(elements,coordinates,marked,kappa)

K
N

size(coordinates,1);
size(elements,1);

% find elements belonging to nodes
elements4node = zeros(X,2);
for j = 1:N
elements4node (elements(j,1),2) j;
elements4node (elements(j,2),1) = j;
end

% find neighbors of each elements
neighbors = zeros(N,2);
for j = 1:N
neighbors(j,:) = [elements4node(elements(j,1),1)
elements4node (elements(j,2),2)];
end

% compute size of each element
for j = 1:N

h(j) = norm( [1 -1] * coordinates(elements(j,:),:) );
end

% for T,T’ neighbors do some extra markings
% if h_{\ell+1}(T) >= 2*kappa*h_{\ell+1}(T’)
% for an element T’ which is already marked
% and the neighbor T who is not marked

flag = zeros(1,N);

flag(marked) = 1;

changing = 1;
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[tmp,idx] = sort(h);

for j = idx
if flag(j)
n = neighbors(j,:);
n = n(find(n));
n = n(find( h(n)/h(j) >= kappa ));
flag(n) = 1;
end
end
end

5.2 einfache Integrale

Im Zuge der Berechnung des Einfach- und Doppelschichtpotentiales treten eindimensionale Integrale
auf, fiir die folgende Rekursionsformeln gelten:

Lemma 5.1. Seien p,q € R? mit p# 0, p # +q und A := 4(|p|®|q|® — (p, q)?). Fiir k € Ny definieren

wir
1 f 1
G(k,p,q) = / t dt. 5.1
(k,2:9) —1 PP+ 2(p, )t + |qf? 1)
Fiir k > 2 gilt dann folgende Rekursionsformel
Glhpa) = 5 (L 2,060 - 1p.0) - PG -20.0))  (52)
P> q __|pP E—1 p;q P> q q P> q .
mit Abbruchbedingungen
1
G,pa) = 15 (loglp+ dl ~logp — al = () G(0,1,0) (5.3)
und
fir A=0:
(0.9, ) = ———3
w lq|* = |p?
fir A>0: (5.4)
) arctan ‘q‘g/_z|p|2 fiir |p| < |q|
G(0,p,q) = Vo B fiir [p| = |q]

arctanm%g +m  fir |p| > |q|.

Beweis: Dieses Integral ist ein Spezialfall des Integrals in MAISCHAK [14, Definition 2.1], fiir dessen
Fall n = —1. Setzt man nun a = |p|?, b = 2(p,q) und ¢ = |¢|?, so erhiilt man die Rekursionsformel aus
MAISCHAK [14, Lemma 2.1]. O
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Lemma 5.2. Seien p,q € R? mit p# 0, p# +q und A := 4(|p|?*|q|® — (p,q)?). Fiir k € Ny definieren
wir

1
Likp.a) = | 4 tog (IPe? +20p.a)t +1al?) . (5.5)

Fiir k> 2 gilt dann folgende Rekursionsformel

‘2 1— (_1)k+1

Lk
(k,p,q) k+1

1
TP+ 1) (Ip+ 4P 10g |p + 4> + (~1)*|p — g log |p — ¢ = 2Ip

(5.6)
_(_1)k
~2p, gt

— 2(p, )kL(k = 1,p,0) — la/*(k = VL(k — 2,p,0))

mit Abbruchbedingungen

1
L(1pa) = s (Ip+ P loglo +al = o — P loglp =l = 2(,0) = (0. LO20)  (57)
und

fir A=0: (5.8)

L(0,p, q) = 2[(1 n %?) log <<p’ ? + \p!) n (1 - %‘?) log (%? . \py> - 2}
fir A >0:

|
2
b, q b, q p,q
£0.p.9) =2[(1+ L) tog p+ g + (1 - LY 10g p— g 2+ (jaf = LD 6(0,p.9)].
| | |
Beweis: Dieses Integral ist ein Spezialfall des Integrals in MAISCHAK [14, Definition 2.2], fiir dessen
Fall n = 0. Setzt man nun a = |p|?, b = 2(p,¢) und ¢ = |q|?, so erhiilt man die Rekursionsformel aus
MAISCHAK [14, Lemma 2.2]. O

5.3 Doppelintegrale

In diesem Abschnitt wollen wir Rekursionsformeln fiir die im Einfach- und Doppelschichtpotential
auftretenden zweidimensionalen Integrale angeben:

Lemma 5.3. Seien u,v,w € R? mit u # 0,v # 0 und u || v, d.h. uw = pv fiir ein p € R\{0}. Fiir eine
integrierbare Funktion f : R? — R definieren wir fiir k,¢ € Ny

11
Z(k,lyu,v,w) = / / st f(su+ tv +w) dt ds. (5.9)
—1J-1

Fiir k, 0 > 0 gilt dann folgende Rekursionsformel

1

1
s* flsu 4w+ v) ds — (—1)“1/ s¥ f(su+w —wv)ds
—1

(0 +1)T(k, £, u, v, w) :/

-1

! 1
—u/ T f v+ w + ) dt+(—1)’m/ 4L F(to +w — u) dt (5.10)

+kuZ(k— 1,0+ 1,u,v,w),

mit Abbruchbedingung k = 0, wobei der letzte Summand verschwindet.
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Beweis: Diese Formel erhélt man sofort aus MAISCHAK [14, Lemma 3.1] durch Einsetzen der Inte-
grationsgrenzen —1 und 1. O

Lemma 5.4. Seien u,v,w € R? mit u # 0,0 # 0 und u ff v, d.h. w = pru + pov, pui, pe € R. Fir
eine integrierbare Funktion f:R? — R, p > —2 und eine Funktion h : R?> — R gelte

(2, Vf(x)) =h(x)+pf(z) (5.11)
Wir definieren fir k,f € Ny

1 gl
Z(k,l,u,v,w) := / / s*tt f(su + tv + w) dt ds. (5.12)
—1J-1

Fiir k, 0 > 0 gilt dann folgende Rekursionsformel

(k+l+p+2)Z(k,l,u,v,w)

:_/_ll/jlsktgh(su—ktv—|—w)dtds+(ul+1)/_
~DH - 1)

-1

1

— (=1)%(pg — 1)/ sP flsu4w—v)ds — kmZ(k —1,0,u,v,w) — LuoT(k, L — 1, u,v,w),
-1

1
t4 f(tv +w + ) dt
1

1 1

tef(tv+w—u)dt+(,u2—|—1)/ s* f(su+w +v)ds
-1

(5.13)

mit Abbruchbedingung k = 0, £ =0, da die letzten beiden Summanden verschwinden.

Beweis: Durch Einsetzen der Integrationsgrenzen —1 und 1 in MAISCHAK [14, Lemma 3.1] ergibt
sich die Rekursionsformel. O

Lemma 5.5. Sei k, ¢ € Ny, k, ¢ > 0. Dann gilt

1 1 )4 k
~ 14+ (=1)° 14+(-1)
Z(k,0) = Mt dt ds = - : 5.14
(k.0 [4[43 T T ket 1 (5.14)
Beweis: Dieses Integral kann leicht mittels der Ableitungsregel fiir Potenzen berechnet werden:
1l 1 N 1= (—1)tt L4 (—1)¢ [ skl s=1
//sktzdtds:/ sk ds:i-/ sk ds = .
1/ 1 (+1 (+1 1 (+1 k+1
t= s=—1
14 (1) 14 (—1)k
U+ k+1

5.4 Steifigkeitsmatrix und rechte Seite

Sei I' := 99 der Rand eines beschrinkten Lipschitz-Gebietes  C R2. Die Randelementmethode fiihrt,
wie in Kapitel 2. beschrieben, zu Integraloperatoren, ndmlich dem Einfachschichtpotential

VW@%z—%iédwwa—wd%
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und dem Doppelschichtpotential

Ko(@) = —— /F sy L= DVW)

21 |z —yl?

v(y) bezeichnet hierbei den d&uleren Normalenvektor von y € €.

Im Folgenden nehmen wir an, dass I' ein Polygonzug ist, d.h. I" ist die Vereinigung endlich vieler
affiner Teilstiicke [a,b] := conv{a,b} C R? mit a,b € R% Die Berechnung von V¢ und K¢ reduziert
sich also auf die Berechnung von

Vg b(2) / o(y)log |z — y| ds, (5.15)
und
Kuote) = o [ ot U200 g, (5,10

Man beachte, dass der Normalenvektor v(y) = v, konstant ist auf [a,b]. Angenommen die mathe-
matische Orientierung von I' folgt dem Vektor b — a, so berechnet sich der Normalenvektor als

b 0 1\b-a 1 by — az
=1 0 ) pma el Lt )

Wir betrachten fiir T = [a, b] die Parametrisierung

r:[-1,1] = [a,b], t—a=2%i(a+b+tb—a)). (5.17)

Fiir das Oberflichenintegral gilt dann

/ ...dsm:|b_a|
[a,b] 2

Ublicherweise wird die Funktion ¢ durch ein stiickweises Polynom ¢y, in der Bogenlinge vom Grad N
approximiert. Fiir jedes Randstiick ist demnach ¢p, 0 vy ein Polynom auf [—1,1],

o 0 (t) ZAM fiir t € [—1,1].
/=0

V¢ und K¢ lassen sich also darstellen in der Form

N
1b—a
Viay on(x) = —%‘ 5 | ZM/ t'1og | — 4 (t)] dt,

1 b—a 7[ab _xy[ab}
Koy On () = ‘ ‘Z / > dt

‘.Z' - ab]( )’2

Bei der Galerkin-Randelementmethode zur Symm’schen Integralgleichung miissen L2-Skalarprodukte
berechnet werden

(Ve n)p = /F Vi (2)n () dse,
(4 2)bm, )y = (Kn, )y + 50 n) / K () () s + / o (2)0n () ds,.
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wobei ¢p, und vy, stiickweise polynomial sind.
Insgesamt muss also fiir alle Intervalle [a,b] C T', [a,b] C T fiir das Einfachschichtpotential

(Vontn)y = — Lo “'zzmk// 5410 (e () — Viap (8)] dt ds

(=0 k=0
und fiir das Doppelschichtpotential
N M
1 b —
K _) 7 > — / k42 d
(5 +3)onn) > [ s

1 |b—a|/ / ’Y[ab = Va,8 (5), V[a,b]> s
1V, b]( ) = Va,p) (D)2

berechnet werden, wobei supp ¢, C [a,b] und supp ¢y, C [a, b] gilt.
Im Folgenden wollen wir Formeln zur Bestimmung der Eintréige der entstehenden Einfach- und Dop-
pelschichtpotentialmatrizen angeben.

5.4.1 Einfachschichtpotential

Fiir alle Intervalle [a,b] C T, [a,b] C T ist

Lp—alfb—alsn [ i d
(Vén, ¥n)p = 53 5 ;kz_o ] _1875 Og‘wa,b}(s)—wa,b](t)‘ tds

mit supp ¢, C [a,b] und suppvy, C [a,b] zu berechnen. Wir betrachten zuniichst einen Teil des
Integranden und setzen die Parametrisierung aus (5.17) ein:

1
Mel(8) =y () = 5 (a+ b+ s(b—a) —a—b—t(b—a))
1
:§<(b—a)-s+(a—b)-t+(a+b—a—b)).
Wir setzen nun

u:=b—a
vi=a—>b
w:=a+b—a—>

und erhalten so fiir das Integral

1,1
/1/1Sktélog‘w[a,b](3) —’Y[a,b}(t)‘ dt ds
1,1
1

_ kgl Z

—/_1/_13 t log‘2(su+tv+w)‘dtds
1,1 1,1

:log(1/2)/ / skt dt ds—l—/ / s*t’ log |su + tv + w| dt ds.
—1J-1 —1J-1

Wendet man nun Lemma 5.3 und 5.1 auf das zweite Integral an, so erhélt man:
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Lemma 5.6. Seien u,v,w € R?, u# 0 und u || v, d.h. u = pv fir ein p € R\{0}. Wir definieren fiir
k, ¢ € Ny

1,1
J(k,lu,v,w) = / / "t log |su + tv + w| dt ds. (5.18)
-1J-1
Fiir k, ¢ > 0 gilt dann folgende Rekursionsformel

L+ 1)J(k, 4, u,v,w) = =L(k,u,w + v) + 1(—1)ZL(/<;,u,w —v) — %L(ﬁ + 1,v,w +u)

2

K k (5.19)
o\ + , U, W —U + M - 4 + , U, U, W
SR+ )+ kpd (b — 1,0+ 1 )

1
2
_|_

mit Abbruchbedingung k = 0, da der letzte Summand verschwindet:

1
J(07€7 u, v, U)) = m L(O’ U, w + 1)) + (_1)£L(07 U, w — 1)) (5 20)

—puL(l+ 1, v,w+u) + pL(f+ 1,v,w—u)]

O

Die Rekursionsformel aus Lemma 5.6 ldsst sich auch induktiv umschreiben, man kann J(k, ¢, u, v, w)
also ohne zusétzliche Funktionsaufrufe berechnen:

Zuerst bestimmt man J(0,¢ + k,u,v,w) und dann J(j,¢ + k — j,u,v,w) fir j = 1,..., k. Insgesamt
erhélt man daher das gewiinschte Integral in k& + 1 Schritten:

Joork = Jrrk—1 — - — Jip

Auch die benétigten einfachen Integrale, d.h die Funktionen L(j, p, ¢), kann man induktiv berechnen.
Um J(k,?,u,v,w) zu erhalten, miissen die Funktionswerte von L(j,u,w + v) und L(j,u,w — v) fiir
j=0,...,ksowie L(j,v,w+ u) und L(j,v,w —u) fir j =0+ 1,...,£+ k + 1 bekannt sein.

Man bestimmt also in k+ 1 Schritten L(j, u, w +v) und L(j,u,w —v). In £+ k+ 2 Schritten errechnet
man L(j,v,w +wu) und L(j,v,w — u).

Algorithmus 5.7. u,v parallel

function output = Ji(k,ell,u,v,w)
compute mu;

L_u_wpv = zeros(k+1,1);
L_u_wmv = zeros(k+1,1);
L_v_wpu = zeros(k+1,1);
L_v_wmu = zeros(k+1,1);
for j = 0:k
L_u_wpv(j+1) = computation of L(j,u,w+v);
L_u_wmv(j+1) = computation of L(j,u,w-v);
end
for j = 0:ell
L_v_wpu(1l) = computation of L(j,v,w+u) by updating L_v_wpu(1);
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L_v_wmu(1) = computation of L(j,v,w-u) by updating L_v_wmu(1);
end
for j = (ell+1):(ell+k+1)

L_v_wpu(j-ell) = computation of L(j,v,w+u);

L_v_wmu(j-ell) = computation of L(j,v,w-u);
end

output = ( L_u_wpv(1l) + (-1)"(ell+k)*L_u_wmv(1l) - muxL_v_wpu(k+1l) ...
+ muxL_v_wmu(k+1) ) *0.5/(ell+k+1);
for j = 1:k
output = ( 0.5*L_u_wmv(j) + 0.5%(-1)"(ell+k-j)*L_u_wmv(j) ...
- 0.5*muxL_v_wpu(k+1-j) + O0.5*mu*(-1)"j*L_v_wmu(k+1-j) ...
+ j*muxoutput ) / (ell+k+1-j);
end

Lemma 5.8. Seien u,v,w € R% mit u # 0,v # 0 und u v, d.h. w = pyu + pgv mit p1, s € R.
Wir definieren fir k,f € Ny
1 1
J(k, 0, u,v,w) = / / st log |su + tv + w| dt ds. (5.21)
-1J-1

Fiir k, 0 > 0 gilt dann folgende Rekursionsformel

(k+L+2)J(k,lu,v,w) =— L+ (=) . 1+ (=D

(41 k+1
p1+1 e
+ TL(&’UJU +u) = (=1) TL(E’U’IU —u) (5.22)
1 -1
+ _M22+ L(k,u,w +v) — (—1)ZMTL(]€>U’W —v)

—ku J(k — 1,0, u,v,w) — buoJ(k, L — 1, u,v,w),

wobei fiir k = 0 der vorletzte und fiir £ = 0 der letzte Summand entfillt. Die Rekursion bricht ab,
sobald k = ¢ =0 gilt:

1
J(0,0,u,v,w) = = | =8+ (u1 + 1) L(0,v,w + u) — (1 — 1)L(0, v, w — u)
4 (5.23)
+ (/@ + 1)L(07u7w + U) - (IUQ - 1)L(07u7w - U)
Beweis: Die Funktion f : R? — R,
f(x) = log|x|

erfiillt die Bedingung (z, V f(z)) = h(z) + pf(z) aus Lemma 5.4 mit h(z) = 1 und p = 0:
Nach Kettenregel gilt

of(x) 1
- .9y = =
ox1 2] VT Jal
of (x) 1 x9
dzs 2] T |z
Es folgt
x% —i—w%
(z,Vf(x)) = =1=nh(z)+pf(z)

]
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Es gilt also h(z) = 1 und p = 0. Wendet man nun Lemma 5.4 und 5.1 auf das Integral an, so erhélt
man die obige Formel. O

Auch die Rekursionsformel aus Lemma 5.8 lisst sich induktiv umschreiben. Man muss hierzu allerdings
mehr Werte als im Fall u || v speichern - das Berechnungsschema entspricht hierbei einer Matrix und
nicht mehr einem Vektor.

Man bestimmt zuerst J(0, 0, u, v, w) und dann J(0, j, u,v,w) fiir j = 1,..., ¢ - das entspricht der ersten
Zeile des Schemas. Aus den ¢+ 1 nun erhaltenen Werten errechnet man J(i, j, u,v,w) fir j =1,...,k
und i = 1,...,¢,man geht also zeilenweise vor.

Insgesamt erhélt man das gewiinschte Integral in (k + 1)(¢ + 1) Schritten:

Joo —  Joqg — Jo2 o Jog
! ! ! !
Jio — g — g o Jig
Jk—10 — Jk—11 — Jk—12 - Jp—1y
! ! ! !
Jko — Tk —  Jk2 o iy

Auch die benétigten einfachen Integrale, d.h die Funktionen L(i, p,q), kann man wiederum induktiv
berechnen. Um J(k, ¢, u, v, w) zu erhalten, miissen die Funktionswerte von L (i, u, w+v) und L(i, u, w—
v) fir i =0,...,k und L(¢,v,w 4+ u) und L(i,v,w — u) fiir i = 0,...,¢ bekannt sein.

Man bestimmt also in k+1 Schritten L(i, u, w+wv) und L(i,u,w—wv) und in £+ 1 Schritten L(7,v, w+u)
und L(i,v,w — u).

Algorithmus 5.9. u,v nicht parallel

function output = J2(k,ell,u,v,w)
compute mul,mu2;

L_u_wpv = zeros(k+1,1);
L_u_wmv = zeros(k+1,1);
L_v_wpu = zeros(ell+1,1);
L_v_wmu = zeros(ell+1,1);
for j = 0:k
L_u_wpv(j+1)
L_u_wmv (j+1)

computation of L(j,u,w+v);
computation of L(j,u,w-v);

end

for j = 0:ell
L_v_wpu(j+1)
L_v_wmu(j+1)

computation of L(j,v,w+u);
computation of L(j,v,w-u);

end

output = zeros(ell+1l,1);
output(1) = ( -8 + (muil+1)*L_v_wpu(1l) - (mul-1)*L_v_wmu(1)
+ (mu2+1)*L_u_wpv(1l) - (mu2-1)*L_u_wmv(1l) ) *0.25;
for j = 1:ell
output (j+1) = ( 2% (1+(-1)"j)/(j+1) + 0.5*(mul+1)*L_v_wpu(j+1) ...
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- 0.5%(mul-1)*L_v_wmu(j+1) + 0.5%(mu2+1)*L_u_wpv(1l) ...
- 0.5%(-1)"j*(mu2-1)*L_u_wmv (1) - j*mu2+*output(j) ) / (ell+2);
end
for i = 1:k
output (1) = ( 2x(1+(-1)"k)/(k+1) + 0.5%(mul+1)*L_v_wpu(0) ...
- 0.5%(-1) "k*(mul-1)*L_v_wmu(0) + 0.5*(mu2+1)*L_u_wpv(i) ...
- 0.5x(mu2-1)*L_u_wnmv (i) - k¥mul*output(j) ) / (k+2);
for j = 1:ell
output (j+1) = ( (1+(-1)"ell)*(1+(-1)"k)/((ell+1)*(k+1)) ...
+ 0.5%(mul+1)*L_v_wpu(j) - 0.5%(-1) "k*(mul-1)*L_v_wmu(j) ...
+ 0.5%(mu2+1)*L_u_wpv(i) - 0.5%(-1)"ell*(mu2-1)*L_u_wmv(i) ...
- kxmul*output(j) - ell*mu2xoutput(j+1) ) / (k+ell+2);
end
end
output = output(ell+l);

Unter den Voraussetzungen von Lemma 5.8, d.h. u }f v, und induktiver Berechnung aller Funktionen
ist besondere Vorsicht geboten, falls sich die beiden Intervalle [a,b] und [a, b] beriihren, d.h entweder
a = b oder b = a gilt. Unter diesen Gegebenheiten treten Probleme bei der numerischen Berechnung
von L(k,p,q) auf, da p+ g = 0 oder p — ¢ = 0 gilt und log|p + ¢| bzw. log |p — ¢| errechnet werden
sollte. Betrachtet man jedoch die Formel fiir J(k, ell, u, v, w) aus Lemma 5.8 so erkennt man, dass die
kritischen Terme wegfallen:

Lemma 5.10. Seien u,v,w € R? mit u # 0,v # 0, fir die gilt u Jf v.

(i) Ist b= a, so gilt w =u—v, d.h. uy =1 und pe = —1, und mit k,¢ > 0 fir das in Lemma 5.8
definierte Integral die Rekursionsformel

1— (_1)(-‘1-1 1— (_1 k+1

+1 E+1

(k+0+2)J(k,l,u,v,w) =— )
—kJ(k—1,0,u,v,w) + LJ(k, L — 1, u,v,w),

+ L(6,v,w + u) + (1) Lk, u,w — v)

(5.24)

wobei fiir k = 0 der vorletzte und fiir £ = 0 der letzte Summand entfillt. Die Rekursion bricht
ab, sobald k =10 =10 gilt:

J(0,0,u,v,w) = =| —4+ L(0,v,w + u) + L(0, u,w — v)] (5.25)

N =

(ii) Ist a = b, so gilt w =v —u, d.h. p1 = —1 und py = 1, und mit k,£ > 0 fir das in Lemma 5.8
definierte Integral die Rekursionsformel
1— (_1)3—1—1 1— (_1)k+1
(41 k+1
+EkJ(k—1,0,u,v,w) —LJ(k, L — 1, u,v,w),

(k+0+2)J(k,l,u,v,w) = — + (=D*L(0, v,w — u) + Lk, u,w + v)

(5.26)

wobei fiir k = 0 der vorletzte und fiir £ = 0 der letzte Summand entfillt. Die Rekursion bricht
ab, sobald k =€ =10 gilt:

J(0,0,u,v,w) = =| —4+ L(0,v,w —u) + L(0,u,w + v)] (5.27)

| =

O
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Algorithmus 5.11. u,v nicht parallel; a=bb bzw. b=aa

function output = J2_touch_b_aa(k,ell,u,v,w)

L_u_wmv = zeros(k+1,1);

L_v_wpu = zeros(k+1,1);

for j = 0:k
L_u_wmv (j+1)

computation of L(j,u,w-v);
end
for j = 0:ell

L_v_wpu(j+1) = computation of L(j,v,w+u);

end

output = zeros(ell+1,1);
output(1) = ( -4 + L_v_wpu(1) +L_u_wmv(1l) ) *0.5;
for j = 1:ell
output (j+1) = ( 2x(1+(-1)"j)/(G+1) + L_v_wpu(j+1)
+ (-1)"j*L_u_wmv (1) + j*output(j) ) / (ell+2);
end
for 1 = 1:k
output(1) = ( 2*x(1+(-1)"k)/(k+1) + L_v_wpu(0)
- L_u_wmv(i) - k*output(j) ) / (k+2);
for j = 1:ell
output (j+1) = ( (1+(-1)"ell)*(1+(-1)"k)/((ell+1)*(k+1)) ...
+ L_v_wpu(j) + (-1)"ell*L_u_wmv(i) ...

- kxoutput(j) + ellxoutput(j+1) ) / (k+ell+2);

end
end
output = output(ell+l);

function output = J2_touch_a_bb(k,ell,u,v,w)

L_u_wpv = zeros(k+1,1);

L_v_wmu = zeros(k+1,1);

for j = 0:k
L_u_wpv(j+1)

computation of L(j,u,w+v);

end

for j = 0:ell
L_v_wmu(j+1)

computation of L(j,v,w-u);
end

output = zeros(ell+1,1);
output(1) = ( -4 + L_v_wmu(1) + L_u_wpv(1l) ) *0.5;
for j = 1:ell
output (j+1) = ( 2x(1+(-1)"3j)/(G+1) + L_v_wmu(j+1) + L_u_wpv(1)
- j¥output(j) ) / (ell+2);
end
for i = 1:k
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output (1) = ( 2x(1+(-1)"k)/(k+1) + (-1)"k*L_v_wmu(0) + L_u_wpv(i) ...
+ kxoutput(j) ) / (k+2);
for j = 1:ell
output (j+1) = ( (1+(-1)"ell)*(1+(-1)"k)/((ell+1)*(k+1)) ...
+ (-1)"k*L_v_wmu(j) + L_u_wpv(i) ...
+ kxoutput (j) - ellsoutput(j+1) ) / (k+ell+2);
end
end
output = output(ell+l);

Zusammenfassung:
Insgesamt muss also fiir alle Intervalle [a,b] C T, [a,b] C T

1 b— b 1 =~
(Von,vn)p = b—al] 2“'ZZAgAk[J(k,e,b—a,a—b,a+b—a—b)+1og§-I(k,e)]

mit supp ¢, C [a,b] und supp ¢y, C [a, b] berechnet werden, um die Galerkinmatrix des Einfachschicht-
potentials zu erhalten.

5.4.2 Doppelschichtpotential

Fiir alle Intervalle [a,b] C T, [a,b] C T ist

(10 g)onn), =

N M

1
Z)\k [_/ k+¢ ds
=0 k=0 -

1 |b—a|/ / ’Y[ab = Va,8(5), V[a,b]> s
1V, b]( ) = Va,p) (D)2

zu berechnen, wobei supp ¢, C [a,b] und supp ¢, C [a, b] gilt.
Wir betrachten zunéchst einen Teil des Integranden des zweiten Integrals:

V[a,b](t) — v[a,b](s) B %(CL +b+tb—a)—a—b—s(b— Cl))

_ 2 2
.61 (5) = ey (1) i‘a +b4s(b—a)—a—b—t(b- a)‘

(b—a)-t+(a—b)-s+(a+b—a—b)
[(b—a) s+ (a—b)-t+(a+b—a—b)

—9.

Wir setzen wieder

u:=a—>=
vi=b—a

w:=a+b—a—">b

und erhalten so fiir das zweite Integral

1 1 1 t
/ / e 80a8(8) ~ a6 (9)), Viap)) dtds:2/ / gpelsuttvtwy) o
-1 -1J-1

Va,6)(5) = Va,) (D)]? |su + tv + w|?
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Liegen die beiden Intervalle [a,b] und [a, b] auf derselben Geraden, so haben sie denselben Normal-
vektor und das im Integranden vorkommende Skalarprodukt ist 0. Also erhélt man auch fiir das
Doppelschichtpotential den Wert 0:

Lemma 5.12. Seien [a,b] und [a,b] zwei Teilintervalle von T', ¢ = a+ b — 2z und d := b — a. Liegen
[a,b] und [a,b] auf einer Geraden, d.h.

|crdy — codi| =0 fir x € [a,b] wund (b —a,v) =0, (5.28)
so gilt fiir den zugehdrigen Eintrag in der Doppelschichtpotentialmatriz <K[a,b} On, T/Jh,[a,b]> =0.
Beweis: [a,b] und [a, b] liegen auf einer Geraden, wenn gilt

r €ab fiirx €[a,b] und (b—a,v)=0

rcabe I ER: :L":%{a+b+t(b—a)}

S dteR: 2z—a—-b=1tb—a)
SIHeR: c=td

& ¢, d sind linear abhéngig

& |erdy — cody| =0

O

Lemma 5.13. Seien u,v,w € R?, u # 0 und u || v, d.h. u = pv fiir ein p € R\{0}. Wir definieren
fﬁ’l” k,l¢ € Ny

Lol su+tv+w,v
I(k, 0, u,v,w) := / / skt < ) dtds. (5.29)
1J |su + tv + wl?

Fiir k, 0 > 0 gilt dann folgende Rekursionsformel
0+ DIk, L, u,v,w) =(w, )G (k, u,w + v) + (=1)(w, v)G(k, u,w — v)

- M<w7 V>G(£ + 17 v, w + U) + (_1)k'u<w’ V>G(£ + 17 v, w — U) (530)
+kpl(k— 1,1+ 1, u,v,w)

mit Abbruchbedingung k = 0, da der letzte Summand verschwindet:

(0 +1)I1(0,4,u,v,w) =(w,v)G(0,u,w + v) 4+ (=1) (w, V) G(0, u,w — v)

5.31
ol )G Lo )+ ple NG Lo —) )
Beweis: Wir verwenden Lemma 5.3 mit
_{z,v)
und erhalten
1 1
+w -+, +w -,
(C+ DIk, u,v,w) :/ sk<8u wtv.v) ds — (—1)“1/ sk<8u w=-vv) ds
1 |su+w+vf? 1 |su+w—of?
1 (tv +w + u,v) 1 (tv +w — u,v)
_ té-i—l—’ dt 1 k / tf-i—l—’ dt
,u/_l [tv + w + ul? = 1 [tv +w — ul?

+ kpl(k— 1,0+ 1, u,v,w).
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Wegen (pt + q,v) = t(p,v) + (q,v) kann man die Summenregel fiir Integrale anwenden. Der Vektor v
steht aufgrund seiner speziellen Wahl normal auf v und, da u || v gilt, auch normal auf u.

Das heiit (v,v) = (u,v) = 0 und (w £ v,v) = (w £ u,v) = (w,v). Durch Streichen der Terme mit
diesen Vorfaktoren ergibt sich fiir das Integral

. ) 1 k
s S
{+1)I(k, ¢ = T d -1 Ts1 - 1 — v|2
( + ) ( ) ,u,v,w) <w’lj>/_1 |S’LL—|—ZU+'U|2 S+( )<w,lj>/_1 |S’LL+ZU—’U|2
1 s ) 1 il
_ _dt+(—1 T dt
M<w’y>/_1 |t + w + ul? * )M<w’y>/_1 [t +w — uf?

+ kpl(k— 1,0+ 1, u,v,w).
Verwendet man nun die Funktion aus Lemma 5.1, so erhélt man
(€ + DIk, £ u,v,w) =(w, )Gk, u,w +v) + (1) (w, )Gk, u,w — v)

— p{w, V)G (L + 1,v,w +u) + (1) p(w, )G+ 1,v,w — u)
+ Ekpl(k— 1,04+ 1,u,v,w).

O

Um das Integral I(k, ¢, u, v, w) aus Lemma 5.13 zu bestimmen, muss eine Rekursion ausgefiihrt werden.
Dies lasst sich auch leicht induktiv bewerkstelligen:

Iopir — Dipgp—1— oo — Ip_1001 — Ipy

Man bestimmt zuerst (0, {+k, u, v, w) und dann I(i,{+k—i,u,v,w) fiiri = 1,..., k. Zur Berechnung
dieses Integrals bend6tigt man daher k 4 1 Schleifendurchlaufe.

Auch die benétigten einfachen Integrale, d.h die Funktionen G(i, p, ¢), kann man induktiv berechnen.
Um I(k,¢,u,v,w) zu erhalten, miissen die Funktionswerte von G(i,u,w + v) und G(i,u,w — v) fir
i=0,...,kund G(i,v,w + u) und G(i,v,w —u) firi =0+ 1,...,¢ + k + 1 bekannt sein.

Man bestimmt also in &+ 1 Schritten G(7, u, w +v) und G(i, u,w —v). In £+ k+ 2 Schritten ermittelt
man G(i,v,w +u) und G(i,v,w — u).

Algorithmus 5.14. u,v parallel
function output = I1(k,ell,u,v,w)
compute mu;

n = [u(2), -u(1)];
w_n = w(1)*n(1)+w(2)*n(2);

G_u_wpv = zeros(k+1,1);
G_u_wmv = zeros(k+1,1);
G_v_wpu = zeros(ell+l,1);
G_v_wmu = zeros(ell+1,1);
for j = 0:k

G_u_wpv(j+1)

G_u_wmv (j+1)
end

computation of G(j,u,w+v);
computation of G(j,u,w-v);
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for j = 0:ell
G_v_wpu(l) = computation of G(j,v,w+u) by updating G_v_wpu(1);
G_v_wmu(1) = computation of G(j,v,w-u) by updating G_v_wmu(1);
end
for j = (ell+1):(ell+k+1)
G_v_wpu(j-ell) = computation of G(j,v,w+u);
G_v_wmu(j-ell) = computation of G(j,v,w-u);
end

output = ( G_u_wpv(1) + (-1)"(ell+k)*G_u_wmv(1l) - mu*xG_v_wpu(k+1) ...
+ muxG_v_wmu(k+1) ) *w_n/(ell+k+1);
for j = 1:k
output = ( w_n*G_u_wpv(j) + (-1)~(ell+k-j)*w_n*G_u_wmv(j) ...
- muxw_n*xG_v_wpu(k+1-j) + muxw_n*(-1) " j*G_v_wmu(k+1-j) ...
+ j*mu*output ) / (ell+k+1-j);
end

Lemma 5.15. Seien u,v,w € R? mit u # 0,v # 0 und u ff v, d.h. w = pyu + pov mit py, po € R.
Wir definieren fiir k,f € Ny

Lol su+tv+w,v
I(k, 0, u,v,w) := / / skt < ) dtds. (5.32)
1J |su + tv + wl?

Fiir k, 0 > 0 gilt dann folgende Rekursionsformel

(k+0+1)I(k, L, u,v,w)
= (g1 4 D{w + u, )Gl v, w +u) — (=1 (g — 1) (w — u, )G, v, w — u)
+ (2 + D) (u,v)G(k + 1,u,w + v) + (p2 + 1){(w, v)G(k,u,w + v) (5.33)
— (=) (g2 — D{u, )Gk + 1, u,w — v) — (=1) (pg — 1) (w, v)G(k, u, w — v)
— kpaI(k — 1,0, u,v,w) — Luol(k, L — 1,u,v,w),

wobei fiir k = 0 der vorletzte und fiir £ = 0 der letzte Summand entfillt. Die Rekursion bricht ab,
sobald k =0 =0 gilt:

1(0,0, u,v,w) = (1 + 1){w + u, v)G(0,v,w + u) — (p1 — 1){w — u, v)G(0,v,w — u)
+ (2 + 1) (u, v)G(L,u,w +v) + (p2 + 1){(w, v)G(0, u, w + v) (5.34)
— (2 — D{u, v)G(1L,u,w — v) — (g — 1)(w, v)G(0,u,w — v)

Beweis: Die Funktion f:R? — R,

erfiillt die Bedingung (z,V f(z)) = h(z) + pf(z) von Lemma 5.4 mit h(z) =0 und p = —1:
Ausrechnen des Skalarprodukts liefert

x1 )
f(w)ZW'VlJrW'Vz
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Nach Kettenregel gilt

kﬁ _ Sjk|z]? — 2z 2y,
|z |z [*

vrL ZE%—JE% 23119
|z[? [t [l

v T2 2wy a:% —w%
ER jzt 7

2 _ .3 2 2 2 3
B r1xy — o) — 20105 —2w7T0 + T]T2 — XY
<$,Vf(l')> - << |ZL'|4 ’ |3§'|4 vV
—wi(ef +73)  —wa(ef + 23)
= ; v
] ]

(i _mY
‘<< 2’ |x|2>’>
= —f(x) = h(z) + pf (x)

Es gilt also hA(x) = 0 und p = —1. Wendet man nun Lemma 5.4 an, erhélt man

(k+0+1)I(k, 4, u,v,w)

L (tv+w+u,v) U (tv+w—u,v)
= 1 A g — (—1)F —1 / g
(ha+ )/_1 [tv + w + ul? (=D = 1) 1 tv+w—uf?

L (su+w+o,v) U (su4+w—o,v)
1 k hds — (—1)° —1/ F —td
+(M2+)/_18 |su + w + v|? s = (=1 e )_18 |su 4+ w — v|? 8
—ku I(k — 1,0, u,v,w) — LusI(k, 0 — 1, u,v,w).

Wegen (pt + q,v) = t(p,v) + (g, v) kann man wiederum die Summenregel fiir Integrale anwenden. Der
Vektor v steht aufgrund seiner speziellen Wahl normal auf v.

Das heift (v,v) = 0 und (w£wv,v) = (w,v). Durch Streichen der Terme mit diesen Vorfaktoren ergibt
sich fiir das Integral:

(k+ €+ DIk, €, u,0,w)

) ) 1 ¢
t t
_ 1 Ty dt = (= 1) — 1w ~ Totw—ap @
(1 + )<w+u,u>/_1 TRS——: (=1)%(p1 — ){w u,u>/_1 to+ w— uf?
1 gkl 1 sk
1 —— d 1 Tsut+w+ o2
ez )<u’y>/_1 |su+w + v? o+l )<w’y>/—1 [su+w + vf?
) 1 Ghtl , 1 sk
D — 1 S ds— (=1 ug—1 —_—
(—1)% (o )(u,y>/_1 PrEET—TEL (—=1)" (2 )(w,V>/_1 50+ w— o]

—ku I(k —1,0,u,v,w) —busI(k, 0 — 1, u,v,w).
Verwendet man nun die Funktion aus Lemma 5.1, so erhélt man
(k+0+1)I(k,4,u,v,w)
= (w1 + V(w4 u, V)G, v, w 4+ u) — (—1)* (1 — 1) {w — u, V)G, v,w — u)
+ (p2 + 1) {u,v)G(k + 1, u,w + v) + (p2 + 1)(w, v)G(k, u,w + v)
— (=) (g — D){u, )Gk + 1, u,w — v) — (=1) (2 — 1){w, V)G (k, u, w — v)
— ki I(k —1,0,u,v,w) — Lpol(k,{ — 1,u,v,w)
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O

Auch diese Rekursionsformel ldsst sich induktiv umschreiben - das Berechnungsschema entspricht

hierbei einer Matrix.

ILyo — Ipg — Ipp -+ Iy
! ! ! !
Lo — 6Ly — Lo -+ Iy
In1o — Ip—11 — Ix—12 I 14
! ! ! !
Ino — Ipn — I -0 Ipy
Zuerst ermittelt man den Wert von (0,0, u,v,w) und dann von I(0, j,u,v,w) fiir j = 1,...,¢ - das
entspricht der ersten Zeile des Schemas. Aus den ¢ 4+ 1 nun errechneten Werten bestimmt man nun
zeilenweise von links nach rechts I(i,j,u,v,w) fir j = 1,...,k+ 1 und ¢ = 1,...,¢ + 1. Insgesamt

erhélt das gewiinschte Integral also in (k + 1) - (¢ + 1) Schritten.

Auch die benétigten einfachen Integrale, d.h die Funktionen G(i, p, ¢), kann man induktiv berechnen.
Um I(k,¢,u,v,w) zu erhalten, miissen die Funktionswerte von G(i,u,w + v) und G(i,u,w — v) fiir
i=0,...,k+ 1 und G(i,v,w + u) und G(i,v,w — u) fir i = 0,...,¢ bekannt sein.

Algorithmus 5.16. u,v nicht parallel

function output = I2(k,ell,u,v,w)
compute mul,mu2;

wpu = wtu;

Wmu = w-u;
n = [v(2), -v(1)];

u_n = u(D)*n(1)+u(2)*n(2);
w_n = w(1)*n(1)+w(2)*n(2);

wpu_n = wpu(1)*n(1)+wpu(2)*n(2);
wmu (1) *n (1) +wmu (2) *n (2) ;

5
IG
B

G_u_wpv = zeros(k+2,1);
G_u_wmv = zeros(k+2,1);
G_v_wpu = zeros(ell+1l,1);
G_v_wmu = zeros(ell+1,1);
for j = 0:k+1
G_u_wpv(j+1)
G_u_wmv (j+1)

end
for j = 0:ell

computation of G(j,u,w+v);
computation of G(j,u,w-v);

G_v_wpu(j+1)
G_v_wmu(j+1)
end

computation
computation

output = zeros(ell+1,1);

of G(j,v,w+u);
of G(j,v,w-u);
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output (1) = (mul+1l)*wpu_n*G_v_wpu(l) - (mul-1)*wmu_n*G_v_wmu(1l) ...
+ (mu2+1)*u_n*G_u_wpv(2) + (mu2+1)*w_n*xG_u_wpv(1l) ...
- (mu2-1*u_n*G_u_wmv(2) - (mu2-1)*w_n*G_u_wmv(1);

for j = 1:ell

output (j+1) =
end
for i = 1:k
output (1) = (
+

for j = 1:ell

( (mui+1)*wpu_n*G_v_wpu(j+1) - (mul-1)*wmu_n*G_v_wmu(j+1) ...
+ (mu2+1)*u_n*G_u_wpv(2) + (mu2+1)*w_n*xG_u_wpv(1l) ...

- (-1)"j*(mu2-1)*u_n*G_u_wmv(2) ...

- (-1)"j*(mu2-1) *w_n*G_u_wmv (1) ...

- j*mu2%output(j) ) / (j+1);

(mul+1)*wpu_n*G_v_wpu(1l) - (-1)7i*(mul-1)*wmu_n*G_v_wmu(1l) ...
(mu2+1) *u_n*G_u_wpv (i+2) + (mu2+1)*w_n*G_u_wpv(i+l) ...
(mu2-1) *u_n*G_u_wmv (i+2) - (mu2-1)*w_n*G_u_wmv(i+1) ...
i*mul*output (1) ) / (i+1);

output (j+1) = ( (mul+l)*wpu_n*G_v_wpu(j+1) ...

end
end

(-1)"i*(mul-1)*wmu_n*G_v_wmu(j+1) ...

+ (mu2+1)*u_n*G_u_wpv(i+2) + (mu2+1)*w_n*G_u_wpv(i+l) ...
- (1) " j*x(mu2-1) *u_n*G_u_wmv (i+2) ...

- (-1)"j*(mu2-1)*w_n*G_u_wmv(i+1) ...

- ismul*output(j+1) - j*mu2*output(j) ) / (i+j+1);

output = output(ell+l);

Im Fall von Lemma 5.15, d.h. u }f v, und induktiver Berechnung aller Funktionen ist besondere
Vorsicht geboten, falls sich die beiden Intervalle [a,b] und [a, b] beriihren, d.h entweder a = b oder
b = a gilt. Unter diesen Gegebenheiten treten Probleme bei der Berechnung von G(1,p,q) auf, da
p+q =0 oder p—q = 0 gilt und log|p + ¢| bzw. log|p — ¢| errechnet werden sollte. Betrachtet
man jedoch die Formel fiir I(k,l,u,v,w) aus Lemma 5.15, so erkennt man, dass die kritischen Terme

wegfallen:

Lemma 5.17. Seien u,v,w € R? mit u # 0,v # 0, fiir die gilt u Jf v.

(i) Ist b=a, so gilt w=wu—v, d.h. uy =1 und pe = —1, und mit k,¢ > 0 fiir das in Lemma 5.15
definierte Integral die Rekursionsformel

(k4 0+ DIk, 0, u,v,w) = 2(w + u, V)G, v,w + 1) + 2(=1) (u, V)G (k + 1,u,w — v)

+ 2(=1D)w, )Gk, u,w — v) — kI(k — 1,0, u,v,w) + €I(k, 0 — 1,u,v,w),
(5.35)

wobei fiir k = 0 der vorletzte und fiir ¢ = 0 der letzte Summand entfillt. Die Rekursion bricht
ab, sobald k =10 =10 gilt:

1(0,0,u,v,w) = 2(<w +u, v)G(0,v, w 4+ u) + (u, v)G(1,u,w — v) + (w,v)G(0, u, w — v))

(5.36)
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(ii) Ist a =b so gilt w =v —u, d.h. py = —1 und ps = 1, und mit k.0 > 0 fir das in Lemma 5.15
definierte Integral die Rekursionsformel

(k4 0+ D)k, £, u,v,w) = 2(=1)F(w — u, ) G(l, v, w — u) + 2(u, V)G (k + 1,u,w + v)
+ 2(w, V)G (k,u,w +v) + kI(k — 1,0, u,v,w) — I(k, ¢ — 1,u,v,w),
(5.37)

wobei fiir k = 0 der vorletzte und fiir £ = 0 der letzte Summand entfillt. Die Rekursion bricht
ab, sobald k =€ =10 gilt:

1(0,0, u, v, w) ::2((U)—-u,V>CHO,v,U)——u)—k(u,u)CKl,u,u1+—v)%—(w,u)GKO,u,u)%—v)>
(5.38)

O

Algorithmus 5.18. u,v nicht parallel; a=bb bzw. b=aa

function output = I2_touch_b_aa(k,ell,u,v,w)

Wpu = wHu;
n = [v(2), -v(1)];
u_n = u(1)*n(1)+u(2)*n(2);

w_n = w(1)*n(1)+w(2)*n(2);
wpu_n = wpu(1)*n(1)+wpu(2)*n(2);

zeros (k+2,1);
G_v_wpu = zeros(ell+1l,1);
for j = 0:k+1

G_u_wpv(j+1) = computation of G(j,u,w-v);
end
for j = 0:ell

G_v_wmu(j+1) = computation of G(j,v,w+u);
end

G_u_wmv

output = zeros(ell+1,1);

output (1) = 2*wpu_n*G_v_wpu(l) + 2*xu_n*G_u_wmv(2) + 2*w_n*G_u_wmv(1);

for j = 1:ell
output (j+1)

( 2xwpu_n*G_v_wpu(j+1) + 2x(-1)"j*u_n*G_u_wmv(2) ...
+ 2% (-1)"j*w_n*G_u_wmv (1) + jxoutput(j) ) / (j+1);
end
for i = 1:k
output (1) = ( + 2*wpu_n*G_v_wpu(l) + 2%u_n*G_u_wmv(i+2) ...
+ 2%w_n*G_u_wmv(i+1) - ixoutput(l) ) / (i+1);
for j = 1:ell
output (j+1) = ( 2*wpu_n*G_v_wpu(j+1) + 2*%(-1) " j*u_n*G_u_wmv(i+2) ...
+ 2% (-1) " j*w_n*G_u_wmv(i+1) ...
- ixoutput(j+1) - j*output(j) ) / (i+j+1);
end
end
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output = output(ell+l);

function output = I2_touch_a_bb(k,ell,u,v,w)

Wmu = wmu;

n = [v(2), -v(D];

u_n = u(1)*n(1)+u(2)*n(2);

w_n = w(1)*n(1)+w(2)*n(2);
wmu_n = wmu(1)*n(1)+wmu(2)*n(2);

G_u_wpv = zeros(k+2,1);
G_v_wmu zeros(ell+1,1);

for j = 0:k+1
G_u_wmv (j+1)

computation of G(j,u,w-v);
end
for j = 0:ell

G_v_wpu(j+1) = computation of G(j,v,w+u);

end

output = zeros(ell+1,1);
output (1) = 2*wmu_n*G_v_wpu(1l) + 2*u_n*G_u_wpv(2) + 2*xw_n*G_u_wpv(1l);
for j = 1:ell
output (j+1) = ( 2*%wmu_n*G_v_wmu(j+1) + 2%u_n*G_u_wpv(2)...
+ 2%w_n*G_u_wpv (1) + jxoutput(j) ) / (j+1);;
end
for i = 1:k
output (1) = ( 2*(-1) "i*wmu_n*G_v_wmu(1l) + 2*u_n*G_u_wpv(i+2)...
+ 2%w_n*G_u_wpv(i+1) + ixoutput(l) ) / (i+1);
for j = 1:ell
output (j+1) = ( 2*(-1) "i*wmu_n*G_v_wmu(j+1) + 2*u_n*G_u_wpv(i+2)...
+ 2xy_n*G_u_wpv(i+l) + ixoutput(j+1)
+ j¥output (j+1) ) / (i+j+1);
end
end
output = output(ell+l);

Das erste Integral lisst sich elementar wie in Lemma 5.5 berechnen.

Zusammenfassung:
Insgesamt muss fiir alle Intervalle [a,b] C T, [a,b] CT'

1 Co—a 1 — (—1)k+ert
<<K+§)¢h’wh>r— 2 Z;];Am k4041
1b—a

I(k,0,b—a,a—b,a+b—a—0b)
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mit supp ¢p, C [a, b] und supp ¢y, C [a, b] berechnet werden, um die Galerkinmatrix des Doppelschicht-
potentials zu erhalten.

5.4.3 exakte rechte Seite

Unter Verwendung der Tatsache, dass die Integraloperatoren K und K’ adjungiert sind, kann man
die rechte Seite der Symm’schen Integralgleichung exakt berechnen.

Wir betrachten die rechte Seite

= ((K + 3)g, ¥n)r.

1y, sei — wie schon zu Beginn dieses Abschnitts — ein stiickweises Polynom in der Bogenlinge vom
Grad N

Ynlr; = nov(s Z)\gsz fiir s € [-1;1],

wobei v : [-1;1] — T} die Parametrisierung aus Gleichung (5.17) ist.

Wendet man Satz 2.29 an, so kann man vom Doppelschichtpotential zu dessen Adjungierter iibergehen

= (K +3)g,¥n)r = (g, (K" + H)vn)r,

wobei sich das adjungierte Doppelschichtpotential darstellen ldsst als

(Kono)i= 5 [ ot T2 as,

Fiir jedes Element T; = [a,b] der Partition 7 muss also

1 /

§/T]g ) dsy + /Fg(a:)(K Unlry) (x) dsg

1

- ) ds, (& "

2/T]9 )y () ds +Tkz[£’b]/ "“Yp|1y) (x) ds
TyeTy,

berechnet werden.

Wir betrachten zunéchst das erste Integral

! 1 _Llb—algsy [t
o Js@miise=g [ owrnrise=gE5S N [ Salonano) as

J

DO |

Hierfiir kann man die iibliche Gauss-Quadraturformel benutzen, d.h

3 | s >dsx—1'b‘“'ZMszs 9(3fap(50)) ds.

J =0 =1
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Fiir das zweite Integral berechnen wir zunéichst das Doppelschichtpotential fiir ein Element T = [a, D]

1

, 1 (@ —yve) , 1 |b—al & ol = (), va)
(K"bljasy) (@) = ~ 5= /[a’b}wy)?_yp sy =g N | s

Mit d:=b—aund c:=a+ b — 2z gilt
1 2 1 2 1
‘x—yP:‘x—g(a—Fb—i—s(b—a))‘ :Z‘2x—a—b—s(b—a)‘ :Z\ds—cP

1
= 7 (ld%s? = 2s(c,d) + |ef?).

Die Diskriminante lautet A := 4(c, d)? — 4|c|*|d|?. Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt stets
A < 0 und es miissen daher nur zwei Fille unterschieden werden:

A=0sD:=/[d?c? - (c,d2=0
A<0eD>0

1. Fall: D > 0. Fiir den Integranden gilt

sl o Hds—cw)
|z —(s)]? |d[?s? = 2(c, d)s + |c[?
_ 2SZ <d7 VI>S — <Cv Vw>
|d|?s? — 2{c,d)s + |c|?
8€+1 l

S
- 2 €T 9
252 — 2(c,d)s + |c|2 e >|d|2s2 —2(c,d)s + |c]?

= 2<d7 v ac>
also insgesamt mit der Funktion G aus Lemma 5.1

Ko@) = =2 S () . o) .
T o T T a2 =20, dys + 2 T (d)2s? — 2(c, s + |cf?

M
= _%V) — (1| Z )\é<<d7 V:E>G(€ + 17 d7 _C) - <C7 V$>G(£’ d’ _C)) :
(=0

2. Fall: D =0.

2.1 Fall: |¢| < |d|. In diesem Fall gibt es ein s € [—1;1], sodass |¢|] = |s| |d|. Dies ist gleichbe-
deutend mit der Aussage, dass es ein s € [—1;1] gibt, dass 22 —a — b = s(b — a) gilt. Durch eine
Aquivalenzumformung erhilt man die Existenz eines s € [—1;1] mit z = %(a +b+s(b— a)). Das ist
wiederum dquivalent zur Aussage, dass = im Intervall [a, b] liegen muss. Fiir y € [a,b], x # y ist dann
der Vektor x — y parallel zu b — a, also orthogonal zur Normalen v,.. Damit verschwindet der Zéahler
des Integranden, d.h.

(K'Yn]jap) () = 0.

2.2 Fall: |c| > |d].
Die Idee fiir diesen Fall ist es, v, in einen tangentialen und einen normalen Anteil beziiglich x — y
aufzuteilen, d.h.

vy =T+ N mit N:duy:a(b2_a2 >, T =f(x—y)=06(b—a).
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Nach Voraussetzung existiert fiir jedes y € [a, b] ein u # 0 mit u(z —y) = d, da = € ab\[a,b]. Aufgrund
der Orthogonalitéit (insb. der linearen Unabhéngigkeit) von (be —ag, a1 —b1) und d = (by — a1, by — az)
existieren «, § € R mit

a4 ) - ()

Im Fall dy = 0 erhalten wir % = f[dy, also

09 _ 09dy 09dy

oldy — Pldi  [ofld*’

8=

denn aus d # 0 und dy = 0 folgt dy # 0.
Im Fall dy # 0 erhalten wir zunéchst aus der ersten Zeile

09 1 09
2] Bdi + ady, also « ph <|D| ﬁdl)

Nun lautet die zweite Zeile

—01 dy /09 d109 d% d%—i—d% d109
—— =fBdy —ad; =8dy — —(—= —(3d;) =Bdy — —= + 83— = -
] = 0~ ady = s = T (£ - 0] = e — G+ 0 =PGS0
B W_Ch%
dy  doo|’

und wir erhalten fiir 3 die Gleichung

5= 2(‘1132 B 0_1) B &(dlaZ —Uldz) _di0g —dpdy (d, (02, —01))  (d,vy)
[dP? \dao] o]/ [d)? da[0| PRl Pl

die sich auch mit dem Fall ds = 0 vertrigt. Fiir y € [a, b] gilt nun
(x—ym)=(@—y,(T+N))=(z—y,T) =0z —-yd =PBu(z—y,z—y)
= 5/”’ "T - y‘27

was das Problem darauf eingrenzt, fiir jedes y den Skalar p = p(y) zu bestimmen und die so erhaltene
Funktion p iiber [a,b] zu integrieren. Es gilt pu(z — y) = d, also auch komponentenweise aufaddiert

di +dy = p{wy — y1 + x2 — Y2}

1
= u§{2x1 — (a1 + b1+ s(by — al)) + 2x9 — (CLQ + by + S(bg — ag))}

1 1
= ,ui{ —c1 —sdy — ¢y — sdy} = —5{61 + ca 4 s(dy + da) i,

also
dy + d
$)) = —2 .
'u(/}/( )) c1+co+ S(d1 + dg)
Wir setzen nun die neu gewonnenen Erkenntnisse in die Formel fiir das adjungierte Doppelschichtpo-
tential ein:

M
1 |d| /1 £< (d,vz) dy 4 do >
S E:/\ -2 d
om 2 & )7 A2 it e ts(di+da))

Y4
M
(d,vy) /1 ) di + do
_ ST ds.
) et s(dtda)
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Wir betrachten nun folgendes Integral

1
b?’L
Jn:/ 5 ds,
_1a+bs

das sich mit ¢ = a + bs wie folgt schreibt
1 a+b b (t_a) n
b Jas t

a+b _\n
1/ (t ta) b

b a—b

In

Unter Verwendung des binomischen Lehrsatzes ergibt das

n a+b 1 n—1 n )
-1 - PRV
/a_b t dt—l_b"Z(i)( a)/a

a+b

—b

t=a-+b

t=a—b

)
M 1
<d7 Vx> / Vi dl +d2
= E by d
27|d| ¢ 18 c1 + co + s(dy + da) s

)
) [owt] o 5 (e [
)

(=) gl LS ()l

/=0 -
_ <d,Vx> ﬁ/[:/\ [(_ Cl+62>élog (cl+d1+62+d2)
27T‘d‘ — ¢ dy + do (Cl —dy +cg — dg)

1

n—i __ (CL o b)n—z

n—1

l—i

Vdv) S [ ate ' (bb) — (o1 + )
~ 27|d] ;AZK d1+d2> o (a1 +a2) — (z1 + 22)
L Elg, Z
" (dy + da)* Z <i>(_cl - )

wegen

2bj — 2.%']' =

5= (! e +ditea+de) Tt —(e1 —dy + g —do) Tl
(—c1 —c2)
=0

(5.39)
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Nun wenden wir uns wieder dem Integral

/ 9(@) (K'Yplja) (%) dsg
[a,b]

zu. Hier kénnten wegen des logarithmischen Terms im adjungierten Doppelschichtpotential Probleme

auftreten. Daher unterscheiden wir folgende Fille:

1. Fall: b # a und b # a.

Das bedeutet, dass sich die Intervalle [a,b] und [a, b] nicht beriihren. In diesem Fall treten keine
Probleme auf, da die Integrationsvariable von a und b weg ist. Man kann also eine Gauss-Quadratur

verwenden.

2. Fall: b =a oder b= a.
2.1. Fall: D =0.
Auch hier treten keine Probleme auf, da der Integrand 0 ist.

2.2. Fall: D > 0.
Zu berechnen ist in diesem Fall

/ _@
/[a’b] (K" Ynlap) (x) dsy = Z/\ /

—0 [a, b]

Fiir £ = 0 berechnet man [ g(z)G(k,-,-) ds, ohne Problem. Fiir k > 1 treten allerdings Terme der

Form
[ s@letdds= [ gl)togl20s - w)lds,
[a,b] [a,b]
und
/ g(z)|c —d| ds, = / g(z)log |2(a — x)|ds,
[a,b] a,
auf.

2.2.1. Fall: a = b.
Der problematische Term ist hier

/ g(z)log |x — alds,.
[a,0]

( (d, )G+ 1,d, —¢) — (e, v:)G(¢, d, —c)) ds,.

Wir betrachten die Parametrisierung 4 : [0,1] — [a,b],s +— a + s(b — a) und erhalten

/ <>1og|x—a|dsm—|b—a|/ }) log|a + s(b — a) — a| ds
[a,b]

1
=\b—a\/0 9(3(s)) log |(s — 1)(b — a)| s

1
:\b—a\/o 9(%(s)) (log(1 — s) + log |b — a|) ds

1

=|b—q| ; 9(% ())log(l—s)ds—i-\b—a\/
1

(s))log|b — a|ds

=lb—af [ g(5(1—1)) logtdt+/ g(z)log |b — a ds,.

[a,b]
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Das Integral

1
/0 g(3(1 —t)) logtdt

kann mit einer Gauss-Quadratur zur Gewichtsfunktion w(t) = log(t) berechnet werden. Solche Qua-
draturformeln sind beispielsweise in Biichern wie SECREST-STROUD oder ABRAMOWITZ tabelliert.
Alle iibrigen Integrale kénnen mittels der iiblichen Gauss-Quadratur approximiert werden.

2.2.2. Fall: b = a.
Analog zum Fall 2.2.1. kann man das Probleme machende Integral umformen

1
/ g(m)log|:1:—b|dsx:|b—a|/ 9(3(s) logsds—l—/ g(z)log [b — al ds.
[a,b] 0 [a,b]

und alle auftretenden Integrale wie oben beschrieben berechnen.

5.5 Fehlerschitzer

Fiir die in den Kapiteln 3 und 4 vorgestellten Fehlerschétzer werden hier mdogliche Berechnungen
gezeigt und die zugehorigen MATLAB-Codes angefiihrt.

5.5.1 h — h/2-Schitzer

Wie in Algorithmus 4.6 vorgestellt bendtigt man fiir die Berechnung der h — h/ 2-Fehlerschétzer
e und 7p aus Abschnitt 4.2 auch die Losung des Gleichungssystems der feineren Partition 7;. Die
Steifigkeitsmatrix A € RN?N und rechte Seite b € RY werden berechnet durch

~ ~

Ajp = (Vxg,xg)r b = (K + %),ij>r fiir alle 7, Ty, € 7y

Durch Losen des linearen Gleichungssystems A% = b erhilt man den Losungsvektor 7 € RY. Bei
uniformer Verfeinerung des Netzes 7, entstehen aus einem Element 7' der groben Partition zwei
Elemente T} und 75 in 7;, beim Ubergang von 7; zu 7y wird durch die Nebenbedingungen eine
Gleichheit der Losungen auf den Elementen T und T, erzwungen, und x und Z haben diesselbe
Lénge.

Daher kann 7, berechnet werden durch

n; = (E—a:) E(E—w)
Dieser Fehlerschéitzer kann als Indikator fiir den Abbruch des Algorithmus herangezogen werden, doch

fiir eine Steuerung des Verfeinerungsalgorithmus ist er nicht geeignet, da er nicht lokal ist. Fiir diesen
Zweck verwendet man daher yi, da er den Fehler in der L?-Norm schiitzt. Fiir p; berechne man

pi =" pe(T)? mit pg(T)? = hy(7 —z)”.
TeT,

Auf analoge Weise kann man auch iy und 7, aus Kapitel 4.4 ermitteln.
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5.5.2 Residualschitzer

Ein Nachteil des residualen Fehlerschitzers ist seine im Vergleich zu den h — h/2-Fehlerschétzern sehr
aufwindige Implementierung, auf die wir nun naher eingehen wollen:

Wir betrachten fiir T = [a, b] die Parametrisierung aus Gleichung (5.17).
Der Residualschétzer lédsst sich damit darstellen als

o 12 p |2 /12
o= Hhé 1y L2r) j%;_lhTHRZHH

ZhT/ V() da.

TeT,

Fiir ein Element 7' = [a, b] erhélt man also den lokalen Beitrag

0(T) = |b—|“’"/ (Bi(ve®))

Approximation des Integrals mittels Gaussquadratur der Ordnung p liefert

—_a?2 2
o0~ P S (R ()

m=1

Man méchte also R, fiir gewisse, fixe 5, = y7(sp,) berechnen. Dazu wird zunéchst R(z) an der Stelle
S, ausgewertet:

Ry(z) = (K + ) go(z) — VOy(2)

Fiir das Doppelschichtpotential erhélt man mit 7' = [a, b] Folgendes:
(K + 3)ge()
1 Yy—,n 1
=5 /F Mgz(y) dsy + 59(x)

2m !w - y!2
x,ny> 1
TeT, y

Ib—al Ha+b+tb—a)) —x,n,) .
_7;-[ / =5 (a+b+t(b- ))|2yg(%(a+b+t(b—a))>dt+§gg(a:).

ge(z) = Iyg(zx) ist die nodale Interpolation von g(z), also stiickweise affin. Deshalb gilt

9(6) —g(a) _ ge(x) —g(a)
|6 —q |z — q

und nach Umformen

|z — a
b — al

gu(@) = e (9(6) — 9(@)) + g(a)

und

ge (% (a+b+tb— a))) = %(g(a) +g(b) +t(g(b) — g(a)))-
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Wir setzen nun

p:=3(b—a)
g=1(a+b)—=x
p:=g(b) —g(a)
q:=g(a) +g(b)

und erhalten so mit n, = n auf [a,b].
(K + 5)ge(x)
:Z \b—all/ (p,n)t + (g, n) - (pt + )dt+;"§:z"(g(b)—g(a))+g(a).

242 2
tez, Am 2 P+ 2(p,a)t + al

Zum Losen des Integrals wird die Funktion G' aus Kapitel 5.2. verwendet

(K + 3)g¢(2)
_ TE; lb—d| = (B(p.m)G(2.p,0) + (a(p.m) + Bla,n)) G(L,p. ) + g, m)G(0,p.q) )
= z,’ (9(6) — 9(a) + g(a).

n ist der duere Normalenvektoren in y-Richtung, d.h. es gilt n L (b — a) und somit n L p. Damit
erhélt man den vereinfachten Ausdruck

(1 + D) = 3~ ) (61p.0) +46(0.0.0) + 57— (0) ~ o) + 90

81
TeT,

Fiir das Einfachschichtpotential berechnet man fiir 7' = [a,b] mit der Parametrisierung ~ aus Glei-
chung (5.17)

~ 1 ~
Voy(x) = —— / Py(y)log |z —y| dsy

Z /(IDg )log |z — y|? ds,

TET

= |b—a| a—l—b—l—t(b—a )log‘gj—<%(a—|—b—|—t(b—a))>‘2dt.

TETZ

Es sei hier wiederum

p:=3(b—a)
g=1(a+b)—=x

(T)g = Z rrXT-

TeT,

Daraus folgt mit der Funktion L aus Kapitel 5.2

V%()——LZ“)—&' 11 t2p2 4 2t 2) dt
o(z) = el Ip|” + 2t(p, q) + |q|

1
= _8_7-( Z |b — (I|5L'T L(O,p, Q)‘

TeT,
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Man hat also einen Vektor § der Linge p und einen Vektor R,(5) derselben Linge, der das Residuum
an den Stellen 3,,, enthélt.

Um das Verfahren der dividierten Differenzen anwenden zu kénnen, das ein durch die vorher be-
stimmten Punkte (§m, Rg(Em)) gehendes Polynom berechnet, miissen die zu den auf einer Geraden
liegenden Punkten §,, zugehorigen Parameter t,, gefunden werden. Sei also 7, L (a0 — [-1,1],
x — Y Y(x) = t die Umkehrabbildung von ~r, so gilt

2§g—a—b:t5(b—a).

Die polynomiale Approximation Ry o ypr ~ r; € PP([—1,1]) hat dann folgende Darstellung in der
Newton-Basis

D Jj—1
re(s) = >0 [T (s — ),
j=1 k=1

wobei die Koeffizienten \; mittels des Verfahrens der dividierten Differenzen bestimmt werden. Nun
kann auch die Ableitung dieses Polynoms berechnet werden

) j—1j-1
i) = >N (X [T —t)
j=2 i=1 k=1
k#i
p—1 Jj J
=> Aj+1<z 116~ tk))
j=1 i=1 i;}

Zusammenfassend wird also zuerst Ry(x) an den Stellen 5, = 7(s,,) berechnet und ein durch diese
Punkte gehendes Interpolationspolynom bestimmt, dessen Ableitung errechnet werden kann. Insge-
samt erhélt man so mit (R, o ’yT(s))/ ~ r)(s)

2
Ry ~ = a,ré(s)

und damit fiir den Fehlerschétzer

Q? = Z Q%,T

TeT,

mit

of :!b—alziw (72 ro(s )>2:2§p:w (Fy(sm))?
0T 2 m ’b_a’ \°m m\!'¢\°m .

Dies ist der Code zur Berechnung des Residualfehlerschétzers g%:

function val = residual_error_estimator(elements,coordinates,x_tilde,p)

% input: ’elements’, ’coordinates’, discrete solution ’x_tilde’,
% order for gauss quadrature ’p’

N = size(elements,1);
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[nodes, weights] = gauss(p);

% Rh is a vector of length p containing the residual
% Rh(x) = (K+1/2)g_\ell(x)-V\Phi_tilde(x)
Rh = zeros(p,1);

% returnvalue, the error estimator is calculated for every element
val = zeros(N,1);

for m=1:N % loop runs through the elements
tmp = 0;
aa = coordinates(elements(m,1),:);
bb = coordinates(elements(m,2),:);
bbmaa = bb-aa;
trafo_nodes = 0.5%(ones(p,1)*(aat+bb)+nodes*(bbmaa)) ;

% the residual is evaluated at the parameterized gauss nodes
for ell=1:p %loop runs through the gauss nodes

x = trafo_nodes(ell,:);

Rh(ell) = residual(elements,coordinates,x_tilde,x,aa,bb);
end

lambda = div_diff (nodes,Rh);

for i=1:j
product = 1;
for k=[1:i-1,i+1:j]
product = product * (nodes(ell)-nodes(k));
end
sum = sum + product;
end
rh_prime = rh_prime+lambda(j+1)*sum;
end
tmp = tmp+weights(ell)*rh_prime~2;
end

val(m) = val(m) + 2*tmp;
end
T Toto s ToTo o ToTo o ToTo o ToTo o ToTo o ToTo o ToTo o o To o o To o o Jo T o o To o o To o o o Fo o o To o o To o o To o o o Fo o o To o o
function Rh = residual(elements,coordinates,x_tilde,x,aa,bb)

% input: ’elements’, ’coordinates’, discrete solution ’x_tilde’,
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yA evaluation point for residual ’x’, coordinates of the
% element, for which residual error is calculated ’[aa,bb]’

N = size(elements,1);

for i=1:N
a = coordinates(elements(i,1),:);
b = coordinates(elements(i,2),:);

% Kg_\ell
Rh = Rh + dlp(a,b,x);

% V\phi
Rh = Rh - x_tilde(i)*slp(a,b,x);
end

%h 1/2 g_\ell
Rh = Rh+0.5%( norm(x-aa)/norm(bb-aa)*(g(bb)-g(aa) )+g(aa));

end
Toto T To o fo S To o To o Voo To o Voo To o Jo To Fo o to o Fo o To o oo o To o Fo o Fo o Fo o oo o Fo foto o Fo o to o o o o Fo o Fo o o o Fo
function K_a_b = dlp(a,b,x)

q = 0.5%(at+b)-x;

p = 0.5%(b-a);

gp = g(b)-g(a);

gq = g(a)+g(b);

bma = b-a;

norm_bma = norm(bma) ;

n = [bma(2), -bma(l)]/norm_bma;
sc_g_n = q(1)*n(1)+q(2)*n(2);

K_a_b = -norm_bma*sc_q_n* ( gq*G(0,p,q) + gp*G(1,p,q) ) /(8*pi);
end
T ToTo s ToTo s ToTo o ToTo o To o o ToTo o ToTo o To T o o ToTo o ToTo o Jo T o o To o o To o o o Fo o o To o o Ta o o To o o o Fo o o To o o

function V_a_b = slp(a,b,x)

0.5%(a+b) -x;
0.5%(b-a);

q
p

V_a_b = -norm(b-a)*L(0,p,q) / (8xpi);

end
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5.5.3 Datenfehlerschitzer

Da die Ableitung von g im Allgemeinen nicht analytisch berechnet werden kann, wird der Datenfeh-
lerschéitzer (p approximativ ermittelt. Dazu wird die Funktion g durch eine polynomiale Funktion g
ersetzt, um die inverse Abschitzung aus Satz 3.4 anwenden zu konnen:

2
[t —mag |, = 12 = 10 ey = 26 = ) ey S Wi 76— 00 e

Mit T' = [a, b] erhilt man dann

[ =mog |, Zthg 9el| 72z,

=> h;l/T(g—gg) (t) dt

TeT,

1 b=
:Z|b—a|| a|/ —gz %a—i—b—l—t(b—a)))dt.

TeT,

Das Integral wird mittels Gaussquadratur berechnet

L2(F Z—ZZwZ[ ( a—I—b—I—tl(b—a)))—ge(%(a—I—b—l—ti(b—a)))r.

Die Gaussquadratur ist eine Interpolationsquadratur also gilt mit ¢ € [—1;1]

|n*a =)

Gla,b,t) = §(%(a+b+t(b— a))) - g( (a+b+tb— a)))

AuBlerdem ist g, = Iyg die nodale Interpolation von g, also ist gy|7 linear und es gilt

gela,b,t) = ge(3(a+ b+ 10— a)) ) = 3 (9(a) + g(b) + t(g(b) — 9(a) ).

Insgesamt muss also fiir alle T' € 7,

Gy = | - |

L2(T)

_‘Zwﬂ[< (a+b+t;(b— ))>_%<g(“)+g(b)+tj(g(b)_g(a))>r

berechnet werden. Durch Aufsummieren erhilt man schlussendlich

= > (T

TeT,

Dies ist der Code zur Berechnung des Datenfehlerschétzers Cg:

function val = zeta_ell(coordinates,elements)

% Number of quadrature points
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NOQP = 2;
[gauss_weights,gauss_nodes] = gauss(NOQP) ;

for i = 1:length(elements)
a = coordinates(elements(i,1),:);
b = coordinates(elements(i,2),:);
ga = g(a);
gb = g(b);

g_ell= zeros(NOQP,1);
g_tilde = zeros(NOQP,1);
for j=1:NOQP
g_ell(j) = 0.5% (gat+gb+gauss_nodes(j)*(gb-ga) );
g_tilde(j) = g( 0.5*(atb+gauss_nodes(j)*(b-a)) );
val(i) = val(i) + gauss_weights(j)* ( g_tilde(j)-g_ell(j) )"2;
end
val(i) = val(i)*0.5;
end
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Kapitel 6

Anderungen im Fall d = 3

In diesem Abschnitt wird beschrieben, was sich fiir den Fall d = 3 veréndert. Die iibrigen Resultate

konnen wie in den vorigen Kapiteln beschrieben iibernommen werden.

6.1 Die Randelementmethode

Definition 2.1 Die Fundamentallisung des Laplaceoperators ist fir z € R3 durch

G(z) = =

T i I2|
gegeben.

Das Einfachschichtpotential hat fiir d = 3 andere Eigenschaften:

Die Elliptizitdt von V erhélt man auch ohne einer Voraussetzung an die logarithmische Kapazitét

bzw. an das Gebiet Q:

Satz 2.24 Fiir das Einfachschichtpotential V : H=Y/2+$(T') — HY2+3(T), |s| < 1 gilt: V ist H~Y/2(T)-

elliptisch, d.h es gibt eine so genannte Elliptizitdtskonstante vy > 0 mit
(V,6) = W 18l 1/ory fiir alle ¢ € HZV2(T).

Somit ist V' stets invertierbar.

Die beiden folgenden Sitze gelten daher ohne zuséitzliche Voraussetzungen:

Satz 2.26 Fir das Newtonpotential (N1f)(z), v € T, gilt stets die Darstellung

M) = (= 5+ KV (Nof) @),

O

Satz 2.28 Fiir das Doppelschichtpotential K : HY/?+5(T') — HY*T(T), |s| < § gilt: K + 3 ist eine

Kontraktion beziiglich der auf HY/?(T) dquivalenten Norm lgll?, - == (Vg,9).

O
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Um eine Triangulierung 7, deﬁn/i\eren zu konnen, wurde vorausgesetzt, dass jedes Element T € 7
das Bild eines Referenzelements T unter einer reguléren Abbildung ist. Die Definition einer reguléren
Abbildung lief3 sich aber fiir den zweidimensionalen Fall vereinfachen. Allgemein gilt:

Definition 2.31 Unter einer reguliren Abbildung vyr versteht man eine Abbildung, fir die die zu-
gehorige Jacobimatriz Jr die Bedingung

0 < Amin < inf  inf (Jp(Z)v, Jr(Z)v) < sup sup (Jr(Z)v, J7(Z)v) < Apax < 00
2T B sl pl.
vii= v||=1

erfillt.

Die Regularitét einer Triangulierung bedarf ebenfalls einer allgemeineren Beschreibung, da bei Ran-
delementen im R — Dreiecke oder Vierecke — mehrere Moglichkeiten einer Beriihrung zweier Nach-
barn bestehen.

Definition 2.33 Man nennt eine Partition T, requldr, falls:

(i) Der Schnittpunkt des Abschlusses zweier verschiedener Elemente T,T' € T, entweder leer, ein
gemeinsamer Punkt oder eine gemeinsame Kante ist.

(ii) Liegt im Schnitt eine gemeinsame Kante e = T NT' vor, so stimmen die Parametrisierungen
entlang der Kante tberein. Das heifst

Yrle = v ° Brorle

ist mit einer geeigneten affinen Bijektion Bp T-T erfillt.

6.2 Adaptiver Algorithmus mit residualem Fehlerschitzer

Fiir den Beweis der Zuverlissigkeit des Residualschétzers werden Satz 3.2, Korollar 3.3 und Satz 3.4
verwendet. Da diese nur fiir d = 2 giiltig sind, ist der Beweis in dieser Form nur im R? méglich. Trotz-
dem lésst sich die Zuverléssigkeit auch fiir den dreidimensionalen Fall zeigen — siehe CARSTENSEN,
MAISCHAK, STEPHAN 2001 [7].

Auch die Konstruktion des Datenfehlerschéitzers stiitzt sich auf Satz 3.2 und ist daher speziell auf
den Fall d = 2 ausgerichtet. Es bleibt an dieser Stelle offen, wie eine geeignete Approximation g, zu
wéahlen ist.

Abschnitt 3.6 zur Konvergenz des adaptiven Algorithmus gilt fiir das ungestorte Verfahren, d.h g = gy,
und isotrope Netzverfeinerung unveréndert.

6.3 Adaptiver Algorithmus mit h — h/2- Fehlerschitzer

Sowohl die h — h/2-Fehlerschétzer fiir das ungestorte als auch das gestorte Verfahren werden fiir
d = 3 identisch definiert und haben dieselben Eigenschaften (Effizienz, Zuverldssigkeit unter der
Saturationsannahme und Aquivalenz). Vergleiche dazu FERRAZ-LEITE/PRAETORIUS 2007 [12].
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Kapitel 7

Numerische Experimente

In diesem Abschnitt wird das Verhalten der in Kapitel 3 und 4 eingefiihrten Fehlerschéitzer an Hand
von drei Testbeispielen untersucht. Wir gehen dazu vom Laplaceproblem
Au=0 1in Q

7.1
u=g¢g aufl (7.1)

mit gegebenen Dirichletdaten g aus. Dieses Problem ist dquivalent zur Symmschen Integralgleichung
Vo= (K + %)g Die exakte Losung ¢ ist dann die Normalenableitung ¢ = g—z von u am Rand I'.

Der Fehler in der Energienorm zwischen der kontinuierlichen Losung ¢ des ungestérten Problems und
der Approximation ®, erfiillt

llo—@ell* = 1o — @]|” + [| @ — @]
und kann unter Einsatz der Galerkinorthogonalitit dargestellt werden als

ll = @ell* = Ml = N2ell” + N @e = el|* = [[6]I" — 22 Be) + el

Die unbekannte Energienorm m(bm wird geschéitzt. Dazu wird eine Folge von Energien ‘H‘I’gHF bei

uniformer Netzverfeinerung erzeugt und mittels Aitkenschem A?-Verfahren die exakte Energie !H(bHF
extrapoliert.

In Korollar 3.11 wurde die Beschrianktheit von x(7;) bewiesen, unter der Voraussetzung, dass eine
erweiterte Markierungsstrategie zur Steuerung des adaptiven Algorithmus verwendet wird. Das soll
mit Hilfe von numerischen Experimenten bestétigt werden.

Aufgrund von Rechenfehlern wichst die Konditionszahl der Steifigkeitsmatrix A im Laufe des Verfah-
rens stark an, sodass ein sinnvolles Losen des linearen Gleichungssystems Az = b nicht mehr moglich
ist. Aus diesem Grund wird A vorkonditioniert. Eine Verringerung der Konditionszahl wird numerisch
untersucht.

7.1 Laplaceproblem am Quadrat

Im ersten numerischen Beispiel betrachten wir das Laplaceproblem (7.1) auf dem Quadrat =
(0,0.5)? mit der exakten Losung u(z,y) = sinh(27x) cos(27y) und losen die dquivalente Symmsche
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Abbildung 7.1: Exakte Dirichletdaten des Laplaceproblems 7.1 iiber der Bogenlinge s € [0, 2], wobei
s € {0,2} gerade dem Nullpunkt (0,0) € R? entspricht.
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Abbildung 7.2: Exakte Losung des Laplaceproblems 7.1 iiber der Bogenlinge s € [0, 2], wobei s € {0, 2}
gerade dem Nullpunkt (0,0) € R? entspricht.

Integralgleichung V¢ = (K + %) g mit g = u|p. Die Dirichletdaten g € HY?(T') sind in Abbildung
7.1 iiber der Bogenlinge 0 < s < 2 dargestellt, wobei s € {0,2} gerade dem Nullpunkt (0,0) € R?
entspricht.

Die exakte Losung der Symmschen Integralgleichung ¢ = % ist dann auf jedem affinen Randstiick

glatt und lésst sich schreiben in der Form

cosh(27z) cos(2my)
day) =2m (— sinh(27z) sin(27§ly)> (@, y)

mit dem duBeren Normalenvektor n(z,y). Zur Veranschaulichung ist ¢ dargestellt in Abbildung 7.2.

Es ist zu beachten, dass es ist nicht moglich ist, das Einheitsquadrat fiir die Berechnungen heranzu-
ziehen, da fiir den Durchmesser des Gebiets diam({2) < 1 gelten muss, um die Elliptizitéit des Einfach-
schichtpotentials zu garantieren. Das skalierte Quadrat 2 erfiillt gerade diam(Q) = v/2/2 ~ 0.7071 < 1
Das verwendete Startnetz 7y mit Ny = 4 Elementen ist in Abbildung 7.3 zu sehen.
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Abbildung 7.3: Startnetz 7y mit Ny = 4 Elementen des Laplaceproblems 7.1.

Die approximative Berechnung der Energienorm der exakten, kontinuierlichen Losung mittels Aitken-
scher A2-Methode liefert ||¢[|” = 81.072404842406.

Die experimentelle Konvergenzrate o, wird aus dem exakten Fehler e; in der Energienorm und der
Anzahl der Elemente N, einer Partition 7, mit dem Ansatz e, = CN, “ und N; = card(7;) bestimmt,
d.h.

€e—1

log(=+)

e
log(—-*)

Qy =

Die Energienorm des Fehlers e, ist bekannt.

Zunichst wird die Rechnung mit exakter rechter Seite durchgefiihrt. Tabelle 7.1 zeigt die Anzahl der
Elemente Ny, den Fehler e, die experimentelle Konvergenzrate ay und die Fehlerschétzer

or = [l (K + 39 = Vo) [|ary, me= 0 (@e = @)oo= 1% — ]|

bei uniformer Verfeinerung. In Tabelle 7.2 sind dieselben Groflen fiir einen gg-adaptiven Algorithmus
aufgelistet.
Der exakte Fehler wird mittels

et = [lo = @ell* = o]l - l|2[I*

bestimmt. Da die Lésung ¢ eine glatte Funktion ist, ergibt die experimentelle Konvergenzrate sowohl
bei uniformer als auch bei adaptiver Verfeinerung o = % Dies wird nochmals verdeutlicht durch die
Abbildung 7.4, die ebenfalls den exakten Fehler und die Fehlerschétzer fiir uniforme bzw. adaptive
Verfeinerung enthélt.

Nun losen wir das Laplaceproblem 7.1 mit approximierter rechter Seite, das heiffit approximierten
Dirichletdaten. Der Fehler des gestorten Verfahrens wird mittels

et = 1o = ell” = loll” - 2®e, @) + |||

berechnet.
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Ny | |le—@ef| | e e He 00

4 8.336¢ — 8.064 1.855 9.1219

8 2.109¢ 1.98 | 1.979q 5.049 2.274

16 7.266_1 1.54 | 6.815_1 | 1.807¢ | 7.816_1
32 2.519_4 1.53 | 2.359_1 | 6.363_1 | 2.851_4
64 8.853_9 1.51 | 8.283_9 | 2.245_1 | 1.045_4
128 3.125_9 1.50 | 2.923_9 | 7.932_5 | 3.778_9
256 1.104_5 1.50 | 1.033_5 | 2.804_5 | 1.352_9
512 3.903_3 1.50 | 3.651_3 | 9.912_35 | 4.811_3
1024 1.380_3 1.50 | 1.291_3 | 3.504_3 | 1.706_3
2048 4.879_4 1.50 | 4.879_4 | 1.239_3 | 6.043_4

Tabelle 7.1: Fehler H!qﬁ — <I>gm und Fehlerschétzer g, oy, ¢ sowie experimentelle Konvergenzrate oy
des Fehlers fiir eine uniforme Netzfolge im Laplaceproblem 7.1 mit exakter rechter Seite.

Ny | o —@ef| | ul the 01
4 8.336¢ — 8.064¢ 1.855; 9.121¢
7 2.199, 2.38 | 2.069q 5.286 2.396¢

9 9.842_1 | 3.20 | 9.350_1 | 2.403¢ 1.285¢
12 7.463-1 | 0.96 | 7.000_; | 1.851p | 8.337_1
16 4.189_1 | 2.01 | 3.902_; | 1.011y | 5.229_4
20 25871 | 2.16 | 2.422_;1 | 6.528_71 | 3.286_1
26 1.527_; | 2.01 | 1.432_; | 3.737_1 | 1.888_1
34 1.009_; | 1.54 | 9.415_o | 2.514_1 | 1.254_4
44 6.702_o | 1.59 | 6.272_9 | 1.655_1 | 8.482_3
56 4.044_5 | 2.09 | 3.786_o | 1.017_1 | 5.115_9
70 3.337_2 | 0.86 | 3.123_2 | 8.429_5 | 4.059_2
88 21932 | 1.83 | 2.053_2 | 5.518_2 | 2.695_2
110 1.412_9 | 1.97 | 1.320_o | 3.557_o | 1.742_,
138 1.176_o | 0.81 | 1.100_2 | 2.980—2 | 1.451_o
173 T.075_3 | 1.83 | 7.278_5 | 1.962_9 | 9.744_3
217 5.069_3 | 1.89 | 4.744_3 | 1.281_5 | 6.263_3
272 4.223_5 | 0.81 | 3.951_3 | 1.070_o | 5.217_3
340 2.866_3 | 1.74 | 2.681_3 | 7.240_3 | 3.554_3
426 1.835_3 | 1.98 | 1.717_5 | 4.649_3 | 2.280_3
533 1.503_3 | 0.89 | 1.406_3 | 3.812_3 | 1.870_3
667 1.043_3 | 1.63 | 9.754_4 | 2.643_3 | 1.292_3
834 6.602_4 | 2.04 | 6.176_4 | 1.674_3 | 8.184_4

1043 | 5.425_4 | 0.87 | 5.074_4 | 1.375_3 | 6.726_4
1304 | 3.857_4 | 1.52 | 3.608_4 | 9.785_4 | 4.789_4
1630 | 2.409_4 | 2.07 | 2.254_4 | 6.112_4 | 2.997_4
2038 | 1.948_4 | 092 | 1.823_4 | 4.946_4 | 2.416_4
2562 | 1.426_4 | 1.31 | 1.334_4 | 3.618_4 | 1.768_4
3190 | 8.874_5 | 1.88 | 8.301_5 | 2.251_4 | 1.101_4

Tabelle 7.2: Fehler H!qﬁ — <I>gm und Fehlerschétzer g, oy, ¢ sowie experimentelle Konvergenzrate oy
des Fehlers fiir eine ps-adaptive Netzfolge im Laplaceproblem 7.1 mit exakter rechter Seite.
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Abbildung 7.4: Fehler qu — <I>gm und Fehlerschétzer iy, og, n¢ fiir eine uniforme und eine gg-adaptive
Netzfolge im Laplaceproblem 7.1 mit exakter rechter Seite.

10 . . .
10" 4
10° 4
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Abbildung 7.5: Fehler |H¢ — CTU!H und Fehlerschétzer (p, (ﬁf + ng) 1/2, (ﬁf + sz)l/z, (@2 + sz)lp fiir

eine uniforme und eine (@2 + ng) / 2-adaptive Netzfolge im Laplaceproblem 7.1 mit gestorter rechter
Seite.
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Ne | lo—®el| | e | ¢ | @+ | @+ @2+
4 9.936 — 2.795¢ 9.198 1.1324 6.276¢
8 3.316¢ 1.98 1.048 2.632 4.051 1.971
16 1.113p 1.54 | 3.763_1 9.432_4 1.772¢ 7.67441
32 3.660_1 1.53 | 1.336_1 3.312_4 6.500_4 2.7231
64 1.208_1 1.51 | 4.727_9 1.178_4 2.307_4 9.592_5
128 4.015_9 1.50 | 1.672_5 4.188_5 8.142_5 3.380_9
256 1.346_9 1.50 | 5.910_3 1.486_9 2.873_9 1.193_9
512 4.552_3 1.50 | 2.090_3 5.263_3 1.015_9 4.212_3
1024 1.553_3 1.50 | 7.388_4 1.863_3 3.584_3 1.488_34
2048 5.352_4 1.50 | 2.612_4 6.589_4 1.267_3 5.260_4

Tabelle 7.3: Fehler !Hgb — &)gm und Fehlerschitzer (y, (77[2 + ng)lﬂ, (,1752 + (})1/2, (@2 + 452)1/2 sowie
experimentelle Konvergenzrate «y des Fehlers fiir eine uniforme Netzfolge im Laplaceproblem 7.1 mit
gestorter rechter Seite. Es bezeichnet Ny die Anzahl der Elemente in 7.

Ne | llo=@ell | oo | ¢ | @+ | @2+ | @)
4 9.936¢ — 2.795¢ 9.198¢ 1.132¢ 6.276¢

7 3.4079 2.38 | 1.048 2.735¢ 4.382 2.064,

9 1.717¢ 3.20 | 7.074_4 1.577, 2.773¢ 1.261¢

12 1.1419 0.96 | 3.908_1 9.943_1 1.832¢ 7.970_1
16 7.230_1 | 2.01 | 3.184_4 6.028_1 9.875_1 4.872_4
20 4.062_1 | 2.16 | 1.953_4 3.888_1 7.026_1 3.193_4
26 2.805_1 | 2.01 | 1.591_4 2.597_4 4.308_1 2.229_4
44 1.099_; | 1.59 | 6.935_2 1.112_4 1.876_ 9.583_2
56 7.397_5 | 2.09 | 4.709_4 7.156_9 1.193_4 6.267_9
70 4.820_2 | 0.86 | 3.120_2 5.172_9 9.081_9 4.443_9
88 34135 | 1.83 | 2.583_9 3.779_9 6.233_9 3.338_9
110 2.356_o | 1.97 | 1.720_9 2.484 o 4.101_9 2.209_9
138 1.583_9 | 0.81 | 1.112_4 1.837_9 3.202_9 1.571_9
174 1.102_o | 1.87 | 9.131_3 1.329_5 2.165_9 1.169_9
218 7.698_3 | 1.81 | 6.166_3 8.862_3 1.451_5 7.858_3
274 5.302_3 | 0.80 | 3.826_3 6.491_5 1.141_5 5.512_3
344 3.677_3 | 1.86 | 3.231_3 4.730_3 7.759_3 4.156_3
430 2.534_5 | 1.88 | 2.210_3 3.172_4 5.166_3 2.804_3
538 1.821_3 | 0.85 | 1.410_3 2.344_3 4.077_3 1.995_3
674 1.265_3 | 1.72 | 1.171_3 1.726_3 2.847_34 1.513_3
843 8.513_4 | 2.00 | 8.175_4 1.152_3 1.853_3 1.022_3
1054 | 6.266_4 | 0.86 | 5.235_4 8.479_4 1.461_35 7.263_4
1318 | 4.458_4 | 1.59 | 4.243_4 6.311_4 1.045_3 5.516_4
1648 | 2.961_4 | 2.02 | 3.028_4 4.231_4 6.759_4 3.760_4
2060 | 2.208_4 | 0.89 | 1.932_4 3.079_4 5.274_4 2.647_4
2576 | 1.637_¢ | 1.36 | 1.523_4 2.310_4 3.867_4 2.009_4

= . 9  n1/2 o on1/2 o o\1/2 .
Tabelle 7.4: Fehler m(b—(I)gm und Fehlerschétzer (g, (774 +CZ) , (,ué +CZ) , (gé +CZ) sowie expe-

rimentelle Konvergenzrate ay des Fehlers fiir eine (@2 + Cg)l/ 2-adaptive Netzfolge im Laplaceproblem
7.1 mit gestorter rechter Seite. Es bezeichnet N, die Anzahl der Elemente in 7.
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Abbildung 7.6: Ausschnitt der Folge von Partitionen, die durch (@2 + Cl?) Y 2—adaptive Verfeinerungen
im Laplaceproblem 7.1 hervorgeht.
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Abbildung 7.7: Ausschnitt der Folge von Partitionen, die durch (@2 + Q?) Y 2—adaptive Verfeinerungen
im Laplaceproblem 7.1 hervorgeht.
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Ne | llo =l | flo -l | < o | @+DT| | @)
1| 83360 | 0936, | 2795 | 9121, | 9198 | 8064y | 6276
7| 2199 | 3407, | 1048 | 2396, | 2735 | 2069 | 2064
9 | 9842, | 1717, | 7074, | 1285, | 1577 | 9.350_; |  1.261

12 7.463_4 1.141 3.908_1 | 8.337_4 9.943_ 7.000_1 7.970_1
16 4.189_4 7.230_; | 3.184_1 | 5.229_4 6.028_1 3.902_4 4.872_4
20 2.587_4 4.062_17 | 1.953_1 | 3.286_1 3.888_1 2.422_4 3.193_4
26 1.527_4 2.805-1 | 1.591_71 | 1.888_1 2.597_4 1.432_4 2.229_4
34 1.009_4 1.876_; | 1.048_1 | 1.254_4 1.621_4 9.415_4 1.409_4
44 6.702_9 1.099_1 | 6.935_o | 8.482_5 1.112_4 6.272_9 9.583_2
56 4.044_4 73972 | 4.709_2 | 5.115_9 7.156_2 3.786_2 6.267_2
70 3.337_2 4.820_2 | 3.120_2 | 4.059_9 5.172_9 3.123_9 4.443_»
88 2.193_9 34132 | 2.583_2 | 2.695_9 3.779_2 2.053_2 3.338_2
110 1.412_4 2.356_9 | 1.720_9 | 1.742_5 2.484_9 1.320_4 2.209_5
138 1.176_9 1.583_9 | 1.112_5 | 1.451_» 1.837_9 1.100_2 1.571_9
174 7.630_3 1.102_9 | 9.131_3 | 9.570_3 1.329_, 7.143_3 1.169_»
218 5.069_3 7.698_3 | 6.166_3 | 6.263_3 8.862_3 4.744_5 7.858_3
274 4.223_3 5.301_3 | 3.826_3 | 5.219_3 6.491_3 3.951_3 5.512_3
344 2.767_3 3.677_3 | 3.231_3 | 3.433_3 4.730_3 2.589_3 4.156_3
430 1.817_3 2.534_5 | 2.210_3 | 2.258_3 3.172_5 1.701_3 2.804_5
538 1.503_3 1.820_3 | 1.410_3 | 1.871_3 2.344_5 1.406_3 1.995_3
674 1.020_3 1.265_3 | 1.171_3 | 1.264_3 1.726_3 9.540_4 1.513_3
843 6.513_4 8.501_4 | 8.175_4 | 8.074_4 1.152_3 6.093_4 1.022_3
1054 | 5.372_4 6.251_4 | 5.235_4 | 6.661_4 8.479_4 5.025_4 7.263_4
1318 | 3.758_4 4.436_4 | 4.243_4 | 4.666_4 6.311_4 3.516_4 5.516_4
1648 | 2.371_4 2.927_4 | 3.028_4 | 2.950_4 4.231_4 2.218_4 3.760_4
2060 | 1.932_4 2.167_4 | 1.932_4 | 2.396_4 3.079_4 1.807_4 2.647_4
2576 | 1.399_4 1.580—4 | 1.523_4 | 1.735_4 2.310_4 1.309_4 2.009_4

Tabelle 7.5: Fehler m(b — (I>ZH, H(b— (T)gm sowie Fehlerschétzer (s, oy, (552 + sz)l/z, e, (ﬁf + sz)l/z fiir

eine (@2 + Cg)l/ Z—adaptive Netzfolge im Laplaceproblem 7.1 mit gestorter rechter Seite. Es bezeichnet
Ny die Anzahl der Elemente in 7.

Die Steuerung des adaptiven Algorithmus erfolgte mit wy = (g? + sz)l/ > und 0 = %.

Die in den Tabellen 7.3 und 7.4 angegebenen Grofien, das sind der Fehler |H¢— &)g m, die experimentelle
Konvergenzrate oy und die Fehlerschétzer

Co= 17" (9= 90) | oy

@2+ mit g = b (K + $)ge — V&),

(52 + )" mit fig = ||/ (B — @) | o oy

(2 +@)" mit i = || @~ @]
sind zur Veranschaulichung in Abbildung 7.5 in einem doppelt logarithmischen Diagramm dargestellt.

Der parallele Verlauf der Kurven des Fehlers mqﬁ—&)g m und des Gesamtfehlerschétzers wy = (5524—(@2) 1/2
lassen auf die Zuverldssigkeit und Effizienz des Fehlerschéitzers schlieflen.

)
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Abbildung 7.8: Fehler ‘Hqﬁ — @g‘” und Fehlerschitzer 7, oy fiir eine Berechnung mit exakter rechter
Seite und Fehler mqb — &)gm und Fehlerschétzer (p, (@2 + 43)1/27 (1752 + Cg)lﬂ fiir eine Berechnung mit

approximativer rechter Seite bei einem (552 + Cf)l/ 2—adaptiven Algorithmus des Laplaceproblems 7.1.
10° , , ,
10°F 9
— cond(A)

=

g | — cond(Ae)

% 10'F 9

g — cond(Adiag)

=

=i

2
10°F 4
10% 9
101 I I I

10° 10' ¥ 10° 10*

10
Anzahl der Elemente

Abbildung 7.9: Konditionszahlen der Steifigkeitsmatrix ohne Vorkonditionierung, mit zeilenfqui-

)1/2

librierter Vorkonditionierung und mit diagonaler Vorkonditionierung fiir eine (552 + ng -adaptive

Netzfolge im Laplaceproblem 7.1 tiber der Anzahl der Elemente.
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Ny | cond(A) | cond(Aeq) | cond(Agiag) Ny | k(Tp) %
4 1.3; 1.3 4 1.3 4 1 1
7 3.2; 2.5 2.2 7 2 2
9 1.1, 4.8 1 3.1 9 2 4
12 7.6 4.9 4 4.0 ¢ 12 2 2
16 2.79 1.0 o 5.6 1 16 2 4
20 2.29 1.0 o 6.9 1 20 2 4
26 6.19 2.0 o 9.6 1 26 2 4
34 5.09 2.1 9 1.2 5 34 2 4
44 1.9 4.3 9 1.7 9 44 2 8
56 1.45 4.3 9 2.1 9 56 2 8
70 1.03 4.1 9 2.5 9 70 2 4
88 3.53 8.5 9 34, 88 2 8
110 3.13 8.7 9 4.2 9 110 2 8
138 2.33 8.5 9 5.0 9 138 2 8
174 8.43 1.8 3 6.8 o 174 2 1
218 6.53 1.7 3 8.2 9 218 2 8
274 5.33 1.7 5 9.9 5 274 2 8
344 1.84 3.6 3 1.3 3 344 2 16
430 1.44 3.9 3 1.6 3 430 2 16
538 1.24 3.6 3 2.0 3 538 2 16
674 3.54 713 2.6 3 674 2 16
843 3.04 7.2 3 3.3 3 843 2 16
1054 2.54 7.2 3 3.8 3 1054 2 16
1318 7.84 1.4 4 513 1318 2 32
1648 6.74 1.5 4 6.2 3 1648 2 32
2060 4.94 1.4 4 753 2060 2 16
2576 1.65 2.9 4 9.9 3 2576 2 32
Tabelle 7.6: Konditionszahlen der Steifigkeitsmatrix ohne Tabelle 7.7: Anzahl der
Vorkonditionierung, mit zeilenéquilibrierter Vorkonditio- Elemente Ny in 7y, k(7y)
nierung und mit diagonaler Vorkonditionierung fiir eine und ﬁ bei Rechnung
(0f + 452)1/ 2—audauptive Netzfolge im Laplaceproblem 7.1. wie in Tabelle 7.6.

In Abbildung 7.6 ist ein Ausschnitt einer Folge von adaptiven Verfeinerungen iiber der Zahl der
Elemente der Partition 7, zu sehen. Man kann erkennen, dass, da die Funktion glatt ist, zu keiner
Stelle speziell verfeinert wird. Abbildung 7.7 stellt dieselbe Netzfolge iiber der Bogenlinge dar.

Zum besseren Vergleich der exakten und der approximativen Berechnung zeigt Abbildung 7.8 sowohl
den exakten Fehler mqb — <I>gm und die Fehlerschétzer

G = 1" (9= 90) |l oy
(@2 +)'"* mit g = ||y (K + 59 — V)|
72+ )" mit i = [~ 3|
fiir die approximierte rechte Seite als auch den exakten Fehler ||¢ — ®| und die Fehlerschéitzer

o= 12 (K + g = V) || ey = [1%e— @]
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fiir die exakte rechte Seite.

Die Steuerung des adaptiven Algorithmus erfolgte mittels w, = (552 + sz)l/ > und 0 = %. Man sieht,
dass sich die Fehler und auch Fehlerschitzer kaum unterscheiden. Aus diesem Grund enthilt Tabelle
7.5 die genauen Groflen der Fehler und der Fehlerschétzer.

Bei adaptiver Netzverfeinerung kann der Durchmesser der Elemente einer Partition sehr stark variieren
und die Steifigkeitsmatrix daher schlecht konditioniert sein. Aus diesem Grund wird vorkonditioniert.
Zu Losen ist das lineare Gleichungssystem Axz = b mit einer symmetrischen Matrix A.

Um gleichzeitig die Symmetrie zu erhalten und die Konditionszahl zu vermindern, wird stattdessen
das folgende dquivalente Gleichungssystem

D1/2AD1/2D_1/2$ _ D1/2b

betrachtet. Setzt man y := D~1/2z, muss also DY/2ADY2y = DY2p gelost und danach z = D/2y
berechnet werden. Die Matrix D ist eine Diagonalmatrix, deren Eintrdge die Reziprokwerten der
Diagonaleintrége von A sind, d.h. d;; = aj_jl. Zu Testzwecken wird auflerdem auch Zeilendquilibrierung
als Vorkonditionierung verwendet. Die Diagonalmatrix D enthé&lt in diesem Fall die Reziprokwerte
der Zeilensummen von A als Diagonaleintrége, d.h. d;; = (Z?:l |aij|)_1.

Die zeilendquilibrierte Vorkonditionierung liefert eine Verbesserung der Konditionszahl, gemessen in
der Zeilensummennorm sogar die optimale Verbesserung, die durch Multiplikation mit einer Diago-
nalmatrix erreicht werden kann.

Satz 7.1. (PLATO 2000 [16, Seite 79f]).
Sei Aeq € RVN*N eine regulire, zeilendquilibirierte Matriz, d.h. Z;VZI laijl, i« = 1,...,N. Fir jede
requldre Diagonalmatric D € RN*N gilt

condeg (Aeq) < condeg (D Acq). (7.2)

O

Die Arbeit von AINSWORTH/MCLEAN/TRAN 1999 [1] zeigt, dass es moglich ist mittels diagonaler
Vorkonditionierung beinahe dieselbe Konditionszahl fiir den adaptiven Algorithmus wie fiir uniforme
Verfeinerung zu erhalten.

Satz 7.2. (AINSWORTH/MCLEAN/TRAN 1999 [1, Theorem 2.1)).

Es bezeichnen cond(A) und cond(Agiag) die Konditionszahlen der Steifigheitsmatriz A € RN*N und
der diagonal vorkonditionierten Matriz Agiag € RN*N gemessen in der Spektralnorm | - ||2. Fiir hmax
gentigend klein gelten mit Konstanten Csgig, Caiag > 0

hmax 2
condy(A) < Caig N (14 | 10g(Nhmax)|) ( o ) (7.3)
und
1+l hmin
conda (Agiag) < CdiagN(l + | log(thin)D %. (7.4)

Die Konstanten Cgiig und Cgiag sind nur abhdngig von I'. ]



88

0.4

0.3r
0.2r

01t 15

-0.1r T

T3

_04 Il Il Il Il Il Il
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Abbildung 7.10: Startnetz 75 mit Ny = 8 Elementen des Laplaceproblems 7.2.

In Tabelle 7.6 und Abbildung 7.9 sieht man die Anzahl der Elemente N, und die Konditionszahlen
der unverdnderten Matrix A, der mittels Zeilenéquilibrierung vorkonditionierten Matrix Aeq und der

diagonal vorkonditionierten Matrix Agjag einer adaptiven Netzfolge. Die Konditionszahlen wurden
mit dem MATLAB-Befehl cond berechnet, der cond(A) = || Al|2||A~!||2 mittels Singulirwertzerlegung
bestimmt.

In Korollar 3.11 wurde bewiesen, dass k(7y), das ist der maximale Quotient der Netzweiten zwei-
er benachbarter Elemente, bei Anwendung einer erweiterten Markierungsstrategie (3.11) beschrinkt
bleibt. Das untermauern die Daten in Tabelle 7.7. Zum Vergleich ist in jedem Iterationsschritt auch
der maximale Quotient der lokalen Netzweiten aller, also nicht unbedingt benachbarter Elemente, d.h
%r“;ﬁ, angegeben.

7.2 Laplaceproblem am L-férmigen Gebiet

Im diesem Abschnitt wird das Laplaceproblem 7.1 fiir ein L-formiges Gebiet mit der exakten Losung
u(z,y) betrachtet und die dazu dquivalente Symmsche Integralgleichung V¢ = (K + %)g mit g = u|p
gelost.

Das verwendete Startnetz 7p mit Ny = 8 Elementen ist in Abbildung 7.10 zu sehen. Man kann

erkennen, dass fiir den Durchmesser des Gebiets diam(Q2) = % ~ 0.7071 < 1 gilt, um die Elliptizitét

des Einfachschichtpotentials zu garantieren.

7.2.1 Erstes Experiment

Die exakte Losung von 7.1 lautet u(z,y) = u(r cosp, rsint) = r2/3 cos %1/). Die Dirichletdaten g =
u|lr € HY?(I') sind in Abbildung 7.11 iiber der Bogenlinge 0 < s < 2 dargestellt, wobei s € {0,2}
gerade dem gemeinsamen Eckpunkt (0.35355,0) der Elemente T und T5 der Partition 7, entspricht.
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Abbildung 7.11: Exakte Dirichletdaten des Laplaceproblems 7.2.1 iiber der Bogenlinge s € [0,2],
wobei s € {0,2} gerade dem Eckpunkt (0.35355,0) entspricht.
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Abbildung 7.12: Exakte Losung des Laplaceproblems 7.2.1 iiber der Bogenlinge s € [0,2], wobei
s € {0,2} gerade dem Eckpunkt (0.35355,0) entspricht.

Die Losung ¢ = % der Symmschen Integralgleichung hat an der einspringenden Ecke (0,0) eine
Singularitdt. Um einen Eindruck iiber das Verhalten der kontinuierlichen Losung

O, y) = B(r cosp,rsin ) = =51/ (jf]jjj;’jfgj))jj;gj:;ﬁéji) n(a,y),

wobei n(x,y) den duBeren Normalenvektor bezeichnet, zu erhalten, ist diese in Abbildung 7.12 dar-
gestellt.

Extrapolation mit der Aitkenschen A%-Methode fiihrt zu einer geschitzten Energienorm !Hqﬁmz =
0.202058098880 der unbekannten Losung ¢.

Wiederum wird zunéchst die Symmsche Integralgleichung mit exakter rechter Seite, das heiflt un-
gestorten Dirichletdaten, gelost. Die Anzahl der Elemente Ny, die experimentelle Konvergenzrate ay,
der exakte Fehler mqb — <I>gH| und die Fehlerschétzer

o =11 (K+ g =Ve) oy o=@ =80 ey, =126~ 2]

sind fiir eine uniforme Verfeinerung in Tabelle 7.8 und fiir eine adaptive Verfeinerung in Tabelle 7.9
zusammengefasst. Abbildung 7.13 zeigt den exakten Fehler und die Fehlerschitzer in einem doppelt



90

Ng | |lo—2| | a ul Hee 01

8 8.355_2 — |1 6.632_9 | 1.393_1 | 1.290_4
16 5.083_2 | 0.72 | 3.944_5 | 8.597_o | 7.576_2
32 3.206_2 | 0.66 | 2.490_5 | 5.389_2 | 4.768_2
64 2.020_2 | 0.67 | 1.569_2 | 3.394_5 | 3.003_2
128 1.273_9 | 0.67 | 9.844_3 | 2.138_2 | 1.892_,
256 8.018_3 | 0.67 | 6.227_3 | 1.347_o | 1.192_5
512 5.051_3 | 0.67 | 3.923_3 | 8.487_3 | 7.508_3
1024 | 3.182_3 | 0.67 | 2.471_5 | 5.346_3 | 4.730_3
2048 | 2.005_3 | 0.67 | 1.557_3 | 3.368_3 | 2.980_3

Tabelle 7.8: Fehler H!qﬁ — <I>gm und Fehlerschétzer g, o¢, 7 sowie experimentelle Konvergenzrate ay
des Fehlers fiir eine uniforme Netzfolge im Laplaceproblem 7.2.1 mit exakter rechter Seite.

Ny | o —@ef| | ul the 01

8 8.355_5 | — | 6.632_5 | 1.393_; | 1.290_,
10 | 5.209_5 | 2.12 | 4.089_5 | 8.984_5 | 8.017_5
14 | 2.458_5 | 2.28 | 2.062_y | 4.417_ | 4.240_,
18 | 1.851_5 | 1.13 | 1.617_5 | 3.603_5 | 3.079_
26 | 8.187_5 | 2.75 | 7.235_5 | 1.693_5 | 1.202_5
32 | 5.461_5 | 1.95 | 4.846_5 | 1.177_5 | 9.601_3
44 | 4.133_5 |0.97 | 3.822_5 | 9.492_5 | 5.476_5
48 | 2.959_5 | 3.84 | 2.687_5 | 6.848_5 | 4.137_5
57 | 2.176_5 | 1.79 | 1.995_5 | 5.094_5 | 3.313_3
69 | 1.816_5 | 0.95 | 1.638_5 | 4.322_5 | 2.536_3
80 | 1.451_5 | 1.52 | 1.348_5 | 3.499_5 | 1.959_5
105 | 8.243_4 | 2.24 | 7.653_4 | 1.998_5 | 1.171_3
127 | 6.994_4 | 0.86 | 6.520_4 | 1.716_3 | 9.121_4
149 | 5.493_, | 1.51 | 5.127_4 | 1.355_5 | 7.079_4
169 | 4.497_4 | 1.59 | 4.191_4 | 1.109_3 | 5.398_4
197 | 3.156_4 | 2.31 | 2.944_4 | 7.816_4 | 4.202_4
240 | 2.699_4 | 0.79 | 2.521_4 | 6.728_4 | 3.260_4
286 | 2.153_4 | 1.29 | 2.014_4 | 5.363_4 | 2.526_4
327 | 1.688_4 | 1.82 | 1.577_4 | 4.203_4 | 1.945_4
381 | 1.126_, | 2.65 | 1.051_4 | 2.817_4 | 1.490_4
468 | 9.606_5 | 0.77 | 8.970_5 | 2.410_4 | 1.144_,
562 | 7.847_5 | 1.11 | 7.326_5 | 1.969_4 | 8.753_5
649 | 5.928_5 | 1.96 | 5.523_5 | 1.483_, | 6.688_5
773 | 3.929_5 | 2.38 | 3.643_5 | 9.813_5 | 5.079_5
950 | 3.303_5 | 0.86 | 3.053_5 | 8.238_5 | 3.861_5

1142 | 2.759_5 | 1.00 | 2.537_5 | 6.846_5 | 2.935_5
1324 | 2.019_5 | 2.21 | 1.828_5 | 4.939_5 | 2.222_5
1619 | 1.436_5 | 1.85 | 1.257_5 | 3.398_5 | 1.677_5
1987 | 1.197_5 | 1.04 | 1.014_5 | 2.746_5 | 1.267_5
2370 | 1.025_5 | 1.10 | 8.347_¢ | 2.259_5 | 9.567_¢

Tabelle 7.9: Fehler ‘Hqﬁ — <I>gm und Fehlerschétzer g, o¢, m, sowie experimentelle Konvergenzrate ay
des Fehlers fiir eine p,-adaptive Netzfolge im Laplaceproblem 7.2.1 mit exakter rechter Seite.
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Abbildung 7.13: Fehler |H¢ — @g‘” und Fehlerschétzer g, og, n¢ fiir eine uniforme und eine gyp-adaptive
Netzfolge im Laplaceproblem 7.2.1 mit exakter rechter Seite.

logarithmischen Diagramm. Bei uniformer Verfeinerung wird entsprechend der Ordnung der Singula-

ritdt der Losung eine Konvergenzordnung von o = % erreicht. Mittels eines adaptiven Algorithmus

— gesteuert mit g, und 6 = %— ldsst sich die Singularitit besser auflésen und man erreicht die op-

timale Konvergenzordnung von o = % Die Parallelitét der Fehlerschétzer und des Fehlers bestétigen

numerisch die Zuverlassigkeit und Effizienz der Fehlerschétzer.

Auch die Symmsche Integralgleichung mit gestorter rechter Seite, das heifit nodal interpolierten Di-
richletdaten, wird gelost. Sowohl fiir uniforme als auch adaptive Verfeinerung und Steuerung mittels

Wy = (@2 + 452)1/2 werden die Anzahl der Elemente N, der exakte Fehler ¢, = mgb — &)gm, die experi-
mentelle Konvergenzrate oy und die Fehlerschétzer

Ce = Hhéﬂ(g - QK)IHLZ(W

(2 +¢A)'"* it &r = |2 (K + $)ge = V)|,
(72 +¢)" mit fio = 1 (@0~ )| o oy
(17 + 452)1/2

in Tabelle 7.10 bzw. 7.11 angegeben. Zur Illustration der Ergebnisse sind der exakte Fehler und die
Fehlerschétzer in Abbildung 7.16 in einem doppelt logarithmischen Diagramm dargestellt.

it = [ — @

Fiir die uniforme Verfeinerung ergibt sich eine Konvergenzrate von o = %, was genau dem Rezi-
prokwert des Innenwinkels an der Singularitéit entspricht. Adaptive Verfeinerung fiihrt zu optimaler

Konvergenzordnung o = % Alle Fehlerschiitzer verlaufen parallel, was die Zuverlassigkeit und Effizi-

enz bestétigt.
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Ne | lo—®el| | e | ¢ | @+ | @+ @2+
8 8.715_9 — 3.822_3 1.292_4 1.414_4 6.759_9
16 5.185_9 0.75 | 1.358_3 7.579_9 8.611_9 3.951_9
32 3.234_9 0.68 | 4.809_4 4.768_9 5.391_5 2.491_5
64 2.027_9 0.67 | 1.701_4 3.003_9 3.395_9 1.569_9
128 1.275_9 0.67 | 6.014_5 1.892_9 2.138_9 9.884_3
256 8.023_3 0.67 | 2.126_5 1.192_4 1.347_4 6.227_3
512 5.053_3 0.67 | 7.518_¢ 7.508_3 8.487_3 3.923_3
1024 3.182_3 0.67 | 2.658_¢ 4.730_3 5.346_3 2.471_3
2048 2.005_3 0.67 | 9.397_~ 2.980_3 3.368_3 1.557_3

Tabelle 7.10: Fehler mgb — 54‘” und Fehlerschétzer (y, (7742 + 452)1/2, (,TZZZ + 452)1/2, (542 + Cg)l/z sowie
experimentelle Konvergenzrate oy des Fehlers fiir eine uniforme Netzfolge im Laplaceproblem 7.2.1

mit gestorter rechter Seite. Es bezeichnet N, die Anzahl der Elemente in 7.

Ne | llo=@l | o | ¢ | @+ | @R | GF )
8 8.715_9 — 3.822_35 1.292_, 1.414_4 6.759_9
10 5.581_9 2.00 | 3.822_3 7.996_9 9.137_9 4.153_9
14 3.686_9 1.23 | 2.578_4 5.330_9 6.204_o 2.867_9
18 2.469_o | 1.60 | 2.043_4 3.525_9 4.163_9 1.888_9
24 1.464_o 1.82 | 1.358_5 2.078_9 2.431_5 1.100_5
30 1.002_o 1.70 | 9.250_3 1.378_5 1.787_5 7.823_3
38 6.743_3 | 1.68 | 6.743_3 9.053_3 1.210_9 5.190_3
48 4.186_3 2.04 | 4.620_4 5.815_3 7.809_3 3.347 3
60 2.956_3 | 1.56 | 3.668_4 3.939_3 5.700_3 2.369_3
75 2.035_3 1.67 | 2.305_5 2.624_5 4.036_3 1.658_3
94 1.261_3 2.12 | 1.672_5 1.698_3 2.583_3 1.056_3
118 9.439_4 1.27 | 1.199_g4 1.188_3 2.002_3 7.973_4
148 6.611_4 1.57 | 8.020_¢ 8.042_4 1.429_5 5.636_4
185 4.006_4 | 2.25 | 5.990_¢ 5.243_4 8.812_4 3.478 _4
232 3.130_4 | 1.09 | 4.179_¢ 3.768_4 7.047_4 2.727_4
290 2.340_4 1.30 | 2.562_¢ 2.643_4 5.404_4 2.075_4
363 1.369_4 | 2.39 | 2.127_4 1.733_4 3.172_4 1.224_4
454 1.068_4 1.11 | 1.508_¢ 1.261_4 2.501_4 9.517_5
968 8.196_5 1.19 | 9.111_4 8.936_5 1.961_4 7.401_5
710 4.885_5 | 2.33 | 7.521_4 5.946_5 1.170_4 4.439_5
888 3.778 _5 1.16 | 5.447 ¢ 4.383_5 9.023_5 3.400_5
1110 2.970_5 1.10 | 3.371_7 3.150_5 7.128_5 2.670_5
1388 1.842_5 2.24 | 2.663_7 2.102_5 4.353_5 1.636_5
1735 1.416_5 1.30 | 2.010_7 1.559_5 3.237_5 1.215_5
2169 1.161_5 1.05 | 1.281_7 1.132_5 2.565_5 9.569_¢
2712 8.281 _¢ 2.04 | 9.444_4 7.570_¢ 1.627_5 6.086_¢
3390 6.968_¢ 1.35 | 7.371_+ 5.621_¢ 1.172_5 4.383_¢
3 " ~2 2\1/2 (~9  o\1/2 (=9 .o\1/2
Tabelle 7.11: Fehler |H¢—<I>g”| und Fehlerschétzer (p, (77@ —i—Q) , (Nz —i—Q) , (Qg —i—Q)

sowie expe-

rimentelle Konvergenzrate ay des Fehlers fiir eine (@2 + Céz)l/ 2-adaptive Netzfolge im Laplaceproblem
7.2.1 mit gestorter rechter Seite. Es bezeichnet Ny die Anzahl der Elemente in 7.
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Abbildung 7.14: Ausschnitt der Folge von Partitionen, die durch (552 + 52) Y 2-adaptive Verfeinerungen
im Laplaceproblem 7.2.1 hervorgeht.

!

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
T N =18
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7.9, N =30
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7.8 N =48

leceose oo coscosem cecso

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
7' N =118

Abbildung 7.15: Ausschnitt der Folge von Partitionen, die durch (@2 +C52) Y 2—adaptive Verfeinerungen
im Laplaceproblem 7.2.1 hervorgeht, iiber der Bogenlinges € [0,2], wobei s € {0,2} gerade dem
Eckpunkt (0.35355,0) entspricht.
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Ne | fle—@dl | flo—@l | < o | @D w | @)

8 8.355_9 8.715_2 | 3.822_3 | 1.290_; 1.292_4 6.632_o 6.759_9
10 5.209_2 5.581_o | 3.822_3 | 8.017_» 7.996_2 4.089_» 4.153_9
14 3.466_2 3.686_2 | 2.578_3 | 5.341_9 5.330_2 2.789_9 2.867_2
18 2.257_4 2.468_o | 2.043_3 | 3.554_» 3.525_9 1.836_2 1.888_9
24 1.361_9 1.464_o | 1.358_3 | 2.084_» 2.078_2 1.088_2 1.100_2
30 9.352_3 1.002_9 | 9.250_4 | 1.384_» 1.378_9 7.699_3 7.824_3
38 6.159_3 6.743_3 | 6.743_4 | 9.118_3 9.053_3 5.120_3 5.190_3
48 3.954_3 4.186_3 | 4.619_4 | 5.813_3 5.815_3 3.309_3 3.347_3
60 2.733_3 2.956_3 | 3.668_4 | 3.953_3 3.939_3 2.332_3 2.369_3
75 1.882_3 2.035_3 | 2.305_4 | 2.663_3 2.624_5 1.634_3 1.658_3
94 1.198_3 1.261_3 | 1.672_4 | 1.693_3 1.698_3 1.042_3 1.056_3
118 8.856_4 9439, | 1.199_4 | 1.187_3 1.188_3 7.866_4 7.973_4
148 6.192_4 6.610_4 | 8.020_5 | 8.057_4 8.042_4 9.560_4 5.636_4
185 3.822_4 4.006_4 | 5.990_5 | 5.217_4 5.243_4 3.425_4 3.478_4
232 2.959_4 31294 | 4.179_5 | 3.756_4 3.768_4 2.692_4 2.727_4
290 2.238_4 2.340_4 | 2.562_5 | 2.640_4 2.642_4 2.055_4 2.075_4
363 1.317_4 1.368_4 | 2.127_5 | 1.722_4 1.733_4 1.205_4 1.224_4
454 1.019_4 1.067_4 | 1.508_5 | 1.255_4 1.261_4 9.392_5 9.517_5
5968 7.920_5 8.184_5 | 9.111 ¢ | 8.907_5 8.936_5 7.388_5 7.401_5
710 4.731_5 4.865_5 | 7.521_¢ | 5.902_5 5.946_5 4.374_5 4.439_5
888 3.622_5 3.752_5 | 5.447_¢ | 4.354_5 4.383_5 3.356_5 3.400_5
1110 | 2.853_5 2.937_5 | 3.371_¢ | 3.138_5 3.150_5 2.646_5 2.669_5
1388 | 1.753_5 1.788_5 | 2.662_¢ | 2.085_5 2.102_5 1.614_5 1.636_5
1735 | 1.311_5 1.346_5 | 2.010_¢ | 1.547_5 1.559_5 1.198_5 1.215_5
2169 | 1.049_5 1.074_5 | 1.281_¢ | 1.126_5 1.132_5 9.481_¢ 9.569_5
2712 | 6.935_¢ 7.027_¢ | 9.444_7 | 7.512_5 7.570_¢ 6.012_¢ 6,086_¢
3390 | 5.320_¢ 0.413_¢ | 7.371_7 | 5.547_¢ 5.621_¢ 4.320_¢ 4.383_¢

Tabelle 7.12: Fehler m(b —d, | , Hqﬁ — (AI;gm sowie Fehlerschiitzer ¢y, o, (552 + Cg)l/z, ne, (ﬁf + ng)
flir eine (@2 + Cg)l/ Z—adaptive Netzfolge im Laplaceproblem 7.2.1 mit gestorter rechter Seite.

1/2

Wie bereits in Kapitel 5.5.2 erklirt, ist die Berechnung des Residualschétzers im Vergleich zur Be-
rechnung der h — h/2-Fehlerschétzer sehr aufwindig. Die Kurven der Fehlerschétzer verlaufen aber —
nach einer anfianglichen praasymptotischen Phase — parallel, was ein Ersetzen von g, durch i, aus
numerischer Sicht nahe legt.

In Abbildung 7.14 ist ein Ausschnitt einer Folge von adaptiven Verfeinerungen iiber der Zahl der
Elemente der Partition 7; zu sehen. Man kann erkennen, dass besonders zur einspringenden Ecke —
bei der sich ja die Singularitidt befindet — verfeinert wird. Abbildung 7.15 stellt dieselbe Netzfolge
iiber der Bogenlidnge dar.

Um die Berechnung mit exakter rechter Seite und gestorter rechter Seite besser vergleichen zu kénnen,
sind in Abbildung 7.17 sowohl der exakte Fehler |H¢ — <I>g”| und die Fehlerschétzer

Cf = Hhé/2(g - gg)/HLQ(F)’

@2+ )" mit g = ||h2 (K + 1)ge — V)|

(@ +¢)"" mit 7 = ||, —

)
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Ny | cond(A) | cond(Aeq) | cond(Agiag)
8 2.8 2.9 2.8;
10 9.01 6.01 3.81
14 3.02 1.39 5.91
18 9.62 2.6 8.31
24 2.83 5.29 1.2
30 | 965 1.15 1.6
38 2.84 2.13 2.1
48 9.34 4.3 2.8
60 3.15 8.63 3.62
75 9.85 1.74 4.7
94 3.0¢ 3.44 6.2
118 1.07 7.04 7.99
148 3.37 1.45 1.03
185 9.97 2.75 1.33
232 3.38 5.65 1.7
290 1.09 1.1¢ 2.13
363 | 3.2 2.2 2.85
454 1.1499 4.4¢ 3.53
068 3.910 8.8¢ 4.45
710 | 1.04 1.7 5.73
888 3.511 3.57 7.23
1110 1.149 7.17 9.03
1388 3.4 1.4g 1.24
1735 1.245 2.8 1.54
2169 3.713 0.78 1.84
2712 1.194 1.19 2.44
3390 3.714 2.39 3.04

Tabelle 7.13: Konditionszahlen der Steifigkeitsmatrix
ohne Vorkonditionierung, mit zeilendquilibrierter Vor-
konditionierung und mit diagonaler Vorkonditionierung
fiir eine (@2 + CE) v 2—adaptive Netzfolge im Laplacepro-
blem 7.2.1.

N | K(Tp) | e
8 1 1.09
10 2 2.0
14 2 4.09
18 2 8.0
24 2 8.00
30 2 1.64
38 2 3.21
48 2 3.21
60 2 6.44
75 2 1.32
94 2 1.39
118 2 2.69
148 2 5.19
185 2 5.19
232 2 1.03
290 2 2.03
363 | 2 | 41,
454 2 4.13
568 | 2 | 8.2
710 2 1.64
888 2 1.64
1110 2 3.34
1388 2 6.64
1735 2 6.64
2169 2 1.35
2712 2 2.65
3390 | 2 | 2.6

Tabelle 7.14: Anzahl der
Elemente Ny in 7y, k(7y)
und % fiir das Lapla-

ceproblem 7.2.1 bei Rech-
nung wie in Tabelle 7.13.

fiir die approximierte rechte Seite als auch der exakte Fehler M(b — CIDgH‘ und die Fehlerschétzer

o0 = ||y* (K + )9 - V(I’f)/Hm(r)’

o

fiir die exakte rechte Seite angegeben. Die Steuerung des adaptiven Algorithmus erfolgte mittels w, =

(552 + 432) Y2 ind 0 = %. Man sieht, dass sich die Fehler und auch Fehlerschéitzer kaum unterscheiden.

Aus diesem Grund enthélt Tabelle 7.12 die genauen Groflen des Fehlers und der Fehlerschétzer.

Aufgrund von Rechenfehlern verschlechtert sich mit steigender Anzahl von Iterationen die Kondition
des Gleichungssystem. Aus diesem Grund wird, wie bereits in Abschnitt 7.1 beschrieben, diagonal

oder mittels Zeilendquilibrierung vorkonditioniert.

Tabelle 7.13 und Abbildung 7.18 enthalten die Anzahl der Elemente N, und die Konditionszahlen
der unverdnderten Matrix A, der mittels Zeilenéquilibrierung vorkonditionierten Matrix Aeq und der

diagonal vorkonditionierten Matrix Agjag-
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Abbildung 7.16: Fehler !Hgb — <T>g|” und Fehlerschétzer (g, (1752 + Céz)lﬂ, (ﬁf + ng)l/2’ (552 + ng)lm fiir

eine uniforme und eine (562 + Q?) Y 2—adaptive Netzfolge im Laplaceproblem 7.2.1 mit gestorter rechter
Seite.

10 T T T
107k g
10} Fehler (exakt) 4
o 0p (exaktprR
. 100k 7¢ (exakt) |
TQ:) -o- Fehler (approx.) "
) ~ 1/2
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10k ~ 1/2 E
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10k g
10‘7 | | |
10° 10 5 ° 10

10
Anzahl der Elemente

Abbildung 7.17: Fehler H!qﬁ — @g‘” und Fehlerschétzer 7y, oy fiir eine Berechnung mit exakter rechter
Seite und Fehler mqb — &)gm und Fehlerschétzer (g, (552 + Cg)lﬂ

approximativer rechter Seite des Laplaceproblems 7.2.1 und (@2 + Cf)l/ 2—adaptiver Verfeinerung.

) (1752 + 52 ) 2 fiir eine Berechnung mit
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Abbildung 7.18: Konditionszahlen der Steifigkeitsmatrix ohne Vorkonditionierung, mit zeilenéqui-

librierter Vorkonditionierung und mit diagonaler Vorkonditionierung fiir eine (@2 + Cf)l/ 2—adaptive
Netzfolge im Laplaceproblem 7.2.1 iiber der Anzahl der Elemente.

Auch fur dieses Beispiel wollen wir wieder die Beschrénktheit von x(7;) numerisch tiberpriifen. Tabelle
7.14 bestétigt die Aussage von Korollar 3.11. Zum Vergleich ist wiederum der maximale Quotient der
lokalen Netzweiten von beliebigen, also nicht notwendigerweise benachbarten Elementen, d.h 2”#,
angegeben. o

7.2.2 Zweites Experiment

Wie man an der Abbildung 7.17 erkennen kann, ist der Datenfehler von Anfang an wesentlich kleiner
als der Verfahrensfehler. Aus diesem Grund wird auf dem L-formigen Gebiet eine weitere Rechnung
durchgefiihrt, aber mit veréinderten Dirichletdaten

in (8v/2nz), firz >0,y < L=
g(z,y) = g(r cos b, rsine) = r2/3 cos 2 4 {Zln( Vorz), fira ly| < e

sonst

die in Abbildung 7.19 zu sehen sind. Man kann erkennen, dass die Datenoszillationen im Vergleich
zu Abbildung 7.11 im Bereich um die Ecke (0.35355,0) grof8 sind, um einen grolen Datenfehler zu
erzeugen.

Das Aitkensche A2-Verfahren liefert eine exakte Energienorm von H|¢|H2 = 2.692689154904.

Wie schon zuvor wird die Symmsche Integralgleichung mit approximierter und exakter rechter Seite

gelost. Die Steuerung des Algorithmus erfolgt mittels des Gesamtfehlerschiitzers wy = (552 + sz)l/ ?
und 6 = 1.
1

Die Anzahl der Elemente Ny, die experimentelle Konvergenzrate sowie sowohl der exakte Fehler m(b —
<I>gm und der Fehlerschétzer

o0 = ||h* (K + )9 - V‘I’é)/HLZ(r)
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0.5 1 15 2

Abbildung 7.19: Exakte Dirichletdaten des Laplaceproblems 7.2.2 iiber der Bogenlinge s € [0,2],
wobei s € {0,2} gerade dem Eckpunkt (0.35355,0) entspricht.

Ne | o=@l | flo -l | < o | @+
8 1.552 15560 | 1.232 | 1.706_, |  1.238
16 | 8739, | 9.150_; |3.880_; | 1.071, 9.296,
32 | 6.686_, | 6.725_, |1.432_; | 1.041, 1.0460

64 2.476_4 24841 | 5.119_5 | 4.103_1 4.149_4
128 1.025_4 1.026_; | 1.815_9 | 1.643_4 1.657_4
256 4.669_2 4.670_2 | 6.420_3 | 7.178_9 7.215_9
512 2.260_9 2.260_2 | 2.270_3 | 3.379_2 3.388_2
1024 | 1.135_, 1.135_o | 8.026_4 | 1.675_2 1.677_o
2048 | 5.840_3 5.840_3 | 2.838_4 | 8.616_3 8.621_3

Tabelle 7.15: Fehler mqﬁ — & H, H(b — CTDAH sowie Fehlerschétzer (s, oy, (562 + Cf)l/z fiir eine unifor-
me Netzfolge im Laplaceproblem 7.2.2 mit gestorter rechter Seite. Es bezeichnet Ny die Anzahl der
Elemente in 7.

fiir die exakte rechte Seite als auch der exakte Fehler qu — &)gm und die Fehlerschétzer

<€ = Hhé/z(g - gZ)IHLZ(F)v

@2+ ¢A)"? mit 3o = ||h* (K + L)g — Vd,)|

)

fiir die approximierte rechte Seite sind in der Tabelle 7.15 fiir eine uniforme und in Tabelle 7.16 fiir
eine (@2 + ng) Y Z—adaptive Netzfolge angegeben.

Abbildung 7.20 zeigt den exakten Fehler und die Fehlerschéitzer in einem doppelt logarithmischen
Diagramm. Bei uniformer Verfeinerung wird entsprechend der Ordnung der Singularitit der Losung
eine Konvergenzordnung von o = % erreicht. Die priaasymptotische Phase dauert hier besonders lange.
Man kann erkennen, dass der exakte Fehler, solange der Datenfehler noch verhédltnisméfig grof ist,
mit der Ordnung a = % des Datenfehlerschétzers fillt, und erst spéter flacher wird.

Mittels eines adaptiven Algorithmus — zu sehen in Abbildung 7.21 — lésst sich die Singularitdt und

der Datenfehler besser auflésen und man erreicht die optimale Konvergenzordnung von o = %
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Abbildung 7.20: Fehler mgb — <I>gm und Fehlerschétzer gy fiir eine Berechnung mit exakter rechte Seite

und Fehler H‘(ﬁ — <T>gm und Fehlerschétzer (, (@2 + sz)l/ % fiir eine Berechnung mit approximativer
rechter Seite des Laplaceproblems 7.2.2 bei uniformer Verfeinerung.
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Abbildung 7.21: Fehler mgb — <I>gm und Fehlerschétzer gy fiir eine Berechnung mit exakter rechte Seite
und Fehler m(ﬁ — 55‘” und Fehlerschétzer (, (@2 + sz)l/ % fiir eine Berechnung mit approximativer

rechter Seite des Laplaceproblems 7.2.2 bei (@2 + Cg)l/ 2—adaptiver Verfeinerung.
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Abbildung 7.22: Ausschnitt der Folge von Partitionen, die durch (552 + 52) Y 2-adaptive Verfeinerungen
im Laplaceproblem 7.2.2 hervorgeht.
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Abbildung 7.23: Ausschnitt der Folge von Partitionen, die durch (@2 +C52) Y 2—adaptive Verfeinerungen
im Laplaceproblem 7.2.2 hervorgeht, iiber der Bogenlinges € [0,2], wobei s € {0,2} gerade dem
Eckpunkt (0.35355,0) entspricht.
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Ne | o=@l | o=@l | < o | @+
8 1.552 1.6670 | 1.232 | 1.706, 1.238,
10 | 9157, | 1182 |3.880_; | 1.080p | 9.395_;
16 | 7124, | 7.840_; |1.432_; | 1.093 1.0950

24 3.513_4 3.995_1 | 8.420_5 | 5.846_; 5.821_4
30 2.426_4 2.632_1 | 5.024_5 | 4.146_4 4.180_1
38 1.669_1 1.879_1 | 3.844_5 | 2.879_4 2.873_1
48 1.209_4 13171 | 2.301_5 | 1.895_4 1.902_4
60 6.520_9 7.076_o | 1.814_5 | 1.223_4 1.239_4
() 5.571_2 6.130_2 | 1.243_9 | 9.224_, 9.243_4
94 3.820_2 4.015_2 | 6.736_3 | 5.639_2 5.684_9
118 2.522_9 2.707_o | 5.743_3 | 3.976_9 4.007_9
148 2.093_2 2.242_o | 3.709_3 | 2.952_4 2.958_2
185 1.299_, 1.394_o | 2.367_3 | 1.810_9 1.827_9
232 8.607_3 9.092_35 | 2.061_3 | 1.340_9 1.354_9
290 7.440_3 7.810_3 | 1.284_3 | 9.798_3 9.859_3
363 4.464_5 4.606_3 | 8.256_4 | 6.111_3 6.166_3
454 3.183_3 3.311_3 | 6.884_4 | 4.641_3 4.689_3
568 2.627_3 2.725_3 | 4.336_4 | 3.426_3 3.451_3
710 1.448_3 1.488_3 | 2.935_4 | 2.144_3 2.163_3

Tabelle 7.16: Fehler H‘(;S—(I)gm, !Hgb—%g‘” sowie Fehlerschitzer (s, oy, (@24—@2)1/2 fiir eine (@24—@2)1/2-

adaptive Netzfolge im Laplaceproblem 7.2.2 mit gestorter rechter Seite.

Ng hZ,min um (0, 0) hé,min um (0.35355, 0)
8 251 251
10 2.5_1 1.2
16 251 6.2_9
24 2.5_1 3.1 5
30 251 1.6_9
38 1.2_4 1.6_9
48 6.2_5 7.8 5
60 3.1-9 3.9_3
75 1.6_5 3.9 5
94 7.8_3 2.0_3
118 3.9_3 9.8_4
148 2.0_3 9.8_4
185 9.8_4 4.9_4
232 4.9_4 2.4_4
290 2.4_4 2.4_4
363 1.2_4 1.2_4
454 6.1_5 6.1_5
568 3.1_5 6.1_5
710 1.5_5 3.1_5

Tabelle 7.17: Kleinstes Element im Bereich um die Ecke (0,0) im Vergleich mit dem kleinsten Element
um die Ecke (0.35355,0) fiir eine adaptive Netzfolge im Laplaceproblem 7.2.2 mit gestorter rechter
Seite. Es bezeichnet N, die Anzahl der Elemente in 7.
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Zur Veranschaulichung des adaptiven Algorithmus werden auch fiir dieses Beispiel Netzfolgen in den
Abbildungen 7.22 und 7.23 dargestellt. Man erkennt deutlich, dass zunéchst eine Verfeinerung im
Bereich der Ecke (0.35355,0), wo der Datenfehler grof ist, stattfindet und erst spiiter auch um die
Singularitidt bei (0,0) adaptiv verfeinert wird. Um dies noch deutlicher zu machen, sind in Tabelle
7.17, die GroBe des kleinsten Elements bei der Singularitdt und zum Vergleich die Grofle des kleinsten
Elements im Bereich der Ecke mit dem grofien Datenfehler aufgelistet.

7.3 Laplaceproblem am Z-férmigen Gebiet

Im letzten numerischen Beispiel betrachten wir das Laplaceproblem (7.1) auf einem Z-férmigen Gebiet
mit diam(Q) = v/2/2 ~ 0.7071 < 1 mit der exakten Lésung u(x,y) = u(r costp, rsint) = r*7 cos %¢
und 16sen die dquivalente Symmsche Integralgleichung V¢ = (K + %) g mit g = ulr.

Die Dirichletdaten g € H'/ 2(T) sind in Abbildung 7.24 iiber der Bogenlinge 0 < s < 2 dargestellt,
wobei s € {0,2} gerade dem Eckpunkt (0.35355,0) € R? entspricht.

Die exakte Losung der Symmschen Integralgleichung ¢ = a—g hat dann eine Singularitét in der ein-
springenden Ecke (0,0) und ldsst sich schreiben in der Form

4 4 i in(4
ola9) = ol cos v rsing) = 2o (Gom 0 T IS o),

mit dem duBleren Normalenvektor n(x,y). Zur Veranschaulichung ist ¢ dargestellt in Abbildung 7.25.
Das verwendete Startnetz 7o mit Nyg = 9 Elementen ist in Abbildung 7.26 zu sehen.

Extrapolation mit der Aitkenschen A2-Methode fiihrt zu einer geschitzten Energienorm |H¢|H2 =
0.2606507012499 der unbekannten Losung ¢.

Zuerst werden wieder die Daten bei Losung der Symmschen Integralgleichung mit exakter rechter
Seite, das heifit exakten Dirichletdaten, angegeben.

Abbildung 7.13 zeigt den exakten Fehler !H(b — CIDgH‘ und die Fehlerschétzer
o= [0 (K +Dg =V [y o= [0 (2= 20) [y e = ([0 — 2|

bei uniformer bzw. gg-adaptiver Verfeinerung mit 6 = i. Die gezeichneten Grofien, sowie die Anzahl
der Elemente Ny und die experimentell bestimmte Konvergenzrate ay sind in den Tabellen 7.18 und
7.19 genau aufgelistet.

Man erkennt, dass uniforme Verfeinerung Konvergenzordnung o = % ~ 0.57 liefert und nur bei adap-
tiver Verfeinerung die optimale Konvergenzordnung von o = % erreicht wird. Da alle Fehlerschétzer
zum exakten Fehler parallel sind, kann davon ausgegangen werden, dass die Fehlerschéitzer zuverldssig

und effizient sind.

Nun wollen wir die Symmsche Integralgleichung mit gestorter rechter Seite, also nodal interpolierten
Dirichletdaten, betrachten.
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Abbildung 7.24: Exakte Dirichletdaten des Laplaceproblems 7.3 iiber der Bogenlinge s € [0, 2], wobei
s € {0,2} gerade dem Eckpunkt (0.35355,0) entspricht.

I I I I
0 0.5 1 15 2

Abbildung 7.25: Exakte Losung des Laplaceproblems 7.3 iiber der Bogenlinge s € [0,2], wobei s €
{0,2} gerade dem Eckpunkt (0.35355,0) entspricht.

0.4

0.3f

0.2f

0.1f
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Abbildung 7.26: Startnetz 7o mit Ny = 9 Elementen des Laplaceproblems 7.3.
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Ny | o —@ef| | ul the 01

9 1.449_4 — | 1.075_1 | 2.326_1 | 2.285_
18 9.723_5 | 0.58 | 7.165_2 | 1.521_; | 1.535_
35 6.572_5 | 0.56 | 4.855_2 | 1.024_1 | 1.040_
72 4.430_2 | 0.57 | 3.275_9 | 6.901_5 | 7.018_9
144 2.984_o | 0.57 | 2.206_9 | 4.648_9o | 4.730_9
288 2.009_2 | 0.57 | 1.486_2 | 3.129_5 | 3.185_2
576 1.352_9 | 0.57 | 9.999_35 | 2.106_2 | 2.144_»

1152 | 9.098_35 | 0.57 | 6.730_3 | 1.417_o | 1.443_o
2304 | 6.123_3 | 0.57 | 4.529_3 | 9.539_3 | 9.712_3

Tabelle 7.18: Fehler |H¢ - @g‘” und Fehlerschétzer py, o¢, 1¢ sowie experimentelle Konvergenzrate oy
des Fehlers fiir eine uniforme Netzfolge im Laplaceproblem 7.3 mit exakter rechter Seite. Es bezeichnet
Ny die Anzahl der Elemente in 7.

Ny | o —@ef| | ul the 01

9 1.449_4 — | 1.075_1 | 2.326_1 | 2.285_
12 9.797_5 | 1.36 | 7.255_9 | 1.547_1 | 1.562_4
15 6.753_2 | 1.67 | 5.075_2 | 1.071_1 | 1.086_1
19 4.689_9 | 1.54 | 3.586_9 | 7.667_o | 7.485_9
24 3.156_2 | 1.70 | 2.409_5 | 5.212_5 | 5.006_2
32 2.107_o | 1.40 | 1.602_9 | 3.477_o | 3.368_2
40 14719 | 1.61 | 1.139_5 | 2.516_2 | 2.310_2
50 1.001_9 | 1.73 | 7.784_3 | 1.735_2 | 1.569_»
63 6.650_3 | 1.77 | 5.141_3 | 1.144_o | 1.052_9
79 4.670_3 | 1.56 | 3.679_3 | 8.375_3 | 7.164_3
99 3.204_3 | 1.67 | 2.545_3 | 5.825_3 | 4.873_3
124 2.142_3 | 1.79 | 1.696_3 | 3.904_3 | 3.302_3
155 1.507_3 | 1.58 | 1.213_3 | 2.849_3 | 2.265_3
194 1.052_3 | 1.60 | 8.580_4 | 2.041_3 | 1.540_3
243 6.866_4 | 1.90 | 5.538_4 | 1.308_3 | 1.043_3
304 4.929_4 | 1.48 | 4.059_4 | 9.792_4 | 7.218_4
380 3.455_4 | 1.60 | 2.876_4 | 7.030—4 | 4.909_4
475 2.227_4 | 1.98 | 1.830_4 | 4.429_4 | 3.344_4
594 1.628_4 | 1.42 | 1.366_4 | 3.380—4 | 2.327_4
743 1.161_4 | 1.54 | 9.852_5 | 2.468_4 | 1.594_4
929 7.344_5 | 2.15 | 6.104_5 | 1.510_4 | 1.086_4

1162 | 5.504_5 | 1.42 | 4.645_5 | 1.173_4 | 7.619_5
1453 | 4.071_5 | 1.62 | 3.439_5 | 8.797_5 | 5.256_5
1817 | 2.631_5 | 2.10 | 2.098_5 | 5.303_5 | 3.851_5
2272 | 2.068_5 | 1.89 | 1.596_5 | 4.099_5 | 2.537_5

Tabelle 7.19: Fehler mQS—&)gH‘ und Fehlerschétzer py, o, e sowie experimentelle Konvergenzrate ay des
Fehlers fiir eine pg-adaptive Netzfolge im Laplaceproblem 7.3 mit exakter rechter Seite. Es bezeichnet
Ny die Anzahl der Elemente in 7.
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Abbildung 7.27: Fehler |H¢ — @g‘” und Fehlerschétzer g, o¢, n¢ fiir eine uniforme und eine gyp-adaptive
Netzfolge im Laplaceproblem 7.3 mit exakter rechter Seite.

10 T T T
10° b g
107t E
4/7
107k E
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3 ~9 o\1/2
E 10_3 —— (QZ —|— CZ ) 1/2 (unif.)
S L = i
= (WQ + QQ) . (unif.)
- 1/2
» - (/,[,£2 + <£2) (unif.)
10 ¢ E
—H— Cg (unif.)
-~ Fehler (adap.)
5| ~ 1/2 J
10 — (sz + CZQ) (adap.)
~9 9\ 1/2
(7/][ + Ce) 1/2 (adap.)
—6 ~
10 F < (M@z -+ <£2) (adap.) E
—— C( (adap.)
10‘7 | | |
10° 10" 5 10° 10"

10
Anzahl der Elemente

Abbildung 7.28: Fehler |H¢ — ;Isgm und Fehlerschétzer (g, (ﬁf + Cg)l/z, (ﬁf + ng)l/zj (@2 + Cg)lp fiir

eine uniforme und eine (@2 + ng) Y 2—adaptive Netzfolge im Laplaceproblem 7.2.1 mit gestorter rechter
Seite.
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Ne | lo=fl | ar | ¢ | @+ @R+ @)Y
9 1.521_4 — 1.721_5 2.289_1 2.319_1 1.093_4
18 1.001_4 0.58 | 1.123_9 1.535_4 1.520_4 7.237_9
36 6.717_9 0.56 | 7.493_3 1.040_4 1.023_4 4.899_5
72 4.520_9 0.57 | 5.030_3 7.021_9 6.895_9 3.305_9
144 3.043_9 0.57 | 3.383_3 4.732_9 4.644_5 2.226_9
288 2.048 _5 0.57 | 2.276_3 3.187_5 3.127_5 1.499_9
576 1.378_9 0.57 | 1.532_3 2.145_5 2.105_9 1.009_9
1152 9.276_3 0.57 | 1.031_3 1.444_4 1.416_9 6.791_3
2304 6.242_5 0.57 | 6.936_4 9.718_3 9.532_3 4.570_3

Tabelle 7.20: Fehler mgb — 54‘” und Fehlerschitzer (g, (7752 + (})1/2, (,1752 + (})1/2, (552 + ng)l/z sowie
experimentelle Konvergenzrate «y des Fehlers fiir eine uniforme Netzfolge im Laplaceproblem 7.3 mit
gestorter rechter Seite. Es bezeichnet Ny die Anzahl der Elemente in 7.

Ne | lo= | o | ¢ | @+ @) @)Y
9 1.521_4 — 1.721_5 2.289_1 2.319_1 1.093_4
12 1.029_1 1.36 | 1.212_o 1.562_4 1.557_4 7.378_9
15 7.204_9 1.67 | 8.926_3 1.085_1 1.083_1 5.182_9
19 5.000_9 1.61 | 6.408_3 7.425_9 7.611_5 3.585_9
24 3.332_9 1.63 | 3.987_3 5.000_9 5.283_9 2.460_9
32 2.232_9 1.40 | 2.865_3 3.366_9 3.491_5 1.627_9
40 1.565_9 1.61 | 1.953_3 2.306_9 2.541_5 1.161_9
50 1.067_9 1.73 | 1.336_3 1.566_9 1.749_9 7.923_3
63 6.963_3 1.77 1 9.420_4 1.053_9 1.144_4 5.213_3
79 4.926_3 1.56 | 6.182_4 7.160_3 8.419_3 3.736_3
99 3.342_3 1.64 | 4.120_4 4.895_3 5.896_3 2.602_3
124 2.241_4 1.82 | 3.012_4 3.305_3 3.907_3 1.719_5
155 1.586_3 1.58 | 2.064_4 2.265_3 2.859_3 1.231_3
194 1.085_3 1.60 | 1.351_4 1.542_4 2.047_3 8.690_4
243 7.152_4 1.89 | 1.001_4 1.046_3 1.313_3 5.632_4
304 5.151_4 1.48 | 6.812_5 7.225_4 9.847_4 4.124_4
380 3.542_4 1.61 | 4.500_5 4.921_4 7.041_4 2.910_4
475 2.305_4 1.96 | 3.435_5 3.355_4 4.464_4 1.869_4
594 1.686_4 1.42 | 2.328_5 2.333_4 3.405_4 1.392_4
743 1.180_4 1.56 | 1.537_5 1.598_4 2.473_4 9.970_5
929 7.321_5 2.13 | 1.208_5 1.092_4 1.522_4 6.246_5
1162 5.350_5 1.41 | 8.155_4 7.651_5 1.183_4 4.740_5
1453 3.682_5 1.65 | 5.299_¢ 5.275_5 8.812_5 3.479_5
1817 2.909_5 2.11 | 4.222_4 3.825_5 4.454_5 2.212_5

Tabelle 7.21: Fehler H‘gb—%g‘” und Fehlerschéatzer (p, (77[24—(52)1/2, (,@24—@2)1/2, (5524—([2)1/2 sowie expe-

rimentelle Konvergenzrate «y des Fehlers fiir eine (@2 + Cf)l/ 2—adaptive Netzfolge im Laplaceproblem
7.3 mit gestorter rechter Seite. Es bezeichnet N, die Anzahl der Elemente in 7.
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Abbildung 7.29: Ausschnitt der Folge von Partitionen, die durch (@2 + 52) Y 2-adaptive Verfeinerungen
im Laplaceproblem 7.3 hervorgeht.

Abbildung 7.30: Ausschnitt der Folge von Partitionen iiber der Bogenlidnge, die durch (@2 + ng

!
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adaptive Verfeinerungen im Laplaceproblem 7.3 hervorgeht.

)1/2_
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Abbildung 7.31: Fehler H!qﬁ — <I>gm und Fehlerschétzer 7y, oy fiir eine Berechnung mit exakter rechter

Seite und Fehler m(b — &ng und Fehlerschétzer (p, (552 + sz)l/z, (ﬁf + sz)l/z fiir eine Berechnung mit
approximativer rechter Seite des Laplaceproblems 7.3.

Anhand von Abbildung 7.28, die den exakten Fehler ¢, = |[|¢ — @,
G = Hhéﬂ(g - QK)IHLZ(W
@7+ mit o= |y (K + §)ge — V)|
(72 +G8)'" it e = 17 @ = )| 2y

(2 +¢)'" it 7 = || — |

!, und die Fehlerschétzer

)

zeigt, kann man erkennen, dass sich eine Konvergenzrate von a = % ~ 0.57 ergibt, was mit dem
Reziprokwert des Innenwinkels des Gebiets bei der Singularitéit iibereinstimmt und daher zu erwarten
war. Auch hier erkennt man eine Verbesserung der Konvergenzrate bei adaptiver Rechnung zu o = %
Die Zuverlassigkeit und Effizienz des Residualschétzers und des Gesamtfehlerschéitzers wird durch die

parallel zum Fehler verlaufenden Kurven numerisch bestétigt.

Die Daten fiir die uniforme Verfeinerung finden sich in Tabelle 7.20, die fiir adaptive Verfeinerung mit
we = (07 + Ceg)l/2 in Tabelle 7.21.

Die Abbildungen 7.29 und 7.30 zeigen eine Folge adaptiver Partitionen. Man kann deutlich die Ver-
feinerung zur Ecke, in der sich die Singularitét befindet, erkennen.

Zum Vergleich der Berechnungen mit exakter rechter Seite und gestorter rechter Seite sind in Abbil-
dung 7.31 sowohl der exakte Fehler qu — <I>g|H und die Fehlerschitzer

o= |1 (K + D)g V) | oy e = |80~ 24|
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Ne | fle—@dl | flo—@l | < o | @D w | @)

9 1.449_4 1621y | 1.721_5 | 2.285_4 2.289_4 1.075_4 1.093_1
12 9.797_4 1.029_; | 1.212_9 | 1.562_; 1.562_1 7.255_9 7.378_2
15 6.753_2 7.204_2 | 8.926_3 | 1.086_ 1.085_1 5.075_2 5.182_9
19 4.619_5 5.000_2 | 6.408_3 | 7.462_9 7.425_9 3.500_2 3.585_2
24 3.156_2 3.332_2 | 3.987_3 | 5.006_2 5.000_2 2.409_4 2.460_2
32 2.107_4 2.232_9 | 2.865_3 | 3.368_» 3.366_2 1.602_9 1.627_9
40 1.471_4 1.565_o | 1.953_3 | 2.310_2 2.306_2 1.139_9 1.161_9
50 1.001_9 1.067_o | 1.336_3 | 1.596_2 1.566_2 7.784_3 7.923_3
63 6.650_3 6.963_3 | 9.420_4 | 1.052_9 1.053 2 0.141_3 5.213_3
79 4.670_3 4.926_3 | 6.182_4 | 7.164_3 7.160_3 3.679_3 3.736_3
99 3.224_5 3.342_3 | 4.120_4 | 4.891_3 4.895_3 2.567_3 2.602_3
124 2.142_35 2.241_5 | 3.012_4 | 3.302_3 3.305_3 1.696_3 1.719_3
155 1.507_3 1.586_3 | 2.064_4 | 2.265_3 2.265_3 1.213_3 1.231_3
194 1.052_3 1.085_3 | 1.351_4 | 1.540_3 1.542_3 8.580—4 8.690_4
243 6.874_4 7.152_4 | 1.001_4 | 1.043_3 1.046_3 5.550_4 5.632_4
304 4.935_4 5.101_4 | 6.812_5 | 7.214_4 7.225_4 4.069_4 4.124_4
380 3.448_4 3.542_4 | 4.500_5 | 4.911_4 4.921_4 2.875_4 2.910_4
475 2.228_4 2.305_4 | 3.435_5 | 3.344_4 3.355_4 1.840_4 1.869_4
594 1.623_4 1.686_4 | 2.328_5 | 2.327_4 2.333_4 1.373_4 1.392_4
743 1.145_4 1.180—4 | 1.537_5 | 1.594_4 1.598_4 9.852_5 9.970_5
929 7.116_5 7.321_5 | 1.208_5 | 1.087_4 1.092_4 6.134_5 6.246_5
1162 | 5.185_5 9.350_5 | 8.155_¢ | 7.620_5 7.651_5 4.672_5 4.740_5
1453 | 3.587_5 3.682_5 | 5.299_¢ | 5.257_5 5.275_5 3.439_5 3.479_5
1817 | 1.788_5 2.909_5 | 4.222_¢ | 3.597_5 3.825_5 2.095_5 2.212_5

Tabelle 7.22: Fehler !Hgb — <I>gm, !Hqﬁ — <T>g”| sowie Fehlerschitzer (s, oy, (@2 + ng)lﬂ, ne, (7752 + 43)1/2

fiir eine (@2 + Cf)l/ 2—adaptive Netzfolge im Laplaceproblem 7.3 mit gestorter rechter Seite.

fiir die exakte rechte Seite als auch der exakte Fehler qu — &)gm und die Fehlerschétzer

G = 1" (9= 90) || o
(@ +¢)"” mit o = [|ny* (K + e = V)|
(37 +¢)"* mit 7 = || — B
fiir die approximierte rechte Seite angegeben. Der adaptive Algorithmus wird mittels w, = (924 (?) 1z

und 0 = % gesteuert. Man sieht, dass sich die Fehler und auch Fehlerschéitzer kaum unterscheiden.
Deshalb sind die genauen Gréflen in Tabelle 7.22 angegeben.

Auch fiir dieses Beispiel werden die Konditionszahlen der unverdnderten Matrix A, der diagonal
vorkonditionierten Matrix A.q und der mittels Zeilendquilibrierung vorkonditionierten Matrix Agiag
in Tabelle 7.23 und Abbildung 7.32 dargestellt.

Die Beschrinktheit von k(7)) wird numerisch iiberpriift und in Tabelle 7.24 ausgegeben. Zum Vergleich
ist wiederum der maximale Quotient der lokalen Netzweiten von beliebigen, also nicht benachbarten
Elementen, d.h Z‘“a’l‘, angegeben.

min
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10%

<

E 10°f  — cond(A)

ks — cond(Aeq)
% — cond(Adiag)
5

0

10

1 1 Anzahl der Elemente

Abbildung 7.32: Konditionszahlen der Steifigkeitsmatrix ohne, mit zeilenédquilibrierter und mit dia-
gonaler Vorkonditionierung fiir eine (@2 + Cf)l/ 2—adaptive Netzfolge im Laplaceproblem 7.3 iiber der

Anzahl der Elemente.

Ny | cond(A) | cond(Aeq) | cond(Agiag) Ny | k(Tp) %

9 3.4 3.81 3.7 9 1 1.4

12 1.09 7.4 5.21 12 2 2.0

15 3.59 1.6 7.61 15 2 4.0¢

19 1.25 3.29 1.1 19 2 8.00

24 3.73 6.3 1.45 24 2 1.64

32 1.24 1.33 2.15 32 2 1.6¢

40 4.14 2.7 2.8 40 2 3.29

50 1.35 5.33 3.79 50 2 6.41

63 3.95 1.14 4.89 63 2 9.1;

79 1.3¢ 2.14 6.29 79 2 1.3

99 3.9¢ 4.24 7.9, 99 2 2.6

124 1.37 8.54 1.13 124 2 3.69

155 3.97 1.75 1.45 155 2 5.19

194 1.3g 3.45 1.75 194 2 1.03

243 4.33 6.75 2.23 243 2 1.45

304 1.39 1.4¢ 2.83 304 2 2.93

380 4.29 2.7¢ 3.53 380 2 4.13

475 1.4419 5.4 4.7 475 2 5.83

594 4.519 1.17 5.83 594 2 1.24

743 | 1.4y 2.2, 7.33 743 | 2 | 1.6

929 4.41¢ 4.37 9.73 929 2 2.34

1162 1.519 8.77 1.24 1162 2 4.64

1453 4.619 1.7 1.54 1453 2 6.64

1817 1.443 3.4¢ 2.04 1817 2 9.34
Tabelle 7.23: Konditionszahlen der Steifigkeitsmatrix Tabelle 7.24: Anzahl der
ohne, mit zeilenfdquilibrierter und mit diagonaler Vor- Elemente Ny in 7;, k(7y)
konditionierung fiir eine (552 +C52) L/ 2—adaptive Netzfolge und };L“”T‘X bei Rechnung

im Laplaceproblem 7.3. wie in Tabelle 7.23.
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Anhang A

A.1 elementare Integrale

A.1.1 integrals.h

#include "math.h"

#include "mex.h"

#define PI 3.141592653589793116

#define EPS 1le-15

/* computes \int_{-1}"1 t°k / ( |p|~2%t"2 + 2x<p,q>*t + [q/~2 ) dt */

/* input: integer k */

/* vectors p,q */

/* outputvector wal contatining values of all integrals until k */

void G (double* val, int k, doublex p, doublex q);

/* computes \int_{-1}"1 t"k * log ( [pl| 2*t"2 + 2*<p,q>*t + [q]/"2 ) dt */

/* dinput: integer k */

/* vectors p,q */

/* outputvector wal containing values of all integrals until k */

void L (double* val, int k, doublex p, doublex q);

/% computes double integrals */
/% \int_{-1}"1 \int_{-1}"1 s"k * t ell * <su+tv+w,n> / [su+tv+w/"2 dt ds */
/* input: integers k,ell */
/* vectors u,v,w */
/* integer type: double tintegral: \int_[aa bb] \int [a,b] */
/* type 0: intervals don’t touch */
/* type 1: bb == */
/* type 2: aa == b */
/* outputmatriz wval containing values of all integrals until (k,ell) */

void I (double** val, int k, int ell, double*x u, doublex v, doublex w,
double*x n, int type);

A.1.2 integrals.c

#include "integrals.h"
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3 void G (doublex val, int k, doublex p, doublex q)
4 {

5 double norm_p, norm_q, norm_p2, norm_q2;
6 double sc_p_q, delta;

7 double tmp;

8 double* ppq, *pmqg;

9 int j;

10

11 norm_p2 = p[0l*p[0]l+p[1]1*p[1];

12 norm_p = sqrt(norm_p2);

13 norm_q2 = q[0]l*q[0]l+ql[1]l*q[1];

14 norm_q = sqrt(norm_q2);

15 sc_p_q = pl0]*xq[0]l+p[1]*q[1];

16 delta = 4*(norm_p2*norm_q2-sc_p_q*sc_p_q);
17

18 /* case k==0 */

19 if (fabs(delta)>EPS)

20 {

21 if (norm_p<norm_q)

22 val[0] = atan( sqrt(delta) / (norm_q2-norm_p2) );
23 else if (norm_p > norm_q)

N
~

val[0] = atan ( sqrt(delta) / (norm_g2-norm_p2) ) + PI;
25 else

26 val [0] = PI/2;

27 val[0] = val[0]l*2 / sqrt(delta);

28 }

29 else

30 val[0] = 2 / (norm_g2-norm_p2);

31

32 /* case k==1 x/

33 if (k>=1)

34 {

35 ppa = mxCalloc(2,sizeof (double));

36 pmq = mxCalloc(2,sizeof (double));

37 ppq 0] = pl[0]l+q[0];

38 ppql1]l = pl1l+ql1];

39 pmq [0] = p[0]-q[0];

40 pmq[1] = pl[1]l-q[1];

41 val[1] = ( log( sqrt(ppql[0]l*ppq[0]+ppq[1]l*ppq[1]) )
42 - log( sqrt (pmq[0]*pmq [0]+pmg [1]*pmg [1]) )
43 - sc_p_q*val[0] )/norm_p2;

44 mxFree (ppq) ;

45 mxFree (pmq) ;

46 }

47 /* case k>1 */

48 for(j=2; j<=k; j++)

49 {

50 tmp = 2 * ( (j+1)%2 ) / (j-1);

51 val[j]l] = ( tmp - 2*xsc_p_q*val[j-1] - norm_q2*val[j-2] )/norm_p2;
52 }

53}

56 K KKK KK K K K K K KK KK K K K K K K oK K K K K K K K K K K K K KO K K K K K K K KK KKk K K KK K/
57 void L (doublex val, int k, doublex p, doublex q)

s {

59 double norm_p, norm_q, norm_p2, norm_q2;
60 double norm_ppq2, norm_pmq2;

61 double sc_p_q, delta;

62 double tmp, tmpl, tmp2;

63 double* ppq, *pmqg;
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double G_p_q_0;
int j;

norm_p2 = p[0l*p[0]+p[11*p[1];

norm_p = sqrt(norm_p2);
norm_q2 = q[0]l*xq[0]l+ql[1]l*q[1];
norm_q = sqrt(norm_q2);

sc_p_q = pl0l*xq[0]l+p[1]1*xql[1];

delta = 4*(norm_p2*norm_q2-sc_p_q*sc_p_q);
tmp = sc_p_q/norm_p2;

ppq = mxCalloc (2,sizeof (double));
pmq = mxCalloc (2,sizeof (double));

ppa[0] = p[0]l+q[0];
ppal1]l = pl[1l+ql1];
pmq [0] = p[0]1-q[0];
pmq [1] = p[1l-q[1];

norm_ppq2 = ppql[0]l*ppq[0]l+ppq[1]l*ppql1];
norm_pmq2 pmq [0] *pmq [0] +pmq [1] *pmq [1];

/* case k==0 */
if (delta>0)
{
G(&G_p_q_0,0,p,q);
val[0] = (1+tmp) * log( norm_ppq2 ) + (1-tmp) * log( norm_pmq2 ) -4
+ 2*(norm_q2-tmp*sc_p_q)*G_p_q_0;

else
val [0]

(1+tmp) * log( (sc_p_qg+norm_p2)*(sc_p_q+norm_p2) / norm_p2 )
(1-tmp) * log( (sc_p_q-norm_p2)*(sc_p_q-norm_p2) / norm_p2 )
_4;

+

/* case k==1 */
if (k>=1)
val[1] = ( norm_ppg2*log(norm_ppq2) - norm_pmqg2*log(norm_pmqg2)
- 4xsc_p_q - 2*xsc_p_q*val[0] ) / ( 2*norm_p2 );

/*case k>1 */
for (j=2; j<=k; ++j)

{
tmp = 2 * ( (j+1)%2 ) / (j+1);
tmpl = 1-2x(j%2);
tmp2 = 2 * (j%2) / j;
val[j] = ( norm_ppg2*log(norm_ppq2) + tmpl*norm_pmg2*log(norm_pmqg2)
- 2%xnorm_p2*tmp - 2*sc_p_q*tmp2 - 2*sc_p_qgx*j*val[j-1]
- norm_q2*(j-1)*val[j-2] ) / ( (j+1)*norm_p2 );
}

mxFree (ppq);
mxFree (pmq) ;

/K KKK KKK KK KK KKK K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K R K KOk K K kK K/
void I (double** val, int k, int ell, double*x u, doublex v, doublex w,

{

double* n, int type)

int 1,j;

double *wpv, *wmv, *wpu, *wmu;

double sc_u_n, sc_w_n, sc_wpu_n, sc_wmu_n;
double *G_u_wpv, *G_u_wmv, *G_v_wpu, *G_v_wmu;
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double mu, mul, mu2;
int kpell = k+ell;

wpv = mxCalloc (2, sizeof (double));

wmv = mxCalloc (2,sizeof (double));
wpu = mxCalloc (2, sizeof (double));
wmu = mxCalloc (2,sizeof (double));
wpv [0] = w([0]+v[0];

wpv [1] = w(l1l+v[1];

wmv [0] = w[0]-v[0];

wnv [1] = w[1]l-v[1];

wpu [0] = w([0]+u[0];

wpu[1] = wlil+u[l1];

wmu [0] = w[0]-ul[O];

wou[1] = w[1]l-ul[1];

sc_u_n = ul0]l*n[0]+ul1]l*n[1];
sc_w.n = wlO0l*n[0]+w[1]l*n[1];

sc_wpu_n = wpul[0]*n[0]+wpul1l*n[1];
sc_wmu_n = wmul[O]*n[O0]+wmul[1]*n[1];

/* case: integrals don’t touch */

if (type == 0)
{
/* case u []| w <=> U = murv */
if (fabs (ul[0l*v[1]1-ul1]l*v[0]) < EPS)
{
G_u_wmv = mxCalloc (k+2,sizeof (double));

G_u_wpv = mxCalloc (k+2,sizeof (double));
G_v_wmu = mxCalloc (kpell+2,sizeof (double));
G_v_wpu = mxCalloc (kpell+2,sizeof (double));
G(G_u_wpv ,k+1,u,wpv);

G(G_u_wmv ,k+1,u,wmv) ;
G(G_v_wpu,kpell+l,v,wpu);

G(G_v_wmu ,kpell+1l,v,wnu);

if (fabs(v[0]) < EPS)
mu = ul1]l/v[1];
else
mu = ul[0]/v[0];

/% I(0,75) */
for (j=0; j<=kpell; j++)

{
val[0][j] = ( sc_w_n*xG_u_wpv[0]
+ ( 1-2%(j%h2) d*sc_w_n*G_u_wmv [0]
- mu*sc_w_n*G_v_wpul[j+1]
+ mu*sc_w_n*G_v_wmul[j+1] ) / (j+1);
/% I(j,ell+k-7) *x/
for (i=1; i<=k; i++)
{
val[il[j] = ( sc_w_n*xG_u_wpv[jl]
+ ( 1-2%x((kpell-j)%2) )*sc_w_n*G_u_wmv[j]
- mu*sc_w_n*xG_v_wpu[kpell-j+1]
+ ( 1-2%(j%2) D)*mu*sc_w_n*G_v_wmu[kpell-j+1]
+ j*muxval[i-11[j+1] ) / (kpell-j+1);
}
}
}
/* case u not [/] w <=> w = mul*u + mul*v */
else
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}

{
G_u_wmv = mxCalloc(k+2,sizeof (double));
G_u_wpv = mxCalloc (k+2,sizeof (double));
G_v_wmu = mxCalloc(ell+2,sizeof (double)) ;
G_v_wpu = mxCalloc (ell+2,sizeof (double));
G(G_u_wpv ,k+1,u,wpv);
G(G_u_wmv ,k+1,u,wnv) ;
G(G_v_wmu,ell+1l,v,wnu);
G(G_v_wpu,ell+l,v,wpu);
mul = ( w[Ol*v[1]-w[1]l*xv([0] ) / ( ulOl*v[1]l-ul1l*v[0] );
mu2 = ( wl0l*ul1]l-w[1l*ul0] ) / ( v[0l*ul1l-v[1]l*ul0] );
/* I(0,0) */
val [0][0] = (mul+1l)*sc_wpu_n*G_v_wpul[O0]
- (mul-1)*sc_wmu_n*G_v_wmu [0]
+ (mu2+1)*sc_u_n*G_u_wpv [1] + (mu2+1)*sc_w_n*G_u_wpv [0]
- (mu2-1)*sc_u_n*G_u_wmv [1] - (mu2-1)*sc_w_n*G_u_wnmv [0];
/* I(0,7) */
for (j=1; j<=ell; j++)
{
val[0][j] = ( (mul+1)*sc_wpu_n*G_v_wpulj]
- (mul-1)*sc_wmu_n*G_v_wmul[j]
+ (mu2+1)*sc_u_nx*xG_u_wpv [1] + (mu2+1)*sc_w_n*G_u_wpv [0]
- ( 1-2%(j%2) )*(mu2-1)*sc_u_n*G_u_wmv [1]
- ( 1-2%(j%2) )*(mu2-1)*sc_w_n*G_u_wmv [0]
- j*mu2xval [0][j-11 ) / (j+1);
}
/* I(t,35) */
for (i=1; i<=k; i++)
{
val[i][0] = ( (mul+1l)*sc_wpu_n*G_v_wpu[0]
- ( 1-2%(i%2) D)*(mul-1)*sc_wmu_n*G_v_wmul[0]
+ (mu2+1)*sc_u_n*G_u_wpv [i+1]
+ (mu2+1)*sc_w_n*G_u_wpv [i]
- (mu2-1)*sc_u_n*G_u_wmv [i+1]
- (mu2-1)*sc_w_n*G_u_wmv [i]
- ixmulxval[i-1][0] ) / (i+1);
for (j=1; j<=ell; j++)
{
val[il[j] = ( (mul+1l)*sc_wpu_n*G_v_wpulj]
- ( 1-2%(i%2) )*(mul-1)*sc_wmu_n*G_v_wmnul[j]
+ (mu2+1)*sc_u_n*G_u_wpv [i+1]
+ (mu2+1)*sc_w_n*G_u_wpv [i]
- ( 1-2%(j%2) )*(mu2-1)*sc_u_n*G_u_wmv [i+1]
- ( 1-2%x(j%2) )*(mu2-1)*sc_w_n*G_u_wmv [i]
- dixmulxval[i-1][j] - j*mu2x*val[i]l[j-1]1 ) / (i+j+1);
}
}
}

mxFree (G_v_wmu) ;
mxFree (G_u_wpv) ;
mxFree (G_v_wpu) ;
mxFree (G_u_wmv) ;

/* case: bb

else if (type =

{

a */
= 1)
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247 G_u_wpv = mxCalloc (k+2,sizeof (double));

248 G_v_wmu = mxCalloc(ell+1,sizeof (double));

249 G(G_u_wpv ,k+1,u,wpv);

250 G(G_v_wmu,ell,v,wnu) ;

251

252 /* I(0,0) */

253 val [0][0] = 2% (sc_wmu_n*G_v_wmul[O0] + sc_u_n*G_u_wpv [1]

254 + sc_w_n*G_u_wpv [0] );

255 /* I(0,7) */

256 for (j=1; j<=ell; j++)

257 {

258 val[0][j] = ( 2*sc_wmu_n*G_v_wmul[j] + 2*sc_u_n*G_u_wpv [1]
259 + 2*%sc_w_n*xG_u_wpv [0] - j*val[0]J[j-11 ) / (j+1);
260 }

261

262 /* I(i,35) */

263 for (i=1; i<=k; i++)

264 {

265 val[i][0] = ( 2*%( 1-2*(i%2) )*sc_wmu_n*G_v_wmu [0]

266 + 2*%sc_u_n*G_u_wpv[i+1] + 2*sc_w_n*G_u_wpv[i]
267 + ixvall[i-11[0] ) / (i+1);

268 for (j=1; j<=ell; j++)

269 {

270 val[il[j] = ( 2%x( 1-2%(i%2) J*sc_wmu_n*G_v_wmul[j]

271 + 2*%sc_u_n*G_u_wpv[i+1] + 2*sc_w_n*G_u_wpv[i]
272 + ixval [i-11[3§] + j*vall[il[j-11 ) / (i+j+1);
273 ¥

274 }

275 mxFree (G_v_wmu) ;

276 mxFree (G_u_wpv) ;

277 }

278

279 /* case: aa == b */

280 else if (type == 2)

281 {

282 G_u_wmv = mxCalloc(k+2,sizeof (double));

283 G_v_wpu = mxCalloc(ell+l,sizeof (double));

284 G(G_u_wmv ,k+1,u,wnv) ;

285 G(G_v_wpu,ell,v,wpu);

286

287 /* I1(0,0) */

288 val [0][0] = 2% (sc_wpu_n*G_v_wpul[O] + sc_u_n*G_u_wmv [1]

289 + sc_w_n*G_u_wmv [0] );

290 /* I(0,7) */

291 for (j=1; j<=ell; j++)

292 {

293 val[0][j] = ( 2*sc_wpu_n*G_v_wpul[j]

294 + 2%( 1-2%x(j%2) )*sc_u_n*xG_u_wmv [1]

295 + 2%x( 1-2%x(j%2) )*sc_w_n*xG_u_wnv [0]

296 + jxval [0]1[j-11 ) / (j+1);

297 }

298 /% I(i,35) */

299 for (i=1; i<=k; i++)

300 {

301 val[i][0] = ( 2xsc_wpu_n*G_v_wpul[0] + 2*sc_u_n*G_u_wmv [i+1]
302 + 2xsc_w_n*G_u_wmv[i] - di*xval[i-1]1[0] ) / (i+1);
303 for (j=1; j<=ell; j++)

304 {

305 val[il[j] = ( 2*sc_wpu_n*G_v_wpul[j]

306 + ( 1-2%(j%2) )*2*sc_u_n*G_u_wmv [i+1]
307 ( 1-2%x(j%h2) )*2*sc_w_n*G_u_wmv [i]
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- ixvall[i-1][j] - j*vall[il[j-11 ) / (i+j+1);
¥
}
mxFree (G_u_wmv) ;
mxFree (G_v_wpu) ;

}

else
mexPrintf ("Something is wrong! this type does not exist!");

A.2 rechte Seite der Symm’schen Integralgleichung

A.2.1 exakte rechte Seite

#include <math.h>
#include "mex.h"

#define EPS 1e-13
#define PI 3.141592653589793116

void mexFunction (int nlhs, mxArray* plhs[], int nrhs, const mxArray* prhs[]);
void rhs(double* b, doublex* coordinates, doublex elements, int nC, int nE, charx*x g);

void adlp(doublex returnvec , double*x sx, double a0, double al, double b0, double bil,
double n0, double n1, int order);

double arctan(double x0, double x1, double a0, double a1, double b0, double b1l);

/* transfers data from matlab to C wvice wversa */
/* replaces main - function */
void mexFunction (int nlhs, mxArray* plhs[], int nrhs, const mxArray* prhs[])
{

const char*x functionName = mexFunctionName () ;

char errorMessage [255];

int j;

int nE, nC;

double* elements;

double* coordinates;

charx* g;

doublex* b;

/* check data */
if (nlhs !'= 1) {
sprintf (errorMessage ,"Use b
functionName) ;
mexErrMsgTxt (errorMessage) ;

%s(coordinates ,elements ,’g’).",

}

if (nrhs != 3) {
sprintf (errorMessage ,"Use b
functionName) ;
mexErrMsgTxt (errorMessage) ;

%s(coordinates ,elements ,’g’).",

}
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}

/%
/%
/%
/%
/%

void rhs(double* brhs,

/* Read tinput data */

coordinates = mxGetPr (prhs[0]);

nC = mxGetM(prhs [0]) ;

/% number of

elements = mxGetPr (prhs[1]);

nE = mxGetM(prhs[1]);

/* number of

nodes */

elements */

/* (K+1/2)g has to be computed -> g is the name (string!) of a matlab */
/* function realizing the evaluation
g = mxArrayToString (prhs [2]) ;

/* create output vector wvechb */
plhs [0] = mxCreateDoubleMatrix (nE,1,mxREAL);

b = mxGetPr (plhs [0]);

rhs (b, coordinates ,elements ,nC,nE,g);

returns approxzimation of right-hand-side for Galerkin scheme
val (7) = < (K+1/2)*g ; \chi_{T_j5} >

= (1/2) % < g ; \chi_{T_j} > + < g ; K’

where K is built with respect to the fundamental solution

of the Laplacian G(z) =

double* coordinates,

-1/(2*PI) * log lz]/

int nC, int nE, charx g) {

const order = 16;
const log_order = 16;
int i,j,k,ell;

int aidx, bidx, cidx, didx;
double a0,al, b0O,bl, cO,cl, d0,d1, nO,ni;

double hj, hk;

double D, ul[2*%xorder], v[2], vn;

double singular, regular,
double tmp;
double *sx, *gsx, *tmpgsx

regularl [order], r

, *tmpgsxlog;

double tmpsx[2*order],tmpsxlog[2*log_order];
double norm_sxam, norm_sxbm;

double #*sxlogl, *sxlog2;
double*x wll, *wl2;
double* tmpvec;

mxArray *g_input, *g_output;

double *pr;

/% 16-point Gaussian quadrature on [-1,1] */

const double wht([] = { 0.

.1246289712555634 ,
.182603415044924 ,
.182603415044924 ,
.1246289712565634, O.
.027152459411753 };

const double pt[] = { -0.
.755404408355003, -0.
.281603550779259, -0.
.281603550779259, 0.
.755404408355003, O.
.989400934991650 };

027152459411754 ,

o O O o

989400934991650, -0.

double* elements,

egular2 [order];

.062253523938648
.149595988816577
.189450610455069
.169156519395003

095158511682492

944575023073233
617876244402644
095012509837637
458016777657228
865631202387832

\chi_{T_j} >

>

>

>

>

>

>

H

>

>

>

O O O OO

*/

*/
*/
*/
*/
*/

.095158511682493
.169156519395003
.189450610455069
.149595988816577
.062253523938648

.865631202387832
.458016777657227
.095012509837637
.617876244402644
.944575023073232

/* 16-point logarithmic-weighted Gaussian quadrature on [-1,1] */

const double log_pt[] = { 0.38978344871159e-02,

0.58280398306240e-

0.23028945616873e-01,

01, 0.10867836509105,

>

3

>

>

3

>

3

>

H

H
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0.17260945490984 , 0.24793705447058 ,
0.33209454912992, 0.42218391058195,
0.51508247338146 , 0.60755612044773 ,
0.69637565322821 , 0.77843256587327 ,
0.85085026971539 , 0.91108685722227 ,
0.95702557170354 , 0.98704780024798%};
const double log_wht[]= {-0.60791710043591e-01,-0.10291567751758,
-0.12235566204601 , -0.12756924693702,
-0.12301357460007, -0.11184724485549,
-0.96596385152124e-01,-0.79356664351473e-01,
-0.61850494581965e-01,-0.45435246507727e-01,
-0.31098974751582e¢-01,-0.19459765927361e-01,
-0.10776254963206e-01,-0.49725428900876e-02,
-0.16782011100512e-02,-0.28235376466844e-031};
/% collect all evaluations of the Dirichlet data in one matriz */
sx = mxMalloc (2*xorder*nExsizeof (double)) ;
gsx = mxMalloc (order*nE*sizeof (double));

sxlogl = mxMalloc (2*xlog_order*nExsizeof (double));
sxlog2 = mxMalloc (2*xlog_order*nE*sizeof (double));
wll = mxMalloc (nE*xsizeof (double)) ;
wl2 = mxMalloc (nE*xsizeof (double)) ;

for (j=0; j<mE; ++j) {

aidx = (int) elements[jl-1; /% 1st node of

a0 = coordinates [aidx];
al = coordinates [aidx+nC];

bidx = (int) elements[j+nE]-1; /% 2nd node of

b0 = coordinates [bidx];
bl = coordinates [bidx+nC];

v [0]
v[1]

b0-a0l;
bl-ail;

/* gauss quadrature*/

g_input = mxCreateDoubleMatrix (order ,2,mxREAL) ;

pr = mxGetPr (g_input);
for (i=0; i<order; ++i)

{

element Tj [a,b] */

element Tj [a,b] */

prlil= 0.5 * ( (1.-pt[i]) * a0 + (1.+pt[i]) * bO );
prli+order] = 0.5 * ( (1.-pt[i]) * al + (1.+pt[i]) * Db1);

sx [2*j*order+i] = pr[il;

sx[(2xj+1) xorder+i] = pr[i+order];

}

mexCallMATLAB (1,&g_output ,1,&g_input ,g);

tmpgsx = mxGetPr (g_output)
for(i=0; i<order; ++i)

gsx[j*order+i] = tmpgsx[i];

mxDestroyArray (g_input);
mxDestroyArray (g_output) ;

/* log-weighted gauss quadrature */

/% this is just needed 1in

case a=bb */

g_input = mxCreateDoubleMatrix (order ,2,mxREAL) ;

pr = mxGetPr (g_input);

for (i=0; i<log_order; ++1i)

{

prlil= a0 + (1.-log_ptl[il]) * v[0];
prli+log_order] = al + (1.-log_ptl[il) * v[1];
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sxlogl [2¥j*log_order+i] = a0 + (1.-log_ptl[i]) * v[0];
sxlogl [(2*j+1)*log_order+i] = al + (1.-log_ptl[i]) * v[1];
}
mexCallMATLAB (1,&g_output ,1,&g_input ,g);
tmpgsxlog = mxGetPr (g_output);
wll1[j] = tmpgsxlog[0] * log_wht [0];
for (i=1; i<log_order; ++1i)
wll1[j]l += tmpgsxlog[il*log_wht[i];
mxDestroyArray (g_input);
mxDestroyArray (g_output) ;

/* log-weighted gauss quadrature */
/% this is just needed in case b=aa */
g_input = mxCreateDoubleMatrix (order ,2,mxREAL) ;
pr = mxGetPr (g_input);
for (i=0; i<log_order; ++1i)
{
pr[il= a0 + log_pt[i] * v[0];
prli+log_order] = al + log_pt[i] * vI[1];
sxlog2[2xj*log_order+i] = pr[il;
sxlog2 [(2*j+1)*log_order+i] = pr[i+log_order];
}
mexCallMATLAB (1,&g_output ,1,&g_input ,g);
tmpgsxlog = mxGetPr (g_output);
wl2[j] = tmpgsxlog[0]*log_wht [0];
for (i=1; i<log_order; ++1i)
wl2[j]l += tmpgsxlog[il*log_wht[i];
mxDestroyArray (g_input) ;
mxDestroyArray (g_output) ;

/* starting calculation*/
for (j=0; j<nE; ++j)

{

regular = 0.;

aidx = (int) elements[j]l-1; /% 1st node of element Tj = [a,b] */
a0 = coordinates [aidx];

al = coordinates [aidx+nC];

bidx = (int) elements[j+nE]-1; /% 2nd node of element Tj = [a,b] */
b0 = coordinates [bidx];

bl = coordinates [bidx+nC];

v[0] = b0-a0l;

v[1] = bil-al;

hj = v[0l*xv[0] + v[1lx*xv[1] ; /% hj = norm(b-a) "2 */

/% ( \int_A{T_j5} g(z) ds_z ) / 2 */
tmp = wht [0] * gsx[j*order];
for (i=1; i<order; ++i)

tmp += wht[i] * gsx[j*order+il;

brhs[j] = 0.25 * tmp * sqrt(hj);

for (k=0; k<nE; ++k)

cidx = (int) elements[k]-1; /% 1st node of element Tk = [c,d]
cO0 = coordinates [cidx];
cl = coordinates [cidx+nC];

*/
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didx = (int) elements[k+nE]-1; /% 2nd node of element Tk = [c,d] */
d0 = coordinates [didx];

dl = coordinates [didx+nC];

hk = (d0-c0)*(d0-c0) + (di-c1)x*(dili-ci1); /* hk = morm(d-c) "2 */

n0 = (dil-c1) / sqrt(hk); /¥ n = n_xz normale vector */

nl = (c0-d0) / sqrt(hk);

vn = v[0] * nO + v[1] * ni; /¥ < b-a , n > */

/* case 2.2: intervals [a,b] and [c,d] are in contact */

if
{

( (a0==d0 && al==d1) || (cO==b0 && cl==bl) )

/% the normal wvectors of [a,b] and [c,d] differ */
if ( fabs(vn) >= EPSxsqrt(hj) )

{
for (i=0; i<order; ++i)
{
uli] = a0 + b0 - 2*sx[2*k*order+il];
uli+order] = al + bl - 2*xsx[(2*xk+1)*order+i];
¥
/* case a = d */
if ( a0==d0 && al==d1 )
{
for (ell=0; ell<order; ++ell)
{
D = fabs( ulell] * v[1] - ulell+order] * v[0] );
norm_sxbm = sqrt( (sx[2*k*order+ell]-b0) * (sx[2*k*order+ell]-b0)
+ (sx[(2%k+1)*order+ell]-bl) * (sx[(2%k+1)*order+ell]l-bl) );
/* regularl = log (/sz-bl/ld-cl) */
regulari[ell] = log( norm_sxbm / sqrt(hk) );
/* regular2 = 1/D * arctan */
regular2[ell] = arctan( sx[2xk*order+ell],sx[(2*k+1) *order+ell],al,al,
b0,bl ) / D;
}
singular = -vn * sqrt(hk) * wll[k];
for (i=0; i<order; ++i)
{
/* regular = Gauss quadrature of
*/
/* <d,normvec> * regularl + (<u,n>*%<b-a,b-a> - <b-a,n>*<u,b-a>) *
regular2 */
regular += wht[i] * gsx[kxorder+i] * 0.5 * sqrt(hk) * (
( C ulil * n0 + ulitorderl*nl ) * hj
- ( ufil * v[0] + ul[i+order] * v[1] ) *vn ) *regular2[i]
+ vn * regulari[i] ) ;
}
}
/* case b = c */
else
{

for (ell=0; ell<order; ++ell)
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D = fabs( ulell] * v[1] - ul[ell+order] * vI[0] );

norm_sxam = sqrt( (sx[2*k*order+ell]-a0) * (sx[2*k*order+ell]-al)
+ ( sx[(2%k+1)*order+ell]-al) * (sx[(2%k+1)*order+ell]l-al) );
/* regularl = log (ld-cl/lsz-al) */
regularl[ell] = log( sqrt(hk) / norm_sxam );
/* regular2 = 1/D * arctan */
regular2[ell] = arctan( sx[2*k*xorder+ell],sx[(2xk+1)*order+ell],a0,al,
b0,bl ) / D;
}

/% singular = <d,n> * [d-c| * gauss-log-quadrature */
singular = vn * sqrt(hk) * wl2[k];

for (i=0; i<order; ++i)

{
/* regular = Gauss quadrature of */
/% <d,normvec> * regularl + (<u,n>*<d,d> - <d,n>*<u,d>) * regularl */
regular += wht[i] * gsx[k*order+i] * 0.5 * sqrt(hk) =*
( ( (ul[i]l * nO + ul[i+order] * nl) * hj
-(uli] * v[0] + uli+order] * v[1] ) *vn ) * regular2[i]
+ vn * regulari[i] );
}

}
/% b(5) = rhs(j) = sum_[a,b] 1/(2*pi*/b-al) (regular+singular) */
brhs [j] += ( regular + singular ) / ( 2. * PI * sqrt(hj) );

}
}
/* case 1: intervals [a,b] and [c,d] are not in contact */
else
{
tmp = 0.;
for (i=0; i<order; ++i)
{
tmpsx[i] = sx[2*k*order+i];
tmpsx [itorder] = sx[(2*%k+1)*order+il;
}
tmpvec = mxMalloc (order*sizeof (double));
adlp (tmpvec , tmpsx,a0,al,b0,bl,n0,nl,order);
for (i=0; i<order; ++i)
tmp += wht[i]l*gsx[k*order+il*tmpvecl[i];
/* b(j) = rhs(j) = sum_[a,b] 1/(2*pi*|/b-al) < g;K’_chi_{[a,b]} > */
brhs [j] += tmp*0.5%*sqrt (hk) ;
mxFree (tmpvec) ;
}

/* Free memory */
mxFree (sx) ;
mxFree (gsx) ;
mxFree (sxlogl);
mxFree(sxlog2);
mxFree (wll);
mxFree (wl2) ;
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JF KA KA KKK KK KA KKK KA KKK KA KKK KA KA KK AKA KKK R KA K
* computes double layer potential K’ *
* K’\pht = -1/(2pi) \int_Gamma <z-y,n(z)>/lz-y/"2 g(y) ds_y *
KKK A KKK KA KA KA KKK KA KKK KA KKK KA KA KA KKK KKK KKK KKK AKARAF K )
void adlp(double*x returnvec, double* sx, double a0, double al, double b0, double b1,
double n0, double ni1, int order)
{
int j;
double d[2], c[2];
double sxam[2], sxbm[2];
double D, norm_d, norm2_c, norm2_d, dn;
double tmpl, tmp2, maxtmp;
d[0] = b0-a0l; /¥ d = b-a */
d[1] = bl-al;
norm2_d = d[0]*d[0]+d[1]*d[1]; /% mnorm2_d = [d["2 */
norm_d = sqrt(norm2_d); /* morm_d = [d] */
dn = d[0]*n0+d[1]*n1; /% dn = < d,n > */
for(j=0; j<order; ++j)
{
c[0] = a0+b0-2.*sx[j]; /% ¢ = a+b-2%x */
c[1] = al+bl-2.xsx[j+order];
D = fabs( c[0]*d[1]1-c[11*d[0] ); /* D = [c,d] */
norm2_c = c[0]*c[0]+c[1]l*c[1]; /% morm2_c = [c[|"2 */
/* case 2.%*/
if ( D<=EPS*norm_d )
{
if ( (norm2_c <= norm2_d) || (fabs(dn) <= EPS*norm_d) )
returnvec [j] = 0.;
/* case 2.2. */
else
{
tmpl = bO+bl-sx[jl-sx[j+order];
tmp2 = aO+al-sx[jl-sx[j+torder];
maxtmp = fabs (tmpl);
if (fabs (tmp2) >maxtmp)
maxtmp = fabs (tmp2);
if ( fabs(tmpl-tmp2) <= EPS*maxtmp )
returnvec[j] = 0.;
else if ( (tmpl==0. && fabs(tmp2)<=EPS) || (tmp2==0. && fabs(tmpl)<=EPS) )
returnvec [j] = 0.;
else if ( tmpl*tmp2 < 0. && maxtmp<=EPS )
returnvec [j] = 0.;
else
returnvec [j] = dn*log(tmpl/tmp2)/(2.*PI*norm_d);
}
}
/* case 1. */
else
{
sxam [0] = sx[jl-a0;
sxam [1] = sx[jt+torder]-al;

sxbm [0] = sx[j]l-Db0;
sxbm [1] = sx[j+order]-bil;

returnvec [j] = ( dn*log( sqrt (sxbm[0]*sxbm [0]+sxbm [1]*sxbm[1])/
sqrt (sxam [0]*sxam [0]+sxam [1]*sxam [1]) )
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*
*

double arctan(double x0,

{

+ (n1*d[0]-n0*d[1]) *(c[1]1*d[0]-c[0]*xd[1])
xarctan(sx[j],sx[j+order],a0,al,b0,b1)/D ) /(2*PI*norm_d);

K K K oK K K K K K K K K K K K K K K oK K Kk K K K K oKk K K oK K oKk K K oK K oKk K K K K Kk K K K K Kk Kk ok

*

computes function arctan *
arctan ( ( |/b-al/"2 + < a+b-2%x , b-a > ) / D ) *

*

+ arctan ( ( [b-al"2 -

double d[2],

double
double
double

c[o] =
cl[1] =
d[0] =
d[1] =
axm [0]
axm [1]
bxm [0]
bxm [1]
norm2_c
norm2_d

D;
va

1;

< a+b-2*%x , b-a > ) / D )
ook ok e K K o o e KK K o o e KK K K K K K R K Rk kKKK KRk kKKK k)

double x1, double a0,

c[2], axm[2], bxm[2];

norm2_c, norm2_d;

a0
al
b0
bl

+
+

a0
al
b0
bl

c[0]
d[o]

b0 - 2. * x0
bl - 2. * x1
al;

al;

- x0;

- x1;

- x0;

- x1;

D = fabs( c[0] * d[1] -

s

s

* c[0] + c[1] * c[1];
* d[o] + d[1] * al[1];

cl1] = d[o0] );

double ail,

/* 4in this case we use the addition theorem */
if (norm2_d

{

val =

atan( D / (2.%

!'= norm2_c)

/* in this case we have to add pi*/
if (norm2_d > norm2_c)

val +=
return val;

PI;

(axm [0]*bxm [0]+axm [1]*bxm [1]) ) );

/* 4in this case we cannot use the addition theorem */

else

{

val =

}

atan( ( bxm[0] =*
+ atan( ( axm[0] =
return val;

d[0] + bxm[1] = d[1] ) * 2. / D )

d[0] + axm[1] * d[1] ) =

A.2.2 approximative rechte Seite

/%

* ¥ %X %X %

T e e S
returns approzimation of right-hand-side for Galerkin scheme

val (7)

< (K+1/2)%g ;
(1/2) * < g ;
where K is built with respect to the fundamental solution
of the Laplacian G(z) =

\chi_{T_j} >
\chi_{T_j5} > + < g

-1/(2*%PI) * log |

K’

\chi_{T_j} >

(-2.) / D );

double b0,

* % %X X % %

double b1l)
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7 Rk KKK KKK KKK KA KKK KK KKK KKK A KKK KK KKK KKK KKK KK N )
s #include <math.h>

9 #include "mex.h"

10

11 #define EPS 1le-15

12 #define PI 3.141592653589793116

13

14 void mexFunction (int nlhs, mxArray* plhs[], int nrhs, const mxArray* prhs[]);
15

16 void rhs(double*x returnvalue, double*x coordinates, doublex elements,
17 int nC, int nE, doublex gx, double eta);

18

19 void computeKij (doublex val0, doublex vall,

20 double a0, double al, double b0, double b1,

21 double c0, double c1, double d0, double di1, double eta);
22 void computeKij_analytic (doublex IO, doublex I1,

23 double a0, double a1, double b0, double b1,

24 double c0, double c1, double d0, double di);

25 void computeKijT_analytic (double* IO, doublex I1,

26 double a0, double a1, double b0, double b1,

27 double c0, double c1, double d0, double d1);

28 void computeKij_semianalytic(doublex IO, doublex Ii,

29 double a0, double al, double b0, double b1,
30 double c0, double c1, double d0, double di);
31 void computeKijT_semianalytic(double* IO, doublex I1,

32 double a0, double a1, double b0, double bi,
33 double c0, double c1, double d0, double d1);

34
35 double dlpWrapper (int k, double ul[2],double v[2]);

36 double dlp(int k, double a, double b, double c);

37

38 double ptoseg(double p0, double pl, double a0, double al, double b0, double b1);
39 double dist2(double a0, double al, double b0, double b1,

40 double c0, double c1, double d0, double di);

41

42 ¥ —mmmmmmmm—————— - MEX interface ----------------- */

43 void mexFunction (int nlhs, mxArray* plhs[], int nrhs, const mxArray#* prhs[])

a4 A

45 int i;

46 const char*x functionName = mexFunctionName () ;

47 char errorMessage [255];

48 int nE, nC;

49 double* elements;

50 double* coordinates;

51 double eta;

52 charx* g;

53 double* vecb;

54 mxArray *g_input, *g_output;

55 double *pr, *xgx;

56

57 /* check data */

58 if (nlhs !'=1) {

59 sprintf (errorMessage ,"Use either b = Ys(coordinates,elements,’g’)\n or b = %s(
coordinates ,elements ,’g’,eta).",functionName, functionName) ;

60 mexErrMsgTxt (errorMessage) ;

61 ¥

62

63 if ((nrhs !'= 3) && (nrhs !'= 4) ) {

64 sprintf (errorMessage ,"Use either b = Ys(coordinates,elements,’g’)\n or b = %s(
coordinates ,elements ,’g’,eta).",functionName, functionName) ;

65 mexErrMsgTxt (errorMessage) ;
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}

if (nrhs == 4) {
pr = mxGetPr (prhs [3]);
eta = *pr;

}

else {
eta = 0.;

}

/* Read tinput data */
coordinates = mxGetPr (prhs[0]);
nC = mxGetM(prhs [0]) ;

elements = mxGetPr (prhs[1]);
nE = mxGetM(prhs[1]);

/* (K+1/2)g has to be computed -> g is the name (string!)

/* function realizing the evaluation
g = mxArrayToString (prhs[2]);

/* create output vector wvecb */

plhs [0] = mxCreateDoubleMatrix (nE,1,mxREAL);
vecb = mxGetPr (plhs [0]) ;

/% compute all evaluations of function g */
mexCallMATLAB (1,&g_output ,1,prhs,g);

gx = mxGetPr (g_output);

mxDestroyArray (g_input) ;

rhs (vecb,coordinates,elements ,nC,nE,gx,eta);

mxDestroyArray (g_output) ;

/* number of mnodes */

/* number of elements */

/* oK K K oK K K K K K K K K K oK K K K K K K K K K oK K Kk K K oK K K K K oK K 0K K K oK K K K K oK 0K 0Kk K K oK XK K K K K K Kk K ok Kk Xk

val (j) = < (K+1/2)*g ; \chi_{T_j5} >

* ¥ *x %

* of the Laplacian G(z) = -1/(2*PI) * log |/

returns approzimation of right-hand-side for Galerkin scheme

= (1/2) * < g ; \chi_{T_j} > + < g ; K’ \chi_{T_j} >
where K is built with respect to the fundamental solution

oK K K oK K K K K K K K K K K K K K K K K oKk K K K K oK K K oK K oKk K K K K oK 3K 0K K K oKk K K K K oK 3K 0K K K oK K K K K Kk K Kk K ok Kk %

* %X ¥ % x %

*/

of a matlab */

*/

void rhs(double* returnvalue, double* coordinates, double* elements,

int nC, int nE, double*x gx, double eta)

{

int i,j;

double linetestl, linetest2;

double I1I0,I1;

int aidx, bidx, cidx, didx;

double a0,al, b0O,bl, cO,cl, d40,d1;

double hi, hj;

double *K = mxCalloc (nE*nC,sizeof (double)) ;

/% Fill matriz < (K+1/2)g,\cht> */
for (j=0; j<mE; ++j) {

cidx = (int) elements[j]l-1; /% 1st node of
cO0 = coordinates [cidx];
cl coordinates [cidx+nC];

element Tj

[e,d] */
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didx = (int) elements[j+nE]-1; /% 2nd node of element Tj = [c,d] */
d0 = coordinates [didx];
dl = coordinates [didx+nC];
for (i=0; i<nE; ++i) {
aidx = (int) elements[i]-1; /% 1st node of element Ti = [a,b] */
a0 = coordinates [aidx];
al = coordinates [aidx+nC];
bidx = (int) elements[i+nE]-1; /% 2nd node of element Tt = [a,b] */
b0 = coordinates [bidx];
bl = coordinates [bidx+nC];
hi = (b0-al0)*(b0-a0) + (bl-al)x*(bl-al); /* hi = norm(b-a) "2 */
hj = (d0-c0)*(d0-c0) + (di-cl)*(dl-cl); /* hj = norm(d-c) 2 */
/* if two intervals are in line the scalar-product with */
/* the mnormal wector ©s zero */
/% —-=> double-layer-potential is zero! */
/% this ts tested beneath and in this case nothing */
/* should be calculated! */
linetestl = fabs( (a0+b0-2*c0)*(bl-al)-(al+bl-2*cl1)*x(b0-al) );
linetest2 = fabs( (a0+b0-2%d0)*(bl-al)-(al+bl-2%d1)*(b0-al) );
if ( linetestl > EPS || linetest2 > EPS ) {
computeKij (&I0,&I1, a0,al,b0,bl, c0,cl1,d0,dl,eta);
K[j+aidx*nE] += I0 - I1;
K[j+bidx*nE] += I0 + I1;
}
}
/* 1/2 * <\eta_j,\chi_k> */
K[j+cidx*nE] += 0.25xsqrt (hj);
K[j+didx*nE] += 0.25*sqrt(hj);
}
/* compute (K+1/2)*g */
for (j=0; j<nE; ++j)
{
returnvalue [j] = 0.;
for (i=0; i<nC; ++i)
returnvalue [j] += K[j+i*nElxgx[i];
}
mxFree (K) ;
}
J* m e WRAPPER: Double Integrals for DLP ---------—------~- */
void computeKij (double* IO, doublex I1,
double a0, double al, double b0, double bil,
double c0, double c1, double 40, double di,
double eta) {
/%
* INPUT: elements Ti = [a,b], Tj = [c,d] with a,b,c,d \in \R"2
* QUTPUT: Galerkin integral
* -1/(2pt) \int_{Tj} \int_{Ti} 1/2 <y-z,n(y)>/lz-y/~2 \phi(y) ds_y ds_z
* \phi (\gamma (t))\in[-1,1]: \phi(\gamma(t)) = 1/2 + 1/2t
* resp. \pht(\gamma(t)) = 1/2 - 1/2t
* thus \phi (\gamma) %s the hat function on [-1,1],
* resp. \pht ts the hat function on T_+%
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188

189 double hi = (b0-a0)*(b0-a0) + (bl-ail)*(bl-al); /* hi = norm(b-a) 2 */
190 double hj = (d0-c0)*(d0-c0) + (dl-c1l)*(dl-cl); /* hj = norm(d-c) 2 */
191 double tmp, det;

192 double n[2];
193 double x[2], y[2], z[2];
194 double zxpl[2], zxm[2], zyp[2], zym[2];

195 double yn, zn, zypn, zymn;

196 double lambda, mu;

197 int swap;

198

199 [ KRR AR KKK KK AR AR KKK KK A KA KK KK KK A A KK KKK KA KKK KK A KA KKK KKK A KK KK KKK K
200 * For stability reasons, we guarantee hy <= hi to ensure that *
201 * outer integration s over smaller domain. This ts done by *
202 * swapping Tj and Ti tf necessary. *
203 KKK KKK AR K KKK KKK KKK KKK KA K KKK KKK KKK KKK KKK KA KKK KKK KKK KKK KKK K]
204 if ( hi<hj )

205 swap = 1;

206 else

207 swap = O;

208

209 if (eta == 0) { /* compute all matriz entries analytically */

210

211 if (swap == 0)

212 computeKij_analytic (I0,I1, a0,al, bO,bl, cO,cl, d0,d1);

213 else

214 computeKij_analytic (I0,I1, a0,al, bO,bl, cO,cl, d0,dl);

215 }

216 else { /* compute admissible matriz entries semi-analytically */

217

218 if ( dist2(a0,al,b0,bl,c0,cl1,d0,d1l) > etaxsqrt(hj) ) {

219 if (swap == 0)

220 computeKij_semianalytic(IO,I1, a0,al, bO,bl, cO,cl, d0,dl);

221 else

222 computeKijT_semianalytic(IO,I1, a0,al, bO,bl, cO,cl, d40,d1);
223 ¥

224 else {

225 if (swap == 0)

226 computeKij_analytic (I0,I1, a0,al, bO,bl, cO,cl, d0,d1);

227 else

228 computeKijT_analytic (I0,I1, a0,al, b0O,bl, cO,cl, d40,d1);

229 }

230 }

231 X

232

233

234 /¥ ———mmm————-——- Double Integrals for DLP: analytic, no swap -----—-——------- */
235

236 void computeKij_analytic (doublex* I0, doublex I1,

237 double a0, double al, double b0, double b1,
238 double c0, double c1, double d0, double di1) {
239 /*

240 INPUT: elements Tt = [a,b], Tj = [c,d] with a,b,c,d \in \R"2
241 OUTPUT: Galerkin integral
242 -1/(2pi) \int_{Tj} \int_{Ti} 1/2 <y-z,n(y)>/lz-y/ 2 \phi(y) ds_y ds_z

*
*
*

243 * \gamma (\ph<i (t))\in[-1,1]: \gamma (\pht(t)) = 1/2 + 1/2t
*
*
*

244 resp. \gamma (\phi(t)) = 1/2 - 1/2t
245 thus \phi (\gamma) %is the hat function on [-1,1],

246 resp. \pht <s the hat function on T_1

247 */

248
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double
double
double
double
double
double
double
double

n[0] =
n[1] =

x[0] =
x[1] =
y[0] =
y[1] =
z[0] =
z[1] =

zxp [0]
zxp [1]
zxm [0]
zxm [1]
zyp [0]
zyp [1]
zym [0]
zym [1]

yn =
zn =
zZypn
zZymn

N <

= (b0-a0)*(b0-a0) + (bl-al)*(bl-al);

hi

hj = (d0-c0)*(d0-c0) + (di-c1l)*(dl-cl);
tmp, det;

n[2];

x[2], y[21, z[2];

zxp[2], zxm[2], zyp[2], zym[2];
, zn, zZypn, zymn;
lambda, mu;

yn

( bt-al ) / sqrt(hi); /#
( a0-b0 ) / sqrt(hi);

b0
bl
cO
cl
a0
al

- a0; /*
- al;
- do; /*
- di;
+ b0 - cO - dO; /*
+ bl - c1 - di;

z[0] + x[0];

z[1] + x[1];

z[0] - x[0];

z[1] - x[1]1;

z[0] + y[0];

z[1] + y[1];

z[0] - y[o0];

z[1] - y[1];

[0]*n[0]+y[1]1*n[1];
[0]*n[0]+z[1]1*n[1];

zyp [01*n[0]+zyp [1]1*n[1];
zym [0]*n [0]+zym [1]*n[1];

J/*

J/*
J*
J/*
J/*

/* hi
/* hj

= norm(b-a) "2 */
norm(d-c) "2 */

= n_y normale vector */

= b-a */

= c-d */

= a+b-c-d */

zZTp z+z = 2b-c-d */

zxm z-z = 2a-c-d */

z2yp z+y = atb-2d */

zym z-y = a+b-2c */

Yyn <y,n> */

zn = <z,n> */

zypn = <z+y,n> = <a+b-2d,n> */
zymn = <z-y,n> = <a+b-2c,n> */

/* There hold different recurstion formulae tf Ti and Tj *
* are parallel (det = 0) or not
det = x[0]*y[1] - x[1]l*y[0];

/% case that z and y are linearly dependent,
if ( fabs(det) <= EPSx*sqrt(hixhj) ) {

if ( fabs(y[0]) < fabs(y[1]) )
lambda =

else

lambda =

*I0

*I1 =

x[1] / y[1];

x[0] / yl[o0];

zn * ( dlpWrapper (0, vy,
lambda * dlpWrapper (1, x

7.

zxp) + dlpWrapper (0,
zyp) + lambda * dlpWrapper (1, x,

>

0.5 * zn * ( dlpWrapper (O,
lambda * dlpWrapper (2, x

>

y, zxp)

Yy

*/

ZXm)

- dlpWrapper (0, vy,

ZxXm)

zyp) + lambda * dlpWrapper (2, x,

else { /* case that = and y are linearly <independent */

/* if dntervals are in touch recursion formulae reduce */
0==c0 && bl==c1l) {

if (b

*I0

2 x ( zypn * dlpWrapper (0, x,
zxm) ) ;

zn

* dlpWrapper (0, vy,

zyp) + yn * dlpWrapper (1,

0.5 * ( 2 % zypn * dlpWrapper (1, x,

zyp)

zym) );

zym) );

Y

e., Ti and Tj are parallel */

ZXm)
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- 2 x yn * dlpWrapper(l, y, zxm) - 2 * zn * dlpWrapper (0, y, zxm) + *IO0 );
}
else if (a0==d0 && al==d1) {
*I0 = 2 * ( zymn * dlpWrapper (0, x, zym) + yn * dlpWrapper (1, y, zxp)
+ zn x dlpWrapper (0, y, zxp) );
*I1 = 0.5 * ( 2 * zymn * dlpWrapper (1, x ,zym)
+ 2 % yn *x dlpWrapper(l, y, zxp) + 2 * zn * dlpWrapper (0, y, zxp) - *I0 );
}
else {
lambda = (z[0l*y[1] - z[11*y[0]) /det;
mu = (x[0]*z[1] - x[1]*z[0]) /det;
*I0 = (mu+1) * zypn * dlpWrapper (0, x, zyp)
- (mu-1) * zymn * dlpWrapper (0, x ,zym)
+ (lambda+1) * yn * dlpWrapper (1, y, zxp)
+ (lambda+1) * zn * dlpWrapper (0, y, zxp)
- (lambda-1) * yn * dlpWrapper (1, y, zxm)
- (lambda-1) * zn * dlpWrapper (0, y, zxm);
*I1 = 0.5 * ( (mu+l) * zypn * dlpWrapper (1, x, zyp)
- (mu-1) * zymn * dlpWrapper (1, x ,zym)
+ (lambda+1) * yn * dlpWrapper (1, y, zxp)
+ (lambda+1) * zn * dlpWrapper (0O, y, zxp)
+ (lambda-1) * yn * dlpWrapper (1, y, zxm)
+ (lambda-1) * zn * dlpWrapper (0, y, zxm) - lambda * *I0 );
}
}
*I0 *= -0.125 * sqrt(hixhj) / PI; /* = - 1/(2%PI) * |[Ti[/2 * |[Tj//2 * I0 */
*I1 *= -0.125 * sqrt(hi*hj) / PI; /* = - 1/(2%PI) * |[Til/2 * [Tjl/2 * I1 */
[k —mmmmmmmm————— - Double Integrals for DLP: analytic, swap —-—-————-———————---- */
void computeKijT_analytic (double* IO, doublex I1,
double a0, double al, double b0, double b1,
double c0, double c1, double d0, double d1) {
/*
* INPUT: elements Ti = [a,b], Tj = [c,d] with a,b,c,d \in \R"2
* QUTPUT: Galerkin integral
* -1/(2pi) \int_{Ti} \int_{Tj} 1/2 <y-z,n(y)>/lz-y/"2 \phi(y) ds_y ds_z
* \gamma (\phi (t))\in[-1,1]: \gamma (\phi (t)) = 1/2 + 1/2t
* resp. \gamma (\phi(t)) = 1/2 - 1/2t
* thus \phi (\gamma) %s the hat function on [-1,1],
* resp. \pht ts the hat function on T_+%
*/
double hi = (b0-a0)*(b0-a0) + (bl-al)x*(bl-al); /* hi = norm(b-a) 2 */
double hj = (d0-c0)*(d0-c0) + (dl-c1)x*(dl-cl); /* hj = norm(d-c) 2 */
double tmp, det;
double n[2];
double x[2], y[2], z[2];
double zxp[2], zxm[2], zyp[2], zym[2];
double xn, zn, zxpn, zxmn;
double lambda, mu;
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/¥ n = n_y normale vector */

n [0] ( bt-al ) / sqrt(hi);

nl[1] = ( a0-b0 ) / sqrt(hi);

x[0] = cO - dO; /¥ © = c-d */

x[1] = c1 - di;

y[0] = b0 - a0; /¥ y = b-a */

y[1] = bl - ai;

z[0] = a0 + bO - cO - d0; /* z = a+b-c-d */

z[1] = a1l + bl - c1 - di;

zxp [0] = z[0] + x[0]; /% zxp = z+x = a+b-2d */
zxp [1] = z[1] + x[1];

zxm [0] = z[0] - x[0]; /* zxzm = z-x = a+b-2c */
zxm [1] = z[1] - x[1];

zyp [0] = z[0] + y[0]; /% zyp = z+y = 2b-c-d */
zyp [1]1 = z[1] + y[1];

zym [0] = z[0] - yl[O0]; /¥ zym = z-y = 2a-c-d */
zym[1] = z[1] - y[1];

xn = x[0]*n[0]+x[1]*n[1]; /* yn = <y,n> */

zn = z[0]*n[0]+z[1]*n[1]; /* zn = <z,n> */

zxpn = zxp [0]*n[0]+zxp [1]*n[1]; /* zzpn <z+z,n> = <a+b,n> */
zxmn = zxm [0]*n[0]+zxm[1]1*n([1]; /* zzmn = <z-z,n> = <a+b-2c,n> */

/* There hold different recurstion formulae tf Ti and Tj *
* are parallel (det = 0) or not */
det = x[0]*y[1] - x[1]l*y[0];

/* case that = and y are linearly dependent, t.e.,
if ( fabs(det) <= EPS*sqrt(hix*hj) ) {

if ( fabs(y[0]) < fabs(y[1]) )

lambda = x[1] / y[1];
else
lambda = x[0] / y[0];
*I0 = zn * ( dlpWrapper (0, y, zxp) + dlpWrapper (0, y, zxm)
- lambda * dlpWrapper (1, x, zyp) + lambda * dlpWrapper (1, x,
*I1 = zn * ( dlpWrapper(l, y, zxp) + dlpWrapper (1, y, zxm)
- lambda * dlpWrapper (1, x, zyp) - lambda * dlpWrapper (1, x,
+ 0.5% lambda * ( dlpWrapper (0, y, zxp) - dlpWrapper (0, y,
- lambda * dlpWrapper (2, x, zyp) + lambda * dlpWrapper (2, x,

}
else { /* case that = and y are linearly independent */

/* if dntervals are in touch recursion formulae reduce */
if (bO==cO0 && bl==c1l) {

*I0 = 2 * ( zxpn * dlpWrapper (0, y, zxp) + xn * dlpWrapper (1,
+ zn * dlpWrapper (0, x, zym) );
x*I1 = 0.5 * ( 2 * zxpn * dlpWrapper(l, y, zxp)
- 2 x xn * dlpWrapper (1, x, zym) - 2 * zn * dlpWrapper (0,
}
else if (a0==d0 && al==d1) {

Tt and Tj are parallel */

zym) );

zym)

ZXm)

zym) ) );

zym)

X,

x, zym) + *I0 );
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*I0 = 2 * ( zxmn * dlpWrapper (0, y, zxm) + xn * dlpWrapper (1, x, zyp)
+ zn * dlpWrapper (0, x, zyp) );

*I1 = 0.5 * ( 2 * zxmn * dlpWrapper(l, y ,zxm)
+ 2 % xn * dlpWrapper (1, x, zyp) + 2 * zn * dlpWrapper (0, x, zyp) - *I0 );
else {

mu = (z[0lxy[1] - z[1]lxy[0]) /det;
lambda = (x[0]1*z[1] - x[11*z[0]) /det;

*xI10 (mu+1) * zxpn * dlpWrapper (0, y, zxp)

(mu-1) * zxmn * dlpWrapper (0, y ,zxm)

(lambda+1) * xn * dlpWrapper (1, x, zyp)

(lambda+1) * zn * dlpWrapper (0, x, zyp)

(lambda-1) * xn * dlpWrapper (1, x, zym)
*

- (lambda-1) zn * dlpWrapper (0, x, zym);

+ o+ 1

*I1 = 0.5 * ( (mu+1l) * zxpn * dlpWrapper (1, y, zxp)
(mu-1) * zxmn * dlpWrapper (1, y ,zxm)

+ (lambda+1) * xn * dlpWrapper (1, x, zyp)
+ (lambda+1) * zn * dlpWrapper (0, x, zyp)
+ (lambda-1) * xn * dlpWrapper (1, x, zym)
+ (lambda-1) * zn * dlpWrapper (0, x, zym) - lambda * *I0 );
}
}
*I0 *= -0.125 * sqrt(hi*hj) / PI; /* = - 1/(2%PI) * [Ti[/2 * [Tj//2 * I0 */
*I1 *= -0.125 * sqrt(hixhj) / PI; /* = - 1/(2%PI) * |[Ti[/2 * |[Tj//2 * I1 */
}
/¥ —mmmmmmmm——— - Double Integrals for DLP: semianalytic, mo swap -———————————--- */

void computeKij_semianalytic(doublex IO, doublex I1,
double a0, double al, double b0, double bil,
double c0, double c1, double d0, double di1) {

* INPUT: elements Tt = [a,b], Tj = [c,d] with a,b,c,d \in \R"2

* QUTPUT: Galerkin integral

* -1/(2pi) \int_{Tj} \int_{Ti} 1/2 <y-z,n(y)>/lz-y/"2 \phi(y) ds_y ds_z
* \gamma (\phi (t))\in[-1,1]: \gamma (\pht(t)) = 1/2 + 1/2t

* resp. \gamma (\phi(t)) = 1/2 - 1/2t

* thus \phi (\gamma) %is the hat function on [-1,1],

* resp. \pht <s the hat function on T_1

int i;

double hi (b0-a0) *(b0-a0) + (bl-al)*(bl-al); /* hi = norm(b-a) 2 */
double hj = (d0-c0)*(d0-c0) + (dl-c1)x*(dl-cl); /* hj = norm(d-c) 2 */
double n[2];

double x[2], y[2], z[2];

double vI[2];

double vn;

double IOtmp = 0., Iltmp = O0.;

/* 16-point Gaussian quadrature on [-1,1] */
const order = 16;
const double wht[] = { 0.027152459411754, 0.062253523938648, 0.095158511682493,
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.124628971255534, 0.149595988816577, 0.169156519395003,
.182603415044924, 0.189450610455069, 0.189450610455069 ,
.182603415044924, 0.169156519395003, 0.149595988816577 ,
.124628971255534, 0.095158511682492, 0.062253523938648,
.027152459411753 };
const double pt[] .989400934991650, -0.944575023073233 ,-0.865631202387832,
.755404408355003,-0.617876244402644 ,-0.458016777657227 ,
.281603550779259,-0.095012509837637, 0.095012509837637 ,
.2816035507792569, 0.458016777657228, 0.617876244402644 ,
.755404408355003, 0.865631202387832, 0.944575023073232,
.989400934991650 };
/¥ n = n_y normale vector */
n[0] = ( bl-al ) / sqrt(hi);
nl[1] = ( a0-b0 ) / sqrt(hi);
x[0] = b0 - a0; /¥ © = b-a */
x[1] = b1 - ail;
y[0] = cO - 40; /¥ y = c-d */
y[1] = c1 - 4d1;
z[0] = a0 + b0 - /* z = g+b-c-d */
z[1] = al + bl -
for (i=0; i<order;
v[0] = ptl[i]l * y[0] + =z[0];
v[1] = pt[i]l = y[11 + z[1];
vn = v[0]*n[0]+v[1]*n[1];
I0tmp += wht[i] * vn * dlpWrapper (0, x, v);
Iltmp += wht[i] * vn * dlpWrapper (1, x, v);
}
*I0 = -0.125 * sqrt(hi*hj) * IOtmp / PI; /* = - 1/(2*PI) * [T<//2 * |[Tj//2 * walO
*/
*I1 = -0.125 * sqrt(hi*hj) * Iltmp / PI; /* = - 1/(2*PI) * [Ti[/2 * [Tj//2 * wall
*/
}
[k —mmmmmmm———— - Double Integrals for DLP: semianalytic, swap--—---—---—-----~- */
void computeKijT_semianalytic(doublex IO, doublex I1,
double a0, double al, double b0, double bil,
double c0, double c1, double d0, double d1) {
/*
* INPUT: elements Ti [a,b], Tj = [c,d] with a,b,c,d \in \R"2
* JUTPUT: Galerkin integral
* -1/(2pi) \int_{Ti} \int_{Tj} 1/2 <y-z,n>/lz-y/"2 \phi(y) ds_y ds_z
* \gamma (\phi (t))\in[-1,1]: \gamma (\phi (t)) = 1/2 + 1/2t
* resp. \gamma (\phs (t)) = 1/2 - 1/2t
* thus \phi (\gamma) %is the hat function on [-1,1],
* resp. \pht ts the hat function on T_+%
*/
int i;
double hi = (b0-a0)*(b0-a0) + (bl-al)x*x(bl-al); /* hi = norm(b-a) 2 */
double hj = (d0-c0)*(d0-c0) + (dl-c1)x*(dl-cl); /* hj = norm(d-c) 2 */
double n[2];
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552 double x[2], y[2], z[2];

553 double v I[2];

554 double xn, zn;

555 double IOtmp = 0., Iltmp = O0.;

7 /* 16-point Gaussian quadrature on [-1,1] */

558 const order = 16;

559 const double wht[] = { 0.027152459411754, 0.062253523938648, 0.095158511682493,
560 0.124628971255534, 0.149595988816577, 0.169156519395003,
561 0.182603415044924, 0.189450610455069, 0.189450610455069 ,
562 0.182603415044924, 0.169156519395003, 0.149595988816577 ,
563 0.124628971255534, 0.095158511682492, 0.062253523938648,
564 0.027152459411753 };

565 const double pt[] = { -0.989400934991650,-0.944575023073233,-0.865631202387832,
566 -0.755404408355003,-0.617876244402644 ,-0.458016777657227 ,
567 -0.281603550779259,-0.095012509837637, 0.095012509837637 ,
568 0.281603550779259, 0.458016777657228, 0.617876244402644 ,
569 0.755404408355003, 0.865631202387832, 0.944575023073232,
570 0.989400934991650 1};

571

572 /¥ n = n_y normale vector */

573 n[0] = ( bl-al ) / sqrt(hi);

574 n[1] = ( a0-b0 ) / sqrt(hi);

575

576 x[0] = c0O - dO; /¥ © = c-d */

577 x[1] = c1 - d41;

578 y[0] = b0 - a0; /¥ y = b-a */

579 y[1] = bl - ai;

580 z[0] = a0 + b0 - cO - d0; /% z = a+b-c-d */

581 z[1] = al + b1l - c1 - di;

582

583

584 for (i=0; i<order; ++i) {

585

586 v[0] = ptl[i]l * y[0] + =z[0];

587 v[1] = ptl[i]l * y[1] + =z[1];

588

589 xn = x[0]*n[0]+x[1]*n[1];

590 zn = z[0]*n[0]+z[1]1*n[1];

591

592

593 IOtmp += wht([i] * ( xzn * dlpWrapper (1, x, v) + zn * dlpWrapper(0,x,v) );

594 Iltmp += wht[i] * pt[i] * ( xn * dlpWrapper(l, x, v) + zn * dlpWrapper (0,x,v));
595 }

596

597 *I0 = -0.125 * sqrt(hixhj) * IOtmp / PI;

598 *I1 = -0.125 * sqrt(hi*hj) * Iltmp / PI;

599 }

600

601 /¥ ———————-——————-—- DLP ---------=----—--=- */

602
603 double dlpWrapper (int k, double u[2],double v[2]) {
604

605 / *

606 * INPUT: Vectors wu,v,w \in \R"2, integer k

607 * OUTPUT: wvalue of DLP-type integral

608 * \int_{-1}"{+1} t°k 1 / [t*xu+v/"2 dt

609 */

610

611 double a = ul[0]*ul[0] + ul1]l*ul[1]; /* a = <u,u> */
612 double b = 2 * ( u[0]l*v[0] + ul1l*v[1] ); /* b = 2 <u,v> */
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}

double dlp(int k, double a, double b,

double ¢ = v[0]*v[0] + v[1]lxv[1];
return dlp(k,a,b,c);

/%

/* ¢

double c) {

* INPUT: scalars a,c>0 and b \in \R, integer k

* JUPUT: walue of DLP-type integral
* \int_{-1}"{+1} t°k 1 / (a*t 2+b*t+c) dt
*/

double val, val0, vall, val?2;
double tmp;
double D;

<v,v> */

/* Ensure that discriminant <s either positive or zero */
tmp = 4xa*c - b*b; /¥ Note that by theory tmp >= 0 */

if (tmp > EPS * 4xax*c)
D = sqrt(tmp);

else
D = 0;

/* The case k=0 */

if (D == 0)
{
val0 = 2 / (c - a );
}
else { /* also D > 0 */
tmp = ¢ - a;

if (fabs(tmp) < EPS * fabs(c))
val0 = 0.5%PI;

else if (a < c¢)
val0 = atan( D /tmp );

else
val0 = atan( D /tmp ) + PI;

val0 *= 2/D;

}

val = valO;

/* The case k=1 */
if (k>=1) {
vall = -b*valO;

tmp = a+b+c;
if (fabs(tmp) > EPS*fabs(a))
vall += log(tmp);

tmp = a-b+c;
if (fabs(tmp) > EPS*fabs(a))
vall -= log(tmp);

vall /= (2x*a);

val = vall;

/* The case k=2 */
if (k==2) {

val2 = ( 2 - b * vall - ¢ * val0 ) / a;
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674 val = val2;

675 }

676

677 return val;

678}

679

680 /¥ ——mmmmmmmmm——————— - Dist (Ti,Tj) ———————————=—=—————————- */
681 /* The closest distance between two segments is either zero */
682 /* 1f they intersect or the distance from one of the lines’ x/
683 /* end points to the other line. "dist" first asks <f the */
684 /* segments intersect. If they do, it returns zero. */
685 /% Otherwise the function calculates the shortest distance */
686 /* from the first segment’s end points to the second segment */
687 /* and vice versa and returns the shortest distance. */
688 /K mmm o e - */
689 double dist2(double a0, double al, double b0, double b1,

690 double c0, double c1, double d0, double di1) {

691

692 double test;

693 double best = sqrt((a0-c0)*(a0-cO0)+(al-c1)*(al-cl));

694 double val;

695

696 /* The only possibility that these two segments intersect: */
697 1if ((fabs(a0-d0)<=EPS && fabs(al-d1)<=EPS) ||

698 (fabs (b0-c0) <=EPS && fabs(bl-cl1)<=EPS))

699 best=0;

70 /* If segements do not

701 elsed{

intersect: */

702 /* Calculate the distance from A to segment [C,D]: */
703 test = ptoseg(al, al, cO, cl, dO, d1);

704 if ((test-best)<=EPS){

705 best = test;

706 }

707 /% Calculate the distance from B to segment [C,D]: */
708 test = ptoseg(b0, bl, cO, cl, dO, d1);

709 if ((test-best)<=EPS){

710 best = test;

711 }

712 /% Calculate the distance from C to segment [A,B]: */
713 test = ptoseg(cO, c1, a0, al, b0, bl);

714 if ((test-best)<=EPS){

715 best = test;

716 }

717 /% Calculate the distance from D to segment [A,B]: */
718 test = ptoseg(d0, d1, a0, al, b0, bl);

719 if ((test-best)<=EPS){

720 best = test;

721 }

722}

723

724 return best;

725}

726

727

728 /K —mmmm————— oo ptoseg —————-—--—-—--——---------- */
729 /% This function treats the segment as a parameterized */
730 /* wvector where the parameter t waries from 0 to 1. */
731 /* It finds the wvalue of t that minimizes the distance */
732 /% from the point to the line. If t is between 0.0 and */
733 /* 1.0, then the closest point lies on the segment, */

734 /* otherwise the closest point is ome of the segment’s */
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/* end points. The program finds this closest point

/* and calculates the distance between it and the

/* target point.

K m e -

double ptoseg(double p0, double pl, double a0, double al,double b0,

double t, tmpl, tmp2;
double val;

tmpl = b0-al;
tmp2 bl-al;

if (tmpl<=EPS && tmp2<=EPS){
tmpl = pO0-al;
tmp2 = pl-al;

}
elseq
t = ((p0-a0)*(b0-a0)+(pl-al)*(bl-al))/((b0-a0)*(b0-a0)+(bl-al)*(bl-al));
if (t<=EPS){
tmpl = p0-al;
tmp2 = pl-al;
}
else if ((1-t)<=EPS){
tmpl = p0-b0;
tmp2 = pl-bl;
}
elsed{
tmpl = p0 - a0 - txtmpl;
tmp2 = pl - al - t*xtmp2;
}
}
val = sqrt(tmpl*tmpl + tmp2*tmp2);
return val;
}

A.3 Einfach- und Doppelschichtpotential

A.3.1 Einfachschichtpotential

R S
Compute Galerkin-Matrixz for V and POzPO

Vjk = < Vchi_j , chi_k > with char. functions
e

* ¥ ¥ %X %

Vphi = -1/(2pi) \int_Gamma log/z-y/ phi(y) ds_y
A A A A A A A A A A A A A A AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA AN K]

* % %X %X %

#include <math.h>
#include "mex.h"

#define EPS 1e-12
#tdefine PI 3.141592653589793116

void mexFunction (int nlhs, mxArray* plhs[], int nrhs,

double computeVij (double a0, double al, double b0, double bil,
double c0, double ci1, double d0, double di,

double eta);

double b1){

const mxArray* prhs[]);
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double computeVij_analytic (double a0, double al, double b0, double bil,
double c0, double c1, double d0, double di);
double computeVij_semianalytic(double a0, double al, double b0, double b1,
double c0, double c1, double d0, double d1);
double slpWrapper (int k, double u[2],double v[2]);
double slp(int k, double a, double b, double c);
double ptoseg(double p0, double pl, double a0, double al, double b0, double bil);
double dist2(double a0, double al, double b0, double bil,
double c0, double c1, double d0, double d1);
/¥ —mmmmmmmmmmm - MEX interface ----------------- */

void mexFunction (int nlhs,

const char*x functionName =
char errorMessage [255];
int nC, nE;

int 1, j;

doublex V;

double* elements;
double* coordinates;
double* ptr;

double eta;

double a0,al, b0,bl,
int aidx, bidx, cidx,

cO,cl,
didx;
1=

if (nlhs 1) {

mxArray* plhs[],

do,d1;

sprintf (errorMessage ,"Use either V =
(coordinates ,elements ,eta).",
functionName , functionName) ;

mexErrMsgTxt (errorMessage)

}

if ((nrhs
sprintf (errorMessage

2) && (nrhs

3) ) {

,"Use either V

(coordinates ,elements ,eta) .",
functionName ,functionName) ;

mexErrMsgTxt (errorMessage)

}

/* Read input data */
coordinates =
nC = mxGetM(prhs [0]) ;
elements =
nE =

mxGetPr (prhs [1]) ;
mxGetM (prhs [1]) ;

if (nrhs == 3) {
ptr = mxGetPr (prhs[2]);
eta = xptr;

}

else {

eta = 0;

/% Allocate output data */
plhs [0] =

mxGetPr (prhs [0]) ;

int nrhs,

mexFunctionName () ;

%s(coordinates ,elements)\n

%s(coordinates ,elements)\n

/% number of mnodes */

/% number of elements */

mxCreateDoubleMatrix (nE,nE,mxREAL) ;

const mxArray* prhs[]) {

or V

or V

s

s
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V = mxGetPr (plhs [0]);

/% Fill matriz V and use symmetry to reduce building time */
for (i=0; i<nE; ++i) {

aidx = (int) elements[i]-1; /% 1st node of element Tt = [a,b] */
a0 = coordinates [aidx];

al = coordinates [aidx+nC];

bidx = (int) elements[i+nE]-1; /% 2nd node of element Ti = [a,b] */

b0 = coordinates [bidx];
bl = coordinates [bidx+nC];

for (j=i; j<mE; ++j) {

cidx = (int) elements[jl-1; /% 1st node of element Tj = [c,d] */
c0 = coordinates [cidx];
cl = coordinates [cidx+nC];

didx = (int) elements[j+nE]l-1; /* 2nd node of element Tj = [c,

d0 = coordinates [didx];
dl = coordinates [didx+nC];

V[i + j*nE] = computeVij(a0,al,b0,bl, c0,cl1,d0,dl,eta);
V[j + i*nE] V[i + j*nE];

¥ mmmmm e WRAPPER: Galerkin -Element SLP —--—-—--—--—--—-——-—-—--—-

double computeVij (double a0, double al, double b0, double b1,
double c0, double c1, double d0, double di, double
/%
* INPUT: elements Tt = [a,b], Tj = [c,d] with a,b,c,d \in \R"2
* OQUTPUT: Galerkin integral -1/(2pi) \int_A{Tj} \int_{Ti} loglz-y/
*/

double hi = (b0-a0)*(b0-a0) + (bl-al)x*(bl-al); /* hi = norm(b-a) "2
double hj = (d0-c0)*(d0-c0) + (dl-c1)x*(dl-cl); /* hj = norm(d-c) 2
double tmp;

/*% For stability reasons, we guarantee hy <= hi to ensure that

* outer integration %s over smaller domain. This is done by
* swapping Tj and Ti if necessary.

if (hj > hi) {

tmp = a0; a0 = cO0; cO = tmp; /* swap a and c */
tmp = al; al = cl; cl = tmp;
tmp = bO; b0 = d0; 40 = tmp; /* swap b and d */
tmp = bl; bl = di1; dl = tmp;
tmp = hi; hi = hj; hj = tmp; /% ensure that hj <= hi */
}
if ( eta == 0) { /* compute all matriz entries analytically */

return computeVij_analytic (a0,al, bO,bl, cO,cl, d0,d1);

aj =/

eta) {

ds_y ds_z

*/
*/

*

*/
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}

else { /* compute admissible matriz entries semi-analytically */

if ( dist2(a0,al,b0,bl,c0,cl1,d0,dl) > etaxsqrt(hj) ) {
return computeVij_semianalytic(a0,al, bO,bl, cO,cl, dO

return computeVij_analytic (a0,al, bO0,bl,

}
else {
}
}
}
*/

double computeVij_analytic (double a0,

Ty

/%

/%

/%
/%

/%

c0,cl, d0,d1)

double a1, double b0,
double c1, double doO,

,d1);

double b1,
double d1) {

[c,d] with a,b,c,d \in \R"2

zTp

zZ2Tm

2yp

zym

double c0,
/%
* INPUT: elements Ti = [a,b],
* OUTPUT: Galerkin <integral -1/(2p<)
*/
double hi =
double hj =
double tmp, val, det;
double x[2], y[2], z[2];
double zxp[2], zxm[2], zyp[2], zym[2];
double lambda, mu;
x[0] = 0.5%(b0 - a0);
x[1] = 0.5%x(b1l - al);
y[0] = 0.5%(cO0 - dO);
y[1] = 0.5%(cl - d1);
z[0] = 0.5%¥(a0 + b0 - cO - d40);
z[1] = 0.5%(Cal + bl - c1 - d4d1);
zxp [0] = z[0] + x[0];
zxp [1] = z[1] + x[1];
zxm [0] = z[0] - x[0];
zxm [1] = z[1] - x[1];
zyp [0] = z[0] + y[0];
zyp[1] = z[1] + y[1];
zym [0] = z[0] - y[O0];
zym[1] = z[1] - y[1];
/* There hold

* are parallel

(b0-a0)*(b0-a0) + (bil-al)x*(bl-al); /* hi
(d0-c0)*(d0-c0) + (di-c1)x*(dl-cl); /* hj = nor

(b-a)

(c-d)

(a+b-

= ztzx

different recursion formulae if

det = x[0]*y[1] - x[1]l*y[0];

if ( fabs (det) <=

if ( fabs(x[0]) < fabs(x[1]) )
lambda = y[1] / x[1];

else

lambda = y[0] / x[0];

(det = 0) or not

val = 0.5%( lambda * ( slpWrapper (1,

EPS*sqrt (hi*hj) ) { /* case

y, zxm

nor

/2 */

/2 */

c-d)/2 */

= (2b-c-d)/2
= (2a-c-d)/2
= (a+b-2d)/2
= (a+b-2c)/2

Ti and Tj *
*/

that Tt and

\int_{Tj} \int_{Ti} loglz-y/ ds_y ds_z

m(b-a) "2 */
m(d-c) "2 */

*/
*/
*/

*/

Tj are parallel */

) - slpWrapper (1, y, zxp) )
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+ slpWrapper (0, x, zyp) + slpWrapper (0, x, zym) );
}
else { /* case that = and y are linearly independent */
lambda = (z[0l*y[1] - z[11*y[0]) /det;
mu = (x[0]*z[1] - x[1]1%z[0]) /det;
val = 0.25 * ( -8 + (lambda+1)*slpWrapper (0, y, zxp)
- (lambda-1)*slpWrapper (0, y, zxm) + (mu+l)*slpWrapper (0, x, zyp)
- (mu-1)*slpWrapper (0, x, zym) );
}
return -0.125xsqrt (hixhj)*val /PI; /¥ = - 1/(2*PI) * [Ti//2 * [Tj//2 * wal */
}
/¥ —mmmmmmmm——— - Galerkin -Element SLP (semtanalytic computation) ---—----------- */

double computeVij_semianalytic(double a0,
double c0, double ci1,

/%

* INPUT:
* QUTPUT :
ds_y

*

*/

int k;
double
double
double
double
double
double

hi
hj
ul2
val
sx0
sx1

elements Tv =

] 2

v[2];
0;
0;
0;

double atl,

double b0,
double 40,

double b1,
double di1) {

[a,b], Tj = [c,d] with a,b,c,d \in \R"2
approzimate Galerkin integral
ds_zx,
where outer integration is performed by Gaussian quadrature

/% 16-point Gaussian quadrature on [-1,1]
const order

const double wht[] = {

const double pt[] = { -0.

u[0]
ul1]

for (k=

sx0
sx1

16;

0.5%(a0-b0);
0.5*%(al-b1);

0;

k<order; ++k){
/% transformation of quadrature nodes from [-1,1] to [a,b]
((1-pkt[k])*cO+(1+pkt[k])*d0)*0.5;
((1-pkt[k])*cl+(1+pkt[k])*d1)*0.5;

.027152459411754 ,
.124628971255534 ,
.182603415044924 ,
.182603415044924 ,
.124628971255534 ,
.027152459411753 };
989400934991650 , -
.755404408355003, -
.281603550779259 , -
.281603550779259 ,
.755404408355003,
.989400934991650 };

(b0-a0)*(b0-a0) + (bil-al)x*(bl-al); /* hi
(d0-c0)*(d0-c0) + (di-c1)*(dl-cl); /* hj

o O O O

0.

0.
0.
0.
0.
0.

.062253523938648
.149595988816577
.189450610455069
.169156519395003

095158511682492

944575023073233
617876244402644
095012509837637
458016777657228
865631202387832

>

>

>

>

>

H

]

>

>

>

O O O OO

-1/(2pi) \int_{Tj} \int_{Ti} loglz-y/

norm(b-a) "2 */
norm(d-c) "2 */

.095158511682493
.169156519395003
.189450610455069
.149595988816577
.062253523938648

.865631202387832
.458016777657227
.095012509837637
.617876244402644
.944575023073232

H

>

>

H

>

H

>

>

H

>
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259 v[0] = sx0 - 0.5*x(a0+b0);

260 v[1] = sx1 - 0.5*x(Cal+bl);

261

262 /% inner product wht*func (sz) */
263 val += wht[k]*slpWrapper (0, u, v);
264 }

265

266 return -0.0625*sqrt (hi*hj)*val /PI;
267 X

268

269

270 /% —--m—-——————-——-- S */
271

272

273 double slpWrapper (int k, double u[2],double v[2]) {
274 /*

275 * INPUT: Vectors w,v \in \R"2, integer k

276 * OUTPUT: wvalue of SLP-type integral

277 * \int_{-1}"{+1} s°k \log [s*u+v/"2 ds

278 */

279

280 double a = ul[0]*ul0] + ul1l*ul1]; /¥ a = <u,u> */
281 double b = 2 * ( u[0]*v[0] + uwl1l*v[1] ); /* b = 2 <u,v> */
282 double ¢ = v[0]l*xv[0] + v[1]l*v[1]; /* = <v,v> */
283 return slp(k,a,b,c);

284 X

285

286

287 double slp(int k, double a, double b, double c¢c) {

288 /*

289 * INPUT: scalars a,c>0 and b \in \R, <integer k

290 * OUPUT: wvalue of SLP-type integral

291 * \int_{-1}"{+1} s"k \log [a*s 2+b*s+c/| ds
292 */

293

294 double val;

295 double tmp;

296 double D;

297

298 /* Ensure that discriminant <s either positive or zero */
299 tmp = 4xa*c - bx*b; /* Note that by theory tmp >= 0 */
300 if (tmp > EPSx*4*ax*c)

301 D = sqrt(tmp);

302 else

303 D = 0;

304

305 /* The case k=0 */

306 if (D == 0) {

307 tmp = b + 2xa;

308 if (fabs(tmp) > EPSx*a)

309 val = tmp * log( 0.25%tmp*tmp /a );

310 else

311 val = 0;

312 tmp = b - 2xa;

313 if (fabs(tmp) > EPSx*a)

314 val -= tmp * log( 0.25*%tmp*tmp /a );

315 val = 0.5%xval /a - 4;

316 }

317 else { /* case D > 0 */

318 tmp = ¢ - a;

319 if (fabs(tmp) < EPSx*c)
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/%
/%
/%
/%
/%
/%
/%
/%

val = 0.5%PI;
else if (a < c¢)
val = atan( D /tmp );
else
val

atan( D /tmp ) + PI;

val = ( 0.5%( (b+2xa) * log(a+b+c) - (b-2%a) * log(a-b+c) ) + Dxval )/a - 4;

}

/* The case k=1 */
if (k==1) {
val = -b*x(2+val);

tmp = a+b+c;
if (fabs(tmp) > EPSx*a)
val += tmp * log(tmp);

tmp = a-b+c;
if (fabs(tmp) > EPSx*a)
val -= tmp * log(tmp);

val /= (2%*a);
}

return val;

—————————————————————— Dist (Ti,Tj) -=----==——-==—-—==————-

The closest distance between two segments is either zero
1f they intersect or the distance from one of the lines’
end points to the other line. "dist" first asks if the
segments intersect. If they do, <t returns zero.
Otherwise the function calculates the shortest distance

from the first segment’s end points to the second segment

and vice wversa and returns the shortest distance.

double dist2(double a0, double al, double b0, double bil,

double c0, double c1, double d0, double d1) {

double test;
double best = sqrt((a0-c0)*(a0-c0)+(al-cl)*(al-cl));

double val;
/% The only possibility that these two segments intersect:
if ((fabs(a0-d0)<=EPS && fabs(al-d1)<=EPS) ||
(fabs (b0-c0) <=EPS && fabs(bl-c1)<=EPS))
best=0;
/* If segements do mnot tintersect: */
elsed{

/*% Calculate the distance from A to segment [C,D]: */
test = ptoseg(al, al, cO, cl, dO, d1);
if ((test-best)<=EPS){
best = test;
}
/% Calculate the distance from B to segment [C,D]: */
test = ptoseg(b0, bl, cO, cil, dO, di);
if ((test-best)<=EPS){
best = test;

*/

*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
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/% Calculate the distance from C to segment [A,B]: */

test = ptoseg(cO, c1, a0, al, b0, bl);

if ((test-best)<=EPS){

best = test;

}

/* Calculate the distance from D to segment [A,B]: */

test = ptoseg(d0, d1, a0, al, b0, bl);

if ((test-best)<=EPS){

best = test;

}
}
return best;
}
JK m e ptoseg ———-—-—-—--—--—-——---—---—--—-—- */
/* This function treats the segment as a parameterized */
/* wvector where the parameter t wvaries from 0 to 1. */
/* It finds the wvalue of t that minimizes the distance */
/* from the point to the line. If t is between 0.0 and */
/% 1.0, then the closest point lies on the segment, */
/* otherwise the closest point is one of the segment’s */
/* end points. The program finds this closest point */
/% and calculates the distance between it and the */
/* target point. */
K m *x/
double ptoseg(double p0, double pl, double a0, double al,double b0,
double t, tmpl, tmp2;
double val;
tmpl = b0-al;
tmp2 = bl-al;

if (tmpl<=EPS && tmp2<=EPS){

tmp

1 = p0-al;

tmp2
}
else{

t =

pl-ail;

if (t<=EPS){

tmp1l
tmp2
}

p0-al;
pl-al;

else if ((1-t)<=EPS){

tmpl
tmp2
}
else{
tmpl
tmp2

}
val =
return val;

}

p0-b0;
pl-bil;

a0
al

po -
pl -

- t*tmpl;
- txtmp2;

sqrt (tmpl*tmpl + tmp2*tmp2) ;

double b1){

((p0-2a0) *(b0-a0) +(pl-al)*(bl-a1))/((b0-2a0)*(b0-a0)+(bl-al)*(bl-al));
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A.3.2 Doppelschichtpotential

/* K K K oK K K K K oK K K K K oK K K K K oK K K K K oK K K K K oK K K K K oK K 0Kk K K K K K K K ok XK Kk K K Kk Kk Kk

Compute Galerkin-Matriz for K and S1zPO
K_kj = < K phi_j , chi_k >
with chi characteristic and phi affine functions

Kg =

* % ¥ %X X %

#include <math.h>
#include "mex.h"

#define EPS 1e-12
#define PI 3.141592653589793116

KKK KKK KK KKK KK KK KK KKK KK KK KKK KK KKK KK KK KKK KK KKK KKK KKK KK

-1/(2pi) \int_Gamma <y-z,n(y)>/lz-yl~2 g(y) ds_y
ok ok ko ko kK ok ok ok koK K Kk ok ok ok ok ok ok ok K ok K ok ok Kk ok Kk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok ok ok ok ok Xk ok ok ok ok */

* %X ¥ % x %

void mexFunction (int nlhs, mxArray* plhs[], int nrhs, const mxArray* prhs[]);
void computeKij (doublex val0, doublex vall,
double a0, double al, double b0, double b1,
double c0, double c1, double d0, double d1, double eta);
void computeKij_analytic (doublex IO, doublex I1,
double a0, double al, double b0, double b1,
double c0, double c1, double d0, double d1);
void computeKijT_analytic (double* IO, doublex I1,
double a0, double al, double b0, double b1,
double c0, double c1, double d0, double d1);
void computeKij_semianalytic(doublex I0, doublex I1,
double a0, double al, double b0, double b1,
double c0, double c1, double d0, double d1);
void computeKijT_semianalytic(doublex IO, double*x I1,
double a0, double al, double b0, double bil,
double c0, double c1, double d0, double di);
double dlpWrapper (int k, double ul[2],double v[2]);
double dlp(int k, double a, double b, double c);
double ptoseg(double p0, double pl, double a0, double al, double b0, double bl);
double dist2(double a0, double al, double b0, double b1,
double c0, double c1, double d0, double di);
/¥ mmmmmm—m—————— - MEX interface -—---—---—--------- */

void mexFunction (int nlhs, mxArray* plhs[], int nrhs,

const char* functionName = mexFunctionName () ;

char errorMessage [255];

int nC, nE;
int i, j;
doublex K;

double* elements;
double* coordinates;
double* ptr;

double eta;

double a0,al, b0,bl, cO,cl, d0,d1;
int aidx, bidx, cidx, didx;
double I0, I1;

double linetestl, linetest2;

const mxArray* prhs[]) {
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60 if (nlhs !'= 1) {

61 sprintf (errorMessage ,"Use either K = Ys(coordinates,elements)\n or K = %s
(coordinates ,elements ,eta).",

62 functionName ,functionName) ;

63 mexErrMsgTxt (errorMessage) ;

64 }

65

66 if ((nrhs '= 2) && (nrhs !'= 3) ) {

67 sprintf (errorMessage ,"Use either K = Ys(coordinates,elements)\n or K = %s
(coordinates ,elements ,eta) .",

68 functionName ,functionName) ;

69 mexErrMsgTxt (errorMessage) ;

70 }

71

72

73 /* Read input data */

74 coordinates = mxGetPr (prhs[0]);

75 nC = mxGetM(prhs [0]); /% number of mnodes */

76

77 elements = mxGetPr (prhs[1]);

78 nE = mxGetM(prhs[1]); /% number of elements */

79

80 if (nrhs == 3) {

81 ptr = mxGetPr (prhs[2]);

82 eta = *ptr;

83 }

84 else {

85 eta = 0.;

86 }

87

88 /% Allocate output data and initialize with zerosx*/

89 plhs [0] = mxCreateDoubleMatrix (nE,nC,mxREAL);

90 K = mxGetPr (plhs [0]);

91

92 /* Fill matriz K */

93 for (j=0; j<mE; ++j) {

94

95 cidx = (int) elements[jl-1; /% 1st node of element Tj = [c,d] */

96 cO0 = coordinates [cidx];

97 cl = coordinates [cidx+nC];

98

99 didx = (int) elements[j+nE]-1; /% 2nd node of element Tj = [c,d] */

100 d0 = coordinates [didx];

101 dl = coordinates [didx+nC];

102

103 for (i=0; i<nE; ++i) {

104

105 aidx = (int) elements[i]-1; /% 1st node of element Ti = [a,b] */

106 a0 = coordinates [aidx];

107 al = coordinates [aidx+nC];

108

109 bidx = (int) elements[i+nE]-1; /% 2nd node of element Ti = [a,b] */

110 b0 = coordinates [bidx];

111 bl = coordinates [bidx+nC];

112

113 /* if two intervals are in line the scalar-product with */

114 /* the mnormal wector ©s zero */

115 /% —--> double-layer-potential <s zero! */

116 /* this is tested beneath and in this case nothing */

117 /* should be calculated! */

118 linetestl = fabs( (a0+b0-2*c0)*(bl-al)-(al+bl-2*cl1)*(b0-al) );
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linetest2 = fabs( (a0+b0-2%d0)*(bl-al)-(al+bl-2%d1)*(b0-al) );

if ( linetestl > EPS || linetest2 > EPS ) {
computeKij (&I0,&I1, a0,al,b0,bl, cO0,cl1,d0,dl,eta);
K[j+aidx*nE] += I0 - Ii;
K[j+bidx*nE] += I0 + I1;
}
}

¥ mmmm e WRAPPER : Double Integrals for DLP -—-——————-—-------

void computeKij (double* IO, doublex I1,
double a0, double al, double b0, double bil,
double c0, double ci1, double d0, double di,
double eta) {

/ *
* INPUT: elements Tt = [a,b], Tj = [c,d] with a,b,c,d \in \R"2
* QUTPUT: Galerkin integral
* -1/(2pi) \int_{Tj} \int_{Ti} 1/2 <y-z,n(y)>/lz-yl"2 \phi(y) ds_y
* \gamma (\phi (t))\in[-1,1]: \gamma (\pht(t)) = 1/2 + 1/2t
* resp. \gamma (\phi(t)) = 1/2 - 1/2t
* thus \phi (\gamma) %s the hat function on [-1,1],
* resp. \pht <s the hat function on T_1
*/
double hi = (b0-a0)*(b0-a0) + (bl-al)x*x(bl-al); /* hi = norm(b-a) 2 */
double hj = (d0-c0)*(d0-c0) + (dl-c1)x*(dl-cl); /* hj = norm(d-c) 2 */
int swap;
/*% For stability reasons, we guarantee hy <= hi to ensure that *
* outer integration %s over smaller domain. This is done by *
* swapping Tj and Ti if necessary. */

if ( (hj-hi)/hj > EPS )

swap = 1;
else
swap = O0;
if (eta == 0) { /* compute all matriz entries analytically */
if (swap == 0)
computeKij_analytic (I0,I1, a0,al, bO,bl, cO,cl, d0,d1);
else

computeKijT_analytic (I0,I1, a0,al, b0O,bl, cO,cl, d40,d1);
}

else { /* compute admissible matriz entries semi-analytically =*/

if ( dist2(a0,al,b0,bl,c0,c1,d0,dl) > etaxsqrt(hj) ) {

if (swap == 0)
computeKij_semianalytic(IO,I1, a0,al, bO,bl, cO,cl, d0,dl);
else
computeKijT_semianalytic(IO,I1l, a0O,al, bO,bl, cO,cl, d0,d1);
}
else {

if (swap == 0)

computeKij_analytic (I0,I1, a0,al, bO,bl, cO,cl, d0,dl);

else

computeKijT_analytic (I0,I1, a0,al, bO,bl, cO,cl, dO,d1);

ds_
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180 }
181 }
182}

183

184

185 /* ——-----——-—-—- Double Integrals for DLP: analytic, no swap ----—--——------- */
186

187 void computeKij_analytic (double*x I0, doublex I1,

188 double a0, double al, double b0, double b1,

189 double c0, double c1, double d0, double di1) {

190 /*
191

192

* INPUT: elements Tt = [a,b], Tj = [c,d] with a,b,c,d \in \R"2
* QUTPUT: Galerkin integral
* -1/(2pi) \int_{Tj} \int_{Ti} 1/2 <y-z,n(y)>/lz-y/"2 \phi(y) ds_y ds_z
194 * \gamma (\phi (t))\in[-1,1]: \gamma (\pht(t)) = 1/2 + 1/2t
195 * resp. \gamma (\phi(t)) = 1/2 - 1/2t
*
*

196 thus \phi (\gamma) is the hat function on [-1,1],

197 resp. \pht <s the hat function on T_1

198 */

199

200 double hi = (b0-a0)*(b0-a0) + (bl-ail)*(bl-al); /* hi = norm(b-a) 2 */
201 double hj = (d0-c0)*(d0-c0) + (dl-c1)x*(dl-cl); /* hj = norm(d-c) 2 */
202 double det;

203 double n[2];

204 double x[2], y[2], z[2];
205 double zxpl[2], zxm[2], zyp[2], zym[2];

206 double yn, zn, zypn, zymn;
207 double lambda, mu;

208

209 /¥ n = n_y normale vector */

210 n[0] = ( bl-al ) / sqrt(hi);
211 n[1] = ( a0-b0 ) / sqrt(hi);

212
213 x[0] = b0 - al; /* ¢ = b-a */

214 x[1] = b1l - ail;

215 y[0] = c0 - doO; /* y = c-d */

216 y[1] = c1 - di;

217 z[0] = a0 + bO - cO - d0; /% z = a+b-c-d */

218 z[1] = a1l + bl - c1 - di1;

219

220 zxp [0] = z[0] + x[0]; /% zxp = z+x = 2b-c-d */

221 zxp [1] = z[1] + x[1];

222 zxm [0] = z[0] - x[0]; /* zzm = z-xz = 2a-c-d */

223 zzxm [1] = z[1] - x[1];

224 zyp [0] = z[0] + y[0]; /¥ zyp = z+y = a+b-2d */

225 zyp [1] = z[1] + y[1];

226 zym [0] = z[0] - y[o0]; /* zym = z-y = a+b-2c */

227 zym[1] = z[1] - y[1];

228

229 yn = y[0]*n[0]l+y[1]*n[1]; /* yn = <y,n> */

230 zn = z[0]*n[0]+z[1]*n[1]; /¥ zn = <z,n> x/

231 zypn = zyp [0l*n[0]l+zyp[1]l*n[1]; /* zypn = <z+y,n> = <a+b-2d,n> */
232 zymn = zym [0]*n[0]+zym[1]1*n[1]; /* zymn = <z-y,n> = <a+b-2c,n> */
233

234 /* There hold different recurstion formulae tf Ti and Tj *

235 * are parallel (det = 0) or not */

236 det = x[0]*xy[1] - x[1]l*y[0];

237

238 /* case that z and y are linearly dependent, i.e., Tt and Tj are parallel */

239 if ( fabs(det) <= EPSx*sqrt(hixhj) ) {
240
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}

else { /* case that = and y are linearly independent */

if ( fabs(y[0]) < fabs(y[1]) )

lambda = x[1] /
else
lambda = x[0] /

*I10

y[11;

y [0];

zn * ( dlpWrapper (0,
lambda * dlpWrapper (1, x,

y, zxp) + dlpWrapper (0, y,
zyp) + lambda * dlpWrapper (1, x, zym) );

*I1 = 0.5 * zn * ( dlpWrapper (0, y

lambda * dlpWrapper (2, x,

ZXm)

, zxp) - dlpWrapper (0, vy,
zyp) + lambda * dlpWrapper (2, x, zym) );

/* 4f 4ntervals are in touch recurston formulae reduce */

if (b0==c0 && bl==

c1) {

*I0 = 2 * ( zypn * dlpWrapper (0,

+ zn *x dlpWrapper (0,

ZXm)

X, zyp) + yn * dlpWrapper (1, y, zxm)
y, zxm) );

*I1 = 0.5 * ( 2 * zypn * dlpWrapper (1, x,

2 x yn * dlpWrapper (1,

else if (a0==d0 && al==d1) {

Yy

*I0 = 2 * ( zymn * dlpWrapper (0,

+ zn * dlpWrapper (0,

zyp)

zxm) - 2 * zn * dlpWrapper (0, y, zxm) + *I0 );

x, zym) + yn * dlpWrapper (1, y, zxp)
y, zxp) );

*I1 = 0.5 * ( 2 * zymn * dlpWrapper (1, x
+ 2 % yn *x dlpWrapper (1,

}

else {

lambda = (z[0]*y[1]

mu = (x[0]*z[1]

*I0 =
+ (lambda+1)
+ (lambda+1)
- (lambda-1)
- (lambda-1)
*I1 =

(lambda+1)
(lambda+1)
(lambda-1)
(lambda-1)

+ o+ o+ +

Yy

,Zym)

zxp) + 2 * zn * dlpWrapper (0, y, zxp) - *I0 );

- z[1]1*xy[0]) /det;

- x[11*xz[0]) /det;

* yn
* zZn
* yn
* zn

(mu-1) * zymn x*

* yn
* zZn
* yn
* zZn

- lambda * *I0 );

*

*
*
*

dlpWrapper (1, y,
dlpWrapper (0, vy,
dlpWrapper (1, y,
dlpWrapper (0, vy,

(mu+1) * zypn * dlpWrapper (0, x, zyp)
(mu-1) * zymn * dlpWrapper (0, x ,zym)

ZXp)
ZXp)
ZXm)
ZXm) ;

0.5 * ( (mu+l) * zypn * dlpWrapper(l, x, zyp)

dlpWrapper (1, x ,zym)
dlpWrapper (1, vy,
dlpWrapper (0, y,
dlpWrapper (1, y,
dlpWrapper (0, y,

*

*
*
*

*I0 *= -0.125 * sqrt (hixhj)
x*I1 %= -0.125 * sqrt (hix*hj)

/*

Double Integrals

for DLP:

ZXp)
ZXp)
ZXm)
Zxm)

analytic,

- 1/(2%PI) * |Til/2 * [Tjl/2 * I0 */
- 1/(2*PI) * |[Ti|/2 * [Tj//2 * I1 */
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302
303 void computeKijT_analytic (doublex IO, doublex I1,

304 double a0, double al, double b0, double b1,
305 double c0, double c1, double d0, double d1) {
306 /*

307 * INPUT: elements Tt = [a,b], Tj = [c,d] with a,b,c,d \in \R"2

308 * QUTPUT: Galerkin integral

309 * -1/(2pi) \int_{Tj} \int_{Ti} 1/2 <y-z,n(y)>/lz-y/"2 \phi(y) ds_y ds_z
310 * \gamma (\phi (t))\<in[-1,1]: \gamma (\pht(t)) = 1/2 + 1/2t

311 * resp. \gamma (\phi(t)) = 1/2 - 1/2t

312 * thus \phi (\gamma) is the hat function on [-1,1],

313 * resp. \pht <s the hat function on T_1<

314 */

315

316 double hi = (b0-a0)*(b0-a0) + (bl-ail)*(bl-al); /* hi = norm(b-a) 2 */
317 double hj (d0-c0)*(d0-c0) + (dil-c1)x*(dl-cl); /* hj = norm(d-c) 2 */
318 double det;

319 double n[2];

320 double x[2], y[2], z[2];

321 double zxp[2], zxm[2], zypl[2], zym[2];

322 double xn, zn, zxpn, zxmn;

323 double lambda, mu;

324

325 /¥ n = n_y normale vector */

326 n[0] = ( bl-al ) / sqrt(hi);

327 n[1] = ( a0-b0 ) / sqrt(hi);

328

329 x[0] = cO0 - dO; /¥ © = c-d */

330 x[1] = c1 - d41;

331 y[0] = b0 - a0; /¥ y = b-a */

332 y[1] = b1l - ail;

333 z[0] = a0 + b0 - cO - d40; /% z = a+b-c-d */

334 z[1] = al + b1l - c1 - di;

335

336 zxp [0] = z[0] + x[0]; /¥ zxp = z+x = a+b-2d */

337 zxp [1] = z[1] + x[1];

338 zxm [0] = z[0] - x[0]; /* zxzm = z-x = a+b-2c */

339 zxm [1] = z[1] - x[1];

340 zyp [0] = z[0] + y[0]; /* zyp = z+y = 2b-c-d */

341 zyp[1] = z[1] + y[1];

342 zym [0] = z[0] - y[o0]; /* zym = z-y = 2a-c-d */

343 zym[1] = z[1] - y[1];

344

345 xn = x[0]*n[0]+x[1]1*n[1]; /* yn = <y,n> */

346 zn = z[0]1*n[0]+z[1]1*n[1]; /¥ zn = <z,n> x/

347 zxpn = zxp [0]*n[0]l+zxp[1]l*n[1]; /* zzpn = <z+z,n> = <atb,n> */

348 zxmn = zxm [0]*n[0]+zxm[1]1*n[1]; /* zzmn = <z-z,n> = <a+b-2c,n> */

349

350

351 /* There hold different recursion formulae +f Ti and Tj *

352 * are parallel (det = 0) or not */

353 det = x[0]*xy[1] - x[1l*xy[0];

354

355 /% case that z and y are linearly dependent, i.e., Ti and Tj are parallel */
356 if ( fabs(det) <= EPSx*sqrt(hixhj) ) {

357

358 if ( fabs(y[0]) < fabs(y[1]) )

359 lambda = x[1] / y[1];

360 else

361 lambda = x[0] / yl[0];

362
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*I0

*I1

zn * ( dlpWrapper (0, y, zxp)
lambda * dlpWrapper (1, x, zyp)

zn * ( dlpWrapper (1, y, zxp)

+ dlpWrapper

+ dlpWrapper

(0, y, zxm)
+ lambda * dlpWrapper (1, x, zym) );

(1, y, zxm)

- lambda * dlpWrapper (1, x, zyp) - lambda * dlpWrapper (1, x, zym)

+ 0.5% lambda * ( dlpWrapper (0,

- lambda * dlpWrapper (2, x, zyp) +

}

else { /* case that = and y are linearly

/* 4f dntervals are in touch recursion

if (bO==cO0 && bl==c1l) {

*I0 = 2 * ( zxpn * dlpWrapper (0,
+ zn *x dlpWrapper (0, x, zym)

y, zxp) - dlpWrapper (0, y, zxm)

independent */

formulae reduce */

lambda * dlpWrapper (2, x, zym) ) );

y, zxp) + xn * dlpWrapper (1, x, zym)

)

*I1 = 0.5 * ( 2 * zxpn * dlpWrapper (1, y, zxp)

- 2 x xn * dlpWrapper (1, x, zym)

else if (a0==d0 && al==d1) {

*I0 = 2 * ( zxmn * dlpWrapper (0,
+ zn *x dlpWrapper (0, x, zyp)

y, zxm) + xn * dlpWrapper (1, x, zyp)

)

*I1 = 0.5 * ( 2 * zxmn * dlpWrapper(l, y ,zxm)
+ 2 % xn * dlpWrapper(l, x, zyp) + 2 * zn * dlpWrapper (0, x, zyp) - *I0 );

}

else {

mu = (z[0lxy[1] - z[1]lxy[0]) /det;
- x[11*z[0]) /det;

lambda = (x[0]*z[1]

*I0 = (mu+1) * zxpn * dlpWrapper (0, y, zxp)

(lambda+1) *
(lambda+1) *
(lambda-1) *
- (lambda-1) =*

+ +

*I1 = 0.5 * ( (mu+l) * zxpn * dlpWrapper (1,
(mu-1) * zxmn *

xn
zn
Xxn
zn

*

*
*
*

(mu-1) * zxmn * dlpWrapper (0, y ,zxm)

dlpWrapper (1, x, zyp)
dlpWrapper (0O, x, zyp)
dlpWrapper (1, x, zym)
dlpWrapper (0, x, zym)

dlpWrapper (1, y ,zxm)

>

y, zxp)

+ (lambda+1) * xn * dlpWrapper (1, x, zyp)
+ (lambda+1) * zn * dlpWrapper (0O, x, zyp)
+ (lambda-1) * xn * dlpWrapper (1, x, zym)
+ (lambda-1) * zn * dlpWrapper (0, x, zym)
- lambda * *I0 );
}
}
*I0 *= -0.125 * sqrt(hixhj) / PI;
x*I1 %= -0.125 * sqrt(hixhj) / PI;
}
/¥ —mmmmm—m——— - Double Integrals for DLP: semianalytic, mo swap -————————————--
void computeKij_semianalytic(doublex IO, doublex I1,
double a0, double al, double b0, double b1,

- 2 x zn * dlpWrapper (0, x, zym) + *IO0 );
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double c0, double c1, double d0, double di1) {
/*
* INPUT: elements Tt = [a,b], Tj = [c,d] with a,b,c,d \in \R"2
* QUTPUT: Galerkin integral
* -1/(2pi) \int_{Tj} \int_{Ti} 1/2 <y-z,n(y)>/lz-yl~2 \phi(y) ds_y ds_z
* \gamma (\phi (t))\in[-1,1]: \gamma (\pht(t)) = 1/2 + 1/2t
* resp. \gamma (\phi(t)) = 1/2 - 1/2t
* thus \phi (\gamma) %s the hat function on [-1,1],
* resp. \pht <s the hat function on T_1
*/
int i;
double hi = (b0-a0)*(b0-a0) + (bl-al)x*(bl-al); /* hi = norm(b-a) 2 */
double hj = (d0-c0)*(d0-c0) + (dl-c1l)*(dl-cl); /* hj = norm(d-c) 2 */
double n[2];
double x[2], y[2], z[2];
double v I[2];
double vn;
double IOtmp = 0., Iltmp = O0.;
/* 16-point Gaussian quadrature on [-1,1] */
const order = 16;
const double wht[] = { 0.027152459411754, 0.062253523938648, 0.095158511682493,
0.124628971255534, 0.149595988816577, 0.169156519395003,
0.182603415044924, 0.189450610455069, 0.189450610455069 ,
0.182603415044924, 0.169156519395003, 0.149595988816577 ,
0.124628971255534, 0.095158511682492, 0.062253523938648,
0.027152459411753 };
const double pt[] = { -0.989400934991650,-0.944575023073233,-0.865631202387832,
-0.755404408355003,-0.617876244402644 ,-0.458016777657227 ,
-0.281603550779259,-0.095012509837637, 0.095012509837637 ,
0.281603550779259, 0.458016777657228, 0.617876244402644 ,
0.755404408355003, 0.865631202387832, 0.944575023073232,
0.989400934991650 1};
/¥ n = n_y normale vector */
n[0] = ( bl-al ) / sqrt(hi);
n[1] = ( a0-b0 ) / sqrt(hi);
x[0] = b0 - al; /¥ © = b-a */
x[1] = b1l - ail;
y[0] = cO - 40; /¥ y = c-d */
y[1] = c1 - d1;
z[0] = a0 + bO - cO - d0; /% z = a+b-c-d */
z[1] = a1l + bl - c1 - di1;
for (i=0; i<order; ++i) {
v[0] = ptl[i]l * y[0] + =z[0];
v[1] = pt[i] * y[1] + =z[1];
vn = v[0]*n[0]+v[1]*n[1];
IOtmp += wht[i] * vn * dlpWrapper (0, x, v);
Iltmp += wht[i] * vn * dlpWrapper (1, x, v);
}
*I0 = -0.125 * sqrt(hi*hj) * IOtmp / PI;
*I1 = -0.125 * sqrt(hixhj) * Iltmp / PI;
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[F mmmmmmmmm— - Double Integrals for DLP: semianalytic, swap-—------—------- */
void computeKijT_semianalytic(doublex IO, doublex I1,
double a0, double al, double b0, double bil,
double c0, double c1, double d0, double d1) {

/*

* INPUT: elements Tt = [a,b], Tj = [c,d] with a,b,c,d \in \R"2

* QUTPUT: Galerkin integral

* -1/(2pi) \int_{Tj} \int_{Ti} 1/2 <y-z,n(y)>/lz-yl~2 \phi(y) ds_y ds_z

* \gamma (\phi (t))\<in[-1,1]: \gamma (\pht(t)) = 1/2 + 1/2t

* resp. \gamma (\phi(t)) = 1/2 - 1/2t

* thus \phi (\gamma) %s the hat function on [-1,1],

* resp. \pht <s the hat function on T_1

*/

int i;

double hi = (b0-a0)*(b0-a0) + (bl-al)x*(bl-al); /* hi = norm(b-a) 2 */

double hj = (d0-c0)*(d0-c0) + (dl-c1l)*(dl-cl); /* hj = norm(d-c) 2 */

double n[2];

double x[2], yl[2], =z[2];

double v I[2];

double xn, zn;

double IOtmp = 0., Iltmp = O0.;

/* 16-point Gaussian quadrature on [-1,1] */

const order = 16;

const double wht[] = { 0.027152459411754, 0.062253523938648, 0.095158511682493,
0.124628971255534, 0.149595988816577, 0.169156519395003,
0.182603415044924, 0.189450610455069, 0.189450610455069 ,
0.182603415044924, 0.169156519395003, 0.149595988816577 ,
0.124628971255534, 0.095158511682492, 0.062253523938648,
0.027152459411753 };

const double pt[] = { -0.989400934991650,-0.944575023073233,-0.865631202387832,
-0.755404408355003,-0.617876244402644 ,-0.458016777657227 ,
-0.281603550779259,-0.095012509837637, 0.095012509837637 ,
0.281603550779259, 0.458016777657228, 0.617876244402644 ,
0.755404408355003, 0.865631202387832, 0.944575023073232,
0.989400934991650 };

/¥ n = n_y normale vector */

n[0] = ( bl-al ) / sqrt(hi);

nl[1] = ( a0-b0 ) / sqrt(hi);

x[0] = cO0 - dO; /¥ © = c-d */

x[1] = c1 - di;

y[0] = b0 - a0; /¥ y = b-a */

y[1] = bl - ai;

z[0] = a0 + b0 - cO - d0; /% z = a+b-c-d */

z[1] = a1l + bl - c1 - 4di1;

xn = x[0]1*n[0]+x[1]1*n[1];

zn = z[0]*n[0]+z[1]1*n[1];

for (i=0; i<order; ++i) {

v[0] = ptl[i] * y[0] + =z[0];

v[1] = pt[i]l = y[11 + z[1];



154

546 IOtmp += wht([i] * ( zn * dlpWrapper (1, x, v) + zn * dlpWrapper(0,x,v) );

547 Il1tmp += wht[i] * pt[i] * ( xn * dlpWrapper (1, x, v) + zn * dlpWrapper (0,x,v));
548 }

549

550 *I0 = -0.125 * sqrt(hi*hj) * IOtmp / PI;

551 *I1 = -0.125 * sqrt(hi*hj) * Iltmp / PI;

552

553}

554

555 /¥ ————m———m———————— DLP -----—-————=————~ */

7 double dlpWrapper (int k, double u[2],double v[2]) {

558
559 /*

560 * INPUT: Vectors uw,v,w \in \R"2, integer k

561 * QUTPUT: walue of DLP-type integral

562 * \int_{-1}"{+1} t°k 1 / [t*xu+v /"2 dt

563 */

564

565 double a = u[0]*u[0] + ul1]l*ul[1]; /* a = <u,u> */
566 double b = 2 * ( u[0]*v[0] + ul1l*v[1] ); /* b = 2 <u,v> */
567 double ¢ = v[0]*xv[0] + v[1]l*xv[1]; /* ¢ = <v,uv> */
568 return dlp(k,a,b,c);

569 }

570

572 double dlp(int k, double a, double b, double c¢c) {

573 /*

574 * INPUT: scalars a,c>0 and b \in \R, integer k
575 * OUPUT: wvalue of DLP-type integral

576 * \int_{-1}"{+1} t°k 1 / (a*t"2+bxt+c) dt
577 */

578

579

580 double val, val0, vall, val2;

581 double tmp;

582 double D;

583

584 /% Ensure that discriminant <s either positive or zero */
585 tmp = 4xaxc - bxb; /* Note that by theory tmp >= 0 */
586

587 if (tmp > EPS * 4xax*c)

588 D = sqrt(tmp);

589 else

590 D = 0;

591

592 /* The case k=0 */

593 if (D == 0)

594 {

595 val0 = 2 / (¢ - a );

596 }

597 else { /* also D > 0 */

598 tmp = ¢ - aj

599 if (fabs(tmp) < EPS * fabs(c))

600 val0 = 0.5%PI;

601 else if (a < ¢)

602 val0 = atan( D /tmp );

603 else

604 val0 = atan( D /tmp ) + PI;

605 val0 *= 2/D;

606 }



607
608
609
610
611
612
613
614
615
616
617
618
619
620
621
622
623
624
625
626
627
628
629
630
631
632
633
634
635
636
637
638
639
640
641
642
643
644
645
646
647
648
649
650
651
652
653
654
655
656
657
658
659
660
661
662
663
664
665
666
667

ANHANG A. QUELLTEXTE

155

val

= valoO;

/* The case k=1 */

if (k>=1) {
vall = -bx*valO;
tmp = a+b+c;

if (fabs(tmp) > EPS*fabs(a))

vall += log(tmp);

tmp = a-b+c;
if (fabs(tmp) > EPS*fabs(a))

va
va

}

vall -= log(tmp);
11 /= (2xa);
1 = vall;

/* The case k=2 */

if (
va
va

k==2) {

12 = (2 - b *x vall - ¢ * val0 ) / a;

1l = val2;

return val;

/* 4if they intersect or the distance from one of the lines’
/* end points to the other line.
If they do,

/* seg

ments intersect.

Dist (T4, Tj)
/% The closest distance between two segments is either zero

"dist" first asks if the
it returns zero.

/* Otherwise the function calculates the shortest distance
/% from the first segment’s end points to the second segment
/* and vice versa and returns the shortest distance.
Y e et
double a1, double b0, double b1,

double

double
double
double

/* The

be

dist2(double a0,
double cO0,

test;

double c1, double d0, double d1) {

best = sqrt((a0-c0)*(a0-c0)+(al-cl)*(al-cl));

val;

only possibility that these two segments
if ((fabs(a0-d0)<=EPS && fabs(al-d1)<=EPS) ||
(fabs (b0-c0) <=EPS && fabs(bl-cl1)<=EPS))

st=0;

/* If segements do not intersect: */

else{

/* Calculate the distance

te

}

/* Calculate the distance

te

}

/* Calculate the distance

te

st = ptoseg(al0, al, cO,
if ((test-best)<=EPS){

best = test;

st = ptoseg(b0, bl, cO,
if ((test-best)<=EPS){

best = test;

st = ptoseg(cO, cl, a0,

from A to segment
cl, do, di1);

from B to segment
cl, do, di1);

from C to segment
al, b0, bl);

intersect:

[¢c,p]: */
[c,Dp]: */
[A,B]: */

*/

*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
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if ((test-best)<=EPS){

best
}

test;

/% Calculate the distance from D to segment [A,B]: */
di, a0, al, b0, bl);

test = ptoseg(do,
if ((test-best)<=EPS){

best = test;
}

}

return best;

}

JF m e e ptoseg ———-—-—-—--—-—-——-—-----—--—- */
/* Thts function treats the segment as a parameterized */
/* vector where the parameter t wvaries from O to 1. */

/* It finds the wvalue of t that minimizes the distance */

/* from the point to the line.
/% 1.0, then the closest point

If t ts between 0.0 and */
lies on the segment, */

/* otherwise the closest point is one of the segment’s */

/% end points. The program finds this closest point */
/* and calculates the distance between it and the */
/* target point. */
K m e - */

double ptoseg(double p0, double pi1,

double t, tmpl, tmp2;

double val;

tmpl = b0-al;
tmp2 = bl-al;

if (tmpl<=EPS && tmp2<=EPS){
tmpl = pO0-al;
tmp2 = pl-al;

double a0,

double a1,double b0,

double b1){

t = ((p0-a0)*(b0-a0)+(pl-al)*(bl-al))/((b0-a0)*(b0-a0)+(bl-al)*(bl-al));

}
elseq{
if (t<=EPS){
tmpl = p0-al;
tmp2 = pl-al;
}
else if ((1-t)<=EPS){
tmpl = p0-b0;
tmp2 = pl-bl;
}
elsed{
tmpl = p0 - a0 - txtmpl;
tmp2 = pl - al - t*tmp2;
}
}
val = sqrt(tmpl*tmpl + tmp2*tmp2);

return val;

}
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A.4 Fehlerschatzer

A.4.1 Datenfehlerschitzer

function val = data_error_estimator (coordinates,elements)
% computes || h~(1/2)*(1-PI_h))dg/ds [/(L_2)

val = zeros(length(elements) ,1);

/% computes h~(-1)%[| g_hat - g_h_hat []["2(L_2)

Z g_h_hat: nodale interpolation of g

% g_hat: approzimative calculation of g using interpolating Gauss

/% quadrature with two nodes

A Il g_hat - g_h_hat [["2(L_2) ~ gauss_quadrature( (g_hat-g_h_hat) 2 , 2 )

/% gauss nodes and wetghts for quadrature - now: just two points
NOQP = 2;
[gauss_nodes ,gauss_weights] = gauss(2);

for i=1:length(elements)

a = coordinates (elements(i,1),:);
b = coordinates (elements (i,2),:);
ga = g(a);
gb = g(b);

g_h_hat = zeros(NOQP,1);
g_hat = zeros(NOQP,1);
for j=1:NOQP
g_h_hat(j) = 0.5% (gatgb+gauss_nodes (j)*(gb-ga) );
g_hat(j) = g( 0.5*%(a+b+gauss_nodes (j)*(b-a)) );
val(i) = val(i) + gauss_weights (j)* ( g_hat(j)-g_h_hat(j) )~2;
end
val(i) = val(i)*0.5;
end

A.4.2 Residualfehlerschiatzer

#include <math.h>
#include "mex.h"

#define EPS 1e-15
#define PI 3.141592653589793116

void mexFunction (int nlhs, mxArray* plhs[], int nrhs, const mxArray* prhs[]);
double residual (double*x elements, double* coordinates, int nE, int nC,
doublex g_nodes, double* x_tilde, double x0, double x1,
doublex aa, double* bb, double gaa, double gbb);
void residual_error_estimator(double* rho, doublex elements, int nE,
double* coordinates, int nC, doublex phi, int p,
doublex gx);

void divided_differences (doublex lambda, double*x x, doublex y, int length);

void G (double* val, int k, doublex p, doublex q);
void L (double* val, int k, doublex p, doublex q);
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/K A A A KA A KA K KKK KA A K KA KK KA KKK KKK KK KA KRN K
/* transfers data from matlab to C wice versa */
/* replaces main - function */
/K A A A KA A KKK K KKK KA A K KA KK KA KKK KKK KKK KK AR

void mexFunction (int nlhs, mxArray* plhs[], int nrhs, const mxArray#* prhs[])

{
const char*x functionName = mexFunctionName () ;
char errorMessage [255];
int j;
int nE, nC;
double*x elements;
double* coordinates;
double* phi;
double* p;
int converted_p;
charx* g;
double* rho;
mxArray *g_output;

double *gx;

/% check data */
if (nlhs !'= 1) {

sprintf (errorMessage ,"Use rho_T = %s(coordinates,elements,’g’).",functionName) ;
mexErrMsgTxt (errorMessage) ;

}

if (nrhs != 5) {
sprintf (errorMessage ,"Use rho_T = Js(coordinates,elements,’g’).",functionName) ;

mexErrMsgTxt (errorMessage) ;

}

/* Read tinput data */

coordinates = mxGetPr (prhs[0]);

nC = mxGetM(prhs [0]) ; /% number of mnodes */

elements = mxGetPr (prhs[1]);
nE = mxGetM(prhs[1]); /% number of elements */

phi = mxGetPr (prhs[2]);

p = mxGetPr (prhs[3]);
converted_p = (int) pl[0];

/% (K+1/2)g has to be computed -> g ts the name (string!) of a matlab */

/* function realizing the evaluation
g = mxArrayToString (prhs [4]);

/% compute all evaluations of function g */
mexCallMATLAB (1,&g_output ,1,prhs,g);
gx = mxGetPr (g_output);

/% create output wvector rho */
plhs [0] = mxCreateDoubleMatrix (nE,1,mxREAL);
rho = mxGetPr (plhs [0]);

/% compute entries of rho */

*/

residual _error_estimator(rho,elements ,nE, coordinates ,nC,phi,converted_p,gx);

mxDestroyArray (g_output) ;
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ok e kKK K o o e e K K o o e K K K o e K K K K Kk kK K K K Kk )

/* computes restidual Rh = V\phi - (K+1/2)g */

R I IS

double residual (double* elements, double*x coordinates, int nE, int nC,
doublex g_nodes, double* x_tilde, double x0, double x1,
doublex aa, double* bb, double gaa, double gbb)

int i;

double Rh = 0.;

int nodesil[2];

double al2], b[2], d0, d1, nO, ni;
double norm_d, qn, dlp_ab, slp_ab;
double p[2], ql2], gp, gq;

double tmp[2], tmpl;

double ga,gb;

for (i=0; i<nE; ++1i)

{

nodesi [0] = (int) elements[i]-1;
nodesi[1] = (int) elements[i+nE]-1;
a[0] = coordinates [nodesi[0]];
a[l] = coordinates [nodesi[0]+nC];
b[0] = coordinates [nodesi[1]];
b[1] = coordinates [nodesi[1]+nC];
qlo]l = 0.5 * ( a[0] + b[0] ) - x0;
ql1] = 0.5 * ( al[1] + b[1] ) - =x1;
pl0] = 0.5 x ( b[0] - al[0] );

pl1]l = 0.5 * ( b[1] - al1]l );

ga = g_nodes[nodesi[0]];
gb = g_nodes[nodesi[1]];

gp = gb-ga;
gq = gbtga;

do = b[0] - al0];
di = b[1] - al1]l;
norm_d = sqrt( 40 * d0 + d1 * d1 );
n0 = d1 / norm_d;
nl = -d0 / norm_d;

gn = q[0] * n0O + q[1] * ni1;
/* compute dlp */
/* tmp is a wector containing [G(0,p,q),G(1,p,q)] */

/* G(k,p,q) = \int_{-1}"1 t°k / ( [pl~2t"2 + 2<p,q>t + [ql"2 ) */
G(tmp,1,p,q);

dlp_ab = gq * tmpl[0];

dlp_ab += gp * tmp[1];

dlp_ab = -0.125 * norm_d * qn * dlp_ab / PI;

/* compute slp */

/* tmp contains L(0,p,q) */

/¥ L(k,p,q) = \int_{-1}"1 t"k * log ( [pl/~2t°2 + 2<p,q>t + [q]"2 ) */
L(tmp,0,p,q);

slp_ab = -0.125 * norm_d * tmp[0] / PI;

/* build Kg-V\phi */

Rh = Rh + dlp_ab - x_tilde[i]l*slp_ab;
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tmpl = sqrt ( (x0-aa[0]) * (x0-aal[0]) + (xl-aal1]) * (x1-

tmpl = tmpl / sqrt ( (bb[0]-aal[0]) * (bb[0]-aal[0])
(bb[1]-aa[1]) * (bbl[1l-aal1l) );
tmpl = tmpl * ( gbb - gaa ) + gaa;

Rh = Rh + 0.5 * tmpl;
return Rh;

}

K KKK KKK KK KK KKK K K KO K K O K KO KK K K Kk K K kK
/* returns residual error estimator Tho */
/% wal(j) = rho,T */
/* = /|l R~(1/2) * Rh’ || */
/K Kok ke ke K K o o o e ok K K K K K o o e K K K K ok e KK KK Kk kKK )
void residual_error_estimator (double* rho,

aa[1]) );

double* elements, int nE,

int m,e
double
double
double

double* coordinates, int nC,

double* g_nodes)

11,j,i,k;

*nodes, *weights;
*trafo_nodes;
*Rh ;

int nodesm[2], nodesell[2];

double
double
double
double
doublex*
double
double

nodes =
weights

aal[2], bb[2], ddO0, ddi;

norm_dd;

x0,x1;

tmp, sum, product;
lambda;

rh_prime;

gaa, gbb;

mxMalloc (p*sizeof (double)) ;
= mxMalloc (p*sizeof (double));

gauss (nodes, weights, p);

trafo_n

odes = mxMalloc (2*p*nE*sizeof (double)) ;

/% rh is a wvector contatining the residual of length p */
/* rh(z) = (K+1/2)g_\ell (z)-V\phi_hH(z)

Rh = mxCalloc (p,sizeof (double));

/% loop runs trough the elements */
for (m=0; m<nE; ++m)

{

tmp =

0.;

*/

/% build vector containing the nodes of an element m */

/* be
/%

nodesm [0]
nodesm [1]

careful - matlab’s indices: 1,...,n
C’s indices: 0,...,n-1

(int) elements[m]-1;

(int) elements[m+nE]-1;

*/
*/

/% a contains the coordinates of the first node and */
contains the coordinates of the second node of */

/* b

/* el
aa[0]
aal[1]
bb [0]
bb [1]

ement k */

coordinates [nodesm [0]];
coordinates [nodesm [0]+nC];
coordinates [nodesm [1]];
coordinates [nodesm [1]+nC];

double* phi,

int p,
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}

/* dd = bb-aa */

ddo bb [0] -aa [0];

dd1l = bb[1]l-aal1];

norm_dd = sqrt(dd0*dd0+dd1x*ddl);

/* search g(aa) and g(bb) in wvector g_mnodes */

/% you don’t have to compute it twice !!!

gaa = g_nodes[nodesm[0]];
gbb g_nodes [nodesm[1]];

*/

/* transformation of quadrature points [-1,1] -> [aa,bb] */

/% the restdual %s evaluated at the parameterized gauss nodes */

for (ell=0; ell<p; ++ell)

( (1.-nodes[ell])*aa[0] + (1.+nodes[ell])*bb[0] );
( (1.-nodes[ell])*aal[1] + (1.+nodes[ell])x*bb[1]);

{
x0 = 0.5 *
x1 = 0.5 *
Rh[ell] = residual (elements,coordinates ,nE,nC,g_nodes ,phi,
x0,x1,aa,bb,gaa,gbb);
}

/* interpolation polynomial rh through p points ( nodes,Rh(nodes) ) */

/* of degree p-1

/% 4n Newton basis with coefficients lambda

lambda = mxCalloc(p,sizeof (double));
divided_differences (lambda,nodes,Rh,p);

/* compute rh’

*/

/* compute approxzimation of rho(T) for an element T=[aa,bb] */

/* rho (T) \approz 2 * sum_{ell=1}"p w_ell

for (ell=0; ell<p; ++ell)

(rh’) "2 */

{
rh_prime = 0.;
for(j=0; j<p-1; ++j)
{
sum = O0.;
for (i=0; i<=j; ++1i)
{
product = 1.;
for (k=0; k<=j; ++k)
{
if (k != i)
product *= (nodes[ell]-nodes[k]);
}
sum += product;
}
rh_prime += lambdal[j+1]*sum;
}
tmp += weights[ell]*rh_prime*rh_prime;
}

rho[m] += 2.%tmp;
mxFree (lambda) ;

}

mxFree (nodes) ;
mxFree (weights) ;
mxFree (trafo_nodes);
mxFree (Rh) ;

/************************************************************/

*/
*/
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/% divided differences compute polynomial <in Newton basis */
/* with coefficients lambda_t out of given points (z_i,y_i) */
/KA A KA KKK KK A A KK KKK KA KA KK KK A KA KA KK KK KK A KKK KK AR KKK KK KKK KK )
void divided_differences (doublex lambda, double*x x, doublex y, int

{

int m,j;

for (m=0; m<length; m++)
lambda [m]=y[m];
for (m=1; m<length; m++)
for(j=m; j<length; j++)
lambda[j] = ( lambdal[j]l-lambdalj-1]1 ) / (C x[jl-x[j-m]l );

R I T I I O T O O I TITITIYS
/* G(k,p,q) = \int_{-1}"1 t°k / ( Ipl~2t"2 + 2<p,q>t + [ql"2 )*/
R I T S T O T IIITI”S
void G (double* val, int k, doublex p, doublex q)

{

double norm_p, norm_q, norm_p2, norm_q2;
double sc_p_q, delta;

double tmp;
double* ppq, *pmqg;
int j;

norm_p2 = p[0l*p[0]l+p[1]l*p[1];

norm_p = sqrt(norm_p2);
norm_q2 = q[0l*q[0]+q[11*ql[1];
norm_q = sqrt(norm_q2);

sc_p_q pl0l*xq[0l+p[1l1xq[1];
tmp = 4*(norm_p2*norm_q2-sc_p_qg*sc_p_q);

if (tmp > EPS * 4xnorm_p2*norm_q2)
delta = sqrt(tmp);

else
delta = O0;
/* case k==0 */
if (delta == 0)
val[0] = 2 / (norm_g2-norm_p2);
else
{

if (fabs(norm_p-norm_q) < EPS * norm_q)
val[0] = PI/2;
else if (norm_p < norm_q)
val[0] = atan( delta / (norm_qg2-norm_p2) );
else
val[0] = atan ( delta / (norm_g2-norm_p2) ) + PI;
val[0] *= 2 / delta;

}

/* case k==1 */
if (k>=1)

{

ppq = mxCalloc(2,sizeof (double));
pnq = mxCalloc (2, sizeof (double));

ppal0] = pl[0]l+ql[0];
ppal1]l = pl[1l+ql1];
pmq [0] = p[0]-q[0];

pmq[1] = pl1l-ql1];
val [1] ( log( ppql0]l*ppq[0]l+ppq[1]l*ppql[1] )

length)
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- log( pmq[0]l*pmq[0]+pmq[1]*pmq[1] )
- 2xsc_p_q*val [0] )*0.5/norm_p2;
mxFree (ppq) ;
mxFree (pmq) ;
}
/* case k>1 */
for (j=2; j<=k; j++)
{
tmp = 2 * ( (j+1)%2 ) / (j-1);
val[jl] = ( tmp - 2*%xsc_p_q*vall[j-1] - norm_qg2*val[j-2] )/norm_p2;
}
}
/KKK KKK KKK KK KKK KKK KKK KK KKK KKK KKK KKK KK KK KK KKK KKK KKK KA KA KKK KA KAKK KKK,

/* L(k,p,q) = \int_{-1}"1 t"k * log ( [pl 2t°2 + 2<p,q>t + [ql"2 ) */
/KA KA KK KKK KKK KKK KK AR KKK KKK KA KKK KKK KK KKK KKK KKK KKK KK KK A KK KKK KKK A K )
void L (double* val, int k, doublex p, doublex q)
{

double norm_p, norm_q, norm_p2, norm_q2;

double norm_ppq2, norm_pmq2;

double sc_p_q, delta;

double tmp, tmpl, tmp2;

double* ppq, *pmqg;

double G_p_q_0;

int j;

norm_p2 = p[0l*p[0]l+p[1]l*p[1];

norm_p = sqrt(norm_p2);
norm_q2 = q[0]l*xq[0]l+ql[1]l*q[1];
norm_q = sqrt(norm_q2);

sc_p_q = pl0l*ql[0]l+p[1]l*xq[1];

ppq = mxCalloc (2, sizeof (double));
pmq = mxCalloc (2,sizeof (double));

ppa[0] = p[0]l+q[0];
ppal1l]l = pl[1l+ql1];
pmq [0] = p[0]1-q[0];
pmq [1] = p[1l-q[1];

norm_ppq2 = ppq[0]l*ppq[0]+ppq[1]l*ppql[1];
norm_pmq2 pmq [0] *pmq [0]+pmq [1]*pmq [1];

tmp = 4*(norm_p2*norm_q2-sc_p_qg*sc_p_q);
if (tmp > EPS * 4xnorm_p2*norm_q2)
delta = sqrt(tmp);
else
delta

0;
tmp = sc_p_q/norm_p2;

/* case k==0 */
if (delta>0)
{
G(&G_p_q_0,0,p,q);
val[0] = (1+tmp) * log( norm_ppq2 ) + (1-tmp) * log( norm_pmq2 ) - 4
+ 2*(norm_q2-tmp*sc_p_q)*G_p_q_0;

else
val [0]

(1+tmp) * log( 2*sc_p_q+norm_p2+2*sc_p_q*tmp*0.5 )
(1-tmp) * log( -2xsc_p_q+norm_p2+2*sc_p_q*tmp*0.5 )
_4;

+
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/* case k==1
if (k>=1)
val[1] = (

- 4%

/*case k>1 */
for (j=2; j<=
{

tmp = 2 * (

tmpl = 1-2x%
tmp2 = 2 *
val[j] =

}
mxFree (ppq);
mxFree (pmq) ;

*/

norm_ppq2*log(norm_ppq2) - norm_pmg2*log(norm_pmg2)
sc_p_q - 2*sc_p_qx*val[0] ) / ( 2%norm_p2 );

k; ++3j)

(3+1)%2 ) / (j+1);
(3%2);
(3%2) /7 33
( norm_ppg2*log(norm_ppq2) + tmpl*norm_pmg2*log(norm_pmqg2)
2*%norm_p2*tmp - 2*sc_p_qg*tmp2 - 2*sc_p_q*j*val[j-1]
norm_qg2*(j-1)*val[j-2] ) / ( (j+1)*norm_p2 );
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