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Zusammenfassung

Bei der Erstellung von Therapiemitteln zur Behandlung verschiedener Krebsarten werden
genetisch verdnderte Sdugetierzellen kultiviert. Dieser mehrere Tage andauernde Prozess ge-
schieht in sogenannten Bioreaktoren. Um die Entwicklung der Zellkulturen moglichst effizient
zu gestalten, wird versucht, mathematische Modelle zur Simulation des Zellwachstums zu
erstellen, von deren Analyse man sich Wissen verspricht, das man sonst - wenn iiberhaupt -
nur durch kostenaufwindige Experimente bekommt.

In der folgenden Diplomarbeit wird eine Herangehensweise fiir die Simulation des Zellwachs-
tums in einem Bioreaktor beschrieben. Die Resultate der ausgefiithrten Simulationen wer-
den mit schon vorhandenen, aus Experimenten gewonnenen Ergebnissen verglichen. Aufler-
dem werden grundlegende chemische Prozesse, die beim Zellwachstums eine Rolle spielen,
erlautert. Nachdem die verschiedenen Formen eines Bioreaktors vorgestellt werden, werden
deren wichtigste FEigenschaften mit Hilfe von CFD-Simulatonen berechnet. Die Grundlagen
fiir diese Simulationen bilden die Navier-Stokes-Gleichungen 3.55

%(t,&) + divg(pv)(t, %) = (1)
%(L x) + divg(pV — 0)(t,x) = p Fy(t,%x) — Vsp(t, X) (2)
a(%etwt) (t,%x) + divg(peotv — ov + pv + Eg) (t,x) = p (Fy - v)(, %), (3)

die unter anderem zur Berechnung des Flusses durch den Bioreaktor verwendet werden.
Diese Gleichungen werden physikalisch hergeleitet und mathematisch formuliert. Auch wird
dargestellt, welche Rolle sie bei den nachfolgenden Simulationen spielen.

Schlussendlich wird in Abhéngigkeit der zuvor ermittelten Eigenschaften des Bioreaktors
ein Zellwachstumsmodell, welches Aufschluss {iber den Verlauf des Zellwachstums in einem
Bioreaktor bringt, erstellt.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Vorbemerkungen

In verschiedenen Bereichen der Medizin - insbesonders aber in der Onkologie - werden ver-
mehrt monoklonale Antikorper als Therapiemittel verwendet. Monoklonale Antikorper sind
immunologisch aktive Proteine, die von sogenannten B-Zellen produziert werden und sich ge-
gen spezifische Epitope richten. Sie zeigen zum Beispiel bei der Behandlung von Krebsarten
weniger Nebenwirkungen als traditionelle zytotoxische Medikamente, da sie extrem hohe Spe-
zifitdt aufweisen und sie daher ihre Wirkung hauptséchlich an der gewiinschten Stelle entfal-
ten. Um solche monoklonale Antikorper kommerziell zu produzieren, werden Séugetierzellen
kultiviert, die genetisch so verdndert worden sind, sodass sie gewisse Antikorper iiberméfig
produzieren. Im Speziellen sind es meist Zellen von Eierstécken des chinesischen Hamsters,
die im Folgenden CHO-Zellen genannt werden. Diese werden deswegen geniitzt, weil sie ein
sehr stabiler Wirt sind und weil sie eine grole Adaptierungsfihigkeit haben.

Um kosteneffizient monoklonale Antikérper in grofiem Stile produzieren zu konnen, muss
die Kultivierung der CHO-Zellen ebenfalls in grofler Menge erfolgen. Dies geschieht fiir
gewohnlich in mit komplexen Medien auf wissriger Basis gefiillten zylinderférmigen Riihr-
tankreaktoren. In diesen wird mit Impellern ein Fluss erzeugt, sodass eine homogene Mi-
schung aus Zellen, Gasen und Néhrstoffen entsteht. Durch dieses Mischen wird auch si-
chergestellt, dass die Zellen nicht am Boden des Reaktors liegen bleiben, sowie dass eine
gleichférmige Temperatur innerhalb des Reaktors gehalten werden kann. Die Art des Mi-
schens héngt von der Beschaffenheit des verwendeten Impellers ab. Werden beispielsweise
sogenannte “Rushton Impeller” verwendet, so wird ein radialer Fluss im Reaktor erzeugt.
Im Gegensatz dazu induzieren “Marine Impeller” einen axialen Fluss. Ein radialer Fluss be-
deutet hierbei, dass die Flussrichtung der Fliissigkeit normal zur Achse des zylinderférmigen
Reaktors verlduft, wihrend bei axialem Fluss die Flussrichtung entlang der Achse des Zy-
linders verlduft. Siehe Abbildung 1.1.

Trotz der beachtlichen Fortschritte in den letzten Jahrzehnten in der Zellkulturentwicklung
gibt es noch einige Probleme. Diese stammen einerseits aus den Verstédndnisproblemen in
der Biologie und Physiologie der CHO-Zellen, andererseits aber gibt es auch noch keine
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Abbildung 1.1: Schematische Darstellung des radialen und axialen Flusses aus [San09].

verlasslichen Methoden um charakteristische Eigenschaften fiir das Zellwachstum in Bio-
reakturen vorherzusagen. Um diesen Problemen entgegenzutreten kann man zum Beispiel
die Uberlebensfihigkeit der Zellen durch genetische Manipulationen verbessern. Man kann
aber auch versuchen, Eigenschaften des Bioreaktors oder das Medium fiir die Zellkultur zu
verdndern. Wahrend bei der ersten Herangehensweise genaues genetisches Wissen iiber die
Organismen notwendig ist, bleibt die Zweite vollig empirisch, und man benétigt teilweise
teure Experimente.

Daher ist es fiir die Vorhersage des Zellwachstums sehr bedeutend, mathematische Mo-
delle zur Verfiigung zu haben. Solche Modelle gewéhren auch einen grofleren Einblick in
den Wachstumsprozess. So kann - auch wenn durch Experimente genaue Daten iiber das
Wachstum der Zellen vorliegen - ohne Modelle keine Verbindung zwischen physiologischen
Prozessen und Zellwachstum hergestellt werden. Siehe [San09] und [Car10].

Um kostspielige und zeitaufwéndige Experimente zu vermeiden und dennoch den Prozess zu
optimieren, sind Simulationen dieser Modelle notwendig. So kann man am effizientesten ver-
stehen, inwiefern sich Eigenschaften des Bioreaktors auf das Zellwachstum auswirken. Um die
mathematischen und biologischen Modelle zu validieren, werden die Simulationsergebnisse
mit den experimentell gewonnen Resultaten aus [San09] verglichen.

1.2 Problemstellung

Um die Effizienz der Produktion von Zellen in einem Bioreaktor steigern zu konnen, ist es
von grofler Bedeutung, den Wachstumsprozess in einem Bioreaktor analysieren zu konnen.
Da diesbeziigliche Experimente kostspielig sein konnen, ist es erforderlich mathematische
Modelle fiir die Analyse des Zellwachstums in einem Bioreaktor zu erstellen. Dies geschieht
fiir gewohnlich mit CFD (Computational Fluid Dynamics)-Simulationen. Die grofite Her-



Abbildung 1.2: Darstellung des in [San09] verwendeten Bioreaktors.

ausforderung fiir das Erstellen eines solchen Modells ist die lange Rechendauer bei CFD
Simulationen. So kann - bei einer Elementanzahl von 10° bis 10° - die Simulationszeit fiir
eine 36-tel Umdrehung des Rotors bis zu einer Minute betragen. Da das bei entsprechender
Umdrehungsgeschwindigkeit einer Zeitspanne von zirka 1072 Sekunden entspricht, kénnen
nur geringe Zeitspannen simuliert werden. Niemals aber der gesamte Wachstumsprozess. Des-
wegen werden zunéchst nur die grundlegenden Bioreaktoreigenschaften mit Hilfe von CFD
simuliert und dann wird — darauf aufbauend — ein Zellwachstumsmodell erstellt.

Ziel dieser Diplomarbeit ist es, die bestehenden Modelle zur Simulation des Zellwachstums
in einem Bioreaktor zu verbessern und anhand der in [San09] und [SPBR11] gegebenen
Daten zu validieren, sowie die physikalischen und mathematischen Grundlagen, die fiir die
CFD-Simulationen verwendet werden, zu erlidutern.

Dazu miissen zunéchst die chemischen Prozesse, die beim Zellwachstum auftreten, erforscht
und verstanden werden. Auflerdem ist es erforderlich die Beschaffenheit von Bioreaktoren
und deren Eigenschaften zu kennen. Um verstehen zu kénnen, wie solche CFD-Simulationen,
die Aufschluss auf solche Eigenschaften geben kénnen, funktionieren, ist es notwendig, sich
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mit dem mathematischen Hintergrund dieser — also mit den Navier-Stokes Gleichungen — zu
beschiftigen. Nachdem die Bioreaktoreigenschaften durch Simulationen berechnet worden
sind, kann schlussendlich basierend auf den Ergebnissen ein Zellwachstumsmodell erstellt
und gelost werden. Diese Ergebnisse miissen dann mit den vorhandenen Daten verglichen
werden.

1.3 Uberblick

Im Folgenden wird ein kurzer Uberblick iiber den Aufbau dieser Arbeit gegeben.

e In Kapitel 2 wird ein Einblick in die Zellkultivierung und den Wachstumsprozess in
Bioreaktoren gegeben. Neben den chemischen Grundlagen des Zellwachstums wird auch
ein Uberblick iiber die verschiedenen Formen der Bioreaktoren gegeben.

e Kapitel 3 ist eine mathematische Einfithrung in die Strémungslehre. Es werden die
Euler- sowie die Navier-Stokes-Gleichungen ausgehend von physikalischen Gesetzen
hergeleitet, welche wiahrend den Simulationen, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit
vorkommen, gelost werden.

e In Kapitel 4 werden die zwei wichtigsten Bioreaktoreigenschaften, die fiir das Zellwachs-
tumsmodell essentiell sind, mittels CFD-Simulationen berechnet und mit den Daten
in [SPBR11] verglichen. Diese zwei Eigenschaften sind die Mischzeit eines Bioreaktors
sowie der Stofftransportkoeffizient - der sogenannte Kla-Wert. Um diese berechnen
zu konnen, wird zunéchst der in [SPBR11]| verwendete Bioreaktor mdoglichst genau
nachgebildet. Dann wird die Stromung im Inneren des Bioreaktors durch Losen der
Navier-Stokes-Gleichungen nachgestellt. Dabei wird eine Drehung des Riihrers im Bio-
reaktor, die auf ein Geschwindigkeitsfeld fiihrt, simuliert. Ausgehend von diesem Fluss
durch den Bioreaktor wird die Zeit, die ein Stoff braucht, um sich nach Einfithrung
gleichméflig im Bioreaktor zu verteilen — also die Mischzeit — durch weitere CFD-
Simulationen berechnet. Um die Richtigkeit des Stromungsfeldes zu {iberpriifuen, wer-
den diese Daten mit den experimentell Gewonnenen aus [SPBR11] verglichen.
Ebenfalls ausgehend von der Stromung im Bioreaktor wird dann eine Simulation ge-
startet, in der Sauerstoff in den Bioreaktor geblasen wird. So kann der Stofftrans-
portkoeffizient, also ein Mafl wie gut Stoffe an das Medium im Bioreaktor abgegeben
werden, berechnet werden. Diese Ergebnisse werden wiederum mit den Daten aus den
Experimenten von [SPBR11] verglichen.

e In Kapitel 5 wird ausgehend von den chemischen Grundlagen des Zellwachstums,
und basierend auf den in [Carl0] und [San09] vorgestellten Modellen, ein Differen-
tialgleichungssystem, das das Zellwachstum in Abhéngigkeit des Kla-Wertes (also in
Abhéngigkeit des Bioreaktors) beschreibt, erstellt und gelost. Die Ergebnisse werden
wiederum mit den Versuchen von [SPBR11] verglichen.



Kapitel 2

Zellwachstum in einem Bioreaktor

2.1 Zellkulturen

In diesem Abschnitt werden die Vor- und Nachteile der Kultivierung von CHO-Zellen, deren
Wachstum, sowie die biochemischen Vorgdnge bei der Nahrstoffaufnahme und der Neben-
produkterzeugung dieser Zellen behandelt.

2.1.1 Kultivierung

Chinesische Hamster haben eine relativ geringe Anzahl von Chromosomen, was sie sehr
niitzlich fiir Gewebekulturstudien macht. 1957 wurde so zum ersten Mal eine Zelle der Fi-
erstocke von einem Chinesischen Hamster extrahiert und kultiviert. Auch danach wurden
CHO-Zellen in vielen biomedizinischen Studien beniitzt, sodass sie als das sdugetierische
Aquivalent des Bakteriums Escherichia Coli gelten. Zunichst geschah die Kultivierung der
CHO-Zellen hauptsichlich aus Forschungsgriinden. Spéter erst wiirde herausgefunden, dass
diese Zellen die Fahigkeit besitzen, gewisse Proteine zu produzieren.

Das ist fiir pharmazeutische Unternehmen, die sich mit der Produktion von Therapiemitteln
in grofen Mengen beschéftigen, sehr wichtig. Fiir die kommerzielle Nutzung war es sehr
bedeutend, dass sich CHO-Zellen genetisch sehr leicht verdndern lassen. Auflerdem sind sie
sehr anpassungsfidhig und konnen in grofler Dichte in Kulturen, die in bis zu 10000 Liter
groflen Bioreaktoren geziichtet werden, wachsen.

Ein Nachteil gegeniiber der Nutzung von Mikroorganismen ist, dass die Proteingewinnung
pro benétigtem Volumen bei Sdugetierzellen ungefihr 10-100 mal geringer ist. (Siehe [Car10],
Abschnitt 2.1.) Daher ist es zur Zeit notwendig, sehr groffe und kostenintensive Bioreaktoren
zu verwenden. Aus diesem Grund ist das Zellwachstum und die Optimierung der Zellkulti-
vierung in Bioreaktoren von groflem Interesse.

2.1.2 Zellwachstumsphasen

Das Zellwachstum ist in 4 zeitlich getrennte Phasen unterteilt. Die Verzogerungsphase, die
exponentielle Phase, die stationére Phase und die Abklingphase. Siehe Abbildung 2.1.
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Abbildung 2.1: Die 4 Phasen des Zellwachstums sind in der sogenannten Zellwachstumskurve
graphisch dargestellt. (Aus [Carl10].)

Verzogerungsphase Nachdem die Zellen in den Bioreaktor gegeben worden sind, miissen
sie sich erst an die neue Umgebung - beispielsweise eine andere Temperatur - anpassen.
Dadurch werden die Stoffwechselprozesse und auch das Wachstum verzogert. Die Dauer
dieser Phase kann von einigen Minuten bis zu wenigen Stunden variieren. Das héngt vor
allem von der Anfangszellkonzentration im Medium und von der Veréinderung der Umgebung
der Zellen ab.

Exponentielle Phase Nachdem sich die Zellen an die neuen Umgebungsbedingungen an-
gepasst haben, vervielfachen sie sich sehr schnell. Die Rate, mit der dieses Wachstum ge-
schieht, ist nahezu unabhéngig von der Konzentration der Néhrstoffe, solange diese vorhan-
den sind. Die exponentielle Phase endet, wenn entweder Néahrstoffe nicht mehr ausreichend
vorhanden sind oder sich zu viele giftige Nebenprodukte angesammelt haben, oder wenn das
Sattigungsniveau der Konzentration der Zellen ereicht worden ist.

Stationdre Phase Ab einem gewissen Zeitpunkt ist die Entwicklung giftiger Nebenpro-
dukte hinderlich beim Zellwachstum und sogar schidlich fiir die Zellen. In dieser stationéren
Phase sterben durch die Entwicklung solcher Nebenprodukte ungefihr so viele Zellen wie
durch das Zellwachstum entstehen. Das kann auch passieren, wenn den Zellen Nahrstoffe
extern zwar nicht zugefiihrt werden, aber solche durch die Lyse abgestorbener Zellen entste-
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hen.

Abklingphase Wenn dann die Sterberate gréfer ist als die Wachstumsrate, befindet man
sich in der Abklingphase.

Natiirlich sind vor allem Verzogerungsphase und die Wachstumsrate wihrend der expo-
nentiellen Phase sowie der Zeitpunkt des Einsetzens der stationdren Phase von speziellem
Interesse. Daher wird im weiteren Verlauf kein Wert auf die Modellierung der Abklingphase
gelegt.

2.1.3 Zellstoffwechsel

Der Zellstoffwechsel ist eine Abfolge von chemischen Reaktionen, die durch Umwandlung
und Transport von Stoffen dafiir sorgen, dass die Energieversorgung der Zellen konstant er-
halten bleibt. Nur so kann Zellwachstum stattfinden. Diese Stoffwechselwege konnen in zwei
Kategorien - anabolische und katabolische - unterteilt werden. Wéhrend anabolische Reak-
tionen meist Energie benotigen und zur Stoffsynthese fiihren, setzen katabolische Reaktionen
Energie frei, die Molekiile in kleinere Bestandteile teilen. Die Gesamtheit der katabolischen
Prozesse in der Zelle, in denen Molekiile zu Kohlendioxid und Wasser oxidieren, wird Zellat-
mung genannt. Hierbei wird Energie in Form von Adenosintriphosphat erzeugt. Zellatmung
geschieht aber nicht nur durch aerobe Stoffwechselvorgéinge, sondern auch durch anaerobe,
bei denen kein Sauerstoff benttigt wird.

Glykolyse Der erste Schritt der Zellatmung ist die Glykolyse, eine Reihe chemischer Re-
aktionen, die Glukose (CgH1204) in zwei Molekiile Pyruvat (C3H40O3) verwandelt:

Gle + 2ADP + 2P; + 2NAD" — 2Pyruvate + 2ATP + 2NADH + 2H" + 2H,0. (2.1)

Hierbei steht Glc fiir Glukose, ADP fiir Adenosindiphosphat (C0H15N5010P;), P; fir an-
organisches Phosphat (H3PO,), NAD™" fiir die oxidierte Form von Nicotinamidadenindinu-
kleotid (Cy Hyr N7O14P,), ATP fiir Adenosintriphosphat (Ci9H16N5013P;) und NADH fiir
die reduzierte Form von Nicotinamidadenindinukleotid (Cy; HagN7O14P5).

Anaerobe Zellatmung Ist kein Sauerstoff vorhanden, so wird NAD" durch NADH und
Pyruvate generiert. Gleichzeitig entsteht Laktat (C3HgO3). Dieser Prozess wird Milchsdure-
oder Laktatgidrung genannt:

Pyruvat + NADH + H* — Lac + NAD™, (2.2)

wobei mit Lac Laktat bezeichnet wird. Nimmt man an, dass sobald Pyruvate, NADH und
H* durch Glykolyse entstehen, diese sofort durch Milchsduregirung in Laktat und NAD™
umgewandelt werden, so fithren (2.1) und (2.2) auf die Reaktionsgleichung der anaeroben
Atmung:

Gle + 2ADP + 2P; — 2Lac + 2H, O + 2ATP. (2.3)
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Aerobe Zellatmung st Sauerstoff vorhanden, so kann Glukose vollstédndig oxidieren und
es kann im Gegensatz zur anaeroben Zellatmung eine viele grofiere Menge an Energie freige-
setzt werden. Das Pyruvat, das durch die Glykolyse entsteht, wird in Présenz von Sauerstoff
zu den Mitochondrien gebracht und in verschiedenen Prozessen (Citratzyklus oder TCA-
cycle) in CO5 und Hy O umgewandelt. Dabei entsteht auch Energie in Form von 38 ATP,
welche aber auch fiir den Transport zu den Mitochondrien gebraucht wird. Vernachlissigt
man die benotigten Enzyme und die benétigte Energie, so bekommt man mit (2.1) die ver-
einfachte Reaktionsgleichung fiir die anaerobe Zellatmung;:

Gle 420, — 6CO4 + 6Hy O + 38ATP. (2.4)

Glutaminolyse Glutamin (C5H;9N,03) ist ebenso wie Glukose eine wichtige Energie-
quelle fiir die Zelle. Wahrend der Glutaminolyse durchlauft es in Beisein von Sauerstoff drei
verschiedene metabolische Reaktionen. Zwei von diesen drei Reaktionen, sind Zwei-Schritt-
Reaktionen, die als Zwischenprodukt Alanin bzw Aspartat erzeugen. Wir nehmen aber an,
das die Menge dieser Zwischenprodukte immer konstant ist und gelangen - wenn wir andere
Enzyme sowie H, O aufler Acht lassen - zu folgenden Reaktionsgleichungen:

Gln + 20y — 2004 + 2Amm + Lac, (2.5)
Gin + 30y — 3C05 + 2Amm + Lac, )
Gln + 309 — 2C04 + 2Amm + Lac, (2.7)

wobei GIn Glutamin und Amm Ammoniak (2N Hs) bezeichnet.

Das Zellwachstum héngt aber nicht nur von den Stoffwechselvorgéingen ab, sondern auch von
anderen Faktoren. So sind die einzelnen chemischen Vorgéinge wiahrend der Stoffwechelpro-
zesse temperaturabhéngig. Laut [Carl0] haben Experimente gezeigt, dass die Temperatur
auch das Zellwachstum insgesamt nicht unwesentlich beeinflusst. Die grofite Wachstumsrate
ergibt sich bei zirka 37° Celsius. Da unser Modell nicht temperaturabhingig ist, wird im wei-
teren Verlauf unserer Simulationen eine konstante Temperatur von 37° Celsius im Bioreaktor
angenommen.

Ein weiterer Faktor ist die Sauerstoffkonzentration im Medium. Gibt es keine Sauerstoff-
zufuhr, so gibt es auch keine aerobe Zellatmung. Da die anaerobe Zellatmung wesentlich
weniger Energie in Form von ATP freisetzt, schrinkt dieser Fall das Zellwachstum sehr ein.
Auch bei einer zu grofien Konzentration von Sauerstoff stort laut [Carl0] den Zellstoffwech-
sel. Daher wird meist versucht, eine Sauerstoffkonzentration von 5%-35% sicher zu stellen,
die das Zellwachstum und die Uberlebensfihigkeit der Zellen nicht einschrinkt.

Neben der Sauerstoffkonzentration beeinflusst aber auch der pH-Wert das Zellwachstum. Die-
ser héangt hauptséchlich von der Menge an Nebenprodukten wie CO; und Laktat ab. Sind zu
viele davon vorhanden sinkt der pH-Wert und man beobachtet eine geringere Uberlebensrate
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der Zellen. Deswegen werden wihrend der Zellkultivierung Bicarbonate (HCO3) hinzugefiigt,
um den pH-Wert weitgehend konstant zu halten. Da kein mathematisches Modell existiert,
das Anderungen beim Zellwachstum aufgrund des pH-Wertes simuliert, und da der pH-Wert
ohnehin konstant gehalten wird, verzichten wir darauf, den Einfluss des pH-Wertes zu mo-
dellieren.

2.2 Bioreaktor

Da die Rate der Néahrstoffaufnahme und damit der Zellstoffwechsel und das Zellwachstum
sehr von der Konzentration der Nahrstoffe abhéngt, ist es wichtig, den Bioreaktor und seine
Eigenschaften genauer zu betrachten. Eine Verédnderung des Systems - wie zum Beispiel eine
Erhohung der Umdrehungsgeschwindigkeit des Riihrers im Bioreaktor - kann zu anderen
Zellwachstumsraten fiihren.

Grundsétzlich ist ein Bioreaktor ein zylinderféormiger Behélter, in dessen Mitte sich ein
Riihrer befindet. Siehe Abbildung 1.2. Dieser Riihrer besteht aus einem Stab, an dem meist
2-3 Impeller befestigt sind. Diese konnen - wie schon in Abschnitt 1.1 erwéhnt - verschieden
geformt sein. Je nachdem wird ein unterschiedlicher Fluss F' : © C R? — R? induziert.
Wiéhrend der Zellkultivierung ist der Bioreaktor bis zu einem gewissen Fiillstand mit Wasser
gefiillt und Sauerstoff wird durch einen sogenannten Sparger eingeblasen, um eine konstant
hohe Sauerstoftkonzentration sicher zu stellen. Sobald der Riihrer zu rotieren anféngt, werden
die Sauerstoffblédschen mit dem Wasser durchmischt. Dasselbe geschieht mit Néhrstoffen wie
Glukose oder Glutamin, wenn man diese zum Zwecke des Zellwachstums in den Bioreaktor
einfiihrt.

{

Abbildung 2.2: Vergleich eines drilled-tube spargers mit einem ring sparger. Die Locher,
wodurch Néahrstoffe eingespeist werden, sind hier nicht zu sehen.

Das Einblasrohr, durch den der Einblasvorgang geschieht - im Englischen auch sparger ge-
nannt - kann verschiedene Formen haben. Im Wesentlichen wird zwischen einem ring sparger
und einem drilled-tube sparger unterschieden. Ein ring sparger kann am besten als hohles
Rohr, das sich vertikal im Bioreaktor befindet und an das unten ein hohler Torus anschlief3t,
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beschrieben werden. An der Oberseite des Torus befinden sich einige Locher, damit Sauerstoff
eingeblasen werden kann. Diese Locher sind meist gleichverteilt und haben einen Durchmes-
ser von 0,5 mm - 1,0 mm. Bei einem drilled-tube sparger dagegen schliefit an das vertikale
Rohr ein Horizontales an, an dem sich (entweder auf der Ober- oder auf der Unterseite) in
regelméafigen Absténden Locher befinden. Siehe Abbildung 2.2. Bei beiden Arten sind die
Locher meist gleichméflig auf dem Rohr verteilt.

Der Riihrstab wird von einem Motor angetrieben, daher ist er oben oder unten durch eine
Halterung mit dem Bioreaktor verbunden. Der Fluss, den so ein rotierender Riihrer erzeugt,
héngt nicht nur von der Beschaffenheit der befestigten Impeller ab, sondern auch in welcher
Hohe sie sich befnden. Wie schon erwdhnt konnen die Impeller entweder einen axialen oder
einen radialen Fluss induzieren. Je nachdem spricht man von Rushton Impellern oder Marine
Impellern. Natiirlich gibt es auch Mischvarianten. Siehe Abbildung 2.3.

Abbildung 2.3: Ein Riihrer mit einem Marine Impeller oben und einem Rushton Impeller
unten.

Des Weiteren sind am Zylinder in regelméfiigen Abstédnden 3-4 diinne Ablenkbleche - soge-
nannte Baffles - angebracht. Diese dienen dazu, durch Verwirbelungen den Fluss im Wasser
ungleichméfBiger werden zu lassen. Dadurch soll eine bessere Durchmischung sicher gestellt
werden.

Auch die Grofle des Bioreaktors spielt eine entscheidende Rolle. Der Bioreaktor, der fiir die
Versuche in [San09] verwendet wurde, und den wir im Folgenden betrachten werden, hat ein
Volumen von 20 Liter. Allerdings wurden die Experimente mit einem Arbeitsvolumen von
lediglich 151 ausgefiihrt.
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Die Umdrehungsgeschwindigkeit betrug bei den Zellwachstumsversuchen 95 Umdrehungen
pro Minute (kurz: rpm - rotations per minute). Nur bei Versuchen zur Bestimmung der
Mischzeit wurde die Umdrehungsgeschwindigkeit variiert. Allgemein gilt, dass bei zu hoher
Umdrehungsgeschwindigkeit die Scherspannung zu grof§ wird und die darauf relativ empfind-
lichen CHO-Zellen wihrend der Kultivierung beschiadigt werden. Aus diesem Grund sind bei
CHO-Zellkultivierungen - im Gegensatz zu Versuchen mit mikrobiologischen Organismen -
die Umdrehungsgeschwindigkeiten mit ungefahr 50rpm bis 150rpm eher gering.
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Kapitel 3

Einfiihrung in CFD -
Navier-Stokes-(Gleichungen

Unter numerischer Stromungsmechanik (engl. Computational Fluid Dynamics - CFD) ver-
steht man die Losung und Analyse physikalischer Probleme, die mit Fliissigkeiten zu tun
haben. Hieriiber soll in diesem Kapitel eine Einfithrung gegeben werden. Dazu werden die
physikalischen Grundlagen erldutert. Diese fithren auf die Euler- bzw. Navier-Stokes Glei-
chungen, welche dann mit dem Programm AVL Fire gelost werden.

3.1 Notation

Bevor wir uns den Erhaltungsgleichungen widmen, fassen wir kurz die wichtigsten Variablen
und Schreibweisen dieses Kapitels zusammen.
Zunéchst definieren wir folgende Schreibweisen, die wir im Verlauf dieses Kapitels verwenden
werden.
X1
Definition 3.1. Sei X = | %X, | € R3. Seien weiters v € R, v,v € R? und sei V € R3*3
X3
eine symmetrische Matrixz. Dann bezeichnet

. 3 . ) )
o (v-v):=> " v,V; das innere Produkt zweier Vektoren,

o Viv:= [ 2 | € R® den Gradienten,

Ovi  Ova  Ovs

o Vvl = 5 e o | € R3*3 den Gradienten eines transponierten Vektors,
Ovi  Ova  Ovs
Ox3 O%x3 OX3

o divgv = Z?Zl g;z € R die Divergenz eines Vektors und
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23 0V
5 a%"‘l
o divyVi= | 30 ZViz

5 R
3 i
El 1 8)(13
Welche Groflen vorkommen, wovon sie abhéngig sind, ihre Bedeutung, die physikalische
Einheit, in der sie gemessen werden, und wo im Kapitel eine Gréfle zum ersten Mal aufscheint

€ R3*! die Divergenz einer Matriz.

ist in Tabelle 3.1 ersichtlich.

Varible Bedeutung Einheit erstes Auftreten
V,CQ CR3 Volumen in [m?] siehe (3.2), Def. 3.7
v=v(tx) eR? Geschwindigkeit in [m s™!] siehe Def. 3.3
V =V(t,x) e R  Matrix v;(tX)v; (¢, x) in [m? s72 siehe (3.29)
p=p(tx)eR Dichte in kg m™3 sieche Def. 3.7
m=m(V;) e R Masse in [kg] siche Def. 3.7
p=p(V;) e R? Impuls in [kg m s7] sieche Def. 3.11
F=F() eR? Kraft in kg m s siehe (3.21)

Fy =Fy(t,x) e R*  Kraft pro Masse in [m s siehe (3.21)

Fs = Fs(t,x,n) € R* Kraft pro Oberfléiche in [kg m™' s7?] siehe (3.21)
p=p(t,x)eR Druck in [kg m~! s7?] siehe (3.23)
o=o(t,x) € R¥3 Spannungstensor in [kg m™! s7?] siehe Bem. 3.13
A = const. € R Volumensviskositét in kg m~' s7!|] siehe Bem. 3.13
p = const. € R Scherviskositét in kg m™' s7!|] siehe Bem. 3.13
e=¢(t,x)eR spez. innere Energie in [m? s72 siehe (3.37)

Ps = Ps(t,x) € R Leistung d. inn. Krifte in [kg m? s3]  siehe (3.46)

Py, = Py(t,x) R Leistung d. duB. Kriifte in [kg m? s73]  siehe (3.47)

Pp = Pp(t,x) eR Leistung d. Energiefluss in [kg m? s3] siehe (3.48)

Es =Es(t,x) € R®  Energiefluss d. Oberfl.  in [kg s73] siehe (3.48)
Fiot = Eyi(t,x) € R totale Energie in [kg m? s72]  siehe (3.49)

€rot = €tot(t,X) € R spez. totale Energie in [m? s7? siehe (3.50)
UeR innere Energie in [kg m? s7%]  siehe (3.36)
WeR Arbeit in kg m? s72 siehe (3.36)
QeR Wirme in [kg m? s7%]  siehe (3.36)
VeR Volumen in [m?] siehe (3.36)
ReR Gaskonstante in [m? s72 K7!] siehe (3.59)
TeR Temperatur in [K] siehe (3.59)

¢ €R Wirmekap. b. konst. V' in [m? s72 K7!] siehe (3.60)

cp €R Wérmekap. b. konst. p in [m? s72 K™!] siehe (3.61)

P = const. € R konst. Dichte in kg m™3 siehe Def. 3.21

Tabelle 3.1: Zusammenfassung der in Kapitel 3 vorkommenden Variablen.
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3.2 Erhaltungssitze der Kontinuumsmechanik

In diesem Abschnitt werden die Erhaltungssitze der Kontinuumsmechanik wie in [Eng02],
[KLO8] und [Klel2] erlautert.

In der Physik gibt es Aussagen, dass sich eine bestimmte Gréfie in einem kontinuierlichen
Medium (wie z.B. Gas, Wasser) wéhrend eines physikalischen Prozesses nicht éndert. Die-
se Groflen werden auch Erhaltungsgrofien genannt. Solche physikalischen Grofien sind zum
Beispiel Masse, Energie, Impuls, Drehimpuls oder elektrische Ladung.

Vernachléssigt man die molekulare Struktur des kontinuierlichen Mediums, so sind die Er-
haltungsséitze der Kontinuumsmechanik giiltig. Das bedeutet, dass die verwendeten Léngen
um ein Vielfaches grofler sind als die mittlere freie Wegldnge (die Lénge, die ein Teilchen
durchschnittlich zuriicklegt ohne dass Wechselwirkungen mit anderen Teilchen stattfinden)
und dass die betrachteten Zeiten im Vergleich zu der Zeit, die durchschnittlich zwischen zwei
Zusammenstofen eines Teilchens vergeht, ebenfalls sehr grof3 sind.

Im wesentlichen besagen die Erhaltungsséitze, dass

e Masse weder erzeugt noch vernichtet wird,
e eine Impulséinderung nur durch duflere Krifte geschieht,

e Energie weder erzeugt noch vernichtet wird.

3.2.1 Transportsatz von Reynolds

Eine zentrale Aussage fiir den Transport des Kontinuums bildet der Transportsatz von
Reynolds. Fiir dessen Beweis benotigen wir folgenden Hilfssatz aus [Kal08].

Lemma 3.2 (Satz tiber die Umkehrfunktion). Sei f : D C R" — R" stetig differenzierbar
auf der offenen Menge D. Weiters sei a € D und set vorausgesetzt, dass

det df (a) # 0.
Setze b := f(a). Dann ezistieren offene Mengen U und V mit den folgenden Eigenschaften:
(i) a €U undbeV.
(ii) flu ist eine Bijektion von U auf V.

(iii) Die inverse Abbildung g : 'V — U wvon fly : U — V st stetig differenzierbar mit
dg(f(x)) = df (z)~".

Wir gehen nun wie in [BMSR*11] vor. B B
Sei Q2 C R? ein beschrénktes Gebiet und 7" > 0. Sei D := [0, T] x , sei D := [0, T] x © und
sei X € C(D,R3) eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

(T1) X(t,-): Q — R3ist fiir alle t € [0, T injektiv.
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(T2) Die partiellen Ableitungen 2% nach x existieren und sind stetig und beschrénkt auf D.

(T3) Es existiert ein ¢ > 0, sodass fiir die Jacobi-Matrix DyX der partiellen Ableitungen
nach x gilt: det Dy X(t,x) > ¢ V(t,x) € D.

(T4) Die partielle Ableitung %—)f existiert und ist stetig auf D, wobei bei t = 0 bzw t = T
der rechts- bzw linksseitige Grenzwert betrachtet wird.

Sei eine Abbildung ¥ : D — R* durch
U(t,x) = (t, X(t,x))
definiert. Aus (T1) folgt, dass ¥ injektiv ist. Klarerweise gilt:
¥ e C(D,RYHYNCH(0,T) x Q,RY).
Sei @ := ¥ ((0,7) x ). Da mit der Injektivitat und Stetigkeit von ¥ gilt
¥(D) =¥((0.7) x Q) = Q,
ist
U:D—Q ein Homéomorphismus. (3.1)
Folglich ist \If}(O’T)XQ

AuBerdem ist mit (T3) die Jacobi-Matrix D ) W(t, x) fiir alle (¢,x) € (0,7 x Q regulér. Mit
Lemma 3.2 folgt, dass U~" € C'(Q) ist und dass gilt (D)W1) (¢, %) = (Dux)¥(t,x)) ", wo-
bei (t,x) = U(t,x) V(t,%x) € Q. Weiters ist dadurch, und mit (T2) und (T4) D5 (V)
beschrinkt auf Q).

eine offene Abbildung. Insbesondere ist @ eine offene Teilmenge von R*.

Sei nun Q; := X(t,2). Da Projektionen und Einbettungen stetig sind, folgt aus (3.1) fiir alle
t €[0,T], dass

X(t,): Q—Q ein Homéomorphismus (3.2)
und §; eine offene Teilmenge von R3 ist. Physikalisch betrachtet bezeichnet © das Ausgangs-
gebiet und €); das Gebiet zum Zeitpunkt ¢. Die Abbildung X(t, -) gibt an, in welchem Punkt

des Gebiets Q, sich ein Teilchen befindet, das im Ausgangszustand an einem gewissen Punkt
in () gelegen ist.

Sei P(t,-) : Qy — Q die Inverse von X(t,-) fiir alle ¢t € [0,7]. Laut Lemma 3.2 ist die
Abbildung P(t,-) in C(Q) N C'(£2) fiir alle ¢ € [0, T]. Es folgt mit (3.1) und (3.2), dass

v tec@QnCi() (3.3)
fir alle ¢t € [0, T die Form
Ut %) = (t,P(t,x) V(%) €Q (3.4)

hat.

Da 2% € C(D) und ¥~'(Q) = D ist, kénnen wir nun das Geschwindigkeitsfeld v definieren.
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Definition 3.3. Die Funktion v € C(Q), definiert durch

0X 0X _
ot ot
wird Geschwindigkeitsfeld genannt. Sie kann auch wie folgt geschrieben werden:
0X —
v(t,X(t,x)) = E@’ X) Y(t,x) € D. (3.6)
Weiters benotigen wir die folgende Eigenschaft:
(T5) Die Ableitungen zweiter Ordnung 2 (DxX) sowie Dy(%x) existieren und sind stetig

auf D.

Laut dem Satz von Schwarz stimmen sie daher auf D iiberein. Mit (T5) existiert

(350X
Dyv(t,x) = DX(E(‘I’ '(t,%)))
el ()W (1, %)) - Dew 1, %)

ot
fiir alle (¢,%), fiir die U~1(¢,%) € D ist.

Das bedeutet, Dyv existiert fiir alle (£,%) € Q%71 := Q U ({0} x Q) U ({T} x Qr) und ist
wegen (3.3) auf @ stetig.

AuBerdem erhilt man mit der Vertauschbarkeit der Differentiale in (T5) analog zu obiger
Rechnung, dass

0 (T5) 0X
(5 (DX (6%) B D %)

OO D (v(t, X (t,x)))

Ketten-

"B (Dev)(t, X (¢, %)) - (DxX) (L, %) (3.7)

fiir alle (¢,x) € D. Man beachte, dass die rechte Seite von (3.7) aus einer Matrix-Matrix-
Multiplikation besteht. Fiir einen Eintrag (%(DXX))M (t,x) der 3 x 3-Matrix auf der linken
Seite der Gleichung folgt daher:

0

(5 (PxX))ii(t, %) = D (Dxv)islt, X(8,%)) - (DxX) gy (t, %) (3-8)

k=1

fiir alle (¢,x) € D. Fiir die die Zeitableitung der Determinante dieser Matrix gilt folgende
Rechenregel.

Satz 3.4 (Satz von Liouville). Mit obiger Notation gilt fir alle (t,x) € D:

(%(det Dy X)) (t,x) = (divgv)(t, X(t,x)) - (det DxX)(t,x). (3.9)
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Beweis. Sei (t,x) € D. Mit der Definition der Determinante und (3.8) gilt

] ] -
a(det Dy X)(t,x) _<8 Z sgn(o 211 (DxX)i00)))(t, %)

gES3
a 3
= sgn(a)a(l_[ (DxX)io())) (¢, %)
gES3 =1
Produlft
= Z Sgn D X)l 0(1)) : (DxX)2,a(2) : (DXX)3,J(3)
og€ES3
0

+ (DXX)l,o(l) : ((DXX)2,O'(2)) : (DXX)3,J(3)

ot
0
+ (DxX)1,0(1) - (DxX)2,0(2) - a((DxX)s,o(?))))(taX)

3.8)
= (Z Sgn(0)<Z<D>‘<V)1,k ’ (DXX>/€,U(1)) ) (DXX)Q,J(Q) ’ (DXX)?,,J(?,)
o€S3 k=

3
+ D X 1 0 ( Z xV 2,k ° DXX)k,U(Q)) : (DXX)3,U(3)
k=1

3
1

+ (DxX)100) - (DxX)a0(2) - (O (DsV)sk - (DxX)ko(3))(t.%).
k=1

Durch Aufspalten der inneren Summen ergibt sich

= (Z sgn(o)(Dsxv)1 - (DxX)1,o(1) ) (DXX-)2,0'(2) ) (DxX):s,a(:s)
o€eS3
+ (DxX)1,001) - (DxV)2,2 - (DxX)2,002) - (DxX)3,0(3)
+ (DxX)1,001) - (DxX)2,002) - (DxV)3,3 - (DxX)3.0(3)) (t, %)

3

+ (D sen(0) (D (Dsv)ik - (DxX)ko() - (DxX)20@) - (DxX)300

gES3 k=2
+ Z sgn(0)(DxX)1,6(1) - (Z (Dsv)2k  (DxX)ro(2) * (DxX)3.0(3)

o€eS3 k=1,3

3
+ Z sgn D X)lo( I (D X 20 Z xV 3k " (D X)ka(B)))(t X)
—2

o€eS3

Die letzten 3 dieser 4 Summanden konnen wir wegen der Symmetrie der symmetrischen
Gruppe S5 jeweils zu 0 umformen. Aus Symmetriegriinden reicht es, diese Eigenschaft nur
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fiir den ersten dieser 3 Summanden zu zeigen.

> sen(0)O (Dsv)ik - (DxX)ko) - (DxX)20) - (DxX)300)

oS3 k=2
= sgn(0)(Dsv)12 - (DxX)200)) - (DxX)a0(2) * (DxX)300)
gES3
+ > sen(0)(Dsv)is - (DxX)so01)) - (DxX)2002) * (DxX)s,0(3
gES3

Da es zu jedem o € S5 und k € {2,3} genau ein 6 # o € S3 mit sgn(s) = —sgn(o) gibt,
sodass o(1) = &(k) und o(k) = (1) ist, sind sowohl der erste als auch der zweite Term
in obiger Gleichung gleich 0. Daher folgt mit einer einfachen Umformung des ersten der 4
Summanden, dass

8 3
57 (det DX (t,%) =((Dscv)i + (Dsv)az + (Dsv)ss) () sen(o) [T (DxX)iom) (%)
gES3 =1

=(divgv)(t, X(t,x)) - (det D X)(¢,x) V(t,x) € D,
was (3.9) beweist. O

Um den Transportsatz von Reynolds beweisen zu kénnen, benotigen wir noch folgende An-
nahme:

(T6) Fiir alle (¢,%x) € @ ist divgv(t,x) beschrankt.

Satz 3.5 (Transportsatz von Reynolds). Wie schon im Verlauf dieses Abschnitts sei Q) € R3
ein beschrinktes Gebiet und T > 0. Sei ebenso D = [0,T] x Q und X € C(D,R3?) eine
Abbildung, die die Annahmen (T1)-(T6) erfillt, wobei v wie in Definition 3.3 definiert ist.
Sei U(t,x) := (t,X(t,x)) und Q := ¥((0,T) x Q). Sei 0 € L*=(Q) und 7 auf V([0,T] x Q))
durch 5(t,x) := o(x), wobei x := X(t,x).

Sei ¢ € C(Q) NCHQ), sodass die partiellen Ableitungen 3 @ o= 1,...,3 und %‘f auf Q
beschrinkt sind. Dann gilt fir Lesbesque-messbare Mengen V cQ und fur alle t € (0,7,
dass

d . 0¢

= gb( X)dx = Vta(t,fc)+(v,g¢)(t,§<)-v(t,ﬁc)+¢(t,$<)(div,;v)(t,$<)d>2 (3.10)

wobei Vy := X(t, V).

Beweis. Sei V. C Q und t € [0,T]. Mit V ist auch V, := X(¢,V) eine Lebesgue-messbare
Menge. Mit dem Transformationssatz erhélt man, dass

d A~ A
a/\/tgb(t’x X:—/gthtX))detD X(t X)d VtG[O,T].
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Laut Voraussetzung sind fiir alle (¢,x) € (0,7) x Q die Terme % und Vi¢ beschrénkt,
laut (T2), (T4) und (T6) sind auch det DyX, 2% und divgv beschréinkt. Daher kann mit
dem Satz von der beschrinkte Konvergenz die Zeitableitung in das Integral hineingezogen

werden, und es ergibt sich mit Satz 3.4

d
_/ dt((b(t X(t,x)) det D X(t,x))dx

regel / ;t(qs(t X(t,x))) det DyX(t, )

ot X(t,x) S

P (det DX (t,x))dx

St [0
= /( 9 14X (1, %)) + Vot X (t, x)) (¢

o pr (t,x)) - det Dy X(t,x)

+ o(t, X(t,x))%
= /(gf(t X(t,x)) + Vzo(t, X(t, x))%—}f(t,x)) - det D, X(t, %)

+ o(t, X(t,x))(divgv) (¢, X(t,x)) - det Dy X(t,x)dx

B 0o X
- /V (5 (8 X(8,) + Vot X (1.3))
+ ¢(t, X(t,x))(divev)(t, X (¢, x)) - det DX (¢, x)dx

= [ P21,5) + (Vao)(1,%) - v(1,%) + 0(t, 0)(divev) (1, %)%,
Vi

(det DxX(t,x))dx

(Z,%)

wobei die letzte Gleichheit mit (3.6) und dem Transformationssatz folgt. O

Bemerkung 3.6. Laut [BMSR" 11, Bemerkung 2] lisst sich (3.10) auch fir t = 0 und
t =T zeigen, falls die ersten Ableitungen von ¢ € C(Q) nicht nur auf Q@ = V((0,7) x ),
sondern auf W([0,T] x Q) stetig und beschrinkt sind. O

3.2.2 Massenerhaltung

In diesem Abschnitt werden wir die Massenerhaltungs- oder Kontinuitétsgleichung herleiten.
Sie lautet:

dp
ot

fir alle (t,x) € ¥([0,7T] x Q).

—(t,%x) + divg(pv)(t, %) =0 (3.11)
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Sei T > 0. Zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢t € [0,77] ist die Masse m eines Kontinuums -
gegeben in der physikalischen Einheit [kg| - definiert als das Integral seiner Dichte p(t,x) (in
[kg m™3]) iiber das Volumen V; (in [m?]), das die Masse zu dem Zeitpunkt einnimmt.

Definition 3.7. Sei mit den Definitionen aus Abschnitt 3.2.1 die Dichte des Kontinuums
p € C(Q)NCYHQ) und das Volumen V; := X(t,V), wobei V. C Q. Dann ist die Masse m
durch

m(V;) ::/Vp(t,fc)dfc (3.12)

definiert.

Der Erhaltungssatz fiir die Masse besagt nun, dass die Masse des Kontinuums {iber die Zeit
konstant bleibt, dass bedeutet, dass die zeitliche Ableitung verschwinden muss. Es gilt also

%m(vt) —0. (3.13)

Aus der Definition der Masse in Definition 3.7 ergibt sich mit Hilfe von Satz 3.5, also des
Transportsatzes von Reynolds,

d d o
= %(t X) + (Vep)(t, %) - v(t,X) + p(t, %) (divev)(t, X) dx. (3.14)
Vi

Da Vip - v + p divgv = divg(pv) ist, folgt

= %(t,fc) +divg(pv)(t,x)dx YVt € (0,7). (3.15)
Vi
Aus (3.13) und (3.15) folgt
%(t,fc) +divg(pv)(t,x)dx =0  Vte (0,7). (3.16)
Vi

Da das Volumen V' bzw. V; des Kontinuums in Gleichung (3.16) beliebig gewihlt werden
kann, verschwindet der Integrand in (3.16) und es gilt

dp
ot

Das ist aber Gleichung (3.11), die auch Massenerhaltungsgleichung oder Kontinuitétsglei-
chung in konservativer Form genannt wird.
Analog dazu ergibt sich mit dem totalen Differential % = % +Vp- ‘3—’; eingesetzt in (3.14)
die nichtkonservative Form
dp
dt

(t,%) + div (pv) (£, %) =0 V(t,%) € Q. (3.17)

(t,x) + p(t,x)divgv(t,x) =0  V(t,x) € Q. (3.18)
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der Kontinuitétsgleichung.

Bemerkung 3.8. Fulls die Forderungen aus Bemerkung 3.6 erfillt sind, folgt, dass die
Kontinuititsgleichung (3.17) sowie (3.18) fir alle fir alle (t,x) € W([0,T] x Q) gilt. O

Mit Bemerkung 3.8 folgt die Giiltigkeit von Gleichung (3.11).

Bemerkung 3.9. Eine andere (“physikalischere “) Herleitung fiir die Kontinuititsgleichung
(3.11) ist in [Kle12] gegeben. Diese beruht auf einer Sichtweise eines (beliebigen), festen Vo-
luminas Vy C §2, in dem die Verdnderung der Masse d%m(t, x) aufgrund der Massenerhaltung
gleich dem Fluss der Masse p(t,x)v(t,x) durch den Rand des Gebiets OVyy sein muss. (Hier-
bei bezeichnet v(t,x) den Geschwindigkeitsvektor am Punkt x eines Teilchens zum Zeitpunkt
t.) Es ist also fir festes t € [0, T

d d
—m(t =— t,x)d
St x) =< /V0p< )i
= @(t, x) dx
av, Ot
Physik

wobei n den dufieren Normalvektor bezeichnet. Mit dem Satz von Gaufl ergibt sich dann

:_/ div(p(t, x)v(t,x))dx.
Vo

Da das Volumen Vj beliebig gewdhlt werden kann, folgt die Kontinuitdtsgleichung

%(t,x) + divy(pv)(t,x) =0 V(t,x) € [0,T] x Q

0

Bemerkung 3.10. Die Sichtweise (eines fir jedes t festen Standortes) in Bemerkung 3.9
wird auch Euler’sche Sichtweise genannt, wihrend die Behandlung desselben Problems (als
mitreisender Beobachter) in @ mit Koordinaten in [0,T] x Q als Lagrange’sche Sichtweise
bezeichnet wird. 0J

3.2.3 Impulserhaltung

In diesem Abschnitt leiten wir die Impulserhaltungsgleichung her. Sie lautet:
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I(pv)
ot

fir alle (t,x) € ¥([0,7] x Q).

(t,%) + divg(pV — 0)(t,%) = p(t, X)Fy (£, %) — Vp(t, %) (3.19)

Wie in Abschnitt 3.2.2 sei T" > 0. Zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ € [0, 7] ist der Impuls
p € R3 eines Kontinuums - gegeben in der physikalischen Einheit [kg m s™1] - definiert als das
Integral von der Dichte p(t, %) multipliziert mit der Geschwindigkeit v(¢,x) (aus Definition
3.3) iiber das Volumen V;, das das Kontinuum zu dem Zeitpunkt einnimmt.

Definition 3.11. Sei wie in Abschnitt 3.2.2 die Dichte des Kontinuums p € C(Q) N CHQ)
und das Volumen V; := X(t,V), wobei V- C Q. Dann ist der Impuls p(V;) im Bereich (V;)
durch

p(V}) ::/Vp(t,ﬁ)v(t,f()di (3.20)

definiert.

Bemerkung 3.12. Die Definiton des Impulses p in (3.20) geht insofern mit der Physik
einher, da in der Newton’schen Mechanik p = mv gilt. ]

Das zweite Newton’sche Gesetz besagt, dass eine Verinderung der Geschwindigkeit eines
Korpers nur durch eine einwirkende Kraft herbeigefithrt werden kann. Das bedeutet, dass
die Verdnderung des Impulses in einem Gebiet gleich den dufleren Kriften auf das Gebiet
sein muss.

Diese Krifte F(t) € R? - gegeben in [kg m s™?| kénnen in Krifte Fg, die auf die Ober-
fliche einwirken, und in Kréfte pF'y,, die auf das Volumen wirken, aufgeteilt werden. Hierbei
ist Fg (in [kg m~'s7?]) eine Kraft pro Flicheneinheit und Fy (in [m s72]) eine Kraft pro
Masseneinheit. Die Gesamtkraft F', die auf ein Kontinuum im Bereich V; wirkt, ist also durch

F(V;) = /V p(t, %)Fy (t, %)d% + /8 Fs(t % n)ds (3.21)

gegeben.

Die Oberflachenkraft Fg muss nicht nur normal auf die Oberfliche 0V; wirken, wie das bei
Druck p (der nur senkrecht auf die Oberfliche wirkt) der Fall ist, wo Fg(t,x,n) = —p(t,x)n
gilt. (Das negative Vorzeichen entsteht dadurch, dass der Druck entgegen der Fldchennormale
wirkt.) Durch Viskositét (ZahfliBigkeit) des Kontinuums entstehen innere Spannungen, die
durch den Cauchy’schen Spannungstensor o(t,%) € R3*3 ausgedriickt werden. Der (i, j)-te
Eintrag o; ; des Spannungstensors bezeichnet dabei die j-te Komponente der Kraft, die auf
das Oberflichenstiick mit Normale in Richtung x; wirkt. Siehe dazu Abbildung 3.1.
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Bemerkung 3.13. Aus physikalischen Griinden ist der Spannungstensor symmetrisch, d.h.
es gilt 0 = o, Auferdem ist er nur von der Ableitung der Geschwindigkeit abhingig und
translations- sowie rotationsinvariant. Aus diesen Forderungen folgt, dass

o(t, %) = Mdivgv(t, X)) Es + u(Vev? (t,%) + (Vav? (¢, %)), (3.22)

wobei E3 die Finheitsmatriz in R3, X die Volumensviskosititskonstante und p die Schervis-
kosititskonstante bezeichnet, eine allgemeine Form des Spannungstensors darstellt. Handelt
es sich beim Kontinuum um ein inkompressibles Fluid, so ist divgv(t,X) = 0 und die Volu-
mensuviskositdt verschwindet. O

/031 09f3
/t:!
agi13

022

J12| #0921

a1l

I3

Yy
Lo

£ 1

Abbildung 3.1: Graphische Darstellung der Eintridge des Spannungstensors o (¢, X). Die Kom-
ponenten sind hier auf der Oberflache eines infinitesimal kleinen Volumenelements Darge-
stellt. Der erste Index beschreibt die Normale des Oberflidchenstiicks, der zweite die Richtung,
in die die Kraft wirkt. Aus [Eng02].

Weil die Gesamtkraft aus Druck und inneren Spannungen besteht, gilt

Fs(ta f(a Il) == p(ta }A()Il + U(ta )A()n

und damit

/ Fs(t,x,n)dS :/ —p(t,X)n + o(t,x)ndsS.
v, Vi

Mit dem Satz von Gaull wird daraus

= | —Vip(t,x) + divgo(t, x)dx (3.23)
Vi
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Mit (3.20), (3.21) und (3.23) lésst sich das zweite Newton’schon Gesetz als

d

I p(t,x)v(t,x)dx = / p(t,x)Fy(t,x) — Vp(t,x) + divgo(t, x)dx. (3.24)
Vi

Vi

fir alle ¢ € [0, 7] schreiben. Wir wenden nun auf jede Zeile der vektorwertigen linken Seite
von (3.24) Satz 3.5, also den Transportsatz von Reynolds, an. Das ergibt fiir alle ¢ € (0,7,
dass

% ol K)ot X)dx = /V 8%?) (t,%) + (Vx(pvy) (£, %)) v (¢, %)

+ (pv;)(t, x)(divgv)(t, x)dx firi=1,...,3, (3.25)
% | plt %)Vt %)% = /V 8(5:) (t,%) + (Va(pv ) (t, %) TV (t, %)

+ (pv)(t, %) (divev) (¢, X)d% V€ (0,7) (3.26)

dquivalent ist. Man beachte dabei, dass Vg (pv”)(t, %) eine Matrix mit den Eintréigen

GBI
(Vg(pVT>(t, f())@j = gp;]) (t, f() V’l,j € {1, ey 3}
ist. Mit der Produktregel gilt
0 .. 0 . ] .
= | Tt %) + Pv(t,%) + (Valpv") (%) v (t, %)
v, Ot ot

+ (pv)(t, x)(divgv) (¢, x)dx YVt € (0,T).
Da p(t,x)(divgv)(t, %) = divg(pv)(t,X) — Vip(t, X) - v(t, %) folgt fiir alle ¢ € (0,7)

[ ov . ap, . ) . .
=/ Ep(t’ X) + (E(t’ x) + divg(pv) (¢, x))v(t, X)

— (Vaplt, %) - V{6, R)v(EK) + (Talpv?)(E, %)) v (%)%
Laut (3.11) ist %(t,f() + divg(pv)(t,x) = 0 fiir alle (¢,x) € Q. Daraus folgt

D o v (t %) dx = / N 1, %) + (Va(ov™) (1, %)) (1, %)
dt Jy, v Ot

—v(t, %) (Vap(t, %) v(t, R)dx Vi€ (0,T).
Da (Vs(pvT)(t, %)) = v(t,X)(Vap(t, %)) + p(t, %) (Vv (¢, %))T ist, folgt insgesamt
S [ tesovtmax= [

Vi Vi

aa_‘tf p(t, %) + p(t, %) (Vev? (t, %)) v(t,x)dx VYt e (0,T).

(3.27)
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Bemerkung 3.14. Wie eine einfache Rechnung zeigt, kann in (3.27) mit der Notation
d

dz1
Vi = 8%2 anstatt der Matriz-Vektor-Multiplikation (Vv (t,%))Tv(t,X) vereinfacht auch
dz3
’Ula;gl
(v(t,x) - Vi)v(t,Xx), wobei das innere Produkt (v - Vi) = 028%2 auf den Vektor v(t,X)
’Uga;gg
Langewandt® wird, geschrieben werden. ]

Mit Bemerkung 3.14 und mit Hilfe des totalen Differentials ¥ = %—‘t’ + (v - Vg)v lésst sich
(3.27) auch als

G | v sax = [ oG+ (vt ) Tov.R)dx
dt Jy, v ot
dvo
:/ p(t,x)—(t,x)dx  Vte (0,T) (3.28)
; dt
schreiben.

Sei 'V, ;(t,x) = v;(t,X)v;(t,%). Dann gilt (Vz(pvT)(t,%))Tv(t, %) + (pv) (¢, %) (divgv)(t, X) =
divg(pV)(t, %), wobei die Divergenz der symmetrischen Matrix V ein Vektor aus R3*! ist,
der spaltenweise berechnet wird. Damit kann man (3.26) zu

d
St %)Vt %) d% = / OPY) (1 %) + divg (pV)(LX)d% vt € (0,T) (3.29)
dt Jy, v, Ot

umformen.

Bemerkung 3.15. Analog zu Bemerkung 3.8 gilt auch hier, dass falls die Forderungen
aus Bemerkung 3.6 erfillt sind, folgt, dass Gleichungen (3.26)—(3.29) fir alle t € [0,T]
gelten. O

Mit Bemerkung 3.15, (3.24) und (3.28) (bzw. (3.29)) ldsst sich das zweite Newton’sche Gesetz
wie folgt anschreiben. Es gilt

/W o1, 3) Y 1, 5)d
= / p(t,x)Fy(t,x) — Vp(t,x) + divgo(t, X)dx (3.30)
Vi

bzw. dquivalent dazu

/Vt 8<aptV) (t, 5() -+ dng(pV) (t) X)df{

= / p(t,x)Fy(t,x) — Vp(t,x) + divgo(t, x)dx (3.31)
Vi
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fir alle t € [0, 7.
Da (3.30) und (3.31) fiir beliebige Volumen V; gelten, fallen die Integrale weg und wir erhalten
die Impulserhaltungsgleichung in nichtkonservativer Form

i—\t’(t,&) — %(t,&)divﬁ(a(t,i))(t,&) =Fy(t,x) — %(t,fc)v,gp(t,ﬁ) (3.32)

fir alle (t,x) € U([0,T] x ), sowie in konservativer Form

d(pv)
ot

fir alle (t,%) € U([0,7] x ). Das ist genau Gleichung (3.19).

(t,%x) + divg(pV — 0)(t,%x) = p(t,x)Fy (t,%x) — Vip(t, X)

Bemerkung 3.16. Sei folgende Figenschaft von v(t,x) gefordert
(T7) Die zweiten partiellen Ableitungen nach X von v(t,X) existieren und sind stetig auf Q.

Dann ist mit (3.22) aus Bemerkung 3.13 die Divergenz des Spannungstensors
divg (o (t, %)) =dive(A(divgv(t, X)) Es) + dive (uVev? (¢, %)) + dive (u(Vev? (8, %))
=AVi(divev(t, %)) + p(Agv(t,x)) + pVi(divev(t, x))
=u(Axv(t, %)) + (1 + A) Vi (divgv(t, X)), (3.33)

wobei die Divergenz einer Matrixz spaltenweise berechnet wird und Ay den Laplace-Operator
bezeichnet. O

Bemerkung 3.17. Mit (3.19) und (3.33) ergibt sich folgende Form der Impulserhaltungs-
gleichung

8<§tv ) (1,%) + dive (0V) (6, %) — p(Dsv(t, %)) + (4 + N Vil(divev(t, X)) + Vap(t, %)
= p(t,X)Fy (L, %) (3.34)
fir alle (t,x) € W([0,T] x Q). O

3.2.4 Energieerhaltung

In diesem Abschnitt leiten wir die Energieerhaltungsgleichung her. Sie lautet:

I(peiot)
ot

fir alle (t,x) € W([0,7] x Q).

(t,%x) + divg(peror v — ov + pv + Eg)(t, %) = p(t,x)(Fy - v)(t, %) (3.35)
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In der Physik besagt der Energieerhaltungssatz, dass die Gesamtenergie (in [kg - m?*-s72] in

einem abgeschlossenen System konstant bleibt. Daraus abgeleitet ist der erste Hauptsatz der
Thermodynamik. Laut ihm kann die innere Energie U eines Systems nur durch Arbeit W
oder Transport von Warme @) von auflen verdndert werden. Es gilt also fiir die Verdnderung
dU der inneren Energie

AU = dQ + dW.

Wir betrachten nun ideale Fliissigkeiten. Hier herrscht iiberall der gleiche Druck. Auflerdem
gibt es weder innere Reibung noch thermische Zustandsdnderungen. Das heifit, es gilt dQ) = 0.
Da dW durch die Verdnderung des Volumens dV' multipliziert mit dem Druck p ausgedriickt
werden kann, gilt

dU = pdV. (3.36)

Sei € := U/m (in [m?-s72]) die spezifische innere Energie, also die innere Energie pro Masse,
welche sich zeitlich nicht verandert. Dann folgt mit V' = m/p aus (3.36)

de AU dv d(B)  d()  1dp

" T e Pa T Pae TPae T rar
Mit der Kontinuitétsgleichung (3.18) folgt daher
1
%(t,fg) = %(t,ﬁc)%(t,fg) = —%(t,&)div&(v)(t,&) =~ LRV (EX) (337

fir alle (¢,x) € ¥([0,T] x Q). Die letzte Gleichheit in (3.37) gilt, da der Druck p in idealen
Fliissigkeiten ortsunabhéngig ist.

Um % darzustellen gehen wir genau so vor wie in Abschnitt 3.2.3, um von Gleichung (3.25)
zu Gleichung (3.28) zu gelangen. Mit Satz 3.5 gilt

% |, P R)elt X)dx = /V %(t&) + (Va(pe) (1, %)) v (1, %)
+ (pe) (£, %) (divsv) (1, X)dx (3:38)

fir alle ¢t € (0,T). Die Produktregel auf (3.38) angewendet ergibt

d

o th(t,f()e(t,i)dfc :/w 8tp(t,§() + %e(t,fc) + (Vslpe)(t, %)) v(t, %)

+ (pe)(t, %) (divgv)(t,x)dx Vit e (0,T).
Da p(t,x)(divgv)(t,x) = divg(pv)(t,x) — Vp(t, X) - v(t, %) folgt fiir alle t € (0,7)

- Oe . dp,. . : 2 3
= [ g0+ (Gr) + dive(pv) (6 X))e(t, %)

— (Vgp(t, %) - v(t,%))e(t, %) + (Va(pe)(t, %)) v(t,x)dx.
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Laut (3.11) ist %(t, x) + divg(pv)(t,x) = 0 fiir alle (¢,%x) € Q. Daraus folgt

d Oe
— tRx)e(t, %)dx = | =

— (Vip(t,x) - v(t,x))e(t, X)dx.

(t,%) + (V(pe) (£, %)) v (L, %)

Da (Vi (pe)(t,%))" = e(t,%x)(Vap(t,x))" + p(t, %) (Vze(t, x))T ist, folgt insgesamt

(3.39)

d 0
St R)e(t %) dx = / 2 p(t.%) + plt, %) (Ve(t, %)V (%)d%  Vt € (0,T).
dt Jy, v, Ot

Analog zu Bemerkung 3.14 lésst sich mit Hilfe des totalen Differentials % = %

Gleichung (3.39) auch als

d )
G | Rt xiax = | o2+ (v0.%) - Va)elt.x))dx
dt Jy, - ot

de
:/ p(t,x)—(t,x)dx  Vte (0,T)
v dt
schreiben.

+ (V . VQ)E

(3.40)

Bemerkung 3.18. Analog zu Bemerkung 3.8 und Bemerkung 3.15 gilt auch hier, dass falls
die Forderungen aus Bemerkung 3.0 erfillt sind, folgt, dass Gleichungen (3.38)—(3.40) fiir

alle t € [0,T] gelten.

Wendet man die Produktregel auf die rechte Seite von (3.38) an, so erhilt man

% |, P X)e(t X)dx /V 8(5;6)(&&)+(Vﬁ(p6)(t,ﬁ))Tv(t,5<)

+ (pe)(t, %) (divev) (¢, %)dx

'/Vt85{9'0:)(75,&)—i—di\/>z</)5"')<tv)2)05c

fir alle t € (0, 7).
Aus (3.41) und (3.40) ergibt sich mit Bemerkung 3.18

/ ot %) S (1, %) dx — / 9P () %) + dive(pev)(t,X)dx Vi€ [0,
" dt v ot

Da (3.43) fiir beliebige Volumen V; gilt, erhalten wir

p(t,fc)%(t,fc) _9 (;:) (t,%) + divg(pev)(t, %) ¥(t,%) € ([0, T] x Q).
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Zusammen mit (3.37) ergibt sich die Energieerhaltungsgleichung fiir ideale Fluide
d(pe)
ot

fiir alle (t,x) € W([0,T] x ), welche noch nicht Effekte wie Viskositdt oder Wéarmeleitung,
sondern lediglich die durch Druck entstehende inneren Kréfte miteinbezieht.

(t,%x) + divg(pev)(t,x) = —divg(pv)(t, %) (3.45)

Wir betrachten nun nicht mehr ideale Fluide, sondern auch durch Viskositét (innere Reibung)
und Wirmeleitung entstehende Leistungsquellen. Diese Leistungen (in [kg - m? - s73]) sind

e durch innere Kréfte (wie Druck und Reibung) entstehende Leistungen Ps:
Analog zu (3.23) gilt fiir die durch auf die Oberfliche wirkende Kréfte wie Druck und
Spannungen entstehenden Leistungen Ps(t,X), dass sie entstehen, wenn man die Kréfte
—p(t,X)n+ o(t,x)n komponentenweise mit der Geschwindigkeit multipliziert, also das
innere Produkt bildet:

Palt%) = [ ~((vp(t. )0 + (v(.%) ot RS,
oVi
Mit dem Satz von Gaull wird daraus

:/v —divg(pv)(t,%x) + divg(ov(t, x))dx. (3.46)

e durch duflere Kréfte entstehende Leistungen Py :
Wie schon bei der Impulsgleichung (3.21) gesehen, gibt es Kriifte pFy, die auf ein Kon-
tinuum im Bereich V; wirken. Werden diese Kréfte mit der Geschwindigkeit multipli-
ziert, so ergibt sich die durch duflere, auf das Volumen einwirkende Kréfte entstehende
Leistung

Py(t,%) = /V p(t, %) (v - Fy)(t, %)dx. (3.47)

e durch dussere Energiezufuhr (wie Strahlungs- oder Warmetransport) durch die Ober-
flache entstehende Leistungen Pg:
Sei Es(t,%x) (in [kg s73]) der Energiefluss durch die Oberfliche dV;. Mit dem Satz von
GauB ist die so entstehende Leistung Pg(t,%) dann durch

Pt %) = / _(Es(t,%) - n)dS
oV
- / —diviEg(t, %)d% (3.48)
Vi
gegeben.
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Mit diesen Energiequellen verdndert sich die totale Energie Fi. in einem Volumen V; zu
Etot = / p(t, )A()Etot (t, }A()dﬁ(, (349)
Vi

wobei die spezifische totale Energie € als spezifische innere Energie plus kinetische Energie
durch

) o1 )
ron (£, %) 1= (1, %) + S [V (£ %) 5 (3.50)

definiert ist. So ergibt sich fiir die Ableitung der totalen Energie nach der Zeit mit Satz 3.5

dEw;  d
e dt Jy,

:/V 8('0€t0t)(t,f<) + (Valperot) (t, %)) v (t, %)

p(t, )A()Etot (t, )A()df(

ot
+ (pewos) (t, %) (divev) (¢, %) dx

B / 8(§;Ot) <t7 )A() + diV&<p€totV)<t7 5{>d§( vt € (O’ T) <351)
Vi

Analog zu Bemerkung 3.18 gilt diese Gleichung unter gewissen Voraussetzungen fiir alle
t € [0,T]. Da die Verdnderung der totalen Energie gleich der durch die Quellen entstandenen
Leistung sein muss, gilt mit (3.46) — (3.48)

/ 8({;;01) (t, )A() + diV;}(pEtotV)(t, f()df( = PS(t, f() + Pv(t, )A() + PE(t, )A()
Vi

_ /V _diva(pv) (1, %) + diva(ov(t, %)) + pl(t, R)(v - Fy)(¢, %) — diviEs(t, X)d%.
t (3.52)

Da (3.52) fiir beliebige Volumina gilt, folgt die Energieerhaltungsgleichung in konservativer
Form

d(petot)
ot

fur alle (¢,%x) € U([0,T] x ).
Um zu einer nichtkonservativen Form zu gelangen, die nur € als Erhaltungsgrofie beinhélt,
benotigen wir einige weitere Umformungen. Mit Hilfe des totalen Differentials gilt

(t,%) + divz(peiorv — ov + pv + Eg)(t, %) = p(t, %) (Fy - v)(t, %)

d€tot A _aetot A 5
dt ( 7X) - ot (t,X) + (V ’ VXEtOt)(t7X>
1 (Ope), .. D ) .
=(t.%) ( %6; )i 5) - 8—’;%@, %) + p(v - V,A(etot)(t,x)) .
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Und mit der Kontinuitédtsgleichung (3.11) gilt weiter

1 (O(peior)
_E(t’x)( ot

(t,%) + divg(pv)eor (t, X) + p(v - Viéror) (2, f()) :

Mit der Energieerhaltungsgleichung (3.35) folgt

1
:E@’ ) (= divg(peiorv — ov + pv + Eg)(t, %) + p(t, %) (Fy - v)(t, %)

+ divg(pv)egor (t, %) + p(V - Vieror)(t, X)).

Da divg(peorv) = divs(pv)ewr + (pV - Vié€ror) ist, gilt weiter

L. . N . .
:;(t, x)(— divg(—ov + pv + Eg)(t,%x) + p(t, %) (Fyv - v)(t, %)). (3.53)
Insgesamt fiithrt (3.53) auf die Energieerhaltungsgleichung in nichtkonservativer Form
déwor . 1, /.. . N
~E (1, %) + (%) (divs(—ov + pv + Bs)(1,%)) = (Fy V) (%) (3.54)

fir alle (t,%x) € U([0,T] x ).

Bemerkung 3.19. Die hier gegebene Formulierung der Energieerhaltungsgleichung ist nur
eine unter vielen. Oft wird auch die Temperatur oder die Enthalpie anstatt der totalen Energie
als abhdngiger Parameter verwendet. Auf diese Formen gelangt man unter Verwendung der
Zustandsgleichung. Siehe Abschnitt 3.3.1. Wir werden aber nicht ndher auf diese Varianten
eingehen. O

3.3 Navier-Stokes Gleichungen

Nachdem Leonhard Euler 1755 die Euler-Gleichungen formuliert hatte, leiteten George Ga-
briel Stokes und Claude-Louis Navier Mitte des 19. Jahrhunderts (1827 bzw. 1845) un-
abhéngig von einander die Navier-Stokes-Gleichungen her, die die Stromung eines New-
ton’schen Fluids (also eines Fluids mit linearem Flieverhalten, d.h. die Scherspannung ist
proportional zur Schergeschwindigkeit) beschreiben.

Eigentlich bezeichet der Terminus ,, Navier-Stokes-Gleichungen lediglich die Impulsgleichun-
gen, doch in der Literatur werden die Impulsgleichungen zusammen mit der Kontinuitéts-
und der Energieerhaltungsgleichung fast immer als Navier-Stokes-Gleichungen bezeichnet.
Fiir inkompressible Fluide vereinfachen sich die Gleichungen, und die Energieerhaltungsglei-
chung wird gar nicht mehr bené6tigt. Siehe Abschnitt 3.3.3.

Die Euler-Gleichungen sind ein Sonderfall der Navier-Stokes-Gleichungen und beschreiben
die Stromung reibungsfreier Fluide. Im Gegensatz zu den Navier-Stokes-Gleichungen werden
dabei die innere Reibung sowie die Wérmeleitung vernachléssigt.

Um das Stromungsproblem zu formulieren, wird wie folgt vorgegangen:
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e Durch den Massenerhaltungs-, Impulserhaltungs- und Energieerhaltungssatz wird die
Stromung des Kontinuums beschrieben und die dazugehorigen Erhaltungsgleichungen
formuliert.

e Da diese miteinander gekoppelten Differentialgleichungen ein Gleichungssystem mit
5 Gleichungen, aber 6 Variablen sind, sind zur Loésung dessen weitere Beziehungen
notwendig. Diese sind durch sogenannte Zustandsgleichungen, wie die kalorische oder
die thermische Zustandsgleichung, gegeben.

e Schlussendlich werden Anfangs- und Randbedingungen benotigt, um die Problemstel-
lung eindeutig festzulegen.

Die physiklische Herleitung der Erhaltungsgleichungen durch die Erhaltungssétze ist in Ab-
schnitt 3.2 ausfiihrlich beschrieben worden. Wir wollen diese Gleichungen nun fiir verschie-
dene Fille zusammengefasst darstellen und die dazugehoérigen Zustandsgleichungen sowie
Anfangs- und Randbedingungen formulieren.

3.3.1 Navier-Stokes Gleichungen fiir kompressible Fluide

Grundsétzlich gibt es zwei Arten um die Navier-Stokes-Gleichungen zu formulieren. Das
sind die konservative Form, die auch Divergenzform genannt wird, und die nichtkonservative
Form.

Konservative Form In der konservativen Form schreiben sich die Kontinuitats-, Impuls-
und Energieerhaltungsgleichung wie in (3.11), (3.19) und (3.35). Da die in den Gleichungen
gesuchten Variblen die konservierenden (d.h. erhaltenen) Grofilen p, pv und peg sind, wer-
den diese drei Differentialgleichungen als Navier-Stokes-Gleichungen fiir kompressible Fluide
bezeichnet.

%(t, x) + divk(pv)(t, %) =0 (3.55a)
—8<§Z : (t, %) + dive(pV — 0)(t,%) = p Fy(t,%) — Vep(t,X)  (3.55D)
8(,08€;ot) (t,%x) + divg(peortv — ov + pv + Eg)(t,x) = p (Fy - v)(t, %) (3.55¢)

fir alle (t,%x) € U([0,t] x §2). Gegeben sind die sogenannten ,,Quellterme* Fy, Eg, also die
Volumenskraft und die Energie durch die Oberfliche, sowie die Viskositéatskonstanten A und
1, mit denen sich wie in Bemerkung 3.13 der Spannungstensor o schreiben lésst. Gesucht
sind neben dem Geschwindigkeitsfeld v(¢,%), die Dichte p(t,x) sowie die spezifische totale
Energie € (f, x). Ebenfalls gesucht ist der Druck p(¢, %), der mit einer Zustandsgleichung an
die totale Energie gekoppelt ist. Siehe dazu (3.62).

Die Groflen p, pv und peoy werden auch Erhaltungsgréfien genannt. Sehr oft wird in der
Literatur auch der Druck in die Spannungsmatrix ¢ miteinbezogen. Daraus ergibt sich eine
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leicht vereinfachte Form fiir die Navier-Stokes-Gleichungen. Sei @ := o — pFEj3, wobei F3 €
R3*3 die Einheitsmatrix bezeichnet. Dann sind die Navier-Stokes-Gleichungen durch

8(5:) (t,x) + divg(pV —7)(t, %) = p Fy (¢, %) (3.56Db)
8(/)5;01:) (t,%x) + divi(perorv — v + Eg)(t, %) = p (Fy - v) (¢, %) (3.56¢)

fiir alle (¢,x) € W(]0,t] x ). gegeben.

Nichtkonservative Form Die nichtkonservative Form der Navier-Stokes-Gleichungen be-
ruht auf einer anderen Wahl der Erhaltungsgrofien. Sind p, v und € die abhédngigen Va-
riablen, so treten Variable als Koeffizienten vor den Divergenzen auf. Aulerdem tritt die
zeitliche Ableitung als totales Differential % = % + v - V4 auf, was sich als “substanti-
elle Ableitung in einem mit v mitbewegten System” interpretieren ldsst. Das so aus den
Gleichungen (3.18), (3.32) und (3.54) gewonnene Differentialgleichungssystem

dp

E(t’ X) + p divgv(t,x) =0 (3.57a)
Y2 = L diveo(t %) = Pu(t,%) - Lvep(t. %) (3.57h)
de p p

d;"t (t,%) + % divg(—ov + pv + Eg)(t, %) = (Fy - v) (£, %) (3.57¢)

fiir alle (¢,x) € U([0,¢] x Q) wird als nichtkonservative Form der Navier-Stokes-Gleichungen
bezeichnet. Da es sich hierbei nur um eine andere Schreibweise der Navier-Stokes-Gleichungen
in konservativer Form (3.55) handelt, sind die gegebenen und gesuchten Grofien dieselben
wie in (3.55). Mit der Definition von & verédndert es sich zu

d
d—/t)(t, %) + p divgv(t, %) = 0 (3.584)
d 1
Vit %) — = diveg(t, %) = Fy (£, %) (3.58b)
dt p
deéor A 1 . _ N N
g (t,x) + p divg(—ov + Eg)(t,x) = (Fy - v)(t, %) (3.58¢)

fiir alle (£, %) € W([0,4] x Q).

Zustandsgleichung Wie schon erwahnt, werden die Navier-Stokes Gleichungen durch eine
Beziehung zwischen Druck p und Energie €, aus (3.50) ergédnzt. Diese Beziehung ergibt sich
aus
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e der thermischen Zustandsgleichung
p = pRT, (3.59)
wobei T' die Temperatur (in [K]) und R die Gaskonstante (in [m* s7 K~!]) bezeichnet,

e der kalorischen Zustandsgleichung
e=c¢T, (3.60)
wobei ¢, (in [m? s72 K™!]) die Wirmekapazitit bei konstantem Volumen bezeichnet,
e und der Beziehung
R=c,—cy, (3.61)
wobei ¢, (in [m? s72 K™!]) die Wirmekapazitit bei konstantem Druck bezeichnet.
Aus (3.59) — (3.61) und (3.50) ergibt sich der Zusammenhang zwischen Druck p und totaler

Energie €

p(t,X) = (== = 1)p(t, %) (et (t, %) — S|V (E, %)]2) (3.62)
fir alle (t,x) € U([0,T] x ).

Anfangs- und Randbedingungen Um das Strémungsproblem zu definieren, miissen
zuséatzlich noch Anfangs- bzw. Randbedingungen fiir die Erhaltungsgréfien gegeben werden.
Sei U(t,x) der Vektor der Erhaltungsgrofen. Dann ist eine Anfangsbedingung durch

U0,%) = Up(x) Ve

gegeben.

Die Randbedingungen kénnen durch Dirichlet-Randbedingungen, Neumann-Randbedingun-
gen, Linearkombinationen dieser beiden, oder auch durch periodische Randbedingungen ge-
geben sein. An einer Wand gibt es beispielsweise keinen Fluss und so entstehen Dirichlet-
Randbedingungen

v(t,x)=g1(x)=0  Vtel0,T]

Diese Bedingung wird auch “no-slip”- oder “wall’-Randbedingung genannt. Will man, dass
der Fluss parallel zur Wand flieBen kann, so kann man die Neumann-Randbedingungen

ov

%) =X =0 Vie[0,T]

verwenden.
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3.3.2 Euler-Gleichungen fiir kompressible Fluide

Die Euler-Gleichungen sind im Grunde genommen die Navier-Stokes-Gleichungen mit dem
Spezialfall, dass 0 = 0 und Eg = 0 gilt. Das bedeutet, dass es die innere Reibung sowie der
Wirmetransport vernachléssigt wird. Auflerdem werden keine dufleren Volumenskrifte Fy
betrachtet. Das bedeutet Fy = 0. Mit diesen Annahmen ergeben sich die Euler-Gleichungen
in konservativer bzw. nichtkonservativer Form aus den Navier Stokes-Gleichungen (3.55)
bzw. (3.57). In konservativer Form sind die Euler Gleichungen so durch

@(t,fc) + divg(pv)(t,x) =0
ot
8%):) (t,%) + divz(pV + pEs)(t,%) = 0
8</§;Ot) (t,%x) + divg(peor v + pv) (t,x) =0 (3.63a)

fiir alle (¢,x) € W(]0,¢] x Q) gegeben, wihrend die nichtkonservative Schreibweise

%(t, %) + p divgv(t, %) = 0
dv 1
%)+ =Vep(t, %) = 0
dégor ,, . L. A
T(t’ X) + B divg(pv)(t,x) =0 (3.64a)

fir alle (t,x) € ¥([0,¢] x Q) ist. Gesucht ist das Geschwindigkeitsfeld v(¢,%), die Dichte
p(t, %), die spezifische totale Energie € (¢, x) und der Druck p(t,x), der mit der Zustands-
gleichung (3.62) an die totale Energie gekoppelt ist. Mit den Anfangs- und Randbedingungen
ist das Stréomungsproblem festgelegt.

Der wohl groBte Unterschied zu den Navier-Stokes-Gleichungen (3.55) — (3.58) ist, dass bei
den Euler-Gleichungen (3.63) — (3.64) durch das Fehlen der inneren Reibung keine zweiten
(Orts-)Ableitungen der Geschwindigkeit v vorkommen (siche dazu (3.34)).

3.3.3 Navier-Stokes Gleichungen fiir inkompressible Fluide

Analog zu [KLO08] unterscheiden wir zwischen inkompressiblen Strémungen und inkompres-
siblen Fluiden und betrachten dann — wie in [H&n08| — letztere.

Definition 3.20 (Inkompressible Stromung). Wir sprechen von einer inkompressiblen Stro-
mung, wenn sich die Dichte bei konstanter Temperatur entlang ihrer Trajektorie nicht dndert.
Das heif$t, wenn

dp

L% =0 ¥(t%) € (0,7 x ). (3.65)
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Das bedeutet nicht, dass alle Fluidpartikel die gleiche Dichte haben miissen. Diese Bedin-
gung muss lediglich fiir jedes Fluidpartikel iiber die Zeit erfiillt sein. Anders ist das bei
inkompressiblen Fluiden.

Definition 3.21 (Inkompressible Fluide). Fin Fluid, dessen Dichte konstant ist, bezeichnen
wir als inkompressibles Fluid. Das bedeutet, dass fiir die Dichte

Poo = p(t,X) = const. V(t,x) € U([0,T] x ) (3.66)
qgilt.

Die Bedingung fiir ein inkompressibles Fluid ist also stdrker als die fiir eine inkompres-
sible Stromung. Es sei noch angemerkt, dass es im strengen Sinne keine inkompressiblen
Fluide gibt, allerdings sind zum Beispiel bei Wasser unter Normalbedingungen die Dich-
tednderungen vernachléssighar, weshalb es als inkompressibel betrachtet werden kann.

Bei inkompressiblen Fluiden ist also die Dichte p(t, %) konstant und wird mit p., bezeichnet.
Daher folgt mit der Kontinuitdtsgleichung (3.11), dass

divgv(t,x) =0 V(t,x) € U([0,T] x Q) (3.67a)
und mit (3.34) ist die Impulserhaltungsgleichung fiir inkompressible Fluide durch

0

W 15) + (v - Vv(L.%) — o2 (A (8. 3)) + 2l Vap(t 9 = Fy(1%)  (3.67))

fir alle (t,%x) € U([0,7] x Q) gegeben. Gegeben sind die Volumenskraft Fy, die Visko-
sitdtskonstante A und die konstante Dichte po,. Gesucht ist das Geschwindigkeitsfeld v (¢, x)
und der Druck p(t, %). Die Gleichung (3.67b) gilt, da divg(V) = v divgv + (v - Vg)v ist. Der
Druck ist nun nicht iiber eine Zustandsgleichung an die Dichte und innere Energie gekoppelt,
wodurch die Energieerhaltungsgleichung von der Kontinuitéts- und Impulsgleichung entkop-
pelt ist und somit nicht Teil des Gleichungssystems ist. Da die Viskositédt p eigentlich auch
geringfiigig von der Temperatur 7' abhéngt, besteht nach wie vor eine gewisse Kopplung,
welche wir aber vernachldssigt haben indem wir die Viskositéit als konstant angenommen
haben.

Die Gleichungen (3.67a) — (3.67b) werden zusammengefasst auch als Navier-Stokes-Glei-
chungen fiir inkompressible Fluide bezeichnet.

3.3.4 Euler-Gleichungen fiir inkompressible Fluide

Die Eulergleichungen fiir inkompressible Fluide erhélt man, wenn wir die Navier-Stokes-
Gleichungen fiir inkompressible Fluide (3.67) ohne #uBlere Volumenskréfte Fy sowie ohne
innere Reibung o (bzw. Viskositat p) betrachten. Mit Fy, = 0 und g = 0 ergibt sich aus
(3.55) — (3.58) dann

divgv(t,x) =0, (3.68a)
ov

57 (%) + (v Vi)v(t,%) + piVsp(t, %) =0  Y(t,%) € ¥([0,T] x Q). (3.68b)
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Gegeben ist nur die konstante Dichte p.,. Gesucht ist das Geschwindigkeitsfeld v(¢,x) und der
Druck p(t,x). Die Gleichungen (3.68) werden auch aus Euler-Gleichungen fiir inkompressible
Fluide bezeichnet.
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Kapitel 4

Simulation der
Bioreaktoreigenschaften

4.1 TUberblick

Ziel in diesem Kapitel ist es, die Erstellung der Simulationen zur Berechnung der zwei wich-
tigsten Bioreaktoreigenschaften zu dokumentieren und die Simulationen auszufithren, um sie
dann mit den Ergebnissen der Versuche von [SPBR11] zu vergleichen. Diese zwei Bioreak-
toreigenschaften sind die Mischzeit (sieche Abschnitt 4.4) und der Stofftransportkoeffizient
(siche Abschnitt 4.5).

Sie sind unter anderem wichtig, um die Geometrie des Bioreaktors analysieren und verbes-
sern zu konnen und so den Zellwachstumsprozess effizienter gestalten zu kénnen. Auflerdem
ist die Berechnung des Stofftransportkoeffizienten wesentlich fiir das Erstellen eines Zell-
wachstumsmodells. Das ist wirtschaftlich von grofler Bedeutung, weil dadurch effizientere
Bioreaktoren hergestellt werden kénnen. Vor allem bei grofieren Bioreaktoren verhélt sich das
Stromungsfeld anders als bei kleineren, weshalb ein einfaches Skalieren nach kostengiinstigen
Versuchen mit kleineren Bioreaktoren nicht moglich ist.

Um die zwei eben genannten Eigenschaften berechnen zu konnen, wird zunéchst ein Netz auf
Grundlage der Geometrie des fiir die Versuche in [SPBR11] verwendeten Bioreaktors erstellt.
Man beachte, dass dieses Netz ist nur eine Approximation an den in [SPBR11] verwendeten
Bioreaktor sein kann. Fiir genaue Berechnungen ist es natiirlich dennoch erforderlich, den
Bioreaktor hinreichend genau abzubilden. Auf diesem Netz werden dann die Stromung durch
Losen der Navier-Stokes Gleichungen (siehe Kapitel 3) mit geeigneten Randbedingungen, die
ein Drehen des Riihrers simulieren, gelost, um so den Fluss im Bioreaktor zu berechnen.
Mit diesem Fliiss als Anfangsbedingung werden dann Simulationen durchgefiihrt, die die Ex-
perimente {iber das Verhalten der Mischzeit bei verschiedenen Umdrehungsgeschwindigkeiten
aus [SPBR11] widerspiegeln. AuBerdem wird ausgehend von der berechneten Stromung eine
Simulation zur Berechnung des Stofftransportkoeffizienten, der auch als Kla-Wert bezeichnet
wird, gestartet.

Die Simulation der Bioreaktoreigenschaften gliedert sich also in 4 grofie Teilabschnitte:
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Erstellen eines Netzes auf dem Bioreaktor,

Berechnung des Flusses durch den Bioreaktor,

Berechnung der Mischzeiten,

Berechnung des Stofftransportkoeffizienten.

4.2 Geometrie und Netzgenerierung

Ziel ist es, den Bioreaktor, der in [SPBR11] verwendet wurde, moglichst genau abzubilden.
Der Bioreaktor ist ein 20L Biostat C-DCU (von Sartorius-BBI, Bethlehem,PA) mit einem Ar-
beitsvolumen von 15 Litern. Er war wéhrend der durchgefiihrten Versuche mit drei Rushton
Impellern sowie drei Marine Impellern ausgestattet. Fiir unseren Zweck haben wir allerdings
nur das Mischverhalten mit Rushton Impellern untersucht. Einerseits waren keine genauere
Daten fiir die Abmessungen der Marine Impeller zu erruieren, andererseits unterscheiden
sich die experimentell gewonnenen Resultate der verschiedenen Impeller ohnehin nur wenig.
Die aus [SPBR11] iibernommenen beziehungsweise aus Skizzen geschétzten Daten fiir die
Geometrie des Bioreaktors mit Rushton Impellern sind in Tabelle 4.2 zu sehen. Diese Daten
beschreiben bereits eine Approximation an den Bioreaktor, die fiir eine Netzgenerierung
geeignet ist.

Der Wasserstand H des 20L Biostat C-DCU Bioreaktors bei den Versuchen betragt 400mm.
Da fiir die Berechnung der Stréomung des Wassers und auch in weiterer Folge nur der untere
Teil im Bioreaktor, in dem sich Wasser befindet, interessant ist und gezeichnet werden muss,
ist das Gebiet oberhalb des Fiillstandes nicht weiter beachtenswert. Diese Implikation geht
davon aus, dass der Wasserstand im befiillten Bioreaktor nicht wesentlich &ndert. Das passiert
aber nur bei einer niedrigen Umdrehungsgeschwindigkeit, was aber bei unseren Versuchen
der Fall ist.

Der Durchmesser T' des Reaktors betrégt 115mm. Die Abrundung an der unteren Seite wurde
wie in [OTO06] erzeugt. Bis zu einer Hohe von hy = T/5 wird dort die Rundung aus zwei
Kreisbogen mit Radius 7y = 7'/10 und 5 = T" konstruiert. Um eine etwas glattere Oberfliche
zu konstruieren, verwenden wir die Werte of h; =46mm= T7/5, r; =25.3mm~ 7/10 and
re =230mm=T".

Die 4 Baffles sind fiir unsere Berechnungen nicht durch Halterungen am Zylindermantel
befestigt, sie schlieflen gleich an diesen an, und zwar in einer Hohe von hy =47mm= T'/5. Sie
haben eine Lénge von [, =22mm~ 7'/10, eine Hohe von h, =300mm und ihre Breite betragt
wp, =bmm. Sie sind auBerdem in gleichen Abstéinden am Zylindermantel angebracht. Siehe
die schematische Darstellung in Abbildung 4.1.

Das horizontale Einblasrohr des verwendeten drilled-tube spargers befindet sich in einer Héhe
von hg =38mm und ist [, =160mm lang. Der Radius betragt r, =5mm. Das vertikale Rohr
schlieBt abgerundet an das Horizontale an und geht bis iiber den Wasserfiillstand hinaus nach
oben. Siehe die schematische Darstellung in Abbildung 4.1. Die 10 Einblaslécher haben einen
Radius von 0.25mm und befinden sich in einem Abstand von zirka 10mm an der Unterseite
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Hohe des Bioreaktor H | 400mm
Durchmesser des Bioreaktor T | 230mm
Beginn der unteren Abrundung | hy 46mm
Aufthéngungshohe der Baffles hs 47Tmm
Hohe der Baffles hy | 300mm
Léange der Baffles Iy 23mm
Breite der Baffles wy, Smm
Aufhdngungshoher des Spargers | hs 38mm
Lénge des Spargers ls | 160mm
Radius des Spargers Ts dmm
Aufthéngungshohe des Riihrers hy 75 mm
Radius des Rohrs T 3mm
Hohe der Scheibe hg 2mm
Radius der Scheibe rq 32mm
Hohe des Rotorblatt hy 18mm
Lénge des Rotorblatt Ly 22mm
Breite des Rotorblatt Wy 2mm
Abstand zwischen den Impellern | d; | 115mm
Radius der Impeller r; | 42.5mm

Tabelle 4.1: Verwendete Daten fiir die Erstellung der Geometrie des Bioreaktors. Siehe dazu
Abbildung 4.1.

des horizontalen Rohrs. Da sie erst fiir die Einblasung der Sauerstoftbldschen bei Berechnung
des Kla-Wertes interessant sind, werden sie nicht in der Geometrie implementiert. Fiir die
Berechnung der Mischzeit wurde ein ring sparger mit gleichem radius, der ebenfalls an das
vertikale Rohr anschliefit, verwendet. Der von oben angetriebene Riihrer befindet sich in der
Mitte des Bioreaktors in einer Hohe von hy =75mm. Das Rohr, auf dem die drei Impeller
angebracht sind, hat einen Radius von r, =3mm. Die drei Impeller haben einen Abstand von
d; =115mm zueinander. Der Unterste befindet sich auf der Hohe h,. Die Impeller bestehen
jeweils aus einer Scheibe (engl. disk) mit Radius 74 =32mm und Héhe hy =2mm sowie 4
Rotorbléttern (engl. blade) mit Hohe hj, =18mm, Breite [; =22mm und Dicke wy, =2mm.
Sie sind so an der Scheibe befestigt, dass der Gesamtradius des Impellers r; =42.5mm betragt.
Siehe Abbildung 4.1.

Mit den beschriebenen Daten wird die Geometrie FreeCAD 012 gezeichnet und zu AVL Fi-
re 2009.3 als .stl file exportiert. Mit dem in AVL Fire 2009.3 integrierten Mesh-Generator
wird dann auf dem Gebiet Q@ C R3, das das Innere des Bioreaktors bis zu der Hohe des
Fiillstandes darstellt, ein Netz generiert. Dieses wird in zwei Teilbereiche, die wir im folgen-
den mit Qprutor und Qgraror bezeichnen werden, unterteilt. Hierbei gilt Qgrotor U Qstator = €2
und Qgroror N Qsrator = 0. Um die Rechenzeit zu minimieren, ist es dabei wichtig darauf zu
achten, dass die Gesamtsumme der Elemente eine Anzahl von 1000000 nicht iibersteigt. Au-
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Abbildung 4.1: Ansicht von oben sowie von vorne auf den Bioreaktor. Die zu den Maflen
gehorigen Werte sind in Tabelle 4.2 abzulesen.

Berdem fiihren Elemente, deren Verhéltnis von Innkreisradius zu Umkreisradius zu gering ist
- die also zu “flach” sind - zu numerischen Instabilitdten. Die Generierung erfolgt dann - nach
Einstellen von gewissen Kenngrofien wie der maximalen Kantenlénge eines Hexaeders auf der
Oberfliche des Gebiets 0€) - mit AVL Fire v2011.1. Da die Elemente automatisch generiert
werden, muss bei der Generierung darauf geachtet werden, dass Fehler wie ein negatives Vo-
lumen oder Uberschneidungen der Elemente nicht vorkommen. Deswegen werden auch nicht
alle Details des Bioreaktors dargestellt. Das Gebiet € ist aber eine geeignete Approximation
an den Bioreaktor, da nur auf Kleinigkeiten, die fiir die weiteren Simulationen unbedeutend
sind - wie zum Beispiel auf die Halterungen von den Baffles oder auf die Abrundung von
Kanten - verzichtet wird.

4.3 Fluss durch das Gebiet

Nachdem das Netz generiert wurde, wird durch Losen der Navier-Stokes-Gleichungen (siehe
Abschnitt 3.3.3) fiir inkompressible Fluide auf dem Gebiet €2 fiir jede Zelle das Stromungsfeld
F berechnet. Dabei wird angenommen, dass der Teilbereich 2., im mathematisch positiven
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Abbildung 4.2: Die Abbildungen zeigen einen Schnitt durch den Bioreaktor. Links kann man
das Netz auf der Oberfliche des Gebiets 2 erkennen, rechts das auf den Oberflichen der
disjunkten Gebiete Qryor (innen) und Qgyer0- (auben).

Sinn mit einer gewiinschten Geschwindigkeit rotiert. Durch Iteration gelangt man zu einem
quasi-stationdren Zustand, der das Stromungsverhalten beschreibt, wenn sich der Riihrer
wéahrend einer Drehung, die lang genug ausgefiihrt wurde um einen stationédre Stromung
zu erzeugen, im Ausgangszustand befindet. Diese quasistationidren Stromungen werden als
Ausgangszustinde fiir die Berechnungen der Mischzeit und des Stofftransports genommen.

Dieser quasi-stationére Zustand des Flusses wird wie folgt berechnet: Sowohl auf dem Gebiet
QRotor als auch auf dem Gebiet 2g4440 Werden die Navier-Stokes-Gleichungen fiir inkompres-
sible Fluide (3.67) gelost. Allerdings wirken auf das Gebiet Qgotor Volumenskrifte Fy , die
sich aus der Umdrehungsgeschwindigkeit des Rotors ergeben. An der Grenze zwischen den
beiden Gebieten miissen geeignete Randbedingungen gegeben sein. Das Losen der Gleichun-
gen wird mit dem neuen Geschwindigkeitsfeld als Anfangsbedingung nun solange wiederholt,
bis sich das Geschwindigkeitsfeld F' nur mehr unwesentlich verdndert. Der Zustand, zu dem
man durch so eine Iteration gelangt, wird quasi-stationérer Zustand genannt. Die Methode,
um zu diesem quasi-stationdren Zustand zu gelangen ist als Multi-Reference-Frame Model
bekannt.

4.4 Mischzeit

Wiéhrend der Zellkultivierung werden Nahrstoffe fiir die Zellen in den Bioreaktor gegeben.
Auch Basen werden hinzugefiigt, um den pH-Wert zu kontrollieren. All dies geschieht an
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einer bestimmten Stelle, und es vergeht eine gewisse Zeit, bis diese Stoffe sdmtliche Be-
reiche des Bioreaktors erreicht haben. Diese Zeit, die fiir ein Durchmischen benétigt wird,
nennen wir Mischzeit. Da bei verschiedenen Umdrehungsgeschwindigkeiten auch die Fluss-
geschwindigkeiten und damit die Mischzeiten variieren, ist es wichtig zu sehen, ob dies auch
bei unseren Simulationen der Fall ist. Dazu werden die Experimente aus [San09] mit CFD-
Simulationen nachgespielt und es wird beobachtet, ob die Simulationen die experimentell
gewonnenen Daten reproduzieren konnen.

4.4.1 Experiment

Die Mischzeit wird als die Zeit, die bendtigt wird um im Bioreaktor ein gewisses Niveau
an Homogenitat herzustellen, nachdem an einem einzelnen Punkt ein Impuls gesetzt wurde,
definiert. Laut [San09] wurde schon gezeigt, dass verschiedene Bioreaktor- sowie Impeller-
geometrien zu unterschiedlichen Mischzeiten fithren. Es stellt sich auch die Frage, was mit
Impuls gemeint ist und wie die Homogenitéit genau gemessen wird.

Acid/Base
Injection Point

/'/’ ] '\
\
oot et 4
\
4 \
B u \
pH Measurement
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| /
III'IIIII
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#

» il B B /
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I
Abbildung 4.3: Schematische Darstellung des Mischzeitversuches aus [San09].

Bei den Versuchen, die in [[San09], Abschnitt 3.1] beschrieben werden, wiirde der Reaktor mit
zwei Proben - eine am oberen und eine am unteren Ende des Reaktors (sieche Abbildung 4.3)
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- ausgestattet. Die Mischversuche wurden dann ausgefiihrt, indem der pH-Wert verédndert
wurde. Dazu wurde zunéchst ein Sodium Phosphat Dampfer in den Reaktor eingefiihrt.
Dieser dient dazu, dass der pH-Wert sich nicht iiber eine gewisse Schwankungsbreite hinaus
verdndert. Dann wurde an einem festgelegten Punkt an der Wasseroberfliche entweder 1mL
Natriumhydroxid hinzugefiigt um den pH-Wert zu erhéhen oder 1mL Essigsdure hinzugfiigt
um den pH-Wert zu senken. Der pH-Wert wurde dann mit den Proben gemessen. In jedem
der so gemachten Versuche war eine Verdnderung des pH-Wertes um 1-1.5 zu erkennen. Die
Zeit, die benotigt wurde, um 95% der Differenz zwischen dem Anfangs- und dem Endwert
zu erreichen, wurde als Mischzeit genommen. Diese Versuche wurden bei unterschiedlichen
Umdrehungsraten des Riihrers gemacht.

Da die erbrachte Leistung P (gemessen in Watt) des Riihrers im Reaktor nicht nur von
der Umdrehungsgeschwindigkeit N (gemessen in Umdrehungen pro Sekunde), sondern auch
von der Anzahl der Impeller n, dem Durchmesser des Impellers D (gemessen in Meter), der
Leistungszahl Py = 5 (fiir Rushton Impeller) und der Dichte des Mediums p (gemessen in Ki-
logramm pro Kubikmeter) abhéngt, wurde bei den Versuchen nicht die Umdrehungsanzahl,
sondern die Leistung pro Volumen P/V als Maf fiir verschiedene Mischzeiten genommen.
Der Zusammenhang ist wie folgt gegeben:
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Abbildung 4.4: Resultate der Versuche aus [San09]. Fiir uns sind die Experimente, die mit
einem Rushton-Impeller durchgefiihrt worden sind, von Interesse.

P npPyN3D®
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Wie in Abbildung 4.4 zu erkennen, wurden bei P/V-Werten von ca. 0.5 * 107% bis ca. 2 *
10~* W/m? jeweils mehrere Versuche sowohl mit Rushton- als auch mit Marine Impeller
durchgefiithrt. Man erkennt deutlich, dass die Mischzeit bei Rushton Impellern ein wenig
hoher ist als bei Marine Impellern, und dass bei geringerer Leistung eine ldngere Zeit fiir das
Mischen benétigt wird. Fiir Rushton Impeller liegen die so gemessenen Mischzeiten je nach
Riithrgeschwindigkeit zwischen 20 und 200 Sekunden. Eine Auswertung der Experimente ist
in Abbildung 4.4 ersichtlich. Leider gibt es keine genaueren Angaben iiber die Zeiten.

4.4.2 Simulation

Um die Versuche aus Abschnitt 4.4.1 nachzustellen, wurde zunéchst wie in Abschnitt 4.3 der
quasistationire Zustand des Flusses durch den Bioreaktor berechnet. Dies geschah fiir Um-
drehungsgeschwindigkeiten von N = 37, 79, 95, 172 und 370 Umdrehungen pro Minute, was
(4.1) P/V-Werten von zirka 107¢, 1075, 10~* und 10~ W/m? entspricht. Ausgehend von die-
sem Zustand wird dann in jedem Berechnungsschritt neben den Navier-Stokes-Gleichungen
auch die skalare Gleichung (4.2) gelost. Als Anfangsbedingung ist der skalare Variable ¢(x, t)
in einem Bereich €2, C €2, in dem das Eintropfen vermutet wird, gleich dem Wert 1 und im
restlichen Gebiet gleich 0.

Die skalare Gleichung lautet wie folgt:

99(x, 1)
ot

+divi(V(%, )8(%, 1)) = pog Ss(X,1),  6(-,0) = xa, (4.2)

wobei der S, den Quellterm bezeichnet, der zum Anfangszeitpunkt im Gebiet des Eintropfens
Q,, gleich Eins ist, und sonst immer verschwindet. Also ist S,(X,t) = xi=0Xq,,. Die Werte
fiir das Geschwindigkeitsfeld v(x, t) sind in jedem Zeitpunkt aus der Losung der Gleichungen
(3.67) gegeben. Die Variable p., bezeichnet die konstante Dichte des Mediums. Vergleicht
man die skalare Gleichung (4.2) mit der Massenerhaltungsgleichung (3.11), so féllt auf, dass
bei der Skalargleichung im Gegensatz zur Massenerhaltungsgleichung nicht die Dichte p(x,t),
sondern ein Skalar ¢(X,t) transportiert wird. Ansonsten sind diese Gleichungen - bis auf den
Quellterm §4 - ident.

Durch den Mischvorgang konvergiert der skalare Wert an jeder Stelle des Gebiets gegen einen
konstant Wert C,,,. Gemessen wird der skalare Wert an einer Stelle im unteren Bereich
des Bioreaktors, wo auch im Experiment mit einem pH-Messgerit gemessen wurde. Man
erkennt in Abbildung 4.5, dass bei 370 Umdrehungen pro Minute bereits nach einer halben
Umdrehung die Werte an der Stelle, wo die Anfangsbedingung des Skalars 1 war, der Wert
schon bis auf 0.02 gesunken ist. Die Skalarwerte nach 5, 10 und 20 Umdrehungen sind
ebenfalls in Abbildung 4.5 zu sehen und zeigen den Mischvorgang bis zu einer Zeit von 3.24
Sekunden.

Fiir Umdrehungsgeschwindigkeiten von 370 sowie 95 Umdrehungen pro Minute sind die
Werte des Skalars an dieser Stelle in den Abbildungen 4.6 bzw 4.7 im Verlauf der Zeit
dargestellt. Man erkennt, dass der skalare Wert wie erwartet gegen C,,, konvergiert. Als
Mischzeit wurde der Zeitwert genommen, an dem der skalare Wert 95% von C,,, erreicht.
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Abbildung 4.5: Die Werte des Skalars nach einer halben Umdrehung (links oben) sowie nach
5 (rechts oben), 10 (links unten) und 20 (rechts unten) Umdrehungen. Die Simulation der
Mischzeit fand bei 370 Umdrehungen pro Minute in einem Bioreaktor mit ring sparger statt.
20 Umdrehungen entsprechen daher einer Zeit von 3.24s.
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Abbildung 4.6: Der an der unteren Stelle gemessene Wert des Skalars im Verlauf der Zeit bei
79 Umdrehungen pro Minute.
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Abbildung 4.7: Der an der unteren Stelle gemessene Wert des Skalars im Verlauf der Zeit bei

95 Umdrehungen pro Minute.

Die Ergebnisse in Abhéingigkeit der Umdrehungsgeschwindigkeit sind in Tabelle 4.4.2 zusam-

mengefasst.
rpm | Mischzeit
370 | 23.2
172 | 45.5
95197.3
79 | 1284
37 | 318.3

Tabelle 4.2: Die Mischzeiten aus den Simulationen in Abhéngigkeit der Umdrehungsgeschwin-

digkeit zusammengefasst.

Man erkennt, dass sie sich im Bereich der Ergebnisse aus [San09] befinden. Das wird in
Abbildung 4.4.2 illustriert. Somit konnen die experimentell gewonnenen Daten reproduziert

werden.
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Abbildung 4.8: Die Resultate der Simulationen (schwarze Punkte) verglichen mit denen
(weifle Punkte) der Versuche aus [San09].
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4.5 Stofftransport

Um ermitteln zu konnen, wie schnell in einem Bioreaktor Stoffe zu den Zellen transpor-
tiert werden, wird als ein Maf§ dafiir der Kla-Wert berechnet. Dies geschieht in einer CFD-
Simulation, in der mit der sogenannten Euler-Lagrange Methode nach jedem Berechnungs-
schritt in einem Zwischenschritt die neuen Blasengréfien und Positionen angegeben werden.
Die Blasengrofle verdndert sich deswegen, weil in jedem Schritt sich eine gewisse Masse des
Sauerstoffs im Wasser auflost. Die Grofle dieser in Wasser iibergehenden Masse ist im We-
sentlichen ausschlaggebend fiir die Grofie des Kla-Wertes. Siehe auch Abschnitt 4.5

4.5.1 Kla-Wert

Da in einem Bioreaktor verschiedene Stoffe in mehreren Aggregatzustinden vorhanden sind,
spielt der Stofftransport von einer Phase in eine andere eine entscheidende Rolle. Wir be-
trachten in diesem Kapitel die Auflésung von Sauerstoff in Wasser, also den Transport eines
Stoffes von der Gasphase in die Fliissigphase. In welchem Mafle dieser vor sich geht ist fiir
die Aufnahme von Sauerstoff der Zellen sehr wichtig. Um die Auflésung von Sauerstoff zu
untersuchen nehmen wir wie in der Zwei-Film Theorie von Lewis Withman (siehe [Carl10])
an, dass der Stofftransport an der Grenzschicht zwischen den zwei Phasen nur durch mole-
kulare Diffusion beschrieben werden kann. Es wird angenommen, dass es an beiden Seiten
der Grenzschicht jeweils einen diinnen Film gibt. Dieser hat eine Dicke X, (in m) auf Seite
der Gasphase und Dicke X, (in m) auf Seite der Fliissigphase. Das Fick’schen Gesetz sagt,
dass der Fluss Jo, (in [Mol/m?/s]) fiir die molekulare Diffusion des Sauerstoffs durch

dCo
Jo,=—D - 4.3
02 dX ( )
gegeben ist, wobei D der molekulare Diffusionskoeffizient (in [m?/s]) und d(i% der Gradient

der Konzentration von Sauerstoff (in Mol/m*) im stationéiren Zustand ist. (4.3) auf den
Massentransport durch die zwei Filme angewandt bedeutet

Cg - Cgi _ DgCé - CZ@'

—D
Jo, X, X,

(4.4)
wobei C, (in Mol/m?) die Konzentration vom Sauerstoff in der Gasphase und Cy; die Sau-
erstoffkonzentration an der Grenzschicht des Gasfilms ist. Analoges gilt fiir C;, und Cy; in
der Fliissigphase. Mit D, und D, werden die Diffusionskoeffizienten der verschiedenen Filme

bezeichnet. Mit Definition der Stofftransportkoeffizienten k, := D,/ X, und k; := —Dy/ X,
wird aus (4.4)
Jo, = kg(Cy — Cyi) = ke(Coi — Cy). (4.5)

Wird mit a die spezifische Grenzfliche (in [m?/m?]) - also die GroBe der Grenzfliche pro
Volumen) fiir den Stoffaustausch gegeben, so folgt aus (4.5) mit der Definition der gesamten
Stoffaustauschrate Q := Jp,a (in Mol/m?/s)

Q = J02a = k:ga(Cg — ng) = k’ga(Cgi — Cg) (46)
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Da der Stofftransportkoeffizient k, sowie die spezifische Grenzfliche a von den selben physi-
kalischen Eigenschaften des Systems abhéngen, werden diese Werte kombiniert und es wird
vom kpa-Wert gesprochen.

Interface

Liquid

Abbildung 4.9: Skizze der Zwei-Film-Theorie. Die Konzentrationen von O, sind im Gas- und
Fliissigfilm aufgrund unterschiedlicher Diffusionskoeffizienten verschieden. Aus [Heill].

Fiir Gase mit geringer Loslichkeit wie Oy oder C'O5 in Wasser ist die Konzentration an der
Grenzschicht des Gasfilms Cy; fast gleich der in der Gasphase Cy. Siche Abbildung 4.9. Das
geschieht, da die Diffusion in der Gasphase schneller als in der Fliissigphase ablauft, sich also
der Widerstand fiir die Diffusion fast ausschliellich im Fliissigfilm findet. Daher wird anstelle
des nicht berechenbaren Wertes der Konzentration an der Grenzschicht in der Fliissigphase
Cy; die Gleichgewichtskonzentration C* verwendet und man bekommt

Q = kga(C* — Cg) (47)
Da die Stoffaustauschrate Q nichts anderes als die Verinderung der Konzentration von Oy
pro Zeiteinheit (in Mol/m?/s) ist, gilt

ac,
d_t‘f = Q = ka(C* — C)). (4.8)

Nach Weglassen des Subskripts ergibt sich

dC
7 = @ =ha(C* = 0), (4.9)
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wobei C' die Konzentration von Oy (in der Fliissigphase) und C* die Sattigungskonzentration
von O, in Wasser bezeichnet. Im weiteren Verlauf werden wir fiir die Konzentration die
Einheit kg/m? verwenden. Die Sittigungskonzentration ist C* = 6.71 % 1073 kg/m?.

4.5.2 Experiment

In [SPBR11] wurde ebenfalls der Stofftransportkoeffizient fiir Sauerstoff experimentell un-
tersucht. Dabei war von folgender Gleichung ausgegangen worden:

dC oz

T kea%? (C* — C?) + kea* % (C* — C%) — our,

wobei our fiir die Sauerstoffaufbrauchsrate (engl: oxygen utilization rate) steht und kya®? fiir
den Stofftransport durch die Wasseroberfldche. Der Sauerstofftransport durch die Oberfliche
ist so gering, dass er vernachléssigt werden kann. Aulerdem wurden die Versuche ohne Zellen,
die den Sauerstoff aufbrauchen konnten, durchgefiithrt. Daher kann nicht nur der voletzte,
sondern auch der letzte Term weggestrichen werden, und (4.10) kiirzt sich zu (4.9), die
integriert

In(C* — C) = keat + const. (4.10)

ergibt. Daher wurde der Kla-Wert durch Berechnung der Steigung von In(C* — C') zu ver-
schiedenen Zeitpunkten ermittelt.

Der Stofftransportkoeffizient héngt nicht nur von der Beschaffenheit des Mediums und der
Umdrehungsgeschwindigkeit des Impellers, sondern vor allem auch von der Einspritzmenge
ab. Die Experimente wurden zwar verschiedenen Impellern (Rushton und Marine) durch-
gefiihrt, aber die Leistung pro Volumen (siehe (4.1)) wurde stets konstant gehalten. Einzig
die Einspritzrate wurde verdndert. Auflerdem wurden die Experimente wiederholt mit und
ohne Schaumverhinderer durchgefiihrt. Es wurden auch die Koeffizienten des Transports
anderer Stoffe — wie Stickstoff oder Luft — berechnet. Siehe dazu Abbildung 4.10. Diese Re-
sultate sind auch in Abbildung 4.11 veranschaulicht. Dabei erkennt man klar, dass sowohl
bei Verwendung eines Marine Impellers, sowie auch bei hoherer Einspritzrate der Stofftrans-
portkoeffizient grofer ist.

4.5.3 Simulation

Fiir unsere Simulation betrachten wir wie schon frither erwidhnt den Bioreaktor nur mit
Rushton Impellern und einer Umdrehungsgeschwindigkeit von 95 rpm. Die durch ein Riihren
in gewissen Medien moglicherweise entstehende Schaumbildung wird dabei nicht simuliert.
Dafiir werden die Simulationen mit Einspritzmengen von Sauerstoff von 0.75, 1.875 und 3
Ipm durchgefiihrt.

Um dazu zu gelangen, wird wie in Abschnitt 4.4 der durch die Losung der Navier-Stokes-
Gleichungen fiir inkompressible Fluide (3.67) entstandene quasi-stationdre Zustand des Stro-
mungsfeldes v(x, t) als Anfangszustand des Flusses angenommen. Es werden dann nochmals
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— - Sparge rate | Agitation krap krac | Antifoam
(sLPM) (RPN {(1/hr) | (1/hr) | Present
Rushton Turbine | Aur €73 95 - §.1 No
Rushton Turbine Na 0.75 03 1.7 0.9 No
Rushton Turbine (8] 0.75 g5 21 0.9 No
Rushton Turbine Na 3 05 34 2.1 No
Rushton Turbine 05 3 03 4.5 2.1 No
Marine Auar 0.75 183 - 1.1 No
Marine N3 €73 183 1.9 0.8 No
Marine 0, 0.75 183 1.9 1 No
Marine N3 3 183 4.4 2.6 No
Marine (o)) 3 183 4.2 2.5 No
Rushton Turbine | Aur 0.75 95 - 0.9 Yes
Rushton Turbine N 0.75 gs 15 0.9 Yes
Rushton Turbine (o)) 0.75 95 1.1 0.7 Yes
Rushton Turbine N, 3 95 34 1.8 Yes
Rushton Turbine 05 3 gs 3.1 2.1 Yes
Marine Air 0.75 183 - 1.0 Yes
Marine N2 0.75 183 2.1 1.0 Yes
Marine O3 0.75 183 1.6 0.9 Yes
Marine N2 3 183 4.4 2.0 Yes
Marine O3 3 183 5.6 2.5 Yes

Abbildung 4.10: Diese Tabelle aus [SPBR11] zeigt die Ergebnisse der gemachten Experimente
fiir die Ermittlung des Kla-Wertes. Die fiir uns relevanten Daten sind die kjap-Werte bei
Verwendung eines Rushton Impellers und bei Einspritzung von Sauerstoff. Diese betragen
ohne Verwendung eines Antischaums bei einer Einspritzrate von 0.75 Ipm (liters per minute)
2.1 1/h und bei einer Rate von 3 Ipm 4.5 1/h. Bei Verwendung von Antischaum sinken die
kea-Werte auf 1.1 bzw. 3.1 1/h.
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Abbildung 4.11: Die Ergebnisse aus [SPBR11] sind hier graphisch dargestellt und werden
mit den Resultaten aus den Simulationen (schwarze Punkte) verglichen. Siehe Abbildung
4.10 sowie Tabelle 4.5.4.

die Gleichungen (3.67) auf den Gebieten Qgoor und Qgyaror gelost, wobei sich der rotieren-
de Teil Qgotor nun mit der in AVL Fire implementierten sliding-mesh-Methode in jedem
Zeitschritt um einen bestimmten Winkel dreht.

Zwischen den Zeitschritten wird in einer diskreten Phase die Berechnungen fiir die Sauer-
stoffbléschen durchgefiihrt. Es werden in jedem Zeitschritt bei den Lochern des Spargers je
nach Einspritzmenge eine gewisse Anzahl neuer Sauerstoffbldschen generiert. Aulerdem wird
von schon bestehenden Blédschen die Laufbahn berechnet. Dies geschieht mit Hilfe folgender
Formel, die fiir jedes Bldschen p zu gegebenem Geschwindigkeitsfeld v(x,t), zu gegebener
Dichte p des Wassers, und zu gegebener Dichte p, des Blidschens die Geschwindigkeit v,,(¢)
ermittelt:

Noll) _ g, (v(x,1) = vplt)) + 9222 (4.11)

ot Pp
wobei Fp (in [s7!]) den Strémungswiderstand, der unter anderem von dem Durchmesser des
Bléschens d, und der dynamischen Viskositdt p abhéngt, ist und g = 9.81 m/s die Gravi-
tationskraft. Natiirlich muss neben dem Durchmesser des Bléschens d, auch die Anfangsge-
schwindigkeit v,(0) in einer bestimmten Richtung gegeben sein. Grob gesagt besagt Glei-
chung (4.11), dass sich die Geschwindigkeit eines Bliaschens durch den Stréomungswiderstand
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verringert und dass sich das Geschwindigkeitsfeld durch den (durch den Dichteunterschied
entstehenden) Auftrieb verdndert.

Zusétzlich wird in jedem Zeitschritt der Stofftransport von den Sauerstoffbldschen in das
Wasser simuliert. Hierzu wird die abgegeben Masse berechnet, welche dann in die kontinu-
ierliche Phase iibergeht. Die Gréfle der Masse ist abhéngig von der Blasengrofle, weswegen
die Anfangsgriéfle der Bléaschen fiir die Berechnung des Kla-Wertes sehr wichtig ist. Auch wird
der Radius fiir jedes Bléschen in jedem dieser Zwischenschritte je nach abgegebener Masse
verringert. All diese Berechnungen werden in einem Userfile in AVL Fire gemacht. Durch die
aufsummierte abgebene Masse wird dann der Kla-Wert fiir jede Zelle wie in Gleichung (4.9)
berechnet. Diskretisiert man Gleichung (4.9), so ergibt sich

= MG O (4.12)
wobei C™ die Konzentration von O, (in der Fliissigphase) im n-ten Zeitschritt, At die Zeit-
spanne zwischen zwei Zeitschritten, und C* die Sattigungskonzentration von O, in Wasser
bezeichnet. Mit dieser Gleichung wird wéhrend der Simulation in AVL Fire in jedem Zwi-
schenschritt fiir jede Zelle der kla-Wert berechnet. Die Konzentrationen sind hierbei als
Variablen intern in AVL Fire gespeichert und es kann auf sie zugegriffen werden. Aufler-
dem wird mit einer Gewichtung des Volumens der Zelle der durchschnittliche Kla-Wert des
Bioreaktors berechnet.

Da fiir diese Berechnungen nicht ein festes Koordinatensystem verwendet wird, spricht man
bei der diskreten Phase auch von einer Lagrang’schen Beschreibungsweise - im Gegensatz zu
der FEuler’schen Formulierungsweise bei den kontinuierlichen Berechnungen. Es wird daher
allgemein von einer Euler-Lagrangen Beschreibung der Simulation gesprochen.

4.5.4 Resultate

Die Verteilung des Kla-Wertes im Bioreaktor ist in 4.12 zu sehen. Hierbei war die Einspritz-
menge 0.75 Ipm. Man erkennt deutlich den erhohten Kla-Wert entlang des Blédschenverlaufs.
Die durchschnittlichen Kla-Werte in Abhéngigkeit der Einspritzmengen, die bei den Simu-
lationen berechnet wurden, sind in Tabelle 4.5.4 zusammengefasst.

Ipm | Kla-Wert
0.75 1 1.2
1.875 1 1.9
3125

Tabelle 4.3: Die Mischzeiten aus den Simulationen in Abhéngigkeit der Umdrehungsgeschwin-
digkeit zusammengefasst.

Vergleicht man diese Werte mit denen aus Abbildung 4.11, so stellt man fest, dass der Kla-
Wert bei einer Einspritzmenge von 0.75 Ipm (1.2 1/h) im Bereich der experimentell gewonnen
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Abbildung 4.12: Die Verteilung des Kla-Wertes im Bioreaktor bei einer Einspritzmenge von
0.75 Ipm wird in diesem Querschnitt veranschaulicht.

Werte (1.1 - 2.1 1/h) liegt. Ebenso tut dies der Kla-Wert bei einer Einspritzmenge von 3
Ipm (2.5 1/h; Bereich 3.1 - 4.5 1/h). Somit konnten auch hier die experimentell gewonnenen
Resultate aus [SPBR11] reproduziert werden.
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Kapitel 5

Simulation des Zellwachstums

5.1 TUberblick

Ziel dieses Kapitels ist es, ein Modell fiir das Zellwachstum im Bioreaktor zu erstellen, sodass
die in [SPBR11] experimentell gewonnenen Wachstumsraten reproduziert werden kénnen.
Hierfiir werden in Abschnitt 5.2 zunéichst die in Abschnitt 2.1.3 beschriebenen Stoffwechsel-
vorgénge vereinfacht und so die fiir das Modell relevanten Néhrstoffe und Nebenprodukte
gefunden. Dann werden Funktionen fiir die Wachstumsraten dieser Niahrstoffe und Neben-
produkte sowie fiir die Menge an Zellen im Bioreaktor abgeleitet. Das alles geschieht in
Anlehnung an die in [Carl0] und [SPBR11] présentierten Modelle. Dabei wird die ortliche
Komponente vernachlissigt. Das bedeutet, die Ortskoordinaten von Néahrstoffen, Nebenpro-
dukten und Zellen haben keinen Einfluss auf das Modell. Das so gewonnene Differentialglei-
chungssystem ist also nur zeitabhingig und wird deshalb auch 0D-Modell genannt.

Um nun zu berechnen wieviele Zellen im Verlaufe der Kultivierung im Bioreaktor neu ent-
stehen muss das Differentialgleichungssystems, das aus 8 gekoppelten Gleichungen besteht,
gelost werden. Das geschieht mit dem Vorwérts-FEuler Verfahren. In Abschnitt 5.3 wird die
Implementierung beschrieben und es werden die numerisch gewonnenen Resultate mit den
Experimenten aus [SPBR11] verglichen.

5.2 Erstellen des Modells

Das folgende 8-Gleichungs-Modell beruht auf dem 7-Gleichungs-Modell von [Carl0] sowie
auf den Annahmen von [SPBR11].

Zunéchst ist festzustellen, dass das Verhalten von Organismen von 3 Faktoren abhéngt: Der
spezifischen Nahrstoffaufnahmsrate, der spezifischen Zellwachstumsrate und der spezifischen
Rate fiir die Bildung der Nebenprodukte. Die Gréfle dieser Raten hingt sowohl von den
Eigenschaften der CHO Zellen als auch von dufleren Bedingungen wie der Konzentration der
Komponenten im Bioreaktor ab.

Die sogenannten kinetischen Funktionen, die beschreiben wie die Raten von den extrazel-
luldren Bedingungen abhéngen, basieren auf einigen natiirliche Annahmen:
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Wenn die Néhrstoffkonzentration beispielsweise zuriickgeht, so nimmt auch die Néhrstoff-
aufnahmsrate und damit die Zellwachstumsrate ab. Auflerdem gibt es bei geringerem Zell-
stoffwechsel auch eine geringere Produktion von Nebenprodukten, was zu einem Riickgang
dieser Rate fiihrt.

Auflerdem gehen wir davon aus, dass die kinetischen Funktionen zwar von allen Konzen-
trationen der im Bioreaktor befindlichen Stoffen abhéngen, die meisten aber wéhrend der
Kultivierung konstant bleiben oder so hoch sind (wie zum Beispiel die Konzentration von
Wasser) dass eine Einbettung dieser Faktoren in die kinetischen Funktionen vernachlissigbar
ist.

Die nicht vernachlédssigbaren, limitierten Néahrstoffe fiir das Zellwachstum von CHO Zellen
sind:

e Glukose Gle,
e Glutamin Gin,
e Sauerstoff Os.

Unter der Annahme, dass alle anderen Substanzen, Enzyme und Stoffwechselprodukte aus
Kapitel 2.1.3 nicht limitiert vorhanden sind, kann (2.4) fiir den aeroben Konsum von Glukose
zu

und (2.3) fiir den anaeroben Verbrauch von Glukose zu
Gle — 2Lac +2H,0 (5.2)

vereinfacht werden. Auflerdem fiihrt (2.5) fiir den aeroben Konsum von Glutamin unter den
selben Voraussetzungen zu

3Gin + 809 — 7TCOy + 6 Amm + 3 Lac. (5.3)

Wasser (H,O) wurde in (5.3) vernachldssigt, da es im Bioreaktor im Verhéltnis zu den
Reaktionen quasi unbegrenzt davon gibt. Die fiir unser Modell relevanten Nebenprodukte
sind demnach:

e Laktat Lac
e Ammoniak Amm

e Kohlenstoffdioxid CO,.

Unser Modell muss also die Konzentrationen der 3 wichtigsten Néhrstoffe (Gle, Gin und
O;) und der 3 durch den Zellstoffwechsel entstehenden Produkte (Lac, Amm und CO,)
beschreiben. Diese 6 Komponenten sind durch (5.1), (5.2) und (5.3) miteinander gekoppelt.
AuBerdem werden die Konzentrationen der lebenden und der toten Zellen im Bioreaktor
(Xyiable Und Xgeaq) beschrieben.
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Zellen Die Konzentration der lebenden Zellen X erhoht sich mit der spezifischen
Wachstumsrate p und senkt sich mit einer Sterberate kgeaq. Das fithrt zu folgender Glei-
chung:

dXVia e
dt 8 = luXViable - kdeadXviab167 <54>

Xyiable(0) = Xo.

Die Konzentration der bereits gestorbenen Zellen Xge.q ist nimmt klarerweise mit sterbenden
lebendigen Zellen zu und senkt sich mit einer Lysisrate ks, was auf

dXgea
dj& < = Kgead Xviable — klystead’ (5.5)

Xdead(o) =0

fithrt. Die Konzentration aller Zellen - sowohl der Lebenden als auch der Toten - im Biore-
aktor Xioia = Xviable + Xgeaq €rhoht sich, wenn sich die X erhoht und senkt sich wenn
sich Xgeaq senkt. Daraus folgt, falls man einen Uberblick iiber die Gesamtanzahl der Zellen
bekommen mochte

dXtotal dXViable dXdead
- - Xvia e — k SX ead 5.
a2 q + 1 X iabl lys X dead (5.6)

Xtotal<0) - Xviable<0> + Xdead<0) - X07

wobei die spezifische Wachstumsrate p, die Sterberate kgenq und die Lysisrate ki noch
sinnvoll definiert werden miissen.
Wie in [Carl0] erldutert, sollte fiir die spezifische Wachstumsrate folgendes gelten:

e Falls Sauerstoff vorhanden ist, so nimmt die Zelle die Energie von den aeroben Reak-
tionen von Glukose und Glutamin. Dadurch wachsen die Zellen bei aerober Zellatmung
schneller als bei anaeroben Vorgingen.

e Die anaerobe Zellatmung findet immer statt; auch wenn Sauerstoff vorhanden ist.
e Wenn die Néhrstoffe ausgehen wachsen die Zellen nicht mehr.

e Die Wachstumsrate p ist nicht nur vom Sauerstoff, Glukose- und Glutamin-, sonder
auch vom Laktat- und Ammoniakgehalt abhingig. Diese zwei Nebenprodukte behin-
dern das Wachstum.

Wir nehmen daher an, dass aerobe und anaerobe Zellatmung auf verschiedene Wachstums-
raten fithren und spalten die Wachstumsrate p daher in eine Wachstumsrate fi,e,, die mit
dem Faktor v,.. gewichtet ist, fiir aerobes Wachstum und in eine Wachstumsrate fiapaer, die
mit dem Faktor Yapaer := 1 — Yaer gewichtet ist, fiir anaerobes Wachstum auf. Diese beiden
Wachstumsraten, sowie die das Wachstum hemmenden Faktoren £y .. und kapm, konnen - wie
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spiter ersichtlich wird - nur Werte im Intervall [0, 1] annehmen. Daher macht ein Koeffizient
lmax, der die maximale Wachstumsrate beschreibt, Sinn. Das fiihrt auf

K= lmax (fYaer,uaer + 7anaerﬂanaer) kLackAmma (57>

wobel flaer, hanaer, KLac UNd kamm noch zu definieren sind. Die Wachstumsrate fiae, wird — da
acrobe Zellatmung durch Glukose und Glutamin induziert wird — in einen (mit dem Faktor
Yale gewichteten) Teil fiir aerobes Wachstum durch Glukose und einen (mit dem Faktor
Yo = 1 — Ygm gewichteten Teil fiir aerobes Wachstum durch Glutamin unterteilt. Die
Wachstumsraten fiir aerobes Wachstum durch Glukose bzw Glutamin werden mit g bzw.
fcin bezeichnet. Daher definieren wir fiaer := Yaieftcle + Yempom und mit (5.7) gilt

U= WUmaz (’Yaer (’YGICMGIC + ’YGlnNGln) + ’Yanaerﬂanaer) kLackAmma (58)

(KGlc + GlC) <CO2 + 02)

wobel noch

HGle =
o 1= (KGM Gln) ( & 02)
Hanaer =
K,
KLaC
kige i = —————— d
b Kt + Lac .
KAmm
kAmm =
Kamm + Amm

zu definieren sind. Hierbei sind K., K, Kanaers Krac und Kamn, Affinitdtsparameter fiir
die jeweiligen Stoffe und Ky, ist ein Beschréankunsparameter fiir Sauerstoff. Man bemerkt,
dass wenn entweder Sauerstoff ausgeht oder Glukose auf ein gewisses Level K. fallt, es kein
Wachstum aufgrund von aerober Zellatmung durch Glukose gibt. Dass die Glukosekonzen-
tration nicht unter den Wert K¢ fillt, wird durch zusétzliche Einfiihrung von Glukose zu
gewissen Zeitpunkten (sieche Abschnitt 5.3) sicher gestellt. Analog dazu geht die aerobe Zell-
atmung durch Glutamin zuriick, wenn dieses und Sauerstoff geringer werden. Ahnlich verhilt
es sich bei anaerober Zellatmung durch Glukose. Weiters ist die auf das Zellwachstum hem-
mende Wirkung von Ammoniak und Laktat ersichtlich. Je mehr es von diesen beiden Stoffen
gibt, desto geringer ist die Wachstumsrate. Mit (5.8) ergibt sich so fiir die Wachstumsrate

B Gle 0, . Gln O,
M i=Hmax | Yaer | VGlc KGlc + Gle 002 + 02 YGIn CGln + Gln K02 + 02
Gle Krac Kamm
e | % ) <KLac + Lac) <KAmm + Amm) ' o
02
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Wie in [SPBR11]| definieren wir die Sterberate Kqeaq abhéngig von der maximalen Wachs-
tumsrate . und der Laktatkonzentration Lac als

Ko
fimax — KazLac’

kdead = (510)
wobei K4 und Kgs zwei noch zu bestimmende Parameter sind. Die Lysisrate wird abhéngig
von der Sterberate als

Kiys 1= Knkaeaa — K2 (5.11)

definiert, wobei Ky und K,y ebenfalls noch zu bestimmende Parameter sind.

Niahrstoffe Die Néhrstoffaufnahmerate eines Stoffes S hdangt stark von der Menge der le-
benden Zellen X ;.11 SOWie von einem sogenannten Yield-Koeffizienten Yy ab, der die Menge
an Zellen reprasentiert, die durch die Aufnahme einer Einheit des Stoffes S produziert wer-
den. Daher gilt allgemein fiir die zeitliche Verdnderung eines Stoffes

ds 1
s X viable 5.12
P yg Hxts Xvian (5.12)

S(0) = So, (5.13)

wobei Sy die Nahrstoffkonzentration zur Startzeit ¢ = 0 ist, und px, die spezifische Wachs-
tumsrate durch den Néahrstoff S ist.

Fiir die Verdanderung von Glukose werden sowohl die aerobe als auch die anaerobe Zellatmung
als Verbrauch einzelner Stoffe betrachtet, die dann addiert werden, womit man zu folgender
Gleichung gelangt:

dGlc _( 1 1

dt EﬂmaxWaer’YGchGlc + m

GZC(O) = GZCO,

,umax’}/anaerﬂanaer) XViablea (5 14)

wobei Glcy die Anfangskonzentration von Glukose bezeichnet. Da Glutamin nur unter ae-
rober Zellatmung aufgebraucht wird, vereinfacht sich die Gleichung fiir die Verédnderung
dieser Konzentration. Allerdings hat der natiirliche Abbau von Glutamin im Medium einen
groflen Einfluss auf die Konzentration, weshalb der Glutaminabbau von der Abbaurate kqgi,
beeinflusst wird.

dgiln = _Y(];,ln MmaxfyaerfYGlnuGlaniable - kdgln Gln7 (515)

Gln(O) = Glno,

wobei Ging die Anfangskonzentration von Glutamin bezeichnet. Da der Verbrauch von Sau-
erstoff bei aerober Zellatmung bei Glukose- und Glutaminoxidation geschieht (siehe (2.4)
und (2.5)), werden der Verbrauch von Sauerstoff durch Glukose und der Verbrauch von Sau-
erstoff durch Glutamin &dhnlich wie in (5.14) als seperate Verbrauche von Stoffen betrachtet,
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die dann summiert zur Verinderung des O,-Haushalts beitragen. Aulerdem muss der Stoff-
transport K 2a(0f — Oy) von O, in das Wasser beachtet werden (siche Abschnitt INSERT
REF). Daher ist die Verdnderung der Sauerstoffkonzentration durch

d Oy 1 1
o - (mumax%eﬁclc#mc + mumaﬂaer%;lnueln) Xyiable
+ K{*a(05 — Oy). (5.16)
05(0) =0s

gegeben, wobei O,y die Sauerstoffkonzentration am Anfang bezeichnet und Yo,iqic (bzw.
Yo,|cim) die Menge von Zellen ist, die durch eine Einheit Sauerstoff durch Glukoseoxidation
(bzw. Glutaminoxidation) entsteht. Bei genauerer Betrachtung der Glukoseoxidation in (5.1)
bemerkt man, dass fiir ein Mol Glc, das konsumiert wird, 6 Mol O, konsumiert werden. Das
fithrt auf

Xviable pI‘Od .
0, kons.

_ Xyianle prod. Gle kons. 1 Maic
" Glckons. O, kons.  ““6Mo,

Y02|Glc —

(5.17)

Glc

wobei Mg und Mo, die molare Masse von Glukose und Sauerstoff bezeichnen. Da wihrend
der Glutaminolyse in (5.3) fiir 3 Mol Glutamin 8 Mol Sauerstoff verbraucht werden, verein-
facht sich der yield-Koeffizient Yo, zu

Xviable pI‘Od .
O, kons.

_ Xiiaple prod. Gin kons. 3Mcin
~ Glnkons. O, kons.  “™8Mo,

Yo,icm = (5.18)

Gin

wobei Mqy, die molare Masse von Glutamin bezeichnet.

Auflerdem gehen wir davon aus, dass Yield-Koeffizienten Yy nicht konstant sind, sondern
dass sie sich im Laufe der Zeit verdndern und auch von der Menge des Stoffes S abhéngen.
Siehe 6.22, Zeile 211-217.

Nebenprodukte So wie fiir die Aufnahme von Néhrstoffen gilt fiir die daraus folgende
Produktion von Nebenprodukten, dass diese stark von der Anzahl der Zellen sowie von
einem yield-Koeffizienten Yp, der angibt, wieviel Zellen X ;.11 produziert werden, wenn eine
Einheit des Produkts P Produziert wird. Analog zu (5.12) ergibt sich fiir die Verdnderung
eines Produktes P
% = _YLP,UXPXViable (5.19)
P(0) = R,

wobei F die Néhrstoffkonzentration zur Startzeit ¢ = 0 ist, und px, die zu dem Produkt P
gehorige spezifische Wachstumsrate ist.

Die Produktion von Laktat geschieht sowohl durch die anaerobe Zellatmung, bei der Glukose
verbraucht wird, als auch durch die aerobe Glutaminoxidation. Anlich wie in (5.14) werden
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diese zwei Vorgénge als Produktion einzelner Stoffe betrachtet, die dann addiert werden. Mit
(5.19) gelangt man zu folgender Gleichung;:

dLac ( 1 N 1
max Yanaer anaer
dt YLac\Glc a a

Lac(0) = Lacy,

% Nmax’Yaer’YGlnMGln) Xviablea (520)
Lac|Gln

wobei Lacy die Anfangskonzentration von Laktat bezeichnet. Analog zu (5.17) gilt fiir die
yield-Koeffizienten Yicjqiec und Yaccin nach (5.1)

Xviable pI'Od. Xviable pI‘Od. GlC pI'Od. 1MGIC
YLac\Glc = 5 - = LTanaer7 ., (521)
Lac prod. o Glec prod. Lac prod. 1M 0c
wobei My, die molare Masse von Laktat bezeichnet. Fiir Y acjqin gilt mit (5.3)
Xyiable prod. Xyiable prod. Gin prod. 3Mae
Yiacom = —F———— = =Yoo (5.22)
Lac prod. . Gln prod. Lac prod. SM ac

Die Produktion von Ammoniak geschieht wihrend des Glutaminabbaus. Da wir annehmen,
dass dies nicht in gleichem Mafle geschieht, werden Vorfaktoren K,; und K,; eingefiigt.
Daher gilt

dAmm 1
- Kal7Mmax’7aer’7GlnMGlaniable + Kal k:dgln Gln, (523)
dt YAmm\Gln
Amm(0) = Amm,
und mit (5.3)
Xyiable d. Xyiable d. Gi d. Mecie
YAmmiam = Cable PIOT. = e prod. _Gin pro = Y 3Me ; (5.24)
Amm prod. o GlIn prod. Amm prod. 6 M Amm

wobei Ma,m die molare Masse von Ammoniak bezeichnet. Analog zum Verbrauch von Sau-
erstoff gilt fiir die Produktion von Kohlenstoffdioxid

dCO,
dt

1 1
- - < HMmaxVYaer YGle LGl + ,umaxf}/aer’YGln,uGln) Xviable
Yco, e Yco,/am

+ K592a(C0O%5 — CO,), (5.25)
COQ(O) =C0y,

wobei COyq die Anfangskonzentration von Kohlenstoffdioxid bezeichnet. Mit (5.1) und (5.3)
gilt auBerdem fiir die yield-Koeffizienten

Xviable pl"Od-
CO4 prod.

_ Xiiable prod. Glc prod. 1 Mg
~ Gle prod. CO, prod. GICESMCOQ7

Ycoo,|c1e = (5.26)

Gle
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sowie

v B M . Xviable pl"Od- Gln pI‘Od. =Y % (5 27)
COa1GIn = 740, prod. i ~ Glnprod. CO, prod.  ~ “"TMco,’ .

n

wobei M¢o, die molare Masse von Kohlenstoffdioxid bezeichnet.

5.3 Implementierung und Resultate

Das in 5.2 erstellte Modell wurde in C implementiert, wobei die Werte fiir Xi,a wie in
Gleichung (5.6) berechnet wurden. Siehe Code 6.22. Dabei sind folgende Punkte zu beachten:

e Die Werte fiir die Anfangskonzentrationen wurden nach den im Experiment ersicht-
lichen Daten in [SPBR11] iibergeben. Siche Zeile 101-119. Die Anfangswerte fiir Oy und
CO5 wurden auf die jeweiligen Sattigungslevel gesetzt. Der in Zeile 120 iibergebene
Wert fiir den Stofftransport ist der in Abschnitt 4.5 errechnete Kla-Wert.

e Die verschiedenen Parameter, deren Werte geschéitzt wurden, sind in Zeile 123-149 zu
finden.

e Die Berechnung erfolgt fiir eine Zeitspanne von 15 Tagen in Zeitschritten von einer
halben Sekunde. Siehe Zeile 165-177.

e Wann welche Mengen an Glukose und Glutamin hinzugefiigt wurden, ist in Zeile 189-
209 zu sehen.

e Wie die Yield-Koeffizienten von Glukose und Glutamin sich in Abhéngigkeit ihrer Kon-
zentrationen und der Zeit verhalten, ist in Zeile 211-218 ersichtlich. Die Berechnung der
Yield-Koeffizienten aus (5.17), (5.18), (5.21), (5.22), (5.24), (5.26) und (5.27) geschieht
in Zeile 228-237.

e Das vorwirts Euler Verfahren wurde angewendet, um das Differentialgleichungssystem
bestehend aus (5.4), (5.5), (5.14), (5.15), (5.16), (5.20), (5.23) und (5.25) zu losen.
Siehe Zeile 239-278.

e Die so gewonnenen Daten werden dann in Zeile 280-284 bzw. 291-389 in Dateien ge-
schrieben.

Die so erstellten Daten werden dann mittels Matlab (sieche Code 6.23) graphisch dargestellt
und mit den experimentellen Werten aus [SPBR11] verglichen. Siehe Abbildung 5.1. Eben-
so sind in Abbildung 5.2 die Néhrstoff- und Nebenproduktkonzentrationen im Verlauf der
Zeit zu sehen. Bis auf kleinere Details kann unser Modell die Daten aus den Experimenten
reproduzieren.
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Abbildung 5.1: Die in [SPBR11] experimentell gewonnenen Werte sowie die Ergebnisse un-
seres Modells fiir die Gesamtanzahl von Zellen, den lebendigen Zellen, und den toten Zellen.
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Abbildung 5.2: Die in [SPBR11] experimentell gewonnenen Werte sowie die Ergebnisse un-

seres Modells fiir die Néhrstoffe und Nebenprodukte.
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Kapitel 6

Anhang

CODE 6.22. (0D-Code):

#include <stdio .h>
#include <math.h>

void write_data(double time, int new);

int new_run;

double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double

double
double
double
double
double
double
double
double
double

X;
X_v;
X.d;
X_t;
Glc;
Gln;
02;
Lac;
Amm;
CO2;
Kla;

muMax ;
gammaAer;
gammaAnaer ;
gammaGlc ;
gammaGln ;
Kglc;

Kgln;
Kanaer ;

KI;
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29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
593
o4
55
56
57
o8
99
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70

double KO2;
double Klac;
double Kamm;
double k_dgln;
double YGlcAer;
double YGlcAnaer:;
double YGlIn;

double end_time_d;
double time_step;
double write_fq_sec;
double tsc;

int count_iter;

int count_fq;
double write_fq;

int end_iter;

double times;
double timeh ;
double timed;

double muGlc;
double muGln;
double muAer:;

double muAnaer:;
double muX;

double M_Glc;
double M_Gln;
double M_O2;
double M_Lac;
double M Amm;
double M_CO2;

double YO2_Glc;
double YO2_Gln;
double YLac_Glc;
double YLac_Gln;
double YAmm GIn;
double YCO2_Glc;
double YCO2_GlIn;
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71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112

double X _old;

double X_v_old;
double X_d_old;
double X_t_old;
double Glc_old;
double Gln_old;
double 0O2_old;
double Lac_old;
double Amm_old;
double CO2_old;

double S_X;
double k_d;
double k
double S_X
double S_X
double S_X_t;
double S_G
double S
double S
double S_Lac;
double S Amm;
double S_CO2;

/% MAIN CODE
int main(){

printf(” CellGrowth_.Calculation_started!.\n");
new_run = 1;

//initializing data
Xv = 5.0e08;
//cells /L
X.d = 0.0;
//cells /L
Xt = 5.0e08;
//cells /L
Gle = 3.9634/15.0;

//8/L
Gln = 0.423806/15.0;

//g/L
02 = 6.T1le—03;
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113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154

//g/L
Lac = 0.3232/15.0;

//g/L
Amm = 0.03438/15.0;

//g/L
C02 = 0.055;

//8/L
Kla = 1.2/60.0/60.0;

//1]s

//set parameters
muMax = 2.68e—05;
//maximum growth rate in 1/s

gammaAer = 0.9;
//weight coefficient Aer
gammaAnaer = 1.0 — gammadAer;

//weight coefficient Anaer
gammaGlc = 0.9153;
//weight coefficient Glc

gammaGln = 1.0 — gammaGlc;
//weight coefficient Gln
Kgle = 0.18;

//affinity constant for aerobic consumption of glc in g/L
Kgln = 0.067;
//affinity constant for aerobic consumption of gln in g/L
Kanaer = 0.18;
//affinity constant for anaerobic consumption of glc in g/L
KO2 = 6.71e—03;
//affinity constant for O2 in g/L
KI = 0.000045;
//inhibition parameter
Klac = 0.562;
//affinity constant for lactate in g/L
Kamm = 0.031:
//affinity constant for ammonia in g/L
k_dgln = 6.95e—07;
//death rate for glutamine

//molar mass [g/mol]
M_Glec = 180.15588;

//molar mass of glucose
M_Gln = 146.15;

75



155 //molar mass of glutmine
156 M.O2 = 32.0;

157 //molar mass of O2

158 M_Lac = 90.08;

159 //molar mass of lactate
160 MAmm = 17.031;

161 //molar mass of ammonia
162 MCO2 = 44.01;

163 //molar mass of CO2

164

165 //set time and output frequency
166 end_time_.d = 15.0;

167 //in days

168 time_step = 0.5;

169 //in seconds
170 write_fq_sec = 3600;
171 //in seconds
172

173 //set counters

174 count_iter = 0;

175 count_fq = 0;

176 write_fq = (int)(write_fq_sec/time_step );

177 end_iter = (int)(end_time_d %24 %60 %60 / time_step);

178

179 //loop over time steps

180 do{

181 count_iter++;

182 count_fq++;

183

184 //set time

185 times = count_iter *x time_step;

186 timeh = times / 3600.0;

187 timed = timeh / 24.0;

188

189 //add glucose and glutamine at specific time steps
190 if (times >(4.0%24%60%60 —time_step)&&\
191 times <(4.0%24%60%x60+time_step)){
192 Gle=Glc+0.06;

193

194 if (times >(8.0%24%60x60 —time_step)&&\
195 times <(8.0%24%60%x60+time_step)){
196 Gle=Glc+0.06;
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197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
236
237
238

if (times >(10.0%24%60%60—time_step )&&\
times <(10.0%24%60x60+time_step )){
Gle=Glc+0.06;

if (times >(7.0%24%60%60—time_step)&&\
times <(7.0%24%60x60+time_step )){
GIn=GIn+0.006;

if (times >(12.5%24%60%60—time_step)&&\
times <(12.5%24%60%x60+time_step )){
GIn=GIn+0.006;

}

//set yield coefficients
YGlcAer =35e9xgammader+(0.4—Glc)*(count_iter /end_iter)*6ell;
//amount of cells produced per glc (aerobic) in #/g
YGlcAnaer = 35e9xgammaAnaer+(0.4—Glc)x*\
(count_iter /end_iter )*x600e9;
//amount of cells produced per glc (anaerobic) in #/g
YGIn = 1.0e09+4(0.03—Gln)*4ell;
//amount of cells produced per gln (aerobic) in #/g

//calculate values for cell growth rate (dX/dt=muXxX)
muGle = ((Gle—0.13)/(Kgle+(Gle—0.13))) = (02/(K02+02));
muGln = (Gln/(Kgln+Gln)) * (02/(K0O2+02));

muAer = gammaGlc * muGle + gammaGln * muGln;

muAnaer = Glc / (Kanaer + Glec + 02x02/KI);

muX = muMax * (gammaAerxmuAer + gammaAnaersmuAnaer )\

(Klac /(Klac+Lac) ) * (Kamm / (Kanmm+Amm) ) ;
//calculate values for O2 uptake (dS/dt=—1/Y_SxmuX|S*X)
YO2_Gle = 1.0xM_Gle / (6.0 % M.O2) % YGlcAer;
YO2.Gln = 3.0«xM_Gln / (8.0 x M.O2) % YGIn;

//calculate values for prod. form. (dP/dt=1/Y_PxmuX|PxX)

YLac.Gle = 1.0 « M_Glec / (2.0 % M_.Lac) % YGlcAnaer;
YLac.Gln = 1.0 * M_.GIn / (1.0 % M_Lac) % YGlIn;
YAmm Gln = 1.0 * M_.GIn / (2.0 % MAmm) % YGlIn;
YCO2.Gle = 1.0 * M.Gle / (6.0 = M.CO2) % YGlcAer;
YCO2.Gln = 3.0 *+ M.GIn / (7.0 * M.CO2) * YGln;
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239 //update old values

240 X_t_old=X_t;

241 X_v_old=X_v;

242 X_d_old=X_d;

243 Glc_old=Glc;

244 Gln_old=Gln;

245 02_01d=02;

246 Lac_old=Lac;

247 Amm_old=Amm;

248 CO2_0ld=CO2;

249

250 //calculate differential

251 k.d = 1.79¢—-04/(0.1015—-1.11e—02xLac)/3600;

252 k_lys = 0.205%xk_d —5.27e —07;

253 S X_t = muXsxX_v—k_lys*xX_d;

254 S X_v = muX«X_v—k_d*X_v;

255 S X.d=k.d«Xv—k_lysxX_d;

256 S_Glec = —1.0smuMax*(1.0/YGlcAerxgammaAersgammaGlcxmuGle+\
257 1.0/ YGlcAnaerxgammaAnaersmuAnaer ) X_v ;

258 S_.GIn = —1.0smuMaxx1.0/YGInkgammaAersxgammaGlnxmuGlnxX_v—\
259 k_dgln*Gln;

260 S.02 = —1.0smuMaxkgammaAerx(1.0/YO2_GlecxgammaGlexmuGle+\
261 1.0/ YO2_GlnxgammaGlnxmuGln )« X_v+Kla* (6.71E-03—02);
262 S_Lac = muMaxx*(1.0/YLac_GlcxgammaAnaersmuAnaer4\

263 1.0/ YLac_Gln*gammaAersgammaGlnxmuGln ) X_v ;

264 S Amm =0.25+muMaxx*1.0/YAmm_GlnxgammaAersgammaGlnxmuGln* X_v+\
265 k_dgln*xGln*0.25;

266 S_.CO2 = muMaxxgammaAerx (1.0/YCO2_GlecxgammaGlexmuGle+\
267 1.0/YCO2_GlnxgammaGln*muGln )« X_v+Klax(0.055 —-CO2) ;
268

269 //update new values

270 Xt = X_t_old + time_step * S_X_t;

271 Xv = X_v_old + time_step *x S_X_v;

272 X.d = X_d_old + time_step *x S_X_d;

273 Glec = Glc_old + time_step * S_Glc;

274 Gln = Gln_old + time_step * S_Gln;

275 02 = 0O2.0ld + time_step x S_02;

276 Lac = Lac_old + time_step * S_Lac;

277 Amm = Amm_old + time_step * S Amm;

278 CO2 = CO2.0ld + time_step x S_CO2;

279

280 //print data
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281
282
283
284
285
286
287
288
289
290
291
292
293
294
295
296
297
298
299
300
301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322

if (count_fq = write_fq || count_iter==1){
write_data (timed, new_run);

new_run = 0;
count_fq = 0;
}
}
while (count_iter<=end_iter || count_iter <30);
return 0;

}

void write_data(double time, int new){
char file_.name_x[255];

char file_.name_x_v [255]

char file_.name_x_d [255];

char file_name_x_t [255];

[255]

]

’

char file_.name_Glc [255
char file_.name_GlIn [255
char file_.name_ 02 [255];

char file_name_Lac|[255];
char file_name Amm [255];
char file_ name CO2[255]

FILE *fp :

sprintf (file_name_x ,” cell_growth_X .dat”);

I

I

I

sprintf (file_name_02 ;7 cell_growth_02.dat”);
sprintf (file_name_Lac ,” cell_growth_Lac.dat”);
sprintf (filename_Amm ,” cell_growth_Amm .dat” );
sprintf (file_name_CO2 ,” cell_growth_CO2.dat” );
if (new = 1){

// Cell concentration viable

fp = fopen (file_.name_x_v ,"w}”);

fprintf (fp, "%f %f\n”, time, X_v);

fclose (fp);

// Cell concentration dead

fp = fopen(file_name_x_d ,”w+");

fprintf(fp, "%f %f\n”, time, X_.d);

fclose (fp);

// Cell concentration total

sprintf (file_name_x_v ,”cell_growth_X_v.dat”);
sprintf (file.name_x_d ,”cell_growth_X_d.dat”);
sprintf (file_name_x_t ,” cell_growth_X_t.dat”);
sprintf (file.name_Glc ,” cell_growth_Glc.dat”);
sprintf (file_.name_Gln ,” cell_growth_Gln.dat”);

(

(

(
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323
324
325
326
327
328
329
330
331
332
333
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344
345
346
347
348
349
350
351
352
353
354
355
356
357
358
359
360
361
362
363
364

}

fp = fopen (file_.name_x_t ,”w+");
fprintf (fp, "%t %f\n”, time, X_t);
fclose (fp);

// Glc

fp = fopen (file_name_Glc ,"w4”);
fprintf (fp, "%t %f\n”, time, Glc);
fclose (fp);

// Gln

fp = fopen (file_name_Gln ,"w+4” );
fprintf (fp, 7%f %f\n”, time, Gln);
fclose (fp);

/] 02

fp = fopen (file_name_O02 |”w+”);
fprintf(fp, "%f %f\n”, time, 02);
fclose (fp);

// Lac

fp = fopen(file_name_Lac ,”w+");
fprintf (fp, "%t %f\n”, time, Lac);
fclose (fp);

// Amn

fp = fopen (fileename_ Amm ,”"w+4” ) ;
fprintf (fp, "%f %f\n”, time, Amm);
fclose (fp);

// CO2

fp = fopen (file_name_CO2 ,"w+4" );
fprintf(fp, "%f %f\n”, time, CO2);
fclose (fp);

else{

// Cell concentration viable

fp = fopen (file_.name_x_v ,”7a”);
fprintf (fp, "%f %f\n”, time, X_v);
fclose (fp);

// Cell concentration dead

fp = fopen (file_.name_x_d ,”a”);
fprintf (fp, "%f %f\n”, time, X.d);
fclose (fp);

// Cell concentration total

fp = fopen (file_.name_x_t ,”a”);
fprintf(fp, "%f %f\n”, time, X_t);
fclose (fp);

// Glc
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365 fp = fopen (file_name_Glc ,”a”);
366 fprintf (fp, "%t %f\n”, time, Glc);
367 fclose (fp);
368 // Gln
369 fp = fopen (file.name_Gln ,”a”);
370 fprintf (fp, "%f %f\n”, time, Gln);
371 fclose (fp);
372 /] O2
373 fp = fopen (file_name_02 ,7a”);
374 fprintf (fp, ”%f %f\n”, time, 02);
375 fclose (fp);
376 // Lac
377 fp = fopen (file_.name_Lac ,”a”);
378 fprintf(fp, ”%f %f\n”, time, Lac);
379 fclose (fp);
380 // Amm
381 fp = fopen (filename_Amm ,”a”);
382 fprintf (fp, "%t %f\n”, time, Amm);
383 fclose (fp);
384 /] CO2
385 fp = fopen (file_name_CO2 ,7a”);
386 fprintf (fp, "%t %f\n”, time, CO2);
387 fclose (fp);
388 }
389 }
CODE 6.23.

1 clear all;

2 close all;

3

4 %loading data

5 load cell_growth_X_v.dat

6 X_v_time=cell_growth_X_v (:,1);

7 X_v_val=cell_growth_X_v (:,2);

8 load cell_growth_X_d.dat

9 X_d_time=cell_growth_X_d (:,1);

10 X_d_val=cell_growth_X_d (:,2);

11 load cell_growth_X_t.dat

12 X_t_time=cell_growth_X_t (:,1);

13 X_t_val=cell_growth_X_t (:,2);

14 load cell_growth_Glc.dat
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15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

Glc_time=cell_growth_Glc (:,1);
Glc_val=cell_growth_Glc (:,2);
load cell_growth_Gln.dat
Gln_time=cell_growth_Gln (:,1);
Gln_val=cell_growth_Gln (:,2);
load cell_growth_O2.dat
O2_time=cell_growth_O2 (: ,1);
O2_val=cell_growth_02 (:,2);
load cell_growth_Lac.dat
Lac_time=cell _growth_Lac (:,1);
Lac_val=cell _growth_Lac (:,2);
load cell_growth_Amm . dat
Amm_time=cell_growth_Amm (: ,1);
Amm _val=cell_growth_Amm (: ,2);
load cell_growth_CO2.dat
CO2_time=cell _growth_CO2 (:,1);
CO2_val=cell_growth_CO2 (:,2);
load zerodcode.dat

res_time=(1/24).xzerodcode (:,1);

res_glc=(180.15588/1000/15).%zerodcode (:,5);
res_gln=(146.15/1000/15).xzerodcode (: ,7);
res_lac=(90.08/1000/15).xzerodcode (:,9);
rescamm=(17.031/1000/15).xzerodcode (:,11);

res_cell=(1e9).xzerodcode (:,15);
res_cell_dead=(1e9).xzerodcode (:,17);
res_cell_tot=(1e9).*zerodcode (:,3);

41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
o1
52
53
o4
95
56

cellplot=figure (1);

plot (res_time ,res_cell_tot ,’bd’ ,res_time ,res_cell , ’kd’ ,...
res_time ,res_cell_dead ., ’'rd’ ,X_t_time , X_t_val, 'b—" ...
X_v_time , X_v_val, ’k—" | X_d_time , X_d_val , 'r—");

legend (" total Cells Experiment”,” viable Cells Experiment” ...
"dead Cells Experiment”,” total Cells Simulation” ,...

"viable Cells Simulation”,”dead Cells Simulation” ,...

"location” " east”);

title (" Number of Cells”,” FontSize” ,24);
xlabel (" time in days”,” FontSize” ;24);
ylabel (" cells per liter”,” FontSize” ,24);
print (cellplot ,” fig_cell_plot .eps”, ’—depsc’);

subsprodplot=figure (2);
subplot (2,3 ,1)



57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86

plot (Glc_time , Glc_val , ’"b—" res_time ,res_glc , 'k.");

title (" Amount of Glucose”,” FontSize” ,20);
xlabel (" time in days”,” FontSize” ;16);
ylabel (" glc in g/L”,” FontSize” ,16);
subplot (2,3 ,2)

plot (Gln_time , Gln_val , ’b—"  res_time ,res_gln , k.’ );

title (" Amount of Glutamine”,” FontSize” ,20);
xlabel (" time in days”,” FontSize” ;/16);
ylabel (" gln in g/L”,” FontSize” ,16);

subplot (2,3 ,3)

plot (O2_time ,02_val, 'b—");

title (" Amount of O2”,” FontSize” ,20);
xlabel (" time in days”,” FontSize” ;16);
ylabel (702 in g/L”,” FontSize” ,16);

subplot (2,3 ,4)

plot (Lac_time , Lac_val , "b—
title (" Amount of Lactate”,” FontSize” ,20);
xlabel (" time in days”,” FontSize” ;16);
ylabel (" lac in g/L”,” FontSize” ,16);
subplot (2,3 ,5)

Y

plot (Amm_time , Amm_val, 'b—"  res_time ,res_.amm , 'k. "’ );

title (" Amount of Ammonia” ,” FontSize” ,20);
xlabel (" time in days”,” FontSize” ;16);
ylabel ("amm in g/L”,” FontSize” ,16);
subplot (2,3 ,6)

plot (CO2_time ,CO2_val, 'b—");
title (" Amount of CO2”.,” FontSize” ,20);
xlabel (" time in days”,” FontSize” ;16);
ylabel ("co2 in g/L”,” FontSize” ,16);

print (subsprodplot ,” fig_substrate_product_plot.eps”, '—depsc’);
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