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1 Einleitung

What is the difference between
method and device? A method is a
device which you use twice.

George Polya

Oftmals ergibt sich bei der Beobachtung von dynamischen Systemen, wie etwa der
Verteilung von Warme um ein Lagerfeuer oder die Entwicklung eines Aktienkurses,
die Frage beziehungsweise das Problem, deren Verhalten charakterisieren und bestim-
men zu wollen. Dabei st6fft man frither oder spéter meist auf partielle Differentialglei-
chungen (PDE), im obigen Fall die Wiarmeleitungsgleichung oder das Black-Scholes
Modell, deren Losungen fast nie exakt bestimmt werden kénnen. In solchen Situatio-
nen greift dann das Zahnrad der numerischen Mathematik und liefert quantitative
Losungen auch dort, wo man sich keine mehr erhofft. Diese Losungen ergeben sich
in den meisten Fillen mit der Finiten Elemente Methode (FEM), einem schon lang
etablierten Ansatz, der urspriinglich aus dem Ingenieurwesen kommt. Die Grundidee
der FEM ist es, das Gebiet, in dem die PDE gelost werden soll, in kleinere Segmente
(Elemente) zu unterteilen und dann eine Losung zu ,,bauen”, deren Parameter auf das
erwartete Verhalten in den jeweiligen Elementen angepasst werden konnen. Diesen
Vorgang kann man auch adaptiv (adaptive FEM bzw. AFEM) gestalten, wobei dann
in jeder Iteration die Unterteilung des Gebietes dort feiner wird, wo der Fehler zur
eigentlichen Losung verhaltnisméfig grof} ist bzw. scheint. Ist man allerdings nicht an
der gesamten Losung der PDE, sondern nur an gewissen Bereichen interessiert, bietet
sich die zielorientierte AFEM (engl. goal-oriented AFEM bzw. GOAFEM) an, bei
der der adaptive Prozess so kalibriert ist, dass die Losung in besagten Bereichen, die
durch die Ziele bzw. Goal-Funktionale vorgegeben sind, besonders gut approximiert
wird. In [Mommer-Stevenson, 2009] und [Feischl et al., 2016] wurde gezeigt, dass
fiir ein solches Ziel gewisse Algorithmen (Algorithmus 2 und 3) ideal konvergieren.
Das Anliegen dieser Arbeit ist es, dieses Ergebnis von einem Ziel auf beliebig, aber
endliche viele Ziele zu erweitern.



2 Abstrakte ldee von GOAFEM im
Rahmen des Lemmas von
Lax—Milgram

Im Folgenden soll der abstrakte Rahmen fiir die zielorientierte AFEM (adaptive Fi-
nite Elemente Methode) und damit auch fiir die vorliegende Arbeit erlautert werden.
Sei dazu X ein Hilbertraum ber R mit Skalarprodukt (-, -)» und induzierter Norm
Il = ¢, ->},(/2, X* der topologische Dualraum und a(-,-): X x X — R eine stetige
und koerzive! Bilinearform, d.h.

ACstet > O0Vu,v e X a(u,v)

(Y C(stet HUHXHUHX7
Ik > 0Vu e X: a(u,u)

(2.1)
ki lull%-

<
=

Weiters sei f € X* ein beliebiges stetiges Funktional? und v € X die Losung von
a(u,v) = f(v) firalleveX. (2.2)

Das Lemma von Lax-Milgram gewéhrt, dass diese Losung u existiert und eindeutig
ist.

Lemma 2.1 (Lax-Milgram). Seien X' ein Hilbertraum, a(-,-): X x X — R eine ste-
tige und koerzive Bilinearform und f € X*. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes
u e X, welches (2.2) lost.

Beweis. Siehe [Jiingel, 2022]. O

Ziel der GOAFEM (engl. Goal-Oriented AFEM) ist es, fiir ein Funktional g € &A™,
einen Zielwert g(u) und dann im Weiteren gy (u), . .., g,(u) zu bestimmen. Nur in den
seltensten Fillen lédsst sich eine exakte Losung u von (2.2) explizit finden. Sei also

X, © X ein endlichdimensionaler Unterraum mit einhergehender Triangulierung 7,
von < RY.

1So wie Koerzivitiit in (2.1) definiert ist, entspricht sie der Elliptizitit wie man sie aus der Literatur
kennt.

2Ublicherweise kommen af(-, -) sowie f(-) aus der schwachen Formulierung eines linearen, in diesem
Fall elliptischen, Randwertproblems iiber einer beschrinkten und offenen Menge Q < R¢ mit
Lipschitz—Rand.
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Definition. Fiir eine offene Menge Q < RY bezeichne T < P(R?) eine Triangulie-
rung von §2, falls:

o #T < o,

o VT €T : T ist abgeschlossen und zusammenhdngend,

o VI'eT: NT) >0, wobei A das d-dimensionale Lebesque Maf ist,
o VI'\T'eT mitT #T: NT nT") =0,

i UTG’TT = ﬁ

Proposition 2.2. Sei X' ein Hilbertraum, X, < X ein endlichdimensionaler Unter-
raum und a(-,-): X x X — R eine stetige und koerzive Bilinearform auf X. Dann ist
a(-,-) auch eine stetige und koerzive Bilinearform auf X, x X,.

Beweis. Seien u,v € X beliebig und Cye; und s die Konstanten fiir Stetigkeit und
Koerzivitdat von a(-, -). Dann gelten beide Abschétzungen von (2.1) fiir alle u, v € A,
da X, c X. [

Demnach lasst sich Lemma 2.1 auch auf X, anwenden und es gibt eine eindeutige
Galerkin—Losung U, € X, zu

a(U,, Vo) = f(V,) fiir alle V, € A,. (2.3)
Zusétzlich lasst sich noch mit dem Zielfunktional ¢ das duale Problem
a(v,z) = g(v) furalleve X (2.4)

formulieren, fiir welches es wieder eine eindeutige Losung z € X' (Lax—Milgram) und
eine eindeutige Galerkin Losung Z, € X, zu

a(Va, Zs) = g(V,) fur alle V, € A, (2.5)
gibt. Insgesamt erh&lt man also

l9(u) — g(Ua)| = |g(u) — g(U,) — f(Z.) + f(Z.)]
(u,2) — a(U,, z) — a(u, Z,) + a(U,, Z,)]
(u—Us,z— Z)|

< Citet |lu — Ui x|z — Zo|| x-

=g
:‘a

Sowohl ||u — U,||x als auch ||z — Z,||x konnen mittels a posteriori Fehlerschitzern
Nue bzw. 1, kontrolliert werden, vgl. [Gritsch-Bathe, 2005]. Mit einer geeigneten
Konstante Cie > 0 gilt:

o —Uslx < CraNue und ||z — Zo||x < CreNz.e- (2.6)
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Schlussendlich erhalt man

l9(w) — g(Ue)| < Mo M0 (2.7)

Hierbei ist a < b eine Abkiirzung fiir a < Cb mit einer Konstanten C' > 0. Demnach
ist es das Ziel, einen adaptiven Algorithmus zu entwerfen, der das Produkt 7, 47 .

bzw. eine obere Schranke fiir den Fehler schnellstmoglich gegen 0 gehen lasst [Feischl
et al., 2016].



3 GOAFEM fiir ein Zielfunktional

3.1 Adaptive Algorithmen

Grundannahme fiir dieses Kapitel ist, dass fiir jede zuléssige Triangulierung 7, (siehe
Abschnitt 3.2) die Fehlerschétzer 7, . fiir w € {u, 2z} mit lokalen Beitragen 1, .(T)
fir alle T € T, berechenbar sind.

Fiir die einfachere Lesbarkeit werden folgende Abkiirzungen verwendet:

A2
N 2= N (Ta)s N (Us) 1= < Z N« (1) ) fir w e {u, z} und U, < Ty. (3.1)
TelUy

Der prinzipielle Aufbau (fast) jedes AFEM Algorithmus besteht aus drei Schritten;
siche Abbildung 3.1.1 Oftmals hiingen die konkreten Schritte von der Problemstellung

Y
[ Loésen/Schatzen H Markieren H Verfeinern }

Abbildung 3.1: AFEM-Schema

ab. Auf dem abstrakten Niveau von Kapitel 2 lédsst sich jedoch folgender Pseudocode
formulieren:
Algorithmus 1: Grundstruktur von AFEM
Input: Initiale Triangulierung 7y, Markierungsstrategie.
for / € Ny do
(I): Berechne Verfeinerungsindikatoren 1, ¢(1"), 1. (T fiir T' € Ty.
(IT): Bestimme eine Teilmenge M, < 7T; von markierten Elementen.
(II): Definiere Tpyq := refine(7T;, M,) als grobste Verfeinerung, sodass
alle markierten Elemente T € M, verfeinert worden sind.
end
Output: Folge von verfeinerten Triangulierungen 7, mit korrespondierenden
Fehlerschétzern n, ¢, 1, fiir £ € Np.

1Oftmals werden vier Schritte angefiihrt, wobei sich Schritt 1 Lisen/Schdtzen dann in zwei separate
Schritte Ldsen und Schdtzen aufteilt.
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Bemerkung. Fiir (I) werden iiblicherweise die Galerkin Losungen Uy sowie Z, benotigt,
daher der Name Ldsen/Schitzen.

Im Weiteren werden zwei Markierungsstrategien (Algorithmus 2, 3) fiir Schritt (II)
von Algorithmus 1 vorgestellt. Ziel beider Algorithmen soll sein, das Schétzerprodukt
Nue Nz Mit optimaler Konvergenzrate (siehe Abschnitt 3.5) gegen 0 gehen zu lassen.

Algorithmus 2: Strategie A fiir (II)

InplIt: 0< 0 < 17 C’rnark = 17 C;nark = 17 Nu,es Nz, 72
(i): Bestimme Mengen M, , < 7, und M, , < 7, mit bis auf den Faktor
Cmark minimaler Kardinalitét, sodass die Dorfler Markierung erfiillt ist, d.h.

9772,6 < UU,K(Mu!)Q und 9772,12 < nz,E(Mz,Z)Q-

(ii): Wahle MP™ € {M,, s, M, ¢} mit kleinerer Kardinalitit und wihle

My S My u M, mit MP™ < My und #M, < C,, #MP™.

Output: Menge M, < 7, von markierten Elementen.

Minimale Kardinalitdt bis auf den Faktor Cpak bedeutet, dass fiir w € {u, z}

#Mue < Coanc min #Us, wobei My, = {Uy © Te| 0115, < 1o (Ue)}-

w, b

Fiir ), = 1 erhiilt man den Algorithmus von [Mommer-Stevenson, 2009], jedoch
hat sich in numerischen Experimenten herausgestellt, dass sich aggressivere Markie-
rungsstrategien als besser erweisen. Beispielsweise kann man wie [Feischl et al., 2016]
vorgehen und M, folgendermafien wéhlen:
Wihle M MPax € {M,, , M, ¢} mit #MPT = min{#M,, ¢, #M o} und MP>
MPR sowie M) MP mit #M] = #MP". Mit der Wahl M, == MP™ U M}
erhilt man C_, = 2.
Strategie B (Algorithmus 3) wurde urspriinglich in [Becker et al., 2011] fiir eine
GOAFEM des Poisson Problems vorgestellt. Allerdings werden dort zusétzliche An-
nahmen benétigt, die sich aber als nicht notwendig herausstellen, vergleiche [Feischl
et al., 2016].

Algorithmus 3: Strategie B fur (II)

Input: 0 <0 <1, Crark = 1, Mue, 020, T

(i): Berechne Verfeinerungsindikatoren p7(T') := n.,e(T)*n2 , + 15 n2e(T)? fiir
alle T € T,.

(ii): Wahle M, < T; mit bis auf den Faktor Cya minimaler Kardinalitét,
sodass 0p? < po(My)?%.

Output: Menge M, < 7, von markierten Elementen.
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3.2 Netzverfeinerung

Im Weiteren soll die Netzverfeinerung eine deterministische und fixierte Strategie
sein, also in jeder Iteration von Algorithmus 1 die gleiche. Ublicherweise wird Newest
Vertex Bisection (NVB) wie in [Stevenson, 2008] verwendet; siche Abbildung 3.22.

ARV
A A

Abbildung 3.2: Newest Vertex Bisection

NVB zerteilt Dreiecke, indem jeweils vom jiingsten Knoten eine Linie zum Mittel-
punkt der gegeniiberliegenden Seite gezogen wird.

Fiir jede zuldssige Triangulierung 7 und jede Menge von markierten Elementen
M < T sei die Triangulierung 7' := refine(7, M) die grobste, bei der jedes Ele-
ment 7' € M verfeinert worden ist, d.h. M = T\T". Weiters definiere eine Relation?
refine auf der Menge aller Triangulierungen:

Definition. Wir schreiben T' € refine(T) falls es Triangulierungen T, ... 7
und Mengen von markierten Elementen M© .. . M®=Y gibt, sodass T = T und
T = T® mit TW = refine(TV=Y, MU=V). Fiir den Falln = 0 setze T = T €
refine(T). Bezeichne die Menge aller (verfeinerten) Triangulierungen mit initialer
Triangulierung To mit T = refine(To) und mit Ty := {T € T|#T — #To < N} die
(endliche) Menge von Triangulierungen, die mazimal N Elemente mehr als To haben.

Bemerkung. Fiir die Resulatate aus [Stevenson, 2008] werden zusétzliche Voraus-
setzungen an 7y gestellt, welche sich im 2D-Fall durch induktive Implementierung,
vgl. [Karkulik et al., 2013], als nicht notwendig herausstellen.

2@Grafik von links oben nach rechts unten.
3Aus der Definition von refine ergibt sich sofort deren Transitivitdt und Reflexivitit, allerdings ist
sie nicht symmetrisch.
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Zudem seien fiir s > 0 und w € {u, z} die Aprorimationsklassen A, folgendermafien
definiert:

Definition. Fs gilt w € A, genau dann, wenn ||w||s, < 00 wobei

|wl|a, = sup ((N +1)° min nw,*).
NGNO

Tx€TN

Explizit bedeutet ||w||a, < o0, dass fiir optimale Triangulierungen eine algebraische
Konvergenzrate von O(N~*) fiir , — 0 moglich ist. Somit lassen sich die zwei
Hauptresultate von [Feischl et al., 2016], siehe Abschnitt 3.5, formulieren. Namlich die
() lineare Konvergenz und das (ii) optimale Konvergenzverhalten von Algorithmus 1
mit Strategien A-B, d.h.

(1) 3¢ € (0,1)Vn e NVL e N: Dypin Nevin < Q" Nug Mot

(ii) ||u”As + HZHAt <0 = NyurNep — 0 mit O(#'E_(SH)),

3.3 Axiome der Adaptivitat

Um die Hauptergebnisse aus Abschnitt 3.5 beweisen zu konnen, bedarf es einiger
Hilfsresultate aus [Feischl et al., 2016] und [Carstensen et al., 2014]. Fiir diese Resul-
tate wird ein Begriff von Abstand auf der Menge der Triangulierungen benotigt.

Definition. Wir nennen eine Funktion d,: T x T — Rsq Abstandsfunktion (auf
der Menge der zuldssigen Triangulierungen), falls es eine Konstante Cgsy > 0 gibt,
sodass

Cadu(T.T") < du(T,T') + du(T', T")  fiir alle T,T',T" €T,

<
3.2
dw(T,T") < Caist d(T',T)  fiir alle T, T € T. (3.2)

Bemerkung. Konkret konnte d,, (-, -) fiir w € {u, 2z}, W € {U, Z} und Triangulierun-
gen T, T, € T durch do (7., Tz) == a(Wy — Wo, W, — W)Y2 ~ |W, — W,||x gegeben
sein, wobei W, und W, die Galerkin-Losungen zu den Triangulierungen 7T, und 7,
sind, vgl. [Feischl et al., 2016].

Zudem werden noch vier Axiome (Al)—(A4) benétigt, die das Verhalten von Feh-
lerschéatzern von verfeinerten Triangulierungen bestimmen:

(A1) Stabilitit auf nicht verfeinerten Elementen:
Es existiert eine Konstante Cgy, > 0, sodass fiir alle 7, € T und 7, € refine(7,)

D (Te O Ta) = Moo (Te 0 To)| < Catp duo(Te, To)

gilt.
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(A2) Reduktion auf verfeinerten Elementen:
Es existieren Konstanten geq € (0,1) und Cieq > 0, sodass fiir alle 7, € T und

T. € refine(7,)
nw1*<7:<\7:)2 < Gred T/w,°(7:\7:k)2 + Creddw(,]:\,];)2
gilt.

(A3) Diskrete Zuverlissigkeit:
Es existiert eine Konstante Cle > 0, sodass fiir alle 7, € T und T, € refine(7,)
eine Menge R, (7., T:) € 7. existiert mit

(i) TA\T. € Ru(Te, Ts),
(1) du(Ta, 7o) < Cret oo (Ros(Te, T2)),
(ii]) #Ruw(Te, Ta) < Ceat #(T\T2).

(A4) Quasi-Orthogonalitiit:
Sei Ty, eine (moglicherweise endliche) Teilfolge von Triangulierungen erzeugt
von Algorithmus 1 mit 672 , < ., (T2,\Te,,,)? fir alle n € N. Dann existiert
fir alle ¢ > 0 ein Coun(e) > 0, sodass fiir alle n < N mit wohldefinierten
Triangulierungen 7y, , ..., Tz, gilt, dass

N
Z (dw<72j+17 72]')2 - 57712u,£j) < Corth(E) 77120,&1'
j=n

Damit lassen sich nun die folgenden Hilfsresultate beweisen.

Lemma 3.1 (Quasi-Monotonie des Schétzers). Es existiert eine von den Aziomen
(A1)—~(A3) abhingige Konstante Cpon > 0, sodass fir alle T, € T und T, € refine(7,)

77120,* < Cmonn?u,o (3.3)

gilt.

Beweis. Seien wie in [Carstensen et al., 2014] 7, € T und T, € refine(7,) beliebig.
Dann ergibt sich aus der Definition (3.1), dass

s = Do(Te)? = s (TAT) U (T 0 7o) = 0 (T\T)? + 1 (Te A To)2. (3.4)
Axiom (A1) besagt
105 (Te 0 T2) = Do (To 0 To)| < Cay du(Te, To),
woraus mit der Dreiecksungleichung

s (Te 0 Ti) < Csp dup(To, Te) + Mo (Te 0 T), (3.5)
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und weiters mit der Young-Ungleichung

(Catp dup(Ta, T2) + Thoo (T 0 T2))
2052‘5]3 dw(7:7 7;)2 + 27711),0(7: M 7;)2

N (Te 0 T2)?

<
3.6
B (3.6)

folgt. Der linke Term von (3.4) wird mit Axiom (A2) und der Brutalabschdtzung
Qred < 2 zu

nw,*(ﬂ\ﬁ)z < Qred 77w,o(7:\7;)2 + Creddw(ﬁ\’];)z (3 7)
< 20u,o(T\T2)? + Creadu (T\T2)? '
Insgesamt ergibt sich aus (3.4) mit (3.6) und (3.7)
77w,*(7;\7:)2 + N (Te 0 7:)2 < 27712,“ + (Crea + 2031;b) dy(Ts, 7;)2 (3.8)

Axiom (A3) angewandt auf (3.8) ergibt
N (TANT)? + (T 0 T2)? < 25 4 + Crty (Crea +2C5) ue(Ru(Te, T2)* - (3.9)
und, da R, (7., T«) € 7., erhédlt man schlussendlich mit

2 77121;,0 + Cr261 (Crea +2 Cs2tb) %,-(Rw(f’ 7;))2
(2 + C’1r2e1(2 CSth + C’red> T]?U,o

2
NS
<

die gewiinschte Abschitzung mit Cyop = 2 + C?

rel

Lemma 3.2 (Optimalitét der Dorfler Markierung). Aus den Aziomen (A1) und (A3)
folgt, dass fiir beliebiges 0 < 0 < Oy = (1 + C2, C2)~' ein kopr € (0,1) exis-

tiert, sodass fir alle T, € T und T, € refine(7.) mit n;, , < Kopt N auch 00, <
Uw,-(Rw(T-»Tk))Q gilt.

Beweis. Seiwie in [Carstensen et al., 2014] 6 € (0, 6t ) beliebig. Analog zu Lemma 3.1
erhélt man mit der Young-Ungleichung fiir beliebiges, aber festes § > 0

Nue(Te 0 T)? < (Cotn du(Ta, To) + N (Te 0 )

z (1+6 N C2 du(Te, To)? + (14 8N (T N T)2 (8.10)
Weiters gewéihrt Axiom (A3), dass To\Ta < R (Te, 7o) und damit
Mo (TAT)? < Mo (Ru(Te, T2))?. (3.11)
Insgesamt erhalten wir mit (3.10), (3.11) und Axiom (A3)
Moe < Moo (Ru(Tes To))? + (14 0)0us(Te 0 To)? (3.12)

+ (14071 Clp Crat e (Ruo(Te, o))

10
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Aus der Voraussetzung nw « < Kopt nw , folgt

2

Mo < (14 0)Koptye + (14 (14 671) CLChay) Nue (Ru (T2, T2))?, (3.13)
was dquivalent zu

1-— (1 + 5)/€Opt 2 9

< w,e w oy /% ]_4

T+ (5012, gz, hoe < e (RulTe, 7)) (3.14)

rel

ist. Wahle ko aus (3.13) so, dass

L+ ke _ 1 1 ,
1+ (1+o0-Y)C3,C2) +(1+ )Cs2tb Cr2el 1+ C3, C% oo

Damit wird aus (3.14) das Dorfler-Markierungskriterium 677, , < 7y, (R (7s, T2))?.
[l

3.4 Verallgemeinerte lineare Konvergenz

Lemma 3.3 (Verallgemeinerte Schétzerreduktion). Sei 6 € (0, 1]. Falls fir beliebiges
Te € T und Tgyy € refine(7y) die Dérfler Markierung 612 , < 1y,o(Te\Tex1)? gilt, dann
existieren Qesy € (0,1) und Cesy > 0 abhdngig von Aziomen (A1)—(A2) und 0, sodass
fiir alle T, € refine(Tyyq) gilt

77121;,* < QGst 77121)75 + C(est dw(ﬂa 72)2 (315)

Beweis. Seien wie in [Carstensen et al., 2014] T, € T, Ty1 € refine(7;) und 7T, €
refine(7z41) beliebig. Aus der Definition von refine(-,-) ergibt sich unmittelbar die

Transitivitét, also T, € refine(7;). Analog zu Lemma 3.2 erhdlt man aus Axiomen
(A1)-(A2) und der Young-Ungleichung fiir § > 0

< N (TA\T)? + (14071 Oy du(Te, To)® + (1 4+ 0) ue(Te 0 T)?
< Gred N, Z(T\T) ( red T (1 +67! ) stb) (727T)
(1 + 5) le,e(T N 7;) .

Mit 7y,0(Te 0 Ta)* = 1 g — Nt (Te\T5)? ergibt sich daraus

77121;7* < (1+ 6)(771%5 (1 — Grea) N K(T\’]D ) + (Crea + (1 +6~ )Cstb) du(Te, 7;)2
Schlussendlich erhélt man mit der Dérfler Markierung 672, , < 1.,¢(7¢\75)?, dass

2
Tho

Me < (1+0) (1= (1= Grea) 0) 1y g + (Crea + (L +07)CGy) du(Te, T)* - (3.16)

und die gewiinschte Abschétzung folgt mit gest = (1 +0)(1 — (1 — ¢rea) 0) und
Cest = Crea + (1 + )C’ 1, wenn man 0 > 0 klein genug wihlt. O

B
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3 GOAFEM fiir ein Zielfunktional

Proposition 3.4 (Verallgemeinerte lineare Konvergenz). Sei (7;)een eine Folge von
verfeinerten Triangulierungen (generiert durch Algorithmus 1), d.h. Ty € refine(T;_1).
fiir alle £ € N. Weiters ezistieren fir beliebiges 6 € (0,1] €in geony € (0,1) und Ceony
abhdngig von Aziomen (A1l)—(A4) und 0, sodass fir alle {,n € N mindestens k < n
Indizes { < 01 < --- < 0, < 0+ n existieren mit 97)1207&_ < Ny, (Te,\Te,41)? fiir alle

je{l,....k}. Dann gilt Ny esn < Ceonv @5y 7730,@-

Beweis. Sei ¢y € N beliebig. Um die Notation zu vereinfachen setze {y = { wie
n [Feischl et al., 2016]. Seien zudem ¢ > 0 und 0 < j < k beliebig. Aus Ty,,,
reﬁne(’ﬁ.ﬂ) ergibt sich zusammen mit Lemma 3.3
k
(3. 15
Z nw it < (qut 77121),€i + C, est (Tz+17T) )
e h (3.17)

M?r

Qest + Cgst 8) 77121),61- +C, est ( (Tz+1 ’ 7- ) - 87712117&))

i=k—j

Fiir € < (1 — ogy) O mit K := 1 — (qegy + C2

est

) > 0 ergibt sich aus Axiom (A4)

k k
R Z nu) it \ /r]’u) N j + 09251: Z ( (Tz+17 T ) —¢ 773)7[1')
i=k—j i=k—j (318)

(Ad) 2
< (1 —+ Cest C orth (8)) ,r]w,ﬁk_j'

Nun zeigen wir mittels Induktion iiber j fiir ¢ := (1+Clgt Copen(€)) ™! 5, dass Folgendes
gilt
n? o < (1—gq) Z e, fiir alle 0 < j < k. (3.19)
i=k—j

Fiir den Induktionsanfang j = 0 ergibt sich 7, = 72, . Angenommen es gelte
(3.19) fiir j, dann folgt

k k
(3.19) A )
Moy < (L—q) > iy =(1—q) (( > nia) —ni,zk_(m))
t=k—j i=k—(j+1)
k
(3.18) )
< (1—g)" Z Moot
i=k—(j+1)

und damit ist (3.19) fiir alle 0 < j + 1 < k bewiesen. Fiir j = k — 1 ergeben (3.19)
und Lemma 3.1

k k
(3.3) (3 19)
C(mon 7711) L4n < 77120 L (1 - q) Z 77121),& Z Nw A
i1 i=0 (3.20)
618) (1 — )" (1-¢"* ,

< 2,
¢ T (= C)g

12



3 GOAFEM fiir ein Zielfunktional

Damit folgt die gewiinschte Abschétzung mit

C(I]’IOII
1-q)q

Das beschliefit den Beweis. O]

Geconv = 1- q und Cconv =

3.5 Optimale Konvergenz

Im folgenden Abschnitt wird ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen,
dass die Fehlerschétzer n,, und 7,, die Axiome (A1l)-(A4) aus Abschnitt 3.3 mit
gleichen Konstanten erfiillen.

Satz 3.5 (Lineare Konvergenz von Algorithmus 1). Fiir beliebiges 0 € (0, 1] existieren
Qin € (0,1) und Cy, > 0 abhdngig von Axiomen (A1)—(A4) und 6, sodass Algorith-
mus 1 mit Markierungsstrategien 2 und 3 linear konvergiert, d.h. fir alle {,n € N
qilt

N t4n Nz 40 < Clin ql7iln Nu,eMz - (321)

Beweis. (I) fiir Markierungsstrategie 2: In jeder Iteration wird M € {M,,
M., ;} mit minimaler Kardinalitét gew&hlt, wobei M, ; und M., ; jeweils die Dorfler
Markierung

Ons; < nuj(Muy)® und 02 < n.;(M.;)? fiir gegebenes 6 € (0,1] (3.22)
erfiillen. Damit ergibt sich fiir /\/l;“in
O < (M) oder 02 < . (M™%, (3.23)
Da M;nin < Mj - 7}\7}4_1, gllt fiir 7;\7;4_1 mit j € {1, e ,E}
677121;,@ < Nw ,¢; (72]'\72]41)2 (3'24)
mindestens k-mal fiir 1, ; und (n — k)-mal fiir 7, ;. Daraus folgt mit Proposition 3.4
772,@+n < CCOHV q(lfonvni,f und 775,£+n < CCOHV q?o?ll\inz,[' (325)

Insgesamt ergibt sich also

2 2 2 k n—k, 2 2 _ 2 n 2 2
nu,ZJrn nz,€+n < C'conv 9conv 9eonv nu,énz,ﬁ - C'conv Geonv nu,(”z,é' (326)

Dies ist die gewiinschte Abschétzung mit Cy, = Ceony und g, = QClc/anv-

13



3 GOAFEM fiir ein Zielfunktional

(IT) fiir Markierungsstrategie 3: Fiir pj(T) := nuo(T)*n2, + 12 M-¢(T)? erhélt
man

P? = pe(ﬁ)Q = 2773,z77§,e- (3.27)
Aus der Wahl von M, in Algorithmus 3 und (3.27) ergibt sich
20,012 0 < Mt (Me)* 02 g + 0y 12 (Me)”, (3.28)

Daraus folgt unmittelbar
Hnij < Nue(My)*  oder anjf < N.0(My)? (3.29)

Der Rest vom Beweis verlauft analog zu dem von Markierungsstrategie 2. O

Beziiglich des optimalen Konvergenzverhaltens von Algorithmus 1 mit Markierungs-
strategien 2 und 3 bedarf es zusétzlichen Anforderungen zur Netzverfeinerung refine:

(N1) Fiir alle 7 € T und 77 € refine(7) gilt

#(T\T) +#T <T.

(N2) Es existiert eine Konstante Cpegn > 0 abhéngig von 7y, sodass fiir alle £ € N

/-1
#72 - #76 < C1mesh Z #Mj
7=0

gilt.
(N3) Fiir alle 7, 7" € T existiert 7@ T’ € refine(T)  refine(7T7), sodass
#(TOT) <H#T +#T' —#To
gilt.

Bemerkung. Die Closure Estimate (N2) wurde zuerst fir die Newest Vertex Bisec-
tion fir d = 2 in [Binev et al., 2004], spater fir d = 2 in [Stevenson, 2008 bewiesen.
Beide bendtigen zusdtzliche Anforderungen an To. Fir d = 2 kann die Anforderung
an Ty laut [Karkulik et al., 2013] weggelassen werden.

Newest Vertex Bisection gewdihrt auch die Overlay Estimate (N3), was in [Stevenson,
2007] und [Cascon et al., 2008] bewiesen wurde. Tatsichlich ist bei Newest Vertex Bi-
section T @ T gleich der Uberlagerung von T und T".

Lemma 3.6. Fiir beliebiges 6 € (0,00p] mit Oope wie in Lemma 3.2 und ¢ € N
existieren Konstanten Cy,Cy > 0 und eine Triangulierung T, € refine(Ty), sodass fiir
beliebige s, t > 0 mit (u, z) € Ay x Ay gilt:

14



3 GOAFEM fiir ein Zielfunktional

(i) max(#R, (T, o), #R(Ti, T2} < Cr(Calful 2114,V ()50
(”) 6)77 WA nuf( u(7Z77;)) oder enzé 77z€( z(%,ﬁ))2
Die Konstanten Cy und Cy hingen von den Aziomen (Al)—(A4) und 6 ab.

Beweis. Sei wie in [Feischl et al., 2016] ¢ == Cl Kopt Nu¢Mz,¢ definiert. Dann folgt
mit Lemma 3.1, dass

€ < Kopt Mu0z0 < ||ulla,ll2]la, < o0 (3.30)

Wihle N € N minimal, sodass ||ul|a.||z]/s, <& (N + 1)¥**. Wihle zudem T, und T,
mit 7y, = Minger Ny und 71, ., = ming,er 7, . und definiere 7; := 7, @ 7T.,, sowie
Ti =T ®7T;. Dann folgt wiederum mit Lemma 3.1, der Definition von ||-||a und der
getroffenen Wahl von N, dass

Nu,x Mz S Crnon Nue1MNzes S Crmon (N + 1) (=+0) ||u||As|| ”At
(3.31)
< CYmon € = Ropt Mu,eMz,0-
Daraus folgt unmittelbar
Mas < Kopt Tl Oder 172 < Kopy 112, (3.32)

und Lemma 3.2 liefert
Oy < Mue(Ru(Te, T))* oder 002, < n-o(R=(Te, Te))?, (3.33)
was (i7) beweist. Zudem liefern Axiom (A3) und Netzverfeinerungsanforderung (N1)
max{#Ru(Te, Ts), #R:(Te, To)} < Cra#t(Te, Ts) < Cra(#Te — #7Te).- (3.34)
)

Mit C = (Cruon Fopy [|tlla.]|2]|a,) "+, dem Axiom (A3), der Overlay Estimate (N3
und der Minimalitéit von N folgt

N < (|Julla,[2]la,) D e VED = Oy o, )~ (3.35)
und damit
BT — #Te < H#T. —#To < H#To, + Toy = 2#T5 < 2N < 2C(Nugm=e) V0. (3.36)

Insgesamt ergibt sich

max{#R (T To), ARATE T} 2 Coa (T2 — #T0)

(3.37)
(3.36) 1/(s+t)
< 2 O C’rel (nu oz f) .
Dies zeigt (i) mit C) = 2Cye und Cy = m;: ist. O
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3 GOAFEM fiir ein Zielfunktional

Satz 3.7 (Optimales Konvergenzverhalten von Algorithmus 2). Fiir beliebiges 0 €
(0, Oopt] mit Oope wie in Lemma 3.2 gewdhrleistet Algorithmus 2, dass das Fehlerpro-
dukt 1,.m.e mit optimaler algebraischer Rate asymptotisch abfdllt, d.h. es existiert
ein Copy > 0, sodass fiir alle s,t > 0 mit (u, z) € Ay x Ay und £ € Ny gilt

Crl-‘rs-‘rt
opt
NNzt S 1/(s+t)

(1 ~ Qiin )
wobei Copy von Aziomen (A1)~(A4), Crark, Choane und 0 abhingt.

(#Te — #To)" 0,

Beweis. Wie in [Feischl et al., 2016] folgt mit Lemma 3.6 fiir alle j € Ny, dass

M;nin = Mu,j = #Mu,j < Cmark #Ru(ﬁ7 7;) (3 38)
M;nin = Mz,j = #Mz,j < C’mark #Ru(ﬁy 7;) ‘
Damit ergibt sich unmittelbar
( mark) #M M;pin = min{#Mu,ja #Mz,j} (3 39)
< CYmark maX{#Ru<7;7 7;)7 #Rz<7;7 7;)}
Weiters folgt mit Closure Estimate (N2) und Lemma 3.6
#T #76 mesh 2 #M
B (3.40)
< Crnesh Ciark Cnrte C1 (Co [[ut]|a, |2 ,) V¢ Z M=)~
Auflerdem folgt mit Satz 3.5 fiir alle /,n e N
Nut+nMz04n < C’lin QITiLnnu,Zle,Za
also fiir alle 0 < j < ¢
Nu Mz < C’hn qlm nu WUER
und damit
—1/(s 1/(s 1—3)/(s —1/(s
(nu,jnz,j) (s+t) < Clir/l( +1) ql(in N/ +t)(77u,£7]z,€) 1/(s+t) (3.41)
Mit 0 < q == qllifl(sﬂ) < 1, (3.41) und der geometrischen Reihe ldsst sich die Summe
n (3.40) weiter abschétzen:
_ -1
s 1/(s+t — s ]
Z T ]nz] —U/(s+0) < Clir/l( " )<77u,€77z,f) Y(=+0) Z qj
=0 Jj=0
1/(s+t) (3.42)
lin —1/(s+t
< W(nu,énzl) /o0,
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3 GOAFEM fiir ein Zielfunktional

Mit (3.42) wird aus (3.40)

mesh Cmark Cmar Cl s —1/(s
#To — #7To < 1 ql/(s+t)k (Cin Collufla.12l1a) Y+ (uemz ) ~EH0,
— Ylin
was dquivalent zu
C’mcsh C'rnanrk Cmar Cl st s
Mo < ¢ G T 0 llul ol (BT — #7500 (3.43)

(1 ~ Qiin )s+t

ist. Definiere Cyp := max{Ciesh Crnark Corarie C1, Ciin Ca}. Damit ergibt sich

(Cmesh Cmark Cmark Cl)s+tclin CZ Cl+s+t

opt

und schlussendlich

L4s+t
Nu,tlze < ‘il/)tm lullas2llac# Te = #7T0) (s,
(]‘ qhn )
was die gewiinschte Abschéitzung ist. O

Korollar 3.8. Falls
Smax = sup{s > 0| ||ul|a, < 00} < 00 und tyax = sup{t > 0l[|z]|a, < 0} < 0,

dann ezistieren fiir beliebige s € (0, Smax) und t € (0,tmax) Teilfolgen (Ty, )ren und
(Te,)jen, sodass fiir beliebige k,j € N gilt, dass

Nty < (#To, — #T0)™° und .0, < (#To, — #To) ", (3.44)
wobei die versteckten Konstanten von Spmax — S > 0 und tnae —t > 0 abhdngen.

Beweis. Sei § € (0, Symax) beliebig, wihle ¢ > 0 mit s := § + 2¢€ < Spyax wie in [Feischl
et al., 2016] und setze t := ty.x — €. Aus [Carstensen et al., 2014, Theorem 4.1 (ii)]
folgt

Copt ||2]]a, < sup(#T #To+ 1), < o0 (3.45)

und damit n, o £ (#T0 — #To + 1)_(tma"+5). Also gibt es fiir alle C' > 0 und ¢ € N ein
k = {, sodass

ot > C (FTh — #To + 1)~ bmete), (3.46)
Daraus folgt, dass es eine Teilfolge ¢} gibt, sodass
Mot (#Te, — #To + )™=+ > 1 fiir alle k € N. (3.47)

Mit (3.47) zusammen mit Satz 3.7 folgt

T/U,gk < nu,fknz,ék<#7zk - #76 + 1)tmax+5 S (#%k #76 + 1) 5+t)+tm"xx+5
= (#To, —#To+1)7°
Fiir 7., folgt die Behauptung analog. O]

(3.48)
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3 GOAFEM fiir ein Zielfunktional

Satz 3.9 (Optimales Konvergenzverhalten von Algorithmus 1 mit Markierungsstra-
tegie 3). Algorithmus 1 mit Markierungsstrategie 3 liefert dieselben Ergebnisse wie
Satz 3.7 und Korollar 3.8 fiir beliebiges 0 € (0, @)

Beweis. Wie in [Feischl et al., 2016] ist nur zu zeigen, dass
#M; < max{#R(Te, To), # R (Te, To) }- (3.49)
Fiir beliebiges 6 € (0, 00‘“) erhdlt man mit Lemma 3.6

2

20m;, ; < 0ug(Ru(T;, T))? oder 2002 ; < 0. 3(R.(T;, Ts))? (3.50)

Damit erhélt man mit R; := R, (7}, Tx) oder R; := R.(T;,T) jeweils
0p7 = 200, 02 < Mug(Ry)nZ; + 1:5(Ry)* 05 = pi(R;)? (3.51)
und mit der Definition von M; in Algorithmus 3 somit
#Mj < Cane max{#Ru(T;, To), #R-(T;, To) }- (3.52)

Damit folgen die Ergebnisse von Satz 3.7 und Korollar 3.8 auch fiir Algorithmus 3
mit Copt = maX{Clin 027 C'mesh Cmark Cl} [
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4 GOAFEM fiir endlich viele
Zielfunktionale

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Ergebnisse von [Feischl et al., 2016], ndmlich
Satz 3.5, Satz 3.7 inklusive Korollar 3.8 und Satz 4.7, von einem Zielfunktional ¢
auf endlich, aber beliebig viele Zielfunktionale g¢1,...,g, fir n € N auszuweiten.
Mit jedem Zielfunktional g; erhélt man ein weiteres duales Problem und damit eine
weitere Losung z; und Galerkin Losung Z,; (siche Abschnitt 2). Mit der gleichen
Methodik wie fiir ein Zielfunktional erhélt man

=1 . (4.1)
< C’stet HU - U.H)( ZHZZ - Z'JHX
=1

n
< Cstot nu,o 2 7721',0‘
=1

Damit geht allerdings die fo—&hnliche Struktur von (3.1) verloren. Ziel wird es sein,
eine Abschétzung in der Form von

‘ igz(u) - gi(U,)

n 1/2
< e (Y 20) (4:2)
i=1

zu bekommen.

4.1 Abstraktes Setting fiir endlich viele
Zielfunktionale
Der Ausgangspunkt ist derselbe wie in Kapitel 2. Sei also & ein Hilbertraum mit

Skalarprodukt {:,-)», induzierter Norm |-[|x = {, >¥2 und X* der topologische
Dualraum von X. Weiters sei fiir den Rest des Kapitels n € N beliebig, aber fest.
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4 GOAFEM fiir endlich viele Zielfunktionale

Definiere

n

W = X" und (u,v)y = Z<ui,vi>;( fir alle u = (u;)_y,v = (v;)i., €W (4.3)

i=1

und sei ||-[[w = ¢, >)1,<,2 Daraus folgt unmittelbar, dass W ein Hilbertraum ist!.

Zudem definiere eine neue Bilinearform ayy(+,-): W x W — R folgendermafien
aw(u,v) = Z a(u;,v;)  fir alle u = (u;)l_y,v = (v;)i., €W (4.4)
i—1

wobei a(-,-): X x X — R eine stetige und koerzive Bilinearform auf X ist.

Lemma 4.1. Die in (4.4) definierte Funktion ayy ist eine stetige und koerzive Bili-
nearform auf V.

Beweis. Die Linearitdt in beiden Komponenten ist klar. Seien u,v € W beliebig.
Dann ergibt sich aus der Stetigkeit von a(-,-) und der Cauchy-Schwarz Ungleichung

n
aw(,0) = Y alus,05) < Coor Y uilleloill
i=1

n 12 , & 1/2 (4.5)
< G D luilly) ™ (D lill3)
i=1 i=1

=1
= Cseet [|ullwllv][w,

womit die Stetigkeit von aw(-,-) bewiesen ist. Zudem folgt aus der Koerzivitit von

a(.).)

n n
aw(,w) = Y ausw) = 5 Y ulz = sl (4.6)
i=1 i=1
d.h. die Koerzivitat von ayy mit gleicher Konstante. O

Bezeichne mit W* den Dualraum von W. Sei fiir ein beliebiges Funktional f e X*

das Funktional .

Jw(u) = Z f(u;) fiir alle w e W

i=1
gegeben. Da ayy(+,-) mit Lemma 4.1 die Voraussetzungen vom Lemma von Lax—
Milgram (Lemma 2.1) erfiillt, existiert ein eindeutiges u € W, sodass

aw(u,v) = fyy(v) fiir alle ve W (4.7)

!Die Skalarprodukteigenschaften lassen sich leicht nachrechnen und bzgl. der Vollstindigkeit sei
angemerkt, dass es sich um ein endliches Produkt handelt.

20



4 GOAFEM fiir endlich viele Zielfunktionale

gilt?. Zudem sei W, ein endlich-dimensionaler Unterraum von W und U, die kor-

respondierende Galerkin Losung. Seien weiters gy, ..., g, € X* Zielfunktionale und
definiere .
gw(u) = Z gi(u;) fiir alle w e W, (4.8)
i=1

Dann ist gy, € W* und Lemma 2.1 liefert ein eindeutiges z € YW mit
aw (v, z) = gw(v) fiir alle ve W.

Auf W, existiert wiederum wegen Lemma 2.1 eine eindeutige Galerkin Lésung Z,.
Wie in Abschnitt 2 lassen sich ||ju — U,||x und ||z; — Z, ;|| » durch Fehlerschétzer nach
oben beschranken:

||u - UoHX < Nu,e und ||Zl - Z"i xS Nzie-

Definiere einen neuen Fehlerschitzer fir z = (z;)!; wie folgt
Voo = (Zn] 775,,.)1/2- (4.9)
i—1
Damit ergibt sich folgende Abschétzung
(Z i) — g (0?) " < (2 M)
1=1 i=1

" 1/2
= nu,o <Z 772,-) = nu,o’}/z,o-
=1

Bemerkung. Wiirde man wie in Abschnitt 2 vorgehen, wiirde man Folgendes erhal-
ten:

1/2

(4.10)

lgw () — gw(Us)| = law(u — Us, z — Z,)|

lu = Uslwllz = Zallw

= vnllu = Uslxllz = Za]lw
SRVATY/ M T

A

(4.11)

was eine legitime obere Schranke ist, jedoch mit dem Faktor y/n. Allerdings ist mittels

2Insbesondere gilt (4.7) auch fiir alle v € W, welche in jeder Komponente gleich sind. Dies bedeutet,
dass auch u in jeder Komponente gleich ist. Notationell wird nicht zwischen den Komponenten
und dem Vektor unterschieden.
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4 GOAFEM fiir endlich viele Zielfunktionale

der Cauchy—Schwarz Ungleichung (4.10) eine stirkere Abschéitzung:
lgw(u) — gw(Us)| = l Z gi(u) = gi(
Z U.)| (4.12)

(Z 19i(u) — gi( |2>1/2

Also ergibt sich wie in Abschnitt 2 das Problem, 7, .7 . mit best moglichem Verhal-
ten, wie zu Beginn des Kapitels formuliert, gegen 0 gehen zu lassen.

4.2 Anforderungen an Fehlerschatzer

Damit die Ergebnisse von [Feischl et al., 2016], ndmlich Satz 3.5, Satz 3.7 inklusive
Korollar 3.8 und Satz 4.7, auf das Setting von Abschnitt 4.1 angewandt werden
konnen, muss der in (4.9) definierte Fehlerschétzer die Axiome (A1l)-(A4) erfiillen.
AuBerdem wird noch eine Abstandsfunktion fiir den neuen Fehlerschétzer benotigt,
namlich

d(T,T') = (zp%Trwﬂ fiir alle 7,7 € T, (4.13)

wobei d,, die zu z; gehorige Abstandsfunktion und z = (z;); die Losung des dualen
Problems bzw. der dualen Probleme ist.

Proposition 4.2. Die in (4.13) definierte Abstandsfunktion erfillt beide Bedingun-
gen aus (3.2) mit einer Konstante CYY, > 0.

Beweis. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen, dass fiir jedes i €
{1,...,n} die Abstandsfunktionen d,, beide Bedingungen aus (3.2) mit der gleichen
Konstante Cyis erfiillen®. Zudem seien 7,7 und 7” € T beliebig. Dann folgt mit
der Dreiecksungleichung auf ¢2

, , 1/2
dlst T T dlst Zz T T) )

- (%
(i%TT+%WTwy2
<d

AT, T+ do(T', T"),

3Ansonsten konnte man zum jeweiligen Maximum iibergehen, welches existiert, da es sich um
endlich viele Fehlerschétzer handelt.
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4 GOAFEM fiir endlich viele Zielfunktionale

womit die erste Behauptung folgt. Auflerdem gilt
n 1/2
(T T) = (R d(T.TP)
i=1

< Cdist(i a7 7))

i=1

= Cdistdz(Tla T)7
was die zweite Behauptung ist. ]

Proposition 4.3. Mégenn,,,...,n,, die Axiome (A1)—(A4) erfillen, wobei wir an-
nehmen, dass die Mengen R.,(Te, Ti) = R(Te, Ts) in Aziom (A3) jeweils dieselben
sind. Dann erfillt der in (4.9) definierte Fehlerschdtzer v, diese auch.

Beweis. Sei, mit der gleichen Begriindung wie oben, ohne Beschriankung der Allge-

meinheit angenommen, dass 7,,,...,7,, die Axiome (Al)-(A4) mit gleichen Kon-
stanten Cp, Cred, Gred; Crel und Coy erfiillen.
Axiom (Al):

Seien 7, € T und 7, € refine(7,) beliebig. Dann folgt mit der Minkowski-Ungleichung

oo 0T =T Tl = (BT 0 ) = (S )

< ](Z (s N T =T 7)) )

Da alle 7,, Axiom (A1) erfiillen, kann der letzte Ausdruck weiter abgeschéitzt werden:

n

ea(Te A To) — ealTe A T < (Z (Cand (T2 7))

- Stbd (7:77;)

Damit erfiillt v, Axiom (A1) mit C¥} = Cip.

Axiom (A2):

Seien 7, € T und 7, € refine(7,) beliebig, dann folgt fiir 6 > 0 mit der Young—
Ungleichung

Vz,x T\T

Zv.

M: i M:

(Qred nzl (T\Ik) + CYred dzi (7:7 7;))2

1

+ 5) Qred 72,0(7:\7;)2 + (1 + 571) C’red dz<7:7 7;)2

-
Il

N
_
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4 GOAFEM fiir endlich viele Zielfunktionale

Fiir § > 0 hinreichend klein erfiillt 7, Axiom (A2) mit Konstanten ¢ := (14 6) grea
und C% == (1 + 071 Creq.

Axiom (A3):

Seien 7, € T und 7, € refine(7,) beliebig. Da zusétzlich angenommen wird, dass fiir
jedes i€ {1,...,n} die Menge R.,(T., Tx) = R(T., T) gleich ist, wihle R.(7,, Ts) ==
R(T., Tx), Womlt sofort Bedingungen (i) und (#7) erfiillt sind. Direkt aus der Defini-
tion folgt:

d.(Te, o) = (Zd 2T )1/2
< Cua (N Ro(T TP)
crel(i T.,T>>)1/2= s (RA(T2, T2),

womit auch Bedingung (i¢) erfiillt ist. Insgesamt erfiillt v, also Axiom (A3).
Axiom (A4):

Sei Ty, eine beliebige von Algorithmus 1 erzeugte (moglicherweise) endliche Folge von
Triangulierungen. Seien weiters € > 0 und m < N beliebig. Dann folgt

2 724_1,7- —5’}/26 Z Z 7Z+177- _577;,@)

j=m j=mi=1

N
Z Z 72 +1’T gn’giaej)

Z orth 77z1 = Corth(g)'yg,em-

Damit erfiillt v, Axiom (A4) mit Konstate CY%, = Copp. O

Bemerkung. Ublicherweise trifft die Annahme fiir Axiom (A3), dass fiir jedes i €
{1,...,n} die Mengen R, (7., T.) = R(7.,T) ident sind, nicht zu. In diesem Fall
kann man R (7., Tx) == U._; R. (Te, Tx) betrachten und es gilt (A3) mit

d-(Te, T2) < CrarVz0(Ro(Te, T2)) und #R(Te, T2) Z#RZZ (72, T2) < nCra #(T\T2)

=1

Im konkreten Setting kann der Faktor n in der letzten Ungleichung vermieden werden,
weil R, (7., Tx) regelméfig ein Patch ist: Definiere fiir alle £ € N den k-ten Patch

(k) [T\ 7] folgendermaflen rekursiv:

OITA\T.] = T\T.

T[T — (4.14)

e TVTATL: T T # @1},
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4 GOAFEM fiir endlich viele Zielfunktionale

woraus unmittelbar folgt, dass T\ 7, < 7.7 [T\ 7:] und 7.8 [T\ T.] < Te. Man findet

Abbildung 4.1: 7.”[T.\7:] in blau und T[T\ T:] in rot.
dann ein ky € N, sodass fiir alle i € {1,...,n}
R.(To, To) < TH[TAT] (4.15)

gilt, weshalb die Wahl R(7T,, 7s) = 7:(k°)['7:\7;] sinnvoll ist.

Da 7, also ein zuléssiger Fehlerschétzer ist, gelten somit alle in Kapitel 3 gezeigten
Aussagen auch fiir beliebig (aber endlich) viele Zielfunktionale:

Satz 4.4 (Lineare Konvergenz von Algorithmus 1 fiir endlich viele Zielfunktionale).
Fiir beliebiges 0 € (0,1] existieren ¢, € (0,1) und Cy, > 0 abhdingig von Aziomen
(A1)~(A4) und 6, sodass Algorithmus 1 mit Markierungsstrategien 2 und 3 linear
konvergiert, d.h. fir alle {,n € N gilt

Nubtn Vo lin S Chin (Jﬁn Tt Yz0- (4-16)
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4 GOAFEM fiir endlich viele Zielfunktionale

Satz 4.5 (Optimales Konvergenzverhalten von Algorithmus 2 fiir endlich viele Ziel-
funktionale). Fir beliebiges 0 € (0, 0opt] gewdhrleistet Algorithmus 2, dass das Fehler-
produkt 1, ¢v..c mit optimaler algebraischer Rate asymptotisch abfdllt, d.h. es existiert

ein Copy > 0, sodass fiir alle s, tq, ..., t, >0, mitu € Ay, z; € Ay, fiir alleie {1,...,n}
sowie alle £ € Ny mit t == '71111111 t; gilt
145+t
< opt o —(s+t)
€A und ueyae < iz q11./<s+t))s+t”“‘ allZla(#Te — #T0) "7,

!

wobei Copy von Aziomen (Al)—(A4), Chark, C

m.

ark Und 0 abhédngt.

Beweis. Es verbleibt lediglich z € A; zu zeigen. Da fiir jedes N € N und T, € Ty ein
ip € {1,...,n} gibt, sodass
72,* < \/ﬁnio,*;

folgt, dass fiir ¢ := .nlnn 12

i=1,..., n

(N + 1) min 72 < (V5 1)% Vi min 1 < V0 20l

gilt. Durch bilden des Supremums iiber Ny auf der linken Seite, folgt die gewiinschte
Aussage. m

Korollar 4.6. Falls
Smax = sup{s > 0| ||u|ls, < 00} < 0 und tpax = sup{t > 0|||z||s, < 0} < o0,

dann ezistieren fir beliebige s € (0, Smax) und t € (0,tmax) Teilfolgen (Ty, )ren und
(Te,)jen, sodass fiir beliebige k,j € N gilt, dass

Mt S #HTo, — #T0)7° und o0, < #Te, — #T0) 7, (4.17)

wobei die versteckten Konstanten von Sypax — § > 0 und tya.c —t > 0 abhdngen.

Satz 4.7 (Optimales Konvergenzverhalten von Algorithmus 1 mit Markierungsstra-
tegie 3 fiir endlich viele Zielfunktionale). Algorithmus 1 mit Markierungsstrategie 3
liefert dieselben Ergebnisse wie Satz 4.5 und Korollar 4.6 fir beliebiges 6 € (0, Oqpt/2).
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5 Numerische Experimente

In diesem letzten Kapitel, sollen die Ergebnisse aus Kapitel 4 mit numerischen Expe-
rimenten unterlegt werden. Sei dazu folgendes Modellproblem gegeben: Sei 2 < R?
mit Lipschitz Rand 0€); Seien f € L*(Q) und f € [L*(Q)]?. Betrachte das Poisson-
Problem mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen:

—Au=f+divf inQ, (5.1)
u=20 auf 0€).

Mit dem Satz von Gauf}, siehe z.b. [Jiingel, 2022], lautet die schwache Formulierung:
Finde u € H}(Q), sodass a(u,v) = F(v) fiir alle v e H}(Q) gilt, wobei!

a(u,v) = L Vu-Vvdr und F(v):= L fv—=Vuv- fdx (5.3)

fiir alle u,v € Hj(Q2) definiert ist und ,,-“ das euklidische Skalarprodukt am R? ist.

Zudem betrachte fiir i € {1,...,n} und g; € L*(Q)? bzw. g, € [L*(2)]* die dualen
Probleme

—Az; = g; +divg, in 5.4)

2z =0 auf 09, (5.5)

deren schwache Formulierungen analog zu (5.3) sind. Nun werden die vier Schritte
der AFEM fixiert und konkretisiert.

5.1 Losen

Lemma 5.1. Die in der schwachen Formulierung (5.3) definierte Bilinearform und
das Funktional erfillen die Voraussetzungen fiir das Lemma von Lax—Milgram.

Beweis. Die Linearitét von a(-,-) und F(-) folgt unmittelbar aus der Linearitdt von
Integral, Skalarprodukt und Gradienten. Seien u,v € H} () beliebig. Dann folgt mit
der Cauchy—-Schwarz Ungleichung

alu,) = [ V- Vods < [Vulo 9ol = lulugollolngo,

Hier wird der H}(€2) versehen mit der Energienorm [l @) = [[VullL2 () betrachtet. Auf H(Q)
ist diese dquivalent zur Sobolevnorm ||-|| g1 (q), vgl. [Jingel, 2022].
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5 Numerische Experimente

womit die Stetigkeit von a(-,-) bewiesen ist. Weiters folgt unmittelbar aus der Defi-
nition
alu,) = | Vu de = |Vulf = lulfyyo,

womit auch die Koerzivitat gezeigt ist. Schlussendlich folgt aus der Hélder- und
Poincaré-Ungleichung:

P < [ Ifoldo+ | 90 fldo < Gyl [Vollizo) + | V0 fldo. (50
Q Q Q

Das verbleibende Integral kann wiederum mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung ab-
geschitzt werden:

| 190+ flde < 12 I Vel (5.7)

was zeigt, dass F'(-) beschréankt und demnach stetig ist. O

Also existiert nach Lemma 2.1 ein eindeutiges u € H;(Q), welches die schwache
Formulierung 16st. Sei weiters fiir eine zulédssige Triangulierung 7, von € der Raum
der T,—stiickweise Polynome vom Grad < p folgendermaflen definiert:

PP(T,) = {ve L*(Q)|VT € T,: v|rist ein Polynom vom Grad < p}. (5.8)
Definiere zudem die FEM-Raume
S'(T.) == P°(T,) n H'(Q) und SJ(T.) := S*(T.) n Hi(Q), (5.9)

welche als endlich-dimensonale Teilriume von H} () wieder Hilbertriume sind. Mit
Proposition 2.2 folgt auch die Existenz einer eindeutigen Losung U, € S (7). Analoge
Argumentation gewihrt auch die eindeutige Existenz der Losungen z; € H}(Q) fiir die
dualen Probleme (5.4)—(5.5) sowie der zugehorigen diskreten Losungen Z; . € (7).

5.2 Schatzen

Wir nehmen an, dass fiir die gegebene Anfangstriangulierung 7q die Divergenz div f|r
fiir alle T € Ty klassisch in L?*(T) existiert, d.h. f € H(div,T) fiir alle T € T,. Ferner
existiere die Spur f - v € L?(09). Beides ist klarerweise erfiillt, wenn f stiickweise
polynomial ist, d.h. f € P9 fiir ¢ > 0. Wiederum fiir eine zuléssige Triangulierung 7
und T € 7T, definiere, ausgenommen am Dirichlet Rand, den a posteriori Element—
basierten Residual Fehlerschétzer

(D) = W |Au+ f+ div flfFary + Y, hrll[(Va+ £) - v]lfew),  (5.10)

ECTN)
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5 Numerische Experimente

wobei mit £ < T n Q die Kanten von 7" und mit [[(-) - ¥] der Sprung auf der Kante
E1 =Tn T1

[v-v]=(v-v)lr+ (v-v)n,
fiir ein beliebiges benachbartes Element 77 von T und v der nach auflen gerichtete
Einheitsnormalvektor ist. Analoge Voraussetzungen wie fiir f machen wir fiir g,. Fiir
die dualen Probleme betrachte dann

Neow(T) = W7 | Azi + gi + divg oy + Y. brll[(Vzi +g:) - vl 72, (5.11)
ECTNQ

und definiere wie in Abschnitt 4 den gesamten Fehlerschatzer fiir alle dualen Probleme

n 1/2
Your = (Z?f) - (5.12)
=1

Die sowohl in (5.10), als auch (5.11), definierten Fehlerschétzer erfiillen die Abschétzung
(2.6) und die Axiome (A1)—(A4), siehe z.B. [Feischl et al., 2016] oder [Verfiirth, 2013].

5.3 Markieren

Die beiden Markierungsstrategien 2 und 3 aus Abschnitt 3.1 werden verwendet und
wurden dort bereits ausfiihrlich beschrieben.

5.4 Verfeinern

Zur Netzverfeinerung wird das in Abschnitt 3.2 angedeutete NVB verwendet. Da
dieser Algorithmus von grofler Bedeutung fiir die numerischen Experimente ist, wird
dieser jetzt fir d = 2 genauer beschrieben. Sei, wie in [Innerberger, 2022], T" =
conv{zg, x1, 22} € T, ein Element einer zuldssigen Triangulierung 7, und bezeichne
mit re(T') = conv{zry, x2} diejenige Kante von T', beziiglich der verfeinert werden soll.
Das Element 7" wird dann folgendermaflen verfeinert: re(7") wird halbiert, indem
ein neuer Knoten = = (z7 + x2)/2 eingefithrt wird und aus 7" zwei neue Elemente
Ty = conv{x, zg, z1} und Ty = conv{z, z3, xo} gemacht werden. 7} und 7, haben dann
jeweils die Verfeinerungskanten re(7T}) = conv{zg, z1} bzw. re(Ty) = conv{xs, 2o}, also
die Kanten gegeniiber der jiingsten Kante. Sobald alle markierten Elemente verfeinert
sind, besteht die Moglichkeit, dass in der neuen Triangulierung , hdngende“ Knoten
(engl. hanging nodes) vorhanden sind, also die Triangulierung nicht mehr konform ist.
Dies liisst sich vermeiden, indem rekursiv? sichergestellt wird, dass fiir jedes Element
mit markierter Kante auch zumindest dessen Referenzkante auch markiert ist. Das
Element 7" wird dann wie in Abbildung (5.1) zerteilt.

2Da die Triangulierung aus endlich vielen Elementen besteht, terminiert die Rekursion nach ma-
ximal 3 - # T, Schritten.
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5 Numerische Experimente

AN AN A A

Abbildung 5.1: Alle Moglichkeiten an Verfeinerungskanten und Knoten der neuen
Elemente vor und nach der Verfeinerung (jeweils tibereinander).

Algorithmus 4: Newest Vertex Bisection fiir d = 2
Input: Eine zulédssige Triangulierung 7, und eine Menge von markierten
Elementen M, < 7.
(i): Definiere U, := O und C, := {re(T)|T € M.,}.
(ii): Solange C, # O:
Setze Uy == U, U Cy und C, := {re(T)|T € To: IE € U, mit E < 0T }\U,.
(iii): Verfeinere die Elemente, sodass alle markierten Kanten F € U, geméi8
Abbildung (5.1) verfeinert werden.
beschrieben zerteilt werden.
Output: Verfeinerte Triangulierung 7,.

5.5 Experimente

Fiir die konkreten Experimente betrachte Q := (0,1)2, f =1 und f = 0. Weiters sei
die Anzahl der Zielfunktionale n = 3 und betrachte die folgenden Teilmengen von 2:

(i) Q ={(z,y)e(0,1)*|0<z<1/4; 3/4<y<1lundy >+ 3/4},
(i) Q= {(z,y) € (0,1)?[3/4 <z < 1},
(iii) Q3 = {(x,y) € (0,1)? |z —1/4 <y <z + 1/4}.
Definiere weiters die Zielfunktionale g; fiir ¢ € {1,2,3} und beliebiges v € H}():
Gi(v) = | (Vouds,
1971

Go(v) = JQ vdx, (5.13)

Ga(v) — Lg(vv)l iz,
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5 Numerische Experimente

Abbildung 5.2: 2; in rot, 25 in tiirkis und 3 in violett.

wobei bei G; und Gj3 jeweils die zweite bzw. erste Komponente des Gradienten ge-
meint ist. Weiters bezeichne mit x die charakteristische Funktion auf der Menge A
und definiere

g1 = (0,x0,), g2 =0 und g3 := (x0,,0), (5-14)

und
g1 =0, g2 = X, und gs = 0. (5.15)

Fiir die praktische Umsetzung wurde das MooAFEM Package, siehe [Innerberger and
Praetorius, 2023], verwendet.
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5 Numerische Experimente

0 goal error estimator over number of dofs
10 T T T T

G p=1
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Abbildung 5.3: Konvergenzrate des Schéitzerprodukts 7,7,

number o dofs umber of dofs number o dofs

(a) 1z (b) 72, (€) 7z
Abbildung 5.4: Fehlerschitzer
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(c) 22 (d) 23

ST
o DR :,
05| N 05| ] // 05|
(a) 41 dofs (b) 479 dofs (c) 6386 dofs

Abbildung 5.6: Netzverfeinerung fiir p = 1

o 02 04 3 o8 . o 0z 0s 05 08 T o 02 04 3 08

(a) 145 dofs (b) 455 dofs (c) 5874 dofs

Abbildung 5.7: Netzverfeinerung fiir p = 2
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(a) 313 dofs (b) 862 dofs (c) 7306 dofs

Abbildung 5.8: Netzverfeinerung fiir p = 3
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