
B A C H E L O R A R B E I T

Adaptive Finite Elemente Methode

für endliche viele Zielfunktionale

ausgeführt am

Institut für

Analysis und Scientific Computing

TU Wien

unter der Anleitung von

Univ.-Prof. Dr. Dirk Praetorius

Dr. Michael Innerberger

durch

Jakob Berner

Matrikelnummer: 11736057

Wien, am 15. Mai 2023



Danksagung
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1 Einleitung

What is the di↵erence between
method and device? A method is a
device which you use twice.

George Polya

Oftmals ergibt sich bei der Beobachtung von dynamischen Systemen, wie etwa der
Verteilung von Wärme um ein Lagerfeuer oder die Entwicklung eines Aktienkurses,
die Frage beziehungsweise das Problem, deren Verhalten charakterisieren und bestim-
men zu wollen. Dabei stößt man früher oder später meist auf partielle Di↵erentialglei-
chungen (PDE), im obigen Fall die Wärmeleitungsgleichung oder das Black-Scholes
Modell, deren Lösungen fast nie exakt bestimmt werden können. In solchen Situatio-
nen greift dann das Zahnrad der numerischen Mathematik und liefert quantitative
Lösungen auch dort, wo man sich keine mehr erho↵t. Diese Lösungen ergeben sich
in den meisten Fällen mit der Finiten Elemente Methode (FEM), einem schon lang
etablierten Ansatz, der ursprünglich aus dem Ingenieurwesen kommt. Die Grundidee
der FEM ist es, das Gebiet, in dem die PDE gelöst werden soll, in kleinere Segmente
(Elemente) zu unterteilen und dann eine Lösung zu

”
bauen“, deren Parameter auf das

erwartete Verhalten in den jeweiligen Elementen angepasst werden können. Diesen
Vorgang kann man auch adaptiv (adaptive FEM bzw. AFEM) gestalten, wobei dann
in jeder Iteration die Unterteilung des Gebietes dort feiner wird, wo der Fehler zur
eigentlichen Lösung verhältnismäßig groß ist bzw. scheint. Ist man allerdings nicht an
der gesamten Lösung der PDE, sondern nur an gewissen Bereichen interessiert, bietet
sich die zielorientierte AFEM (engl. goal–oriented AFEM bzw. GOAFEM) an, bei
der der adaptive Prozess so kalibriert ist, dass die Lösung in besagten Bereichen, die
durch die Ziele bzw. Goal–Funktionale vorgegeben sind, besonders gut approximiert
wird. In [Mommer-Stevenson, 2009] und [Feischl et al., 2016] wurde gezeigt, dass
für ein solches Ziel gewisse Algorithmen (Algorithmus 2 und 3) ideal konvergieren.
Das Anliegen dieser Arbeit ist es, dieses Ergebnis von einem Ziel auf beliebig, aber
endliche viele Ziele zu erweitern.
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2 Abstrakte Idee von GOAFEM im

Rahmen des Lemmas von

Lax–Milgram

Im Folgenden soll der abstrakte Rahmen für die zielorientierte AFEM (adaptive Fi-
nite Elemente Methode) und damit auch für die vorliegende Arbeit erläutert werden.
Sei dazu X ein Hilbertraum ber R mit Skalarprodukt x¨, ¨yX und induzierter Norm

k¨kX :“ x¨, ¨y
1{2
X , X ˚ der topologische Dualraum und ap¨, ¨q : X ˆ X Ñ R eine stetige

und koerzive1 Bilinearform, d.h.

DCstet ° 0 @u, v P X : apu, vq § Cstet kukXkvkX ,

D ° 0 @u P X : apu, uq •  kuk
2
X .

(2.1)

Weiters sei f P X
˚ ein beliebiges stetiges Funktional2 und u P X die Lösung von

apu, vq “ fpvq für alle v P X . (2.2)

Das Lemma von Lax–Milgram gewährt, dass diese Lösung u existiert und eindeutig
ist.

Lemma 2.1 (Lax–Milgram). Seien X ein Hilbertraum, ap¨, ¨q : X ˆX Ñ R eine ste-
tige und koerzive Bilinearform und f P X

˚. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes
u P X , welches (2.2) löst.

Beweis. Siehe [Jüngel, 2022].

Ziel der GOAFEM (engl. Goal-Oriented AFEM) ist es, für ein Funktional g P X
˚,

einen Zielwert gpuq und dann im Weiteren g1puq, . . . , gnpuq zu bestimmen. Nur in den
seltensten Fällen lässt sich eine exakte Lösung u von (2.2) explizit finden. Sei also
X‚ Ä X ein endlichdimensionaler Unterraum mit einhergehender Triangulierung T‚
von ⌦ Ä Rd.

1So wie Koerzivität in (2.1) definiert ist, entspricht sie der Elliptizität wie man sie aus der Literatur
kennt.

2Üblicherweise kommen ap¨, ¨q sowie fp¨q aus der schwachen Formulierung eines linearen, in diesem
Fall elliptischen, Randwertproblems über einer beschränkten und o↵enen Menge ⌦ Ä Rd mit
Lipschitz–Rand.
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2 Abstrakte Idee von GOAFEM im Rahmen des Lemmas von Lax–Milgram

Definition. Für eine o↵ene Menge ⌦ Ä Rd bezeichne T Ä PpRd
q eine Triangulie-

rung von ⌦, falls:

• #T † 8,

• @T P T : T ist abgeschlossen und zusammenhängend,

• @T P T : �pT q ° 0, wobei � das d-dimensionale Lebesgue Maß ist,

• @T, T
1

P T mit T ‰ T
1 : �pT X T

1
q “ 0,

•
î

TPT T “ ⌦.

Proposition 2.2. Sei X ein Hilbertraum, X‚ Ä X ein endlichdimensionaler Unter-
raum und ap¨, ¨q : X ˆX Ñ R eine stetige und koerzive Bilinearform auf X . Dann ist
ap¨, ¨q auch eine stetige und koerzive Bilinearform auf X‚ ˆ X‚.

Beweis. Seien u, v P X beliebig und Cstet und  die Konstanten für Stetigkeit und
Koerzivität von ap¨, ¨q. Dann gelten beide Abschätzungen von (2.1) für alle u, v P X‚,
da X‚ Ä X .

Demnach lässt sich Lemma 2.1 auch auf X‚ anwenden und es gibt eine eindeutige
Galerkin–Lösung U‚ P X‚ zu

apU‚, V‚q “ fpV‚q für alle V‚ P X‚. (2.3)

Zusätzlich lässt sich noch mit dem Zielfunktional g das duale Problem

apv, zq “ gpvq für alle v P X (2.4)

formulieren, für welches es wieder eine eindeutige Lösung z P X (Lax–Milgram) und
eine eindeutige Galerkin Lösung Z‚ P X‚ zu

apV‚, Z‚q “ gpV‚q für alle V‚ P X‚ (2.5)

gibt. Insgesamt erhält man also

|gpuq ´ gpU‚q| “ |gpuq ´ gpU‚q ´ fpZ‚q ` fpZ‚q|

“ |apu, zq ´ apU‚, zq ´ apu, Z‚q ` apU‚, Z‚q|

“ |apu ´ U‚, z ´ Z‚q|

§ Cstet ku ´ U‚kXkz ´ Z‚kX .

Sowohl ku ´ U‚kX als auch kz ´ Z‚kX können mittels a posteriori Fehlerschätzern
⌘u,‚ bzw. ⌘z,‚ kontrolliert werden, vgl. [Grätsch-Bathe, 2005]. Mit einer geeigneten
Konstante Crel ° 0 gilt:

ku ´ U‚kX § Crel ⌘u,‚ und kz ´ Z‚kX § Crel ⌘z,‚. (2.6)

3



2 Abstrakte Idee von GOAFEM im Rahmen des Lemmas von Lax–Milgram

Schlussendlich erhält man

|gpuq ´ gpU‚q| À ⌘u,‚ ⌘z,‚. (2.7)

Hierbei ist a À b eine Abkürzung für a § Cb mit einer Konstanten C ° 0. Demnach
ist es das Ziel, einen adaptiven Algorithmus zu entwerfen, der das Produkt ⌘u,‚⌘z,‚
bzw. eine obere Schranke für den Fehler schnellstmöglich gegen 0 gehen lässt [Feischl
et al., 2016].

4



3 GOAFEM für ein Zielfunktional

3.1 Adaptive Algorithmen

Grundannahme für dieses Kapitel ist, dass für jede zulässige Triangulierung T˚ (siehe
Abschnitt 3.2) die Fehlerschätzer ⌘w,˚ für w P tu, zu mit lokalen Beiträgen ⌘w,˚pT q

für alle T P T˚ berechenbar sind.
Für die einfachere Lesbarkeit werden folgende Abkürzungen verwendet:

⌘w,˚ :“ ⌘w,˚pT˚q, ⌘w,˚pU˚q :“
´ ÿ

TPU˚

⌘w,˚pT q
2
¯1{2

für w P tu, zu und U˚ Ñ T˚. (3.1)

Der prinzipielle Aufbau (fast) jedes AFEM Algorithmus besteht aus drei Schritten;
siehe Abbildung 3.1.1 Oftmals hängen die konkreten Schritte von der Problemstellung

Abbildung 3.1: AFEM-Schema

ab. Auf dem abstrakten Niveau von Kapitel 2 lässt sich jedoch folgender Pseudocode
formulieren:
Algorithmus 1: Grundstruktur von AFEM
Input: Initiale Triangulierung T0, Markierungsstrategie.
for ` P N0 do

(I): Berechne Verfeinerungsindikatoren ⌘u,`pT q, ⌘z,`pT q für T P T`.
(II): Bestimme eine Teilmenge M` Ñ T` von markierten Elementen.
(III): Definiere T``1 :“ refinepT`,M`q als gröbste Verfeinerung, sodass
alle markierten Elemente T P M` verfeinert worden sind.

end

Output: Folge von verfeinerten Triangulierungen T` mit korrespondierenden
Fehlerschätzern ⌘u,`, ⌘z,` für ` P N0.

1Oftmals werden vier Schritte angeführt, wobei sich Schritt 1 Lösen/Schätzen dann in zwei separate
Schritte Lösen und Schätzen aufteilt.
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3 GOAFEM für ein Zielfunktional

Bemerkung. Für (I) werden üblicherweise die Galerkin Lösungen U` sowie Z` benötigt,
daher der Name Lösen/Schätzen.

Im Weiteren werden zwei Markierungsstrategien (Algorithmus 2, 3) für Schritt (II)
von Algorithmus 1 vorgestellt. Ziel beider Algorithmen soll sein, das Schätzerprodukt
⌘u,` ⌘z,` mit optimaler Konvergenzrate (siehe Abschnitt 3.5) gegen 0 gehen zu lassen.

Algorithmus 2: Strategie A für (II)

Input: 0 † ✓ § 1, Cmark • 1, C
1
mark • 1, ⌘u,`, ⌘z,`, T`.

(i): Bestimme Mengen Mu,` Ñ T` und Mz,` Ñ T` mit bis auf den Faktor
Cmark minimaler Kardinalität, sodass die Dörfler Markierung erfüllt ist, d.h.

✓⌘
2
u,`

§ ⌘u,`pMu,`q
2 und ✓⌘

2
z,`

§ ⌘z,`pMz,`q
2
.

(ii): Wähle M
min
`

P tMu,`,Mz,`u mit kleinerer Kardinalität und wähle
M` Ñ Mu,` Y Mz,` mit Mmin

`
Ñ M` und #M` § C

1
mark #M

min
`

.

Output: Menge M` Ñ T` von markierten Elementen.

Minimale Kardinalität bis auf den Faktor Cmark bedeutet, dass für w P tu, zu

#Mw,` § Cmark min
U`PMw,`

#U`, wobei Mw,` :“ tU` Ñ T` | ✓⌘
2
w,`

§ ⌘w,`pU`q
2
u.

Für C
1
mark “ 1 erhält man den Algorithmus von [Mommer-Stevenson, 2009], jedoch

hat sich in numerischen Experimenten herausgestellt, dass sich aggressivere Markie-
rungsstrategien als besser erweisen. Beispielsweise kann man wie [Feischl et al., 2016]
vorgehen und M` folgendermaßen wählen:
WähleMmin

`
,M

max
`

P tMu,`,Mz,`u mit #M
min
`

“ mint#Mu,`,#Mz,`u undM
max
`

‰

M
min
`

sowie M
#
`

Ñ M
max
`

mit #M
#
`

“ #M
min
`

. Mit der Wahl M` :“ M
min
`

Y M
#
`

erhält man C
1
mark “ 2.

Strategie B (Algorithmus 3) wurde ursprünglich in [Becker et al., 2011] für eine
GOAFEM des Poisson Problems vorgestellt. Allerdings werden dort zusätzliche An-
nahmen benötigt, die sich aber als nicht notwendig herausstellen, vergleiche [Feischl
et al., 2016].

Algorithmus 3: Strategie B für (II)

Input: 0 † ✓ § 1, Cmark • 1, ⌘u,`, ⌘z,`, T`.
(i): Berechne Verfeinerungsindikatoren ⇢

2
`
pT q :“ ⌘u,`pT q

2
⌘
2
z,`

` ⌘
2
u,`
⌘z,`pT q

2 für
alle T P T`.

(ii): Wähle M` Ñ T` mit bis auf den Faktor Cmark minimaler Kardinalität,
sodass ✓⇢2

`
§ ⇢`pM`q

2.

Output: Menge M` Ñ T` von markierten Elementen.
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3 GOAFEM für ein Zielfunktional

3.2 Netzverfeinerung

Im Weiteren soll die Netzverfeinerung eine deterministische und fixierte Strategie
sein, also in jeder Iteration von Algorithmus 1 die gleiche. Üblicherweise wird Newest
Vertex Bisection (NVB) wie in [Stevenson, 2008] verwendet; siehe Abbildung 3.22.

Abbildung 3.2: Newest Vertex Bisection

NVB zerteilt Dreiecke, indem jeweils vom jüngsten Knoten eine Linie zum Mittel-
punkt der gegenüberliegenden Seite gezogen wird.
Für jede zulässige Triangulierung T und jede Menge von markierten Elementen
M Ñ T sei die Triangulierung T

1 :“ refinepT ,Mq die gröbste, bei der jedes Ele-
ment T P M verfeinert worden ist, d.h. M Ñ T zT

1. Weiters definiere eine Relation3

refine auf der Menge aller Triangulierungen:

Definition. Wir schreiben T
1

P refinepT q falls es Triangulierungen T
p0q
, . . . , T

pnq

und Mengen von markierten Elementen M
p0q
, . . . ,M

pn´1q gibt, sodass T “ T
p0q und

T
1

“ T
pnq mit T pjq

“ refinepT pj´1q
,M

pj´1q
q. Für den Fall n “ 0 setze T “ T

p0q
P

refinepT q. Bezeichne die Menge aller (verfeinerten) Triangulierungen mit initialer
Triangulierung T0 mit T :“ refinepT0q und mit TN :“ tT P T|#T ´ #T0 § Nu die
(endliche) Menge von Triangulierungen, die maximal N Elemente mehr als T0 haben.

Bemerkung. Für die Resulatate aus [Stevenson, 2008] werden zusätzliche Voraus-
setzungen an T0 gestellt, welche sich im 2D-Fall durch induktive Implementierung,
vgl. [Karkulik et al., 2013], als nicht notwendig herausstellen.

2Grafik von links oben nach rechts unten.
3Aus der Definition von refine ergibt sich sofort deren Transitivität und Reflexivität, allerdings ist
sie nicht symmetrisch.
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3 GOAFEM für ein Zielfunktional

Zudem seien für s ° 0 und w P tu, zu die Aproximationsklassen As folgendermaßen
definiert:

Definition. Es gilt w P As genau dann, wenn kwkAs † 8 wobei

kwkAs
:“ sup

NPN0

`
pN ` 1q

s min
T˚PTN

⌘w,˚
˘
.

Explizit bedeutet kwkAs † 8, dass für optimale Triangulierungen eine algebraische
Konvergenzrate von OpN

´s
q für ⌘w Ñ 0 möglich ist. Somit lassen sich die zwei

Hauptresultate von [Feischl et al., 2016], siehe Abschnitt 3.5, formulieren. Nämlich die
piq lineare Konvergenz und das piiq optimale Konvergenzverhalten von Algorithmus 1
mit Strategien A–B, d.h.

(i) Dq P p0, 1q @n P N @` P N : ⌘u,``n ⌘z,``n À q
n
⌘u,` ⌘z,`,

(ii) kukAs ` kzkAt † 8 ñ ⌘u,` ⌘z,` Ñ 0 mit Op#T
´ps`tq
`

q.

3.3 Axiome der Adaptivität

Um die Hauptergebnisse aus Abschnitt 3.5 beweisen zu können, bedarf es einiger
Hilfsresultate aus [Feischl et al., 2016] und [Carstensen et al., 2014]. Für diese Resul-
tate wird ein Begri↵ von Abstand auf der Menge der Triangulierungen benötigt.

Definition. Wir nennen eine Funktion dw : T ˆ T Ñ R•0 Abstandsfunktion (auf
der Menge der zulässigen Triangulierungen), falls es eine Konstante Cdist ° 0 gibt,
sodass

C
´1
distdwpT , T

2
q § dwpT , T

1
q ` dwpT

1
, T

2
q für alle T , T

1
, T

2
P T,

dwpT , T
1
q § Cdist dwpT

1
, T q für alle T , T

1
P T.

(3.2)

Bemerkung. Konkret könnte dwp¨, ¨q für w P tu, zu, W P tU,Zu und Triangulierun-
gen T˚, T‚ P T durch dwpT‚, T˚q :“ apW˚ ´ W‚,W˚ ´ W‚q

1{2
» kW˚ ´ W‚kX gegeben

sein, wobei W˚ und W‚ die Galerkin–Lösungen zu den Triangulierungen T˚ und T‚
sind, vgl. [Feischl et al., 2016].

Zudem werden noch vier Axiome (A1)–(A4) benötigt, die das Verhalten von Feh-
lerschätzern von verfeinerten Triangulierungen bestimmen:

(A1) Stabilität auf nicht verfeinerten Elementen:
Es existiert eine Konstante Cstb ° 0, sodass für alle T‚ P T und T˚ P refinepT‚q

|⌘w,˚pT‚ X T˚q ´ ⌘w,‚pT‚ X T˚q| § Cstb dwpT‚, T˚q

gilt.

8



3 GOAFEM für ein Zielfunktional

(A2) Reduktion auf verfeinerten Elementen:
Es existieren Konstanten qred P p0, 1q und Cred ° 0, sodass für alle T‚ P T und
T˚ P refinepT‚q

⌘w,˚pT˚zT‚q
2

§ qred ⌘w,‚pT‚zT˚q
2

` CreddwpT‚zT˚q
2

gilt.

(A3) Diskrete Zuverlässigkeit:
Es existiert eine Konstante Crel ° 0, sodass für alle T‚ P T und T˚ P refinepT‚q

eine Menge RwpT‚, T˚q Ñ T‚ existiert mit

(i) T‚zT˚ Ñ RwpT‚, T˚q,

(ii) dwpT˚, T‚q § Crel ⌘w,‚pRwpT‚, T˚qq,

(iii) #RwpT‚, T˚q § Crel #pT‚zT˚q.

(A4) Quasi-Orthogonalität:

Sei T`n eine (möglicherweise endliche) Teilfolge von Triangulierungen erzeugt
von Algorithmus 1 mit ✓ ⌘2

w,`n
§ ⌘w,`npT`nzT`n`1q

2 für alle n P N. Dann existiert
für alle " ° 0 ein Corthp"q ° 0, sodass für alle n § N mit wohldefinierten
Triangulierungen T`n , ..., T`N gilt, dass

Nÿ

j“n

pdwpT`j`1 , T`jq
2

´ "⌘
2
w,`j

q § Corthp"q ⌘
2
w,`n

.

Damit lassen sich nun die folgenden Hilfsresultate beweisen.

Lemma 3.1 (Quasi-Monotonie des Schätzers). Es existiert eine von den Axiomen
(A1)–(A3) abhängige Konstante Cmon ° 0, sodass für alle T‚ P T und T˚ P refinepT‚q

⌘
2
w,˚ § Cmon⌘

2
w,‚ (3.3)

gilt.

Beweis. Seien wie in [Carstensen et al., 2014] T‚ P T und T˚ P refinepT‚q beliebig.
Dann ergibt sich aus der Definition (3.1), dass

⌘
2
w,˚ “ ⌘w,˚pT˚q

2
“ ⌘w,˚

`
pT˚zT‚q Y pT˚ X T‚q

˘2
“ ⌘w,˚pT˚zT‚q

2
` ⌘w,˚pT˚ X T‚q

2
. (3.4)

Axiom (A1) besagt

|⌘w,˚pT‚ X T˚q ´ ⌘w,‚pT‚ X T˚q| § Cstb dwpT‚, T˚q,

woraus mit der Dreiecksungleichung

⌘w,˚pT‚ X T˚q § Cstb dwpT‚, T˚q ` ⌘w,‚pT‚ X T˚q, (3.5)

9



3 GOAFEM für ein Zielfunktional

und weiters mit der Young-Ungleichung

⌘w,˚pT‚ X T˚q
2

§
`
Cstb dwpT‚, T˚q ` ⌘w,‚pT‚ X T˚q

˘2

§ 2C2
stb dwpT‚, T˚q

2
` 2 ⌘w,‚pT‚ X T˚q

2
(3.6)

folgt. Der linke Term von (3.4) wird mit Axiom (A2) und der Brutalabschätzung
qred † 2 zu

⌘w,˚pT˚zT‚q
2

§ qred ⌘w,‚pT‚zT˚q
2

` CreddwpT‚zT˚q
2

§ 2 ⌘w,‚pT‚zT˚q
2

` CreddwpT‚zT˚q
2
.

(3.7)

Insgesamt ergibt sich aus (3.4) mit (3.6) und (3.7)

⌘w,˚pT˚zT‚q
2

` ⌘w,˚pT˚ X T‚q
2

§ 2 ⌘2
w,‚ ` pCred ` 2C2

stbq dwpT‚, T˚q
2
. (3.8)

Axiom (A3) angewandt auf (3.8) ergibt

⌘w,˚pT˚zT‚q
2

` ⌘w,˚pT˚ X T‚q
2

§ 2 ⌘2
w,‚ ` C

2
rel pCred ` 2C2

stbq ⌘w,‚pRwpT‚, T˚qq
2 (3.9)

und, da RwpT‚, T˚q Ñ T‚, erhält man schlussendlich mit

⌘
2
w,˚ § 2 ⌘2

w,‚ ` C
2
rel pCred ` 2C2

stbq ⌘w,‚pRwpT‚, T˚qq
2

§ p2 ` C
2
relp2C

2
stb ` Credq ⌘

2
w,‚

die gewünschte Abschätzung mit Cmon :“ 2 ` C
2
relp2C

2
stb ` Credq.

Lemma 3.2 (Optimalität der Dörfler Markierung). Aus den Axiomen (A1) und (A3)
folgt, dass für beliebiges 0 † ✓ † ✓opt :“ p1 ` C

2
stb C

2
relq

´1 ein opt P p0, 1q exis-
tiert, sodass für alle T‚ P T und T˚ P refinepT‚q mit ⌘2

w,˚ § opt ⌘
2
w,‚ auch ✓ ⌘

2
w,‚ §

⌘w,‚pRwpT‚, T˚qq
2 gilt.

Beweis. Sei wie in [Carstensen et al., 2014] ✓ P p0, ✓optq beliebig. Analog zu Lemma 3.1
erhält man mit der Young-Ungleichung für beliebiges, aber festes � ° 0

⌘w,‚pT‚ X T˚q
2

§
`
Cstb dwpT‚, T˚q ` ⌘w,˚pT‚ X T˚q

˘2

§ p1 ` �
´1

qC
2
stb dwpT‚, T˚q

2
` p1 ` �q⌘w,˚pT‚ X T˚q

2
.

(3.10)

Weiters gewährt Axiom (A3), dass T‚zT˚ Ñ RwpT‚, T˚q und damit

⌘w,‚pT‚zT˚q
2

§ ⌘w,‚pRwpT‚, T˚qq
2
. (3.11)

Insgesamt erhalten wir mit (3.10), (3.11) und Axiom (A3)

⌘
2
w,‚ § ⌘w,‚pRwpT‚, T˚qq

2
` p1 ` �q⌘w,˚pT‚ X T˚q

2

` p1 ` �
´1

qC
2
stb C

2
rel ⌘w,‚pRwpT‚, T˚qq

2
.

(3.12)
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3 GOAFEM für ein Zielfunktional

Aus der Voraussetzung ⌘
2
w,˚ § opt ⌘

2
w,‚ folgt

⌘
2
w,‚ § p1 ` �qopt⌘

2
w,‚ ` p1 ` p1 ` �

´1
qC

2
stbC

2
relq ⌘w,‚pRwpT‚, T˚qq

2
, (3.13)

was äquivalent zu

1 ´ p1 ` �qopt

1 ` p1 ` �´1qC2
stb C

2
rel

⌘
2
w,‚ § ⌘w,‚pRwpT‚, T˚qq

2 (3.14)

ist. Wähle opt aus (3.13) so, dass

✓ “
1 ´ p1 ` �qopt

1 ` p1 ` �´1qC2
stb C

2
rel

†
1

1 ` p1 `
1
�
qC

2
stb C

2
rel

†
1

1 ` C
2
stb C

2
rel

“ ✓opt

Damit wird aus (3.14) das Dörfler–Markierungskriterium ✓⌘
2
w,‚ § ⌘w,‚pRwpT‚, T˚qq

2.

3.4 Verallgemeinerte lineare Konvergenz

Lemma 3.3 (Verallgemeinerte Schätzerreduktion). Sei ✓ P p0, 1s. Falls für beliebiges
T` P T und T``1 P refinepT`q die Dörfler Markierung ✓⌘

2
w,`

§ ⌘w,`pT`zT``1q
2 gilt, dann

existieren qest P p0, 1q und Cest ° 0 abhängig von Axiomen (A1)–(A2) und ✓, sodass
für alle T˚ P refinepT``1q gilt

⌘
2
w,˚ § qest ⌘

2
w,`

` Cest dwpT˚, T`q
2
. (3.15)

Beweis. Seien wie in [Carstensen et al., 2014] T` P T, T``1 P refinepT`q und T˚ P

refinepT``1q beliebig. Aus der Definition von refinep¨, ¨q ergibt sich unmittelbar die
Transitivität, also T˚ P refinepT`q. Analog zu Lemma 3.2 erhält man aus Axiomen
(A1)–(A2) und der Young–Ungleichung für � ° 0

⌘
2
w,˚ § ⌘w,˚pT˚zT`q

2
` p1 ` �

´1
qC

2
stb dwpT`, T˚q

2
` p1 ` �q ⌘w,`pT` X T˚q

2

§ qred ⌘w,`pT`zT˚q
2

`
`
Cred ` p1 ` �

´1
qC

2
stb

˘
dwpT`, T˚q

2

` p1 ` �q ⌘w,`pT` X T˚q
2
.

Mit ⌘w,`pT` X T˚q
2

“ ⌘
2
w,`

´ ⌘w,`pT`zT˚q
2 ergibt sich daraus

⌘
2
w,˚ § p1 ` �qp⌘

2
w,`

´ p1 ´ qredq ⌘w,`pT`zT˚q
2
q ` pCred ` p1 ` �

´1
qC

2
stbq dwpT`, T˚q

2
.

Schlussendlich erhält man mit der Dörfler Markierung ✓⌘
2
w,`

§ ⌘w,`pT`zT˚q
2, dass

⌘
2
w,˚ § p1 ` �q p1 ´ p1 ´ qredq ✓q ⌘

2
w,`

` pCred ` p1 ` �
´1

qC
2
stbq dwpT`, T˚q

2 (3.16)

und die gewünschte Abschätzung folgt mit qest “ p1 ` �qp1 ´ p1 ´ qredq ✓q und
Cest “ Cred ` p1 `

1
�
qC

2
stb, wenn man � ° 0 klein genug wählt.
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3 GOAFEM für ein Zielfunktional

Proposition 3.4 (Verallgemeinerte lineare Konvergenz). Sei pT`q`PN eine Folge von
verfeinerten Triangulierungen (generiert durch Algorithmus 1), d.h. T` P refinepT`´1q.
für alle ` P N. Weiters existieren für beliebiges ✓ P p0, 1s ein qconv P p0, 1q und Cconv

abhängig von Axiomen (A1)–(A4) und ✓, sodass für alle `, n P N mindestens k § n

Indizes ` § `1 § ¨ ¨ ¨ § `k § ` ` n existieren mit ✓⌘2
w,`j

§ ⌘w,`jpT`jzT`j`1q
2 für alle

j P t1, ..., ku. Dann gilt ⌘w,``n § Cconv q
k

conv ⌘
2
w,`

.

Beweis. Sei `0 P N beliebig. Um die Notation zu vereinfachen, setze `0 :“ ` wie
in [Feischl et al., 2016]. Seien zudem " ° 0 und 0 § j § k beliebig. Aus T`i`1 P

refinepT`i`1q ergibt sich zusammen mit Lemma 3.3

kÿ

i“k´j

⌘
2
w,`i`1

(3.15)
§

kÿ

i“k´j

`
qest ⌘

2
w,`i

` C
2
est dwpT`i`1 , T`iq

2
˘

“

kÿ

i“k´j

`
pqest ` C

2
est "q ⌘

2
w,`i

` C
2
est pdwpT`i`1 , T`iq

2
´ " ⌘

2
w,`i

q
˘

(3.17)

Für " † p1 ´ qestqC
´2
est mit  :“ 1 ´ pqest ` C

2
est "q ° 0 ergibt sich aus Axiom (A4)



kÿ

i“k´j

⌘
2
w,`i`1

§ ⌘
2
w,`k´j

` C
2
est

kÿ

i“k´j

`
dwpT`i`1 , T`iq

2
´ " ⌘

2
w,`i

˘

(A4)
§ p1 ` C

2
est Corthp"qq ⌘

2
w,`k´j

.

(3.18)

Nun zeigen wir mittels Induktion über j für q :“ p1`Cest Corthp"qq
´1

, dass Folgendes
gilt

⌘
2
w,`k

§ p1 ´ qq
j

kÿ

i“k´j

⌘
2
w,`i

für alle 0 § j § k. (3.19)

Für den Induktionsanfang j “ 0 ergibt sich ⌘
2
w,`k

“ ⌘
2
w,`k

. Angenommen es gelte
(3.19) für j, dann folgt

⌘
2
w,`k

(3.19)
§ p1 ´ qq

j

kÿ

i“k´j

⌘
2
w,`i

“ p1 ´ qq
j

´` kÿ

i“k´pj`1q
⌘
2
w,`i

˘
´ ⌘

2
w,`k´pj`1q

¯

(3.18)
§ p1 ´ qq

j`1
kÿ

i“k´pj`1q
⌘
2
w,`i

und damit ist (3.19) für alle 0 § j ` 1 § k bewiesen. Für j “ k ´ 1 ergeben (3.19)
und Lemma 3.1

C
´1
mon ⌘

2
w,``n

(3.3)
§ ⌘

2
w,`k

(3.19)
§ p1 ´ qq

k´1
kÿ

i“1

⌘
2
w,`i

§ p1 ´ qq
k´1

kÿ

i“0

⌘
2
w,`i

(3.18)
§

p1 ´ qq
k´1

q
⌘
2
w,`0

“
p1 ´ qq

k

p1 ´ Cq q
⌘
2
w,`

.

(3.20)
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3 GOAFEM für ein Zielfunktional

Damit folgt die gewünschte Abschätzung mit

qconv “ 1 ´ q und Cconv “
Cmon

p1 ´ qq q
.

Das beschließt den Beweis.

3.5 Optimale Konvergenz

Im folgenden Abschnitt wird ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen,
dass die Fehlerschätzer ⌘u,` und ⌘z,` die Axiome (A1)–(A4) aus Abschnitt 3.3 mit
gleichen Konstanten erfüllen.

Satz 3.5 (Lineare Konvergenz von Algorithmus 1). Für beliebiges ✓ P p0, 1s existieren
qlin P p0, 1q und Clin ° 0 abhängig von Axiomen (A1)–(A4) und ✓, sodass Algorith-
mus 1 mit Markierungsstrategien 2 und 3 linear konvergiert, d.h. für alle `, n P N
gilt

⌘u,``n ⌘z,``n § Clin q
n

lin ⌘u,`⌘z,`. (3.21)

Beweis. (I) für Markierungsstrategie 2: In jeder Iteration wird M
min
j

P tMu,j,

Mz,ju mit minimaler Kardinalität gewählt, wobei Mu,j und Mz,j jeweils die Dörfler
Markierung

✓⌘
2
u,j

§ ⌘u,jpMu,jq
2 und ✓⌘

2
z,j

§ ⌘z,jpMz,jq
2 für gegebenes ✓ P p0, 1s (3.22)

erfüllen. Damit ergibt sich für Mmin
j

✓⌘
2
u,j

§ ⌘u,jpM
min
j

q
2 oder ✓⌘

2
z,j

§ ⌘z,jpM
min
j

q
2
. (3.23)

Da M
min
j

Ñ Mj Ñ TjzTj`1, gilt für TjzTj`1 mit j P t1, . . . , `u

✓⌘
2
w,`j

§ ⌘w,`jpT`jzT`j`1q
2 (3.24)

mindestens k-mal für ⌘u,j und pn ´ kq-mal für ⌘z,j. Daraus folgt mit Proposition 3.4

⌘
2
u,``n

§ Cconv q
k

conv⌘
2
u,`

und ⌘
2
z,``n

§ Cconv q
n´k

conv⌘
2
z,`
. (3.25)

Insgesamt ergibt sich also

⌘
2
u,``n

⌘
2
z,``n

§ C
2
conv q

k

conv q
n´k

conv ⌘
2
u,`
⌘
2
z,`

“ C
2
conv q

n

conv ⌘
2
u,`
⌘
2
z,`
. (3.26)

Dies ist die gewünschte Abschätzung mit Clin “ Cconv und qlin “ q
1{2
conv.
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(II) für Markierungsstrategie 3: Für ⇢
2
`
pT q :“ ⌘u,`pT q

2
⌘
2
z,`

` ⌘
2
u,`
⌘z,`pT q

2 erhält
man

⇢
2
`

“ ⇢`pT`q
2

“ 2 ⌘2
u,`
⌘
2
z,`
. (3.27)

Aus der Wahl von M` in Algorithmus 3 und (3.27) ergibt sich

2 ✓⌘2
u,`
⌘
2
z,`

§ ⌘u,`pM`q
2
⌘
2
z,`

` ⌘
2
u,`
⌘z,`pM`q

2
. (3.28)

Daraus folgt unmittelbar

✓⌘
2
u,`

§ ⌘u,`pM`q
2 oder ✓⌘

2
z,`

§ ⌘z,`pM`q
2
. (3.29)

Der Rest vom Beweis verläuft analog zu dem von Markierungsstrategie 2.

Bezüglich des optimalen Konvergenzverhaltens von Algorithmus 1 mit Markierungs-
strategien 2 und 3 bedarf es zusätzlichen Anforderungen zur Netzverfeinerung refine:

(N1) Für alle T P T und T
1

P refinepT q gilt

#pT zT
1
q ` #T § T

1
.

(N2) Es existiert eine Konstante Cmesh ° 0 abhängig von T0, sodass für alle ` P N

#T` ´ #T0 § Cmesh

`´1ÿ

j“0

#Mj

gilt.

(N3) Für alle T , T
1

P T existiert T ‘ T
1

P refinepT q X refinepT 1
q, sodass

#pT ‘ T
1
q § #T ` #T

1
´ #T0

gilt.

Bemerkung. Die Closure Estimate (N2) wurde zuerst für die Newest Vertex Bisec-
tion für d “ 2 in [Binev et al., 2004], später für d • 2 in [Stevenson, 2008] bewiesen.
Beide benötigen zusätzliche Anforderungen an T0. Für d “ 2 kann die Anforderung
an T0 laut [Karkulik et al., 2013] weggelassen werden.
Newest Vertex Bisection gewährt auch die Overlay Estimate (N3), was in [Stevenson,
2007] und [Cascon et al., 2008] bewiesen wurde. Tatsächlich ist bei Newest Vertex Bi-
section T ‘ T

1 gleich der Überlagerung von T und T
1.

Lemma 3.6. Für beliebiges ✓ P p0, ✓opts mit ✓opt wie in Lemma 3.2 und ` P N
existieren Konstanten C1, C2 ° 0 und eine Triangulierung T˚ P refinepT`q, sodass für
beliebige s, t ° 0 mit pu, zq P As ˆ At gilt:
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3 GOAFEM für ein Zielfunktional

piq maxt#RupT`, T˚q,#RzpT`, T˚qu § C1pC2kukAskzkAtq
1{ps`tq

p⌘u,`⌘z,`q
´1{ps`tq

piiq ✓⌘
2
u,`

§ ⌘u,`pRupT`, T˚qq
2 oder ✓⌘2

z,`
§ ⌘z,`pRzpT`, T˚qq

2.

Die Konstanten C1 und C2 hängen von den Axiomen (A1)–(A4) und ✓ ab.

Beweis. Sei wie in [Feischl et al., 2016] " :“ C
´1
mon opt ⌘u,`⌘z,` definiert. Dann folgt

mit Lemma 3.1, dass

" § opt ⌘u,0⌘z,0 † kukAskzkAt † 8. (3.30)

Wähle N P N minimal, sodass kukAskzkAt § " pN ` 1q
s`t. Wähle zudem T"1 und T"2

mit ⌘u,"1 “ minT˚PT ⌘u,˚ und ⌘z,"2 “ minT˚PT ⌘z,˚ und definiere T" :“ T"1 ‘ T"2 , sowie
T˚ :“ T" ‘ T`. Dann folgt wiederum mit Lemma 3.1, der Definition von k¨kA und der
getro↵enen Wahl von N , dass

⌘u,˚⌘z,˚ § Cmon ⌘u,"1⌘z,"2 § Cmon pN ` 1q
´ps`tq

kukAskzkAt

§ Cmon " “ opt ⌘u,`⌘z,`.
(3.31)

Daraus folgt unmittelbar

⌘
2
u,˚ § opt ⌘

2
u,`

oder ⌘
2
z,˚ § opt ⌘

2
z,`

(3.32)

und Lemma 3.2 liefert

✓⌘
2
u,`

§ ⌘u,`pRupT`, T˚qq
2 oder ✓⌘

2
z,`

§ ⌘z,`pRzpT`, T˚qq
2
, (3.33)

was (ii) beweist. Zudem liefern Axiom (A3) und Netzverfeinerungsanforderung (N1)

maxt#RupT`, T˚q,#RzpT`, T˚qu § Crel#pT`, T˚q § Crelp#T˚ ´ #T`q. (3.34)

Mit C :“ pCmon 
´1
opt kukAskzkAtq

1{ps`tq, dem Axiom (A3), der Overlay Estimate (N3)
und der Minimalität von N folgt

N † pkukAskzkAtq
1{ps`tq

"
´1{ps`tq

“ Cp⌘u,`⌘z,`q
´1{ps`tq (3.35)

und damit

#T˚ ´ #T` § #T" ´ #T0 § #T"1 ` T"2 ´ 2#T0 § 2N † 2Cp⌘u,`⌘z,`q
´1{ps`tq

. (3.36)

Insgesamt ergibt sich

maxt#RupT`, T˚q,#RzpT`, T˚qu

(3.34)
§ Crel p#T˚ ´ #T`q

(3.36)
§ 2C Crelp⌘u,`⌘z,`q

´1{ps`tq
.

(3.37)

Dies zeigt (i) mit C1 “ 2Crel und C2 “
Cmon
opt

ist.
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Satz 3.7 (Optimales Konvergenzverhalten von Algorithmus 2). Für beliebiges ✓ P

p0, ✓opts mit ✓opt wie in Lemma 3.2 gewährleistet Algorithmus 2, dass das Fehlerpro-
dukt ⌘u,`⌘z,` mit optimaler algebraischer Rate asymptotisch abfällt, d.h. es existiert
ein Copt ° 0, sodass für alle s, t ° 0 mit pu, zq P As ˆ At und ` P N0 gilt

⌘u,`⌘z,` §
C

1`s`t

opt

p1 ´ q
1{ps`tq
lin qs`t

kukAskzkAtp#T` ´ #T0q
´ps`tq

,

wobei Copt von Axiomen (A1)–(A4), Cmark, C
1
mark und ✓ abhängt.

Beweis. Wie in [Feischl et al., 2016] folgt mit Lemma 3.6 für alle j P N0, dass

M
min
j

“ Mu,j ñ #Mu,j § Cmark #RupTj, T˚q

M
min
j

“ Mz,j ñ #Mz,j § Cmark #RupTj, T˚q.
(3.38)

Damit ergibt sich unmittelbar

pC
1
markq

´1 #Mj § M
min
j

“ mint#Mu,j,#Mz,ju

§ Cmark maxt#RupTj, T˚q,#RzpTj, T˚qu.
(3.39)

Weiters folgt mit Closure Estimate (N2) und Lemma 3.6

#T` ´ #T0 § Cmesh

`´1ÿ

j“0

#Mj

§ CmeshCmark C
1
mark C1 pC2 kukAskzkAtq

1{ps`tq
`´1ÿ

j“0

p⌘u,j⌘z,jq
´1{ps`tq

.

(3.40)

Außerdem folgt mit Satz 3.5 für alle `, n P N

⌘u,``n⌘z,``n § Clin q
n

lin⌘u,`⌘z,`,

also für alle 0 § j § `

⌘u,`⌘z,` § Clin q
`´j

lin ⌘u,j⌘z,j

und damit
p⌘u,j⌘z,jq

´1{ps`tq
§ C

1{ps`tq
lin q

p`´jq{ps`tq
lin p⌘u,`⌘z,`q

´1{ps`tq
. (3.41)

Mit 0 † q :“ q
1{ps`tq
lin † 1, (3.41) und der geometrischen Reihe lässt sich die Summe

in (3.40) weiter abschätzen:

`´1ÿ

j“0

p⌘u,j⌘z,jq
´1{ps`tq

§ C
1{ps`tq
lin p⌘u,`⌘z,`q

´1{ps`tq
`´1ÿ

j“0

q
j

§
C

1{ps`tq
lin

1 ´ q
1{ps`tq
lin

p⌘u,`⌘z,`q
´1{ps`tq

.

(3.42)
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Mit (3.42) wird aus (3.40)

#T` ´ #T0 §
CmeshCmark C

1
mark C1

1 ´ q
1{ps`tq
lin

pClin C2kukAskzkAtq
1{ps`tq

p⌘u,`⌘z,`q
´1{ps`tq

,

was äquivalent zu

⌘u,`⌘z,` §
pCmeshCmark C

1
mark C1q

s`t

p1 ´ q
1{ps`tq
lin qs`t

Clin C2kukAskzkAtp#T` ´ #T0q
´ps`tq (3.43)

ist. Definiere Copt :“ maxtCmeshCmark C
1
mark C1, Clin C2u. Damit ergibt sich

pCmeshCmark C
1
mark C1q

s`t
Clin C2 § C

1`s`t

opt

und schlussendlich

⌘u,`⌘z,` §
C

1`s`t

opt

p1 ´ q
1{ps`tq
lin qs`t

kukAskzkAtp#T` ´ #T0q
´ps`tq

,

was die gewünschte Abschätzung ist.

Korollar 3.8. Falls

smax :“ supts ° 0| kukAs † 8u † 8 und tmax :“ suptt ° 0|kzkAt † 8u † 8,

dann existieren für beliebige s P p0, smaxq und t P p0, tmaxq Teilfolgen pT`k
qkPN und

pT`jqjPN, sodass für beliebige k, j P N gilt, dass

⌘u,`k À p#T`k
´ #T0q

´s und ⌘z,`j À p#T`j ´ #T0q
´t
, (3.44)

wobei die versteckten Konstanten von smax ´ s ° 0 und tmax ´ t ° 0 abhängen.

Beweis. Sei s̃ P p0, smaxq beliebig, wähle " ° 0 mit s :“ s̃ ` 2 " † smax wie in [Feischl
et al., 2016] und setze t :“ tmax ´ ". Aus [Carstensen et al., 2014, Theorem 4.1 (ii)]
folgt

Copt kzkAt § sup
`PN0

p#T` ´ #T0 ` 1q
t
⌘z,` † 8 (3.45)

und damit ⌘z,` Â p#T` ´ #T0 ` 1q
´ptmax`"q. Also gibt es für alle C ° 0 und ` P N ein

k • `, sodass
⌘z,k ° C p#Tk ´ #T0 ` 1q

´ptmax`"q
. (3.46)

Daraus folgt, dass es eine Teilfolge `k gibt, sodass

⌘z,`kp#T`k
´ #T0 ` 1q

tmax`"
• 1 für alle k P N. (3.47)

Mit (3.47) zusammen mit Satz 3.7 folgt

⌘u,`k § ⌘u,`k⌘z,`kp#T`k
´ #T0 ` 1q

tmax`"
À p#T`k

´ #T0 ` 1q
´ps`tq`tmax`"

“ p#T`k
´ #T0 ` 1q

´s̃
.

(3.48)

Für ⌘z,`j folgt die Behauptung analog.
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3 GOAFEM für ein Zielfunktional

Satz 3.9 (Optimales Konvergenzverhalten von Algorithmus 1 mit Markierungsstra-
tegie 3). Algorithmus 1 mit Markierungsstrategie 3 liefert dieselben Ergebnisse wie
Satz 3.7 und Korollar 3.8 für beliebiges ✓ P p0, ✓opt2 q.

Beweis. Wie in [Feischl et al., 2016] ist nur zu zeigen, dass

#Mj § maxt#RupT`, T˚q,#RzpT`, T˚qu. (3.49)

Für beliebiges ✓ P p0, ✓opt2 q erhält man mit Lemma 3.6

2 ✓⌘2
u,j

§ ⌘u,jpRupTj, T˚qq
2 oder 2 ✓⌘2

z,j
§ ⌘z,jpRzpTj, T˚qq

2 (3.50)

Damit erhält man mit Rj :“ RupTj, T˚q oder Rj :“ RzpTj, T˚q jeweils

✓⇢
2
j

“ 2 ✓⌘2
u,j
⌘
2
z,j

§ ⌘u,jpRjq
2
⌘
2
z,j

` ⌘z,jpRjq
2
⌘
2
u,j

“ ⇢jpRjq
2 (3.51)

und mit der Definition von Mj in Algorithmus 3 somit

#Mj § Cmark maxt#RupTj, T˚q,#RzpTj, T˚qu. (3.52)

Damit folgen die Ergebnisse von Satz 3.7 und Korollar 3.8 auch für Algorithmus 3
mit Copt :“ maxtClin C2, CmeshCmark C1u.
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4 GOAFEM für endlich viele

Zielfunktionale

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Ergebnisse von [Feischl et al., 2016], nämlich
Satz 3.5, Satz 3.7 inklusive Korollar 3.8 und Satz 4.7, von einem Zielfunktional g
auf endlich, aber beliebig viele Zielfunktionale g1, . . . , gn für n P N auszuweiten.
Mit jedem Zielfunktional gi erhält man ein weiteres duales Problem und damit eine
weitere Lösung zi und Galerkin Lösung Z‚,i (siehe Abschnitt 2). Mit der gleichen
Methodik wie für ein Zielfunktional erhält man

ˇ̌
ˇ

nÿ

i“1

gipuq ´ gipU‚q

ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ

nÿ

i“1

apu, ziq ´ apU‚, Z‚,iq
ˇ̌
ˇ

“

ˇ̌
ˇ

nÿ

i“1

apu ´ U‚, zi ´ Z‚,iq
ˇ̌
ˇ

§ Cstet ku ´ U‚kX
nÿ

i“1

kzi ´ Z‚,ikX

§ Cstet ⌘u,‚
nÿ

i“1

⌘zi,‚.

(4.1)

Damit geht allerdings die `2–ähnliche Struktur von (3.1) verloren. Ziel wird es sein,
eine Abschätzung in der Form von

ˇ̌
ˇ

nÿ

i“1

gipuq ´ gipU‚q

ˇ̌
ˇ À ⌘u,‚

´ nÿ

i“1

⌘
2
zi,‚

¯1{2
(4.2)

zu bekommen.

4.1 Abstraktes Setting für endlich viele

Zielfunktionale

Der Ausgangspunkt ist derselbe wie in Kapitel 2. Sei also X ein Hilbertraum mit
Skalarprodukt x¨, ¨yX , induzierter Norm k¨kX :“ x¨, ¨y

1{2
X und X

˚ der topologische
Dualraum von X . Weiters sei für den Rest des Kapitels n P N beliebig, aber fest.
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4 GOAFEM für endlich viele Zielfunktionale

Definiere

W :“ X
n und xu, vyV :“

nÿ

i“1

xui, viyX für alle u “ puiq
n

i“1, v “ pviq
n

i“1 P W (4.3)

und sei k¨kW :“ x¨, ¨y
1{2
W . Daraus folgt unmittelbar, dass W ein Hilbertraum ist1.

Zudem definiere eine neue Bilinearform aWp¨, ¨q : W ˆ W Ñ R folgendermaßen

aWpu, vq :“
nÿ

i“1

apui, viq für alle u “ puiq
n

i“1, v “ pviq
n

i“1 P W (4.4)

wobei ap¨, ¨q : X ˆ X Ñ R eine stetige und koerzive Bilinearform auf X ist.

Lemma 4.1. Die in (4.4) definierte Funktion aW ist eine stetige und koerzive Bili-
nearform auf W.

Beweis. Die Linearität in beiden Komponenten ist klar. Seien u, v P W beliebig.
Dann ergibt sich aus der Stetigkeit von ap¨, ¨q und der Cauchy-Schwarz Ungleichung

aWpu, vq “

nÿ

i“1

apui, viq § Cstet

nÿ

i“1

kuikXkvikX

§ Cstet

´ nÿ

i“1

kuik
2
X

¯1{2´ nÿ

i“1

kvik
2
X

¯1{2

“ Cstet kukWkvkW ,

(4.5)

womit die Stetigkeit von aWp¨, ¨q bewiesen ist. Zudem folgt aus der Koerzivität von
ap¨, ¨q

aWpu, uq “

nÿ

i“1

apui, uiq • 

nÿ

i“1

kuik
2
X “ kuk

2
W , (4.6)

d.h. die Koerzivität von aW mit gleicher Konstante.

Bezeichne mit W˚ den Dualraum von W . Sei für ein beliebiges Funktional f P X
˚

das Funktional

fWpuq :“
nÿ

i“1

fpuiq für alle u P W

gegeben. Da aWp¨, ¨q mit Lemma 4.1 die Voraussetzungen vom Lemma von Lax–
Milgram (Lemma 2.1) erfüllt, existiert ein eindeutiges u P W , sodass

aWpu, vq “ fWpvq für alle v P W (4.7)

1Die Skalarprodukteigenschaften lassen sich leicht nachrechnen und bzgl. der Vollständigkeit sei
angemerkt, dass es sich um ein endliches Produkt handelt.
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4 GOAFEM für endlich viele Zielfunktionale

gilt2. Zudem sei W‚ ein endlich–dimensionaler Unterraum von W und U‚ die kor-
respondierende Galerkin Lösung. Seien weiters g1, . . . , gn P X

˚ Zielfunktionale und
definiere

gWpuq :“
nÿ

i“1

gipuiq für alle u P W . (4.8)

Dann ist gW P W
˚ und Lemma 2.1 liefert ein eindeutiges z P W mit

aWpv, zq “ gWpvq für alle v P W .

Auf W‚ existiert wiederum wegen Lemma 2.1 eine eindeutige Galerkin Lösung Z‚.
Wie in Abschnitt 2 lassen sich ku´U‚kX und kzi ´Z‚,ikX durch Fehlerschätzer nach
oben beschränken:

ku ´ U‚kX § ⌘u,‚ und kzi ´ Z‚,ikX § ⌘zi,‚.

Definiere einen neuen Fehlerschätzer für z “ pziq
n

i“1 wie folgt

�z,‚ :“
´ nÿ

i“1

⌘
2
zi,‚

¯1{2
. (4.9)

Damit ergibt sich folgende Abschätzung

´ nÿ

i“1

|gipuq ´ gipU‚q|
2
¯1{2

À

´ nÿ

i“1

⌘
2
u,‚⌘

2
zi,‚

¯1{2

“ ⌘u,‚
´ nÿ

i“1

⌘
2
zi,‚

¯1{2
“ ⌘u,‚�z,‚.

(4.10)

Bemerkung. Würde man wie in Abschnitt 2 vorgehen, würde man Folgendes erhal-
ten:

|gWpuq ´ gWpU‚q| “ |aWpu ´ U‚, z ´ Z‚q|

À ku ´ U‚kWkz ´ Z‚kW
“

?
nku ´ U‚kXkz ´ Z‚kW

§
?
n ⌘u,‚�z,‚,

(4.11)

was eine legitime obere Schranke ist, jedoch mit dem Faktor
?
n. Allerdings ist mittels

2Insbesondere gilt (4.7) auch für alle v P W, welche in jeder Komponente gleich sind. Dies bedeutet,
dass auch u in jeder Komponente gleich ist. Notationell wird nicht zwischen den Komponenten
und dem Vektor unterschieden.

21



4 GOAFEM für endlich viele Zielfunktionale

der Cauchy–Schwarz Ungleichung (4.10) eine stärkere Abschätzung:

|gWpuq ´ gWpU‚q| “

ˇ̌
ˇ

nÿ

i“1

gipuq ´ gipU‚q

ˇ̌
ˇ

§

nÿ

i“1

|gipuq ´ gipU‚q|

§
?
n

´ nÿ

i“1

|gipuq ´ gipU‚q|
2
¯1{2

(4.12)

Also ergibt sich wie in Abschnitt 2 das Problem, ⌘u,‚�z,‚ mit best möglichem Verhal-
ten, wie zu Beginn des Kapitels formuliert, gegen 0 gehen zu lassen.

4.2 Anforderungen an Fehlerschätzer

Damit die Ergebnisse von [Feischl et al., 2016], nämlich Satz 3.5, Satz 3.7 inklusive
Korollar 3.8 und Satz 4.7, auf das Setting von Abschnitt 4.1 angewandt werden
können, muss der in (4.9) definierte Fehlerschätzer die Axiome (A1)–(A4) erfüllen.
Außerdem wird noch eine Abstandsfunktion für den neuen Fehlerschätzer benötigt,
nämlich

dzpT , T
1
q :“

´ nÿ

i“1

dzipT , T
1
q
2
¯1{2

für alle T , T
1

P T, (4.13)

wobei dzi die zu zi gehörige Abstandsfunktion und z “ pziq
n

i“1 die Lösung des dualen
Problems bzw. der dualen Probleme ist.

Proposition 4.2. Die in (4.13) definierte Abstandsfunktion erfüllt beide Bedingun-
gen aus (3.2) mit einer Konstante C

W
dist ° 0.

Beweis. Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen, dass für jedes i P

t1, . . . , nu die Abstandsfunktionen dzi beide Bedingungen aus (3.2) mit der gleichen
Konstante Cdist erfüllen3. Zudem seien T , T

1 und T
2

P T beliebig. Dann folgt mit
der Dreiecksungleichung auf `2

C
´1
dist dzpT , T

1
q “

´ nÿ

i“1

C
´2
dist dzipT , T

1
q
2
¯1{2

§

´ nÿ

i“1

`
dzipT , T

1
q ` dzipT

1
, T

2
q
˘2¯1{2

§ dzpT , T
1
q ` dzpT

1
, T

2
q,

3Ansonsten könnte man zum jeweiligen Maximum übergehen, welches existiert, da es sich um
endlich viele Fehlerschätzer handelt.
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4 GOAFEM für endlich viele Zielfunktionale

womit die erste Behauptung folgt. Außerdem gilt

dzpT , T
1
q “

´ nÿ

i“1

dzipT , T
1
q
2
¯1{2

§ Cdist

´ nÿ

i“1

dzipT
1
, T q

2
¯1{2

“ CdistdzpT
1
, T q,

was die zweite Behauptung ist.

Proposition 4.3. Mögen ⌘z1 , . . . , ⌘zn die Axiome (A1)–(A4) erfüllen, wobei wir an-
nehmen, dass die Mengen RzipT‚, T˚q “ RpT‚, T˚q in Axiom (A3) jeweils dieselben
sind. Dann erfüllt der in (4.9) definierte Fehlerschätzer �z diese auch.

Beweis. Sei, mit der gleichen Begründung wie oben, ohne Beschränkung der Allge-
meinheit angenommen, dass ⌘z1 , . . . , ⌘zn die Axiome (A1)–(A4) mit gleichen Kon-
stanten Cstb, Cred, qred, Crel und Corth erfüllen.
Axiom (A1):
Seien T‚ P T und T˚ P refinepT‚q beliebig. Dann folgt mit der Minkowski-Ungleichung

|�z,˚pT‚ X T˚q ´ �z,‚pT‚ X T˚q| “

ˇ̌
ˇ
´ nÿ

i“1

⌘zi,˚pT‚ X T˚q
2
¯1{2

´

´ nÿ

i“1

⌘zi,‚pT‚ X T˚q
2
¯1{2 ˇ̌

ˇ

§

ˇ̌
ˇ
´ nÿ

i“1

`
⌘zi,˚pT‚ X T˚q ´ ⌘zi,‚pT‚ X T˚q

˘2¯1{2 ˇ̌
ˇ.

Da alle ⌘zi Axiom (A1) erfüllen, kann der letzte Ausdruck weiter abgeschätzt werden:

|�z,˚pT‚ X T˚q ´ �z,‚pT‚ X T˚q| §

´ nÿ

i“1

`
Cstb dzipT‚, T˚q

˘2¯1{2

“ Cstb dzpT‚, T˚q.

Damit erfüllt �z Axiom (A1) mit CW
stb :“ Cstb.

Axiom (A2):
Seien T‚ P T und T˚ P refinepT‚q beliebig, dann folgt für � ° 0 mit der Young–
Ungleichung

�z,˚pT˚zT‚q
2

“

nÿ

i“1

⌘zi,˚pT˚zT‚q
2

§

nÿ

i“1

`
qred ⌘zi,‚pT‚zT˚q ` Cred dzipT‚, T˚q

˘2

§ p1 ` �q qred �z,‚pT‚zT˚q
2

` p1 ` �
´1

qCred dzpT‚, T˚q
2
.
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4 GOAFEM für endlich viele Zielfunktionale

Für � ° 0 hinreichend klein erfüllt �z Axiom (A2) mit Konstanten q
W
red :“ p1` �q qred

und C
W
red :“ p1 ` �

´1
qCred.

Axiom (A3):
Seien T‚ P T und T˚ P refinepT‚q beliebig. Da zusätzlich angenommen wird, dass für
jedes i P t1, . . . , nu die Menge RzipT‚, T˚q “ RpT‚, T˚q gleich ist, wähle RzpT‚, T˚q :“
RpT‚, T˚q, womit sofort Bedingungen (i) und (iii) erfüllt sind. Direkt aus der Defini-
tion folgt:

dzpT‚, T˚q “

´ nÿ

i“1

dzipT‚, T˚q
2
¯1{2

§ Crel

´ nÿ

i“1

⌘zi,˚pRzipT‚, T˚qq
2
¯1{2

“ Crel

´ nÿ

i“1

⌘zi,˚pRzpT‚, T˚qq
2
¯1{2

“ Crel �z,‚pRzpT‚, T˚qq,

womit auch Bedingung (ii) erfüllt ist. Insgesamt erfüllt �z also Axiom (A3).
Axiom (A4):
Sei T`n eine beliebige von Algorithmus 1 erzeugte (möglicherweise) endliche Folge von
Triangulierungen. Seien weiters " ° 0 und m § N beliebig. Dann folgt

Nÿ

j“m

`
dzpT`j`1, T`jq

2
´ "�

2
z,`j

˘
§

Nÿ

j“m

nÿ

i“1

`
dzpT`j`1, T`jq

2
´ "⌘

2
zi,`j

˘

“

nÿ

i“1

Nÿ

j“m

`
dzpT`j`1, T`jq

2
´ "⌘

2
zi,`j

˘

§

nÿ

i“1

Corthp"q ⌘
2
zi,`m

“ Corthp"q�
2
z,`m

.

Damit erfüllt �z Axiom (A4) mit Konstate C
W
orth :“ Corth.

Bemerkung. Üblicherweise tri↵t die Annahme für Axiom (A3), dass für jedes i P

t1, . . . , nu die Mengen RzipT‚, T˚q “ RpT‚, T˚q ident sind, nicht zu. In diesem Fall
kann man RpT‚, T˚q :“

î
n

i“1 RzipT‚, T˚q betrachten und es gilt (A3) mit

dzpT‚, T˚q § Crel �z,‚pRzpT‚, T˚qq und #RpT‚, T˚q §

nÿ

i“1

#RzipT‚, T˚q § nCrel #pT‚zT˚q

Im konkreten Setting kann der Faktor n in der letzten Ungleichung vermieden werden,
weil RzipT‚, T˚q regelmäßig ein Patch ist: Definiere für alle k P N den k–ten Patch

T
pkq

‚ rT‚zT˚s folgendermaßen rekursiv:

T
p0q

‚ rT‚zT˚s :“ T‚zT˚

T
pk`1q

‚ rT‚zT˚s :“ tT P T‚
ˇ̌
DT

1
P T

pkq
‚ rT‚zT˚s : T X T

1
‰ Hu,

(4.14)

24



4 GOAFEM für endlich viele Zielfunktionale

woraus unmittelbar folgt, dass T‚zT˚ Ñ T
pkq

‚ rT‚zT˚s und T
pkq

‚ rT‚zT˚s Ñ T‚. Man findet

Abbildung 4.1: T p0q
‚ rT‚zT˚s in blau und T

p1q
‚ rT‚zT˚s in rot.

dann ein k0 P N, sodass für alle i P t1, . . . , nu

RzipT‚, T˚q Ñ T
pk0q

‚ rT‚zT˚s (4.15)

gilt, weshalb die Wahl RpT‚, T˚q :“ T
pk0q

‚ rT‚zT˚s sinnvoll ist.

Da �z also ein zulässiger Fehlerschätzer ist, gelten somit alle in Kapitel 3 gezeigten
Aussagen auch für beliebig (aber endlich) viele Zielfunktionale:

Satz 4.4 (Lineare Konvergenz von Algorithmus 1 für endlich viele Zielfunktionale).
Für beliebiges ✓ P p0, 1s existieren qlin P p0, 1q und Clin ° 0 abhängig von Axiomen
(A1)–(A4) und ✓, sodass Algorithmus 1 mit Markierungsstrategien 2 und 3 linear
konvergiert, d.h. für alle `, n P N gilt

⌘u,``n �z,``n § Clin q
n

lin ⌘u,`�z,`. (4.16)
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4 GOAFEM für endlich viele Zielfunktionale

Satz 4.5 (Optimales Konvergenzverhalten von Algorithmus 2 für endlich viele Ziel-
funktionale). Für beliebiges ✓ P p0, ✓opts gewährleistet Algorithmus 2, dass das Fehler-
produkt ⌘u,`�z,` mit optimaler algebraischer Rate asymptotisch abfällt, d.h. es existiert
ein Copt ° 0, sodass für alle s, t1, . . . , tn ° 0, mit u P As, zi P Ati für alle i P t1, . . . , nu

sowie alle ` P N0 mit t :“ min
i“1,...,n

ti gilt

z P At und ⌘u,`�z,` §
C

1`s`t

opt

p1 ´ q
1{ps`tq
lin qs`t

kukAskzkAtp#T` ´ #T0q
´ps`tq

,

wobei Copt von Axiomen (A1)–(A4), Cmark, C
1
mark und ✓ abhängt.

Beweis. Es verbleibt lediglich z P At zu zeigen. Da für jedes N P N und T˚ P TN ein
i0 P t1, . . . , nu gibt, sodass

�z,˚ §
?
n ⌘i0,˚,

folgt, dass für t :“ min
i“1,...,n

ti

pN ` 1q
t min
T˚PTN

�z,˚ § pN ` 1q
ti0

?
n min

T˚PTN

⌘zi0 ,˚ §
?
n kzi0kAti0

,

gilt. Durch bilden des Supremums über N0 auf der linken Seite, folgt die gewünschte
Aussage.

Korollar 4.6. Falls

smax :“ supts ° 0| kukAs † 8u † 8 und tmax :“ suptt ° 0|kzkAt † 8u † 8,

dann existieren für beliebige s P p0, smaxq und t P p0, tmaxq Teilfolgen pT`k
qkPN und

pT`jqjPN, sodass für beliebige k, j P N gilt, dass

⌘u,`k À p#T`k
´ #T0q

´s und �z,`j À p#T`j ´ #T0q
´t
, (4.17)

wobei die versteckten Konstanten von smax ´ s ° 0 und tmax ´ t ° 0 abhängen.

Satz 4.7 (Optimales Konvergenzverhalten von Algorithmus 1 mit Markierungsstra-
tegie 3 für endlich viele Zielfunktionale). Algorithmus 1 mit Markierungsstrategie 3
liefert dieselben Ergebnisse wie Satz 4.5 und Korollar 4.6 für beliebiges ✓ P p0, ✓opt{2q.
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5 Numerische Experimente

In diesem letzten Kapitel, sollen die Ergebnisse aus Kapitel 4 mit numerischen Expe-
rimenten unterlegt werden. Sei dazu folgendes Modellproblem gegeben: Sei ⌦ Ä R2

mit Lipschitz Rand B⌦; Seien f P L
2
p⌦q und f P rL

2
p⌦qs

2. Betrachte das Poisson-
Problem mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen:

´�u “ f ` div f in ⌦, (5.1)

u “ 0 auf B⌦. (5.2)

Mit dem Satz von Gauß, siehe z.b. [Jüngel, 2022], lautet die schwache Formulierung:
Finde u P H

1
0 p⌦q, sodass apu, vq “ F pvq für alle v P H

1
0 p⌦q gilt, wobei1

apu, vq :“

ª

⌦

ru ¨ rv dx und F pvq :“

ª

⌦

fv ´ rv ¨ f dx (5.3)

für alle u, v P H
1
0 p⌦q definiert ist und

”
¨“ das euklidische Skalarprodukt am R2 ist.

Zudem betrachte für i P t1, . . . , nu und gi P L
2
p⌦q

2 bzw. g
i

P rL
2
p⌦qs

2 die dualen
Probleme

´�zi “ gi ` div g
i

in ⌦ (5.4)

zi “ 0 auf B⌦, (5.5)

deren schwache Formulierungen analog zu (5.3) sind. Nun werden die vier Schritte
der AFEM fixiert und konkretisiert.

5.1 Lösen

Lemma 5.1. Die in der schwachen Formulierung (5.3) definierte Bilinearform und
das Funktional erfüllen die Voraussetzungen für das Lemma von Lax–Milgram.

Beweis. Die Linearität von ap¨, ¨q und F p¨q folgt unmittelbar aus der Linearität von
Integral, Skalarprodukt und Gradienten. Seien u, v P H

1
0 p⌦q beliebig. Dann folgt mit

der Cauchy–Schwarz Ungleichung

apu, vq “

ª

⌦

ru ¨ rv dx § krukL2p⌦qkrvkL2p⌦q “ kukH1
0 p⌦qkvkH1

0 p⌦q,

1Hier wird derH1
0 p⌦q versehen mit der Energienorm kukH1

0 p⌦q :“ krukL2p⌦q betrachtet. AufH1
0 p⌦q

ist diese äquivalent zur Sobolevnorm k¨kH1p⌦q, vgl. [Jüngel, 2022].
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womit die Stetigkeit von ap¨, ¨q bewiesen ist. Weiters folgt unmittelbar aus der Defi-
nition

apu, uq “

ª

⌦

|ru|
2
dx “ kruk

2
L2p⌦q “ kuk

2
H

1
0 p⌦q,

womit auch die Koerzivität gezeigt ist. Schlussendlich folgt aus der Hölder- und
Poincaré-Ungleichung:

|F pvq| §

ª

⌦

|fv| dx `

ª

⌦

|rv ¨ f | dx § Cp kfkL2p⌦qkrvkL2p⌦q `

ª

⌦

|rv ¨ f | dx. (5.6)

Das verbleibende Integral kann wiederum mit der Cauchy–Schwarz Ungleichung ab-
geschätzt werden: ª

⌦

|rv ¨ f | dx § kfkL2p⌦qkrvkL2p⌦q, (5.7)

was zeigt, dass F p¨q beschränkt und demnach stetig ist.

Also existiert nach Lemma 2.1 ein eindeutiges u P H
1
0 p⌦q, welches die schwache

Formulierung löst. Sei weiters für eine zulässige Triangulierung T˚ von ⌦ der Raum
der T˚–stückweise Polynome vom Grad § p folgendermaßen definiert:

P
p
pT˚q :“ tv P L

2
p⌦q|@T P T˚ : v|T ist ein Polynom vom Grad § pu. (5.8)

Definiere zudem die FEM–Räume

S
p
pT˚q :“ P

p
pT˚q X H

1
p⌦q und S

p

0 pT˚q :“ S
p
pT˚q X H

1
0 p⌦q, (5.9)

welche als endlich–dimensonale Teilräume von H
1
0 p⌦q wieder Hilberträume sind. Mit

Proposition 2.2 folgt auch die Existenz einer eindeutigen Lösung U˚ P S
p

0 pT˚q. Analoge
Argumentation gewährt auch die eindeutige Existenz der Lösungen zi P H

1
0 p⌦q für die

dualen Probleme (5.4)–(5.5) sowie der zugehörigen diskreten Lösungen Zi,˚ P S
p

0 pT˚q.

5.2 Schätzen

Wir nehmen an, dass für die gegebene Anfangstriangulierung T0 die Divergenz divf |T

für alle T P T0 klassisch in L
2
pT q existiert, d.h. f P Hpdiv, T q für alle T P T0. Ferner

existiere die Spur f ¨ ⌫ P L
2
pB⌦). Beides ist klarerweise erfüllt, wenn f stückweise

polynomial ist, d.h. f P P
q für q • 0. Wiederum für eine zulässige Triangulierung T˚

und T P T˚ definiere, ausgenommen am Dirichlet Rand, den a posteriori Element–
basierten Residual Fehlerschätzer

⌘u,˚pT q :“ h
2
T
k�u ` f ` divfk2

L2pT q `

ÿ

EÑTX⌦

hTkvpru ` fq ¨ ⌫wk
2
L2pEq, (5.10)
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wobei mit E Ñ T X ⌦ die Kanten von T und mit vp¨q ¨ ⌫w der Sprung auf der Kante
E1 “ T X T1

vv ¨ ⌫w :“ pv ¨ ⌫q|T ` pv ¨ ⌫q|T1 ,

für ein beliebiges benachbartes Element T1 von T und ⌫ der nach außen gerichtete
Einheitsnormalvektor ist. Analoge Voraussetzungen wie für f machen wir für g

i
. Für

die dualen Probleme betrachte dann

⌘zi,˚pT q :“ h
2
T
k�zi,˚ ` gi ` div g

i
k
2
L2pT q `

ÿ

EÑTX⌦

hTkvprzi ` g
i
q ¨ ⌫wk

2
L2pEq, (5.11)

und definiere wie in Abschnitt 4 den gesamten Fehlerschätzer für alle dualen Probleme

�z,˚ :“
´ nÿ

i“1

⌘
2
zi,˚

¯1{2
. (5.12)

Die sowohl in (5.10), als auch (5.11), definierten Fehlerschätzer erfüllen die Abschätzung
(2.6) und die Axiome (A1)–(A4), siehe z.B. [Feischl et al., 2016] oder [Verfürth, 2013].

5.3 Markieren

Die beiden Markierungsstrategien 2 und 3 aus Abschnitt 3.1 werden verwendet und
wurden dort bereits ausführlich beschrieben.

5.4 Verfeinern

Zur Netzverfeinerung wird das in Abschnitt 3.2 angedeutete NVB verwendet. Da
dieser Algorithmus von großer Bedeutung für die numerischen Experimente ist, wird
dieser jetzt für d “ 2 genauer beschrieben. Sei, wie in [Innerberger, 2022], T “

convtx0, x1, x2u P T˚ ein Element einer zulässigen Triangulierung T˚ und bezeichne
mit repT q “ convtx1, x2u diejenige Kante von T , bezüglich der verfeinert werden soll.
Das Element T wird dann folgendermaßen verfeinert: repT q wird halbiert, indem
ein neuer Knoten x “ px1 ` x2q{2 eingeführt wird und aus T zwei neue Elemente
T1 “ convtx, x0, x1u und T2 “ convtx, x2, x0u gemacht werden. T1 und T2 haben dann
jeweils die Verfeinerungskanten repT1q “ convtx0, x1u bzw. repT2q “ convtx2, x0u, also
die Kanten gegenüber der jüngsten Kante. Sobald alle markierten Elemente verfeinert
sind, besteht die Möglichkeit, dass in der neuen Triangulierung

”
hängende“ Knoten

(engl. hanging nodes) vorhanden sind, also die Triangulierung nicht mehr konform ist.
Dies lässt sich vermeiden, indem rekursiv2 sichergestellt wird, dass für jedes Element
mit markierter Kante auch zumindest dessen Referenzkante auch markiert ist. Das
Element T wird dann wie in Abbildung (5.1) zerteilt.

2Da die Triangulierung aus endlich vielen Elementen besteht, terminiert die Rekursion nach ma-
ximal 3 ¨ #T˚ Schritten.
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Abbildung 5.1: Alle Möglichkeiten an Verfeinerungskanten und Knoten der neuen
Elemente vor und nach der Verfeinerung (jeweils übereinander).

Algorithmus 4: Newest Vertex Bisection für d “ 2
Input: Eine zulässige Triangulierung T˚ und eine Menge von markierten

Elementen M˚ Ñ T˚.
(i): Definiere U˚ :“ Ø und C˚ :“ trepT q|T P M˚u.
(ii): Solange C˚ ‰ Ø:

Setze U˚ :“ U˚ Y C˚ und C˚ :“ trepT q|T P T˚ : DE P U˚ mit E Ä BT uzU˚.
(iii): Verfeinere die Elemente, sodass alle markierten Kanten E P U˚ gemäß
Abbildung (5.1) verfeinert werden.
beschrieben zerteilt werden.
Output: Verfeinerte Triangulierung T‚.

5.5 Experimente

Für die konkreten Experimente betrachte ⌦ :“ p0, 1q
2, f ” 1 und f ” 0. Weiters sei

die Anzahl der Zielfunktionale n “ 3 und betrachte die folgenden Teilmengen von ⌦:

(i) ⌦1 :“ tpx, yq P p0, 1q
2

| 0 † x † 1{4; 3{4 † y † 1 und y ° x ` 3{4u,

(ii) ⌦2 :“ tpx, yq P p0, 1q
2

| 3{4 † x † 1u,

(iii) ⌦3 :“ tpx, yq P p0, 1q
2

|x ´ 1{4 † y † x ` 1{4u.

Definiere weiters die Zielfunktionale gi für i P t1, 2, 3u und beliebiges v P H
1
0 p⌦q:

G1pvq :“

ª

⌦1

prvq2 dx,

G2pvq :“

ª

⌦2

v dx,

G3pvq :“

ª

⌦3

prvq1 dx,

(5.13)
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Abbildung 5.2: ⌦1 in rot, ⌦2 in türkis und ⌦3 in violett.

wobei bei G1 und G3 jeweils die zweite bzw. erste Komponente des Gradienten ge-
meint ist. Weiters bezeichne mit �A die charakteristische Funktion auf der Menge A
und definiere

g1 :“ p0,�⌦1q, g2 ” 0 und g3 :“ p�⌦3 , 0q, (5.14)

und
g1 ” 0, g2 :“ �⌦2 und g3 ” 0. (5.15)

Für die praktische Umsetzung wurde das MooAFEM Package, siehe [Innerberger and
Praetorius, 2023], verwendet.
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Abbildung 5.3: Konvergenzrate des Schätzerprodukts ⌘u�z

(a) ⌘z1 (b) ⌘z2 (c) ⌘z3

Abbildung 5.4: Fehlerschätzer
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(a) u (b) z1

(c) z2 (d) z3

Abbildung 5.5: Plots von primaler Lösung u und dualen Lösungen z1, z2, z3 für 1e4 dofs.

(a) 41 dofs (b) 479 dofs (c) 6386 dofs

Abbildung 5.6: Netzverfeinerung für p “ 1

(a) 145 dofs (b) 455 dofs (c) 5874 dofs

Abbildung 5.7: Netzverfeinerung für p “ 2
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(a) 313 dofs (b) 862 dofs (c) 7306 dofs

Abbildung 5.8: Netzverfeinerung für p “ 3
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