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Einleitung

Diese Arbeit bespricht eine Version der finiten Element Methode (FEM) zum numerischen Losen von
partiellen Differentialgleichungen (PDE) unter Verwendung von Methoden der isogeometrischen Analysis
(IGA).

Als einleitendes Beispiel betrachten wir auf einem Lipschitz-Gebiet Q C R? die Poisson-Gleichung mit
homogener Dirichlet-Randbedingung,

—Au = fin Q,
u = 0 auf 0N.

Gesucht ist eine schwache Losung, also eine Funktion u € Hg (), die
/ Vu- Vv dr = / fvdz, fiir alle v € Hy(Q)
Q Q

erfiillt. Der Funktionenraum HJ () ist definiert als H}(Q) := {w € H(Q) : w|pg = 0} mit H*(Q) :=
{w € L*(Q) : Vw € L?()}. Wir setzen im Folgenden

AMu,v) == / Vu - Vv dx und

Q
F(v) := / fu dx.
Q
Man kann zeigen, dass das Variationsproblem
Mu,v) = F(v) fiir alle v € Hy(9), (1)

eine eindeutige Losung u € H}(Q) besitzt. Dies werden wir in Abschnitt 2 auch tun. Die Methode der
finiten Elemente ersetzt nun den Raum H{ () durch einen endlich-dimensionalen Teilraum Vj, C H(€2).
Die Galerkin-Approzimation uy, € V;, der Losung u von (1) ist dabei definiert als die Losung des diskreten
Problems

Mup,v) = F(vg) fiir alle vy, € V. (2)
Sei {B1, ..., By, } eine Basis von Vy, so besitzt uy, eine Darstellung uj, = 377", ;B; mit reellen Koef-
fizienten z; und (2) kann als Problem der linearen Algebra formuliert werden. Unter Berticksichtigung
von Ly, == (A(v;,v;));%_; und Fp, := (F(v;));"; entspricht das Auffinden von xj, := (z;)7"; dem Lésen
des linearen Gleichungssystems Lyx;, = F},. Die Rolle der IGA ist es nun fiir den finiten Teilraum Vj,
jene Funktionen zu wahlen, die bereits die zugrunde liegende Geometrie {2 modellieren. Diese Funktionen
werden in unserem Fall sogenannte Basis-Spline Funktionen (B-Splines) sein. Da allerdings fiir bestimm-
te Probleme ein Ansatz mit klassischen B-Splines keine optimalen Konvergenzraten der FEM erzeugt,
wéhlen wir einen adaptiven Zugang: Mithilfe von hierarchischen Splines ist es moglich eine adaptive
Variante der FEM zu implementieren, die wiederum optimale Konvergenzraten erméglicht.

Der Aufbau dieser Arbeit gestaltet sich dabei wie folgt:

In Abschnitt 1 priasentieren wir elliptische partielle Differentialgleichungen als die Klasse von PDEs, auf
die wir uns im Rahmen dieser Arbeit konzentrieren werden. Es wird das homogene Dirichlet-Problem fiir
lineare formale elliptische Differentialoperatoren, sowie dessen schwache Losung definiert. Wir werden
unter bestimmten Voraussetzungen und Verwendung des Satzes von Lax-Milgram die eindeutige Existenz
dieser schwachen Losung zeigen. Das liefert uns die analytische Basis fiir alle weiteren Schritte. Zudem
stellen wir noch in diesem Abschnitt mit der FEM jene zentrale numerische Idee vor, mit welcher wir
eine Approximation der eindeutigen schwachen Lisung berechnen.

In Abschnitt 2 zeigen wir ausfiihrlich, wie IGA auf die FEM angewandt wird. Ein Schwerpunkt wird dabei
auf die Einfithrung und Analysis von B-Splines gelegt, welche das Fundament der IGA-FEM darstellen.



Im computer aided design (CAD) werden B-Splines und insbesondere nicht uniforme rationale B-Splines
(NURBS) verwendet, um eine beliebige Geometrie im Raum oder der Ebene darzustellen. Auch wir
definieren das Gebiet € iiber B-Splines bzw. NURBS und die IGA-FEM benutzt nun als Ansatzfunktionen
ebenjene Funktionen. Als Indikator fiir den Fehler der approximativen Losung w, € Vy, fithren wir einen
geeigneten Fehlerschdtzer ein. Dieser Fehlerschitzer wird dieselbe Konvergenzrate aufweisen, wie der
Fehler der approximativen Losung in der Norm ||u — up || g1 (o).

Anschliefend an die vorausgehenden theoretischen Uberlegungen betrachten wir im 3. Abschnitt zwei
Beispiele. Anhand zweier Geometrien der Ebene testen wir unsere IGA-FEM mit uniformer Verfeine-
rung des Approximationsraums. Dafiir halbieren wir in jedem Schritt die lokale Gitterweite des zugrun-
de liegenden Tensorprodukt-Gitters. Die resultierenden Konvergenzraten des Fehlerschéitzers werden im
zweiten Beispiel nicht mehr optimal sein. Eine adaptive Version der IGA-FEM, welche dann im weiteren
Verlauf der Arbeit besprochen wird, 16st dieses Problem.

Da das starre Konstrukt der klassischen Spline-Raume aus Abschnitt 2 keine lokale Verfeinerung zulésst,
fithren wir in Abschnitt 4 hierarchisch geordnete B-Spline-Basen ein. Zuerst besprechen wir die Defini-
tionen und Eigenschaften der hierarchischen Basis (HB) und der gekiirzten hierarchischen Basis bzw.
truncated hierarchical basis (THB). Letztere besitzt numerisch giinstigere Eigenschaften und wurde erst
im Jahr 2014 entwickelt. Diese Basen ermdoglichen es uns, iiber das Prinzip

Losen — Schitzen — Markieren — Verfeinern

einen adaptiven Verfeinerungsalgorithmus fiir die IGA-FEM aufzustellen.

In Abschnitt 5 werden wir sehen, wie die Schritte Markieren und Verfeinern durchgefiihrt werden. Zu
Letzterem geben wir einen Algorithmus an, der auf hierarchischen Splines basiert und es erméglicht,
das zugrunde liegende Gitter lokal zu verfeinern. Schliefllich wenden wir den adaptiven Algorithmus
auch in der Praxis an, um fiir das Beispiel aus Abschnitt 3 wieder optimale Konvergenzraten fiir die
Galerkin-Approximation zu erzielen.

Ich bedanke mich ganz herzlich beim Initiator und Betreuer dieser Arbeit, Ao.Univ.Prof. Dipl.-Math.
Dr.techn. Dirk Preatorius, fiir seine Ratschlige zur inhaltlichen Ausrichtung, fiir das Korrekturlesen,
sowie die durch ihn erméglichte Chance die Arbeit am Institut fir Analysis und Scientific Computing
der TU Wien zu schreiben. Desweiteren gebiihrt vor allem Dipl.-Ing. Gregor Gantner mein Dank dafiir,
dass er unzéhlige Stunden damit verbracht hat, diese Arbeit zu betreuen, dariiber zu wachen und sie
viele Male zu korrigieren. Ohne seine fachliche Expertise beséfle die Arbeit nicht diese Form.

Hiermit versichere ich, dass ich die vorliegende Bachelorarbeit selbsténdig verfasst habe. Ich versichere,
dass ich keine anderen als die angegebenen Quellen benutzt und alle wortlich oder sinngeméf aus anderen
Werken iibernommenen Aussagen als solche gekennzeichnet habe und dass die eingereichte Arbeit weder
vollstdndig noch in wesentlichen Teilen Gegenstand eines anderen Priifungsverfahren gewesen ist.

Daniel Haberlik



1 Problemstellung

1.1 Elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung

Definition 1.1. Es sei Q C RY. Wir bezeichnen fiir

A Q= R g (Ay(x)E

i,j=1>
b: Q=R 2 (b)), und
c: Q=R z—c(x)

den Operator
L:u— —div(AVu)) +b- Vu + cu (3)

als einen linearen formalen Differentialoperator, siehe [10, S.40].
Definition 1.2. Der lineare formale Differentialoperator L in (3) heifit gleichmdfig elliptisch, falls eine
Konstante o > 0 existiert, sodass gilt

z-Alx)r >z -ox = aolz?,  fir alex € Q. (4)

1.1.1 Dirichlet-Problem

Im Rahmen dieser Arbeit betrachten wir folgendes homogene Dirichlet-Problem:
L(u) = =div(AVu) +b-Vu+cu = f in Q,
u =0 auf 0.
Dabei sollen diese Voraussetzungen gelten:
» O C R? ist ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand 9Q € Cl,, siehe [11, S.89].

» A, bund c sind wie in Definition 1.1 gegeben, und es gilt 4;; € W1>°(Q), b;,c € L>(Q), sowie
f € L*Q).

» Wir verlangen zudem, dass L gleichméBig elliptisch ist und entweder
b=0und c >0, (6)

oder
da inf e(z) > b7 (o) v

gilt.

1.2 Schwache Lésung einer PDE

Die Definitionen und Siétze in diesem Abschnitt folgen denen aus [10, S.42 ff.]. Eine Losung u des
Dirichlet-Problems (5) soll ein Element der folgenden Klasse von Funktionen sein.

Definition 1.3 (CHARAKTERISIERUNG VON Hl—FUNKTIONEN). Fiir ein offenes Q2 C R? charakterisieren
wir den Sobolev-Raum H'(Q) durch

HY(Q) :={u e L*(Q): Vu e L*(Q)}. (8)



Dabei beschreibt Vu € D'(Q) die distributionelle Ableitung von u. Eine Norm auf H'(Q) wird durch

ull @) = £/ (u, ) (o) 9)

definiert, wobei fiir u,v € H'(2)

(u, V) () = Z /QDauDav dx. (10)

| <1

Bemerkung 1.4. Der Sobolev-Raum H'(Q2) wird auch als die Vervollstindigung des Raumes {u €
C>(Q) : [Jul| g1 (o) < 0o} beziiglich der Norm || - || g1(q) definiert, sieche dafiir [2, S.130 u. 143], oder [10,
S.42]. //

Elemente aus H!(Q) erfiillen jedoch nicht zwingend die homogene Randbedingung in (5). Wir brauchen
Sobolev-Funktionen mit der Eigenschaft v = 0 auf 9.

Definition 1.5 (CHARAKTERISIERUNG VON H-FUNKTIONEN). Sei Q C R eine offene, beschrinkte
Menge mit OQ € Clr;p. Dann charakterisieren wir den Sobolev-Raum H} () durch

Hi(Q) :={uec H" : T(u) = 0}. (11)
Dabei ist T : H*(Q) — L?(092) mit T(u) = uloq, fir allew € H'(Q)NCY (Q) ein eindeutig existierender

linearer Operator (auch die Spur von Sobolev-Funktionen genannt), siehe [10, S.44].

Bemerkung 1.6. Alternativ ist H§(€2) als der Abschluss von {u € C§5(Q) : |lul| g1 (o) < oo} beziiglich
der Norm || - || g1 definiert, siche [10, S.42], und laut (2, S.126] sind sowohl H'(£2) als auch Hj ()
Hilbert-Raume. //
Definition 1.7. Wir bezeichnen mit H=1(Q) den Dualraum zu H}(), also

HYQ) :={f: H}(Q) = R: f ist linear und stetig}. (12)
Dabei ist H=1(Q) mit der Norm

1110 = sup{lf(¢)] : & € Hy(Q) Alld]l 2 () = 1} (13)
versehen.

Der folgende Integralsatz fiir Sobolev-Funktionen ermoglicht es uns, die schwache Formulierung des
Dirichlet-Problems aus (5) herzuleiten und ist etwa in [10, S.7] nachzulesen.

Satz 1.8 (GAUSSSCHER INTEGRALSATZ FUR SOBOLEV-FUNKTIONEN). Sei @ C R? eine offene be-

schrinkte Menge mit 9Q € Cr;p, und seien wi, ..., w, € HY(Q). Fir w := (wy,...,w,)T gilt dann
div(w) dz = / w- v ds, (14)
Q o0

wobei v der duflere Normaleneinheitsvektor auf 02 ist.



Wir leiten die schwache Formulierung von (5) her. Es sei u € C3(Q2). Wir multiplizieren beide Seiten von
—div(AVu)) +b-Vu+cu=f

mit einer Sobolev-Funktion v € H}(2) und integrieren die linke Seite partiell unter Verwendung des
Satzes von GauB fiir Sobolev-Funktionen und der Identitit div(AVuv) = (AVu) - Vo 4+ div(AVu)v:

/ fvdx = / [—div(AVu)v + (b Vu)v + cuv] dz
Q )

= / [(AVu) - Vv — div(AVuv)] dx +/ [(b- Vu)v + cuv] dx
Q Q

= / [Vu-AVvo + (b- Vu)v + cuv] dx — / div(vAVu) dz
Q Q

:faﬂ vAVu-v ds=0

= / [Vu-AVv + (b Vu)v + cuv] dx.
Q

Es ist uns gelungen eine Darstellung herzuleiten, wo blofl noch partielle Ableitungen erster Ordnung von
u vorkommen. Die schwache Formulierung des Dirichlet-Problems lautet nun wie folgt:

Definition 1.9. Eine Funktion u € Hg () heifit schwache Losung des Dirichlet-Problems (5), falls sie
/ [Vu-AVo + (b- Vu)v + cuwv] dz = / fvdz, fiir allev € Hy () (15)
Q Q

erfillt.

1.2.1 Existenz und Eindeutigkeit der schwachen Losung

Um die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung zu zeigen, ist etwas Vorbereitung von Noten.
Der Schliissel dazu ist das Lemma von Lax-Milgram, welches die Begriffe Stetigkeit und Koerzivitit einer
Bilinearform gebraucht.

Definition 1.10. Seien H ein Hilbert-Raum tber R und A : H x H — R eine Bilinearform. Die Biline-
arform X heiffit stetig, falls eine Konstante K > 0 ezistiert, sodass

[IAMu,v)| < K|lul|gllv|a, fir alleu,ve H. (16)

Hier ist || - ||g die durch das Skalarprodukt auf H induzierte Norm.

Definition 1.11. Seien H ein Hilbert-Raum tber R und A\ : H x H — R eine Bilinearform. Die Biline-
arform X ist koerziv, falls eine Konstante k > 0 existiert, sodass

Mu,uw) > k|ul|3, fir alleu € H. (17)

Wir fithren hier das Lemma von Lax-Milgram ohne Anspruch auf einen Beweis an. Dieser kann vom
interessierten Leser zum Beispiel in [6, S.297ff.] oder [10, S.49] nachgelesen werden.

Lemma1.12 (LEMMA VON LAX-MILGRAM). Sei H ein Hilbert-Raum dber R mit Skalarprodukt (-,-).
Weiters seien die stetige und koerzive Bilinearform \: H X H — R und F € H' gegeben, wobei H' der
Dualraum zu H ist. Dann existiert genau ein u € H, sodass

Mu,v) = F(v), fir alle v € H. (18)



Daber gilt
1
lullzr < —[1F 5, (19)

wobei || - ||g+ die Operatornorm des Dualraums H' zu H ist.
Wir definieren die Bilinearform A(-,-) und das Funktional F(-) auf H}(9):
Au,v) := / [Vu- AVv + (b- Vu)v + cuv] dr  fiir alle u,v € H}(Q),
Q

(20)
F(v) == /va dr fiir alle v € H}(Q).

Aufgrund der in Abschnitt 1 getroffenen Voraussetzungen erfiillen A und F aus (20) die Bedingungen
von Lemma 1.12, woraus die eindeutige Losbarkeit von (15) folgt. Ein ausfiihrlicher Beweis hierzu findet
sich etwa in [10, S.51f]. Wir skizzieren hier kurz die wichtigsten Schritte des Beweises.

Die Stetigkeit von A und F folgt sofort aus den Bedingungen A;;,b;,c € L>(Q2), sowie f € L?(). Die
Koerzivitit ist nicht ganz so leicht einzusehen. Die Schliissel dazu sind die folgenden zwei Sétze.

Satz 1.13 (POINCARE-UNGLEICHUNG). Sei Q C R™ eine offene und beschrinkte Menge mit 9Q € Clip.
Dann existiert eine Konstante C), > 0, sodass

[ull2) < CollVull 2@ (21)
fiir alle w € HY(Q) gilt.

Satz 1.13 ist in [10, S.46] nachzulesen.

Satz 1.14 (YOUNG-UNGLEICHUNG). Fiir z,y >0, § >0 und 1 < p,q < oo mit 5 + ¢ =1 gilt

4 )
< P — 9. 22
wy < et oy (22)
Satz 1.14 ist in [10, S.51] nachzulesen.
Wir setzen by := [|b|| () und ¢y := inf,eq c(x). Da der Differentialoperator L gleichméBig elliptisch

ist, folgt mit der Young-Ungleichung fiir = |u|, y = |Vu| und p = ¢ = 2
AMu,u) > / (a|Vul® = bolu| [Vu| + cou®) dz > / (a - b—o) |Vul? + (co - %)f dx.
T a ~Ja 26 2

Falls die Bedingung in (6) gilt, dann ist
Mu,u) > || Va2 (q)-

Falls die Bedingung in (7) gilt, wihlen wir 6 = 2¢9/bp > 0 und es gilt

b2
Mow) 2 (@ = 72 )| Vullfaqey.
——

>0

Da 092 € Cp;p konnen wir mit der Poincaré-Ungleichung noch weiter abschétzen:

b2
M, w) > K||ul|3 o) mit k= — % bow. k= - ﬁ. (23)
= @ 1+C2 1+C2

Das zeigt die Koerzivitat.



1.3 Finite Element Methode

Unser erstes Ziel wird es sein, eine numerische Approximation der schwachen Lésung des Dirichlet-
Problems (5) zu berechnen. Dabei wenden wir eine FEM auf die schwache Formulierung in (15) an.
Wir erldutern hier kurz die Idee. Der Schliissel ist die Diskretisierung des Losungsraums H}(Q) in der
folgenden Weise.

Definition 1.15. Fir ein offenes beschrinktes @ C R* mit 002 € Crip sei Vi C H& (Q) ein endlichdi-
mensionaler Unterraum von HE(Q). Dabei bezeichnen wir mit ny, == dim(Vy) die Dimension von V.
Wir setzen die Kenntnis einer Basis B, := {B1,..., Bn, } von V), voraus.

1.3.1 Schwache Formulierung des diskreten Problems

Definition 1.16. Die schwache Formulierung des diskreten Dirichlet-Problems (5) schreibt sich nun wie
folgt: Finde eine Funktion up, € Vy,, sodass

Mup,vp) = F(vp)  fir alle vy, € V. (24)

Wir bezeichnen uy, als die Galerkin-Approzimation zur Lisung u € Hg (). Diese existert eindeutig wegen
Lemma 1.12.

Die Galerkin-Approximation up lasst sich als Funktion aus V} beziiglich der zugehorigen Basis By, an-
schreiben:

np
up =y w;Bj, (25)
j=1
wobei die Koeffizienten z; fiir j = 1,...,n zu bestimmen sind. Einsetzen der Darstellung (25) in (24)
ergibt eine alternative Formulierung des Problems: Bestimme (z1, ..., 2,, ) € R™, sodass
np
> A(Bj.Bi)z; = F(B;), (26)
j=1
fir ¢ = 1,...,ny. Dies liefert ein System L;x; = Fj, von n; linearen Gleichungen in den Unbekannten
Xp = (z1,...,2,,)" mit der Systemmatrix
Lh = )\(Bj, Bi)?,;:l S Rnhxnh’, (27)
und dem rechte-Seite-Vektor
Fp = F(B;)2; € R (28)

Dieses lineare Gleichungsystem ist eindeutig losbar, da aus der Koerzivitit der Bilinearform A(-, -) sofort
die positive Definitheit der Matrix Ly und damit deren Invertierbarkeit folgt, siche dazu [10, S.56].

Bemerkung 1.17. Unsere Intention ist es, Basisfunktionen B; mit moglichst lokalem Tréger zu finden.
Als Konsequenz gilt dann
)\(Bj, Bz) == 0

fiir viele Paare (7, 7). Dadurch ist Ly eine schwachbesetzte Matrix und effiziente Losungsstrategien fiir
L;x; = Fj kommen zum Zug. Eine ideale Wahl fiir die Basis By, sind B-Spline Funktionen, welche im
folgenden Abschnitt eingefiihrt werden. //



2 Isogeometrische Analysis

Wir préisentieren in diesem Abschnitt das zentrale Konzept der IGA-FEM zum numerischen Losen von
PDEs mittels Galerkin-Approximation.

2.1 B-Splines und NURBS

Als Grundlage dafiir dienen B-Splines und NURBS. Unser Ziel ist es, eine PDE auf einem physikalischen
Bereich Q C R%, d = 2,3, zu lsen. Im CAD werden NURBS eingesetzt, um € zu modellieren. Dabei
wird Q als das zusammengesetzte Bild mehrer Parameterbereiche unter geeigneten NURBS-Funktionen
definiert. Wir beschréinken uns im Rahmen dieser Arbeit jedoch auf Geometrien, die als Bild eines einzigen
Parameterbereichs Q := (0,1)? gegeben sind. Im Folgenden besprechen wir dafiir die mathematischen
Konstrukte B-Splines und NURBS.

2.1.1 TUnivariate B-Splines

Fiir das bessere Verstindnis von multivariaten B-Splines, welche uns in der Praxis nur im zwei- oder
dreidimensionalen Fall begegnen, widmen wir uns zuerst dem eindimensionalen Fall. Die anschliefenden
Definitionen und Sétze folgen jenen in [12, S.163ff] und [5, S.2ff].

Definition 2.1. Fiir gegebenesn € N und p € Ng bezeichnen wir = := (&1, . . .
Knotenvektor, falls

y€ntpt1) als einen p-offenen

G = =1 <Epra < <&y <1 = = Engptl- (29)

Der Vektor Z := ((1,...,(n) reprisentiert die Knoten aus = ohne Wiederholung, sodass (; < (1.
Diesen bezeichnen wir als Stiitzstellen-Vektor. Bezeichnen wir mit u(=2, ¢;) die Vielfachheit eines Knotens
¢j in E, so soll gelten

—_
—

M(E7CJ)SP+]" j:17"'7N' (30)

Desweiteren nehmen wir ohne Einschrinkungen an, dass & = 0 und &qpy1 = 1.

Definition 2.2. Die Zerlegung des Intervalls [0, 1] durch die Stiitzstellen aus Z = (C1,...,(n) bezeichnen
wir als ein eindimensionales Gitter. Dabei bezeichnen wir die lokale Gitterweite des offenen Elements

Iy = (G, Gigr) als

hj = G =G (31)
firj=1,...,N 1.
Ausgehend von diesen Definitionen, kénnen wir nun univariate B-Splines éi,p der Ordnung p erzeugen.

Uber dem Knotenvektor = werden diese in [4, S. 90] durch die Cox-de Boor Formel wie folgt definiert:

Definition 2.3 (Cox-DE BOOR FORMEL). Fiir gegebenes n € N und Ordnung p € Ny sei Z ein p-offener
Knotenvektor entsprechend Definition 2.1. Wir definieren fir x € [0,1) undi=1,...,n+p

~ 1 falls & < x < &1,
Bi@(l’) _ { f g £+1 (32)
0 sonst,
und fir j=1,...,p ist
- _ =& & $itj+1—T 5
B;j(x) = ——Bij-1(z) + ——————Biy1;-1(2), (33)
Sivj — & Eitjr1 — &it1
wobei i =1,...,n+ p— j. Wir setzen den auftretenden Ausdruck -/0 = 0.

10



Fiir p = j erhalten wir eine Menge bestehend aus n univariaten B-Splines {Ei’p :4=1,...,n}, welche
einige essentielle Eigenschaften erfiillen. Diese sind im Folgenden angefiihrt.

Definition2.4. Fir p € Ny sei & = (&1,...,&n4p+1) €in p-offener Knotenvektor mit zugehdrigem
Stiitzstellen-Vektor Z = (C1,...,Cn). Wir bezeichnen K := (ki,...,kn) als den Regularitits-Vektor
zu Z, wobei

ki =p—pn=,¢), firj=1,...,N. (34)

Wir definieren nun gp(E) als den Vektorraum der stiickweisen rechtsstetigen Polynome vom Grad p tiber
[0,1), welche an den Stitzstellen Z\{0,1} genau k;j-mal, j = 1,..., N, stetig differenzierbar sind, wobei
k;j = —1 Unstetigkeit und k; = 0 Stetigkeit entspricht.

Berticksichtigen wir, dass fiir jede Stiitzstelle (; die Bedingung
1<uE¢)<p+1
gilt, so folgt
—1<k;<p-1 (35)
Wie sofort einzusehen ist, erhalten wir Unstetigkeit fiir die maximal erlaubte Vielfachheit (=2, {;) = p+1.

Aufgrund der Eigenschaft des p-offenen Knotenvektors = gilt k1 = ky = —1.

Satz 2.5. Die B-Splines {Ei,p :1=1,...,n} der Ordnung p bilden eine Basis von 3;,(5). Sie sind sogar
lokal linear wunabhingig. D.h. auf jeder offenen Teilmenge & C (0,1) sind die Funktionen
{Bipls : suppB;p, NwW # 0} linear unabhingig.

Ein Beweis von Satz 2.5 kann in [5, S.9ff.] oder [4, S.87f.] gefunden werden. Wir verzichten auf eine
Niederschrift, da er einiges an Vorbereitung bedarf. Dies wiirde den thematischen Rahmen dieser Arbeit
sprengen und den Lesefluss storen. Aus Satz 2.5 folgt direkt die lineare Unabhéngigkeit der B-Splines.

Satz 2.6. Flir {Ei,p : i=1,...,n} gelten die folgenden Aussagen:

~

(i) Die Basis-Funktionen besitzen lokalen Trdger, d.h. supp(B; ) = [&, Eitpt1)-
(i) Ei,p ist strikt positiv im Intervall (&;,&i+p+1), es gilt insbesondere Em,(x) >0 firxz €0,1).

(iti) Die B-Spline Funktionen formen eine Zerlequng der Eins, d.h.
Z Ei,p(x) =1, firallex€][0,1). (36)
i=1

Auflerdem gilt ﬁl,p(O) =1 und En,p(l—) =1.
(iv) Firp>1 undx € [0,1)\Z gilt

d = P

, - B. p B,
2 Bi@) = g By @ Bist i (@). (37

Sitp+1 — &it1

Beweis. Ad (i) und (i7): Wir fithren einen Induktionsbeweis nach j bis j = p. Fiir j = 0 liefert die
Definition (32) sofort supp(B;0) = [&, &iv1] und B;o(x) > 0, firi =1,...,n+pund z € (&,&+1). Gelte
nun firein 0 < j<pund firi=1,...,n+p—(j—1)

SuPp(Ei,j—l) = [&,&i+;] und éi,j—l(x) >0, fiiralle z € (§,8i45)- (38)
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Dann liefert die rekursive Darstellung aus (33) supp(B; ) = (&, &ivsl U l&iv1, Eiv14j] = [&ir Gipjpa], fiir
1=1,....,n4+p—7.
Weiters gilt

x—& >0 und £i+j+1 —x >0, firallexe (fiagi—i-j—&-l)- (39)

Aufgrund der Gestalt von = ist §4; > & und &4 541 > &1 Wir betrachten eine Fallunterscheidung:
1. Fall (€i+j > f’i N £i+j+1 > §i+1) : Da fiir x € (5ia§i+j+1) klarerweise

HS Supp(gi,j—l) Ve Supp(§i+1,j—1)

gilt und wegen (38) und (39) ist

r—§ Sivjit1 — T 5
Bi,'fl )+ ————Bjt1,-1(x) > 0.
Civj—& (=) Eivjar—&gr (@)
2. Fall (fiJrj =& AN £i+j+1 > €i+1) s Fir & = &4 = - = fiJrj ist /L(E,f» = j 4+ 1 bereits die

maximal erlaubte Vielfachheit einer Stiitzstelle in Z. Daher ist @ € (&i44,&i+j+1) = (&,&i+j+1) und
folglich & € supp(Bit1,j—1), wodurch

=G » i+j+1 — T 3
=& Bij1(z) + i+l =T Bit1-1(z) > 0.
i Siti+1 — i1 —=L—
[ —
=0 >0 >0
3. Fall (&4; > & N&iyj+1 = &i+1) © Analog zu Fall 2 ist hier z € supp(ﬁm_l).
4. Fall (&4 = & N&itj+1 = &41) : Dieser Fall kann nicht auftreten, da aus

=81 = =&4j = &irjt1

ein Widerspruch zur maximal erlaubten Vielfachheit j 4+ 1 einer Stiitzstelle auftritt.

Ad (iii): Wir zeigen die Zerlegung der Eins mit Induktion nach j. Es gilt >~ +p B, o(z) = 1 per defini-
tionem. Wir betrachten im Induktionsschritt die Aussage fiir j:

n+p—j R n+p—j & €4+ -7 A
Y. Bijla)= Y | +¥——5Bij@)+ ~H——Bi1; 1(x)
i=1 j = Si §i+j+1 = &it1

n+p—(j—

' §l+_7 X /\
— =& g )
; Civj—& @) + ; s — & Bij-1(x)

+
n+p—j x_gz

T —Enpp_(i ~
=Y T Bia) + Swin-G-1)

n+p—(j—1),j—1

— Gy — & Entptl — Sngp—(i—1)
=0, 1t. Def. 2.3
i R Gy -
+]7Bl7 1 + LBi,‘—l T
£j+1 51 J— ( ) ; 67,4»] _52 J ( )
=0, 1t. Def. 2.3
n+p—(j—1)
D I o LIRLE
i—1 €i+j - fz £l+J gz J
=1
n+p—(j—1)

= Y Bia@=L

i=1

Einfiigen zweier Ausdriicke, die laut Definition 2.3 der B-Splines einer Null entsprechen und Anwenden

der Induktionsvoraussetzung S 77 —@=1 gi,j,l(x) =1 liefern also die erste Aussage in (7).
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Wir sehen durch (32), dass

1
B1,0(0) = By(0) = --- = B, (0) = 0.

Gelte fiir p > j und j > 0 die Induktionsvoraussetzung

1
Bi;(0) = By ;(0) = --- = B,_;,;(0) = 0.

Wir sehen aus (33) und der Induktionsvoraussetzung:

~ 0—&—i = -0 = .
Bp—jj+1(0) = %Bpfj,j(o) +%Bp+lfj,j (0) =1, sowie
§p+1 gp—y 5p+2 51>—J+1
=0 =0
= 0—&p—j—1-k 5 &pri—t—0 5

By j—1-k,+1(0) = By j1-1,;(0) + ———Bp—j—k,3(0) =0,
gpfk: gpfjflfk §p+17k fp,j,k

-0 =0
fir k =0,...,p —j — 2. Die Aussage ELP(O) = 1 folgt dann fiir p = j in (40). Ebenso mit (32) sehen
wir, dass
Emo(l—) =1 und
Bui10(1=) = Bpy2o(1=) = -+ = Buypo(l—) = 0.

Mit der Induktionsbedingung fiir p > j und j > 0,

B,;(1=) =1 und
_ _ _ (41)
Bry1,j(1=) = Byya j(1=) = -+ = Byypji(1-) =0,

sowie (33) folgt

5 1-— n a n+j -1 = .
By jy1(1-) :%Bnd( -)+ %Bnﬂ,j(l—) =1, sowie
§7L+J+1 §n §7l+]+2 £n+1
——

=1 =0

D 1- §7L+P—j—1—k n
Bryp—j—1-kj+1(1-) R — an+p—j—1—k,j(1—)
nTp— nTrp—j—1—

=0

£n+p7k+1 - 0 oy

+ Bn+p*j*k-,j(1_) =0.

Entp—k+1 — Entp—j—k

=0

fir k=0,...,p—j — 2. Die Aussage ﬁn,p(l—) = 1 folgt dann fiir p = j in (41).
Ad (4): Wir zeigen

d = J

~ ] ~
dx 1] ($> é-i—o—j — gz i, 1($) i+1,7 1(.17) ( )

Eitir1 — &it1
ein weiters Mal mittels Induktion nach j.

Da die Funktionen Ei,o stiickweise konstant sind, folgt der Induktionsbeginn j = 1 sofort aus der direkten
Ableitung;:

d = d & 5 itit+l — T 5
—Bia(z) = o (HB (x)+ WBi+1,O(x)>

5,0
dx Siv1 — & Eiva — iyt
1 ~ 1 ~
= ——DB; () - ————Bit1,0(x),
Siv1 — & @) I (@)
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Wir verwenden die Identitit in (33) fiir Eu(x) und differenzieren unter Beriicksichtigung der Produkt-
regel:

15 d (=& p Sitjr1 — T 5 )
—B; j(x = ———B; j_1(z) + =——————B11-1(x
dx i (@) (fi+j g, 1(z) Gt — Gt t1-1(x)
x—& d = L s
= Bi7 () + —mm j-1(z
ferg 67, dx J 1( ) £Z+J 61 %] 1( )

§z+3+1 -z d 5 1 =N
By . — T ' 43
Eijp1 — Eipr dz T 1(@) Crgit oy Y 1(z) (43)

Es gelten die Induktionsvoraussetzungen fiir j — 1 :

+

d ~ i-1 3 j—1 =
—B; i 1(x e ——— —o(x) = ———Bit1,j—2(x), 44
dl’ 3] 1( ) £1+_7 1 — 67 a] 2( ) £1+] . §i+1 +1,7 2( ) ( )
und
d ~ ji—1 = j—1 ~
—Bii1i-1(x) = ————B;11i9(x) — ————B;i1o i o(x). 45
7y Dit1i-1(2) fs G D 2(2) o G D 2(z) (45)

Einsetzen von (44) und (45) in (43) ergibt mit (42) und Umformen folgende zu zeigende Gleichung,
welche wir in [hs und rhs teilen:

-1l 5 i1 =

lhs = GJ—1\T) — B; 1,7—1\T),
itj — fz i-1(2) ivjr1 — g1 T (@)
r—& j—1 B j—1 = >
rhs = Bijo(r) = ————DBjt1,;-2(x
§i+j —& (§z+g 1—& ] ( ) fz’ﬂ' =&t vHha ( )
Sitj+1 — ( J—1 = Jj—1 = )
+ Bit1j-2(r) = ————F—Bi12;-2(7) ).
Citjt1 —§i+1 Sitj — &it1 +1.5-2(2) Eivjr1 — Sito +24-2(7)

Die rhs liasst sich umformen zu

7j—1 r—& B j—1 r—§& =
rhs = J—2\T) — Bl 1,7—2\T
Sitj — &i Cirj—1 — 57 i=2(7) Eivj— & bivj—Eipr 7 (z) (46)
Jj—1 Sitjt1 — T 5 Jj—1 Sitjrl — T =
+ Biy1,j-2(x) — Biyoj 2(x).
Eirjr1 —Gip1 &ips— &G (=) Eititt — Eiv1 Eijrr — Eiga Y (=)
Einsetzen der Darstellung (33) fiir Em-_l(:c) und §i+17j_1 liefert
j—1 < r—& 5 Civi—T = )
Ihs = Bijale)+ 2" B o
Civj— & \&irj1—& 7 (=) Eivj— g1 T ()
) — ]. T — G4 ~ i —r =~
— : ] — < — _é- “'il B’L‘+17j72(m) —+ 45 +j+1_ : Bi+2,j2> =
£1+J+1 §z+1 gz-&-] fH—l §l+3+1 §z+2 (47)
j—1 - & B J—1 z=&1; 5
= g—2() — Biy1,-2(z
Sivi — & €z+g 1 —fz i-2(7) €ivj— & Cipj—Eip (@)
Jj—1 §it1—T 5 Jj—1 ivjr1— T 5

+

Bit1,j-2() — Biyaj-2.

Sitjrt — &ir1 Girg — &it1 Sitjrt — &ir1 Sirjr1 — Sivo

Wir kénnen bei einem Vergleich der beiden Seiten der Gleichung in (46) und (47) den jeweils ersten und
letzten Summanden kiirzen. Es bleibt:

j—1 x—&4j 5 j—1 §iv1 — T =
lhs = — Bii1 i o(x Bit1,j-2(x), 48
[ A () + Eivgr1 —Eovt Goyg —Gipr 20 )
| — 1 T — G -~ -1 47 — T
rhs = ——7 3 Bij1,j-2(x) + ] Sivj41 Bit1,j—2(z).

Sivi —&i&irs — &iv1

Sivjr1 — &ir1 &ivg — &imn
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Einfiigen einer nahrhaften Null in (48) liefert:

J—1 o-&+i 5 J—1 i1 —T o

lhs = — B; 1,5—2(x) + B; 1,5—2(x
Eivj— & Cinj—Ein (@) Eivjr1 — Civ1 Eipg — Eigr Y (@)
J—=1 &vj—& » J—1  &irjr1 —&it1 5
| - Biy1j-a(z) + Biy1j-2(z) | =
( Sivi — &i&irj — &t I Sivitr —&it1 Sivj — &it1 I
—0
= rhs.
Das war zu beweisen. |

Bemerkung 2.7. In weiterer Folge werden wir uns oft einer alternativen Notation fiir ﬁi_’p bedienen,
welche die Eigenschaft aus Satz 2.6(¢) hervorhebt. Da die Definition jedes B-Spline nur von p+ 2 Knoten
abhangt, welche wir im lokalen Knotenvektor

Eip = (&is- o Gitpt1) (49)
festhalten, schreiben wir auch é[EW} = éi,w siehe auch [12, S.163]. //

Im Folgenden sind einige anschauliche Beispiele zu univariaten B-Splines gegeben.

0 1/4 2/4 3/4 1 [ 1/4 2/4 3/4 1

(a) Bi,o mit Trager [1,&2] = [0, ] (b) Bz, mit Tréiger [€2,65] = [§, 3]

2 2

15 15

1 1

0.5 0.5

0 0

0 1/4 2/4 3/4 1 0 1/4 2/4 3/4 1
(¢) Bs,o mit Tréger [€3,&4] = [%, 3] (d) Ba,o mit Tréger [€4,&5] = [3,1]

Abbildung 1: B-Spline Funktionen {ﬁw i=1,...,4} firE= (0, %, %, %, 1) .
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Beispiel 2.8. Es sei fiir n = 4 und Ordnung p = 0 der p-offene Knotenvektor

1 2
E=7= 077a77§51
4°4° 4

gegeben. Dieser erfiillt die Eigenschaft 1 < pu(Z,¢;) < p+ 1, woraus sich der Regularitéts-Vektor
K=(-1,-1,-1,-1,-1)

zu Z ergibt. Entsprechend (32) in Definition 2.3 sind die n = 4 B-Splines {Ei,O : i =1,...,4} iiber
= stiickweise konstante Funktionen mit Unstetigkeitsstellen an den Stiitzstellen. Abbildung 1 zeigt uns
dies.

Beispiel 2.9. Es sei fiir n =9 und Ordnung p = 2 der p-offene Knotenvektor
113337
==10,0,0,—,-,-,-,=, = 1,1,1
(’ ) 7474757575787 ) 7 >
gegeben. Dieser erfiillt die Eigenschaft 1 < u(=,¢;) < p+ 1, woraus sich zu Z = (0, %, %, %, 1) der

Regularitits-Vektor K = (—1,0,—1,1, —1) ergibt. Abbildung 2 zeigt die B-Spline Funktionen {Ei,p D=
1,...,9).

L\

sssssssssssssssssssssss

(a) By, mit Triger [&1,64] =[0,3]  (b) Bz, mit Tréiger [£2,65] =[0,3]  (c) Bs,2 mit Tréiger [£3,&] = [0, 2]

ssssssssssssssssssssssssssssssss

(d) Ba,o mit Triger [€4,67] = [+, 2] (e) Bs2 mit Triger [¢5,&) = [L, 2] (f) Bg,2 mit Tréiger [&, o] = [2, &)

353535 78 ER} 000 a1 w3535 IR Soo a4 353535

(g) §772 mit Tréger [§7,£10} = [g, 1} (h) §8,2 mit Tréger [687 511] = [%7 1] () B9,2 mit Tréger [591612] = [%7 1]

Abbildung 2: B-Spline Funktionen {B\lg ci=1,...,9} fir= = (0,0,0 117333771, 1).

’4%4°575757 8
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2.1.2 Univariate NURBS und NURBS-Kurven

Wir machen in diesem Abschnitt erste Schritte in Richtung der Darstellung des physikalischen Bereichs
als NURBS-Parametrisierung des Parameterbereichs.

Definition 2.10. Fir gegebene Kontrollpunkte ¢; € R%, i = 1,...,n, ist eine Spline-Kurve im R?
definiert als die Funktion

Y= Z Ci§i7p- (50)

Spline-Kurven sind der Ausgangspunkt fiir Modellierungen im R¢ mithilfe von B-Splines. Jedoch kénnen
nicht alle Kurven durch eine Linearkombination von B-Splines dargestellt werden. Dies motiviert die
Einfiihrung von NURBS, welche aufgrund ihrer Eigenschaften vielseitige Anwendungen in der geometri-
schen Modellierung finden. Beispielsweise werden Kegelschnitte durch sie dargestellt, siehe [12, S.165].

Definition 2.11. Fir B-Splines {EW : i =1,...,n} und gegebene Gewichte w, > 0, £ = 1,...,n,
definieren wir die Gewichtsfunktion

W .= ijEjJ,. (51)

FEs gilt also W € gp(E)

Mithilfe der Gewichtsfunktion konnen wir nun NURBS-Basisfunktionen definieren.

Definition 2.12. Sei W eine Gewichtsfunktion wie in Definition 2.11 festgelegt, dann definieren wir
NURBS durch

& B, iDi .
N;p = nw P = wW’p, firi=1,...,n. (52)
2 =1 wiBjp

Jj=

o))

Mit
J\Afp(E, W) := span {]Vlyp, cey ]\Afmp} (53)
bezeichnen wir den zugehéorigen NURBS-Raum.

Diese Schreibweise rechtfertigen wir dadurch, dass die NURBS einerseits von den B-Splines (welche iiber
dem p-offenen Knotenvektor = gebildet werden) und der Wahl der Gewichtsfunktion W abhéingen. Analog
zu den Spline-Kurven werden nun univariate NURBS-Kurven definiert:

Definition 2.13. Fiir gegebene Kontrollpunkte ¢; € R, i = 1,...,n, ist eine NURBS-Kurve im R?
definiert als die Funktion

’7 = Z Ciﬁi,gr (54>
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Beispiel 2.14. Wie bereits erwihnt lassen sich beispielsweise Kegelschnitte erst durch NURBS dar-

stellen. Fiir p = 2 und dem Knotenvektor = = (0,0,0, %, %, %, %, %, %, 1,1, 1) ergeben sich 9 B-Splines

{EM, i =1,...,9} aus 8y(Z). Dazu wihlen wir die positiven Gewichte (wi)?zl fiir die zugehdrigen
NURBS und die Kontrollpunkte (ci)?zl aus R? fiir die NURBS-Kurve wie folgt:

z“l 2 3 4 5 6 7 8 9

¢ | (1,0) (1,1) (0,1) (-1,1) (-1,0) (-1,-1) (0,-1) (1,-1) (1,0)
w; |1 1/vV2 1 1/vV2 1 1/v2 1 1/v2 1

Wie in Abbildung 3 dargestellt, ist die resultierende NURBS-Kurve v ein Kreis. Die Kurve liegt in
der Konvexhiille seiner Kontrollpunkte. Die punktweise lineare Verbindung der Kontrollpunkte wird als
Kontrollpolygon bezeichnet.

P

05

o

-05

D

Abbildung 3: Ein Kreis als NURBS-Kurve (blau) mit zugehdrigen Kontrollpunkten (schwarz) und Kon-
trollpolygon (rot).

Bemerkung 2.15. Formal konnen wir auch Geometrien, welche als nichtrationale B-Spline-Parametri-
sierungen gegeben sind, als NURBS-Parametrisierungen auffassen. Indem wir alle Gewichte w; = 1
setzen, ist

n N n wlﬁl n N
v=) aNip=) o W > ciBip, (55)
i=1 i=1 i=1
da wegen Satz 2.6(iii) in diesem Fall, W =37, wjﬁj’p =1 //

2.1.3 h-Verfeinerung im univariaten Fall

In diesem Abschnitt gehen wir auf den wichtigen Prozess der Verfeinerung von B-Spline Rdumen ein.

Definition 2.16. Sei gp(E) ein B-Spline Raum und /\A/'p(E, W) ein zugehoriger NURBS-Raum. Wir nen-
nen Sy, (E4) eine Verfeinerung von Sy(Z) bzw. Ny, (24, W) eine Verfeinerung von Nyp(Z, W) falls

~

Sp(E) C Sy (Br) bzw. N(E,W) C Ny, (B4, Wy). (56)
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FEine Verfeinerungsstrategie, die so geschachtelte B-Spline-Rdume erzeugt, ist die h-Verfeinerung. Dies
ist auch die einzige Verfeinerungsstrategie, welche wir im numerischen Teil dieser Arbeit anwenden.
h-Verfeinerung bezieht sich auf die Verfeinerung des zugrundeliegenden Gitters durch Einfiigen eines
neuen Knotens &+ in 2. Sel 24 = (&1,...,&,&1, 41, - -+, &ngpr1) der Knotenvektor nach Einfiigen
dieses Knotens, wobei wir annehmen, dass & < &7 < ;1. Der Name dieser Verfeinerungsstrategie
bezieht sich auf die Reduzierung der lokalen Gitterweite hj, da h+ =&t =& < hj:=¢&j41 —&;. Nennen

wir die Knoten =, = (ff’ yeen ,fn +p +2) und die zugehorigen B- Sphnes B} . so kénnen die n originalen

1,p?
Funktionen B; , wie folgt durch die n 4 1 neuen B-Splines B;r » ausgedriickt werden:

Bi,p = OllB:p + (1 - aiﬂLl)B;-_&-l,p? (57)
mit den Koeffizienten
1, fuiri=1,...,5 —p,
L et—¢f fir 1 — 7 — 1 .
=9 g, firi=j-—p+1,...,7] (58)
€6
0, firi=j4+1,...,n+1.

Diese Tatsache kann in [12, S.167] nachgelesen werden. Eine Folgerung aus diesem Zusammenhang ist,
dass, entsprechend Definition 2.16, nach einer h-Verfeinerung die B-Spline Réume in der Form

~

Sp(2) € 8y(Ey) (59)

geschachtelt sind.

Bemerkung2.17. Aufgrund der Lokalitdt von B [Eip) (vgl. Bemerkung 2.7) beinflusst das Einfiigen
von £ in E nur p + 1 B-Splines, wie auch anhand der Formeln (57) und (58) leicht einzusehen ist. //

Laut Satz 2.18 dndern sich Splines unter Anpassung der Kontrollpunkte bei h-Verfeinerung nicht.

Satz 2.18. Fir p und = seien die B-Splines {El-,p : i =1,...,n} gegeben. Sei weiters § € §p(E) mit
5= Z?:l ¢iBip, wobei c; € R, fiiri=1,...,n. Figen wir einen neuen Knoten in = ein, so gilt

n+1

SO SEL e

i=1
wobei mit «; aus (58)
C%r = o, + (1 — O[i)Cifl. (61)

K3

Dabei kénnen cy und c,y1 beliebig gewdhlt werden.

Beweis. Es gilt fiir x € [0,1) :

n
8(z) =Y eiBip(w) =
i=1
n+1

= cn+1an+1B +1p (cha B ) +c¢o(l —a1)B (ch 1(1— ) B+ ( ))

M:

C; (O[Z_B+ —|— (]_ — a’i+1)§;-1,p(m)>
=1

=0, da ap4+1=0 =0, da a1=1
n+1 n+1
= Z (cici + (1 — ay)ei—1) B+ Z +B
i=1
was den Beweis abschlief3t. [ |
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Setzen wir in Satz 2.18 (¢;);; = (w; )] 1> erhalten wir fiir die Gewichtsfunktion W:

n+1

W = iwjﬁj,p ZerBJr (62)
j=1

. 1 . . . .
Es koénnen also neue Gewichte (wj'")n+ berechnet werden, sodass die Gewichtsfunktion unveréindert

bleibt. Damit sehen wir, dass auch fiir eine NURBS-Funktion Y7 ; N » neue Koeffizienten ()74
berechnet werden koénnen, sodass diese bei h-Verfeinerung unveréindert bleibt:

n

n ~
< wiBz

§ CiNi,p = E (& n § C’Lwl i,p

i=1 >

i=1 j=1Wj BJ p
n+1
5. Satz218 1 + B
= — g clwZ ip = g d;
n+1 n+1 w B+ n+1

- fzcmx R

.~ dF wf Bf . . S /= S /=
wobei ¢; := —i- und NZFP = —5p~2. Somit gilt also nicht nur §,(Z) C S,(=Z; ), sondern auch

~

N, (B, W) C N, (By, W).

Da wir eine NURBS-Parametrisierung

im R? in jeder Komponente als NURBS-Funktion auffassen konnen, vererbt sich die Eigenschaft auch auf
NURBS-Kurven, sowie auf die im folgenden Abschnitt eingefiihrten NURBS-Fléchen. Diese Tatsachen
erlauben es uns einen feineren NURBS-Raum N, (2, W) C N, (24, W) als Ansatzraum fiir die FEM zu
betrachten, ohne dabei die zugrundeliegende Geometrie einer NURBS-Kurve oder -Fléiche zu verdndern.

Beispiel 2.19. Seien p = 2 und = = (0,0,0, 1,1, 1), sowie die folgenden n = 3 Kontrollpunkte aus R?

gegeben:
o = 0 o — 0.5 o 1
1= 0 s, €2 — 1 s €3 — 0 .

Nach Einfiigen eines Knotenpunkts sei = = (0 0,0, %, 1,1, 1) und die neuen Kontrollpunkte berechnen
sich entsprechend (61) und (58) zu

oF = 0 o = 0.25 + 0.75 +: 1 .

o\ 0.5 0.5 0
In Abbildung 4(a) sind die die Kontrollpunkte (c,-)?zl, der zugehorige Polygonzug, sowie die Spline-
Kurve v(z) = Z?:l ¢;B;o(x) fir x € [0,1) zu sehen. In 4(b) sind die entsprechenden Konstrukte nach

der h-Verfeinerung abgebildet. Wir sehen, die Spline-Kurve bleibt unveréndert, wihrend der zugehorige
B-Spline-Raum mit einer zusétzlichen Funktion angereichert wird.
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(a) Originale Spline-Kurve zu ==0,0,0,1,1,1] (b) Neue=alte Spline-Kurve zu E+:[0,0,0,%,1,1,1]

1 1

(c) Originale B-Spline Funktionen (d) Neue B-Spline Funktionen

Abbildung 4: (a) und (b): die Spline-Kurve bleibt bei h-Verfeinerung und Adaption der Knotenpunkte
unverdndert. (¢) und (d): der zugrundeliegende Spline-Raum wird um eine Basisfunktion bereichert.

2.2 Multivariate Konstrukte

Die folgende Theorie ist [12, S.176ff.] entnommen.

2.2.1 Multivariate B-Splines

Multivariate B-Splines werden nun als Tensorprodukt univariater B-Splines definiert. Dies kann mit belie-
biger endlicher Dimension d geschehen. Der Lesbarkeit halber illustrieren wir die folgenden Definitionen
fiir bivariate B-Splines, also fiir d = 2. Die Ergebnisse konnen dann auf ganz natiirliche Weise auf den
mehrdimensionalen Fall angewendet werden. Es sei 2 := (0,1)2.

Definition 2.20. Fiir ni,ns € N und p1,p2 € Ny seien

1= (5%’ te 757111+p1+1) und Zy = (S%’ te ’57212+P2+1)

offene pg-Knotenvektoren entsprechend Definition 2.1. Fir ¢ = 1,2 seien Z; = (Cf, cee (jﬁ,ﬁ) die Stiitz-
stellen-Vektoren zu Zy. Weiters definieren wir p := (p1, p2) und E := Z1 X Eg. Dabei bezeichnen wir Z als
einen bivariaten (p1, p2)-offenen Knotenvektor. Es ergeben sich die zugehdrigen univariaten B-Splines

{éihlll : il = 1,...,7’7,1} und {§i27p2 . iQ = 1,...,7’?,2}

aus Definition 2.3.
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Es sei T = {i:= (i1,42) : ¢ =1,...,n0} die Menge an Multiindizes. Die ny - ns bivariaten B-Splines
tiber Z sind nun tiber das Tensorprodukt

~ ~

Bi’p({L‘) = (Bilvpl (4 Biz’pg)(fﬁ) = Bil,pl (xl)Big,zm (1’2)7 fﬁ’f’ allei e T (63)

~

definiert, wobei x := (x1,22) € Q.

Definition 2.21. Wir bezeichnen zu gegebenen p und = mit
5’;,(5) := span {Ei’p eI} (64)

die lineare Hiille der multivariaten B-Splines {Ei,p . i €T} diber Q und E.

Definition 2.22. Zu gegebenen Stiitzstellen- Vektoren Z;, fiir £ = 1,2, definieren wir die Intervalle

Ife = ( Jez’ fe+1)v firl<gj, <Np—1

Wir definieren das Bézier-Gitter im Parameterbereich 0:
:{Ijll XIJ22’ 1§j5SN5_l}a (65)
Die @j € Q heiflen dabei Bézier-Elemente.

In Abbildung 9 sind solche Bézier-Gitter visualisiert. Die Eigenschaften der multivariaten B-Splines
ergeben sich nun aus denen der univariaten B-Splines.

Satz 2.23. Fir {Ei,p NS f} gelten die folgenden Aussagen:

(i) Die bivariaten B-Splines sind auf jedem Bézier-Element Qj Polynome vom Grad p. Am Rand GQ]
besitzen sie Regulamtat entsprechend der Vielfachheit der Knoten in =. Genauer gilt fir alle QJ € Q:
Die Funktionen aus {Bz,p RS I} sind fir (j1,42), je=2,...,Ng— 1,

an {¢j,} x I k;, -mal,
an {C;IH} X Ifz : kjl-lﬂ—mal, (66)
an I}l X G 2} kaz -mal,
und an Ijl1 X { 1) k‘?zﬂ-mal
stetig differenzierbar. Die Grifien k]17k11+1’ ka, ka+1 entsprechen FEintrdigen aus den zu Z; und

Zs gehorenden Regularitits- Vektoren K1 und Ko. Tatsdchlich bildet {Eiyp RS f} sogar eine Basis
aller stiickweise rechtsstetigen bivariaten Polynome dber Q mit entsprechender Regularitdt an 0Q);.

(i) Die B-Splines {Bi,p NS f} sind sogar lokal linear unabhdngig. D.h. fir jede offene Teilmenge
W C Q sind die Funktionen {B; , : suppB;, N& # 0, i € T} linear unabhingig.

(i4i) Die Basisfunktionen besitzen lokalen Triger, d.h. supp(éw) =6 & 1) X (€0 & s parn)-
(iv) Ei,p ist strikt positiv im Intervall (&}, &}, 1, 1) ¥ (&5, &ry s pps1), insbesondere Ei,p(x) > 0 fiirz € €.

(v) Die bivariaten B-Splines Funktionen formen eine Zerlequng der Eins, d.h.

Zﬁi,p(x) =1 fiir alle z € Q. (67)
ieZ

Auflerdem gilt fiir i = (i1,42) € 7 mit ig # 1yig #nyg flir £ =1,2, dass §i,p($) =0 an z € 9Q.
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Beweis. Die Aussagen von Satz 2.23 folgen alle sofort aus der Definition von {Ei,p 1€ f} als

~

Tensorprodukt B, ,(x) = Bi, p, (€1)Biy py(22), i € Z, x € © und den Eigenschaften der univariaten
B-Splines aus den Sétzen 2.5 und 2.6. Wir fithren exemplarisch den Beweis fiir (¢#i) und (v).
Ad (7i7): Da laut Satz 2.6(4)
SUPP(Bh,m) = i17§'}1+p1+1] und SuPp(Bi2,p2) = [ i27€7l22+p2+1]7
folgt aufgrund der Tensorprodukt-Struktur der bivariaten B-Splines
supp(Bihpl ® Bizyp2) = supp(Bilylh) X Supp(Bizypz) = [51’11751‘11—&-pl+1] X [€i22’§1'22+p2+1]'
Ad (v): Mit Satz 2.6(4i7) gilt

ny  na ny no
D Bip(x) =YY Biyp (@1)Bis s (w2) = Y Biypi (11) Y Biy o (w2) = 1 fiir alle & = (1, 2,) € Q.
iEf i1=1142=1 i1=1 i2=1
=1
Das beendet den Beweis. [ ]

Wir fiihren auch hier zum besseren Verstandnis und zur Veranschaulichung der bewiesenen Eigenschaften
ein Beispiel zu bivariaten B-Splines an.

Abbildung 5: Bivariate B-Spline Funktion §(3,3)’(2’2) fir2=1(0,0,0,%,2,2,1,1,1) x (0,0,0, %, 3,1,1,1).

Beispiel 2.24. Es seien fiir n; = 6,72 = 5 und p; = ps = 2 die p1- bzw. ps-offenen Knotenvektoren

2 22 11
g = e N U | d=; = R I |
1 <030707373737 ) > un 2 <O70?O72727 bl >
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)30
K3 = (—1,0,—1). In Abbildung 5 ist der bivariate B-Spline B(3 3),(2,2) visualisiert. Wir {iberpriifen, dass

gegeben. Der Regularitats-Vektor zu 27 = (0 2 1) ist K1 = (—1,—1,-1) und der zu Zy = (O, %, 1) ist

supp (Bs,0)) = €4, €8] x [€3,€8] = [0, ;] < [0,1].

Das Bézier-Gitter @ besteht hier aus vier Elementen:

~

0= {Qun=0.2)x(0.3).Quz = (0,2) x (3.1).
Qe = (3:1) x (0.1) Qe = (3.1) x (3.1) }-

1

Es ist schén zu sehen, dass 3(3,3)’(2,2) an {%} X (0, 5) und {%} X (%, 1) unstetig, sowie an (07 %) X {%}

nur stetig ist.

2.2.2 Multivariate NURBS

Multivariate NURBS werden nun als rationale Tensorpordukt-B-Splines definiert.

Definition 2.25. Fiir gegebene positive Gewichte w;, i € 7 und der Gewichtsfunktion
W= w;Bj,, (68)
jeT

also W € 8,(2), definieren wir bivariate NURBS durch

~

Nipi= —iZie Wi e T (69)
: —w. B, W
ZjeIwJBLP

Wir bezeichnen mit
Ny (E,W) := span {N,, : i €1} (70)
die lineare Hiille der bivariaten NURBS iiber Q.

Analog zu den NURBS-Kurven héingt die Wahl der Gewichte von der zu parametrisierenden Geometrie
ab.

2.2.3 NURBS-Parametrisierung multivariater Geometrien

Definition 2.26. Fir Kontrollpunkte ¢c; € R, i € f, ist eine NURBS-Parametrisierung im R¢ definiert
als die Funktion

Y= ZCZ']/\\[LP. (71)

i€l

Mithilfe dieser Parametrisierungen konnen Geometrien im R? modelliert werden. Im Folgenden geben
wir zwei Beispiele fiir solche NURBS-Parametrisierungen, eine Fliche im R? und eine Mannigfaltigkeit
im R3.

Beispiel 2.27. Wir modellieren eine Platte mit kreisrundem Ausschnitt an einer Ecke als NURBS-
Fldche. Dazu definieren wir

pL=Dp2 =2,

1
= = (0,0,0,2,1,1,1> und  Zp = (0,0,0,1,1,1).
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Daraus resultieren 12 = 4 - 3 bivariate B-Splines, denen 12 Gewichte (w, i,

fir die Konstruktion der NURBS und 12 Kontrollpunkte (¢;, 4,
NURBS-Geometrie zugeordnet sind:

t i1 =1,2,3,4, ip =1,2,3)

iy =1,2,3,4, ip = 1,2,3) fiir die

11 Wiq,1 Wiy ,2 Wiq,3 Ciy,1 Ciy,2 Ci1,3

1|1 1 1 (—1,0) (—2.5,0) (—4,0)

2 | (1+1/v2)/2 1 1 (-1,v/2—-1)  (-2.5,0.75) (—4,4)

31 0+1/vV2)/2 1 1 (1—-+/2,1) (-0.75,2.5) (—4,4)

4 1 1 1 (0,1) (0,2.5) (0,4)
(4,4l (0,4)
('4’0]074 3 -2 1 0 (0,0)

(a) Kontrollpunkte ¢; und zugehériges Kontrollpolygon

(b) NURBS-Parametrisierung v im R3

Abbildung 6: Eine Platte mit kreisrundem Ausschnitt wird diber einem bivariaten NURBS-Raum im R?
modelliert. Die Ecke (—4,4) wird durch Wiederholen des Kontrollpunktes an dieser Stelle erzeugt.

Wir erhalten in Abbildung 6(b) durch v = Zi:l Zi:l Ciy i N’(il,iz),p eine NURBS-Parametrisierung
im R? iiber dem bivariaten NURBS-Raum ./\A/p(E, W). Es ist der kreisrunde Ausschnitt an der rechten

unteren Ecke der Platte, der rationale B-Splines benétigt.

Beispiel 2.28. Wir modellieren die Oberfliche eines Torus als NURBS-Parametrisierung im R3. Seien

fiir die Kontruktion der B-Spline Basis gegeben. Es ergeben sich 81 = 9 - 9 Basis-Funktionen. Fiir die
NURBS-Geometrie wihlen wir die jeweils 81 Gewichte und Kontrollpunkte wie folgt:
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i1 Wiy, 1 Wiq,2 wiq,3 Wiq,4 Wiq,5 Wii,6 Wiy,7 wii,8 Wii,9

1 1 1/V2 1 1/V2 1 1/V2 1 1/V2 1

2 1/V2 1/2 1/V2 1/2 1/V2 1/2 1/v2 1/2 1/V2

3 1 1/V2 1 1/V2 1 1/V2 1 1/V/2 1

4 1/V2 1/2 1/V2 1/2 1/V2 1/2 1/V2 1/2 1/V2

5 1 1/v2 1 1/vV2 1 1/v2 1 1/V2 1

6 1/v2 1/2 1/vV2 1/2 1/V2 1/2 1/V2 1/2 1/V2

7 1 1/V2 1 1/V2 1 1/V2 1 1/V2 1

8 1/V2 1/2 1/V2 1/2 1/vV2 1/2 1/v2 1/2 1/V2

9 1 1/V2 1 1/V2 1 1/V2 1 1/V/2 1

i1 Ciy,l €iy,2 Ciy,3 Ciq,4 €i1,5 €i1,6 Ciq,7 €iy,8 €i1,9

1 (5,0, —1) (6,0, —1) (6,0,0) (6,0,1) (5,0,1) (4,0,1) (4,0,0) (4,0, —1) (5,0, —1)
2 (5,5, —1) (6,6, —1) (6,6,0) (6,6,1) (5,5,1) (4,4,1) (4,4, 0) (4,4, —1) (5,5, —1)
3 (0,5, —1) (0,6, —1) (0, 6,0) (0,6,1) (0,5,1) (0,4,1) (0,4,0) (0,4, —1) (0,5, —1)
4 (—5,5,—1) (—6,6, —1) (—6,6,0) (—6,6,1) (—5,5,1) (—4,4,1) (—4,4,0) (—4,4,—1) (—5,5, —1)
5 (=5,0,—1) (—6,0,—1) (—6,0,0) (—6,0,1) (—=5,0,1) (—4,0,1) (—4,0,0) (—4,0,—1) (=5,0,—1)
6 (=5, -5, —1) (—6, —6, —1) (=6, —6,0) (-6, —6,1) (=5, -5,1) (—4, —4,1) (—4, —4,0) (—4, —4, 1) (=5, -5, —1)
7 (0, =5, —1) (0, —6, —1) (0, —6,0) (0, —6, 1) (0, —5,1) (0, —4,1) (0, —4,0) (0, —4, —1) (0, =5, —1)
8 (5, =5, —1) (6, —6, —1) (6, —6,0) (6, —6,1) (5, —5,1) (4, —4,1) (4, —4,0) (4, —4, —1) (5, =5, —1)
9 (5,0, —1) (6,0, —1) (6,0,0) (6,0, 1) (5,0,1) (4,0,1) (4,0,0) (4,0, —1) (5,0, —1)

Die resultierende NURBS-Parametrisierung

9 9
= Z Z Cil’izﬁ(il,iz)w

i1=11=1

im R? iiber dem bivariten NURBS-Raum /{\/p(a W) ist in Abbildung 7(b) zu sehen.

(a) Kontrollpunkte ¢; und zugehériges Kontrollpolygon

(b) NURBS-Parametrisierung v im R3

Abbildung 7: Die Oberfliche eines Torus wird durch eine NURBS-Parametrisierung im R3 dber einem
bivariaten NURBS-Raum modelliert.

Bemerkung 2.29. Wie im univariaten Fall kénnen wir Geometrien, welche als nichtrationale bivaria-
te B-Spline-Parametrisierungen gegeben sind, ebenfalls als NURBS-Parametrisierung auffassen. Analog
zu (55) gilt falls w; = 1 fiir alle ¢ € Z,

wegen der Eigenschaft 2.23(v).

v = E ¢iN;p = E ¢iBi p,
i€T i€l

(72)

//

Im Folgenden fithren wir auch zwei nichtrationale B-Spline-Geometrien im R? ein, auf denen wir spéter
unsere numerischen Berechungen in den Abschnitten 3 und 5 durchfiihren.
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Beispiel 2.30. Die erste Geometrie ist als Quadrat Q = (0,1)? die denkbar einfachste. Wir setzen
p1=p2=1und Zy = Z3 =(0,0,1,1) mit den 4 Kontrollpunkten

C1,1 = (070)7 C12 = (07 1)a 2,1 = (]-70)7 C22 = (]-7 1)

Die resultierende Parametrisierung v = Zflzl Zi:l Ciy ia E(i17i2)7p ist in Abbildung 8(a) zu sehen.

Beispiel 2.31. Als zweite Geometrie wihlen wir das Trapez Q = {(x1,72) € R?: 05 <21 <1 A 0<
22 < x1}. Dazu setzen wir py = ps =1 und Z; = (0,0,1/2,1,1), E5 = (0,0,1,1). Die 6 Kontrollpunkte
wéhlen wir wie folgt:

1 11
1,1 = (170)7 Ci,2 = (5,()) , C21 = (1’1)7 C22 = (57 5) .

Die resultierende Parametrisierung ist in Abbildung 8(b) zu sehen.

(0.5,0.
05F

(a) Quadrat (b) Trapez

Abbildung 8: Zwei einfache B-Spline-Parametrisierungen im R2.
2.2.4 h-Verfeinerung im multivariaten Fall

Definition 2.32. Sei §p(E) ein multivariater B-Spline Raum und /vp(E W) ein zugehdriger multiva-

riater NURBS-Raum. Wir nennen §p+ (24) eine Verfeinerung von §p(
N, (B, W), falls

b
) bzw. Ny, (B4, W,) eine von

S)(E) C Sy, (E1) bzw. N(E,W) CN,, (B4, Wy). (73)

Die Verfeinerungsstrategien fiir multivariate B-Spline- und NURBS-Réume entsprechen aufgrund der
Tensorprodukt-Struktur komponentenweiser Verfeinerung. Die h-Verfeinerung im eindimensionalen Fall
wurde bereits in Abschnitt 2.1.3 besprochen. Die konkrete uniforme h-Verfeinerung, welche wir im Wei-
teren betrachten, ist uniforme dyadische Bisektion.
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(a) Bézier-Gitter zu Z1 = Zo = (0, 1).

(b) Bézier-Gitter zu Z;" = Zf = (o, %, 1).

(¢) Bézier-Gitter zu ZiH' = ZéH' = (o, %, %, %, 1).

075 1 0 0125 0.25

0375 05 0625 075 0875 1

(d) Bézier-Gitter zu ZZ"H' = (0,l 131 53¢ 1).

Abbildung 9: Beginnend mit dem Start-Gitter O = {(0,1)2} in (a) sehen wir in (b)~(d) schrittweise
uniform verfeinerte Bézier-Gitter im Parameterbereich entsprechend Definition 2.33.

Definition 2.33. Es sei ein Bézier-Gitter Q mit zugehdrigen Stiitzstellen-Vektoren Zy und Za gegeben.
Wir erhalten das uniform verfeinerte Bézier-Gitter Q. mit Z;" und Z durch Einfiigen jeweils eines
Knotens mit Vielfachheit 1 in der Mitte zwischen allen benachbarten Stiitzstellen von Zy und Zs. Genauer

gilt Folgendes: Fir

Zy = (Gl G-

erhalten wir

+ _ 1+ -1+ 1.+
zf = (dh.ar gt

2+ 2,4+ 2,4
e (RN

()

28

und  Zo = ((3.G3, - ..

bt C1,+) — ([ G+4 ¢l
) NF—71 Ni{— . 1 9 1529 0

2t )= (2 G+ 2
I N;r_la N;r T 1> 2 9929+

,CRe) (74)
C]l\/vlfl_‘_c]l\]l 1 )
')f?(]\fl ’
(0]
C12v2—1+CJ2v2 2) (75)
oMt o 2 ).



Beispiel 2.34. In Abbildung 9(a) ist das Bézier-Gitter Q = {(0,1)2} im Parameterbereich dargestellt.
Die zugehorigen Stiitzstellen-Vektoren sind Z; = (0,1) und Z3 = (0, 1). Das einmal uniform verfeinerte
Gitter Q4 entsprechend Definition 2.33 besitzt dann nach (75) die Stiitzstellen-Vektoren Z;" = (0, 5, 1)

520
und Z;r = (O, %, 1). Darum ist

~ 1\? 1 1 1 1 1\’
Q+{<°’z> (01) < (31) (31) % (03)- (31) }
Dieses Gitter ist in Abbildung 9(b) zu sehen. In (c) ist das Bézier-Gitter zu sehen, das aus dem Gitter O

in (b) durch einmalige uniforme Verfeinerung gewonnen wird. Und schliefilich ist in (d) das Bézier-Gitter
abgebildet, das aus dem Gitter in (c¢) durch ein weiteres Mal uniforme Verfeinerung entsteht.

2.3 Konstruktion des isogeometrischen approximativen Raums

Die isogeometrische Methode, die wir verfolgen, setzt nun voraus, dass der physikalische Bereich 2 als das
Bild von 2 unter einer NURBS-Parametrisierung gegeben ist. Der endlichdimensionale approximative
Raum V), wird ebenfalls durch NURBS beschrieben. Wir verwenden fiir den Raum, aus dem wir eine
approximative Losung wiinschen, also gerade den Raum, der auch die Geometrie €2 bestimmt.

Fiir einen Grad-Vektor p und einen Knotenvektor Zj, entsprechend Definition 2.20, sowie einer Ge-
wichtsfunktion W € S,(Z,) entsprechend Definition 2.25 setzen wir die Existenz einer NURBS-Para-
metrisierung v € (N,(Zp,, W))? voraus, sodass Q@ = v(Q) und N,(Zp,, W) C C%(Q) gilt. Die Para-

metrisierung 7y soll dabei sogar ein bi-Lipschitz-Hom&omorphismus zwischen Q und Q sei. Die diskre-
ten Approximations-Raume fiir unsere isogeometrische Methode werden nun als das 7-Bild verfeinerter
NURBS-Raume konstruiert.

Definition 2.35. Es sei die Verfeinerung C°() /\A/'p(Eh,W) > /\A/'p(EhO,W) gegeben, wobei O, das
zugehorige Bézier-Gitter im Parameterbereich ist. Dann definieren wir den Vektorraum

Ny(En, W) := {Soy71: §e N,(En, W)} (76)
als den zugehorigen NURBS-Raum im physikalischen Bereich.

Fiir die numerischen Berechnungen mittels FEM entsprechend Abschnitt 1.3 ist die Kenntnis einer Basis
notwendig. Da ~ eine Bijektion ist, gilt

N,y (Zn, W) = span {N;,, := Ny, 0oy~ ': i €1}, (77)

und die Funktionen N; , formen eine Basis von N, (Zp,, W).
Definition 2.36. Wir bezeichnen den Ansatzraum fir unsere IGA-FEM mit

V= {U € Np(Eh, W) : U‘(')Q = 0}. (78)

Das ist der Unterraum von N,(Zy, W) mit homogener Dirichlet-Randbedingung an 0Q. Auflerdem defi-
nieren wir fir

QO ={Q:=7(Q): Qe O} (79)

als das Bézier-Gitter im physikalischen Bereich zu O,, unter v, sowie mp, := |Qp| = \@h|

Definition 2.37. Wir definieren die Menge von Multiindizes
T:={i=C(iy,is) €T : iy #1,m A iz #1,ns}. (80)

Mithilfe von Satz 2.23(i7) und (v) folgt, dass durch {N; , : i € I} eine Basis von V), gegeben ist.
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3 Numerisches Losen mit uniformer Verfeinerung

Wir besitzen nun das Werkzeug, um die schwache Loésung des homogenen Dirichlet-Problems (15) aus
Abschnitt 1.1 numerisch zu berechnen.

3.1 Details zur Implementierung der IGA-FEM

Das korrespondierende diskrete Problem, welches in Abschnitt 1.3 besprochen wurde, schreibt sich nun

mit der Notation aus Abschnitt 2.3: Finde eine Funktion uj, = ZjeI 2;Njp € Vp, sodass

ij Njp, Nip) = F(Nip) (81)
JET

fiir alle ¢ € Z. Die z; € R sind dabei die zu bestimmenden Unbekannten. Wir definieren die Anzahl
von Basisfunktionen unserer IGA-FEM als ny := ny - ng — 2 - (n1 + ng) = |Z|. Es ist also das lineare
Gleichungssystem Lpx;, = Fj, mit

L; = /\(N] ps N ) J€ET € R™*" und F;, = F(th)iez c R"» (82)

zu 16sen. Mithilfe des Transformationssatzes ldsst sich die Bilinearform A(-, -) : V, XV, — R als bivariates
Integral iiber [0, 1] schreiben:

AN Vi) = [ 90 ) TR0 ) dy
=] o, (PRt )P ) - (PR )Py ) dy
— [ (DR @)Dy 0 ()

(83)
(DRip(v™ (1)) Dy (1)) ) [det(Dy())] da
/ / DN; (w1, 22)(D7) " (21, 22))
(DR:plwr,22) (DY) (1,22) ) [det( Dy (w1, 22)) | day des.
Dass Dy~ !(y(z1,22)) = (Dv) "' (x1, 72) gilt, folgt aus der Kettenregel:
D(id)(z1, 22) = D(y™" o y)(21,22) = Dy~ (y(21,22)) Dy (21, 22). (84)

Auch das Funktional F'(-) : V}, — R kann mithilfe der Transformationsformel in ein einfaches bivariates
Integral umgeformt werden:

Z/Qf(v(w)) Nip(r ™ (4(x))) |det(Dy(x))| do (85)

:/ F(y(z1,22)) Nip(a1,22) |det(Dy(z1, x))| doy das.
0 0

Wir definieren zudem 7, := ny - ny = |Z| und

Ly = A(Njp, Nip); ez € R™ ™ sowie Fj = F(N;,),c5 € R™.

i,j€

Diese werden analog zu (83) und (85) berechnet.
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Bemerkung 3.1. Von groflem Vorteil fiir eine 6konomische Implementierung der FEM erweist sich, dass
Basisfunktionen lokalen Triger besitzen. Dadurch kénnen die Grenzen obiger Integrale eingeschrankt
werden und die numerische Integration wird beschleunigt. Wir verwenden fiir die numerische Integration
Gauf-Quadratur. Die Auswertung der B-Splines und deren Ableitungen erfolgt in unserer Implementie-
rung durch den Algorithmus von De Boor aus [5, S.20ff.]. //

Fiir die Implementierung der IGA-FEM benutzen wir folgende Datenstrukturen. Wir erinnern an die
Anzahl der Bézier-Elemente my, := |Qp| = |Qp| aus Definition 2.36.

> clements € R™X4: Fiir j = 1,...,my, ist das Bézier-Element @j € @h wegen seiner Rechtecks-
Form folgendermaflen eindeutig festgelegt:

[elements (j,1),elements (j,2)] = ( i1 ?2) ... linke untere Ecke,
[elements (], 3),elements (j,4)] = (C}H_l, ]22+1) ... rechte obere Ecke.
b basis € R X((P142)+(p242)): Fiir § = 1,... 7y, ist die i-te bivariate NURBS-Funktion Eiyp folgen-
dermaflen eindeutig festgelegt:
[basis (i,1:p.1+2)] = Z;, p, ... lokaler Knotenvektor zu Eil,pl,
[basis (i,p-1+3: (p-1+2)+(p-2+2)) ] = 4, p, ... lokaler Knotenvektor zu sz.
b clements2basis € N X (2 (@1+1)(p2+1)). Rijy 7 =1,...,my enthélt

elements2basis(j,1:n(3j))

die Indizes der n(j) < 2-(p; +1)-(p2+1) bivariaten NURBS, welche auf @j nicht verschwindenden
Tréiger besitzen.! Wir setzen zudem elements2basis (3,n(3)+1:2+ (p-1+1) » (p2+1)) = —1. Hierdurch
ist insbesondere n(j) eindeutig charakterisiert.

Mit dieser Strategie und obigen Datenstrukturen lisst sich die IGA-FEM mit uniformer Verfeinerung als
folgender Algorithmus formulieren.

Algorithmus 3.2.

Input: elements, basis, elements2basis.
(i) Setze IAJh =0 und fh =0.
(ii) Schleife: Fir k=1,...,my mache:
Erhalte mit element2basis (k, :) die NURBS, die auf elements (k, :) micht verschwinden.
Schleife: Fiir i € elements2basis (k,:) bestimme N; p, aus basis (i, :).
Schleife: Fiir j € elements2basis (k,:) bestimme N;, aus basis (3, :).
Berechne L (i, §) + = ANjp, Nip).
Berechne Fp(i) + = F(N;p).

(iii) Erhalte Ly, aus ﬁh und F}, aus f‘h durch Streichen von FEintrdgen, die zu Basisfunktionen gehdéren,
welche am Rand 0N nicht verschwinden und lose Lpx, = Fy,.

(iv) Berechne up, aus Xp,.

Output: Galerkin-Approzimation up € Vy,.

IDer Faktor 2 ist nur im hierarchischen Fall nétig, siche Abschnitt 5.1. Im Tensorprodukt-Fall gilt namlich n(j) =
(pr+1)(p2+1).
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Im Tensorprodukt-Fall entsprechen die Eintrége zu Basisfunktionen, welche am Rand 02 nicht ver-
schwinden, den Indizes Z \ Z. In unserer IGA-FEM erkennen wir diese Funktionen am lokalen bivariaten
Knotenvektor, welcher in basis gespeichert ist. Treten ndmlich im lokalen bivariaten Knotenvektor die
Stiitzstellen 0 oder 1 in x1-Richtung mit Vielfacheit p; bzw.in zs-Richtung mit Vielfacheit ps auf, wissen
wir anhand der Eigenschaften von bivariaten B-Splines aus Satz 2.23(i4i) und (v), dass die besagten
B-Splines im Parameterbereich auf einer Kante von 9 den Wert 1 annehmen. Die mit diesen B-Splines
korrespondierenden, transformierten NURBS verschwinden folglich auf einer Teilmenge I' C 02 nicht.
Diese Vorgehensweise funktioniert auch bei der IGA-FEM mit hierarchischen Splines aus Abschnitt 5.

Um den Fehler ||u —u||g1(q) zu schétzen, definieren wir wie in [3, S.13] folgenden Schitzer des Fehlers.

Definition 3.3. Mit der Galerkin-Approximation uy, € Vy, definieren wir fiir Q € Qy, den Fehlerindikator
N (Un, Q)2 = |Q|2/d|\f + div(AVup) —b - Vuy — CUhH%?(Q)- (86)
|Q| beschreibt die Fliche eines Bézier-Elements Q. Wir setzen

mton) = (3w @?)" (1)

QEQn

Ublicherweise betrachtet man bei der FEM einen zusiitzlichen Sprungterm

QI NIAVun - V][22 000 (88)

zu den Fehlerindikatoren, wobei v der nach aufien zeigende Normalvektor an 9Q und [-] der Normalen-
sprung iiber 9Q ist, siehe dazu [1, S.21]. Jede Kante von 9Q N Q kann als Schnitt von Q =: @, mit
einem anderen Element @2 € Q dargestellen werden. Wenn wir up 1 := uh|al und up o = uh\az setzen,
so schreibt sich dieser Normalensprung als

[AVuy, - v] = AV(up1 — up2) - v auf Q; N Q. (89)
In unseren numerischen Beispielen sind die Ansatzriume (zumindest fiir p1,p2 > 1) jedoch so glatt, dass
Vuy, auf 0Q N Q zumindest stetig ist. Dadurch gilt Vuy, 1 = Vup 2 auf Q; N Q,, und es ist

[AVuy, - v] = AV (up1 — up2) - v = 0.

Der Flicheninhalt |Q|, sowie der Fehlerterm || f +div(AVup) —b-Vup, —cuy, ||2L2(Q entsprechen Integralen
im physikalischen Bereich. Diese lassen sich analog zu den Integralen zu Beginn (fieses Abschnitts mittels
Transformationssatz in Integrale iiber dem Parameterbereich umschreiben und werden dadurch dhnlich
berechnet.

Wie in [7] erwidhnt, erwarten wir, dass sich der Approximations-Fehler bei optimaler Konvergenz wie
folgt verhalt:

Hu — uh||H1(Q) ~ HVu — Vuh||L2(Q) 5 nh(uh) ~ m;p/Q. (90)
Dabei gilt
[Vu — VUhH%Z(Q) = HVUH%2(9) - ||vuh||2L2(Q) und Hvuh||2L2(Q) = Xp - LpXp.

Sind die Daten im IGA-Raum, so gilt sogar |[u — ua| g1 (q) =~ 7n(un). Im Folgenden betrachten wir die
IGA-FEM auf den zwei Geometrien aus Beispiel 2.30 und 2.31.

3.2 Ein glattes Beispiel
Uber dem Quadrat Q = (0,1)? aus Beispiel 2.30 losen wir das Dirichlet-Problem fiir eine bekannte
bivariate Funktion u € C§°(2). Die glatte Funktion
u: Q=R wu(xy,ze) = (1 —x1)sinh(zy) sin(zem),
welche wir in Abbildung 10(a) sehen, liefert uns das Setting
—Au(zy,22) = f(x1,22) = 2cosh(zy) sin(maz) + (7> — 1) ((1 — 21) sinh(zy) sin(rzs)) fiir (z1,22) € Q,
u(xy,xe) =0 fur (z1,z2) € ON.
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(b) Glatte Funktion f auf (0,1)2.
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(c) Verteilung von np, (un, , Q) auf (0,1)2 fiir 256 Bézier-
Elemente und p1 = p2 = 3.

Abbildung 10: Wir sehen in (a) die bekannte Lésung u € HEY(Q) fir das Dirichlet-Problem aus Ab-

schnitt 3.2 und in (c) die Fehlerindikatoren np, (up,, Q) fir die diskrete Losung up, auf einem Bézier-
Gitter Qp, nach viermaliger uniformer Verfeinerung (mp, = 256).

Um u zu approximieren, gehen wir von einem Startgitter

Qho = {(07 1)2} = {’7((07 1)2)}

aus. Wir fixieren einen Polynomgrad p; = py und definieren =p, als den entsprechenden (p1,p2)-
offenen Knotenvektor. Weiters nehmen wir fiir die Gewichtsfunktion W = 1 an. Der erste Ansatzraum
Vie = {v € Npyps)(Eng, W) v|lpa = 0} besteht also aus transformierten Splines mit Dirichlet-
Nullranddaten. Ausgehend von diesen Anfangsdaten nutzen wir uniforme Verfeinerung wie in Ab-
schnitt 2.2.4 und erhalten so eine Folge von Approximationen up, € Vp,. Aus dieser Folge extrapo-

lieren wir zudem mit dem Konvergenzbeschleunigungs- Verfahren von Aitken den Ausdruck ||Vu||%2(9) ~
3.660744 - 1071,

Fiir glattes u erwarten wir laut [7] ein Konvergenzverhalten wie in (90). Abbildung 11(a)—(d) verifiziert
dieses optimale Konvergenzverhalten des Fehlerschéitzers und des Fehlers fiir p; = po = 1,2,3,4. In
Abbildung 10(c) ist auf dem Bézier-Gitter Qy,, die Verteilung der Fehlerindikatoren ny, (up,, Q) fiir alle
Q € Qp, und die diskrete Losung up, abgebildet. Wir betrachten dabei Polynomordnung p; = p2 = 3.

Das uniform verfeinerte Gitter besteht hier nach viermaliger uniformer Verfeinerung aus 256 Bézier-
Elementen.
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Abbildung 11: Wir sehen die Konvergenzgeschwindigkeit fiir den Fehler |Vu —Vup|| 2y (blaw) und den
Fehlerschitzer nn(up) (rot) der approzimativen Lésung wy, tber dem Quadrat 0 aus Abschnitt 3.2 fir
verschiedene Anzahl der Elemente |Qp| = myp,.

3.3 Ein weniger glattes Beispiel

Uber dem Trapez Q = {(z1,22) € R?: 0.5 < 23 < 1A0 < 3 < 1} aus Beispiel 2.31 losen wir das
folgende homogene Dirichlet-Problem:

—Au=11in Q,
u = 0 auf 0f.

Wir betrachten das Startgitter Qn, := {7((0,1)?)} und die Gewichtsfunktion W = 1. Wie zuvor ver-
wenden wir uniforme Verfeinerung mit verschiedenen fixierten Polynomgraden p; = ps. Wir erwarten

fir f=1,dassu€ Hé+§(Q), wobei a der gréfle Innenwinkel an den Ecken von  ist. In unserem Fall

tritt dieser an der Ecke (0.5,0.5) mit oo = %W auf. Daraus schlieBen wir, dass der Fehler in der H'-Norm,

sowie der Fehlerschétzer nur noch mit Rate (7/«a)/2 fillt:

Ju — Uh”Hl(Q) ~ |Vu— vuhHL2(Q) < nnlup) ~ m’:min{Pthv(W/a)}/Q _ m;min{p1/27P2/27(—2/3)}' (91)

Wie in Abschnitt 3.2 erhalten wir zur Folge von Approximationen up, € Vj, eine Approximation fiir
||VuH2L2(Q) ~ 4.141896 - 10~3 durch das Aitken-Verfahren.
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In Abbildung 12(a)—(d) verifizieren wir das erwartete Konvergenzverhalten des Fehlerschitzers und des
Fehlers fir p; = po = 1,2,3,4. Fiir p; = po = 1 ist die Konvergenz noch optimal, wihrend sie fiir
p1 = p2 = 2, 3,4 tatsdchlich suboptimal ist.

Das hier auftretende Problem der nicht optimalen Konvergenzraten werden wir mit einer adaptiven
Variante dieser IGA-FEM l6sen. Der adaptive Algorithmus, den wir in dieser Arbeit verfolgen, benétigt
im Kontrast zur uniformen Verfeinerung eine andere, lokale Verfeinerungsstrategie. Als Basis dafiir dient
das Konzept der hierarchischen Splines, welche wir im anschlieBenden Abschnitt einfiihren.
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Abbildung 12: Wir sehen die Konvergenzgeschwindigkeit fir den Fehler |[Vu — Vup||2(q) (blav), sowie

den Fehlerschitzer ny(up) (rot) der approzimativen Lisung up Gber dem Trapez Q aus Abschnitt 3.3.
Fiir py = po > 2 sind die Konvergenzordnungen nicht mehr optimal.
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4 Hierarchischer Zugang

Unser Ziel ist es, IGA-FEM auf einem lokal verfeinerten Gitter im Parameterbereich @ durchzufiihren.
Dabei soll es moglich sein, die verschiedenen Stufen der Gitter-Verfeinerung in geschachtelte Bereiche
(Qé) ¢=0,...,7—1 einzuteilen. Gehort der Bereich 07~ also zum feinsten Teil des Gitters, so soll dieser Be-
reich in allen anderen Bereichen enthalten sein. Zu allen Bereichen Q¢ und zugehorigen Bézier-Gittern ot
kénnen wir die korrespondierenden Tensorprodukt-Spline-Réume wie in Abschnitt 2 aufstellen. Aus die-
sen Rdumen werden wir dann eine hierAarchische Basis zu Q konstruieren. In diesem Abschnitt betrachten
wir ein fixes lokal verfeinertes Gitter Q. Dieses nennen wir ein hierarchisches Gitter.

4.1 Annahmen

Gegeben sei eine endliche Folge von J multivariaten Spline-Riumen (gp(Ef))gzow, J—1 vom fixen Grad
p, welche alle auf = (0,1)? konstruiert wurden und in der Form

SH(EY) CSEHY C - C S =TT (92)

ineinander geschachtelt sind. Zu jedem Spline-Raum gp(Eé) sei nun BY die zugehorige multivariate B-
Spline-Basis, welche in Abschnitt 2.2.1 eingefiihrt wurde. Um die geschachtelte Natur in (92) zu garantie-
ren, miissen die zu B’ gehérenden p-offenen Knotenvektoren Z¢ aus Definition 2.20 ebenfalls ineinander
geschachtelt sein, d.h. fiir £ = 0,...,.J — 2 ist Z¢ eine Teilfolge von Z¢*!. Wir nehmen sogar ohne Ein-
schriinkungen an, dass 2! aus Z¢ durch uniforme Verfeinerung entsteht, siche auch die Abschnitte 2.2.4

und 3.2. Weiters sei eine Folge von abgeschlossenen Mengen ((Alg)g:() 7 gegeben, fiir die

.....

o)

=00 D207 1007 =0 (93)

gelten soll. Jedes QF ist der Bereich zu S’;(Eé), der im Level ¢ verfeinert werden soll. Gilt Qf = Q¢! fiir
ein £ € {0,1,...,J — 2}, so sprechen wir von uniformer Verfeinerung in diesem Level.

Weiters fordern wir im Folgenden, dass Qf die Vereinigung von Elementen aus @max(o,e—n ist, also
/\e =
o= U Q. (94)
@eémax(o,l—l)’
Qca’

wobei Qmax(0.4=1) qag Bézier-Gitter zu Zmax(0,4=1) jgt.

Definition 4.1. Die geschachtelten Mengen (Qé)gzow,‘; induzieren das hierarchische Gitter

J—-1

—JtQed': Q¥ A Qg oty (95)
=0

Wir erwihnen, dass aus der Kenntnis von Z° und @ die Bereiche QF rekonstruiert WerdenAkénnen. Denn
aus 2% und dem Level ¢ erhalten wir durch /-fache uniforme Verfeinerung Z¢ und somit Qf. Wegen (94)
und (95) gilt dann

O'=J{QeQ: Qe Q. (96)

Beispiel 4.2. In Abbildung 4.1 ist ein hierarchisches Gitter mit J = 4 Level zu sehen. Die Bereiche

((Alg)g:()’,_w‘g zur Gitterfolge (@6)[:0,”.’3 sind dabei farbig umrandet, wobei Q=00 griin und Q3 gelb
umrandet ist.
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Abbildung 13: Wir sehen das lokal verfeinerte Gitter aus Beispiel 4.2. Die geschachtelten Bereiche Qf zu
Q! fiir Level £ = 0,...,3 sind farbig umrandet. Wir setzen Q* = ().
4.2 Hierarchische Splines

Wir zeigen in diesem Abschnitt wie die hierarchische Basis (HB) und die gekiirzte hierarchische Ba-
sis bzw. truncated hierarchical basis (THB) konstruiert werden. Anschlieflend besprechen wir essentielle
Eigenschaften der Konstrukte. Die folgenden Definitionen, Lemmata und Sédtze bis einschliefilich Ab-
schnitt 4.2.3 sind [9, S.487ff.] und [8, S.3557ff.] entnommen.

4.2.1 Konstruktion der hierarchischen Basis
Definition 4.3. Die hierarchische Basis H ist mit der Notation aus Abschnitt 4.1 wie folgt rekursiv
definiert:

(I) Initialisierung: #HO = BO.

(II) Rekursiver Fall: H/+1 := 7—75?:11 U ﬁfz“'l fiir € =0,...,J — 2, wobei

HEL = {B e H : supp(B) ¢ Q') (97)
und
HEEL = (B € B! s supp(B) € Q). (98)

(III) Finalisierung: H := H' 1.

Wie wir in Satz 4.8 zeigen werden, sind die Funktionen in H linear unabhéngig. Man beachte, dass H
unabhiingig von der Wahl von J ist. Falls Q7 = () fiir ein J < .J, so kénnen wir .J also auch durch .J
ersetzen.
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4.2.2 Konstruktion der gekiirzten hierarchischen Basis

Die hierarchische Basis erfiillt nicht die Eigenschaft eine Zerlegung der Eins zu sein. Dies motiviert
die Konstruktion einer neuen Basis, der THB, welche diese Eigenschaften wieder erfiillt. Nichtsdesto-
trotz werden wir fiir unsere Numerik die HB verwenden, da diese einfacher zu implementieren ist. Wir
betrachten die THB nur der Vollstédndigkeit halber.

Definition 4.4. Es sei 5 € 3;,(55) mit der eindeutigen Darstellung

~_ L1 N7 41
5= > @8 LPER (99)
BeBe+1

in Bezug auf den verfeinerten Raum §p(E£+1) gegeben. Die Storung bzw. truncation von T in Bezug auf
B und QU st definiert als

trunc’t1(3) = AZ cg“(g)a (100)
BeB*t,
supp(B)Z Q!

Wenden wir diesen Kiirzungsmechanismus auf die hierarchische Basis groberer Hierarchie an, gelangen
wir zur Definition der THB.

Definition 4.5. Die gekiirzte hierarchische Basis T ist rekursiv wie folgt definiert:

(I) Initialisierung: 70 := .

(II) Rekursiver Fall: 74+ := ﬁﬁl U 'tf;‘;,l, fir£=0,...,J —2, wobei

Tait = {tranc™1(7) . e T A supp(7) ¢ 1Y, (101)
und
Tt = HitL, (102)

(III) Finalisierung: T := 771,

4.2.3 Eigenschaften hierarchischer Splines

Einige der Eigenschaften von H und T ergeben sich direkt aus denen der B-Spline-Basen ge,
£=0,...,J — 1, wihrend andere eine genauere Betrachtung benétigen. Wir widmen uns diesen.

Lemma 4.6. Fiir jeden Spline T € T gibt es ein fizes £ € {0,1,...,J —1} und einen B-Spline mot(7T) :=
B € B*NH, sodass

7 = trunc’ ! (trunc’ 2. . (trunc*1(B)) ... ). (103)

Dabei gilt
ﬂﬁe\ﬁul = §‘§€\§Z+l' (104)
Fiir £ =0 st B €T und fir € {1,...,J — 1} ist B € 7A;f€w. Wir bezeichnen den B-Spline B € B’ 2

7 €T, als den Mutter-B-Spline bzw. mother spline zu 7.
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Beweis. Die Existenz folgt sofort aus Definition 4.4 und Definition 4.5. Um (104) einzusehen, zeigen wir
mittels Induktion 7 = trunc’ (trunc?—' ... (trunct*1(3)). .. )|§4\§H1 = 5|§e\§z+1 firj=¢+1,...,J -1
Fiir den Anfang gilt mit B\e = B,

ol E
ﬁqﬁe\ﬁul = Z ﬁzll (ﬁE)BH |Qe\Qe+1 = trunCHl( )‘QZ\Q£+1
Be+1cBe+1

Fiir den Induktionsschritt verwenden wir Q7 C Q¢+ und sehen

B lanae = trune/ (. (trunc T (B9)) ) |gi gens
= Z c%j (trunc/ ~1(... (trunc1(BY)) . .. ))ﬂj|§g\§e+1
BicBi

= trunc’ (trunc/ ~ (.. . (trunc 1 (B9) . .. Dlgeges -

Das beendet den Beweis. [ ]
Satz4.7. Alle Funktionen aus H und T sind nichtnegativ.

Beweis. Die Aussage fiir TeH folgt direkt aus der Definition 4.3 und der Tatsache, dass fiir alle B-
Splines aus BY, £ =0,...,J — 1, die Nichtnegativitit gilt.
Wir schreiben 7 an als R

7 = trunc’ ! (trunc’ 72 . .. (trunctT1(B)) ...),

wobei ﬂ eBNH. Fir £ =J—1 gilt 7 = 5 und wir sind fertig. Sei also £ < J — 1 und 65 = 5
Betrachten wir trunc“l(ﬂe) und die Darstellung von ¢ € B in Bezug auf die verfeinerte Basis B+
wie in Definition 4.4, so wissen wir nach den Abschnitten 2.1.3 und 2.2.4 iiber univariate bzw. bivariate
h-Verfeinerung, dass

S S NGl

Bi+1epe+t

eine Konvexkombination bildet. Insbesondere sind also die Koeffizienten cgﬂl (B\Z) nichtnegativ. Klarer-

weise ist dann insbesondere die Funktion

150y _ eV s
trunc*t(BY) = Z ,6“1(5 )3
Bt
supp(B*+1)gatt

nicht negativ. Wendet man nun trunc’*! auf die B¢+ € B! mit supp(3°+?) ¢ Q%1 an und bedenkt,
dass trunc’*? linear ist, so folgt wie zuvor trunc’*2(trunct*'(8,)) > 0. Fiihren wir dieses Argument
iterativ weiter, erhalten wir die Aussage fiir 7 € T. |

Satz 4.8. Die Funktionen aus H sind linear unabhdngig.

Beweis. Die Summe

O—ZC;T

Fet

kann in der Form

0= Y 7+ Y it > 7T (105)
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umgeordnet werden. Auf der offenen Teilmenge <§0\§1)° haben nach Defintion 4.3 genau die Funktionen
7 € H N B° nichtleeren Triager. Wegen der lokalen linearen Unabhéngigkeit dieser Funktionen (vgl.
Satz 2.23(4¢)) muss also ¢z = 0 fiir alle 7 € HN B gelten.

Auf der offenen Teilmenge (ﬁl\ﬁg)o haben neben Funktionen aus # N B° nur genau die T € N B
nichtleeren Tréger. Wieder aus der lokalen linearen Unabhéngigkeit dieser Funktionen und da bereits

cz =0 fiir 7 € H N BO gllt folgern wir ¢z = 0 fiir 7 € HN Bl Fiihren wir dieses Argument iterativ fiir
H N B und (QE\QZH) weiter, erhalten wir ¢z = 0 fir 7€ HNBY, £=0,...,J — 1. [ |

Satz 4.9. Die Funktionen aus T sind linear unabhdngig.

Beweis. Es ist wieder zu zeigen, dass aus
E czT =0
7eT

cz=0fiir7 e T folgt. Die zentrale Idee dieses Beweises ist die Aufteilung dieser Summe nach Funktionen
7 € T, deren Mutter-B-Spline zu einer B-Spline-Basis B¢ gehort:

Z C?7A'—|— Z Ca:? + ... + Z Ca:?—k Z c?? =0 (106)

7eT, 7T, 7eT, 7eT,
mot(7)eB° mot(7)eB? mot(7)eB’ 2 mot(7)eB’ 1

In der letzten Summe aus (106) gilt natiirlich 7 = mot(7). Wir betrachten den ersten Summenausdruck
n (106). Entsprechend der Definition von 7 in Definition 4.5 sind die Basisfunktionen 7 € 7 mit
mot(?) € B° die einzigen Elemente von 7T, sodass

supp(7) N (QO\Ql)O # 0.
Wegen (104) gilt
7/:| (60\61)0 = mOt(?)|(QO\§1)°>

woraus wegen der lokalen linearen Unabhéngigkeit der B-Splines aus B mit @ = (Qo\ﬁl)o, cz = 0 fir
7€ 7 mit mot(7) € BY folgt. Wir betrachten den zweiten Summenausdruck in (106). Abgesehen von

Funktionen, welche wir bereits in der ersten Summe betrachtet haben, sind die B-Splines 7€ T mit
mot(7) € B! die einzigen Funktionen, die auf (91\92)0 nicht verschwinden. Dasselbe Argument wie

zuvor garantiert nun auch hier, dass ¢z = 0 fiir 7 € 7 mit mot(7) € B'. Wir argumentieren analog fiir
alle weiteren Teilsummen fiir £ =2,...,J — 1, in (106). [ ]

Satz 4.10. Es gilt span H= span T und #’rq = #?.

Fiir den Beweis dieses Satzes bedarf es an Vorbereitung:
Lemmad4.11. Fir H und T gilt #ﬁ > #%.

Beweis. Wir beweisen die Aussage, indem wir zeigen, dass mot : T - H injektiv ist. Seien also 71, T2 € T
mit mot(7;) = mot(7). Seien 0.B.d.A. ¢; < {3 so, dass mot(7;) € B und mot(7) € B*. Es gilt

71 = trunc’ ! (trunc’ 72 . .. (trunc® T (mot(7))) .. .) (107)

und
75 = trunc’ Y (trunc’ 2. . (trunc® T (mot(R))) . . . ). (108)

Fiir ¢; < j < {5 gilt aber wegen mot(71) = mot(7) € B und der Basiseigenschaft der B’ bereits
trunc? (mot(71)) = mot(7;) VvV  trunc (mot(7;)) = 0. (109)

Der zweite Fall kann jedoch nicht eintreten, da wegen der linearen Unabhingigkeit von 7A', 71 # 0. Es
ergibt sich 7; = 75 und damit die Injektivitit von mot : T — H. [ ]
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Lemma 4.12. FEs gilt span T? C span T+ firt=0,...,J—2.

Beweis. Eine Funktion s € span 7% kann in der Form
5= ()7
FeT!
geschrieben werden. Wir teilen diese Summe auf:

=) a@F= Y @+ > ()R

FeT! FeT, FeT,
supp(7) Qe+t supp(7)CQeH!

Jedes 7 € T* C V! besitzt eine Darstellung wie in (99), wodurch sich obige Summe nun wie folgt schreibt:
o (D O+1 72 L+1 72
s= > edm( Y L@ Y SRR

7eTY, BeB**t, BeB**t,
supp(7)ZQ supp(B)ZQ“*! supp(B)CQfT!

=trunc?*t1(7), laut (100)

N L1\ 2 L1\ 7
+ Z cT(s)( . Z 5 (7B + A Z 5 (T)ﬁ).
FeT?, BeBt, BeBtt,
supp(7)CQ“ supp(B)ZQ' ! supp(B)CQ !

Fiir 7 € 7¢ mit supp(7) C Q! gilt

Z CZBJA(?)MQ\Q[H =0, (110)
peB**,
supp(B) ¢!
da hier 3| () = 0. Aufgrund der lokalen linearen Unabhéngigkeit aus Satz (2.23)(i7) angewandt auf

die offene Menge W = (fAZ \ Q”l) folgt dann c%“(?) =0 fiir alle 3 in der Summe

> cf;l(?)ﬁ. (111)
BeB*t!,
supp(B) g Q!

Darum verschwindet diese. Es lasst sich weiter umformen:

G— Z r(8) trune () + 3 ( Z ()5 (7) ) 3
7eTY, BeBt!, TET*
supp(F) ¢+ supp(B) !

=Y a@ 7+ ¢5()B.

FeTLH! BeTids

Die erste Summe der letzten Zeile ist nun eine Funktion aus span ﬁﬁl und die zweite Summe der letzten
Zeile eine Funktion aus span 7,%%!. Also gilt 5 € span 71, [ |

Wir konnen nun den Beweis zu Satz 4.10 fithren.
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Beweis von Satz 4.10. Wir fiihren einen Induktionsbeweis nach ¢ und zeigen zunéchst span He -
span T fiir £ =0,...,J — 1. Aus Definition 4.5 folgt die Aussage fiir £ = 0 sofort. Durch Definition 4.3,
Induktionsvoraussetzung und Lemma 4.12 erhalten wir die Mengeninklusion

span ﬁﬁ?;ll C span H! C span ’7A‘e C span ’?”1.
Wieder mit Definition 4.5 gilt
span ﬁfjgju = span 7A:fe+w1 C span T

Also gilt

span HT' = span (’He'Irl U ’HZH) C span T4TL.

new

Insbesondere gilt span HC span 7. Unter Berticksichtigung der linearen Unabhéngigkeit der Basen H
und 7 und Lemma 4.11 folgen nun die Aussagen span H = span 7 und #H = #T [ |

~

Satz 4.13. Die gekiirzte hierarchische Basis T ist eine Zerlegung der Eins, d.h. Z?e?? =1 auf Q.

Beweis. Wir beweisen sogar ) - .+ 7 = 1 auf QO fiir ¢ = 0,...,J — 1. Als Basis fiir den Beweis dient
die Aussage aus Satz 2.6(v) fiir die B-Spline-Basen B':

Y B=1aufQ’ £=0,...,J -1 (112)
BeBt
Die Aussage fiir Tt zeigen wir mittels Induktion nach ¢. Der Fall £ = 0 folgt direkt aus (112), da 70 = 0.
Den Induktionsschritt
Z?zlaufﬁo — Z ?zlaufﬁo,
FETH FET
beweisen wir mittels (99) und Umordnung von Summen:

BRI i o =

FETt BeBt+!

= Z( > E@E Y SPB)

TeTt BeBH!, BeBt+1,
supp(B)Z Q4+ supp(B)CQ !
e -~ ~
=X ( X @)y X (X408 (114)
FeTH BEB\ZJrl, EEB\FA, FeTe
supp(B)¢ Q! supp(B)Ct?

=trunct*1(7)
Durch einen Koeffizientenvergleich der beiden Ausdriicke aus (112) und (113),
> (L4 @)i-1- X 5w
BeBt+1  FeTt BeBr+1
und wegen der linearen Unabhéngigkeit der B-Splines schlieffen wir auf
1= Z c%“(?) fiir alle 3 € Bt
TET*

Aus (114) und der Definition 4.5 von THB-Splines erhalten wir schliefilich

S owwd @+ Y = Y+ Y A= Y &

TET! BeB'*!, FETL  ReTHY  meTen
supp(B)CQ“+!
Damit haben wir auch diese Aussage bewiesen. |
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4.2.4 h-Verfeinerung im hierarchischen Fall

Folgender Satz garantiert die Schachtelung von hierarchischen Spline-Rédumen und liefert damit einen
wichtigen theoretischen Beitrag fiir die Verfeinerungsstrategie, welche wir in Abschnitt 5 behandeln.

Satz 4.14. Es seien zwei Folgen ineinander geschachtelter Bereiche,

o~

QT c...cQcQ® wund QI7'c...CcOl Q=00 (115)

sowie deren korrespondierende hierarchische Basen HY und ’f-l\ﬁ fir¢=0,...,J —1, gegeben. Falls nun
Qf QQﬂ firt=1,...,J —1, so gilt

span H C span H.. (116)

Wir nennen dabei span H, eine Verfeinerung von span H.

Beweis. Wir beweisen sogar
span 3‘-A£E§spaun7f£€F fir£=0,...,J—1 (117)
mittels vollstindiger Induktion. Fiir £ = 0 ist die Aussage unmittelbar klar, da Q° = SA)?L Als Induk-
tionsvoraussetzung gelte fiir ein ¢ = 0....J — 2, span H’ C span H. Es ist HT! = ’Hfj&l U HEEL
mit
Hold ={B € H' :supp(B) £ Q') und Hi, = {B € B i supp(B) € 07},
sowie ﬁﬂ“ = ﬁffjl 4 Y ﬁﬁéew mit
’Hf’rjld ={pe ’Hﬁ :supp(8) € Qﬂ“} und ’Hif,lww ={p e B supp(f) C Qfl}.

Da Q¢! C ﬁffl fiir jedes Level £ = 0...J — 2, folgt sofort ﬁfjgllu C H! Wi wollen noch einsehen,

+,new*
dass
AN AN i0+1
/Ho;zl \H+J,rold g Span ,HJrJTnew (118)
gilt, woraus die Aussage folgen wiirde. Ein B € ﬁﬁ;@l\ﬁﬁi}l g erfiillt gerade

(BeH" A supp(B) £ Q1) A (B¢ H, v supp(B) € Q). (119)

Mit der Induktionsvoraussetzung sehen wir sogar, dass B eH’ - ?-Aiﬂ mit Supp(g) Q Q1 und supp(B) -
Qf‘l. AuBerdem gilt B € S,(E"1) D H*. Insbesondere gibt es eine Darstellung

Fe Y L@, (120)

§e+1€ge+1

Wegen supp(8) C Q4! und Satz 2.23(ii) mit & = Q\Q5! gilt dabei ¢£! (8) = 0 fiir alle ! € BiH!

[—}Z«Fl
mit supp(BH) ¢ QL. Also ist
2 G+l (DBt
B‘z{+1 cBi+!
supp(B) QL™
Aus der Definition von ﬁﬁ,lww schlieBen wir 3 € span ﬁﬁ}ww. Das beendet den Beweis. |
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4.3 Konstruktion des isogeometrischen approximativen Raums im hierarchi-
schen Fall

Der Ansatzraum unserer adaptiven IGA-FEM besteht nun aus transformierten hierarchischen Splines.
Wir nehmen die Existenz eines bi-Lipschitz-Homdomorphismus - : Q — Q mit v € (Sp(E2))? an, wobei
S,(E%) < C%(Q). Man beachte, dass §p(EO) = span B° ebenfalls als lineare Hiille einer hierarchischen
Basis ﬁho geschrieben werden kann. Dazu setzt man einfach J,, = 1 und wahlt die Bereiche 00 = Q

und Q! = 0.

Definition 4.15. Es sei die Verfeinerung Co(ﬁ) D span ’;qh D span ﬁho gegeben. Dann definieren wir
zundchst die Basis der transformierten hierarchischen Splines

Hy, = {Boyt: BeH, (122)
Als Ansatzraum fiir unsere IGA-FEM wdihlen wir den Raum

Vi i={So~y ' :Sespan Hy A (Sov |oa =0} = {s € span Hy, : sloo—o} C HL(Q). (123)

Auferdem definieren wir zum hierarchischen Gitter @h im Parameterbereich das zugehorige hierarchische
Gitter im physikalischen Bereich

Qni={1(Q): Qe q} (124)
und my, == |Qp| = |@h|

Es gilt nun, dass die Menge
{ﬂ € Hy: ﬁ|ag = 0} (125)

eine Basis von V), bildet. Fiir einen Beweis verweisen wir auf [7].

5 Numerisches Losen mit adaptiver Verfeinerungsstrategie

Im Anschluss an die theoretischen Uberlegungen zu hierarchischen Splines sind wir nun in der Lage, den
adaptiven Algorithmus fiir die IGA-FEM, sowie eine zugehorige Verfeinerungsstrategie anzugeben. Wir
wiederholen die Eingangs erwiahnte Idee einer adaptiven IGA-FEM:

Losen — Schitzen — Markieren — Verfeinern

Das Losen, Schétzen und Markieren besprechen wir in den Abschnitten 5.1 bis 5.2. Anschlieend widmen
wir uns in Abschnitt 5.3 dem Verfeinern.

5.1 Details zur Implementierung der IGA-FEM im hierarchischen Fall

Da die Basisfunktionen von V), ebenfalls B-Splines sind, berechnen sich die Integrale in der IGA-FEM
ganz analog zu Abschnitt 3.1. Tatséichlich ist es nicht einmal nétig, den Algorihtmus 3.2 zum Berechnen
der Galerkin-Approximation abzuidndern. Die Datenstrukturen fiir unsere IGA-FEM, elements, basis
und elements2basis behalten ihre Funktion, unabhéngig davon, ob wir Tensorprodukt-Splines oder hier-
archische Splines als Ansatzfunktionen zulassen. Allerdings setzen wir im hierarchischen Fall

np = |H| und np = dim V. (126)

Die von uns verfolgte Verfeinerungsstrategie wird die Datenstrukturen in jedem Interationsschritt ak-
tualisieren miissen. Auflerdem garantiert diese, dass die Anzahl der Basisfunktionen, welche auf einem
Element nicht verschwindenden Triger haben, durch 2 - (p; + 1) - (p2 + 1) beschrinkt sind. Ein Beweis
dieser Aussage findet sich in [7]. Dies wird fiir die Dimensionen unserer Datenstruktur elements2basis
ausgenutzt.

Wir betrachten wieder den Fehlerschétzer np(up) mit Fehlerindikatoren np,(up, @), Q@ € Qp aus Ab-
schnitt 2.3. Dieser kann im hierarchischen Fall analog berechnet werden.
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5.2 Adaptiver Algorithmus
Die adaptive IGA-FEM folgt Algorithmus 5.1, welchen wir [7] entnehmen: Fiir einen Dérfler-Parameter

0 < 6 < 1 erhalten wir eine Folge von Galerkin-Approximationen (up,)ren, und Fehlerschitzern
(M, (un,,))ken, - Die verwendete Verfeinerungsstrategie refine(-,-) wird anschlieBend vorgestellt.

Algorithmus 5.1.

Input: Polynomgrad-Vektor p, Start-Knotenvektor Z°, Dérfler-Parameter 0 < 6 < 1.
Schleife: Setze den Zihler auf k = 0 and iteriere folgende Schritte:

(i) Berechne up, € Vp,.
(ii) Berechne die Fehler-Indikatoren np, (un,, Q) fir alle Q € Qp,,.

(iii) Bestimme eine minimale Menge von Elementen Ry, C Qp,, sodass

O, < D M un,, Q)% (127)
QERM,

(iv) Bestimme das verfeinerte Gitter Qp, ., = refine(Qp,,Rn, ), erhohe k — k +1 und gehe zu (i).

Output: Galerkin-Approzimationen up, und Fehlerschitzer ny, (up, ) fir alle k € Ny.

Schritt (i) im Algorithmus 5.1 16st die PDE n#herungsweise, Schritt (ii) schitzt den Fehler fiir jedes
Element des Gitters, wihrend Schritt (iii) in Abhéingigkeit vom Parameter 6 eine Menge von Elementen
des Gitters markiert, welche einen gewissen (groBen) Beitrag zum Gesamtfehler leisten. In Schritt (iv)
wird dann ein lokal verfeinertes Gitter generiert und der Vorgang wiederholt.

5.3 Verfeinerungsstrategie
Folgender Verfeinerungsalgorithmus ist [7] entnommen. Sei p ein fixierter Polynomgrad-Vektor und =°

ein p-offener Start-Knotenvektor. Zunéchst definieren wir fiirAein /(\}itter On Hnd ein Element Q € 9y,
den Level dieses Elements level(Q) als jenes eindeutige £ mit Q) € QF, wobei Q =7~ (Q).

Algorithmus 5.2.

Input: Gitter Qp, mit zugehdriger Basis Hy, markierte Elemente Ry, =: R;LO) C Q.
Schleife: Setze den Zihler aufi = 0 and iteriere folgende Schritte:

(i) Definiere

U = Q@ € Q\RY :3Q e R}, 3 € Hi: QUQ Csupp(B) A level(Q') = level(Q) — 1}.

(ii) Falls L{}(Li) # (), dann setze R%H) = R;Li) uu,(f), erhéhe den Zihler i — i+ 1 und gehe zu (i).

(iii) Ansonsten, verfeinere alle Q € ’RS) uniform im Parameterbereich, d.h. die zu Q. := refine(Qp, Ry,)
gehorigen Bereich (Qﬁ_)g=0,_“7,]+ entstehen aus den zu Qy, gehdrigen Bereichen (0%)i—o... 5, wie

folgt 4 L
QL =9 U Q) eRY : level(Q) = £ — 1} (128)

Hier setzen wir Qi"“ = 0.

Output: Verfeinertes Gitter refine(Qp, Rp,).
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Klarerweise ist refine(Qp, Ry) ein feineres Gitter als Q. Da zudem wegen (128) die Bereiche in der Form
Qﬁ - ﬁﬂ fir £ =0,...,J; = Jn+1 geschachtelt sind, kénnen wir Satz 4.14 anwenden. Dieser garantiert,
dass die hierarchische Basis iiber dem Gitter refine(Qp, Ry) eine Verfeinerung der hierarchischen Basis
iiber dem groberen Gitter Qj, ist.

0=Trapez, p,=p,=1 Q=Trapez, p,=p,=2
T T

T T 10

T T
)
N

TV,

10°F

Fehler/Fehlerschatzer
Fehler/Fehlerschétzer

5 6 7 10 0 1 2
10 10 10 10 10 10

4

10 ; 5
10 10? 10° 10 10°

Anzahl Elemente m, Anzahl Elemente m,

(a) pr =p2 =1 mit 6 = 1. (b) p1 = p2 = 2 mit § = 0.75.

Q=Trapez, p,=p,=4
T 10" T T T

—o—TVu v o
—H— 0
— — om?)

0=Trapez, p,=p,=3
T T

Fehler/Fehlerschatzer
Fehler/Fehlerschétzer
3
T

ey

prean

10 L 1 . \ 109
10° 10! 2 10° 10* 10° 10° 10’ 102 10° 10* 10°
Anzahl Elemente m, Anzahl Elemente m,

(¢) p1 = p2 = 3 mit 6 = 0.65. (d) p1 = p2 =4 mit 6 = 0.6.

Abbildung 14: Wir sehen die Konvergenzgeschwindigkeit fiir den Fehler |Vu—Vup|| L2y (blaw) und den
Fehlerschitzer ny(up) (rot) der approzimativen Lésung uy iber dem Trapez 0 aus Abschnitt 5.4. Der zu
festen p1 = pa verwendete Dérfler-Parameter 6 im adaptiven Algorithmus wird jeweils angegeben.

5.4 Numerisches Beispiel

Die adaptive IGA-FEM wenden wir auf das Trapez Q = {(z1,22) € R?: 0.5 <ax3 <1 A 0 <29 < 21}
aus Beispiel 2.31 fiir das Dirichlet-Problem aus Abschnitt 3.3 an. Wir 1osen also
—Au=11in Q,
u = 0 auf 99.
Im Gegensatz zu Abschnitt 3.3 benutzen wir jetzt unseren adaptiven Algorithmus fiir die IGA-FEM, der

uns optimale Konvergenz garantiert. Wir fixieren wieder einen Polynomgrad p; = po, als Start-Gitter
wéhlen wir wie zuvor

O, = {7((0,1)*)}
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und definieren Z° als den entsprechenden (pi, p2)-offenen Knotenvektor. Weiters nehmen wir auch fiir
die Gewichtsfunktion wieder W = 1 an. Der erste Ansatzraum Vi, = {v € Nip, p,)(E°, W) : v]oq = 0}
besteht aus transformierten Splines mit Dirichlet-Nullranddaten. Ausgehend von diesen Ausgangsdaten
nutzen wir adaptive Verfeinerung und erhalten so eine Folge von Approximationen up, € Vy, durch den
Algorithmus 5.1. Aus dieser Folge approximieren wir den Ausdruck ||Vu||%2(m ~ 4.141896 - 1073 mit
dem Aitken-Verfahren.

In Abbildung 14(a)—(d) ist zu sehen, dass der Fehlerschitzer und der Fehler fiir p; = ps = 1,2,3,4
wirklich mit optimaler Rate konvergieren.

Abschlieend sind in Abbildung 15(a) und (b) zwei hierarchische Gitter im Parameterbereich zu sehen,
wobei das Gitter in (b) aus dem Gitter in (a) nach einem Verfeinerungsschritt entsprechend Algorith-
mus 5.2 entstanden ist. In (c¢) und (d) sind die entsprechenden Gitter im physikalischen Bereich Q zu
sehen.
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Abbildung 15: Fiir py = pa = 3 betrachten wir Z° als den (p1,p2)-offenen Start-Knotenvektor mit zu-
gehérigem hierarchischen Start-Gitter Qp,, = {v((0,1)?)}. Davon ausgehend sehen wir in (a) und (c) die
hierarchischen Gitter @hs und Qp, nach dem finften Verfeinerungsschritt. In (b) und (d) sehen wir die
hierarchischen Gitter éhg und Qp, nach einem weiteren Verfeinerungsschritt. Es wurde hier 8 = 0.65
gewdhlt.
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