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1 Einleitung

1.1 Ziel der Arbeit

Diese Arbeit widmet sich dem numerischen Lösen der Landau–Lifshitz–Gilbert-Gleichung
(LLG-Gleichung) für dünne Schichten. Der Mikromagnetismus ist eine Theorie über das
magnetische Verhalten von kleinen Körpern (≤ 1µm). Dabei wird der physikalische Körper
als Kontinuum aufgefasst und aus dem Zusammenspiel von physikalischen Effekten wird
die Magnetisierung des Körpers ermittelt. Diese physikalischen Effekte lassen sich in dem
effektiven magnetischen Feld zusammenfassen, welches aus dem Heisenberg-Austausch, der
Anisotropie, dem antisymmetrischen Austausch, dem externen Feld und dem Streufeld be-
steht. Die Theorie des Mikromagnetismus ist beim Untersuchen von mikromagnetischen
Strukturen unerlässlich, welche eine bedeutsame Rolle für magnetische Datenspeicherung
haben können. Dazu sind numerische Verfahren vonnöten um mithilfe von Simulationen das
Verhalten dieser Strukturen untersuchen. Das dynamische Modell zum Untersuchen dieser
Strukturen ist die LLG-Gleichung, welches das Verhalten von magnetischen Momenten in
der Zeit in Abhängigkeit des effektiven Feldes beschreibt. Der antisymmetrische Austausch,
auch Dzyaloshinskii–Moriya Interaktion (DMI) genannt, übt ein Drehmoment auf die Ma-
gnetisierung aus, welches benachbarte Spins senkrecht zueinander ausrichten möchte. Dies
wirkt dem Heisenberg-Austausch entgegen und ist damit hauptverantwortlich für die Bil-
dung von Skyrmionen. Diese magnetischen Skyrmionen sind wirbel-ähnliche Strukturen,
welche theoretisch vorhergesagt und experimentell bestätigt wurden. Skyrmionen haben
das Potential, Lösungen für Speichermedien mit niedrigem Energieverbrauch und hoher
Datendichte zu bieten.
Aus diesem Grund ist mit dem numerische Lösen der LLG-Gleichung ein wichtiger Schritt

für die Untersuchung von Skyrmionen und deren Verhalten getan. Da die Berechnung der
LLG-Gleichung im Drei-Dimensionalen durch die benötigte große Zahl an Gitterpunkten
für die Finite Elemente Methode und die teure Berechnung des Streufeldes langsam ist,
bietet sich für die Untersuchung der meist flachen, dünnen Scheiben ein zwei-dimensionales
Modell an. In [2] wird die Konvergenz der Lösungen für dünne Schichten zu einem zwei-
dimensionalen Modell bewiesen. Durch die Reduktion der Dimension verringert sich die
Anzahl der für die Berechnung benötigten Gitterpunkte um ein Vielfaches und die teure
Berechnung des Streufeldes kann durch eine vergleichsweise billige Berechnung einer erwei-
terten Anisotropie ersetzt werden. Das führt zu einer effizienteren Berechnung der Lösung
mit auf das drei-dimensionale System zurückführbaren Ergebnissen.
In Kapitel 2 widmen wir uns der genauen Beschreibung des Problems. Es werden die im

Mikromagnetismus wirkenden Energieformen erläutert und die Landau–Lifshitz–Gilbert-
Gleichung erklärt. Des weiteren wird das physikalische Problem entdimensionalsiert, um es
auf die numerische Berechnung vorzubereiten und anschließend auf den zwei-dimensionalen
Fall bezogen. In Kapitel 3 wird eine kurze Einführung in die Finite Elemente Methode
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1 Einleitung

gegeben sowie das Tangent-Plane-Verfahren vorgestellt, welches verwendet wird, um das
Problem numerisch zu berechnen. Kapitel 4 setzt sich detailliert mit der Diskretisierung
der LLG-Gleichung auseinander und leitet ein Gleichungssystem her, welches der Berech-
nung des Tangent-Plane-Verfahrens entspricht. In Kapitel 5 werden für die Implementie-
rung des Verfahrens in Matlab wichtige Details ausgearbeitet. Im abschließenden Kapitel
6 werden zwei numerische Experimente durchgeführt. In Experiment 1 wird, ausgehend von
unterschiedlichen Anfangsmagnetisierungen, das Verhalten von Equilibrium-Zuständen in
Abhängigkeit von Scheiben-Durchmesser und angelegtem externen Feld untersucht. In Ex-
periment 2 wird die Stabilität von Skyrmionen gegen Einwirkungen von externen Feldern
in der Ebene simuliert.

1.2 Notation

Wir wollen im Folgenden die Notation einführen, welche im weiteren Verlauf der Arbeit
verwendet wird. Für eine Funktion u : Rd → R3 mit d ∈ {2, 3}, definieren wir die Wir-
kungsweise folgender Operatoren:

∇du =
(
∂1u, · · · , ∂du

)
,

|∇du|2 =

d∑
i=1

3∑
j=1

|∂iuj |2,

∇d × u =
d∑
i=1

ei × ∂iu,

∇du× u = (∂1u× u, · · · , ∂du× u).

Für eine vektorwertige Funktion v : Rd → Rd und eine Funktion w : Rd → R definieren
wir:

∇d · v =

d∑
i=1

∂ivi,

∆dw =

d∑
i=1

∂iiw,

∆du =

 ∆du1

∆du2

∆du3

 .
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1 Einleitung

Für den Normalvektor η : ∂Ω→ S2 definieren wir

∂ηm = (∇3m)η =
(
∂ηm1, ..., ∂ηm3

)T
Das Levi-Civita-Symbol εijk... mit ijk... ∈ N ist definiert als

εijk... =


+1, wenn (i, j, k, ...) eine gerade Permutation von (1,2,3,...) ist
−1, wenn (i, j, k, ...) eine ungerade Permutation von (1,2,3,...) ist
0, wenn mindestens zwei Indizes gleich sind.

Das Kronecker-Produkt ⊗ ist für eine (m× n)-Matrix A und eine (p× q)-Matrix B wie
folgt definiert

A⊗B =

 a11B · · · a1nB
...

. . .
...

am1B · · · amnB

 . (1.1)
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2 Problem

In der folgenden Arbeit betrachten wir ein Gebiet Ω ⊂ R3, welches ein ferromagnetisches
Material modelliert. Auf diesem Gebiet wirkt eine MagnetisierungM : Ω→ R3, ein Vektor-
feld, welches mit einer materialabhängigen KonstantenMs > 0 folgende Eigenschaft erfüllt:
|M(x)| = Ms in Ω. Die sogenannte Sättigungsmagnetisierung Ms ist temperaturabhängig,
kann aber für konstante Temperaturen unter einem materialabhängigen Wert als konstant
in dem Medium angenommen werden. Diese Annahme werden wir auch treffen, so dass wir
mit m die normalisierte Magnetisierung bezeichnen werden:

m =
M

Ms

Die Funktion m : (0, T ) × Ω → S2 beschreibt also die magnetischen Momente zu jedem
Zeitpunkt im Zeitintervall (0, T ) und es gilt |m(t, x)| = 1 für alle (t, x) ∈ (0, T )× Ω.

2.1 Energie und Landau–Lifshitz–Gilbert-Gleichung (3D)

Um zu verstehen, was in der LLG-Gleichung vonstatten geht, müssen wir uns zuerst über-
legen, was die physikalischen Hintergründe sind. Im Folgenden geben wir eine kurze Ein-
führung in die mikromagnetische Energie und ihre Komponenten.
Das Verhalten magnetischer Momente in einem ferromagnetischen Körper wird über die

mikromagnetische Energie beschrieben.

2.1.1 Heisenberg-Austausch

Die Austauschenergie stammt von den Interaktionen zwischen den Spins. Innerhalb eines
homogenen Mediums wird sie als Energie modelliert, die eine nicht-homogene Magnetisie-
rung bestraft. Definiert ist sie mit

Eex(m) = A

∫
Ω
|∇3m|2,

wobei A > 0 die materialabhängige Austauschkonstante ist. Ihre Größenordnung beträgt
circa 10−11J/m.

2.1.2 Anisotropie-Energie

Die Anisotropie-Energie kommt aus der kristallinen Struktur des Materials. Diese gibt be-
stimmte bevorzugte Magnetisierungsachsen vor, wobei die Anisotropie-Energie als die Ar-
beit aufgefasst werden kann, die vonnöten ist, um die Magnetisierung aus diesen Achsen zu
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bewegen. Sie ist für eine gegebene, stetige Funktion φ : S2 → R wie folgt definiert:

Eani(m) = K

∫
Ω
φ(m),

wobei K, gemessen in J/m3, eine generelle Anisotropiekonstante ist. Beispiele für solche
Funktionen sind für a ∈ S2 die uniachsiale Anisotropie-Dichte

φ(m) = 1− (a ·m)2 (2.1)

sowie die planare Anisotropie-Dichte

φ(m) = (a ·m)2. (2.2)

2.1.3 Antisymmetrische Austauschenergie

Die antisymmetrische Austauschenergie, auch Dzyaloshinskii–Moriya-Interaktion (DMI) ge-
nannt, kommt aus der atomaren Struktur des Materials und dem Fehlen von Invertionssym-
metrie. Sie wirkt dem Heisenberg-Austausch entgegen und ist maßgeblich für die Bildung
von magnetischen Skyrmionen mitverantwortlich. In einem homogenen Medium kann der
antisymmetrische Austausch wie folgt modelliert werden:

EDM (m) =

∫
Ω
D : (∇3m×m) =

3∑
j=1

∫
Ω
dj · (∂jm×m),

wobei dj die j-te Spalte des Spiralisationstensors D ∈ R3×3 ist, welcher von der kristallinen
Klasse des Materials abhängt. Ein Beispiel für solch einen Spiralisationstensor wäre

D = δ

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

mit der DMI Konstanten δ in J/m2. In diesem Fall vereinfacht sich EDM (m) zu

EDM (m) = δ

∫
Ω

(∇3 ×m) ·m.

2.1.4 Externes Feld

Das externe Feld beschreibt den Einfluss von externen magnetischen Feldern auf die Ma-
gnetisierung des Körpers. Die zugehörige Energie, auch Zeemann-Energie genannt, hat die
Form

Eext(m) = −µ0Ms

∫
Ω
Hext ·m,

wobei Hext : (0, T ) × Ω → R3 in A/m das angelegte externe Feld ist und vereinfacht
angenommen wird, dass sich dieses durch die Magnetisierung nicht ändert. Des Weiteren
ist µ0 die magnetische Feldkonstante, welche experimentell bestimmt wird, und etwa in der
Größenordnung 1, 257 · 10−6N/A2 liegt.
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2 Problem

2.1.5 Streufeld

Das Streufeld wirkt auf die Magnetisierung, indem es versucht, das gesamte magnetische
Moment zu reduzieren. Die zugehörige Energie ist

Es(m) = −µ0Ms

2

∫
Ω
Hs(m) ·m,

mit dem magnetischen Feld Hs, welches die stationäre Maxwell-Gleichung

∇3 · (Hs +Msm) = 0, im R3

∇3 ×Hs = 0, im R3

löst.

2.1.6 Gesamtenergie

Die Gesamtenergie E(m) wird aus der Addition der obigen fünf Energieanteile erhalten,

E(m) = Eex(m) + Eani(m) + EDM (m) + Eext(m) + Es(m).

2.1.7 Landau–Lifshitz–Gilbert-Gleichung

Die Landau–Lifshitz–Gilbert-Gleichung (LLG-Gleichung) beschreibt das dynamische Ver-
halten magnetischer Momente in einem ferromagnetischen Festkörper unter Einfluss des
effektiven Feldes Heff. Das effektive Feld beschreibt den Gradienten des Energieabfalls, der
auftritt, da in der Natur energiearme Zustände bevorzugt werden. Formuliert liest sie sich

∂tm = − γ0

1 + α2
m×Heff(m)− γ0α

1 + α2
m×

[
m×Heff(m)

]
(2.3)

mit

γ0 = −γµ0 wobei γ < 0 der gyromagnetische Faktor des Elektrons ist

und

Heff(m) = − 1

µ0Ms

∂E(m)

∂m
.

Hier bezeichnet ∂E(m)/∂m die Gâteaux-Ableitung. Der einheitslose Gilbert-Dämpfungs-
parameter α > 0 ist materialabhängig und hat die Größenordnung 10−1 bis 10−2.
Die einzelnen Energie-Beiträge eingesetzt, ergibt sich für das effektive Feld

Heff(m) =
2A

µ0Ms
∆m− K

µ0Ms
∇3φ(m)− 2δ

µ0Ms
∇3 ×m+Hext +Hs(m) (2.4)
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2 Problem

unter der Randbedingung

2A∂nm+ δm× n = 0 auf ∂Ω× (0, T ) (2.5)

und der Anfangswertbedingung

m(0) = m0 ∈ H1(Ω; S2) in Ω. (2.6)

Die partielle Differentialgleichung (2.3)–(2.6) ist nicht-linear (Heff beinhaltet Ableitungen
von m nach dem Ort), nicht konvex (die Nebenbedingung |m| = 1 ist nicht konvex) sowie
nicht-lokal (das Streufeld Hs hängt nicht-lokal von m ab).

2.2 Entdimensionalisierung

Für die Berechnung der Gleichung mittels Finite Elemente Methode (FEM) wollen wir die
Gleichung entdimensionalisieren, also die physikalischen Einheiten loswerden. Dazu müssen
wir das effektive Feld, die Zeit und den Ort skalieren. Das ist notwendig, um auf dem Level
der Diskretisierung ein gut konditioniertes Problem zu erhalten. Das effektive Feld Heff
sowie die Energie E skalieren wir mit

heff(m) =
Heff(m)

Ms
und E∗(m) =

E(m)

µ0M2
s

.

Die Zeit t skalieren wir mit t∗ = γ0Mst und den Ort x mit x∗ = x/`ex mit der Aus-
tauschlänge `ex =

√
2A/µ0M2

S . Damit bekommen die einzelnen Komponenten der Energie
die Form

E∗ex(m) =
1

2

∫
Ω
|∇3m|2,

E∗ani(m) =
κ2

2

∫
Ω
φ(m),

E∗DM (m) =
δ∗

`ex

∫
Ω

(∇3 ×m) ·m,

E∗ext(m) = −
∫

Ω
f ·m,

E∗s (m) = −1

2

∫
Ω
hs(m) ·m,

mit dem magnetischen Härteparameter κ =
√

2K
µ0M2

s
und dem skalierten Koeffizienten δ∗ =

δ
µ0M2

s
. Weiters ist f = Hext

Ms
das reskalierte externe Feld und hs(m) = Hs(m)

Ms
.

Das reskalierte externe Feld hs(m) löst dabei

∇3 · (hs +m) = 0 im R3

∇3 × hs = 0 im R3.
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Mit diesen Substitutionen kommt man auf die entdimensionalisierte Form der LLG Glei-
chung

∂tm = − 1

1 + α2
m× heff(m)− α

1 + α2
m×

[
m× heff(m)

]
(2.7)

unter den Rand- und Anfangsbedingungen (2.5) und (2.6).

Eine hinreichend glatte Lösung m : Ω× (0,∞)→ S2 der LLG-Gleichung erfüllt unter der
Annahme, dass das externe Feld f konstant in der Zeit ist das dissipative Energiegesetz

∂tE(m(t)) = −α||∂tm(t)||2L2(Ω) ≤ 0 (2.8)

für alle t > 0. Für einen Beweis dieser Aussage sei auf [3] verwiesen.
Damit können wir ein Energiegesetz formulieren, welches den Zusammenhang der Ge-

samtenergie in Abhängigkeit der Anfangsenergie E(m(0)) und der Lösung m(t) darstellt.

Satz 2.1. (Energiegesetz)
Sei m : Ω × (0,∞) → S2 eine hinreichend glatte Lösung der LLG-Gleichung (2.7) und f
konstant in der Zeit, dann gilt

E(m(t)) + α||∂tm(t)||2L2((0,t)×Ω) = E(m(t)) + α

∫ t

0
||∂tm(s)||2L2(Ω)ds = E(m(0)) (2.9)

für alle t > 0.

Für das Verständnis der folgenden Definition, benötigen wir die folgenden Notationen,

〈·, ·〉Ω bezeichnet das Skalarprodukt im L2(Ω),

〈·, ·〉 : H1(Ω)×H1(Ω)′ → K bezeichnet die duale Paarung von H1(Ω) mit H1(Ω)′.

Die duale Paarung ist eine Verallgemeinerung des Skalarprodukts, sie weist einem Vektor
und einem linearen Funktional eine Zahl zu.
Als nächstes wollen wir die schwache Formulierung von (2.7) definieren.

Definition 2.2. Sei m0 ∈ H1(Ω) und erfülle |m0| = 1 in Ω. Sei weiters m : Ω×(0,∞)→ S2

ein Vektorfeld. So heißt m schwache Lösung von (2.7) unter (2.5) und (2.6), wenn m für
alle T > 0 Folgendes erfüllt:

1. m ∈ H1(Ω× (0, T )) mit |m| = 1 fast überall in Ω× (0, T );

2. m(0) = m0 im Sinne des Spuroperators;

3. Für alle ψ ∈ H1(Ω× (0, T )) gilt∫ T

0
〈∂tm(t), ψ(t)〉Ωdt =

−
∫ T

0
〈heff(m(t)), ψ(t)×m(t)〉dt+ α

∫ T

0
〈m(t)× ∂tm(t), ψ(t)〉Ωdt;
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4. Es gilt das Energiegesetz

E(m(T )) +

∫ T

0
||∂tm(s)||2L2(Ω)ds ≤ E(m0).

Die duale Paarung des effektiven Feldes heff für allgemeine Funktionen ϕ,ψ ∈ H ′(Ω) ist
wie folgt definiert

−〈heff(ϕ), ψ〉 = 〈∇3ϕ,∇3ψ〉Ω +
δ

`ex
〈∇3 × ϕ,ψ〉Ω +

δ

`ex
〈∇3 × ψ,ϕ〉Ω

+
κ2

2
〈∇φ(ϕ), ψ〉Ω − 〈f, ψ〉Ω − 〈hs(ϕ), ψ〉Ω.

Zuletzt wollen wir uns noch Gedanken über die Existenz von schwachen Lösungen machen.

Satz 2.3. Sei E(m) = Eex(m), also die Gesamtenergie nur die Austausch-Energie, dann
gelten folgende Aussagen:

(i) Für alle m0 ∈ H1(Ω) mit |m0| = 1 fast überall in Ω existiert eine schwache Lösung
der LLG-Gleichung im Sinne der Definition 2.2.

(ii) Es existiert eine Anfangsbedingung m0 in H1(Ω) mit |m0| = 1 fast überall in Ω, sodass
unendlich viele schwache Lösungen existieren.

Für den Beweis von Aussage (i) und (ii) sei auf [4, Satz 1.5-1.6] verwiesen.

2.3 Energie und Landau–Lifshitz–Gilbert-Gleichung für dünne
Schichten (2D)

Die bisherige Formulierung der Energie und der LLG-Gleichung fand in drei Raumdimen-
sionen statt. Nun betrachten wir das mathematische Verhalten der Differentialgleichung für
dünne Schichten.
Sei also Ωε = ω × (0, ε) mit 0 < ε � 1 und ω ⊂ R2, sowie die Magnetisierung mε :
Ωε → S2. Das Verhalten der Energie, für ε → 0, also wenn das Modell von drei in zwei
Raumdimensionen übergeht

E3D
ε (mε) −→ E2D(m) für ε→ 0,

9
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ist dabei für die einzelnen Komponenten faktisch wie folgt

Eex(mε) =
1

2

∫
Ωε

|∇3mε|2  
1

2

∫
ω
|∇2m|2 +

δ2

2`2ex
|ω| − δ2

2`2ex

∫
ω
(m · e3)2

Eani(mε) =
κ2

2

∫
Ωε

φ(mε)  
κ2

2

∫
ω
φ(m)

EDM (mε) =
δ

`ex

∫
Ωε

(∇3 ×mε) ·mε  
δ

`ex

∫
ω
(∇2 ×m) ·m− δ2

`2ex
|ω|+ δ2

`2ex

∫
ω
(m · e3)2

Eext(mε) = −
∫

Ωε

f ·mε  −
∫
ω
f ·m

Es(mε) = −1

2

∫
Ωε

hs(mε) ·mε  +
1

2

∫
ω
(m · e3)2.

Der Beweis dieser Beobachtungen wird hier nicht erbracht, dazu sei auf [2] verwiesen. Es
ist allerdings anzumerken, dass das Streufeld im Zweidimensionalen durch eine künstliche
Anisotropie ersetzt wird.
Zusammengefasst ist die zweidimensionale Energie also

E2D(m) =
1

2

∫
ω
|∇2m|2 +

κ2

2

∫
ω
φ(m) +

δ

`ex

∫
ω
(∇2 ×m) ·m−

∫
ω
f ·m (2.10)

+
1

2

(
1 +

δ2

`2ex

)∫
ω
(m · e3)2 − δ2

2`2ex
|ω|. (2.11)

Somit liest sich die zweidimensionale LLG-Gleichung wie folgt

∂tm = − 1

1 + α2
m× h2D

eff (m)− α

1 + α2
m×

[
m× h2D

eff (m)

]
(2.12)

mit

h2D
eff (m) = −∂E

2D(m)

∂m
= ∆2m−

κ2

2
∇φ(m)− 2δ

`ex
∇2 ×m+ f −

(
1 +

δ2

`2ex

)
(m · e3)e3

unter der Randbedingung

`ex∂nm+ δ
2∑
i=1

m× (niei) = 0 auf ∂ω × (0, T ) mit ni =

(
n
0

)
· ei

und der Anfangswertbedingung

m(0) = m0 ∈ H1(ω; S2) in ω.

Die oben beschriebenen Herleitungen wollen wir mit folgendem Ergebnis von [2, Satz 1.2]
auf ein solides mathematisches Fundament stellen.

10



2 Problem

Satz 2.4. Sei m0 ∈ H1(ω; S2) und m0
ε (x, s) := m0(x). Sei Ωε := ω × (0, ε) wie oben und

zusätzlich der Rand des begrenzten Gebiets ω Lipschitz-stetig. Betrachte den Diffeomorphis-
mus Φε : ω × (0, 1) → ω × (0, ε), Φε(x, t) := (x, tε). Zu m0

ε ∈ H1(Ωε;S2) sei mε eine
Lösung der LLG-Gleichung auf Ωε und m̂ε := mε ◦ Φε. Dann existiert m ∈ H1(ω; S2) und
m̂(x, s) := m(x), sodass m̂ε → m̂ bezüglich der schwach-*-Topologie konvergiert, und m die
2-Dimensionenale LLG-Gleichung (2.12) löst.

Als hilfreich für die numerische Berechnung erweist sich folgende äquivalente Formulie-
rung des Problems (2.12) unter der Bedingung |m| = 1 mit denselben Rand- und Nebenbe-
dingungen.

α∂tm+m× ∂tm = heff − (m · heff) ·m (2.13)

Satz 2.5. Falls |m(x, t)| = 1 für (x, t) ∈ ω × (0, T ), so sind folgende Formulierungen der
LLG-Gleichung äquivalent

∂tm = − 1

1 + α2
m× heff(m)− α

1 + α2
m×

[
m× heff(m)

]
. (2.14)

und

α∂tm+m× ∂tm = heff − (m · heff) ·m. (2.15)

Beweis. Zuerst zeigen wir die Implikation (2.14) ⇒ (2.15). Unter Anwendung der Identität
a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c für alle a, b, c ∈ R3 folgt folgende Äquivalenz

m× (m× heff) = (m · heff)m− |m|2heff.

Damit lässt sich die Gleichung (2.14) wie folgt umformulieren:

∂tm = − 1

1 + α2
m× heff(m)− α

1 + α2

[
(m · heff)m− |m|2heff

]
(2.16)

= − 1

1 + α2
m× heff(m)− α

1 + α2
(m · heff)m+

α

1 + α2
|m|2heff. (2.17)

Aus (2.17) folgt unter der Voraussetzung |m| = 1 und über die Bildung des Kreuzprodukts
mit m

∂tm×m = − 1

1 + α2
(m× heff)×m− α

1 + α2
(m · heff)m×m+

α

1 + α2
heff ×m.

Unter Verwendung von

(m× heff)×m = −(m · heff)m+ |m|2heff = −(m · heff)m+ heff

wird daraus

11
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∂tm×m = − 1

1 + α2

[
− (m · heff)m+ heff

]
+

[
− α

1 + α2
(m · heff)m+

α

1 + α2
heff

]
×m

= − 1

1 + α2
heff +

1

1 + α2
(m · heff)m+

α

1 + α2

[
− (m · heff)m+ heff

]
×m

= − 1

1 + α2
heff +

1

1 + α2
(m · heff)m+

α

1 + α2
heff ×m. (2.18)

Aus den beiden Formulierungen (2.16) und (2.18) können wir nun die gesuchte Formulierung
(2.15) linear kombinieren. Betrachten wir dazu die mit α multiplizierte Gleichung (2.16)

α∂tm = − α

1 + α2
m× heff −

α2

1 + α2

[
(m · heff)m− heff

]
, (2.19)

und ziehen davon die Gleichung (2.18) ab, so erhalten wir die gesuchte Formulierung (2.15):

α∂tm− ∂tm×m =− α

1 + α2
m× heff −

α2

1 + α2
(m · heff)m+

α2

1 + α2
heff (2.20)

+
1

1 + α2
heff −

1

1 + α2
(m · heff)m+

α

1 + α2
m× heff (2.21)

= heff − (m · heff)m. (2.22)

Jetzt zeigen wir noch die umgekehrte Implikation (2.15)⇒ (2.14). Das Kreuzprodukt von
(2.15) mit m liefert

α∂tm×m− (∂tm×m)×m = heff ×m− (m · heff)m×m.

Mit Hilfe von
(∂tm×m)×m = (m · ∂tm)m− |m|2∂tm = −∂tm

folgt damit

∂tm− αm× ∂tm = heff ×m. (2.23)

Um auf die ursprüngliche Formulierung (2.14) zu kommen werden wir die Gleichung (2.23)
mit der mit α multiplizierten Gleichung (2.15) addieren

α(α∂tm+m× ∂tm) + ∂tm− αm× ∂tm = α(heff − (m · heff)m) + heff ×m.

Dies zeigt

α2∂tm+ αm× ∂tm+ ∂tm− αm× ∂tm = αheff − α(m · heff)m+ heff ×m

und damit

(1 + α2)∂tm = −m× heff + α (m ·m)︸ ︷︷ ︸
=|m|2=1

heff − α(m · heff)m.
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Wenden wir erneut die Graßmann-Identität für das Kreuzprodukt im R3 an, so ergibt sich

∂tm = − 1

1 + α2
m× heff +

α

1 + α2

[
|m|2heff − (m · heff)m

]
= − 1

1 + α2
m× heff −

α

1 + α2
m×

[
m× heff

]
.

Das entspricht wiederum genau der Formulierung (2.14) und damit ist die Äquivalenz von
(2.14) und (2.15) gezeigt.

Unter der Bedingung |m| = 1 gilt auch folgende Beobachtung über die Zeitableitung von
m.

Lemma 2.6. Aus der Bedingung |m| = 1 folgt, dass die Zeitableitung v := ∂tm orthogonal
auf m steht, also m · v = 0.

Beweis. Sei |m| = 1, wir quadrieren die Gleichung, leiten nach t ab und erhalten

0 =
d

dt
12 =

d

dt
|m|2 = 2m · ∂tm = 2m · v.

Und aus 0 = 2m · v folgt m · v = 0, also dass v orthogonal auf m steht.

Bemerkung. Die Eigenschaft |m| = 1 ist in der Formulierung der LLG-Gleichung enthal-
ten, da das Skalarprodukt der LLG-Gleichung mit m sofort ∂tm ·m = 0 liefert.

13



3 Numerisches Verfahren

3.1 Notation/Grundlagen der FEM

Für die Methode der finiten Elemente müssen wir die kontinuierliche Gleichung und deren
Definitionsbereich diskretisieren. Dazu sei unsere Menge ω ⊂ R2 ein beschränktes Lipschitz-
Gebiet und ∂ω sei ein Polygon. Weiters sei eine reguläre Triangulierung T von ω gegeben.

Definition 3.1. Die Menge T ist eine reguläre Triangulierung von ω genau dann, wenn

• T eine endliche Menge von kompakten Dreiecken T = conv{z1, z2, z3} mit positiver
Grundfläche ist,

• die Vereinigung aller Dreiecke der Triangulierung den Abschluss von ω überdecken,
also ω =

⋃
T∈T T ,

• der Durchschnitt von unterschiedlichen Dreiecken entweder leer, ein gemeinsamer Kno-
ten, oder eine gemeinsame Kante ist.

Die zugehörige Menge an Knoten einer Triangulierung T sei N . Aus dem letzten Punkt
folgt unmittelbar, dass die Triangulierung keine hängenden Knoten hat. Der Durchmesser
eines Dreiecks T ∈ T ist wie folgt definiert

diam(T ) := max
x,y∈T

|x− y|.

Die Gitterweite h ist das Maximum der Durchmesser aller Dreiecke einer Triangulierung,
also

h = max
T∈T

diam(T ).

Das Zeitintervall (0, T ) wird in uniforme Zeitschritte 0 = τ0 < τ1 < · · · < τJ = T
unterteilt mit der Schrittweite k := τj − τj−1 für j = 1, ..., J . Außerdem bezeichnen wir für
jede in der Zeit stetigen Funktion m die Auswertung m(τj) mit mj .
Um die Magnetisierung m zu diskretisieren, betrachten wir den Raum S1(T ) := {φ ∈

C(Ω) : ∀T ∈ T φ|T linear}, genauer den vektorwertigen Raum V = S1(T )3, d.h. den
Raum der stückweise linearen und global stetigen vektorwertigen Funktionen.

Um die Bedingung |m| = 1 in den Raum, in dem wir unsere Lösung suchen, einfließen zu
lassen, sei

M = {φ ∈ V : |φ(z)| = 1 für alle z ∈ N}.
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Aus Abschnitt 2.6 wissen wir, dass v im Tangentialraum von m liegt, weshalb wir diesen
auch diskret definieren. Für ein fixes φ ∈M sei

Kφ = {ψ ∈ V : ψ(z) · φ(z) = 0 für alle z ∈ N}.

Wir betrachten auch noch die kanonischen Hutfunktionen βi ∈ S1(T ) bezüglich des
Knotens zi ∈ N := {z1, ..., zN}. Diese sind charakterisiert durch βi(zj) = δij für alle
i, j = 1, ..., N . Diese Definition erweitern wir zu βi+(`−1)N = βie` für i = 1, ..., N und
` = 1, 2, 3, wobei e` ∈ R3 der `-te Einheitvektor ist. Dann bildet β1, ...,β3N die kanonische
Basis von V.

3.2 Tangent-Plane-Verfahren

In diesem Abschnitt stellen wir den Algorithmus [5, 6] zum Lösen der zwei-dimensionalen
LLG-Gleichung (2.12) vor. Ausgehend von der äquivalenten Formulierung (2.13) betrachten
wir dazu die schwache Formulierung der PDE. Dabei identifizieren wir die Zeitableitung mt

mit der diskret berechenbaren Funktion v. Das variationelle Problem ist:
Finde vj ∈ Kmj sodass

α〈vj , ψ〉ω + 〈mj × vj , ψ〉ω + θk〈∇vj ,∇ψ〉ω =

− 〈∇mj ,∇ψ〉ω + 〈f, ψ〉ω −
δ

`ex
〈∇2 ×mj , ψ〉ω −

δ

`ex
〈mj ,∇2 × ψ〉ω −

κ2

2
〈∇φ(mj), ψ〉ω

−
(

1 +
δ2

`2ex

)
〈mj · e3, ψ · e3〉ω

(3.1)

für alle Testfunktionen ψ ∈ Kmj .

Der folgende Algorithmus ist eine Erweiterung der natürlichen Einschrittmethodemj+1 =
mj + kvj um die Normierung der Magnetisierung. Dieses Vorgehen ist notwendig, um die
Bedingung |m| = 1 an den Knoten zu erfüllen.
Im Algorithmus wird mit Mesh eine Triangulierung der Fläche ω ⊂ R2 bezeichnet, mit

m0 ∈ M diskrete Anfangsdaten, mit α > 0 der Gilbert-Dämpfungsparameter und mit
0 ≤ θ ≤ 1 der Parameter aus (3.1).

Algorithm 1: Einschrittmethode mit Projektion auf S2

Input: Mesh, m0, α, θ
for j = 0, . . . , J − 1 do

vj = Lösung von (3.1) ;

mj+1(z) =
mj(z) + kvj(z)

|mj(z) + kvj(z)|
für alle z ∈ N ;

end
return m
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Nun widmen wir uns der Frage, wie genau wir (3.1) lösen. Dazu schreiben wir die Glei-
chung wie folgt um: Finde vj ∈ Kmj , so dass

a(mj ; vj , ψ) = L(mj ;ψ) für alle ψ ∈ Kmj , (3.2)

wobei

a(mj ;φ, ψ) = α

∫
ω
φ · ψ +

∫
ω
(mj × φ) · ψ + θk

∫
ω
∇φ : ∇ψ, (3.3)

L(mj ;ψ) =−
∫
ω
∇mj : ∇ψ︸ ︷︷ ︸

Austauschenergie

+

∫
ω
f · ψ︸ ︷︷ ︸

Externes Feld

− δ

`ex

∫
ω
(∇2 ×mj) · ψ − δ

`ex

∫
ω
mj · (∇2 × ψ)︸ ︷︷ ︸

DMI−Bulk Energie

− κ2

2

∫
ω
∇φ(mj) · ψ︸ ︷︷ ︸

Anisotropie−Energie

−
(

1 +
δ2

`2ex

)∫
ω
(mj · e3)(ψ · e3).︸ ︷︷ ︸

Streufeld + DMI−Bulk Energie
(3.4)

Damit der Algorithmus 1 wohldefiniert ist, bleibt zu zeigen, dass (3.2) eine eindeutige
Lösung besitzt und die Projektion im Algorithmus wohldefiniert ist. Diese beiden Aussagen
werden in den folgenden Sätzen behandelt.

Satz 3.2. Seien a(mj ; vj , ψ) und L(mj ;ψ) wie in (3.3) und (3.4). Dann existiert ein ein-
deutiges vj ∈ Kmj , so dass

a(mj ; vj , ψ) = L(mj ;ψ) für alle ψ ∈ Kmj . (3.5)

Beweis. Halten wir einen beliebigen Zeitpunkt fest, sei also mj ∈ M fix. Wir wollen mit-
hilfe des Lemmas von Lax-Milgram zeigen, dass eine eindeutige Lösung von (3.5) existiert.
Folgende Rechnung macht ersichtlich, dass a(mj ; vj , ψ) gleichmäßig elliptisch ist

a(mj ;φ, φ) = α

∫
ω
φ2 +

∫
ω
(mj × φ) · φ+ θk

∫
ω
(∇φ)2

= α||φ||2L2(ω) +

∫
ω

(φ× φ)︸ ︷︷ ︸
=0

·mj + θk||∇φ||2L2(ω).

Damit können wir das Lemma von Lax-Milgram anwenden, welches liefert, dass es eine
eindeutige Lösung für das Problem (3.5) gibt.

Satz 3.3. Sei vj ∈ Kmj die eindeutige Lösung von (3.1). Dann folgt, dass |mj(z)+kvj(z)| 6=
0 ist für alle z ∈ N . Insbesondere ist die knotenweise Projektion in Algorithmus 1 wohlde-
finiert.

Beweis. Da mj ∈M und vj ∈ Kmj ist, folgt für alle z ∈ N

|mj(z) + kvj(z)|2 = |mj(z)|2 + k2|vj(z)|2 = 1 + k2|vj(z)|2 ≥ 1.

Dies beschließt den Beweis.
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4 Matrix Form

In diesem Kapitel wird die Herleitung der Energiebeiträge in für FEM benötigte Matrizen-
form erbracht.

4.1 Gleichungssystem

Sei {β1, . . . ,β3N} ⊂ V eine Basis. Zu gegebenen mj ∈ M definiere die Matrizen A ∈
R3N×3N und Λp ∈ RN×N durch

Ai` = a(mj ;βi;β`), Λpi` = kh2mj(zi) · epδi`

und

B = (Λ1,Λ2,Λ3) ∈ RN×3N . (4.1)

Definiere b ∈ RN durch
bi = L(mj ;βi).

Dann gilt der folgende Satz:

Satz 4.1. Die Matrix

E =

(
A BT

B 0

)
∈ R4N×4N

ist regulär. Ist vj =
∑3N

s=1 νsβs ∈ Kmj ⊆ S1(T )3 die eindeutige Lösung von (3.5), so existiert
ein eindeutiges λ ∈ RN , sodass (

ν
λ

)
∈ R4N

die eindeutige Lösung von (
A BT

B 0

)(
ν
λ

)
=

(
b
0

)
. (4.2)

ist.

Beweis. Um zu zeigen, dass E regulär ist, müssen wir nur zeigen, dass Kern(E) = {0} ist.
Seien y ∈ R3N und µ ∈ RN mit (

A BT

B 0

)(
y
µ

)
= 0.

Definiere

wj :=
3N∑
s=1

ysβs ∈ V.

17



4 Matrix Form

Da By = 0 gilt, ist wj ∈ Kmj . Aus Ay + BTµ = 0 folgt

a(mj ; vj , vj) = y ·Ay︸ ︷︷ ︸
=a(mj ,wj ,wj)

+ y ·BTµ︸ ︷︷ ︸
=By·µ

= 0.

Da a(mj ; ·, ·) elliptisch ist, folgt wj = 0. Da die Basis {β1, . . . ,β3N} insbesondere linear
unabhängig ist, folgt y = 0. Damit ist E regulär.
Für den zweiten Teil des Beweises sei y ∈ R3N , µ ∈ RN so, dass(

A BT

B 0

)(
y
µ

)
=

(
b
0

)
.

Wir definieren wieder

wj :=

3N∑
s=1

ysβs ∈ V.

Ferner sei z ∈ R3N und

ψ :=

3N∑
s=1

zsβs ∈ Kmj .

Aus By = 0 folgt wj ∈ Kmj und aus ψ ∈ Kmj folgt Bz = 0. Aus Ay + BTµ = b folgt
deshalb

a(mj ; vj , ψ) = z ·Ay︸ ︷︷ ︸
=a(mj ;wj ,ψ)

+ z ·BTµ︸ ︷︷ ︸
=Bz·µ

= z · b︸︷︷︸
=L(mj ;ψ)

= L(mj , ψ).

Somit löst wj (3.5) und es folgt wj = vj also y = ν.

Wir können also durch das Lösen von (4.2) die Koeffizienten ν ∈ R3N von vj in der Form

vj =
3N∑
s=1

νsβs

bestimmen.

4.2 Systemmatrix A

Mit Blick auf Satz 4.1 müssen wir die folgende Matrix berechnen:

A = αM + S + θkK. (4.3)

Die Form (4.3) folgt über die Definition mit der Basis {β1, . . . ,β3N} natürlich aus (3.3).
Im Folgenden schauen wir uns die Berechnung von M,S und K genauer an.
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4.2.1 Massenmatrix M

Die Massenmatrix M kommt aus dem ersten Term der Bilinearform a(mj ;φ, ψ), also aus
α
∫
ω φ · ψ. Erinnern wir uns, dass gilt βi+(p−1)N = epβi mit i = 1, ..., N und p = 1, 2, 3,

wobei βi die zum Knoten i assoziierte Hutfunktion ist. Dann liest sich der erste Term für
s = i+ (p− 1)N und t = `+ (q − 1)N wie folgt:

αMts = α

∫
ω
βs · βt (4.4)

= α

∫
ω
βi+(p−1)N · β`+(q−1)N (4.5)

= α

∫
ω
ep · eqβiβ` (4.6)

= αδpq

∫
ω
βiβ` (4.7)

= αδpqM
0
`i, (4.8)

wobei M0 ∈ RN×N die skalare Massenmatrix ist. Die Massenmatrix M hat bedingt durch
δpq in (4.8) somit folgende Blockdiagonalgestalt

M =

 M0 0 0
0 M0 0
0 0 M0

 ∈ R3N×3N .

4.2.2 Schiefsymmetrische Matrix S

Die Schiefsymmetrische Matrix S = S(mj) entspricht dem zweiten Term der Bilinear-
form a(mj ;φ, ψ). Für die Berechnung beobachten wir zuerst Folgendes. Mit der Identität
(a× b) · c = (b× c) · a folgt aus dem zweiten Term

Sts :=

∫
ω
(mj × βs) · βt =

∫
ω
(βs × βt) ·mj .

Jetzt verwenden wir die Basisdarstellung der FEM-Magnetisierung

mj =

3N∑
r=1

xrβr, (4.9)

um mit s = i+ (p− 1)N, t = `+ (q − 1)N, r = g + (n− 1)N Folgendes zu erhalten:∫
ω
(βs × βt) ·mj =

3∑
n=1

N∑
g=1

xg+(n−1)N

∫
ω
(βi+(p−1)N × β`+(q−1)N ) · βg+(n−1)N .

Aus der Definition der β folgt

(βi+(p−1)N × β`+(q−1)N ) · βg+(n−1)N = (ep × eq) · enβiβ`βg

19



4 Matrix Form

und damit

Sts =

3∑
n=1

(ep × eq) · en︸ ︷︷ ︸
εpqn

N∑
g=1

xg+(n−1)N

∫
ω
βiβ`βg︸ ︷︷ ︸

=:(Dg)i`

, (4.10)

wobei εpqn das Levi-Civita-Symbol ist und Dg ∈ RN×N .

4.2.3 Steifigkeitsmatrix K

Die Steifigkeitsmatrix K kommt aus dem letzten Term der Bilinearform a(mj ;φ, ψ) und
unter Verwendung der Definition der Basis β von V folgt für s = i+(p−1) und t = `+(q−1):

θkKts = θk

∫
ω
∇βs : ∇βt

= θk

∫
ω
∇βi+(p−1)N : ∇β`+(q−1)N

= θk

∫
ω
ep · eq∇βi · ∇β`

= θkδpq

∫
ω
∇βi · ∇β`

= θkδpqK
0
i`,

wobei K0 ∈ RN×N die skalare Steifigkeitsmatrix bezeichnet. Die Steifigkeitsmatrix K hat,
ebenso wie die Massenmatrix, Blockdiagonalgestalt

K =

 K0 0 0
0 K0 0
0 0 K0

 ∈ R3N×3N .

4.3 Resultatvektor b

Der Resultatvektor b ∈ R3N setzt sich aus den verschiedenen Energiebestandteilen des
Funktionals L(mj ;ψ) zusammen, also

b = bex + bext + bDMI + bani + bstray.

Auch hier folgt die Formulierung also direkt aus (3.4).

4.3.1 Steifigkeitsmatrix

Die Austauschenergie tritt im Term −
∫
ω∇m

j : ∇ψ in Form der schon bekannten Steifig-
keitsmatrix K auf. Damit können wir den Beitrag der Austauschenergie am Resultatvektor
b ausdrücken als

bex = −Kx mit mj =
3N∑
j=1

xjβj .
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4 Matrix Form

4.3.2 Externes Feld

Das Externe Feld leistet mit dem Term
∫
ω f · ψ seinen Beitrag im Resultatvektor, dieser

wird auf den bestehenden Vektor b aufaddiert und für s = i+ (p− 1)N wie folgt berechnet∫
ω
f · βs =

∫
ω
f · βi+(p−1)N =

∫
ω
f · epβi =

∫
ω
fpβi = fp.

Dabei ist fp ∈ RN und der Anteil des externen Feldes an b ist damit

bext =

 f1
f2
f3

 .
4.3.3 DMI-Bulk Matrix

Die DMI-Bulk Energie wollen wir über die Matrix G und GT in den Resultatvektor ein-
fließen lassen. Unser Ziel ist es also die Matrix G ∈ R3N×3N aufzustellen, welche folgendes
erfüllt

δ

`ex
Gst =

δ

`ex

∫
ω
(∇2 × βs) · βt.

Die Matrix G berechnet sich für s = i+ (p− 1)N , t = `+ (q − 1)N somit wie folgt

δ

`ex
Gst =

δ

`ex

∫
ω
(∇2 × βs) · βt

=
δ

`ex

2∑
w=1

∫
ω
(ew × ∂wβs) · βt

=
δ

`ex

2∑
w=1

∫
ω
(ew × ∂wβiep) · β`eq

=
δ

`ex

2∑
w=1

(ew × ep) · eq︸ ︷︷ ︸
εwpq

∫
ω
∂wβiβ`︸ ︷︷ ︸

(Hw)i`

.

Die Struktur von G ist damit

G =

 0 −H3 H2

H3 0 −H1

−H2 H1 0

 (4.11)

mit den Matrizen Hw ∈ RN×N . Der Beitrag der DMI-Bulk Energie am Resultatvektor lässt
sich also wie folgt schreiben

bDMI = −(G + GT )x mit mj =
3N∑
j=1

xjβj .
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4 Matrix Form

4.3.4 Anisotropie-Energie

Wir wollen eine uniaxiale Anisotropie-Energie annehmen, also φ : S2 → R und φ(m) =
−(m·a)2 mit a ∈ S2. Die Anisotropie-Energie ist also für s = i+(p−1)N undmj =

∑
t xtβt

gegeben durch

(bani)s = −κ
2

2

∫
ω
∇(−(mj · a)2) · βs

= −κ
2

2

∫
ω

2(−mj · a)a · βs

= κ2

∫
ω
(mj · a)a · βs

= κ2
3∑
q=1

N∑
`=1

x`+(q−1)N

∫
ω
β`(eq · a)(a · ep)βi

= κ2
3∑
q=1

N∑
`=1

x`+(q−1)Naqap

∫
ω
β`βi

= κ2
3∑
q=1

N∑
`=1

x`+(q−1)N (a⊗ a)qpM
0
i`

wobei M0 ∈ RN×N die skalare Massenmatrix bezeichnet. Es gilt also, dass

bani = κ2C(a)x mit mj =

3N∑
j=1

xjβj ,

mit C(a) = (a⊗ a)⊗M0. Wobei ⊗ das Kronecker-Produkt bezeichnet, siehe (1.1).

4.3.5 Streufeld + DMI-Bulk Energie

Das Streufeld mit einem weiteren Anteil der DMI-Bulk Energie hat mit
∫
ω(mj · e3)(ψ · e3)

dieselbe Form wie die Anisotropie-Energie, womit wir den Anteil schreiben können als

bstray = −
(

1 +
δ2

`2ex

)
C(e3)x mit mj =

3N∑
j=1

xjβj .
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5 Implementierung

Im Folgenden werden wir uns die explizite Berechnung der Energiebestandteile genauer
anschauen. Dafür werden wir oft das folgende Lemma verwenden:

Lemma 5.1 (ΦT -Lemma). Sei T = conv{z0, z1, z2} ein Dreieck mit |T | > 0. Definiere

ΦT (s, t)T := (z1 − z0, z2 − z0)(s, t)T + z0. (5.1)

Dann ist ΦT : Tref → T ein Diffeomorphismus mit ΦT (0, 0)T = z0, ΦT (1, 0)T = z1,
ΦT (0, 1)T = z2 und | detDΦT (s, t)T | = 2|T |.

Beweis. Durch Einsetzen ist

|detDΦt(s, t)
T | = |det

(
z1 − z0 z2 − z0

)
| = 2|T | > 0 (5.2)

sofort ersichtlich. Die Identitäten ΦT (0, 0)T = z0, ΦT (1, 0)T = z1 und ΦT (0, 1)T = z2 sind
auch durch Einsetzen klar.
Da ΦT eine affine Abbildung ist, ist sie bijektiv genau dann, wenn ihr linearer Anteil

bijektiv ist. Da wir in (5.2) schon gezeigt haben, dass der lineare Anteil bijektiv ist daher
die affine Abbildung ΦT auch bijektiv. Es existieren sowohl Ableitung als auch die Ableitung
der Umkehrabbildung, also ist Φt ein Diffeomorphismus.

5.1 Massenmatrix M und Steifigkeitsmatrix K

Um die Elemente der Massenmatrix M zu berechnen sei zuerst auf folgende, durch die FEM
bedingte Darstellungsweise hingewiesen, welche wir noch häufig verwenden werden∫

ω
βiβ` =

∑
T∈T

∫
T
βiβ`.

Wir betrachten also das Integral
∫
T βiβk, wobei βi die zum Knoten i assoziierte Hutfunk-

tion ist. Für die Implementierung werden wir über jedes Dreieck in der Triangulierung
iterieren und die lokale Massenmatrix MT ∈ R3×3 berechnen. Die Einträge dieser loka-
len Massenmatrix korrespondieren mit den Knoten des zugehörigen Dreiecks. Diese lokalen
Massenmatrizen werden anschließend aufaddiert, um die Massenmatrix M zu berechnen.
Für die Berechnung des Integrals betrachten wir eine Parameter-Transformation ΦT :

Tref → T , welche das Referenzdreieck Tref = conv{(0, 0), (1, 0), (0, 1)} auf das Dreieck T
projiziert. Aus der Symmetrie der lokalen Massenmatrix müssen wir nicht neun Verschiedene
Einträge berechnen, sondern nur sechs, und da wir nach Lemma 5.1 den Diffeomorphismus
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5 Implementierung

ΦT frei wählen dürfen reduziert sich die Berechnung auf zwei Einträge, nämlich ob der
Eintrag auf der Hauptdiagonale liegt oder nicht.
Falls i 6= `, so folgt∫

T
βiβ` =

∫
Tref

βi ◦ ΦT (s, t) β` ◦ ΦT (s, t) | detDΦT | d(s, t)

= 2|T |
∫ 1

0

∫ 1−s

0
st dtds = |T |

∫ 1

0
s(1− s)2ds =

|T |
12
.

Und falls i = `, so gilt∫
T
βiβi =

∫
Tref

βi ◦ ΦT (s, t) βi ◦ βT (s, t) | detDΦT | d(s, t)

= 2|T |
∫ 1

0

∫ 1−s

0
s2 dtds = 2|T |

∫ 1

0
s3 − s2ds =

|T |
6
.

Die lokale Massenmatrix eines beliebigen Dreiecks T ist also gegeben durch

MT =
|T |
12

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

 .

Für die Steifigkeitsmatrix verwenden wir dieselbe FEM Darstellung des Integrals
∫
ω∇φi ·

∇φ`, können allerdings, da die Ableitung der Hutfunktionen konstant ist, sofort folgern,
dass ∫

ω
∇βi · ∇β` =

∑
T∈T

∫
T
∇βi · ∇β` =

∑
T∈T
|T |∇βi · ∇β`

ist. Die skalare Steifigkeitsmatrix K0 ∈ RN×N ist also gegeben durch

K0
i` =

∑
T∈T
|T |∇βi · ∇β`︸ ︷︷ ︸

=:KT

,

wobei KT ∈ R3×3 wie in der FEM üblich berechnet werden kann.

5.2 Schiefsymmetrische Matrix S

Die Blockmatrizen Dg ∈ RN×N , welche gegeben sind durch

Dg
i` =

∫
ω
βiβ`βg =

∑
T∈T

∫
T
βiβ`βg,
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5 Implementierung

müssen für alle g = 1, ..., N berechnet werden und dann zur Matrix S zusammengesetzt wer-
den. Betrachten wir, wie εpqn die schiefsymmetrische Matrix S beeinflusst. Dazu bezeichne
Dgxn, n ∈ 1, 2, 3 die Matrix

(Dgxn)i` =
N∑
g=1

xg+(n−1)N

∫
ω
βiβ`βg ∈ RN×N .

Dann hat die schiefsymmetrische Matrix S folgende Blockgestalt

S =

 0 −Dgx3 Dgx2

Dgx3 0 −Dgx1

−Dgx2 Dgx1 0


Nun widmen wir uns den Blockmatrizen Dg und wie wir sie berechnen. Wir wollen∫

T βiβkβ` als geschlossene Formel ausdrücken, dazu brauchen wir eine Fallunterscheidung

1. i = ` = g, in diesem Fall und mit derselben Parameter-Transformation wie für M
folgt∫

T
βiβ`βg =

∫
T
β3
i =

∫
Tref

s3 | detDΦT | d(s, t) = 2|T |
∫ 1

0
s3(1− s)ds =

|T |
10

2. i = g 6= `, wie in Fall 1. folgt o.B.d.A.∫
T
βiβ`βg =

∫
T
β2
i β` = 2|T |

∫ 1

0

∫ 1−s

0
s2t dtds = |T |

∫ 1

0
s2(1− s)2 ds =

|T |
30

3. i, `, g paarweise verschieden, hier verwenden wir folgende Eigenschaft der Transforma-
tion
ΦT ((0, 0)) = 1− s− t.∫

T
βiβ`βg = 2|T |

∫ 1

0

∫ 1−s

0
st(1− s− t) dtds

=

∫ 1

0

∫ 1−s

0
st dtds−

∫ 1

0

∫ 1−s

0
s2t dtds−

∫ 1

0

∫ 1−s

0
st2 dtds

=
|T |
12
− 2|T |

30
=
|T |
60
.

Diese drei Fälle sind ausreichend die lokalen Integrale
∫
T βiβ`βg zu bestimmen, das folgt

aus der Freiheit den Diffeomorphismus ΦT frei wählen zu können.
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5 Implementierung

5.3 Lagrange Multiplikator

Die SystemmatrixB wird wie in Abschnitt 4.1 zu einem Gleichungssystem zusammengesetzt
und in jedem Schritt des Algorithmus 1 gelöst.

5.4 Externes Feld

Sei eine QuadraturformelQn : Tref → R auf dem Referenzdreieck Tref gegeben. Das Integral∫
ω f · epβi, wieder als Summe über die Dreiecke der Triangulierung aufgefasst, können wir
mithilfe dieser Quadratur berechnen. Wenn wir epf also den p-ten Eintrag der Funktion
f als fp bezeichnen, dann können wir mit der Transformation auf das Referenzdreieck
Tref = conv{(0, 0), (1, 0), (0, 1) folgendermaßen vereinfachen∫

T
epfβi =

∫
Tref

fp ◦ ΦT (s, t) βi ◦ ΦT (s, t)| detDΦT (s, t)|d(s, t)

= 2|T |
∫ 1

0

∫ 1−s

0
s fg(ΦT (s, t)) dtds.

Dieses Integral können wir mit der Quadraturregel Qn berechnen. Sei dazu ΦT : Tref → T,
(x, y)T 7→ A(x, y)T + b, wobei A ∈ R2×2 und b ∈ R2 der Diffeomorphismus aus Lemma 5.1.
Für ein Dreieck T = conv{z0, z1, z2} ist die Transformation gegeben durch

b = z0, A =
(
z1 − b z2 − b

)
.

Damit können wir unser Integral wie folgt approximieren∫
T
fpβi ≈ 2|T |

n∑
i=1

wixifp(A((xi, yi)
T ) + b). (5.3)

Dabei ist n die Anzahl der Punkte in der vorgegebenen Quadratur Qn, wi, i = 1, ..., n die
Gewichte der Quadratur, (xi, yi)

T , i = 1, ..., n die Auswertungsstellen der Quadratur.
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5 Implementierung

5.5 DMI Bulk Energie

Die Matrix G besteht aus den Blockmatrizen Hw ∈ RN×N mit w ∈ {1, 2, 3}, diese werden
berechnet durch

(Hw)i` =
∑
T∈T

∫
T
∂wβiβ`

=
∑
T∈T

∂wβi

∫ 1

0

∫ 1−s

0
s2|T |dtds

=
∑
T∈T

2|T |∂wβi
∫ 1

0
s− s2ds

=
∑
T∈T

|T |
3
∂wβi.

Die Ableitungen der Hutfunktionen βi sind konstante Funktionen. Für ein fixes Element
lässt sich die Ableitung also aus dem Gradienten der Hutfunktion berechnen.

5.6 Anisotropie-Energie

Wir bestimmen C(a) und multiplizieren diese Matrix mitm um den Beitrag der Anisotropie-
Energie auf der rechten Seite zu bestimmen. Für ein a = (a1, a2, a3)T ∈ R3 folgt somit

a⊗ a =

 a1a1 a2a1 a3a1

a1a2 a2a2 a3a3

a1a3 a2a3 a3a3

 .

Und C(a) ∈ R3N×3N berechnet sich damit wie folgt

C(a) =

 a1a1M
0 a2a1M

0 a3a1M
0

a1a2M
0 a2a2M

0 a3a3M
0

a1a3M
0 a2a3M

0 a3a3M
0

 .

5.7 Streufeld + DMI-Bulk Energie

Das Streufeld, sowie ein Teil der DMI-Bulk Energie sind ebenfalls noch in der rechten Seite
b vorhanden. Dieser Term hat jedoch dieselbe Form, wie die uniaxiale Anisotropie-Energie
mit a = e3. Damit unterscheiden sich die beiden Terme nur im Faktor. Also ziehen wir von
der rechten Seite b nur eine skalierte Kopie des Beitrags der Anisotropie-Energie ab.
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6 Numerische Experimente

Der oben beschriebene Algorithmus für die Berechnung der zwei-dimensionalen LLG-
Gleichung mittels FEM wurde in Matlab implementiert1. Mithilfe der Implementierung
wurden folgende numerische Experimente durchgeführt.

6.1 Experiment 1

In Experiment 1 wurden die Endzustände einer magnetischen Scheibe abhängig von Durch-
messer und externem Feld kartographiert. Dabei wurde einmal von einer uniformen Magne-
tisierung ausgegangen und von zwei unterschiedlichen zufälligen Magnetisierungen.

6.1.1 Aufbau

Das erste Experiment ist angelehnt an den Artikel [7], in welchem ein Phasendiagramm der
magnetischen Endzustände einer drei-dimensionalen Scheibe mit 10nm Dicke erstellt wird.
Wir werden die Berechnung eines Phasendiagramms für eine zwei-dimensionale Scheibe
reproduzieren. Für das Experiment wurde der Durchmesser d der magnetischen Scheibe
mit d = 80, 100, 120, 140, 160, 180, 200nm variiert und zu jeder dieser Scheibengrößen sechs
verschiedene externe Felder simuliert mit einer Stärke von µ0H zwischen 0T und 1, 2T in
0, 2T Schrittweiten. Die Richtung des externen Feldes wurde dabei außerhalb der Ebene
angenommen, also in Richtung (0, 0, Hmax). Die Materialparameter sind für eine Eisen-
Germanium Legierung (FeGe) gewählt und sindMs = 3, 84·105[A/m],A = 8, 78·10−12[J/m]
und D = 1, 58 · 10−3[J/m2]. In diesem Experiment wird die Anisotropie vernachlässigt,
indem die Anisotropiekonstante K gleich null gesetzt wird. Aus der 2D-Approximation des
Streufeldes ergibt sich dennoch eine Anisotropie.
Ausgehend von zwei Anfangsmagnetisierungen werden die Simulationen für eine Nanose-

kunde (10−9s) mit einer Schrittweite von 0, 1 Pikosekunden (10−12s) durchgeführt. Dieser
Zeitraum ist ausreichend, um einen die Energie minimierenden, stabilen Endzustand zu er-
reichen. Um diesen Endzustand schnell zu erreichen, wird der Gilbert-Dämpfungsparameter
α gleich 1 gesetzt. Als Anfangsmagnetisierungen werden die uniforme Magnetisierung,
m0 = (0, 0, 1) für alle Knoten, sowie zwei fixe zufällige Magnetisierung für jeden Durchmes-
ser verwendet. Der größte Abstand zwischen zwei beliebigen Knoten hmax, ist in Tabelle 6.1
zu sehen. Dabei ist zu beachten, dass die Austauschlänge `ex =

√
2A/µ0M2

s = 9, 7334nm
ist und damit doppelt so groß wie der größte Abstand zwischen zwei Knoten hmax. Das
führt in der Regel zu zuverlässigen Ergebnissen bei der Simulation.

1Der Code ist verfügbar unter https://github.com/student1083/2DLLG
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6 Numerische Experimente

Durchmesser [nm] hmax [nm] Anzahl der Elemente Anzahl der Knoten
60 4,4520 846 458
80 4,4146 1354 720
100 4,4594 2142 1124
120 4,4669 3706 1922
140 4,4299 5062 2612
160 4,4144 7062 3626
180 4,4183 7924 4063
200 4,4586 10120 5173

Tabelle 6.1: Maximaler Abstand zwischen zwei Knoten, Elementanzahl und Knotenanzahl
abhängig von dem Durchmesser der Scheibe.

6.1.2 Resultate

Ausgehend von einer uniformen Anfangsmagnetisierung haben sich zwei unterschiedliche
Ausgangszustände ausgebildet. Ein vollständiges Skyrmion (Sk) und ein unvollständiger
Skyrmion (iSk). Das zugehörige Phasendiagramm ist in Abbildung 6.1 dargestellt. In Ab-
bildung 6.3 sind für alle Endzustände die Magnetisierung in die Z-Komponente dargestellt.
Dabei ist der Unterschied zwischen unvollständigen und vollständigen Skyrmionen klar er-
sichtlich. Eine Visualisierung der Unterschiede zwischen den beiden Zuständen ist in Abbil-
dung 6.2 zu sehen.
Ausgehend von zwei zufälligen Anfangsmagnetisierungen hat sich eine weit größere Viel-

falt an Zuständen ausgebildet. Schnitte für die erste und zweite zufällige Anfangsmagnetisie-
rung sind in Abbildung 6.4 zu sehen. Aufgrund der unterschiedlichen Anfangsmagnetisierun-
gen für jeden Scheibendurchmesser ist es nicht möglich ein einheitliches Phasendiagramm
zu erstellen. Allerdings lässt sich die Auswirkung des gesteigerten externen Feldes auf eine
Magnetisierung deutlich zeigen, wie in Abbildung 6.5 für die erste zufällige Magnetisierung
der Scheibe mit 120nm Durchmesser und in Abbildung 6.6 für die zweite zufällige Ma-
gnetisierung der Scheibe mit 180nm Durchmesser zu erkennen ist. In beiden Fällen führt
das gesteigerte externe Feld zu einer stärkeren Ausrichtung des Zustandes in die positive
Z-Richtung.
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Abbildung 6.1: Phasendiagramm für eine uniforme Ausgangsmagnetisierung für das Expe-
riment aus Abschnitt 6.1. Wir plotten die Ausprägung des Endzustandes
(Skyrmion (Sk) vs. unvollständiges Skyrmion (iSk)) in Abhängigkeit von
Durchmesser d und dem äußeren Feld.

(a) Unvollständiger Skyrmion (iSk) (b) Vollständiger Skyrmion (Sk)

Abbildung 6.2: Unterschied zwischen unvollständigem und vollständigem Skyrmion. Der un-
vollständige Skyrmion in Abbildung 6.2a hat sich aus der Relaxierung einer
uniformen Scheibe mit einem Durchmesser von 120nm und µ0H(T ) = 0.4
in Experiment 1 gebildet. Der vollständige Skyrmion in Abbildung 6.2b hat
sich aus demselben Experiment mit einer Scheibe von Durchmesser 180nm
und einer externen Feldstärke von µ0H(T ) = 0.6 gebildet.
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Abbildung 6.3: Schnitt der Z-Magnetisierung durch die X-Achse für uniforme Anfangsma-
gnetisierungen. Jeder Schnitt entspricht einem Punkt des Phasendiagramms
in Abbildung 6.1. Die Auslenkung der Magnetisierung in Z-Richtung ist ge-
genüber dem Durchmesser abgebildet.
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(a) Erste zufällige Anfangsmagnetisierung

(b) Zweite zufällige Anfangsmagnetisierung

Abbildung 6.4: Schnitt der Z-Magnetisierung durch die X-Achse der beiden zufälligen An-
fangsmagnetisierungen. Wie in Abbildung 6.3 wird für die beiden zufälligen
Anfangsmagnetisierungen aus Experiment 1 die Auslenkung der Magneti-
sierung in Z-Richtung gegenüber dem Durchmesser dargestellt.
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Abbildung 6.5: Die Zustände der 120nm Durchmesser Scheibe für die erste zufällige An-
fangsmagnetisierung nach einer Nanosekunde.
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Abbildung 6.6: Die Zustände der 180nm Durchmesser Scheibe für die zweite zufällige An-
fangsmagnetisierung nach einer Nanosekunde.
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Abbildung 6.7: Funktion f des externen Feldes in X-Richtung wirkend auf die Scheibe im
Experiment von Abschnitt 6.2.

6.2 Experiment 2

In Experiment 2 werden die Auswirkungen eines kurz einwirkenden magnetischen Feldes
auf einen vollständigen Skyrmion mit unterschiedlicher Feldstärke untersucht.

6.2.1 Aufbau

Das zweite Experiment ist angelehnt an [8], wo, von einem vollständigen Skyrmion als An-
fangsmagnetisierung ausgehend, verschiedene externe Felder für kurze Zeit an eine Scheibe
mit Durchmesser d = 140nm angelegt werden. Die Materialparameter entsprechen denen
aus Experiment 1, allerdings wird der Gilbert-Dämpfungsparameter α auf 0.002 gesetzt,
um das Schwingen des Skyrmions besser beobachten zu können. Als Anfangsmagnetisie-
rung wird der Endzustand des Experiments 1 für eine Scheibe von 140nm Durchmesser
und einem externen Feld von 0T verwendet. Anschließend wird ein kurzes externes Feld in
Richtung der X-Achse, also [Hext(t), 0, 0] angelegt, wobei Hext(t) eine zeitabhängige Tra-
pezfunktion f ist wie in Abbildung 6.7 ersichtlich. Die Trapezfunktion f und damit das auf
die Scheibe wirkende externe Feld wird mit unterschiedlichen Stärken angesetzt. Verwen-
det wird µ0 max f(t) = 1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200mT. Die Simulationen laufen für 100.000
äquidistante Zeitschritte zwischen 0 und 10ns. Im Gegensatz zu Experiment 1 wird auch
Anisotropie simuliert, dabei ist die Anisotropiekonstante K = 500J/m3. Der Maximalab-
stand zwischen zwei Knoten ist derselbe, wie bei Experiment 1.
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6 Numerische Experimente

Abbildung 6.8: Auslenkung des instabilen Skyrmions des Versuchs mit hmax = 200mT bei
T = 6ns aus dem Experiment in Abschnitt 6.2.

6.2.2 Resultate

Um das Verhalten des Skyrmions unter dem Einfluss des externen Feldes zu betrachten sind
in Abbildung 6.9 die Summe der Einträge in der Y-Richtung zu sehen. Dort sind die beiden
Verhaltensweisen zu erkennen, welche sich ausbilden. Zuerst ist abhängig von der Stärke
des einwirkenden Feldes eine kurze oszillierende Bewegung zu erkennen, diese führt ab einer
Feldstärke von 50mT sogar zu einer einem Zusammenbruch des vollständigen Skyrmions zu
einem unvollständigen. Die zweite Beobachtung ist eine sinusförmige Bewegung der Summe
in der Y-Komponente. Diese ist dadurch zu erklären, dass das Zentrum des Skyrmions
außerhalb der Scheibenmitte gezwungen wird und diese langsam umkreist wie in Abbildung
6.8 zu erkennen ist. Aus dem Plot nicht leicht zu lesen ist, dass auch diese Auslenkung
langsam abnimmt, während das instabile Skyrmion zurück in die Mitte der Scheibe kreiselt.
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6 Numerische Experimente

Abbildung 6.9: Die durchschnittliche Auslenkung der zweiten Komponente über den Ver-
lauf den Experiments aus Abschnitt 6.2 für die verschiedenen maximalen
Feldstärken.
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