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1 Einleitung

Die Randelementmethode, kurz BEM fiir Boundary Element Method, ist ein Diskretisie-
rungsverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen der Form

Lu(z) = f(z) firzeQ

mit einem elliptischen und selbstadjungierten Differentialoperator L und einem beschrankten,
einfach zusammenhéngenden Gebiet 2 mit Lipschitz-Rand I' = 9€).

Als Modellproblem dient uns die Poisson-Gleichung
—Au(z) = f(z) furzeQ (1.1)

auf einem beschrinkten Lipschitz-Gebiet 2 C R2. Die Fundamentallosung des Laplace-Operators
im Pol y ist durch

- 1 .
U(@,y) = —5-log| — 4|

gegeben. Mit Hilfe der dritten Greenschen Formel kann nun (1.1) in ein dquivalentes Problem

(@) :/QU(QE,y)f(y)der/FU(fc /any o) dl(y) fir 7€ Q (1.2)

iibergefiihrt werden, siehe [18, Kapitel 5|. Dabei stellt n, den dufseren Einheitsnormalenvektor

von 2 im Punkt y, ¢ := a%u die Normalenableitung und ¢ := u|p die Spur von u auf I' dar.

Mit den linearen Integraloperatoren

N1(@) = [ V@t dy =5 [ 1ogls =l F) o

Vo@) i= [ Ulan)o) drly) = —5- [ logla vl o) dr (o), (1.3
Rol@)i= [ v ) - -5 [ pmary o

konnen wir die Darstellungsformel (1.2) mittels
w(®) = Nf(&) + Vo(&) — Kg(&) fiir alle & € Q

kompakter anschreiben. Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass die Losung w von (1.1) bekannt
ist, sobald die Cauchy-Daten (g,¢) am Rand I' bekannt sind. Durch Bilden des Grenziiber-
ganges (vgl. [18, Abschnitt 6.6]) Z — = € ' und Anwendung der Normalenableitung auf die
Darstellungsformel (1.2) erhalten wir ein System von 2 Randintegralgleichungen

<g> (@) = <auii2> (z) = <1/2m; " K/X 1/2) <(g¢> () + (ﬁ‘?) () firzel. (15)



1. Einleitung

Die beiden linearen Gleichungen in (1.5) werden als das Calderén System bezeichnet. Dazu
sind sechs lineare Operatoren, welche nur auf dem Rand I' agieren, ndtig: das Einfachschicht-
potential V', das Doppelschichtpotential K mit adjungiertem Doppelschichtpotential-
operator K’, dem hypersingulidren Integraloperator W und die Spur N und die Norma-
lenableitung N; des Newton-Potentials N.

Ziel ist es also, die fehlenden Cauchy-Daten am Rand I' ndherungsweise durch die BEM als
numerisches Diskretisierungsverfahren zu bestimmen. Danach kann mit Hilfe der Darstellungs-
formel (1.2) eine Approximation der Losung von u einfach erhalten werden.

Wir werden uns in dieser Arbeit ausschlieflich mit dem Dirichlet-Randwertproblem

—Au=0 inQ

1.6
u=g aufl (16)

befassen, d.h. wir suchen die (approximierte) Losung der Normalenableitung ¢ = a%u auf I,

Eine dafiir sehr effiziente Berechnungsmethode stellt die Adaptive BEM, vorgestellt in Kapi-
tel 4, dar. Dabei ist die Kenntnis des Fehlerverhaltens zwischen der approximierten Losung und
der exakten (unbekannten) Losung unerlésslich. Durch sogenannte Fehlerschitzer kann dies
hinreichend genau geschétzt werden. In Kapitel 5 werden wir uns mit verschiedenen a-posteriori
Fehlerschétzern beschéftigen. Diese sind

e (h — h/2)-basierte Fehlerschitzer inkl. dem Two-Level-Fehlerschitzer,
e der gewichtete Residualschétzer,

e der Faermann-Residualschétzer und

e der Steinbach-Schétzer.

Abschliefsend werden wir in Kapitel 6 sdmtliche Fehlerschitzer auf drei Beispielgebieten einge-
hend hinsichtlich Stabilitdt, Konvergenzrate, Genauigkeit und Berechnungsdauer mit Hilfe von
numerischen Simulationen untersuchen.



2 Vorbereitungen

Um uns mit dem Modellproblem (1.6) beschéftigen zu koénnen, brauchen wir noch einige Nota-
tionen und Voriiberlegungen. Wir gehen wie in [1, Kapitel 1 f.| vor.

2.1 Diskretisierung des Randes

Wir setzen den Rand I' durchwegs als stiickweisen affinen Rand eines polygonalen Lipschitz-
Gebietes Q C R? voraus.

Das Netz oder die Triangulierung &, stellt dabei eine endliche Menge von Elementen E; € &
mit T = J}_, Ej dar, d.h. & = {Ey,..., Ex}, wobei
Ej = laj, bj] := conv{ay, b;}
mit a;, b; € R? und a; # b; gilt.
Weiters bezeichnet Ky = {z1,...,2n} die Menge der Knoten der Triangulierung &,. Fiir einen
geschlossenen Rand T gilt #&, = #1y.
Datenstrukturen

Fiir die Implementierung in MATLAB miissen wir geeignete Datenstrukturen definieren. Die Men-
ge der Knoten Iy = {z1,...,2n} der Triangulierung & = {E1,..., Ex} wird dargestellt als ein
N x 2-Array coordi nat es. Die j-te Zeile von coor di nat es enthélt die Koordinaten des j-ten
Knotens z; = (z;,y;) € R?,

coordinates(j,:) = |z; yj.
Das i-te Randelement E; = [z;, 2] mit den Knoten z;, 2, € Ky ist gespeichert als
elements(i,:) =[7 kJ,

wobei die Knoten entgegen dem Uhrzeigersinn angeordnet sind, d.h. die Parametrisierung des
Randes F; C I" ist mathematisch positiv. Damit ist gewéhrleistet, dass der duféere Einheitsnor-
malenvektor n; € R? auf I' auf einem Element E; = [z, 2] durch

1 (yk—yj

= ]zk—zj] Tj— Tk

) mit z; = (zj,95), 2k = (Tk, Yi)
gegeben ist, wobei | - | die euklidische Léange darstellt. Siehe auch Abbildung 1.

2.2 Funktionen am Rand

Fiir alle Elemente E; = [aj,b;] € & wenden wir die affine Parametrisierung

B L By, 2(s) = a4 by + (b — ay) (21)

an, welche das Referenzelement [—1,1] C R bijektiv auf E; = [a;,b;] C R? abbildet.



2. Vorbereitungen

27

Abbildung 1: Beispiel-Gebiet mit 8 Elementen

Sei PP(&;) der Raum aller &p-stiickweisen Polynome vom Grad p € N beziiglich der
Bogenlinge, dann gilt, dass alle Funktionen f, € PP(&;) auf den Elementen E; € £ mit fyo-y; :
[-1,1] - R

feon; € PP-1,1]

erfiillen. Im Allgemeinen weisen die Funktionen f, € PP(&;) Spriinge an den Knoten von &, auf
und sind daher nicht stetig.

Insbesondere ist P°(&) der Raum aller &-stiickweise konstanten Funktionen mit der Basis
{x1,---,xn}, wobei

1, fallsz € Ej
xj(z) =
0, fallsx ¢ E;
die Indikatorfunktion auf E; darstellt.
Weiters definieren wir &-stiickweise die lokale Netzweite h, € P°(&) mit
he|g; = length(E;), fiir alle E; € &,

wobei length(E;) = |b; — a;| den euklidischen Abstand darstellt.

AbschlieRend bezeichnet S'(&) := P1(&) N C(I') den Raum der global stetigen und &;-
stiickweise affinen Funktionen mit der Basis {(1,...,{x}, wobei (; € S}(&) die zum Knoten
zj € Ky gehorige Hutfunktion ist.

2.3 Randintegrale

Sei I C R ein kompaktes Intervall in R. Fiir E; € & sei mj : I — Ej eine stetig differenzierbare
und bijektive Abbildung. Fiir jede Funktion f : E; — R ist folglich das Randintegral definiert



2.4. Bogenliangenableitung

als

/de /f ) dl (x /(fOWJ)(t)\ﬂ;(t)\dt.

Diese Definition ist unabhéngig von der gewéhlten Parametrisierung ;. Fiir die Referenzpara-

length(E
/fdr_eng /fo%dt
E

J

metrisierung v; aus (2.1) gilt

und fiir die Parametrisierung beziiglich der Bogenlédnge

t
it length(E;)

length(E;)
/ de:/ foB;dt.
E; 0

J

By [0,length(E;)] — Ej,  f;(t) == (bj — a;) (2.2)

gilt

2.4 Bogenlidngenableitung

Bezeichne I C R wieder ein kompaktes Intervall in R. Weiters sei m; : I — Ej fiir E; € & eine
stetig differenzierbare und bijektive Abbildung mit |7(¢)| > 0 fiir alle ¢ € . Dann ist fiir jede
Funktion f : E; — R ist die Bogenléngenableitung definiert als

(ffom;)(t) = (fom)(t) fir alle z =m;(t) € E;.

N
|3 (1)]

Da diese Definition unabhéngig von der gewéhlten Parametrisierung ist, gilt fiir unsere Referenz-
parametrisierung v; aus (2.1)

2

/ _
Jren; length(E;)

(for;) firalle x =~;(t) € Ej.
Fiir die Bogenlangen-Parametrisierung f; aus (2.2) gilt hingegen

floB;=(foB).



3. Symm’sche Integralgleichung

3 Symm’sche Integralgleichung

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der Symm’schen Integralgleichung als Folgerung des
Dirichlet-Randwertproblems (1.6). Durch Diskretisierung einer dquivalenten Variationsformu-
lierung konnen wir die, unter bestimmten Voraussetzungen, eindeutige Losung ¢ € H~1/ (1)
durch eine Galerkin-Losung ®, € PY(&;) approximieren. Mit Satz 3.6 erhalten wir fiir die-
se Approximation auf uniformen Netzen und hinreichend glatten Daten eine Konvergenzrate
lo — ®olly = O(h3/?). Weiters fithren wir in diesem Kapitel den wichtigen Begriff der Saturati-
onsannahme ein, dem wir im Laufe dieser Arbeit noch 6fter begegnen werden.

3.1 Variationsformulierung und eindeutige Losbarkeit

Bevor wir uns mit dem Dirichlet-Randwertproblem (1.6) beschéftigen, definieren wir den fiir
die (schwache) Losbarkeit elliptischer Differentialgleichungen bendétigten Begriff der Sobolev-
Réume. Dabei definieren wir den Raum H'(T") gem#f [18, Abschnitt 2.5]. Weiters {ibernehmen
wir aus [6, Abschnitt 2| die Definition des Sobolev-Raumes H'/?(T'): Mit dem zum beschréink-
ten Gebiet Q C R? gehorigen Lipschitz-Rand T' besteht der Sobolev-Raum H'/2(T) aus allen
Funktionen v : I' — R, welche Spur einer H'-Funktion sind, d.h.

HY2(D) := {ulr : w € HY(R?)}.
Als die zugehorige Norm definieren wir die Sobolev-Slobodeckij-INorm
1/2
lull 12y = (lal3ay + [l ) (3.1)

mit der Halbnorm

2 Ju(z) — u(y)|”

u = ——————dl'(z)dl'(y). 3.2

ey = [ [ e ) ) (32)
und als zugehorigen Dualraum setzen wir

H™Y2(T) .= HY*(1)".

Aufgrund der Dichtheit von L2(T) in H~Y/2(T'), vgl. [12, §3 - Sobolev Spaces|, gibt es fiir jedes ¢ €
H~1/2(T") eine Folge 1, € L*(I") mit 1, — v in H~Y?(I"). Da nun alle Elemente ¢ € H~1/3(T)
lineare und stetige Funktionale sind, definieren wir das erweiterte L2-Skalarprodukt durch

<V7 1/}>F = <V7 1111~>Holo1/}n>r‘ - nh~>Holo<V’ wn>f‘

fiir ¢y € H='/2(T") und v € H'/?(T"). Demnach gilt fiir v € HY?(T") C L*(I') und v € L*(T) das
gewohnliche L2-Skalarprodukt

(v,v)r = /Fy(x)v(x) dl'(x).



3.1. Variationsformulierung und eindeutige Ldsbarkeit

In weiterer Folge kénnen wir mit dem erweiterten L?(T')-Skalarprodukt (-, -)p auf H~Y/2(I") die
Norm

V’
W6l gz = sup Aol (3.3)
v#£0 HVHH1/2(F)
veHY/2(I)

definieren. Aus der Funktionalanalysis wissen wir, dass der Hilbertraum H/?(T') reflexiv ist,
siche beispielsweise [11, Theorem 4.6-6]. Folglich gilt fiir den Dualraum von H~/2(T')

H™Y2() = HY2(I)" = H/(I).
Zusammenfassend gilt mit H(T') = L?(T") die allgemeine Beziehung
HY(T') C HY2(I') € L*() € H~Y2(1).
Mit diesen Begriffen ausgestattet, gehen wir nun auf das Dirichlet-Randwertproblem (1.6)

—Au=0 in
u=g aufl

ein und orientieren uns bei der weiteren Vorgangsweise an der Dokumentation von |1, Kapitel 5].
Die erste Gleichung in (1.5) vereinfacht sich nun zur Symm’schen Integralgleichung

Vo= (K+1/2)g aufl, (3.4)

mit den beschrinkten, linearen Operatoren V : H~'/2(T") — HY*(I')

(Vé)(a) == [ Ule.y) 6 dry) = 5= [ logle =yl o) aT () (35)

r

und K : HY2(T') — HY?(T)

(Kg)(z) :=A%U(w,y)g(y)dF(y) =—% F%g@)dﬂy) (3.6)

fir alle x € T, siehe etwa [18, Abschnitt 6.2 und 6.4]. Dabei bezeichnet V' das Einfachschicht-
potential und K das Doppelschichtpotential. Auf einem Lipschitz-Gebiet gilt sogar mehr
(vgl. [18, Satz 6.11]):

Lemma 3.1 Sei I’ der Rand eines Lipschitz-Gebietes 2. Dann sind die linearen Randintegral-
operatoren

V: H*l/?‘l’é‘(:[‘) - H1/2+S(F)
K : HY?+3() — HY?5(T)

fiir alle s € [—3, 3] beschrénkt. 0



3. Symm’sche Integralgleichung

Weiters vereinfacht sich auch die Darstellungsformel (1.2), sodass sich die Losung u bei be-
kannten Cauchy-Daten g € H'/?(T') und ¢ = a%u € H~'/2(T") auf dem Gebiet Q durch

w(@) = V(i) — Kg(Z) fiir alle Z € Q (3.7)

berechnen liisst. Die Operatoren V und K sind dabei jene aus (1.3) bzw. (1.4).

Wir suchen nun bei gegebenen Randdaten g € H'/ 2(T") die fehlenden Neumann-Daten ¢ €
H~Y2(I'), um die Lésung u von (1.6) mittels (3.7) berechnen zu kénnen. Dazu schreiben wir die
Symm’sche Integralgleichung (3.4) als dquivalente Variationsformulierung

Vo, ¥)r = (K +1/2) g, ¢)r fir alle p € H™(T) (38)
an. Zum Einen ist jede Losung ¢ € H~Y/2(T") von (3.4) auch Losung von (3.8). Umgekehrt gilt fiir
jede Losung ¢ € H-1/2(T) von (3.8) wegen H~Y/2(I') = H'/?(') und (3.3) nach Hahn-Banach

Vo —(K+1/2)g,
V6~ (K +1/2) gl = sup O Ol
Y70 191 172
peHV/2(T)

=0,

was dquivalent zu 0 = V¢ — (K + 1/2) g ist, sieche auch Beweisfiihrung in |18, Abschnitt 3.1].
Mit der zusitzlichen Voraussetzung diam(Q) < 1 an das Gebiet Q C R? folgt, dass V H~/2(T')-
elliptisch ist, d.h. es gilt

<V71Z)a ¢>F >C ||71Z)H?{—1/2(F) (39)

mit einer Konstanten C' > 0, wobei wir fiir den Beweis auf [18, Satz 6.6] verweisen. Da V :
H~'2(T') — H'Y?(T) beschrénkt ist, folgt mit dem Lemma von Lax-Milgram, dass (3.8) ei-
ne eindeutige Losung besitzt, die stetig von den Anfangsdaten abhéngt, d.h. ||| g-1/2(p) <

C'llgll gr1/2(ry mit einer Konstanten €' > 0. Damit ist V' von H~'2(I') nach HY?(T") ein stetiger,
linearer und bijektiver Operator.

Auf H=Y/2(T") erhalten wir dann ein weiteres Skalarprodukt durch

(¢, 0)v == (Vo, ¥)r fiir ¢, v € H /().

Die Bilinearitdt folgt unmittelbar aus der Linearitét des Einfachschichtpotentials V' und der des
Integrals. Wegen der Elliptizitit (3.9) des Einfachschichtpotentials gilt

(¢, 0)v = (Vo, &)r > Cllo|3 -1/, fiiralle p € H™VA(I),
daher ist (-,-)y positiv definit. Es bleibt noch die Symmetrie zu zeigen: Da L*(T') € H~Y/%(T")
dicht liegt, gibt es zu jedem ¢ € H~'/2(T) eine Folge (¢, )nen in L2(I') mit 1, — ¢ in H~Y2(I).

Analog bezeichne (¢, )men eine Folge aus L?(T') mit ¢,, — ¢ in H~Y/2(I'). Dann gilt fiir alle
¥, € L*(T) mit Cauchy-Schwarz und wegen V¢, € H'/2(I') C L*(T")

/F V(&) (@) dT(z) < [V um L2y nll 2(ry < 0.



3.2. Galerkin-Diskretisierung

Also ist Vo, ¢y, integrierbar und wir erhalten mit dem Satz von Fubini
(s = Vo nle = [ ([0 6uare)) vl ara)
= [([[ 0@ 0@ d@) ) o) ) = (Vi3 600 = (0
r \Jr

fir alle m,n € N. Aufgrund der Stetigkeit von V' und der des Skalarproduktes (-, -)p folgt dann

<<¢ ) 1/}>>V = W}gnoo lim <<¢m J/Jn>>v - W%gn lim <<1/}n s ¢m>>V - <<¢ ) ¢>>V

n—oo o0 N—00

fiir alle ¢, ¥ € H-Y/2(I).
Die durch (-, -)y induzierte Norm ||¢|v := (o, <;5>>V1/ 2 bezeichnen wir als die Energienorm.

Sie ist eine Aquivalente Norm auf H~/2(T), denn einerseits gilt fiir alle 1 € H~'/2 wegen (3.9),
¥l = ClIYlle-172(ry
und andererseits folgt aus der Definition (3.3)
v, w I Vwa ,l/} I rlzz) 2
||71Z)HH*1/2(1‘) _ sup ’< > ’ > ’é/ > ‘ — % ||| |||V .
v#0 HVHH1/2(F) | 1/’”1{1/2(1“) | ¢HH1/2(I‘)
veHY/2(I)
Durch Umformulierung impliziert die Beschrinktheit von V' mit Cy = ||[V||

I < Vel @yl g-zmy < Cv oG-

und folglich die Aquivalenz || - 12y ~ - v

3.2 Galerkin-Diskretisierung

Wir iibernehmen wieder aus der Dokumentation von [1, Kapitel 5, S. 32 f.] und nehmen an, dass
die Dirichlet-Daten g € H'(T') € HY?(T) erfiillen. Da T' C R? eine eindimensionale Mannig-
faltigkeit ist, ist g aufgrund des Einbettungssatzes von Sobolev insbesondere stetig. Nach den
Voriiberlegungen in Abschnitt 2.2, kénnen wir nun (3.8) diskretisieren, indem wir die stetigen
Dirichlet-Daten g € H!(T') durch den nodalen Interpolanten

N
Gr=> 9(2)¢
j=1

approximieren, wobei Gy € S'(&) € HY(I') gilt. Weiters wird der Raum H~'/2(T") durch den
endlich dimensionalen Raum P%(&) ersetzt. Da P°(&,) € H~'/?(T) ein Unterraum ist, ist (-, )1
auch ein Skalarprodukt auf P%(&;). Somit existiert auch eine eindeutige Galerkin-Losung ®, €
PO(&) von

<V‘1>g, \I’g>p = <(K + 1/2) Gy, \I’g>p fiir alle W, € ’PO((C;() (3.10)



3. Symm’sche Integralgleichung

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass die lineare Gleichung (3.10) genau dann fiir alle
¥, € PY(&) gilt, wenn sie fiir alle Basisfunktionen x; € {x1,...,xn} von P°(&) gilt. Mit dem
Koeffizientenvektor x = (z1,...,2x) € RY setzen wir

N
‘I)g = Z TiXs-
Jj=1

Weiters sei der Vektor g = (g1,...,gn) € RY definiert durch g; := g(z;) fiir alle 2; € K,. Damit
ist (3.10) dquivalent zu

N N
D@V, xir = (Vo xa)r = (K +1/2)Gr, xi)r = Y g;((K +1/2)G, xa)r
j=1 J=1
fir alle k£ € {1,..., N}. Mit den Definitionen
Vig =(VXj, Xk)r (3.11)
Kpij = (KG s Xk)r (3.12)
My; = (¢, Xk)r (3.13)

fir alle j,k € {1,..., N} erhalten wir schlussendlich ein zu (3.10) &quivalentes lineares Glei-
chungssystem

1
Vx =Kg+ §Mg =:b. (3.14)

Da die Matrix V. € RY¥*N yon einem Skalarprodukt stammt, ist sie symmetrisch und positiv
definit. Somit hat (3.14) eine eindeutige Losung x € RY.

3.3 Dirichlet-Datenoszillationen

Da wir im Zuge der Diskretisierung die Randdaten g durch seinen nodalen Interpolanten Gy
approximieren, 16sen wir anstelle von (3.8) die gestorte Variationsformulierung

(Ve , ¥)r = (K +1/2) Gy, ¢)r fiir alle v € HV(T). (3.15)

Der Fehler zwischen der exakten Losung ¢ von (3.8) und der exakten Losung ¢y von (3.15) ist
beschriinkt durch die Dirichlet-Datenoszillationen! (siehe [1, Formel (5.11)])

¢ — éellv S 11he"> (g — Go)'ll 2y =: 0scpss (3.16)

wobei (+) die Bogenlidngenableitung aus Abschnitt 2.4 bezeichnet. Es gilt dabei

oscDg = Z Hh1/2 (g — Gy) HL2 ZoscDg (3.17)

7=1 7j=1

'Mit der Notation < unterdriicken wir generische Konstanten, d.h. fiir a,b € R gilt a < b genau dann, wenn
a < C'b mit einer nur von der K-Netzkonstante «(&;) abhingigen Konstante C' > 0 gilt, vgl. Kapitel 4.
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3.3. Dirichlet-Datenoszillationen

Unser Ziel ist es nun, die lokalen Beitrége oscp ¢(E;) zu approximieren, damit wir den Fehler
ll¢ — @ellv quantifizieren kénnen.

Hierzu werden wir go~y; auf E; = [a;,bj] € & durch ein Polynom aus P?[—1, 1] approximieren,
wobei v; : [-1,1] = E; die Referenzparametrisierung (2.1) bezeichnet.

Wir gehen wie in [1, Abschnitt 5.1] vor: Mit h := length(E;) gilt fiir eine Funktion v € H!(I')
und den Voriiberlegungen aus den Abschnitten 2.3 und 2.4

/ / h ! / 2 ! /
1y = [ 0020 =5 [ (@ 0r)@) as = [ (o) as

Wir approximieren nun p; ~ v o; : [-1,1] = [a;,b;] — R durch p; € P%[—1,1] mit

pi(=1) = v(ay),  p;j(0) =v(my)  p;(1) = v(by),
wobei m; = (a; +b;)/2 der Mittelpunkt von Ej € & ist. Damit konnen wir nun [[v'||z2(;) durch

2 ! 9 2 ! 2
W'l 725, = 5/1 ((vor;)(s)" ds =~ 5/1(293)2618 = 7 quady (7)),

approximieren, wobei quads,(-) eine Quadraturregel auf [—1,1] bezeichnet, welche auf P?[—1, 1]
exakt ist. Da p; € P?[—1,1] ist, gilt P € P1l[~1,1] bzw. auch (p;»)2 € P%[—1,1] und folglich die
rechte Gleichheit in obiger Formel. Fiir die Quadratur verwenden wir eine 3-Punkt-Newton-Cotes
Formel mit den Knoten s;1 = —1, s9 = 0 und s3 = 1, welche aufgrund der geraden Ordnung von
pj sogar auf P3[—1, 1] exakt ist, und schreiben

(aj)L1 +v(my)La + v(bj) L3,
(aj) Ly 4 v(my) Ly + v(bj) Ly, (3.18)

pj

=0
/
p;=v

wobei L; die Lagrange-Polynome zu den Knoten s; bezeichnen. Es gilt

s(s—1 s(s+1
Li(s) = ( 5 ), Ly(s) =1-— 2, Ls(s) = ( )
mit ihren Ableitungen
2s —1 2s+1
Lll(s) = 9 ) L/Z(S) = _237 Lg(S) = 9 .

Wir kénnen nun (3.18) als Matrix-Vektor-Multiplikation anschreiben und erhalten an den
Knoten s;

pj(=1) Li(=1) Ly(=1) L5(=1)\ [wv(a;) =3/2 42 —1/2\ [w(a;)
p;0) | = | Ly(0)  L5(0)  Ly(0) | |w(my) | =[—-1/2 0 +1/2] |v(my)
py(+1) L) Ly(1)  L5(1) v(bj) +1/2 =2 +3/2) \v(by)

Setzen wir nun v := g — Gy, so folgt g(a;) = Gy(a;) bzw. g(bj) = G¢(b;) aufgrund der linearen
Interpolation von Gy. Damit gilt nun v(a;) = v(b;) = 0 und wir erhalten mit G,(m;) = (g9(a;) +

11



3. Symm’sche Integralgleichung

9(b5)) /2

pi(=1) 20(m;) 2 1

p;(0) | = 0 = (9(my) = G(m;)) [ 0 | = (9(ay) + g(bj) —29(my)) | 0O

An)  \=2e0m) . 1
(3.19)

Fiir die lokalen Beitrige oscp ¢(E ) der Datenoszillationen erhalten wir mit obigen Uberlegungen

2
s By =110 - G iy =n [ (9 G)Par =" [ (9~ o) ()as

1 2

= 2/ (((g —Gy)o ,yj)/> (s)ds =~ 2quad2((p;»)2) =: OSCDJ(E]‘)Q
~1

mit den approximierten lokalen Dirichlet-Datenoszillationen oscp ¢(E;). Da p; € P?[—1,1] und

Gy € 8'(&), existiert elementweise ein Polynom p; € P?(E;) mit (p; — G¢) o v; = pj. Nun folgt

analog obiger Rechnung

1

o8cp o(E;)? = 2quady ((p)?) =2 / 1 (G5~ Gy o)) (s)ds

h? ~ 2 _
=3/, (B = Go) o3)"(s)ds = h||(Bj — Go)' 2,

Insgesamt approximieren wir

1/2 _
oepe(B)?) " = Ihy"* (5= GoY o (3.20)

Mz

0SCp ¢ A 0SCp ¢ = <
j=1

wobei p € P2(&;) das zusammengesetzte Polynom mit p| E; ©7j = Pj o ist. Mit den Gewichten
f L;(s)ds der Newton-Cotes Formel

1 4
w=3z, wr=g und ws =3

3
gilt schlussendlich mit (3.19)

3
osCD,g(Ej)2 ~ cﬁc]:),e(Ej)2 = 2quad2((p;-)2) =2 Zwi (p;(sl-))2
i=1

(9(aj) + g(bj) —29(m;)). (3.21)

[SCRIEN

Um den Quadraturfehler analysieren zu kénnen, der aufgrund der Approximation oscp ¢(FE;) ~
oscp ¢(E;) entsteht, brauchen wir folgendes wichtiges Lemma iiber die Integration der Ableitung,
welches wir noch 6fter benotigen werden. Wir verweisen fiir den Beweis auf [14, Satz 15].

12



3.3. Dirichlet-Datenoszillationen

Lemma 3.2 Seien m € Ny und f € C™TL. Weiters sei p € P™ das Interpolationspolynom zu
beliebigen Knoten a <ty < --- < t,, <b. Dann gilt

o I1F D Lo oy

m!

1" =Pl efan) < (b—a)™,
wobet C' > 0 nur von m abhdngt. O

Nun kommen wir zu folgendem

Satz 3.3 (Quadraturfehler-Analyse). Fir glatte Dirichlet-Daten g und uniforme Netze
mit Netzweite h gilt:

(a) oscpg > Ch?’/ZHg"HLz(p) fiir g € P™(T) \ PYT), m > 2 beliebig und C abhingig von
m.

(b) oscpg = O(h3?) fir g € C(T).

(¢) loscpy — 63cp | = O(R*'?) fiir g € C3(T) gilt .

Der Quadraturfehler hat somit fir g € P™(T) \ PYT) und m > 2 eine héhere Ordnung
verglichen mit der Diskretisierungsordnung.

Fiir den Beweis von (a) benotigen wir noch ein Lemma aus der Funktionalanalysis:

Lemma 3.4 Seien |-|, und |- |, zwei Seminormen auf dem Vektorraum X mit dim X =n < oo.
Seien Ny, der Kern von |- |, d.h. Ny :=ker|-|, ={x € X : |x|, = 0} und analog N, der Kern
von | - |q.

Sei N, C Ny, dann existiert eine Konstante C' > 0, sodass

x|q < C'xlp
fir alle x € X gilt.

BEWEIS: Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte:

(i) NN, ist ein Unterraum von X:
Fiir alle x, y € N, liegt auch x + cy € N, mit ¢ € R, denn

0 <[x+ecylp < [xlp+[ellyl, = 0.

(ii) Definiere ny, := dim N, und n, := dim N,, wobei wegen N, C N, die Beziehung n, < ng4 <
n gilt. Sei nun {by,...,b,} eine Basis von X, sodass

N, = span{by,..., b, }
N, =span{by,...,b,, by 11,..., by}
X =span{by,...,b,}
Ry, :=span{by,11,...,by}.
Der Raum R, stellt dabei den Bildbereich von |- |, dar.

13



3. Symm’sche Integralgleichung

(iii) Auf R, ist | - |, eine Norm:
Da R, auch ein Unterraum von X und |- |, eine Seminorm auf X ist, geniigt es |x[, = 0 <
x = 0 nachzuweisen. Aus x € R, und |x[, = 0 folgt x € R, N N,. Damit gilt x = 0.
Umgekehrt folgt natiirlich aus x = 0 auch |x|, = 0.

(iv) Da | - |, eine Norm auf R, ist, existiert ein ¢ > 0, sodass mit der Darstellung x =
2 iy t1%i bi

e Y led <l =| ¥

i=np+1 i=np+1

fir alle x € R, gilt, siche zum Beispiel [11, Lemma 2.4-1].
(v) Seix =", 2;b; € X, dann gilt wegen |b;|, =0 fiir . € {1,...,n,4}

Nq n n
[x|q < Z |zil [bilg = Z il [bilg < Y w1+ D Jail il < K Y ail,
i=ngq+1 i=np+1 i=ngq+1 i=np+1
wobei K := max{1, |b,,t1lg,- -, |bnlg}. Mit (iv) erhalten wir
c n n
?|X|q§6 Z |xz|§‘ Z z; b;
i=np+1 i=np+1 i
Da |77 (—;) bi‘p = 0, gilt mit umgekehrter Dreiecksungleichung
c - o
— |X|q < :CZ < x; bl — (—xz) bz = |X|p.
K
i:np+1 i=np+1 i=1 P
: K .
Mit der Konstanten C' := — folgt die Behauptung. 0
c

BEWEIS VON SATZ 3.3: Sei E; € & und f*) € L?(E;), wobei (-)*) die k-te Bogenlingenablei-

tung darstellt. Dann gilt mit |7]| =h/2
h 2\ % /1 (k)) 2
- fo(s ds
(h) _1 (( ]( )) >

1
£y = [ PO =3 [ (70 0(50)7ds =

J

h
2

und infolgedessen

9 2k—1
0By = (3) 10709 By (322

a ||(-) HL2( 1,1y und 1) HL2(—1,1) zwei Halbnormen auf P™(—1,1) mit kerH(')/HLQ(—l,l) C
ker ()"l £2(=1,1) sind, folgt mit Lemma 3.4

19"l r2(1,1) < ! 1P/l 21,1y fiir alle p € P™(—1,1) (3.23)

14



3.3. Dirichlet-Datenoszillationen

mit einer Konstanten C,, > 0 abhingig vom Polynomgrad m. Sei nun p € P™(I')\ PY(T"), m > 2
ein zusammengesetztes Polynom mit p|g; o y; = pj o y; = p;. Dann folgt aus (3.22) und (3.23)

fiir die lokalen Anteile

hl(pj — Ge)' ||L2(E =2[|(pjov; — Geony) lz2(=1,1) = 2Cm |(Pj o vy — GEOWJ)//HLQ(—Ll)

G - G2
4 ™ J L2(E;)

Wegen G, € S(&) gilt G} = 0 und daher auch

hll(By — Gl 72 >h3—\| il (5,

Dies impliziert nun weiters

N N 1/2 c, 1/2
B2 = Gy = (30 I@; — G 22, z@)ﬁ 15135,

J=1 J=1

1/2 1/2 C1/2
(Zwﬁﬂwmm”) = 2 I ey

(3.24)

Da das Polynom p” € P™~2(T") C L(T) fiir m > 2 beliebig ist, folgt mit g € P™(I") \ P}(T") und

C=Cl?/2
oscpe = h'? (g — Ge)' 22y > ChB/QHQNHB(F)

und damit (a).
Fiir die Behauptung (b) gilt zunéchst

1

osen (B =2 [ (((9=G0 o) @) ds <220 (la = G) o) Ee( 1

Unter der Voraussetzung g € C*(T") konnen wir wegen Gy o~y; € P1[—1,1] Lemma 3.2 mit m = 1

anwenden. Mit |7}| = h/2 und Beriicksichtigung der Kettenregel fiihrt dies zu

2
oscp o(Ej)? <4 (C 1(g 0 95) Il Lo (—1,1) 2> = C?hlg" o il Foe(—11y = C* RIS 70 (1)

Damit gilt weiters

Mz

osch = hll(g = Go) 7z Zh\lg Go)'lIz2 e,

OSCDg
Jj=1

N
< C? h4z Hg””%oo(Ej) <NC*h! ”g”H%w(r)
=1

15
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Da wir von uniformer Netzverfeinerung ausgehen, gilt N = 1/h. Damit folgt nun mit C’ :=
c? HQ”H%oo(r)

osc%l < CO'R?.

Nach Wurzelziehen folgt die zweite Behauptung.
Fiir die Behauptung (c) gilt mit (3.20) und der umgekehrten Dreiecksungleichung

2
loscp,p — 05cp|” = ‘”hm(g —G0)'ll 2y — |2 (5 — Go)ll2ry| < 12 (g — ﬁﬂ@(r)
N
=> 19 =B 1720,
j=1

Analog obigen Uberlegungen gilt mit Lemma 3.2 und m = 2 unter der der Voraussetzung g €
C3(T)

1 2
/ /
hll(g _@,H%%Ej) = 2/1 <((9 —p)o ’Yj) > (s)ds <4 ”((9 —D) O’Yj) ”%00(71,1)
< C? R0 |g" oo (1)
Oben eingesetzt und mit N = 1/h fiir uniforme Netze erhalten wir
josep ¢ — 05tp | < O(h*?)

und damit die zweite Behauptung. O

Implementierung in MATLAB

Listing 1: computeOscDirichlet

function [osc,uDh] = computeGscDhirichlet(coordi nates, el ements, uD, var ar gi n)
%+ conmpute mdpoints of all elenents
m dpoints = 0.5+( coordi nates(el ements(:,1),:) + coordinates(elenments(:,2),:) );

% *+ evaluate Dirichlet data at el enent m dpoints
ubD_mi dpoi nts = uD(m dpoi nts,varargin{:});

% *+ determ ne size of problem
dim = si ze(uD_ni dpoi nt s, 2);

% ++ evaluate Dirichlet data at all Dirichlet nodes
ubh = zeros(size(coordinates,1),diny;

i dx = uni que(el enents);

ubh(idx,:) = uD(coordinates(idx,:),varargin{:});

Listing 1 (vgl. [1, Listing 5]) zeigt die Berechnung der Dirichlet-Datenoszillationen in MATLAB:
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3.4. Konvergenzrate und zuverldssige Schranke des Fehlers ||¢ — ®¢lv

Die Funktion {ibernimmt das Netz & in Form von coor di nat es und el enents und die
Funktion uD fiir die Dirichlet-Daten ¢g. In unserem Fall wir daher kein Parameter iiber
var ar gi n eingelesen. Die Riickgabewerte der Funktion sind die approximierten Datenos-
zillationen oscp ¢ als osc und der Spaltenvektor g = ubh als Auswertung der Dirichlet-Daten
g an den Knotenpunkten z € Ky (Zeile 1).

Zuerst werden alle Mittelpunkte (Zeile 3) berechnet. Anschliefend werden die Dirichlet-
Daten an den Mittelpunkten (Zeile 6) und an allen Knoten z € Ky ausgewertet (Zeilen 9-11).

Zum Schluss wird die Formel (3.21) fiir alle Elemente &; € £ angewendet (Zeile 14).

Die Funktion liefert also einen Spaltenvektor von elementweisen Dirichlet-Datenoszillationen

V= (6§CD,3(E1)2, e ,6§CD,3(EN)2) S RN
. N 1/2 .
zuriick, sodass oscp ¢ & (Zj:1 vj) gilt.

3.4 Konvergenzrate und zuverlissige Schranke des Fehlers ||¢p — ®|v

In den vorigen Abschnitten haben wir gesehen, dass der Fehler ||¢ — ¢¢||y der exakten Losung ¢
der Variationsformulierung (3.8) durch Ersetzen der exakten Losung ¢, der gestorten Variations-
formulierung (3.15) durch oscp ¢ beschrénkt ist und beliebig klein wird fiir kleines h, vgl. (3.16)
und Satz 3.3. Fiir die Praxis ist es jedoch nicht mdéglich die exakte Losung ¢y der gestorten Va-
riationsformulierung zu berechnen. Vielmehr interessieren wir uns also fiir den Fehler ||¢ — ®/||v,
wobei @, die (berechenbare) Galerkin-Losung von (3.10) darstellt.

Um nun eine Schranke fiir ||¢ — ®/||y zu finden, betrachten wir die nicht-gestorte Variations-
formulierung (3.8) mit den exakten Dirichlet-Daten g € H'(T'). Die zugehorige Galerkin-Losung
bzgl. der Triangulierung & bezeichnen wir mit &} € PY(&). Analoges vereinbaren wir fiir die
Galerkin-Losung @Z € PO(EAg) bzgl. der uniformen Verfeinerung gg von &, wobei unter einer uni-
formen Verfeinerung die Bisektion aller Elemente E € & in zwei Elemente der Lange length(F)/2
verstanden wird. Es gilt also

(Vo;, Uy)r = (K +1/2) g, Ug)r fiir alle ¥y € PO(&) (3.25)
und
VO, U = (K +1/2)g, Uy)p fiir alle Uy € PO(E). (3.26)
Dann gilt wegen (K + 1/2)g = V¢ die Galerkin-Orthogonalitit
(6 — @, W)y =0 fiir alle U, € PO(&) (3.27)
als Grundlage fiir die Fehleranalyse. Mit ¥, € P°(&,) beliebig, gilt

o — @Y = (6 — 27, ¢ — Pihv = (¢ — 7. ¢ — Vehv + (& — Bf, Wp — Of ).
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3. Symm’sche Integralgleichung

Da U, — @} € PY(&) folgt mit (3.27) und Cauchy-Schwarz

o — @ = (& — @5, ¢ — Vv < [l¢ — Pfllv lo — Cellv-

Da die Abschiitzung unabhingig vom gewihlten ¥, € P°(&,) ist, erhalten wir nach Kiirzen die
Bestapproximation von ¢ € H~V/2(T) in P°(&) durch ®; € P°(&) bzgl. der Energienorm
I I, db. es gil

g2 16 = Wil = ll6 — @l (3.28)

Wir fiithren weiters mit IT, die L?-Orthogonalprojektion auf den Raum P°(&,) aller &-
stiickweise konstanten Funktionen, definiert durch

(v, Xi)r2(r) 1
I)|g, == = / vdl' fir alle E; € &, 3.29
el = P~ Tength(E7) J, (3:28)
fiir v € LY(T) ein. Dann gilt
N
(Hev)(2) = ) ([1ew)|5, xilx) € PO(&)
i=1

fir x € I.

Im Folgenden nehmen wir stets an, dass die exakte Losung ¢ € H—Y/ 2(T) zusitzliche Regula-
ritit ¢ € L2(T) € H~'/2(T") besitzt. Dann gilt die Orthogonalitit auch im L?-Sinn: Sei ¢ € R
beliebig und E; € &;. Dann folgt mit (3.29) die elementweise Orthogonalitét

(¢, Xi)r2(r
(0 =1, )2y = (b5 A2y — (@, o) 2,y = (@, Xi)r2(E) — 72()/ Xi cdl’
HX1HL2(F) E;

(&, Xi)r2(r
=c{¢, Xi)r2) — ¢T3 L / X2dl' =0
HX1HL2(F) E;

und damit, analog obiger Berechnung, fiir alle £ € &,
;gﬂg ¢ —cllzzz) = 16 — gl L2 (i)

Insgesamt bedeutet dies die Bestapproximation von ¢ € L*(I') € H~Y2(TI") in P°(&,) durch
;¢ € PO(&) C L*(T) bzgl. der L?-Norm || - || ,2(r), d.h. es gilt

e g . 3.30
o dnt 6= Wil = 16 = el (330

Das folgende Lemma liefert uns einige niitzliche Abschitzungen hinsichtlich der L?-Orthogonal-
projektion, entnommen aus [9, Lemma 3.1 (ii)].
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3.4. Konvergenzrate und zuverldssige Schranke des Fehlers ||¢ — ®¢lv

Lemma 3.5 Fiir die L?-Orthogonalprojektion 11, auf P°(E) und v € L*(T") gilt
1/2

o = Tevlly < C 1Y (0 = )2y < C llby ol oqry-

Die Konstante C > 0 hingt nur vom Rand I', und nicht von der Triangulierung &, ab. U

Damit erhalten wir folgenden

Satz 3.6 Bei hinreichend glatten Neumann-Daten ¢ € H~'Y/?(T') und Dirichlet-Daten
g € HY2(T) gilt bei uniformer Netzverfeinerung

¢ — @elly = O(R/?).

BEWEIS: Da IIyp € PO(&), gilt mit &} € PY(&) als Bestapproximation von ¢ € H~1/2(T") bzgl.
-l

¢ = @ellv < ll¢ — 2rllv + 127 — Lellv < ll¢ — Wedlly + |97 — Dellv- (3.31)

Weiters gilt mit ®; — &, als Bestapproximation von ¢ — ¢, in PY (&) bzgl. der Energienorm

197 = @ellv <l = ¢ — (27 = @o)llv — ¢ — dellv <l — ¢¢ = Ollv — ll¢ — ¢ellv
<2]¢ = ¢ellv,

was mit (3.16) zu
|97 = Pellv < oscpe (3.32)
fiihrt. Wegen ¢ € L?(T), folgt mit Lemma 3.5 und (3.32) aus (3.31)

6 — @ellv < llo — ey + osepe < Y2 (¢ — T1eg) || 2y + 0scp e

- 1/2 2 1/2
= (Z R/ (¢ — HM)HLQ(E].)) + 08Cp ¢ (3.33)
j=1
Dann gilt mit der Referenzparametrisierung «; und der Definition der L?-Orthogonalprojek-
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3. Symm’sche Integralgleichung

tion (3.29)
1hY2 (¢ — 11,6) |22, = h/11(¢ — )2 dl’ = %2/11 (((b —1Iy9) O%‘(S))st
—h; [ (oot - il par) s
i 11<¢ 0 i(s __/ b0t dt) ds
s 1( / 6 0;(s) dt — /¢o% dt> ds

1
1

5 ( ¢ o;(s ¢ow()dt> ds.
—1

Mit ¢ oy; € C}(—1,1), folgt fiir alle festen s,¢ € (—1,1) aus dem Mittelwertsatz der Differenti-
alrechnung mit einer Zwischenstelle £ € (—1,1)

$oj(s) = do;(t) = (b 07) () - (s =) < (@ o) llLoe(-1,1) - (s — 1)

Oben eingesetzt folgt mit |v;| = h/2

h2 1 1 2
126 = Web) gy < 5 16 o) ey [ ([ (6 -00a) as
2

h2 /12 ! 2 h /(12
=3 [(¢0;) HL<>°(1,1)/1(25) ds = Y (@ 0 %) Nz (—1,1)
D 19117 o 5,

Wegen uniformer Netzverfeinerung gilt N = 1/h und infolgedessen

N 1/2 1/2
IRY2(6 = ed)lzary = (D2 IRY2(6 ~ ) 3asy)) S (BN I8 mry) = O*2).
j=1
Mit Satz 3.3 folgt dies auch fiir den zweiten Term in (3.33) und damit die Behauptung. O

Der Vollsténdigkeit halber wollen wir an dieser Stelle zusétzlich zur Konvergenzrate auch eine
zuverléssige (berechenbare) Schranke des Fehlers [|¢ — @[y als Vorbereitung fiir das néchste
Kapitel angeben. Sie bildet die Voraussetzung fiir eine effiziente Verfeinerung von Netzelementen
im Zuge der adaptiven BEM. Seien dazu wieder ®; die Galerkin-Losung bzgl. der nicht-gestorten
Variationsformulierung (3.25), d.h.

(V@) , U = (K +1/2)g, U, fiir alle ¥, € PY(&)
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3.4. Konvergenzrate und zuverldssige Schranke des Fehlers ||¢ — ®¢lv

und @’g jene bzgl. des uniform verfeinerten Netzes gg von &;. Weiters sei ¢, die Galerkin-Losung
der gestorten Variationsformulierung (3.15) d.h. es gilt

<V‘1>g, \Ifg>p = <(K + 1/2) Gy, \Ifg>p fur alle ¥, € PO((C;()

und CTYE jene bzgl. des uniform verfeinerten Netzes g’g von &. Wir definieren nun einen fiir die
weiteren Uberlegungen unerlisslichen Begriff:

Definition 3.7 (Saturationsannahme). Unter der Saturationsannahme verstehen wir die
Annahme der Giiltigkeit von

¢ — @ v < Cuatll6 — @7 llv (3.34)

mit einer Eg-unabhingigen Konstante Cgy, € (0,1).

Unter dieser Annahme stellt dann die zur uniformen Netzverfeinerung gehorige Losung &\)z eine

lineare Verbesserung des Approximationsfehlers gegeniiber der Losung ®; dar. Weiters kann bei
(n)

n-maliger Verfeinerung, dargestellt durch ~ , auch das Konvergenzverhalten bzgl. der ,urspriing-

lichen” Losung ®; beschrieben werden, d.h. es gilt

(n) (n—1)
lo = @%llv < Caatllo = @7 llv < Coue 9 — el

mit Cf; < 1 fiir grofes n € N. Diese Annahme der Saturation ist sehr intuitiv und kann auch fiir

die Finite Element Methode bewiesen werden, vgl. [1, Remark 5.4]. Fiir die Randelementmethode
ist die Giiltigkeit von (3.34) noch offen.
Wir nehmen nun Satz 5.7 aus Kapitel 5 vorweg und erhalten mit dem Fehlerschétzer

~ 1/2 2 =
ie = |hy? (B — @) 221y
unter der Saturationsannahme (3.34) als berechenbare Schranke von ||¢ — @[]y, die Abschétzung

¢ — @ellv < Fie + oscp e (3.35)
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4. Adaptive BEM

4 Adaptive BEM

Um eine effiziente Berechnung hinsichtlich Speicheraufwand und Rechenzeit zu gewahrleisten,
ist es sinnvoll, nur Bereiche des Randes mit einem dichteren Netz auszustatten, wo die (un-
bekannte) Losung singulér ist. Jene Elemente E € &, auf denen die Galerkin-Losung ®; nicht
shinreichend genau“ ist und daher einen grofen Beitrag zum Gesamtfehler ||¢— @y leisten, wer-
den mit Hilfe von Indikatoren ermittelt und anschlieftend in feinere Elemente zerlegt. In diesem
Abschnitt stellen wir eine Verfeinerungsstrategie von [2] vor, die in einem gewissen Sinne optimal
ist, vgl. Satz 4.2. Die Berechnung dieser Verfeinerungsindikatoren erfolgt dabei auf Grundlage
des am Ende des letzten Kapitels vorgestellten Fehlerschétzers jiy. Prinzipiell eignet sich dazu
aber jeder a-posteriori Fehlerschatzer, der Auskunft {iber den lokalen Fehler auf einem Element
E € & zuldsst. Wir werden im Kapitel 5 noch weitere in Betracht kommende Fehlerschatzer
sehen.

Weiters stellen wir mit Algorithmus 4.3 auch einen adaptiven Algorithmus vor, der unter der
Saturationsannahme (3.34) eine konvergente Folge ®; mit ||¢ — @/l — 0 generiert, vgl. Satz 4.4.

Wir beginnen mit der Dorfler Markierung fiir lokale Netzverfeinerung, siehe [7].

4.1 Dorfler Markierung fiir lokale Netzverfeinerung

Wir folgen der Dokumentation von [1, Abschnitt 4.1] und definieren auf allen E € & einen
Indikator ¢¢(E). Ziel ist es nun fiir gegebenes 6 € (0, 1) die minimale Menge M, C & zu finden,
sodass

0> w(E)P?< > w(E)? (4.1)

Ee&, EeM,

gilt. Im Zuge der adaptiven BEM wird dann jedes Element E; € M, verfeinert, d.h. es erfolgt
die Bisektion des Elements E; € & in zwei Elemente ¢e;, e, € 41 mit E; = e; Uey halber Lange.
Es gilt also %thl = hg+1|ej = hg+1|ek.

Klarerweise fiihren kleine Mengen M, bei wiederholten Schleifenvorgéngen im Zuge des adap-
tiven Algorithmus zu einer hohen Laufzeit. Mit einem zusétzlichen Parameter p € (0, 1) konnen
wir die minimale Anzahl an Elementen der Menge M, beeinflussen und suchen nun eine Ober-
menge M, C M, C & mit den Eigenschaften

#M, >
#E
(b) w(E) > 1(E') fiiralle E € My und E' € &\M,

(a)

Die Eigenschaft (a) fithrt zur Verfeinerung eines fixen Prozentsatzes von Elementen aus £ und
(b) garantiert, dass jene Elemente mit den groften Indikatoren verfeinert werden.

Wir definieren mit

. 1/2 5 = 172 & D 2
fie = Iy’ @ =B lrary = (D > @0 = 0B[22
Ee&,
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4.1. Dérfler Markierung fiir lokale Netzverfeinerung

und den lokalen Dirichlet-Datenoszillationen oscp ¢(E) aus (3.17) den Verfeinerungsindikator
t¢(E) durch

w(E)? = ||hé/2 (D, — Hg:I;g)H%Q(E) +oscpe(E)?  fiir alle E € &.
Dann erhalten wir fiir den Fehlerschatzer ¢,

12 = Z w(E)? = s + osc%,z. (4.2)
Ee&

Beschranktheit der K-Netzkonstante

Lokale Eigenschaften von Netzen spielen in vielen Abschitzungen der numerischen Analysis eine
wichtige Rolle. Ein wichtiges Beispiel dafiir ist die Beschrinktheit der K-Netzkonstante. Sie ist
definiert durch

length(E);)

= B F it E;NE >1 4.
k(&) Sup{length(Ek) iy B € & mit Ej N k#(l)}_ (4.3)

und beschreibt das maximale Verhéltnis der Elementgrofie zweier benachbarter Elemente. Liefert
nun ein Algorithmus mittels obiger Dérfler Markierung die zu verfeinernden Elemente M, C &,
zurlick, so miissen auch Elemente aus & \ M, verfeinert werden, damit (&) fir ¢ — oo be-
schrankt bleibt.

Eine Moglichkeit der Realisierung ist der folgende Algorithmus in Anlehnung an [2, Algo-
rithm 2.4]:

Algorithmus 4.1
INPUT: Ausgangsnetz &y, Triangulierung &, markierte Elemente Mgo) = My, Zdihler i :== 0.

1) Definiere U = E'eé& M(i) Nachbar von E : hylg > (&) helg
4
BemM(?

(2) Falls U # 0, definiere .Mgiﬂ) = ./\/ly) UUD | erhéhe Zihler i — i+ 1 und gehe zu (1).

(8) Ansonsten verfeinere alle markierten Elemente E € ./\/ly) durch Bisektion um Epiq1 zu
erhalten.

OutpuT: Verfeinerte Triangulierung Epy 1.

Dieser Algorithmus ist in einem bestimmten Sinne sogar optimal, vgl. [2, Theorem 2.5

Satz 4.2 Sei & ein gegebenes Ausgangsnetz und &y die durch Algorithmus 4.1 generierten
Triangulierungen, wobei die Menge der fiir die Verfeinerung markierten Elemente My C &
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beliebig ist. Dann gilt Optimalitit im Sinne von

-1

#E — #E < Cep Y #M;

=0
mit einer nur von dem Ausgangsnetz & abhdngigen Konstante Cg, > 0. Weiters gilt
k(&) < 2kK(&) (4.4)

fiir alle £ € N. O

Wegen der Beschranktheit (4.4) der K-Netzkonstante x(&;) sprechen wir auch von K-Netzen.

4.2 Adaptiver Netzverfeinerungs-Algorithmus

Im vorigen Abschnitt haben wir den Verfeinerungsindikator durch
N N

i = Ji; +osch = fu(Ej)*+ Y oscp(Ej)?

j=1 j=1

mit den lokalen Beitragen

2 ~ 2 2
w(Ej)” = pe(E;j)” + oscp e(Ej)
= [h* (@0 = T1,80) 32, + 112 (9 = GO Iy, fiir alle B € &,

definiert. Wir kommen nun zu einem adaptiven Algorithmus, der eine Folge von Galerkin-
Losungen @, inklusive den zugehorige Triangulierungen zuriick gibt und schreiben in Anlehnung
an |2, Algorithm 4.1] den

Algorithmus 4.3
INPUT: Ausgangsnetz &y, Parameter 6 € (0, 1), Dirichlet-Daten g, mazimale Anzahl an Elemen-
ten Nppae € N und Zihler £ := 0

(1) Fiihre uniforme Netzverfeinerung g’g von &y durch.
(2) Berechne die Galerkin-Lisung ®, € P°(&).
(8) Berechne die Verfeinerungsindikatoren 1y(E) fir alle E € &,.

(4) Bestimme (minimale) Menge My C &, sodass

05 wER< Y wE)?

Ee&, EeM,
gilt.

(5) Verfeinere alle Elemente M, mittels Algorithmus 4.1 zu Triangulierung Epy1 mit k(Epy1) <
2 Ii(go).
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4.2. Adaptiver Netzverfeinerungs-Algorithmus

(6) Falls #Ep+1 < Nppax erhohe £ — £+ 1 und gehe zu (1).

OuTPUT: Folge von adaptiv generierten Triangulierungen gg mit zugehorigen Galerkin-Lésungen
P, € ’PO(SZ)'

Fiir den folgenden Satz erinnern wir an die Giiltigkeit von (3.35), d.h.
16— @ely < e +osepe mit fi = [y (B¢~ T1®0)]| 2y

unter der Saturationsannahme (3.34) und an die Definition (4.2)

2 2 _ ~2 2
Ly = Z L(E)" = iy + oscp -
Ee&

Wir zitieren nun Theorem 4.2 aus [2]:

Satz 4.4 Der Algorithmus 4.3 garantiert die Konvergenz des Fehlerschétzers vy aus (4.2)

lim ¢, = 0.
{—00

Weiters folgt unter der Saturationsannahme (3.34) die Konvergenz
Jim fl¢ = @elly = 0= lim [l¢ — Scflv
—00 {—00

und insbesondere die Konvergenz der adaptiven BEM. O
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5 Fehlerschatzer

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns anhand des Modellproblems (1.6) mit folgenden a-
posteriori Fehlerschétzern:

e (h — h/2)-basierte Fehlerschétzer (inkl. Two-Level-Fehlerschétzer)

gewichteter Residualschatzer

Faermann-Residualschétzer

Steinbach-Schatzer

Mit obigen Fehlerschétzern ist es moglich den Fehler ||¢—®||y zwischen der (unbekannten) exak-
ten Losung ¢ und der approximierten Losung @, zu schitzen. Allgemein lassen sich Fehlerschétzer
in die Gruppen der globalen und lokalen Fehlerschitzer teilen. Die globalen Fehlerschatzer
geben dabei nur Auskunft iiber den Fehler ||¢p—®,[|y auf dem gesamten Netz &, wéhrend die loka-
len Fehlerschétzer (zumindest heuristisch) auch Information tiber die Ungenauigkeit der Approxi-
mation auf einem Element FE € & liefern und daher als Verfeinerungsindikatoren fiir einen adap-
tiven Netzverfeinerungsalgorithmus infrage kommen. Bei den (h— h/2)-basierten Fehlerschitzern
finden wir Fehlerschétzer beider Gruppen zugehorig, wihrend der Two-Level-Fehlerschitzer, der
gewichtete Residualschétzer, der Faermann-Schitzer und der Steinbach-Schétzer zu den lokalen
Fehlerschatzern zéhlen.

5.1 Notation

Wir fassen zuerst die in diesem Kapitel hdufig verwendeten Notationen zusammen:
e Sei & eine Triangulierung mit zugehorigen Elementen E; = [a;, b;], d.h. & = {E1, ..., Ex}.
e Die Menge der Knoten zur Triangulierung &, bezeichnen wir mit Ky = {z1,...,2n}.

e Die uniforme Verfeinerung von & sei durch gg gekennzeichnet mit F; = e; Uey, d.h. es gilt
gg == {61, e ,62]\[}.
e Fiir die Basis des Raumes PY(&,) der &-stiickweise konstanten Funktionen schreiben wir

(Xj);\[:l- Analog bezeichne ()@)351 die Basis von P°(&)).

e Die Basis des Raumes S*(&;) der global stetigen und &p-stiickweise affinen Funktionen sei
durch (Cj)éy: , und die Basis des Raumes S'(&,) auf dem verfeinerten Netz & durch (Q)?ﬁl
gegeben.

e Die Galerkin-Losungen von (3.10) in Bezug auf & bzw. & mit den Koeffizientenvektoren
x = (21,...,2,) € RN bzw. X = (Z1,...,22n) € R bzgl. der Basis (Xj)é‘vzl bzw. (5(\])351
seien durch ®, € P°(&) baw. d, € 730(5@) definiert, d.h. es gilt

N 2N
@g:ijxj und @g:Z@@.
j=1 j=1
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e Die nodalen Interpolanten von g € H'/2(T) in Bezug auf & bzw. & seien durch Gy € S*(&)

bzw. Gy € 81(&;) bezeichnet. Wir stellen sie bzgl. der Basis (Cj)é\f:l bzw. (@)?gl mittels

N 2N
Ge=> 9;¢G wd Gi=> 3¢
j=1 j=1
dar, wobei g; und g; die Auswertungen von den Randdaten g € H 1/ () im jeweiligen

Knoten des Netzes & bzw. & bezeichnen.

5.2 Kanonischer (h — h/2)-Fehlerschitzer n, bzw. n;

Bevor wir uns konkret mit den (h — h/2)-Fehlerschétzern beschéftigen konnen, fithren wir noch
einige Eigenschaften von Fehlerschitzern ein und definieren die wichtigen Begriffe der Effizienz
und Zuverléssigkeit eines Schétzers bzgl. einer Norm || - || laut [8, S. 2714]:

Definition 5.1 (Effizienz). Sei ¢ die exakte Losung des Dirichlet-Randwertproblems (1.6) und
o, € P& die zur Triangulierung & gehérige Galerkin-Lisung. Dann heifit ein Fehlerschitzer
ne effizient, falls es eine Konstante Ceg > 0 gibt, sodass

e < Ceft |9 — | (5.1)

gilt. Die Konstante Cogr darf dabei nicht von ¢ oder ®,, sondern lediglich von der K-Netzkonstante
k(&), siehe (4.3), abhdngen.

Die Effizienz eines Fehlerschétzers garantiert somit bei Konvergenz von ||¢ — ®|| — 0 auch die
Konvergenz des Fehlerschitzers gegen Null. Damit bildet ein lokaler a-posteriori Fehlerschatzer
auch eine untere lokale Schranke des Fehlers [[¢ — ®/[| (bis auf eine Konstante). Umgekehrt ist
auch die Konvergenz des Approximationsfehlers ||¢—®y|| — 0 bei Konvergenz des Fehlerschitzers
wiinschenswert. Diese Eigenschaft bezeichnen wir als die Zuverlassigkeit eines Schétzers.

Definition 5.2 (Zuverldssigkeit). Bezeichne ¢ die exakte Losung des Dirichlet-Randwertpro-

blems (1.6) und ®, € P°(&;) die zur Triangulierung & gehdrige Galerkin-Losung. Dann heifit
ein Fehlerschitzer ny zuverlassig, falls es eine Konstante Cye > 0 gibt, sodass

”(b - q)ZH < C’rel Tle (52)

gilt. Die Konstante Cte darf dabei nicht von ¢ oder ®y, sondern lediglich von der K-Netzkonstante
k(&¢) abhingen.

Ein ,guter” Fehlerschatzer erfiillt somit die Ungleichungskette

Cfe_ff1 e < H¢ - (IDZH < Crel Tle-
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Mit den Galerkin-Losungen ®; und EI;Z der Variationsformulierung (3.25) bzw. (3.26) mit
exakten Randdaten g, kénnen wir den Fehlerschétzer n; durch

e = 197 — Pellv (5:3)

definieren.

Wir zeigen zuerst, dass der Fehlerschatzer (5.3) effizient und, unter der Saturationsannah-
me (3.34), auch zuverléssig ist. Mit dieser Kenntnis wird es uns moglich sein, die Effizienz und
Zuverlassigkeit des Fehlerschatzers

ne = ||®r — @fflv

bis auf Dirichlet-Datenoszillationen oscp, fiir die Galerkin-Losungen des gestérten Variations-
problems (3.10) zu zeigen.

Mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalitat (3.27) bzgl. der Energienorm gilt immer
¢ — B = llp — SIS + 197 — 2715 = llo — BZI5 + 7 (5.4)

Damit haben wir zum einen gezeigt, dass n; < [|¢ — ®;[|v und damit effizient mit Ceg = 1 ist
und zum anderen auch

I — 27llv <l — 2¢llv- (5.5)

Damit stellt die Saturationsannahme (3.34) eine Verschirfung von (5.5) dar. Wir kommen zu
folgendem Satz, vgl. [8, Proposition 3.1].

Satz 5.3 Fiir den (h — h/2)-Fehlerschitzer n; = |||</1\>Zf — 7|y gilt:
(a) Der (h — h/2)-Fehlerschitzer n; ist immer effizient mit der Konstanten Ceg = 1.

(b) Die Saturationsannahme (3.34) mit der E;-unabhingigen Konstante Csay € (0,1) ist
dquivalent zur Zuverlassigkeit von n; mit der Konstanten Cre = (1 — c2.)12.

BeEwes: Teil (a) haben wir bereits gezeigt. Mit (5.4) folgt

*2 * 3
m” = o — @l — llo — @I

und deshalb unter der Annahme der Zuverlassigkeit mit Cye = (1 — C? )_1/ 2

sat

* —1, %2 - * 2
lo — ;I < (1= Coho) '™ = (1= CL) " (llo — 7% — llo — 711%)
(1= Chollo — @il < llo — @45 — llo — 7117
lle — 25l < Coille — LI

und damit die Aquivalenz in (b). 0

28



5.2. Kanonischer (h — h/2)-Fehlerschétzer ny bzw. )

Wir fithren nun eine Erweiterung der Begriffe ,Effizienz‘ und ,Zuverldssigkeit laut [2, S. 2]
ein und werden nun zeigen, dass der Fehlerschétzer 7y effizient im Sinne von

Cogt e < llé — Delly + oscp (5.6)
und unter der Saturationsannahme (3.34) zuverléssig im Sinne von
-1
Crai lo = @ellvy < me +oscp e (5.7)

ist. D.h. wir zeigen die Effizienz und Zuverlissigkeit des Fehlerschétzers 7, bis auf Datenos-
zillationen. Erfiillt nun ein Fehlerschétzer diese Eigenschaften, so folgt fiir dessen Konvergenz
aus Satz 3.6 sofort O(h%/?), falls die Losung ¢ und die Daten g hinreichend glatt sind.

Satz 5.4 Der (h — h/2)-Fehlerschitzer ny = ||®y — ®4||y ist effizient im Sinne von (5.6)
und unter der Saturationsannahme (3.34) zuverldssig im Sinne von (5.7).

BEWEIS: Fiir den Beweis gehen wir wie in |2, Theorem 3.4] vor. Mit Ungleichung (3.32) gilt
197 — @ellv < ¢ — dellv < oscpe-

Analog beweist man auch ]”:ISE — Oy < [lo—eelly < osc D¢ Wir zeigen zuerst die Effizienz von 7,
im Sinne von (5.6): Mit Hilfe der Dreiecksungleichung, der Definition (5.3) und Ungleichung (3.32)
gilt

e = 1P = Sellv <197 = Dellv + |97 — Ppllv + 197 = Pellv S np +oscpe- (5:8)

Da nj effizient mit Ceg = 1 ist, d.h. n; < ||¢ — ®}||v, folgt mit der Bestapproximation bzgl. der
Energienorm (3.28)

e S ¢ = @illv +oscpe < |l¢ = @eflv +oscp e

und damit die Effizienz im Sinne von (5.6).
Fiir den Beweis der Zuverlédssigkeit von 7, verwenden wir die Zuverldssigkeit von n; und er-
halten mit Gleichung (3.32)

6 = @ellv < ll¢ — Pellv + 197 = Pellv < mp + 197 — Pellv S me + 0sep e
Nun brauchen wir die Ungleichung
g S Me+osep,
welche man auf gleichem Wege wie (5.8) erhélt. Damit gelangen wir schlussendlich zu

lé — @ellv < me + oscpe,

was den Beweis beschliefit. O
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5. Fehlerschétzer

5.3 Weitere (h — h/2)-Fehlerschitzer 1y, e, [Le

Im vorigen Abschnitt haben wir die Effizienz und unter der Saturationsannahme die Zuverlés-
sigkeit des Fehlerschétzers n, gezeigt. Wir werden sehen, dass daraus die Effizienz und Zuverlés-
sigkeit der Schétzer

e = | @ — @y
1/2 =
pe = |hy"* (@0 — @) 12y
~ 1/2 = -
fie o= |y (B — T®) | L2y

folgt, wobei II, die L2-Orthogonalprojektion aus (3.29) bezeichnet. Bevor wir auf die Aquiva-
lenz der Fehlerschitzer eingehen, motivieren wir noch die oben angefiihrten Schétzer und
formulieren in Anlehnung an [1, Abschnitt 5.6]:

Die Definition des Fehlerschitzers n, = H@g — ®y||y birgt zwei Nachteile. Bei bekannter (ge-
nauerer) Galerkin-Losung D, ist die Galerkin-Losung ®, wegen (5.5) uninteressant und deren
Berechnung inklusive Speicherung wiirde nur zu unnétigem Aufwenden von Ressourcen fiih-
ren. Man versucht nun, die fiir die Berechnung des Fehlerschitzers notige Losung @, durch
eine moglichst einfache Rechnung zu approximieren. Aufgrund der Bestapproximation von :1;@ €
POE) C HV/2(T) durch @, in PY (&) bzgl. der Energienorm, gilt mit Hilfe der L?-Orthogonal-
projektion (3.29) IT,®, € P°(&) und weiters

e = @0 — @olly < @0 — Dyl = 7

Fiir die Berechnung des Fehlerschétzers 7, braucht dann nur mehr die Galerkin-Losung :1;@ ge-
speichert werden. Ein weiterer Nachteil von 7, liegt darin, dass er keine Information iiber den
lokalen Approximationsfehler auf einem Element F € & liefert. Dies ist jedoch essentiell fiir einen
adaptiven BEM-Algorithmus. Wenn wir die Energienorm durch die mit h, gewichtete L2-Norm
ersetzen, gelangen wir so zum Fehlerschiitzer p; und weiters, mit der oben argumentierten L2-
Orthogonalprojektion, zur Definition des Schétzers fiy. Diesen Schéitzer haben wir auch fiir den
Verfeinerungsindikator ¢y des adaptiven Algorithmus in Kapitel 4 verwendet, vgl. Formel (4.2).

Insgesamt erhalten wir die globalen Fehlerschitzer 1y, 770 und die lokalen Fehlerschétzer
e, e mit den lokalen Fehleranteilen

pe(Ej) = length(E;)/2(|®; — Byl 25,y bzw. (5.9)
fie(E;) = length(E;)"/2(| @) — T, @ 12,y fiir alle Ej € &.

Mit der Definition (5.9) gilt dann

1/2 9 1/2 N 5\ 1/2
e = 2% (®0 — @) | 2y (Zlength Ve = @) 2a(s) = (D melE))?)
j=1

und analog

o= (Ctn)
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5.3. Weitere (h — h/2)-Fehlerschétzer 1y, ju, fi

Wir kommen nun zur Aquivalenz von Fehlerschétzern:

Definition 5.5 Zwei Fehlerschitzer n und p heiffen dquivalent, wenn es zwei Konstanten
C1, Cy > 0 gibt, sodass

Crlpu<n<Chp

gilt. Die Konstanten Cy und Cy dirfen dabei nur von der K-Netzkonstante k(&p), siehe (4.3),
abhdngen.

Wir entnehmen nun Theorem 3.6 aus [10] und schreiben folgendes
Lemma 5.6 Fiir jede Funktion v € P™(&;), m € Ny, gilt
1/2
I 0l ey < C ol
wobei die Konstante C' > 0 nur vom Rand I" und der K-Netzkonstante k(&) abhdngt. 0

Mit diesem Lemma konnen wir folgenden Satz beweisen, vgl. |9, Theorem 3.2 und 3.4].

Satz 5.7 Fir die Fehlerschitzer ng, ng, e und iy gilt

ne <1 < Crpg < pp < Conmy

mit den Konstanten C1 > 0 aus Lemma 3.5 und Co > 0 aus Lemma 5.6. Somit sind al-
le Fehlerschdtzer dquivalent. Insbesondere sind daher alle Fehlerschdtzer effizient bis auf
Datenoszillationen und unter der Saturationsannahme (3.34) zuverldssig bis auf Datenoszil-
lationen.

BEWEIS: Es gilt aufgrund der Bestapproximation von @g e H Y/ 2(T") durch ®; in PY(&) bzgl.
der Energienorm

e = 1@ — llv < [ — T Delly = T
Weiters gilt wegen &, € P°(&;) C L2(I') mit Hilfe von Lemma 3.5
Tie = 1¢ = Te@elly < Cu 1hy'* (¢ = TLe®0) | 12ty = Fie
Da nun Hg‘/ISg die &p-elementweise Bestapproximation von &’g bzgl. der L?-Norm ist, folgt
fie = Iy’ (@ = TL®0) 120y < Iy’ (@ = @) 120y = e
Schlussendlich gilt wegen &’g —®, € Po(gg) und Lemma 5.6

1/2 /= = ~
e = 1hy* (@0 = B0) | 20y < Co |0 — Bellv = T
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5. Fehlerschétzer

Da nun der Fehlerschétzer 1, wegen Satz 5.4 effizient und zuverléssig bis auf Datenoszillationen
ist, folgen diese Eigenschaften wegen der ebenen bewiesenen Aquivalenz auch fiir alle anderen
Fehlerschéatzer. 0

Mit Satz 5.7 folgt nun unter der Saturationsanname (3.34) unmittelbar

I = @ellv < me+oscpe S fue + 0scp,e,

womit wir nun auch die Gleichung (3.35) am Ende des Kapitels 3 bewiesen haben.

5.4 Implementierung der globalen (h — h/2)-Fehlerschéitzer n,, 7, in MATLAB
5.4.1 Fehlerschitzer 7y

Listing 2: computeEstSIpEta

function est = conput eEst Sl pEt a(fat her2son, V_fine, x_fine, x_coarse)

%+ conmpute coefficient vector of (phi _fine — phi_coarse) w.r.t. to fine nesh
x_fine(father2son(:,1),:) = x_fine(father2son(:,1),:) — x_coarse;
x_fine(father2son(:,2),:) = x_fine(father2son(:,2),:) — x_coarse;
% +* conpute energy ||| phi_fine — phi_coarse |||"2

est = x_fine(:) *(V_finexx_fine(:));

In diesem Abschnitt berechnen wir den Fehlerschatzer

ne =[P — ¢llv.

Wir gehen von den Galerkin-Lésungen

N 2N
¢y = ijXj e P%&) und @, = ijfj e PYE)
j=1 =

aus. Da P°(&) C P°(&,) ein Unterraum ist, existiert cin eindeutiger Vektor y € R2V, sodass

2N
Q=D YiX;
j=1
gilt. Mit X, ¥ € R?" und V als Einfachschichtpotential-Matrix (3.11) bezogen auf & gilt

2N

M =100 — Dell3 = (Do — Bp, @ — Br)y = Y (@5 — T) @ — T (X5 ey
J,k=1

=X-9"'VE-9).
Listing 2 (vgl. [1, Listing 9]) zeigt die Implementierung des Schétzers:
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5.4. Implementierung der globalen (h — h/2)-Fehlerschétzer ng, 1y in MATLAB

Die Funktion iibernimmt die Koeffizienten x € RY bzw. X € R? von den Galerkin-Losungen
®, und (/I\)g in Form von x bzw. x_f i ne. Weiters wird auch die Einfachschichtpotential-Matrix
V bzgl. dem uniform verfeinerten Netz & als V_fi ne und das (N x 2)-Array f at her 2son
tibergeben. Das Array f at her 2son verlinkt dabei 2 Elemente e;, e, € é\g mit F; =ejUe, €
& mittels f aht er 2son(i,:) = [j, k]. Demnach gilt auch y; = Yy, = ;. Als Output erhalten

wir den quadrierten globalen Fehlerschiitzer n7 (Zeile 1).

Anschlieend wird der Vektor X durch den Koeffizientenvektor X — y von :1\)@ — @, ersetzt

(Zeile 3 1.).

Zum Schluss wird die Energienorm n? = || Dy — Dy I?, berechnet und zuriickgegeben (Zeile 7).

5.4.2 Fehlerschitzer 7,

Listing 3: computeEstSIpEtaTilde

function est = conput eEst S| pEtaTil de(fat her2son, V_fine, x_fine)

% *+ conmpute L2—projection Pi_coarsexphi _fine onto coarse nesh

pi _x_fine = 0.5+x( x_fine(father2son(:,1),:) + x_fine(father2son(:, 2),:
%+ conmpute coefficient vector of (1-Pi_coarse)x*phi_fine
x_fine(father2son(:,1),:) = x_fine(father2son(:,1),:) — pi_x_fine;
x_fine(father2son(:,2),:) = x_fine(father2son(:,2),:) — pi_x_fine;

% ++ conpute energy ||| (1-Pi_coarse)*phi_fine |||"2

est = x_fine(:) *(V_finexx_fine(:));

) )

Fiir die Berechnung des Fehlerschétzers
e = [|®f — T2yl

bendtigen wir die L?-Orthogonalprojektion Hga\)g aus (3.29). Mit
2N
Q=) ;X
j=1

und den Elementen e;, e; € é\g als den Sohnen von dem Element E; € &, d.h. E; = e; U e;, und

length(e;) = length(ey) = length(£};)/2, erhalten wir

(Ie®y) |, length(E;) /E ¢ length(E;) /e ; cal’ + / ¢
. T ~ zj + i'\k
= m(length(ej)mj + length(ey) Ty) = jT
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5. Fehlerschétzer

fir alle E; = e; Uep € & mit ej, e, € gg. Da Hg@g € P°(&), erhalten wir bzgl. dem feineren
Netz é\g

wobei ej, e € gg wieder die Séhne von E; € & darstellen. Analog der Berechnung des Fehler-
schétzers 1y erhalten wir schlussendlich

7 = 1%~ @[} = (X -3)" V(X - 3).

Wir kommen zur Dokumentation von Listing 3 (vgl. [1, Listing 10]):

Die Funktion tibernimmt, jeweils bzgl. dem Netz gg, die Einfachschichtpotential-Matrix \Y%
in Form der Matrix V_fi ne und den Koeffizientenvektor X € R?Y von (/ﬁg als Spaltenvektor
x_fine. Wieder stellt die Funktion f at her 2son die Beziehung zwischen E; € & und den
Sohnen e;, e € g’g her. Als Output erhalten wir die quadrierten globalen Fehlerschétzer 77%
(Zeile 1).

Zuerst wird die L2-Orthogonalprojektion Hga\)g bzgl. dem gréberen Netz & berechnet, vgl.
Formel (5.10) (Zeile 3).

AnschlieRend wird X mit dem Koeffizientenvektor X —y € R2Y von (/I\)g - H(‘/I\)g iiberschrieben
(Zeile 6 1.).

Zum Schluss gibt die Funktion 777 = 1D, — II,®, I?, zuriick (Zeile 10).

5.5 Implementierung der lokalen (h — h/2)-Fehlerschitzer pg, iy in MATLAB
5.5.1 Fehlerschitzer py

Listing 4: computeEstSIlpMu

function ind = conput eEst SI pMu( coor di nat es, el enent s, f at her 2son, x_fi ne, x_coar se)
% *+ conmpute (squared) |ocal nesh-size
h = sum( (coordinates(elements(:,1),:) — coordinates(elenments(:,2),:)).72 ,2);

%+ conmpute coefficient vector of (phi _fine — phi_coarse) w.r.t. to fine nesh
x_fine(father2son(:,1),:) = x_fine(father2son(:,1),:) — x_coarse;
x_fine(father2son(:,2),:) = x_fine(father2son(:,2),:) — x_coarse;

% ++ conmpute ind(j) = dian(E )=*|| phi_fine — phi_coarse || _{L2(E)}"2

ind = 0.5«h. »sunm((x_fine(father2son(:,1),:).72 + x_fine(father2son(:,2),:)."2),2);

34



5.5. Implementierung der lokalen (h — h/2)-Fehlerschétzer jiy, fiy in MATLAB

In diesem Abschnitt berechnen wir den Fehlerschatzer

N
1/2
pe= (2 melE)?)
i=1
mit pe(F;)? = length(Ei)Hffg — @g!]%Q(Ei). Fiir festes E; € & und dessen Séhne ej, e, € g’g

erhalten wir mit den Bezeichnungen X, y € R?Y und

2N 2N

‘/I\)g = ijj(\j bzw. ‘I)g = ﬂj;(\j,
j=1 j=1
vgl. Abschnitt 5.4.2, die Beziehung
~ ~ ~ length(F;) , . . ~ o~
0= Bl = [ @e—v2ars [ (- agar =" ENE (g2 - )
€5 €L

Somit folgt fiir die Berechnung der lokalen Fehleranteile

2 _ length(E;)?

pe(E;) 5

(@ =75 + @ — T0)?).

Listing 4 (vgl. [1, Listing 11]) zeigt die Implementierung in MATLAB:

(5.11)

Die Funktion {ibernimmt das Netz £, in Form von coor di nat es und el enent s und weiters
die Verkniipfung zwischen dem Netz £ und dessen uniformer Verfeinerung é\g in Form von
f at her 2son. Dariiber hinaus werden auch noch die Koeffizientenvektoren x € RY und X €
R2N von den Galerkin-Lésungen ®; bzw. :1;@ als Spaltenvektoren x bzw. x_f i ne {ibergeben.
Als Output erhalten wir die quadrierten lokalen Fehleranteile uy(F)? fiir jedes Element E €
& als Spaltenvektor (Zeile 1).

Anschliefend berechnen wir den Vektor von allen quadrierten Netzweiten (Zeile 3)

Danach wird X mit dem Koeffizientenvektor X — y € R?Y von (/I\)g — &y tiberschrieben (Zei-
le 6 £.).

Zum Schluss wird Formel (5.11) realisiert und der Vektor
V= (,U,g(El)2, oo ’:U'K(El)2) € RN

N )1/2 gilt.

zuriickgegeben, sodass uy = (ijl v;
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5.5.2 Fehlerschitzer gy

Listing 5: computeEstSIlpMuTilde

function ind = conput eEst S| pMuTi | de( coor di nat es, el enent s, f at her 2son, x_fi ne)
% +* conmpute (squared) |ocal nmesh-size
h = sum( (coordinates(elements(:,1),:) — coordinates(elenments(:,2),:))."2, 2);

% +* conpute L2—projection Pi_coarsexphi_fine onto coarse nesh
pi_x_fine = 0.5+«( x_fine(father2son(:,1),:) + x_fine(father2son(:,2),:) );

%+ conmpute coefficient vector of (1—Pi_coarse)*phi_fine
x_fine(father2son(:,1),:) = x_fine(father2son(:,1),:) — pi_x_fine;
x_fine(father2son(:,2),:) = x_fine(father2son(:,2),:) — pi_x_fine;

%+ conpute ind(j) = dian(g )=*|| (1-Pi_coarse)*phi_fine ||_{L2(E)}"2

ind = 0.5«h. »sun(( x_fine(father2son(:,1),:).”2 + x_fine(father2son(:,2),:).722), 2);

Fiir die Berechnung des Fehlerschatzers

fig = <i ﬁz(Ei)z) v
i=1

mit ue(E;)? = length(Ei)lpH:Isg — ®¢[|12(,) gehen wir analog der Berechnung von 7, in Ab-
schnitt 5.4.2 vor. Mit x, y € R?" und

oN oN
=) Fx; und ILd =) GX
i=1 i=1

Ty

wobel y; = Uy, = @; und ej, e € gg wieder die Soéhne von F; € &, darstellen. Die lokalen
Fehleranteile kénnen dann wieder mit Formel (5.11), wie fiir den Schétzer g, berechnet werden.
D.h.

2 _ length(E;)?

fe(E;) 5 (@ - 1) + @k — Tn)?)-

Listing 5 (vgl. [1, Listing 12]) zeigt dann die Implementierung:

Die Funktion iibernimmt das Netz & in Form von coor di nat es und el enent s, die Ver-
bindung f at her 2son zwischen & und dessen Verfeinerung &, und den Koeffizientenvektor
X € R?N der Galerkin-Losung (/I\)g als Spaltenvektor x_fi ne. Als Output erhalten wir die
quadrierten lokalen Fehleranteile jig(F)? fiir jedes Element E € & als Spaltenvektor (Zei-
le 1).

Es wird der Vektor der quadrierten Netzweite (Zeile 3) und die Formel (5.10), also die
Projektion (IIy®)|g, bzgl. dem gréberen Netz & fiir alle Elemente realisiert (Zeile 6).
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5.6. Two-Level-Fehlerschétzer

Anschliefend wird X mit dem Koeffizientenvektor X —y € R2Y von &\)g — Hg@g iiberschrieben
(Zeile 9 1.).

Zum Schluss wird Formel (5.11) realisiert und der Vektor
= (e(Br),... u(Bn)?) € RY

zuriickgegeben, sodass iy = (Zjvzl vi)1/2 gilt.

5.6 Two-Level-Fehlerschatzer 7,

Fiir die Berechnung der bisherigen Fehlerschétzer wurde immer die Losung (/ﬁg bzgl. dem verfei-
nerten Netz & bendtigt. Wir untersuchen nun einen Fehlerschétzer, dessen besondere Eigenschaft
es ist, fiir die Berechnung nur die Losung @, bzgl. dem gréberen Netz £ zu verwenden. Wir de-
finieren zuerst die Galerkin-Projektion:

Seien e, ey, die Sohne von E; € £ mit den zugehdrigen Indikatorfunktionen X;, Xx. Dann ist
die Galerkin-Projektion auf den eindimensionalen Unterraum span{¢g, } mit

durch

(o, vEhv
I, 15

definiert. Damit ist der Two-Level-Fehlerschatzer

. (i TZ(Ei)Q) 1/2
j=1

Ggy = Q,Z)E fiir alle ¢» € H=Y2(T)

mit den lokalen Fehleranteilen
T(E;) = |Gy, (®r — B¢)[lv (5.12)

definitionsgeméf der Klasse der lokalen Fehlerschitzer zugehorig. Da g, und (I)g — &, Elemente
aus P°(&,) sind, kénnen wir die Galerkin-Variationsformulierung (3.10) fiir P°(&;) anwenden und
erhalten

(K +1/2) G, ¥u)r — (@, ¥p)v
Iz I%

(@ — 0, VB )v

G, (T — ®) =
e %

1/1E1- =

Vg, (5.13)

wobei Gy € §1(&;) mit
Ge=Y_5:¢ mit g = g(z)
i—1

der nodale Interpolant von den Randdaten g ist. Wir zitieren nun Theorem 4.6 aus (8] als
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~ 1/2
Satz 5.8 Der lokale Fehlerschitzer 7, = (Zf\il IGE, (P, — ‘1>g)|||%/) ist dquivalent zum

Fehlerschdtzer ny, = H‘/I\)g — @y||y. Insbesondere ist T, immer effizient und unter der Satura-
tionsannahme (3.34) auch zuverldssig bis auf Datenoszillationen. d

Mit Satz 5.7 ist 7y auch zu allen anderen bisher eingefiihrten Fehlerschétzern dquivalent.

5.7 Implementierung des lokalen Fehlerschatzers 7, in M ATLAB

Listing 6: computeEstSlpTau

function ind = conput eEst Sl pTau( f at her 2son, V_fine, b_fi ne, x_coar se)
nE = size(x_coarse, 1);

% +x build index vector son2father to link fine mesh with coarse nesh
son2f at her = zeros(2+*nE, 1);
son2f at her (fat her2son) = repmat((1:nE)’, 1, 2);

% ++ conpute energy ||| psi_E |||”2 of two—level basis function
energy = 2x( V_fine(father2son(:,1) + 2xnEx(father2son(:,1) — 1)) ..
— V_fine(father2son(:,1) + 2xnEx(father2son(:,2) — 1)) );

% ++ conpute residual of x_coarse w.r.t. fine nesh
residual = b_fine — V_finexx_coarse(son2fat her);

% +* conpute vector of (squared) indicators w.r.t. coarse nesh
ind = ( residual (father2son(:,1)) — residual (father2son(:,2)) )."2./energy;

Wir definieren wieder mit den Koeffizientenvektoren x € RY und y € R?N von ®, bzgl. der
Basis von PY(&) bzw. PY(&)

N oN
o= zixg =D UiNss
j=1 j=1

d.h. fiir ein Element F; € & und dessen Séhne e;, e, € gg gilt z; = y; = yi. Weiters definieren
wir das algebraische Residuum

T:=b-VyecR¥

mit der Einfachschichtpotential-Matrix V € R2V2N ynd b € R2Y aus (3.14) die Galerkin-Daten
bzgl. £. Mit der Definition (5.12) und Gleichung (5.13) erhalten wir

(K +1/2) Gy, yp)v — <<‘1>£a¢E¢>>V\2.

7(E)? = |G, (D, — ®))|> = 1vE3
iy

38



5.7. Implementierung des lokalen Fehlerschétzers 1y in MATLAB

Mit G € Sl(gg) als nodalen Interpolanten von g bzgl. der Basis (@)22271 gilt dann mit den
Definitionen der Matrizen V,K und M, vgl. (3.11)-(3.13),

2N 2N
(@, Xidv =V, R0 =D _5:(VXi» Xi)r = D5V = (VY);
i=1 i=1
und
2N 2N 1 1
(K +1/2)Ge, Xj)r = z;@‘((f( +1/2)G, Xj)r = Z;@(sz‘ +5M;i) = (Kg+ ;Mg),
1= 1=
= (b); = b;.
Damit erhalten wir, aufgrund von g, = —X; + Xx und ||X;|lv = || X«|lv, schlussendlich
~ S Sy ) (2 .
o _ | =bi+be— (= (V9 + (V9)|” _ [Pk — 751
To(Ei)” = S o2 =2 > o S 2
I = X5 + Xkl I — 2 €55, Xiehv + Xkl
‘Tk — 75

T 2(IR07 — (X xe) (5.14)

Wir kommen zur Dokumentation von Listing 6:

Die Funktion iibernimmt den Koeffizientenvektor x € RY der Galerkin-Losung ®, bzgl.
dem Netz &, als Spaltenvektor x_coar se. Weiters werden auch die Galerkin-Daten b e
R2N V € R2V bzgl. dem uniform verfeinerten Netz gg in Form von b_fine, V_fine und
der Zusammenhang der beiden Netze mittels f at her 2son iibergeben. Dabei gilt fir ein
Element E; = ejUey, € £ mit e;, e, € gg, dass f at her 2son(i) = [j, k]. Als Output erhalten
wir die quadrierten lokalen Fehleranteile 7,(E)? fiir jedes Element E € & als Spaltenvektor
(Zeile 1).

Es wird die Anzahl der Elemente (Zeile 2) und die Inverse zu f at her 2son berechnet, sodass
fiir ein Element E; = ej Uey, € & mit ej, e, € & son2f at her (j) = son2f at her (k) =14 gilt
(Zeile 5 1.).

Anschliefsend wird die Energienorm
el = 2 (117 — €5 Xedv) = 2(Vjj — Vi)

fiir alle ¢ = 1,..., N berechnet. Dabei wird auf die zugrunde liegende spaltenweise Speiche-
rung von Matrizen in FORTRAN eingegangen, d.h. auf die Eintrdge wird in der Form

~

Vi = Vij = Vitan(-1)
zugegriffen (Zeile 9 £.).

Es wird das Residuum T berechnet, wobei das Indexfeld son2f at her die S6hne dem richtigen
Index vom Koeffizientenvektor x bzgl. dem gréberen Netz £ zuordnet (Zeile 13).
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5. Fehlerschétzer

Zum Schluss wird Formel (5.14) ausgewertet und der Vektor
V= (Tg(El)Q, R ,Tg(EN)Q) S RY

zuriickgegeben, sodass 1) = (Z;Vﬂ vi)l/Z gilt.

5.8 Gewichteter Residualschitzer g

Im Kapitel 3 haben wir gesehen, dass das Dirichlet-Randwertproblem (1.6) dquivalent zu For-
mel (3.4) ist, d.h.

Vo=(K+1/2)g aufl.
Approximieren wir nun Gy &~ ¢ so gilt
Vor=(K+1/2)Gy auf T’

und mit der Galerkin-Losung @, € P(&) der gestorten Variationsformulierung (3.10)

(Vor, xj)r = (K +1/2)Gy, xj)r fiiralle je{l,...,N}. (5.15)

Eine weitere Moglichkeit den Approximationsfehler ||¢p — @[]y, zu schitzen, fiihrt nun tiber das
Residuum Ry, definiert durch

Ry :=V®;— (K +1/2)Gy = V(B — ¢y) € H/2(ID).

Wir motivieren mit Hilfe von [6, Abschnitt 2]: Mit gegebener Galerkin-Approximation ®, €
PO(E) € HY2(T) von ¢ gilt mit V : H-Y2(I') — H'/?(T) als beschrénkten linearen Isomor-
phismus

Cr M IRl ge ey < llde = @all gr-1r20) < Co || Rell gravzpy. (5.16)

wobei C; := ||V|| und Cs := ||[V7!|| bezeichnen. Diese Abschitzungen bilden zum Einen die
Grundlage fiir den Faermann-Residualschéitzer, vgl. Abschnitt 5.10, und fithren zum Anderen
zur Definition des gewichteten Residualschétzers

N 1/2
o0 = ||y Ryll 2y = (Z Qz(Ej)2) (5.17)
j=1

mit den lokalen Fehleranteilen

1/2
0e(By) = |lhy* Ryl 12,

Es gilt der folgende Satz, wobei wir die Effizienz bzgl. des Fehlers ||¢ — @]y fiir quasi-uniforme
Netze? aus [3, Theorem 2] zitieren.

2Fiir ein quasi-uniformes Netz gilt max hele <C gugl he|e fir alle n € N mit einer £,-unabhingigen Konstante
€&y €&y

C>0.
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5.8. Gewichteter Residualschétzer gy

Satz 5.9 Der gewichtete Residualschdtzer gy ist zuverldssig bis auf Datenoszillationen, d.h.
Crot llo — ®ellv < 00 + 0scp .
Weiters ist gy fiir quasi-uniforme Netze auch effizient bis auf Datenoszillationen, d.h.

Coit 00 < ||o — @ollv + oscpye,

wobei die Konstanten Cog, Crel > 0 jeweils Ep-unabhdngig sind.

Fiir den Beweis brauchen wir noch das folgende Lemma (vgl. [4, Theorem 1]):

Lemma 5.10 Hat f € HY(T) zumindest eine Nullstelle auf jedem Element E; der Triangulierung
&y, so gilt

N
1/2 1/2 1/2
1 llrray < Co( 3R FBasy)) = Cellbg® Fllzaqry
j=1

mit der Konstanten
Cy = C (log(1 + r(&))) ",
wobei C' > 0, k(&) die K-Netzkonstante aus (4.3) und (-)" die Bogenlingenableitung darstellt. O

BEWEIS VON SATZ 5.9 (nur Zuverlédssigkeit): Wir wollen Lemma 5.10 auf das Residuum
Ry=Vo,— (K+ 1/2) Gy

anwenden und zeigen nun, dass R, auf allen Elementen E; zumindest eine Nullstelle hat.

Fiir die Operatoren V, K gilt V : H=1/2+3(I") — H'Y/?+5(T) und K : H'/?+3(T") — HY?t5(T)
mit s € [-1/2,1/2], vgl. Lemma 3.1. Da ®, € P%(&), gilt auch ®, € L*(T') und mit s = 1/2
ist V®, € HY(I'). Weil T' eine eindimensionale Mannigfaltigkeit ist, ist V®, laut dem Ein-
bettungssatz von Sobolev insbesondere stetig. Analog ist mit Gy € S'(&) € HYI') auch
(K +1/2) G, € HY(T) stetig, womit insgesamt R, € H'(T') stetig ist. Mit (5.15) gilt

0= <Rg, Xj>F = / Ry dl’  fiir alle Ej € &p. (5.18)
E;

Die Stetigkeit von R, impliziert nun auf jedem Element F; € &£ zumindest eine Nullstelle. Die
Kombination von (5.16) und Lemma 5.10 ergibt

[¢e — q)fHH*1/2(F) <O ||R£HH1/2(F) < C2Cpop =: Cral 04,

womit der gewichtete Residualschitzer gy einen zuverldssigen Fehlerschitzer fiir den Fehler
[¢e = Pellgg-1/2(ry darstellt. Da || - || -1/2(ry eine zu || - ||y &quivalente Norm ist, gilt mit Drei-
ecksungleichung und zweimaligem Anwenden von (3.16)

e = Pell 1720y S Mo = Pellv < llo = Pellv + ¢ — dellv

(5.19)
Sl — ®ellv +oscpe S llde — el + oscp e
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5. Fehlerschétzer

Damit sind die Fehler ||¢ — ®/||y und |¢¢ — @[y bis auf Datenoszillationen &quivalent. Daher
ist der Fehlerschitzer gy, vgl. Definition (5.7), zuverlissig bis auf Datenoszillationen. U

Fiir die Implementierung gehen wir mit den selben Uberlegungen wie bei den Dirichlet-
Datenoszillationen aus Abschnitt 3.3 vor und approximieren das Residuum Ry auf einem Element
E; durch ein Polynom p; € P?[—1,1], d.h. p; & Ryo; : [-1,1] — R. Eine klassische Gaufqua-
dratur auf [—1,1] mit Exaktheitsgrad 3 mit den zwei Knoten

V3 V3

r1=——7 und x9=-—
! 3 73
und den Gewichten wy; = wy = 1 ersetzt dabei die Integration. Als Interpolationspolynom dienen
uns wieder die Lagrange-Polynome mit den Stiitzstellen (s1, s2, s3) = (1, 0, z2), d.h.

1 1
Li(s) = 55(38 —V3), Ly(s)=1-3s% Ls(s) = 55(38 +/3) (5.20)
mit den zugehorigen Ableitungen
V3
2 )
Dann gilt fiir unser Interpolationspolynom bzw. fiir dessen Ableitung

3
Li(s) = —6s, L5(s)=3s+ £

L =35 —
1(s) S 9

3 3
pj = ZRE 0vj(si) Li bzw. pg» = ZR@ o ;(si) L.
i=1 =1

Fiir die Quadratur miissen wir die abgeleiteten Lagrange-Polynome noch an den Knoten x1, xs
auswerten. Dies liefert

/ 3 / \/_ / 3

(5.21)

3
Iyan) = /2 Do) = —2V3, L) =32,
Mit Hilfe von Abschnitt 3.3 und h := length(E};) gilt

2
0i(Ej)* = ||n*? Rillf2,) = IR 25, = 2 /1 ((Reov;)'(s))” ds
2

~ 2 / (p;(s))st = 2quad3((p;-)2) =2 Zwk(p;(xk))2

1 =1
2 3 2
—9 Z <ZR4 0 v;(ss) L;(ﬂ?k)) )
k=1 =1

wobei quads(-) obige Gaufquadratur mit Exaktheitsgrad 3 bezeichnet, welche aufgrund von
(p;»)2 € P?[—1,1] exakt ist. Das bedeutet, wir approximieren

2 3
0B~ 2 3 (30 Reony(s) Liaw)) = (B, (5.22)
k=1 i=1
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5.8. Gewichteter Residualschétzer gy

mit den approximierten lokalen Fehleranteilen o/(F;). Analog zu Abschnitt 3.3 existiert zu p; €
P2[—1,1] ein Polynom p; € P%(E;) mit p; o y; = pj. Fithren wir obige Schritte in umgekehrter
Reihenfolge durch, erhalten wir

1

~ 2
00(E;)? = 2quads ((p)?) =2 /1 (p(s))"ds =h H%’H%%Ej)

und insgesamt
N 1/2 N, 1/2 s
00 R 0 1= (ZQZ(Ej)2> = <Z Iy’ (Pj)/H%%Ej)) = ||,/ Pll2m, (5.23)
Jj=1 j=1

wobei p € P?(&) das zusammengesetzte Polynom mit p| E; = pj ist.
Es gilt der folgende

Satz 5.11 (Quadraturfehler-Analyse). Fir ein fir alle Netze & nach oben gleichmdfig
beschrinktes und hinreichend glattes Residuum Ry, gilt bei uniformer Netzverfeinerung mit
Netzweite h:

(a) o0 > Ch3? fiir p € PHT)\ PYT) und g € P™(T)\ PX(T") mit einer Konstante C' > 0
abhdngig vom Rand T.
(b) o0 = Hh;/2 Ryl 2y = O(h*?) fiir glatte Dirichlet-Daten g € H'/2(T).

(c) loe — 8e| = O(RY/?) fiir Ry € C3(T).

Insbesondere hat der Quadraturfehler fiir ¢ € PL(T')\ P°(T") eine héhere Ordnung verglichen
mit der Diskretisierungsordnung.

BEWEIS: Wegen der Zuverléssigkeit von g, (Satz 5.9) gilt

oscpe + 00 > Crf |6 — @olv,

wobei die Datenoszillationen fiir g € P™(I') \ PY(I") und m > 2 laut Satz 3.3 (a) oscp, >
C' h3/? erfiillen. Da laut Voraussetzung ¢ € P1(T) \ PO(I') ist, gilt weiters mit der Konstante C,
aus Lemma 5.6 und der Bestapproximation bzgl. der L?-Norm (3.30) mit Co := Cilel

rel

oscpe+ 00 > O |6 — Rullv = Cof CTH IR 2(d — @)l 2y = Co [|BY2(6 — TLe) || 121y

rel

Wir betrachten nun die lokalen Anteile und erhalten wie im Beweis von Satz 3.6

B2 [l 1 2
1112 (6 = L) |72,y = §/1 (/1¢O’Ya‘(3) —¢O’Yj(t)dt> ds.

Wegen ¢ € PHT) \ PXU") C CH(T) ist (¢ o 7]»)’(5) fiir alle £ € (—1,1) konstant. Nun folgt aus
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir alle festen s,t € (—1,1) mit einer Zwischenstelle

§e(-1,1)
poj(s) —dpon(t)=(poy)(€) (s —t) = (o) lLee(-1,1) - (s —1).
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Analog dem Beweis von Satz 3.6 gilt weiters

h4
1h'/? (¢ — Wep)| 72,y = B 19117 (1)

und mit N =1/h

N 1/2
oscp e+ 00 > Co |h? (6 = Te@) | L2(ry = Ca (Z 1h*/2(¢ — Hz¢)||%2(Ej)>
j=1

V3

h4 2 1/2 3/2
= o (G NI Nmry) " = Co ¥ ¢ oo,

womit (a) bewiesen ist.
Laut Satz 5.9 ist gy effizient bis auf Datenoszillationen bzgl. des Fehlers ||¢ — ®¢lv, d.h. es gilt
ot S ll¢ — @ellv + oscp e

Daraus folgt wegen Satz 3.3 und Satz 3.6 unmittelbar die Behauptung (b).
Fiir die Behauptung (c) folgt mit (5.23) aus der umgekehrten Dreiecksungleichung

N
loe = @e* < Ih'? (Re =) G2y = D BN (Re = B) (172, (5.24)
j=1

Analog zum Beweis von Satz 3.3 erhalten wir mit Lemma 3.2 mit m = 2 und R, € C3(T) auf
jedem Element E;

W (Be = P72, < C*ROIRY 70w (1,

Unter der Voraussetzung, dass ||R}’||f(g;) < M < oo fiir alle j = 1,..., N unabhingig von &
ist, folgt aus (5.24) mit N = 1/h fiir uniforme Netze die zweite Behauptung. O

5.9 Implementierung des gewichteten Residualschatzers g, in M ATLAB

Listing 7: computeEstSIpResidual

function ind = conput eEst Sl pResi dual (coor di nat es, el enent s, phi h, gh)
% +* CGaussian quadrature on [—1,1] with 2 nodes and exactness 3
quad_nodes = [-1 1]/sqrt(3);

quad_wei ghts = [1;1];

%+ el enentwi se interpolation is done in (gauss_|left,gauss_right, m dpoint)
quad_nodes(3) = 0;

nE = size(elements, 1);

nQ = | engt h(quad_nodes) ;
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5.9. Implementierung des gewichteten Residualschétzers gy in MATLAB

% +* build vector of evaluations points as (nQnE x 2)—matrix
a = coordinates(el ements(:,1),:);

(=2
11

coordi nates(el enents(:,2),:);
sx = reshape(a, 2*nE, 1) *(1—quad_nodes) + reshape(b, 2*nE, 1) *(1+quad_nodes);
sx = 0.5*reshape(sx’, nQ:nE, 2);

%+ eval uate gh el enmentw se at (left, right, mdpoint)
gh_left = gh(elenents(:,1));

gh_right = gh(elenments(:,2));

gh_sx = gh_l eft*(1—quad_nodes) + gh_right*(1+quad_nodes);
gh_sx = 0. 5*reshape(gh_sx’, nQ:nE, 1);

% ++ evaluate p = Vxphih — (K+1/2)*gh el ementwi se at (left, right, mdpoint)
p = eval uat eV(coordi nat es, el enent s, phi h, sx)

— eval uat eK( coor di nat es, el ement s, gh, sx)

— 0. 5+xgh_sx;
p = reshape(p, nQ nE)’;

% ++ eval uate arcl ength—derivative p° elenmentwi se at (left,right)
p_prime =p=*[-31; —-13; 4 —4]*sqrt(0.75);

%+ return ind(j) = diam(E) * || [ V«phi — (K+1/2)*gh ]" || _{L2(E)}"2
ind = 2+xp_prime. *2xquad_wei ght s;

Listing 7 zeigt die Implementierung in MATLAB:

In Zeile 1 wird das Netz & in Form von coor di nat es und el enent s eingelesen. Weiters
werden die Koeffizienten x der Galerkin-Losung @, als Spaltenvektor phi h und die Funktion
g als gh iibernommen. Als Output erhalten wir die quadrierten lokalen Fehleranteile g,(E)?
flir jedes Element E € & als Spaltenvektor.

Es werden die Knoten und die Gewichte fiir die Quadratur definiert (Zeile 3 f).

Fiir die Interpolation auf den Elementen E; € £ wird noch der Mittelpunkt 0 in das Array
quad_nodes beigefiigt (Zeile 7). Weiters werden noch die Anzahl der Elemente (Zeile 8) und
Anzahl der Knoten (Zeile 9) ausgelesen.

Laut Formel (5.22) muss die Berechnung von Ry o v;(s;) fiir i = 1,2,3 je Element erfolgen.
Es wird

1 1
vj(si) = 5(0,]' + bj + s; (bj — aj)) = 5((1 — SZ')CL]' + (1 + Sz)bj)
fiir (s1, s2, 83) = (—5°,%5>,0) berechnet. Anschliekend werden die Koordinaten in das
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(NQnEx2)-Array sx in der Form

coor di nat es (v,
coor di nat es (v
coor di nat es (v
coor di nat es (
coor di nat es (y2(s2
(

SX= | coordinates(y2(s3

coor di nat es (Yng(s1))
coor di nat es (yng(s2))
coor di nat es (WnE(Ss))

geschrieben. Dabei gilt coor di nat es (v;(s;)) = sx(nQ(j — 1) + i) mit nQ= 3 (Zeilen 12-15).
Aufgrund der Linearitdt von G, erfolgt die Auswertung in den Knoten analog

Gy oy (t) = %((1 ~)Gu(a;) + (1+ )Ge(by)) fiir t € {s1, 52, 53).
Das Ergebnis wird in das (nQnEx1)-Koordinatenarray gh_sx gespeichert (Zeilen 18-21).

Danach wird die Formel
Rg (¢} 'yj(si) = (V(I)g — (K + 1/2)Gg) o ’yj(si)

ausgewertet und in das (NnExnQ)-Array p geschrieben, wobei

p(j,1) = Rgo;(s1) = Ryoy;(—V3/3)
P(4,2) = Ry o;(s2) = Ryo;(V3/3)
P(j,3) = Ry o;(s3) = Reo;(0)

fir alle Elemente E; € & gilt (Zeilen 24-27). Zum Schluss erfolgt mit den Lagrange-
Polynomen aus (5.21) und deren Auswertung in den Quadraturknoten (z1,x2) = (s1, $2) =
( V3 V3

—%%,%%), die Realisierung von Formel (5.22) in Form einer Matrix-Vektor-Multiplikation

(Zeilen 30 und 33). Zurtickgegeben wird dann der Vektor
V= (gg(El)Q, ey Eg(EN)Q) S RN,

sodass gy = (ZjV:1 vl-)l/Q gilt.
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5.10. Faermann-Residualschétzer o,

5.10 Faermann-Residualschéatzer ¢,
Mit dem Residuum
Ry =V&,— (K +1/2)Gy =V (P — ¢y)

aus dem vorigen Abschnitt motivieren wir einen weiteren Fehlerschétzer fiir den Fehler ||¢— @]y
und gehen dabei wie in [6, Abschnitt 2| vor: Wir rufen die bereits in Kapitel 3 auf H'/?(T)
definierte Sobolev-Slobodeckij-Norm (3.1)

1/2
ll ey = (Nl + 2y

mit der zugehorigen Halbnorm (3.2)

u\xr) —u 2
sy = [ [ ar ) )

y|?

in Erinnerung. Bezugnehmend auf (5.16) konnte man, alternativ zum gewichteten Residualschét-
zer, versuchen || Ry[| g1/2(py durch lokale Anteile auf den Elementen Ej; € & = {E,..., Ey} der
Form ||R€HH1/2(EJ-) zu approximieren. Fiir die Sobolev-Slobodeckij-Norm aus (3.1) ist

N
S IR 12y < IBellpagry
j=1

leicht einzusehen. Problematisch ist allerdings, dass die umgekehrte Ungleichung nicht einmal in
einer allgemeineren Form gilt, d.h. fiir alle C' > 0 existiert eine Funktion v € H 1/2 (T') mit

N
c Z HUqul/z(Ej) < HUH?{IM(F)v
j=1

wie ein Gegenbeispiel in [5, Theorem 3.2| zeigt.

Ey
E; Zj
Abbildung 2: Uberlappender Bereich wj = F; U E,

Ein Ausweg aus diesem Dilemma besteht darin, die Halbnormen (3.2) auf den tiberlappenden
Bereichen

Wy ::U{Eeﬁg : ZjEE},

mit den Knoten z; € Ky zu betrachten. Somit ist ein {iberlappender Bereich als Vereinigung zweier
benachbarter Elemente der Triangulierung darstellbar. Aufgrund von adaptiver Netzverfeinerung,
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werden benachbarte Elemente nicht immer fortlaufend nummeriert sein. Mit einer (bijektiven)
Permutation diirfen wir aber 0.B.d.A. von der Bezeichnung

wj = Ej UFEr, mit j#k (525)

und Fj € & als rechten Nachbar von F; ausgehen, vgl. auch Abbildung 2. Zusammenfassend
aus |5, Theorem 4.1] und |6, Proposition 3.1] gilt nun

Lemma 5.12 Fiir v e HY2(T) gilt:

(a) Mit einer E-unabhdingigen Konstanten Cp > 0 gilt

N
Z ’U HY/2(w < Ch HUHHW
(b) Ist zusitzlich [pvdl =0 fir alle E € &, dann gilt

N
loll2 2y < Co S 10pnsage .
j=1

wobei die Konstante Co > 0 nur von k(&) abhdngt. O

Wegen (5.18) kénnen wir Lemma 5.12 auf das Residuum R, € H (') € H'/?(I') anwenden,
sodass aus (5.16)

. ) 1/2 _ N ) 1/2
Ceff (Z |R€|H1/2(wj)) < ||¢€ - q)fHH*l/?(F) < Crel (Z |R€|H1/2(wj))
j=1

j=1

und weiters aus (5.19)

N 1/2
Cat (D 1Bilnsay)) " < llé = dlly + osepy (5.26)
=1
bzw.
1/2
Crat 6 — Doy < (Z!Rz\m/z W) Tosen, (5.27)
7j=1

-~ 1/2
mit gewissen Konstanten Ceg, Crel, Cofr, Crel > 0 folgt. Folglich ist (Z =1 | Ry|? H1/2 (0 )> ein bis
wij

auf Datenoszillationen effizienter und zuverléssiger knotenbezogener Fehlerschéatzer. Hinsichtlich
der bei uns durchgefiihrten elementbezogenen adaptiven Netzverfeinerungsstrategie interessieren
wir uns auch wieder fiir einen solchen Fehlerschétzer.
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Abbildung 3: Uberlappender Bereich wj U wr(j)

Mit der Indexmenge Z; := {k € {1,...,N} : E; C wy} definieren wir mit den lokalen Feh-
leranteilen

0e(Ej)? = [Rel /2 ()
k‘EIj

den Faermann-Residualschatzer

pr = (iw(Ej)Q)m
j=1

als weiteren elementbezogenen Fehlerschétzer.

Da wir von geschlossenen Réndern ausgehen, kénnen wir dies noch kompakter anschreiben. Sei
dazu 7 : N — N eine bijektive Abbildung, sodass wy ;) Nw; = E; mit 7(j) # j gilt. Demnach ist
7(j) die Abbildung auf den linken Knoten (im mathematisch positiven Sinne) von z; € K. Im
Folgenden werden wir fiir die weitere Notation immer Ej; als linkes Nachbarelement von E; € &
annehmen, d.h. w(j) =4, vgl. auch Abbildung 3.

Damit gilt fiir die lokalen Fehleranteile auf einem Element E; € &

SDZ(E]')Q = |R€|§{1/2( )t |Ré|?{1/2(wj)a

“r(5)

wobei W () = E;UE; und w; = E; U Ej.

Satz 5.13 Der Faermann-Residualschitzer g ist effizient und zuverldssig bis auf Datenos-
zillationen. Weiters gilt bei hinreichend glatten Dirichlet-Daten g € Hl/Q(F) und Neumann-
Daten ¢ € H*1/2(F) bei uniformer Netzverfeinerung mit Netzweite h

oo = O(h*?).

BEWEIS: Die erste Aussage folgt unmittelbar aus der Aquivalenz

N N N
2 2 2 2 2
Zl ’RZ’HI/Q(wj) < Zl (’RZ‘HI/Q(WWU)) + ‘RZIHI/Q(UJJ.)> =@y = 2 Zl ‘RZIHI/Q(wj)
J= J= J=
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und den Ungleichungen (5.26), (5.27). Fiir die zweite Aussage erhalten wir aus Lemma 5.12 (a)

N
o= (IR, )+ 1Relrog,))) < 21 IR -
j=1

Es gilt Ry = V(¢y — ®y) mit dem beschrinkten linearen Operator V : HV2(T) — HY(I).

Folglich erhalten wir aufgrund der Aquivalenz || - || z-: ey~ llv

@% 5 HRZH%]Uz r 5 ||¢€ - ‘1)£||§1—1/2 r 5 |||¢Z - ‘1>£|||%/
) )

Wegen (5.19) gilt ||¢¢ — P¢flv < ||¢ — Pe|lv + 0scp ¢ und weiters mittels Satz 3.3 und Satz 3.6 die
zweite Behauptung. O

Fiir die Implementierung des Faermann-Residualschétzers

N N
= .ZELM(Ejy = Z <‘R5’?{1/2(wm)) + ’RZ‘%UM(W))
]:

j=1

bendtigen wir die lokalen Anteile |Ry|? und orientieren uns fiir deren Berechnung an |6,

H1/2( )
Abschnitt 6.5]: Mit w; = E; U Ej, als Veremlgung des Elementes E; € & mit dessen rechten

Nachbarn E; € & gilt

Ry( R
N A O 41 () ar(y).

mne{jk}

Die Transformation (s,t) — (ym(s), 7 (t)) = (2,y) mit der Referenzparametrisierung (2.1) fiihrt
mit Ay, := length(E,,) auf

hon h |R¢ 0 ym(s) — Ry oy (t)]?
) B ds dt.
[Relyiro o) = / / [Ym(8) = ()2 ’

mne{j k}

Mit der Definition

h h 1 m " t 2
|Rg o Ym(s) — Ry 072 (t)] Js di (5.28)
|’7m S) — Wn(t)|
folgt dann
’Rz‘él/z(wj) =1, + 2 Ijk + Ipg- (5.29)

Fiir die Berechnung von Ij; in (5.29) mit j # k wenden wir je Integral eine klassische Gauf-
quadratur auf [—1,1] mit Exaktheitsgrad 3 an und bezeichnen sie mit quads,s(-). Mit w; =
E; U E}, = |aj,bj] U [ag, bg], wobei b; = aj, impliziert dies mit den Gauksknoten

V3 V3

T1 =5 und x9 = —

3
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5.10. Faermann-Residualschétzer o,

und den Gauftgewichten w, =1 fiir o = 1,2

' 1,1
h hk/ / [ Ry o;(s) — Rfozk(” ds dt =: hjhk/ / w(s,t)dsdt
75 (s) = ()I 4

hih hj hy, 2 hihp <
]4 quads, g (w) = 4 <Zw0w(:ca,t)) dt = J4 Z Wo Wy W(Tg, xr)
o=1

o,r=1

Q

-1

d.h. wir approximieren

h hk |Rpo7j(xe) — Reoye(zr))> =~ .
=:1; firj#k. (5.30)
Z i (o) = i ()2 ’

o,r=1

Fiir die Terme I;; und Iy in (5.29) konnen wir anders vorgehen und approximieren py ~ R;o7y
auf dem Element Ej = [ag, by] mit einem Polynom p; € P?[—1,1]. Das Polynom py, ist dann
von der Form

pr(z) = cp 2 a? + Ck,1 X + Ck 0 (5.31)

fir geeignete Koeffizienten ¢y, ;. Nun folgt mit der Definition (5.28)
1 1 _ 2 _ np
/ / |px(s) — pi(O)* ddt hz/ / lcr2 8% + cra s — aro Ck21 ® e
[ (s) — e ()? |s (b — ar) —t (b — ay)|
1 2 _ 42
—1 —1)]
:/ / |ck,2(s )—l—cms / / cin (54 1) ‘|‘Ck1) e di
-1J-1 s — 12

1
8
= / / Cho(5® + %) + iy + 2cp 2(crast + cp1s + cpot) ds dt = gci,Q +4cf ;.
—-1J-1

Fiir das Interpolationspolynom py verwenden wir wieder die Lagrange-Polynome L; aus (5.20) mit
den Stiitzstellen (s1, s2, s3) = (21, 0, 22) = (—/3/3, 0, V/3/3). Definieren wir 7 ; := Ryovk(s;),
so folgt mit der Definition der Lagrange-Polynome

3
=3 Rro ) Liw) = i1 5 L (32 = V3) 4 rs (1 — 302) + ras %x(?)x +3)

V3

= 5(%1 — 272 — Tk 3) a? + 7(%3 —TR1) T+ Th2

Damit gilt fiir die relevanten Koeffizienten in (5.31)

3 V3
Cho = 5(%1 —2rp2 —7g3) und ¢y = 7(7“19,3 - Tk1)
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5. Fehlerschétzer

und weiters

8 /3 2 V3 2
Ik =5 | (kg —2rpo —71i3) | +4( (ks — k1)
3\ 2 2
= 97’271 + 24 7’%72 + 97’273 — 247 1R+ 671 TE3 — 24T 2T 3

Insgesamt erhalten wir dann
I, =3 (’I“k73 — ’I“k71)2 + 6 (’I“k71 -2 k2 + Tk73)2. (5.32)

Selbiges gilt fiir I;;. Flihren wir analoge Berechnungen fiir den Bereich wy ;) = E; U Ej; als Verei-
nigung von E; € & mit dessen linken Nachbarn E; € £ durch, so erhalten wir zusammenfassend

ve(E5)? = Relteg, )+ IRzI%uz(wj) ~ (L5 + 2T + Iie) + (T + 2Ty + 1)

wWn(4)

und folglich die approximierten lokalen Fehleranteile
0o(Ej)? = 2 (L5 + Tij + Ijn) + Lii + I = e(E;)? (5.33)

mit den Definitionen (5.30), (5.32). Es gilt
N
- _ 1/2
PR Py = (Z SDE(EJ)Q) : (5.34)
j=1

5.11 Implementierung des Faermann-Residualschitzers ¢, in M ATLAB

Listing 8: computeEstSlpFaermann

function ind = conput eEst S| pFaer mann( coor di nat es, el ement s, phi h, gh)
% +* CGaussian quadrature on [—1,1] with 2 nodes and exactness 3
quad_nodes = [—1 1]/sqrt(3);

quad_sum=1112 2; 121 2];

% *+ el enentwi se interpolation is done in (gauss_|eft, gauss_right, m dpoint)
i nterpol ati on_nodes = [ quad_nodes, 0] ;

% +* define constants

nE = size(elenents, 1);

nC = size(coordinates,1);

nQ = | engt h(quad_nodes) ;

nl I engt h(i nterpol ati on_nodes);

% ++ build vector of evaluations points as (nl*nE x 2)—matrix

a = coordinates(elements(:,1),:);
b = coordinates(el ements(:,2),:);
sx = reshape(a, 2xnE, 1) *(1—i nt er pol ati on_nodes)

+ reshape(b, 2+nE, 1) *( 1+i nt er pol ati on_nodes);
sx = 0.5*reshape(sx’, nl*nE, 2);
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5.11. Implementierung des Faermann-Residualschitzers @y in MATLAB

%+ eval uate gh el enmentw se at (left, right, mdpoint)
gh_left = gh(elenents(:,1));
gh_right = gh(elenments(:,2));

gh_sx = gh_l eft*x(1—i nterpol ati on_nodes) + gh_right*(1+i nterpol ati on_nodes);
gh_sx = 0. 5*reshape(gh_sx’, nl *xnE, 1);
%+ eval uate residual = V«phih — (K+1/2)*gh el enentwi se at (left, right, mddle)
resi dual = eval uat eV(coordi nates, el enents, phi h, sx)
— eval uat eK( coor di nat es, el ement s, gh, sx)
— 0. 5+xgh_sx;
resi dual = reshape(residual,nl,nE)’;

% ++ determ ne right neighbour Ek and | eft neighbour E of elenment E
node2ri ght El enent = zeros(nC, 1);

node2l eft El ement = zeros(nC, 1);

node2ri ght El enent (el ements(:,1)) = (1:nE)’;

node2l eft El enent (el ements(:,2)) = (1:nE)’;

el ement 2ri ght Nei ghbour = node2ri ght El enrent (el ements(:, 2));

el enent 2| ef t Nei ghbour = node2l| eft El ement (el ements(:,1));

% ++ conmpute int(E x E) =int_{E} int_{F} |p(s)—p(t)|"*2/ |s—t|"2 dt ds
% +* note: after transformation to [—1,1] and pol ynom al interpolation
% ++ the integrand is of the type |qg(s)—q(t)|”2 with a polynonial q
% *+ and can thus be integrated analytically
intE Ef = 3*(residual (:,2)-residual(:,1)).”2 + 6*(residual (:,1)
+residual (:,2)—2+residual (:,3))."2;

% ++ conpute | ocal nesh-size
h = sqgrt(sun{(coordinates(el ements(:,1),:)—coordi nates(el enents(:,2),:))."2,2));

% ++ conmpute int(E x Ek) = int_{E} int_{Ek} |R(X)—R(y)|"2 / |x-y|”"2 dGamma(Xx,y)
j = [1:nE";

k=el ement 2ri ght Nei ghbour (j);

res_j = residual (j,quad_sun(1,:));
res_k = residual (k,quad_sun(2,:));
nom= (res_j — res_k)."2;

jidx = [(nl*j — (nl=1)) (nl*j-1)];

kidx = [(nl*xk — (nl—-1)) (nl*k-1)];

jidx = reshape(jidx(:,quad_sum(l,:)) ,nQ@nQnE 1);
ki dx = reshape(kidx(:,quad_sum(2,:))’,nQxnQnE, 1);
denom = sun((sx(jidx,:) — sx(kidx,:))."2,2);
denom = reshape(denom n@nQ nE)’ ;

intE Ek = 0.25+*sun{nom /denom 2).*h(j).*h(Kk);

%*+ return ind(j) = int(E x E) + 2xint(E x Ek) + int(Ek x Ek)
O * x +int(BEi x E) + 2+xint(E x E) +int(g x F)
ind = 2«(intEE + intE Ek + intE Ek(el ement 2| eftNei ghbour) )...
+ i nt Ej Ej (el enent 2ri ght Nei ghbour) + intEj Ej (el ement 2] ef t Nei ghbour);

Wir kommen zur Dokumentation von Listing 8:

In Zeile 1 wird das Netz & in Form von coor di nat es und el enent s eingelesen. Weiters
werden die Koeffizienten x der Galerkin-Losung @, als Spaltenvektor phi h und die Funktion
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5. Fehlerschétzer

g als gh {ibernommen. Als Output erhalten wir die quadrierten lokalen Fehleranteile @, (E)?
fiir jedes Element E € & als Spaltenvektor.

Es werden die Gaukknoten definiert (Zeile 3). Das Array quad_sum (Zeile 4) gibt die Rei-
henfolge der Summierung fiir die spétere Quadratur vor.

Fiir die elementweise Interpolation durch ein Polynom wird noch ein dritter Auswertepunkt
den Gaufknoten beigefiigt und in den Vektor i nt er pol ati on_nodes geschrieben (Zeile 7).

Anschliesend wird die Anzahl der Elemente nE, Koordinaten nC, Quadraturknoten nQ und
Interpolationsknoten nl ausgelesen (Zeilen 10-13).

Fiir die Auswertung von R, werden die Punkte v;(¢) fiir t € {s1, s2, 53} = {—ﬁ VE 0} benos-

39 30
tigt. Wegen Zeile 7 gilt in der Implementierung (s, sa, s3) = (—ﬁ7 ﬁ, 0). Die Koordinaten

373
der Punkte

werden dann in der Form

coor di nat es (1 (s1
coor di nat es(y
coor di nat es(y
coor di nat es (
coor di nat es
(

nl -nEx2
coor di nat es(y2(s3 €R ) (5.35)

SX =

coor di nat es (ynE(s1)
coor di nat es (ynE(s2)
coor di nat es (ynE(s3)

— N —

gespeichert, d.h. es gilt coor di nat es (v;(s;)) = sx(nl (j — 1) + i) mit nl = 3 (Zeilen 16-20).

Es werden die Werte von

1 .
Gyon;(t) = 5((1 —1)Gy(aj) + (1 + t)Gg(bj)) fir t € {s1, s2, 3}
berechnet (Zeilen 23-26) und das Residuum

Ryonj(si) = (V= (K +1/2)G) o v;(si)

fiir i = 1,2,3 ausgewertet (Zeilen 29-32). Dabei gilt r esi dual € RNExNT i

Ryov;(s1) = Ry ov;(—v3/3)
Ryovj(sa) = Ryoj(V3/3) - (5.36)
Ryo 'yj(83) =Ryo fyj(())

resi dual (j,1)

1
resi dual (j,2)
resi dual (7, 3)

fiir alle Elemente E; € &.
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5.11. Implementierung des Faermann-Residualschitzers @y in MATLAB

Anschliefend wird geméf (5.25) zu jedem Element E; = [a;, b;] das Nachbarelement Ej =
[ag, by mit b; = aj, in den Vektor el ement 2ri ght Nei ghbour € RNE gespeichert. Folglich
kann mittels el ement 2ri ght Nei ghbour (j) = k und el enent s(k,:) auf das rechte Nachba-
relement von el ement s(j,:) zugegriffen werden. Analoges gilt fiir das linke Nachbarelement
von Ej (Zeilen 35-40).

Bezugnehmend auf Formel (5.33) berechnen wir Iy fiir alle Elemente Ej € & durch (5.32),
d.h.

Tpk = 3 (1,3 — Tk,1)2 +6(rg1 —2rk2 + %3)2’

wobei ry; = Ry o v;(8;) mit 51 = s1, 53 = s3, 53 = so und (5.36) zu beriicksichtigen ist
(Zeile 46 f.).

In Zeile 50 erfolgt die Berechnung der Netzweite aller Elemente.

Es werden die Elemente mit den zugehorigen rechten Nachbarelementen in die Vektoren j
und k gespeichert (Zeile 53 f.). Nun erfolgt die Realisierung von Formel (5.30), d.h.

2
~ h;h R ; - R 2
Ijk _ " k Z ‘ AR (1’0) A 'Ykgx’r)‘ fiir ] 7& k.
T2 ) i)
Die Reihenfolge der Summierung ist durch quad_sumin Zeile 4 festgelegt, d.h. o durchlauft
quad_nodes(1,:) und 7 quad_nodes(2,:).

Mit den Gaufknoten x; = s; und zo = sy werden unter Beriicksichtigung von (5.36) die
einzelnen Zahler der 4 Summanden berechnet und in den Vektor nomgeschrieben (Zeilen 55—
57).

Anschliefsend erfolgt die Ermittlung der Indizes j i dx, ki dx fiir die Auswertung des Nen-
ners: Es wird auf die Indizes der in sx gespeicherten Elemente v;(x1), vj(z2) zugegriffen,
vgl. (5.35), und in das Array j i dx € RN Ex2 geschrieben (Zeile 58). Aus diesem Indexvorrat
werden nun die Indizes fiir die durch quad_nodes(1,:) festgelegte Reihenfolge entnommen
und nach ,reshapen” neuerlich in den Vektor j i dx € RNQNQNE geschrieben (Zeile 60). Ana-
loges passiert fiir ki dx.

Nun wird der Nenner und insgesamt (5.30) ausgewertet (Zeilen 62-64).

Zum Schluss wird @,(F;)? mittels Formel (5.33) fiir alle E; € & berechnet und
vi=(Ge(Br)’,..., Pu(EN)?) € RY

zuriickgegeben, sodass @y = (Z;Vﬂ vi)l/Z gilt (Zeilen 68 f.).
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5. Fehlerschétzer

5.12 Steinbach-Schitzer o,

Als letzten Fehlerschatzer betrachten wir den Steinbach-Schatzer. Die Grundidee ist dabei die
Approximation des Fehlers

dp— e HYV2T) auf T

bzgl. der Energienorm mit Hilfe einer Neumann-Reihe, wobei ®, € P°(&;) wieder die Galerkin-
Losung der Variationsformulierung (3.10) mit dem nodalen Interpolanten Gy € S*(&;) und ¢,
die exakte Losung der Symm’schen Integralgleichung

Vo= (K +1/2)Gy (5.37)

darstellt. Formel (5.19) zeigt, dass dies eine bis auf Datenoszillationen dquivalente Approximation
des Fehlers [|¢p— @]y ist. Wir werden zwei Moglichkeiten der Implementierung, jeweils eingefiihrt
in [16] bzw. [17], vorstellen.

Bei der Motivation der Steinbach-Schétzer orientieren wir uns an [16, Abschnitt 2| und defi-
nieren bezugnehmend auf die Darstellungsformel (3.7)

(W) (&) := (V&) (&) — (KGy)(F) fiir alle & € O (5.38)

mit den Operatoren V und K aus (1.3) bzw. (1.4). Damit ergibt sich fiir die Spur p, siche
etwa [18, Abschnitt 6.2 und 6.4],

Goi=Tylr = V& + (12 — K) Gy € HY?(T) (5.39)

mit dem Einfachschichtpotential V' aus (3.5) und dem Doppelschichtpotential K aus (3.6). An-
wenden der Normalenableitung auf (5.38) fithrt zu

~ 0 -
Gp = o e = (1/2+ K&, + WG, € HV(I), (5.40)

siehe beispielsweise [18, Abschnitt 6.3 und 6.5|. Beteiligt sind das adjungierte Doppelschicht-
potential K’ : H_l/Q(I‘) - H—1/2(1‘)

~ [ e o)ar) = —5- [ 0 o)

2r Jpo |z —yl?

und der hypersingulire Integraloperator W : H/2(I') — H~1/2(I)

(Wg)(z) = anx/a—nwa y)g(y)dl'(y) = —+—(Kg)(z)

fir alle z € T'. Analog dem Lemma 3.1 fiir V und K zitieren wir wieder [18, Satz 6.11], sodass
auch fiir K/ und W gilt:
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5.12. Steinbach-Schétzer oy

Lemma 5.14 Sei ' der Rand eines Lipschitz-Gebietes Q). Dann sind die linearen Randintegral-
operatoren

K': H7Y?5(D) - H=1/23(D)
W - H1/2+S(F) N H71/2+S(F)

fiir alle s € [—3, 3] beschrénkt. 0

Weiters erfiillen jeweils T~/<I>g und K g die Laplace-Gleichung, siehe etwa [18, Lemma 6.3 und 6.7],
sodass mit (5.39) insgesamt

—Auy=0 inQ
17@ = gg auf I’

und folglich die Symm’sche Integralgleichung (3.4) in der Form
Vée=(K+1/2)g aufT (5.41)

gilt. Wir schreiben nun Lemma 2.1 aus [16] als folgendes

Lemma 5.15 Der Fehler ¢y — ®y ist Losung der Randintegralgleichung
(1/2 = K')(¢e = @0)(w) = (¢ — Do) ()
fiir alle x € T'.
BEWEIS: Schreiben wir (5.37) in der Form
Go=Veoy+(1/2 — K) G,
und subtrahieren wir davon (5.39) so erhalten wir
V(pe — ®¢) =Gp— gy aufl. (5.42)

Weiters gilt mit (5.41) und (5.37)

V(ge — ¢0) = (K +1/2)(g — G) auf I (5.43)
Demnach erhalten wir aufgrund der Linearitat der Operatoren V, K, (5.42) und (5.43)

V(ge — o) = V(de — b)) + V(e — ®f) = —(K +1/2)(Ge — Go) + G — G
= (1/2 = K)(Ge—g0) = (1/2 = K)V(¢y — )

Weiters erhalten wir wegen KV = VK’ vgl. [18, Folgerung 6.3],
V(ge — @) = V(1/2 = K')(¢r — o).

Aus der Bijektivitat von V folgt die Behauptung. U
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5. Fehlerschétzer

Um die Invertierbarkeit von 1/2 — K’ nachzuweisen, zitieren wir eine Kontraktionsabschitzung
aus [18, Folgerung 6.8]:

Lemma 5.16 Der Operator T : H-Y2(I') — H~Y2(T"), definiert durch
T:=1/2+ K/, (5.44)
ist beschrdnkt mit einer Kontraktionskonstante Cp < 1. D.h. es gilt

174l < Cr lllv
fiir alle ¢ € H=Y2(T). 0

Da (H “V2(D), - |||V) ein Banachraum ist und weiters fiir den linearen, beschrénkten Operator
T wegen Lemma 5.16 ||T'|| < 1 gilt, konvergiert die Neumann-Reihe

o0
S
v=0
Insbesondere ist der Operator (1/2 — K') = (I —T) : H~Y/2(I') — H~Y/2(T") bijektiv, und es gilt

= iT” < 0. (5.45)

Mit Definition von 7" und Lemma 5.15 erhalten wir auf dem Rand T’

(I = T)(be — Do) = (1/2 = K') (¢ — Dp) = by — ¥y (5.46)
was mit (5.45) zu
eoi=p— By =) T"(dp— ®g) € H V(I) (5.47)
v=0

fiihrt. Damit lautet die approximierte Fehlerfunktion mit ¢ € Ny und 65 = qf)g —
q ~
= T"(¢0 — By) = ZT” e H2(D). (5.48)
v=0

Aus (5.46) und der Definition (5.47) fiir €/ erhalten wir

el ZTV@ By) = ZT”[ T)e, = ZTQ ZT+ ) =ep— TT g,

Damit folgt einerseits mit Lemma 5.16

1 1
120y < lleellv + CE M leclv = (1 + CEY ey
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5.12. Steinbach-Schétzer oy

und andererseits mit umgekehrter Dreiecksungleichung und neuerlichem Anwenden von Lem-
ma 5.16

+1
It v = [lleelly = IT" eellv | = leelly — 1T eclly = leellv — CF lleclly

= (1= CF Dleclv-

Insgesamt gilt also

1 (@) 1 (@)
Tleg v < llge — Pellv < lleg v, (5.49)
14 Cf 1-CF

d.h. |||6gq) Il ist wegen Cr < 1 asymptotisch exakt fir ¢ — oo.

Unser Ziel ist eine fiir die Praxis anwendbare Form der Bauart (5.48). Sei dazu Eék), ke N,
eine beliebige k-fache uniforme Verfeinerung der Triangulierung & mit der lokalen Netzweite

hék) € PO(Eék)), sodass

h{P |5 = length(E)  fiir alle E € &)

gilt. Weiters sei Hgk) die durch (3.29) definierte L?-Orthogonalprojektion auf PO(Eék)). Dann
definieren wir

q
e =" MP Ty e PO(E) mit e =11 (g — @) (5.50)
v=0

und eék’o) = e@k) = Hﬁk)eﬁo) fiir alle ¢ € No. Wegen @, € P°(&) C L*(T) und G, € S'(&) C
HY(T) erhalten wir mit Lemma 5.14 dr = (1/2 + K'\®; + WG, € L3T) und folglich auch
¢p — @y € L2(T). Weiters ist T =1/2+ K’ : L*(T') — L?(") wegen Lemma 5.14 beschrinkt und
daher (5.50) sinnvoll definiert.

Als Berechnungsmethode von eék’Q)

nition cék’p) = (Hék)T)peyﬁ) € PO(Eék)) fiir p € N erhalten wir

bietet sich ein iteratives Verfahren an, denn mit der Defi-

p
eék,p) _ Z (Hgk)T)yegk) _ egc,p—l) + (Hék)T)pegk) _ egc,p—l) + Cgk,p)

v=0
und daher eine berechenbare Folge

eékvp) (kvp_l) + cék;vp)

=e; mit cék’p) = Hﬁk)Tcék’p_l) (5.51)

firp e {1,...,q} und c§k’0) = egk’o) = egk) = H§k)a§0).

Wir schreiben nun Theorem 3.3 aus [17] als

99



5. Fehlerschétzer

Lemma 5.17 Sei ¢y durch (5.40) und eﬁk’q) durch (5.50) definiert. Weiters bezeichne ®y die zur
Triangulierung & gehdrige Galerkin-Lésung. Dann gilt mit

ZQSg—q)g und 6%0) :&—@g

und der maximalen Netzweite der Triangulierung ||h§k)”Loo(1") = max hék)|E die Beziehung
Eeg,

) (k) 1/2 0
1+Cﬁ4w Oy = g+ DI 12 e 12r))

k7
< eellv < (el v + € (a+ D IR N2 gy e ey )

1— gt

wobet C7 < 1 die Konstante aus Lemma 5.16 und die Konstante C > 0 von q € Ny abhdngig ist.
Insbesondere ist der Fehlerschdtzer |||egk’q) v fiir hinreichend kleines Hhék)HLoo(F) < el oo (ry
effizient und zuverldssig bis auf Datenoszillationen.

BEWEIS: Wir orientieren uns an der Beweisfithrung in [17, Abschnitt 3] und teilen den Beweis
in mehrere Schritte:

(i) Als Erstes zeigen wir, dass
I 0 2y < 5.52
0 vl < lvllzem (5.52)
und
(k (k) 1/2
o = 170l < Oy IR L2 oy ol (5.53)

fiir alle v € L2(T") mit einer Konstanten C7 > 0 gilt.
Aus der Orthogonalitiit bzgl. der L?-Norm folgt

<H§k)v, Hék)U>L2(F) = (v, Hgk)U>L2(F) fiir alle v € L*(T")
und damit weiters mit Cauchy-Schwarz
k k k k k
I oy = (00, 110) ey = (0, 10y < ol 10 vl oy,
was durch Kiirzen (5.52) ergibt. Die Abschéitzung (5.53) folgt unmittelbar aus Lemma 3.5.
(ii) Es gilt fiir alle v € L*(T")
1(1/2 4+ K" vl 2y < 1/2 0]l 20y + 1K 0l 22

und weiters mit 7' = 1/2 + K’ und der Beschrénkheit von K’ aufgrund von Lemma 5.14
mit einer Konstante C7 > 0

1T v L2y < CTH’UHL2(F) fiir alle v € L*(I). (5.54)
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(iii) Wir gehen zuerst von ¢ > 0 aus und definieren analog (5.51) eine iterative Berechnungs-

vorschrift fiir €§q) =>7 qugo) durch
Eép) _ Eép—l) + %ép) mit %lgp) — T%ép—l)

fir p e {1,...,q} und s, (0) : ( ). Dann gilt fiir jedes p € {1,...,q} mit Dreiecksunglei-

chung
k, kp—1 1) k,
leg™ =y < lleg™ ™ =Vl + 1™ = v
Folglich erhalten wir mit cék’o) = eék’o) = eﬁk) und %éo) = Eé ) aus obiger Rekursion
(ka) _ (@) k)
lef™? = v < 3™ = 2l (5.55)

Mit der Definition
/cik’p) =(1/2+ K') cgk’pfl) = Tcgk’pfl) firpe {1,...,q}
erhalten wir fiir die einzelnen Summanden in Gleichung (5.55) weiters
g™ — 5Py < llef™™ =& v + 18" = 54"l
= g™ =&y + 1T (g™ =" ),
was mit der Kontraktionsabschéatzung aus Lemma 5.16 zu

k, k, k, kp—1 1
e — Pl < e — &Py + O el — 5PVl (5.56)

fithrt. Weil wegen cék’pfl) € L*() aus Lemma 5.14 auch Tcék’pfl) € L*T) fiir p €
{1,...,q} folgt, gilt mit (5.53) und weiters mit (5.54) fir den ersten Term in (5.56)

\ k, k kp—1 kp—1 k) 1/2 kp—1
g™ = &P = e — el PV < Oy ) 1T ey

=~ k k,
< & CrlB 12 oy e Pl ey

Schreiben wir cék’p) = Hék)Tcgk’pfl) = (Hék)T)pegk) = (Hék)T)pHék)eéo) fir pe {1,...,q},
so folgt aus (5.52) und (5.54)

k,p—1 k k,p—2 p— B
wéphwzmwwép>m2<wﬂ%pr ) < Cr el 2y
~p—1 k 1 1
< O e 2y = 2P 2y < CETH 1 2,
und weiters

, k, ~ k
1t —aB Py < 00 IR Y2 1 e ey
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5. Fehlerschétzer

Eingesetzt in Gleichung (5.56) erhalten wir fiir p € {1,...,¢}

k, ~ k kp— _
lef*® = 5P v < C1 R IR NLE o) et 2y + Cr llef ™ = 5PVl

und damit aufgrund der Rekursion mit c(k 0 _ egk) bzw. %(O) = €§0)

p
k, (k) 1/2 ~v 0 k 0
e = Py < Cr IR ) 3 (G 1oy ) + Chllel™ = el
v=1

k)n1/2 (k (0
= o I 112 0 el oey + G e — ey

mit Cy:=C1 Y. P_, CN':% abhéngig von p. Setzen wir dies in (5.55) ein, so folgt
, k)n1/2 0 v
g™ - nw< cmwwﬂ e lzary + C lleg” — v
™)

q
k)pl/2 0 k 0 v
m+m@MWM)mem+M”%P%zx&

k)| 1/2 0 1
< @+ DO I 0 e ey + T e =<y

Wenden wir nun (5.53) auf |||egk) - eﬁo) Iy = |||Hék)6§0) - 6£ |||V an, erhalten wir

, k) 1/2 0

lleg™® — ef v < € (a+ 1) K172 1) el z2ry (5.57)
fiir ein C' > 0 abhéngig von g € N.
Fiir den Fall ¢ = 0 folgt mit e?ﬂ = Hék)s(o) wegen (5.53) sofort
k k)pl/2 0

lef = i v < C IR 12 ) el 2y

mit der Konstanten C := C, sodass (5.57) auch fiir ¢ = 0 gilt.

(iv) Wir wenden nun die rechte Ungleichung von (5.49) an und erhalten mit (5.57)

1 1 k,q) k,q)
leellv < W”kéw Iv < w(”’ PPy + [elF? — W) mv)
—Cr

1 (k) 2 (0)
gijz@qmqqmv+cw+¢wh 12 0y N lz2ry)

und damit die erste Abschéitzung der Behauptung. Fiir die zweite Abschétzung verwenden
wir die linke Ungleichung von (5.49) und (5.57). Folglich gilt

k, 1 k,
mﬂm<wws;:@gﬂwww+w<q 1)
T

IN

1 (k) 1/2 1 _(0)
wmv+;:a?xcm+JMh 12 ) 16”20y )

Nach Umformen folgt die zweite Ungleichung.
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5.12. Steinbach-Schétzer oy

(v) Fiir hinreichend kleines ||h§k) | oo (1 ist daher |||eék’q) [l effizient und zuverléssig bzgl. | g —

®|ly. Aus der Aquivalenz (5.19) folgt dann die Effizienz und Zuverlissigkeit bis auf Date-
noszillationen bzgl. des Fehlers [|¢ — @]y . 0

Lemma 5.17 garantiert uns zwar die Effizienz und Zuverléssigkeit des Fehlerschétzers |||egk’q) I

(bis auf Datenoszillationen) fiir ein hinreichend kleines thk) | ooy < ||hell oo (), doch es liefert
()

uns keine Aussage ,wie fein“ das notwendige Netz &£, mit k > 0 tatsdchlich sein muss.

Fiir die Implementierung der einzelnen Projektionen sei & = {E1,..., Ex} und Elfk) eine be-
liebige k-fache Verfeinerung von &, d.h. es gilt Eék) = {ejnn cjed{l,...,N}, me{l,... ,2k}}
mit

2k:
E; = U ejm fiir alle Ej € &
m=1
und
N N 2k
r=Ue=UU em (5.58)
j=1 j=1m=1

Mit der Definition (5.39) von ¢, der Definition (3.29) der L2-Projektion Hgk) und der Referenz-
parametrisierung v; ., : [—1,1] — €, aus (2.1) erhalten wir auf jedem Element e;,, € Elf’“)

e, =T (g — @), = TP (172 + K')&p + WGy — ).,

1
_ K —1/2)® dar
length(e; ) /em( [2)%0+ WGy

1
- %/1 (K" —1/2)®y + WGy) 0 vjm(s) ds.

Wir verwenden fiir obige rechte Seite eine klassische n-Punkt Gaukquadratur mit Exaktheitsgrad
2n —1 auf [—1, 1] auf allen Elementen e; ,,, € Sék). Wir schreiben sie in allgemeiner Form an, um
sie fiir beide Implementierungen der in den folgenden Abschnitten 5.12.1 und 5.12.2 definierten
Fehlerschiatzer anwenden zu kénnen. Mit den Gaufs-Knoten z;,7 = 1,...,n und den zugehdrigen

(k)

Gewichten w; approximieren wir e, aus (5.50) Eék)—elementweise durch

— 1M (K" = 1/2)®, + WGy)

|ej,m -

1 1
e = 5 / (" = 1/2) + WGy) 0 3n(s) ds

ZZ

—Zwl —1/2)®, + WGy) 0 vjm(xi),

d.h. mit (5.58) gilt mit den Basisfunktionen x; ., auf e, fir j =1,...,N,m =1,... ,2F von
")

EERE ZZy]mxjm (5.59)

j=1m=1
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5. Fehlerschétzer

mit
y] )= Zwl —1/2)®¢ + WGy) 0 vjm(2:). (5.60)
. o (k,q) Y (k) r\ v (k) : . . i
Fiir die Approximation von e, =) .0 (Hz T) e, ,q > 0, gilt es fiir die weiteren Sum

manden in der Neumann-Summe Grofien der Form
7wl mic vl e pO(eM)

zu betrachten. Mit dem Operator T'=1/2 4+ K’ und (5.58) erhalten wir fiir alle e; ,, € Eék)

1
wTeP, =10 12+ KYwP, = sl PR
Per Definition (3.29) der L?-Projektion gilt Hgk)\llgk) lejm = \Ifék)|e].7m. Anwenden der Referenzpa-
rametrisierung v; ., : [—1,1] = €;., aus (2.1) fithrt auf

() g, (K) () 1 (k)
nPre®,,,, = vl |ejym+m/ K'w® ar

k) I k
=590+ 3 [ VD) onnls)ds

1 k 1 k
=5 (Ot [ ) o) ds).
-1

was wieder mittels obiger Gauquadratur berechnet werden kann, d.h. wir approximieren

nPTed), o~ ( |e]m+z (K" W) 0 7 m(7)).

A(k,p)

Damit definieren wir &, (k )—elementwelse bezugnehmend auf die Iterationsvorschrift (5.51), ¢

770(5!@) fir p € {1,...,¢} iterativ durch

k k . k
Cg p) |ej’m _ Hé )Tc,(cp 1)|e]~,m ~ <A(p 1) |e]m n sz K/A(p 1 O'Yj,m(xi)> _ Eﬁ p) |ej’m

fir alle ej,, € & *®) mit 40) = E{z ) und zugehorigen Koeffizienten aus (5.60). Zusammenfassend
erhalten wir fiir d1e Implementlerung die Iteration

) — gl glon) g b)) ( |e]m—|—2wz (K'cP™) o'yJ-’m(:Ci)) (5.61)

fir p € {1,...,q}, wobei

o) =g = ZZyjmx]m

j=1m=1

mit

y]m— Zw "= 1/2)®¢ + WGy) o yjm(ws).
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5.12. Steinbach-Schétzer oy

5.12.1 Steinbach-Schatzer iiber Einfachschichtpotential V

Als erste Moglichkeit der Implementierung ist die nach Lemma 5.17 angeregte Definition eines

Fehlerschétzers ]”egk’q) Ilv. Mit egk’q) aus (5.50) definieren wir nach [16, Abschnitt 3| die lokalen
Fehlerindikatoren?

k, k, k, 1/2
o () = (Ve e V), )) (5.62)

und den Steinbach-Schéitzer iiber das Einfachschichtpotential

k‘, k;7 k;7 k?, 1/2
oy = el v = (Ve o)) (5.63)
Demnach gilt
k k k al k k N
(Ué ‘,/q)) (Veg ) ( ,q Z Veg ) eé ,q Z Vez k.q) , ,q)>Ej|
7j=1 j=1

und folglich mit (5.62)

Mit Hilfe von Lemma 5.17 erhalten wir

Satz 5.18 Sei Eék) mit k > 0 eine k-fache uniforme Verfeinerung der Triangulierung &,.
Dann ist der Steinbach-Schétzer

k, k, k, 1/2
Ué Vq) _ <<Ve§ q), eé q)>F>

effizient und zuverldssig bis auf Datenoszillationen fir thﬂ | zoo(ry < el poe(ry hinreichend
klein. Insbesondere gilt in diesem Fall bei uniformen Netzen mit Netzweite h fiir hinreichend
glatte Dirichlet- und Neumann-Daten

k7
EVQ) _ O(h3/2)

aufgrund von Satz 3.6. |

Mit obigen Uberlegungen definieren wir fiir die Implementierung die approximierten lokalen
Steinbach-Fehlerindikatoren

—(k, k, k, 1/2
T () = (v, &) g, )

3Die symmetrische Bilinearform {-,-)v ist auf den einzelnen Elementen E € & nicht mehr notwendigerweise
definit.
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5. Fehlerschétzer

und den approximierten Steinbach-Schétzer

~k, k, k, k, 1/2
( q) — |||~( q) ||| << A( q)’é(é Q)>F>

~(k,q)

mit e, " aus (5.61), wobei wieder

gilt.

5.12.2 Steinbach-Schétzer iiber Multilevel-Operator
(k,q)

Eine weitere Moglichkeit zur Implementierung eines Fehlerschitzers auf Basis der Grofe e,
aus (5.50) wird in [17] vorgestellt und fiihrt iiber den Multilevel-Operator. Sei dazu wieder H(k)
die L2%-Projektion auf die k-fache uniforme Verfeinerung Eék) von & und h( e P&, (k) ) die
lokale Netzweite von Eék).

Wir definieren den Multilevel-Operator fiir s € R, £ > 0 und \If( e PYE, (k) ) durch

k
k,s k i)\ —2s % i— k k
AR = 3 ()5 () )l € et 550

=1

mit Eéo) = &p. Diese Definition des Multilevel-Operators ist damit auch fiir die Berechnung auf

adaptiven Netze mit lokaler Netzweite héi) € PO(Eéi)) verwendbar. Sei dazu E € &, dann gilt

E =e U---Ueq mit e¢; € El@ fir ¢« > 0. Folglich gilt auf einem Element e; € Eéi) wegen

W le, = 27 help = 27 e,
Aé 78)‘I’é )|€j = 22282 h£|e_j28 (HEZ)|ej - Héli )|€j)qlg )'
=1

Im Fall uniformer Netze gilt entsprechend hy)]ej = 27"h mit h als uniformer Netzweite von &.
Fiir die weiteren Uberlegungen benétigen wir folgendes

Lemma 5.19 Mit v € LY(T) ist die L?-Orthogonalprojektion T, auf P°(&;) durch (3.29), d.h.

1

(Mev)l = length(E)

/ vdl'  fiir alle E € &,
E

definiert. Dann gilt auf dem Rand T fiir alle v € L}(T):
(i) Millpw = Mo = v fir € <k

(’LZ) (Hk — Hk_l)Hgv =0 firld<k
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5.12. Steinbach-Schétzer oy

(i5i) (I}, — p_1)%0 = (I — Ip_q)v

(i) (M —Ip—1)(ILy —Mpy)v =0 firl#k

BEWEIS:

(i)

(iii)

(iv)

Sei E € &. Durch (beliebige) Verfeinerung entsteht dann eine Triangulierung &, d.h. k > £.
Mit e; € &, sei nun E darstellbar in der Form E = ey U --- U e, fiir ein n abhingig von k.
Dann gilt mit v € L? und i € {1,...,n} beliebig

1 1
|, = ——— [ Ipvdl =11 —— [ dI'=11
#levle length(e;) /ez ¢ ZU‘Elength(ei) /ez wle,

fir alle F € &, d.h. es gilt

I, I =II,v auf I

Andererseits gilt

1
IT,I1 =—-— | Ivdl = II dP
Mol length(E)/ kY length Z/ kY

length (Z Mvle; / ) length Z/ Y dF

1
= — dl' =11
length(E) /EU e,

womit auch
Hng?} = Hg?} auf T’
gilt.

Fiir die restlichen Beweise verzichten wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf das An-
schreiben der Funktion v € L(T') und erhalten sodann fiir £ < k mit der Eigenschaft (i)

(I, — Mp—q)IL, = I Il, — 1L, =11, — 11, = 0

Anwenden von (i) fiithrt zu

(T — T _1)? = (I, — Mgy ) (T, — Tj—q) = T I0 — T g Ty, — T T0 g + Ty TT5 g
=1 — gy — Mg + Ty =10 — Iy

Es gilt

(I — gy ) (Il — Ip—y) = 010, — 111y — Il g + 114
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mit k # (. Im Falle k& > ¢ gilt mit (i)

(I, — Mgy ) (g — Mp—y) = Tl — Iy — Mpyq + gy =0
und im Falle & < £

(I — Mg—1) (I — Ilp—q) = Mg — Il — Mgyq + g1 = 0

womit auch die Behauptung (iv) bewiesen ist. 0

Mit diesem Lemma kénnen wir eine wichtige Eigenschaft des Multilevel-Operators beweisen:

Lemma 5.20 Sei die Triangulierung Eék) mit k > 0 eine k-fache uniforme Verfeinerung von
& ={FE1,...,En} und Agk’s) der Multilevel-Operator aus (5.64). Dann gilt fir j € {1,...,N}
und s € R beliebig

k,s/2 k k,s/2 k k,s k k
AU A0 s, AEH, W) 69

fiir alle \Ifék) € PO(Eék)).

BEWEIS: Wir zeigen fiir u, v € Ny zuerst die Giiltigkeit von

u k v k u v k k
(g ey 1wy )>L2(Ej) = e | o )>L2(Ej) (5.66)

fir alle Ej € &. Sei zuerst u > v. Da Eéu) eine u-fache uniforme Verfeinerung von & ist, gilt
2u
m=1
mit e;,, € E™. Daher gilt
gm & €p " 8l

2'“4

e i) g = / e el ar = S / el o ar.
i ¢

Wegen v > v gilt mit Lemma 5.19 (i) Héu)ﬂ§v)\llgk) = Hgv)\lfék) = const auf e;,, € Eéu). Wir

erhalten weiters mit der Definition (3.29) der L?-Projektion Hﬁu)

2u
u v k k v k k
@M el vl )>L2(Ej) — ZH§)\IJ,§ )\em/ v ar
=1

Ej’m
2“
— Z Ve, TP length(ejm)

21L
— Z / (g e gr = / P e ar
€j J
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5.12. Steinbach-Schétzer oy

Analog zeigt man den Fall v > u, womit (5.66) bewiesen ist. Nun gilt weiter mit hgu)|ej’m =

27 hg‘Ej fir alle €jm - Ej

<Aék’s/2)\lfék), Aék,s/Q)\I]ék)>L2(Ej) :/ Aék’sﬂ)\l’gk) Aék’sﬂ)\l’gk) dr

J

k
= Z </E (h%*))*s (hgv))*s (HEU) o H§u_1))\llgk) (Hgv) . Hév_l))\llgk) dF)

u,v=1 J
k
= 3 (2 (uli,)” /E (11— 1) (g - ) wi ar).
u,v=1 J

Ausmultiplizieren, Anwendung von (5.66) und anschliefendem Zusammenfassen der Terme fiihrt
auf

k
(AP AU iy = 3T (204 (el )
u,v=1
u uU— v v k k
/E (Hé ) —H§ ”)(Hﬁ ) —Hé 1))\11§ )\pg )dP).
J

Mit Lemma 5.19 (iii) und (iv) folgt dann

k
k,s/2 k k,s/2 k su 2 u u—1 k k
A APy = S ) (0w w0
u=1

J

k
— [ 3 ) - e e ar

J u=1
E,s)7 (k k
= <A§ )‘I’é ), ‘1’§ )>L2(Ej)
und damit die Behauptung. g

Aus [13, Theorem 2| zitieren wir die auf uniformen Netzen giiltige Aquivalenz der Norm
HAék’_l/Ll)\I/ék)HLz(p) auf H-Y2(I) fiir alle \Ilék) € PO(Eék)) und k£ € N. Insbesondere ist sie
daher bei uniformer Netzverfeinerung dquivalent zur Energienorm || - ||y. Mit eﬁk’q) aus (5.50) fiir

k>0, g € Ny und Lemma 5.20 definieren wir die lokalen Fehleranteile
k, k—1/4) (k, k—1/2) (k, k, 1/2
o0 (By) = AR YDED) ) = (<A§ )l of q>>L2(Ej)>
fiir den Steinbach-Schéitzer iiber den Multilevel-Operator

N 1/2 B 1/2
ot = (D (0 (E)") T = (AP0 B0 ) (5.67)

j=1
Damit sind die Fehlerschéatzer aékf’lq) und aék"/q) aus (5.63) auf uniformen Netzen &quivalent.
Folglich gilt mit Lemma 5.17
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Satz 5.21 Sei Eék) mit k > 0 eine k-fache uniforme Verfeinerung der Triangulierung &,.
Dann ist der Steinbach-Schditzer

k, k— k, k, 1/2
O-§7Aq) _ ((Aé 1/2)6§ Q), eé q)>L2(F))

auf uniformen Netzen effizient und zuverldssig bis auf Datenoszillationen fiir hinreichend

kleines thk)HLoo(p) < ||hel|oo(ry- Insbesondere gilt in diesem Fall mit Netzweite h fir hin-
reichend glatte Dirichlet- und Neumann-Daten

opil) = O(m*?)

aufgrund von Satz 3.6. O
Analog dem vorigen Abschnitt definieren wir fiir die Implementierung mit é{gk’q) R eék’q)

aus (5.61) und den approximierten lokalen Fehleranteilen
~(k, k—1/4)~(k, ky—1/2)~(k, k, 1/2
G () = AT gy = (AT D) gy )
den approximierten Fehlerschéitzer
N
~(ka) _ ~(k0) gz 1y 2)
Uz,Aq = <Z (%,Aq (Ej)) ) :

Jj=1

5.13 Implementierung der Steinbach-Schiatzer o,y und oy 4 in MATLAB

5.13.1 Steinbach-Schéitzer oy v

Listing 9: computeEstSigmaV

function [ind, sigmaV] = conput eEst Si gmaV( coor di nat es, el enent s, x, ubh)
% ++ set paraneter for k—tinmes uniformnmesh-refinenent of \ell-nesh
k = 1;

% *+ (Gaussi an quadrature on [—1,1] with 5 nodes and exactness 9
quad_nodes = [ —sqrt(245+14*sqrt(70))
—sqrt(245—14+sqrt(70))
0 ...
sqrt(245—14*sqrt (70))
sqrt(245+14xsqrt(70)) 1 / 21;
quad_wei ghts = [ 161/450-13/900*sqrt(70);
161/ 450+13/ 900+sqrt (70);
128/ 225;
161/ 450+13/ 900+sqrt (70);
161/ 450—-13/900+sqrt (70)];
nQ = | engt h(quad_nodes) ;
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%+ allocate menory
nE = size(elenents, 1);
e = zeros(2"k*nE, 1);
ind = zeros(nE, 1);
sons = zeros(nE, 27k);
sons(:,1) = [1:nE];

% +x k—tinmes uni form nesh—refinenent
coordi nates_fine = coordi nates;
el ements_fine = el enents;

for i=1:k
[ coordi nates_fine, el ements_fine, father2son]
= refineBoundaryMesh(coordi nates_fine, el enents_fine);
for n¥l: 2°(k—i +1): 2"k
sons(:, m2”"(k—i)) = father2son(sons(:,m, 2);
end
end

% ++ eval uate phih elenmentw se at eval uati on points
X_SXx = reshape(repmat(x, 1,nQ’,nQnE, 1);

%+ sx2elenent(i) returns the el enent nunber | such that sx(i,:

sx2el ement = reshape(repmat ((1:nE), nQ 1), nQnE, 1);

for mel: 27k

% *+ build vector of evaluations points as (nl*nE x 2)—matrix

a = coordinates_fine(el enents_fine(sons(:,m,1),:);
b = coordinates_fine(elements_fine(sons(:,m,2),:);

sx = 0.5*reshape(sx’, nQnE, 2);

% *+ conmpute vector of (squared) el enment—w dths
h = sun((a-b)."2,2);

% ** conpute outer nornal vector
normal = b-a;
normal = [normal (:,2),—normal (:,1)]./repmat(sqrt(h),1,2);

% *+ evaluate p_m= (K —1/2)*phih + Wgh el emrentwi se at quad_nodes

% ** in son—Elenent e jm

p_m = eval uat eKadj (coor di nat es, el enent s, x, sx, normal (sx2el ement,:)) ...
— 0.5*x_sx + eval uat eWcoordi nat es, el enent s, ubh, sx, nor mal (sx2el enent, :

p_m = reshape(p_m nQ nE)’;

% *+ conpute coefficients of \wi detilde e*{(k,0)}
e(sons(:,m) = 0.5+p_nrquad_wei ghts;
end

% ++ conmpute squared local error indicators sigmaV(E)"2

V = bui |l dV(coordi nates_fine, el ements_fine);

sons = reshape(sons’, 2"k*nE, 1);

ind = reshape(e’*V(:, sons), 2"k, nE) . *r eshape(e(sons), 2"k, nE);
ind = abs(sun(ind, 1))’ ;
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lies on Ej

reshape(a, 2+xnE, 1) *(1—quad_nodes) + reshape(b, 2+xnE, 1) »( 1+quad_nodes) ;
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5. Fehlerschétzer

% +* conmpute squared error estimator sigmV"2
sigmaV = e’ *Vxe;

In diesem Abschnitt berechnen wir den Fehlerschatzer

~(k, k, k, K, 1/2
it = IV 1 = (v, &)

und die lokalen Fehlerindikatoren

~(k, k, k, 1/2
G () = (Ve &) )

)

mit E{Zk’q) e P (éfk)) fiir ¢ = 0. Leider erhalten wir durch Lemma 5.17 keine Aussage dariiber wie

fein das Netz Eék) gegeniiber & sein muss, damit wir einen effizienten und zuverléssigen Fehler-
schétzer erhalten. Wir werden uns mit dieser Fragestellung im Zuge numerischer Simulationen
im Abschnitt 6.2 beschéftigen.

Das Netz Eék) wird durch k-fache uniforme Verfeinerung der Triangulierung &; erzeugt. Wir
gehen also wieder von der Darstellung (5.58), d.h.

N N 2k
r=Ue=UUen
7=1 j=1m=1

(k)

mit F; = Uilzzl ej.m, aus. Mit den Basisfunktionen x;,, auf den Elementen e;,, € Sgk
E{Zk) aus (5.59) mit den Koeffizienten y; ., := y](krzb aus (5.60)

gilt fiir

N 2k
k
gé ) = Z Z Yjm Xg,m»
j=1m=1

1y = — 501/ 245 — 1470
25 =0 (5.68)
x4 = —1/245 — 14v/70
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5.13. Implementierung der Steinbach-Schétzer oyy und oy 4 in MATLAB

und den zugehdrigen Gewichten

161 13
Y7450 900
161 13
wQ—E‘i‘@ 70
128
_ 1= 5.69
Wy = 5oe (5.69)
161 13
wél_ﬁ_{_ﬁ 70
161 13
“5 =150~ 900

verwenden.
Fiir die Berechnung der Fehlerindikatoren erhalten wir wegen x;, = 0 auf E; fiir t # j

N 2k
@ E)? = |vel e yg, | = ( ST N Yim v (Vim s Xen) B,

i,t=1m,n=1

N 2k
= ‘Z Z Yiom yj,n<VXi,m7 Xj,n>Ej

i=1 mn=1

Mit der Definition (3.11) der Galerkin-Matrix V*) bzgl. der Triangulierung Eék) gilt mit einer
Indexfunktion ¢ : N x N — N, die fiir ¢(j,n) den n-ten Sohn e;, € Eék) des Elementes E; liefert,

N 2k
(529\7/0) (E]))2 = ‘ Z Z Yu(iym) yb(jv")vf?j),n),L(i,m)‘ = |yTV(k)( 5 L(j, ))Y(L(], )) |, (570)
i=1 m,n=1

wobei der Vektor y = (y1,...,Yqrpy) € R2*N durch Yu(i,m) = Yi,m gebildet wird.

Der Steinbach-Fehlerschitzer lisst sich dann mit obigen Uberlegungen durch

N 2k
—(k,0)\ 2
(Uéﬁ’/o)) = (Vé(gk) ; E(gk)h‘ = Z Z Yigm Yin{V Xim » Xjm)r =y  VFy (5.71)

1,j=1m,n=1
berechnen.

Fiir die Implementierung setzen wir k := 1. Wir werden dies, ebenso wie die Wahl der Gauf-
quadratur, mit Hilfe von numerischen Simulationen in Abschnitt 6.2.1 begriinden.

Listing 9 zeigt die Implementierung in MATLAB:

Die Funktion iibernimmt das Netz &, in Form von coordi nat es und el enents. Weiters
werden auch der Koeffizientenvektor x der Galerkin-Losung ®, in Form von x und die Aus-
wertungen der Dirichlet-Daten g an allen Knoten der Triangulierung als Spaltenvektor ubDh
eingelesen. Als Output werden die quadrierten lokalen Fehlerindikatoren (526",0)(E))2 fiir alle

E € &, als Spaltenvektor i nd und der quadrierte Steinbach-Schétzer (5ék‘}0))2 als si gmaVv

zuriickgegeben (Zeile 1).
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5. Fehlerschétzer

Zuerst wird der Parameter k fiir die k-fache uniforme Netzverfeinerung des Netzes &, definiert
(Zeile 3).

Anschliefend werden die Gaukknoten (5.68) und -gewichte (5.69) initialisiert und deren
Anzahl in nQ geschrieben (Zeilen 6-16).

Weiters wird der Speicher fiir die benétigen Arrays allokiert und die erste Spalte des (nEx 2F)-
Arrays sons initialisiert. Dabei wird sons die oben beschriebene Funktion ¢ : N x N — N
realisieren (Zeilen 19-23).

Es wird das Array sons erstellt, sodass alle 2¥-Séhne €jm,m = 1,... ,2% des Elementes
E; € & durch sons(j, :) angesprochen werden konnen. Beispielsweise wird der m-te Sohn e; ,,,
von Ej; durch el enents_fine(sons(j,m),:) aufgerufen. Weiters wird auch die Anordnung
beriicksichtigt, sodass der linke Knoten des ersten Sohnes e; 1 mit jenem des Vaterelementes
E; iibereinstimmt und der rechte Nachbar des Sohnes e; ,,, fortlaufend durch sons(j,m+1)
indiziert werden kann (Zeilen 26-35).
Werte ®, auf allen Séhnen e;,, € Eék) in den in (5.68) definierten Quadraturknoten x; aus,
d.h. es wird ®; o}y (x;) berechnet (Zeile 38).

In Zeile 41 wird das (nQnEx1)-Array sx2el enent erstellt, sodass fiir j := sx2el enent (7)
dann sx(i,:) € Ej liegt, wobei fiir das (NnQnEx2)-Array sx

coor di nat es (yim (1))
coor di nat es (yi,m(z2))
coor di nat es (yim(z3))
coor di nat es vz, (1))
coor di nat es (y2,m(z2))

s (12m(3))

SX =1 coordinat es(y2,m(z3

coor di nat es (’YnE,m(xl))
coor di nat es (YnEm(22))
coor di nat es ('YnE,m('r?)))

gilt, vgl. Zeilen 45-48.

Berechne alle quadrierten Netzweiten und den &ufieren Normalenvektor der Séhne e;,, fiir
j=1,...,N (Zeilen 51-55).

Anschliefend werden mit den Gaufsknoten (5.68) und den Gaufigewichten (5.69) die Koeffi-
zienten y; ., auf allen Elementen e; ,, j =1,..., N, mittels Formel (5.60), d.h. durch
=
Yim =5 D wi((K' = 1/2)¢ + WGe) 0 7 m(w2),

24
=1

berechnet (Zeilen 59-64).
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5.13. Implementierung der Steinbach-Schétzer oyy und oy 4 in MATLAB

(k)

Danach wird die Einfachschichtpotentialmatrix V() bezogen auf das Netz &, berechnet

(Zeile 68).

Mittels (5.70) werden die quadrierten lokalen Fehlerindikatoren berechnet, sodass

V= <(5éf€\,/0)(E1))2’ ) (526‘7/0)(EN))2) cRY

in Form des Spaltenvektors i nd zuriickgegeben wird (Zeilen 69-71).

Abschliefend erfolgt laut Formel (5.71) die Berechnung des Steinbach-Schétzers (5
(Zeile 74).

5.13.2 Steinbach-Schitzer oy a

Listing 10: computeEstSigmaA

(k,0)
A%

)2

function ind = conput eEst Si gnaA( coor di nat es, el ement s, x, ubh)
% ++ set paraneter for k—tinmes uniformnmesh-refinenent of \ell-nesh
k = 1;

% *+ (Gaussi an quadrature on [—1,1] with 1 node and exactness 1
gquad_nodes = 0;

quad_wei ghts = 2;

nQ = | engt h(quad_nodes) ;

%+ allocate menory

nE = size(elenents, 1);

e = zeros(2”k*nE, 1);

Pi _e = zeros(k+1, 2*k*nE);
tnp = zeros(nE, 1);

ind = zeros(nE, 1);

sons = zeros(nE, 27k);
sons(:,1) = [1:nE];

% +x k—tinmes uni form nesh—refinenent
coordi nates_fine = coordinates;
el ements_fine = el ements;

for i=1:k
[ coordi nates_fine, el ements_fine, father2son]
= refineBoundaryMesh(coordi nates_fine, el enents_fine);
for n¥l: 2°(k—i +1): 2"k
sons(:, m2”"(k—i)) = father2son(sons(:,m, 2);
end
end

% ++ eval uate phih el ementw se at eval uati on points
X_SX = reshape(repmat(x, 1,nQ’, nQnE, 1);

%+ sx2element(i) returns the el ement nunber j such that sx(i,:) lies on E
sx2el enent = reshape(repmat ((1:nE), nQ 1), nQnE, 1);
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5. Fehlerschétzer

for mel: 2k
% *+ build vector of evaluations points as (nl*nE x 2)—matrix
a = coordinates_fine(el enents_fine(sons(:,m,1),:);
b = coordinates_fine(el enents_fine(sons(:,m,2),:);
SX reshape(a, 2+xnE, 1) *(1—quad_nodes) + reshape(b, 2+xnE, 1) »( 1+quad_nodes) ;
SX 0. 5xreshape(sx’, nQnE, 2);

% *+ conmpute vector of (squared) el enment—w dths
h = sun{(a-b)."2, 2);

% ** conpute outer nornal vector
nor mal b—a;
normal = [normal (:,2), —normal (:,1)]./repnat(sqrt(h),1,2);

% *+ evaluate p_m= (K —1/2)*phih + Wgh el emrentw se at quad_nodes
% +* in son—Element e_jm
p_m = eval uat eKadj (coor di nat es, el enent s, x, sx, nor mal (sx2el enent, :))

— 0.5*x_sx + eval uat eWcoordi nat es, el enent s, ubh, sx, nor mal (sx2el enent, :

p_m = reshape(p_m nQ nE)’;

% *+ conpute coefficients of \wi detilde e*{(k,0)}
e(sons(:,m) = 0.5+p_nrquad_wei ghts;
end

%+ conmpute L2—Projection onto i—tines uniformrefined \ell—-nesh, i=0...k
Pi _e(k+1,:) = e;

for i=k:-1:1
for mel: 27(k—i +1): 2"k-1
Pi_e(i,sons(:,m) = ( Pi_e(i+l,sons(:,m) + ...
Pi _e(i+1,sons(:, m2"(k—i))) )*0.5;
Pi _e(i,sons(:, mrl: m2~(k—i +1) -1)) = ...
repmat (Pi _e(i,sons(:,m), 1, 2~ (k—i +1) -1);
end
end

% ++ conmpute (squared) |ocal nesh-size of \ell-nesh
h = sun((coordinates(el ements(:,1),:)—coordi nates(el enents(:,2),:))."2,2);

% ++ conmpute squared | ocal error estimators sigmaA(E )"2
for i=2:k+1
tnmp = Oxtnp;
for mel: 2"k
tnp = tnmp + (Pi_e(i,sons(:,mM) —Pi_e(i—-1,sons(:,m)’)."2;

end
tmp = tmpx2°(—(i +k—-1));
ind = ind + tnp;

end

ind = ind. *h;

).
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5.13. Implementierung der Steinbach-Schétzer oyy und oy 4 in MATLAB

In diesem Abschnitt implementieren wir den Fehlerschétzer

1/2

mit den lokalen Anteilen
~ (k) (k=1/2)x(kiq) ~(k.q) 1/2
5 (1) = (AP0 ) )

und dem Multilevel-Operator
(k,—1/2)~(k,q) - @) (7@ (i=1)\ ~(k,q)
—1/2)~(k, i i i—1 :
A eeqzzhz (Im” =1, )e
=1

fiir ¢ = 0. Wie bei der Implementierung des Steinbach-Schéatzers iber das Einfachschichtpotential
in Abschnitt 5.13.1 gehen wir von einer Darstellung

N 2k
5{;2) = Z Z Yim Xj,m

j=1m=1

(%)

;m Mit den Koeffizienten aus (5.60) setzen. Im Unterschied zur

(k,0)

Berechnung des Steinbach-Schétzers ¢,y,” berechnen wir diese Koeffizienten mit einer 1-Punkt
Gaufiquadratur mit dem Knoten

aus, wobei wir wieder y; ., :=

x1=0 (5.72)
und dem zugehorigen Gewicht

Wy = 2. (5.73)
Mit Lemma 5.19 (iii) und (5.66) erhalten wir mit héi)|6].7m = 27" hy|p, = 27" length(E;) fiir alle
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5. Fehlerschétzer

Sohne e; , von E;
k,0 2 k,—1/2)~(k ; z i ) .
(éA)(E])) :<Ag /)E(z)aeg L2E)_Z/ h( 1‘[( ))A()%)df

k
=" 27 length(E;) / () — {1 elR &) ar

E;

k
=" 27 length () / () — )M e ar

J

k
=" 27 length () / (mf? — i =Dye® () — i D)el ar

J
k
_ ZT@' length(Ej)/. ((Héi) _ ngfl))ék))Z dl’
_22 Zlength Z/ H(Z Z 1))E§k))2dr

Da H(Z)Eé ) laut Lemma 5.19 (i) fiir alle ¢ € {0, ..., k} auf allen Séhnen e;,, € Eék) konstant und
weiters length(e; ) = 2% length(E;) ist, gilt

2k
‘ . 2
( é/’l 22 “length(E Z length(e;, m)((ng) — Héz 1))E§k)|ej’m>
m=1

_22 Zlength 22 klength )<( () é 1))E§k)|e]~7m)2.

Folglich erhalten wir

~(k,0 i i i—1)\ ~(k 2
(650(E)))? = length(E Zz (ki) Z ((f -1 )eL.,,,. ) (5.74)
m=1
Wir interessieren uns nun fiir die Berechnung von Hgi)é{gk) fir ¢ = 0,...,k bezogen auf das

Netz Eék). Sei dazu E() ¢ Eéi) fur festes ¢ € {0,...,k}. Mit e; ,, € Eék) lasst sich dieses Element
durch

2k*i
B0 = i
m=1
darstellen, vgl. Abbildung 4. Dann gilt fiir die Projektion ng‘) auf ein solches Element wegen
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gé E;
7777777777777777 yli=1
EG-1) e e e e m m o ——— -~ —
©
Ho e e e == Y:
?Jl() 77777777 2
7 =2
(C/'g( ) El(l) EQ(’) 77777777 i
k ST
gg( ) €1 — — - - o - €5,8 3

Abbildung 4: Illustration der Elementverfeinerung fiir £ = 3 inkl. Koeffizienten von

e i=o.. k
length(E®)) = 2~ length(e;,m )
1 1 2]€—i
(@) .— H(z‘)%k) h= olk) dl' = ———— / jom AL
Y 0 €y |E( ) length(E(@)) ) € length(E(Z)) mZZI €j.m sam

9k—1i
_ length(ejm) ik
length E(Z Z Yjm =2 Z Yim-
m—

Ist die Projektion Hgi)éék) auf einem Netz bekannt, so ldsst sich daraus die Projektion Héi_l)é{gk)
recht einfach berechnen. Sei dazu EY'), Eéi) € Eéi) mit E0-1 = Ey) UES) € Eéifl). Weiters seien
yy) und ygi) die Koeffizienten von Hgi)é{ek) auf Ey) und Eéi). Analog ist y(—1) der Koeffizient von
Héi_l)é{gk) auf E@. Es gilt wegen obiger Rechnung fiir die Koeffizienten der Nachbarelemente

EY’)’ Eéi)

ok—1i ok—(i—1)
ygn = 22_k Z Yjm, yél) QZ_k Z Yim
m=1 m=2k—i41

bzw. fiir den Koeffizient auf dem vereinigten Element F(—1)

gk—(i—1)

y(ifl):2iflfk Z Yim-
m=1

Dann gilt

9—(i—1-k) y(z‘q) _ g—(i—k )( (@) + ))
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5. Fehlerschétzer

bzw. dazu dquivalent

Y = (y@ + y§’)) (5.75)

DO | —

) (k)

Damit lassen sich die Projektionen Hgi e, iterativ berechnen.

Fiir die Implementierung setzen wir k := 1. Wir werden diese Wahl des Parameters k, wie
auch die der Gauftquadratur, mittels numerischer Simulationen in Abschnitt 6.2.2 begriinden.

Wir kommen zur Dokumentation von Listing 10:

Die Funktion iibernimmt das Netz & in Form von coordi nat es und el enents. Weiters
werden auch der Koeffizientenvektor x der Galerkin-Loésung @, in Form von x und die Aus-
wertungen der Dirichlet-Daten ¢ an allen Knoten der Triangulierung als Spaltenvektor ubh
eingelesen. Als Output werden die quadrierten lokalen Fehleranteile (521’10)(E))2 fiir alle
E € & als Spaltenvektor si gmaA zuriickgegeben (Zeile 1).

Wir definieren den Parameter k fiir die k-fache uniforme Verfeinerung des Netzes & (Zeile 3).

Anschliefend werden die Gaukknoten (5.72) und -gewichte (5.73) initialisiert und deren
Anzahl in nQ geschrieben (Zeilen 6-8).

Es wird Speicher fiir die zur Berechnung notwendigen Arrays allokiert und initialisiert (Zei-
len 11-17).

Die Zeilen 20-59 identisch mit den Zeilen 2665 von Listing 9 und dort bei Bedarf nachzu-

sehen. Sie dienen zur Bestimmung der Koeffizienten y; ,,, von E{Zk) auf Eék).

Mit Formel (5.75) berechnen wir beginnend bei den bekannten Koeflizienten y; , von E{gk) auf
dem feinsten Netz Eék) iterativ alle Projektionen Hél)é{gk) firi = 0,...,k—1 in Richtung gro-

ber werdender Netze. Die Projektion Hgi)é{gk) wird dann in die Zeile Pi _e(i+1,:) € R1x2*nE
bezogen auf das Netz Eék) geschrieben. Wichtig ist hierbei, dass der rechte Nachbar des Soh-

nes ejm, € Eék) durch sons(j,m + 1) indiziert werden kann, vgl. auch wieder Abbildung 4
(Zeilen 62-71).

Weiters werden die quadrierten Netzweiten fiir alle Elemente der Triangulierung & berechnet
(Zeile 74).

Abschliefend wird Formel (5.74) realisiert. Zuriickgegeben wird der Vektor
~(k,0 2 ~(k,0 2
vim (@ ED) L G (EN)) eRY,

sodass 5;13"0) = (ZjV:1 v;) 1/2 gilt (Zeilen 77-85).
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6 Numerische Resultate

In diesem letzten Kapitel werden wir die vorgestellten Fehlerschéitzer bei der Losung des Dirichlet-
Problems (1.6), d.h.

—Au=0 in
u=g aufl,

mit Hilfe von numerischer Simulationen in MATLAB analysieren. Wir verwenden dabei das vor-
handene Softwarepaket HILBERT (http://www.asc.tuwien.ac.at/abem/hilbert/) und erwei-
tern es um die Steinbach-Schétzer oy, o4 a.

HILBERT verwendet fiir die adaptive BEM einen Algorithmus aufbauend auf Algorithmus 4.3.
Als Parameter fiir die adaptive Verfeinerung wéhlen wir § = 1/4 und als optionalen Parameter
p = 1/4. Demnach gilt, vgl. Abschnitt 4.1,

1
I e
Eeg& EeM,

mit dem Verfeinerungsindikat_or tp und den markierten Elemente M, C &,. Entsprechend wird
dann eine Obermenge M C M, C &, mit

#Me 1
#E& 4

(a)

(b) w(E) > 1,(E') fiir alle E € M,y und E' € £\ M,

durch die Funktion mar kEl ement s markiert und dann mittels r ef i neBoundar yMesh verfeinert.
Wir werden diese Wahl der Parameter 6 und p fiir alle Simulationen beibehalten.

Ziel in diesem Kapitel wird es zum Einen sein, mehrere adaptive Steuerungen miteinander zu
vergleichen, sodass fiir den Verfeinerungsindikator auf einem Element E € &,

w(E)? =g (B)? +oscp(E)? fiir < € {e, e, 7o, 005 Po, 00y, 004}

mit den (h — h/2)-Schétzern puy, fig, inkl. des Two-Level-Fehlerschétzers 7y, dem gewichteten
Residualschétzer gy, dem Faermann-Residualschétzer ¢, und den beiden Steinbach-Schétzern
opv, 0,4 gelten wird. Weiters wollen wir diese Fehlerschétzer auch hinsichtlich Stabilitét, Kon-
vergenzrate, Genauigkeit und Berechnungsdauer untersuchen, sodass wir am Ende eine vollstan-
dige Analyse aller Fehlerschétzer vorliegen haben.

Wir werden die Ergebnisse auf den Beispielgebieten L-Shape, Z-Shape und beim Schlitz-
Problem diskutieren. Die Gebiete mit jeweiliger Ausgangstriangulierung fiir die Simulationen
sind in den Abbildungen 5 bis 7 dargestellt.

Auf all diesen Gebieten schreiben wir die exakte Losung vor, sodass wir den exakten Fehler
ll¢ — @[l der Galerkin-Approximation ®, bzgl. dem Netz & als Folgerung von (3.33) mit Hilfe
der exakten Losung ¢ durch

1/2
lo — eflv < Hh/ (¢ — ®¢)||2(r) +0scp g =: erry e + 0sCp
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abschétzen konnen. Fiir ein hinreichend glattes Neumann-Datum ¢ fiihrt dies bei uniformer
Netzverfeinerung mit Netzweite h zu einer Konvergenzordnung erry, = O(h3/ 2). Die Funktion
conput eEr r Neumann aus HILBERT approximiert erry, durch eine 3-Punkt Gaufquadratur, so-
dass in diesem Fall fiir die Implementierung |erry ¢—erry ¢| = O(h%/?) gilt, siehe dazu auch [1, Ab-
schnitt 5.5]. Als obere Schranke (bis auf eine Konstante) fiir den Fehler ||¢ — ®/||yy werden wir
daher

eITory 1= eITN,¢ + 0SCp ¢ (6.1)

berechnen.
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Abbildung 7: Schlitz-Problem mit 4 Elementen
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6.1. Voriiberlegungen fiir die Berechnung auf den einzelnen Gebieten

6.1 Voriiberlegungen fiir die Berechnung auf den einzelnen Gebieten
6.1.1 L-Shape

In Abbildung 5 ist das Gebiet €2 und die Triangulierung & des zugehdrigen Randes I" als Aus-
gangsnetz fiir den adaptiven Algorithmus dargestellt. Die speziellen Mafse garantieren dabei die
Beschrinktheit diam(Q) < 1. Insbesondere gibt es eine eindeutige Losung ¢ € H~Y2(I') der
Variationsformulierung

Vo, Uor = (K +1/2) g, ¥p)r fiir alle ¥, € PY(&),

vgl. Abschnitt 3.1.

Auf diesem Gebiet schreiben wir als exakte Losung des Dirichlet-Problems (1.6) in Polarkoor-
dinaten

u(r, ) =r cos(af) mit a= ;

fir » > 0 und 6 € [0, 27| vor. Fiir den Gradienten in Zylinderkoordinaten

v + L9
U=e,—UuU-+ey——1u
“or " rog
wobei
e, = cosfe, +sinfe,, ep = —sinfle, +cosle,

und e,, e, die Einheitsvektoren in - bzw. y-Richtung sind, erhalten wir

Vu = ar®!cos(ab) e, — ar® ' sin(ad) ey

— aro-l <( cos(0) cos(af) + sin(f) sin(ad)) e, + (sin(6) cos(ad) — cos(d) sin(ad)) ey),
d.h.

— gpo-l cos(0) cos(af) + sin(f) sin(ab) )
Vu= <sin(9) cos(af) — cos () Sin(a9)> eR (6.2)

mit o = % Dann ist das exakte Neumann-Datum ¢ durch die Normalenableitung von u auf I’
durch

0
= —u=Vu- 6.3
o o u-n (6.3)
mit dem Einheitsnormalenvektor n = n, e, +n, e, gegeben. Demnach ist g = u|r glatt, hingegen
weist die Normalenableitung ¢ = %u eine Singularitdt an der einspringenden Ecke, d.h. an

(z,y) = (0,0), und einige Unstetigkeiten entlang des Randes auf, vgl. auch Abbildung 8.
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a) Dirichlet-Datum g = ulp b) Neumann-Datum ¢ = -Zu
g =73

n

Abbildung 8: Dirichlet- und Neumann-Daten auf L-Shape

6.1.2 Z-Shape

In Abbildung 6 sehen wir das Z-Shape mit der Ausgangstriangulierung & fiir die Simulation.
Aufgrund der Mafe des Gebietes gilt diam(§2) < 1, was die eindeutige Losbarkeit der Variati-
onsformulierung impliziert. Als Losung des Dirichlet-Randwertproblems (1.6) auf dem Gebiet 2
definieren wir, dhnlich dem L-Shape, die Losung durch

u(r,0) =r cos (af) mit o = =

fiir » > 0 und 6 € [0,27]. Wie im vorigen Abschnitt ldsst sich dann die Normalenableitung ¢ =
Ly mit (6.2) durch (6.3) berechnen. Im Vergleich zur Losung auf dem L-Shape (o = 2/3) weist
das Neumann-Datum ¢ eine ausgepragtere Singularitét als beim L-Shape an der einspringenden
Ecke (z,y) = (0,0) auf. Weiters verlieren wir auch beim Dirichlet-Datum ¢ an Regularitét. Beide

Funktionen sind in Abbildung 9 dargestellt.
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6.1. Voriiberlegungen fiir die Berechnung auf den einzelnen Gebieten

a) Dirichlet-Datum g = ulp b) Neumann-Datum ¢ = Zu
g ¢ on

Abbildung 9: Dirichlet- und Neumann-Daten auf Z-Shape

6.1.3 Schlitz

Fiir das dritte und letzte numerische Experiment untersuchen wir das Schlitz-Problem. Das
Gebiet Q ist hierbei R? \ (—1,1) x {0}, vgl. Abbildung 7. Beim Schlitz-Problem geben wir die
Symm’sche Integralgleichung durch

Vé=—z aufI'=(-1,1) x {0} (6.4)

vor. Demnach gilt laut (3.4) —z = (K + 1/2)g. Obwohl das Gebiet © nicht beschrénkt ist,
garantiert uns beispielsweise [18, Satz 6.5] trotzdem die Elliptizitat von V auf I' und damit die
eindeutige Losbarkeit der Variationsformulierung von (6.4), d.h. von

Vo, W) =—(z, W) fir alle ¥, € PO(&).

Die exakte Losung der Normalenableitung lautet dann

—2x

P(z,y) = N

fir alle z € (—1,1) und y = 0. Die spezielle Gestalt des Gebietes und die Verénderung der
rechten Seite miissen nun in der Problemlosung beriicksichtigt werden. Da der Rand I' nicht
mehr geschlossen ist, gilt die Beziehung #X, = #&; + 1 zwischen der Menge der Knoten Ky
und der Elementanzahl der Triangulierung &. Sei N := #&y, dann erhalten wir mit den Knoten
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S0

zj = (z; ,z](.z)) € K¢ und den zugehérigen Hutfunktionen ¢ fiir z € (—1,1) auf dem Netz &
N+1
1
r=3 5"
j=1

fir alle £ € Ny. Insbesondere wird die rechte Seite von (6.4) exakt dargestellt, was zum Ver-
schwinden der Dirichlet-Datenoszillationen, d.h. oscp ¢ = 0, fiihrt. Mit der Darstellung

N
=) wx;
7j=1

folgt dann fiir die Variationsformulierung auf P°(&)

N N+1
1
> 2 (Vg xer = (Ve xihr = —(z, xa)r = — Z§ ¢ xr
j=1 j=1
fir alle K = 1,...,N. Sei nun z := (z%l), e z](\}ll) der Vektor der xz-Koordinaten der Knoten
zj = (zj(-l),z](?)) € K¢ und x := (z1,...,2n) der Koeffizientenvektor von ®,. Dann implizieren

die Definitionen (3.11) und (3.13)
Vx=-Mz=:b

fiir das zu 16sende lineare Gleichungssystem, wobei nun V. € RV*N und M € RVX(V+1D) gilt,

Weiters ist das Residuum fiir die Berechnung des gewichteten Residualschétzers gy und des
Faermann-Residualschétzers ¢, nun durch

Riy=V(®—¢) =V + 1

gegeben.

Der nicht geschlossene Rand fithrt auf eine Einschrdnkung bei der Wahl der Fehlerschét-
zer, sodass wir auf die Steinbach-Schétzer oyy und oy 4 génzlich verzichten miissen. Fiir den
Faermann-Residualschétzer ¢y sind tiber die Adaptierung der Berechnung des Residuums Ry
hinaus Verdnderungen vorzunehmen, da er fiir die Berechnung auf einem Element zumindest
auch ein Nachbarelement - in unserer Implementierung sogar beide - benétigt. Wir fiigen also ein
virtuelles Element E hinzu, indem wir den Punkt (1,0) mit dem Punkt (—1,0) verbinden und
fiir das Residuum Ry|z = 0 setzen.

Im Anhang ist mit Listing A.1 der Programmcode fiir den Faermann-Residualschétzer ¢, fiir
das Schlitz-Problem zu finden.
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6.2 Parameterwahl der Steinbach-Schatzer

Da uns Lemma 5.17 zu den beiden Steinbach-Schéitzern keine Aussage iiber eine hinreichend
kleine Netzweite thk)H roo(ry < ||hel|poo(ry der k-fachen uniformen Verfeinerung Eék) des Netzes
&y liefert, werden wir diesen Parameter mittels Simulationen schétzen. D.h. wir wollen fiir beide
Steinbach-Schétzer jeweils einen (sinnvollen) Parameter & € N bestimmen, sodass die beiden
Steinbach-Schéatzer

k0 k) (k) /2
Uév) = <<Ve§ )v eg )>F)

und

k.0 k—1/2) (k) (k 1/2
D = (LB )

mit
0 ) 13, 0y

effizient und zuverlassig sind.

Wir werden die dafiir notwendigen Simulationen auf dem symmetrisch rotierten L-Shape mit
dem pig-adaptiv gesteuerten Algorithmus durchfithren und weiters auch auf dem Z-Shape diese
Parameterwahl tiberpriifen.

6.2.1 L-Shape: Parameterschétzung fiir Steinbach-Schétzer o,y

Mit den Voriiberlegungen aus Abschnitt 6.1.1 erhalten wir mit den Codes fiir den Fehlerschét-
zer fip (Listing 5) und jenem des Steinbach-Schétzers o,y (Listing 9) bei Berechnung der L?-
Orthogonalprojektion mittels 3-Punkt Gaufquadratur die in Abbildung 10 dargestellten Simula-
tionsergebnisse auf dem L-Shape. Da fiir jede Parameterwahl die pig-adaptive Steuerung verwen-
det wird, werden immer dieselben Triangulierungen erzeugt. Im oberen Plot sehen wir den Fehler-
schétzer aékv ) iiber der Elementanzahl bei k-facher uniformer Verfeinerung von & mit k € {0, 1}.
Auch wenn der Fall £k = 0 in der Analysis nicht behandelt wird, wollen wir ihn in den Simula-
tionen untersuchen. Als weiteren Vergleich sind auch die Fehlerschétzer O'é 29) iy q € {1,5}
Auswertungen der Neumann-Summe, implementiert durch die Iterationsvorschrift (5.61), aufge-
tragen. Weiters sehen wir die obere Schranke error, fiir den Fehler ||¢ — ®/||y; bei fg-adaptiver
Steuerung. Im Falle k = ¢ = 0 approximieren laut Lemma 5.15 und der L?-Orthogonalprojektion
als Mittelwertbildung in grober Ndherung auf dem Netz &

6&0’0) = eéo) (g — Br) = ¢y — By

mit der zum Fehler ¢ — ®, bis auf Datenoszillationen bzgl. der Energienorm dquivalenten rechten
Seite. Wir erkennen, dass der Kurvenverlauf einen instabilen Eindruck macht und daher nicht

(k,0)

sehr vielversprechend aussieht. Der Fehlerschétzer o,7,” mit & = 1 und damit bei einer uniformen

Verfeinerung von &, weist bereits einen O(N -3/ 2)-Konvergenzverlauf auf. Folglich vermuten wir
bei dieser Parameterwahl bereits die Effizienz und Zuverlassigkeit des Fehlerschétzers. Die weite-
ren Terme der Neumann-Reihe scheinen keine nennenswerte Verbesserung hinsichtlich Stabilitét

89



6. Numerische Resultate

und Konvergenzverlauf beizutragen. In Abbildung 10 unten ist die Berechnungsdauer der Funkti-
on conput eEst Si gmaV liber der Anzahl der Elemente aufgetragen. Jede zusétzliche Verfeinerung
und Auswertung von Neumann-Terme fithrt zu einer erwarteten Erhéhung der Berechnungsdauer
des Steinbach-Schétzers, die es (wenn moglich) zu vermeiden gilt.

Wir erhoffen uns bei einer hoheren Anzahl von Quadraturpunkten einen stabileren Konvergenz-
verlauf. In Abbildung 11 ist das Ergebnis derselben Simulation mit einer 5-Punkt Gaufsquadratur
dargestellt. Bis auf einen stabileren Verlauf von aé%}o ) ist auf den ersten Blick kein Unterschied
zur 3-Punkt-Gaulquadratur-Variante zu erkennen. Bei genauerer Betrachtung in Abbildung 12
fallt die leicht abflachende Tendenz bei der Berechnung von Jé}‘f ) mittels 3-Punkt Gaubqua-

(5,2)

dratur bei hoher Elementanzahl auf. Die Kurven von oy sind dagegen identisch. Mehrerer
Neumann-Summanden und gréferes & > 0 fiihren also zu einem stabileren Konvergenzverlauf.
Hinsichtlich auf die Berechnungsdauer ist dagegen ein Fehlerschétzer mit moglichst geringer An-
zahl an Neumann-Summanden wiinschenswert. In Abbildung 12 unten sehen wir, dass der durch
die Quadraturknotenerhohung entstehende grofsere Zeitaufwand ist minimal.

Fiir die weiteren Simulationen wéhlen wir daher eine 5-Punkt Gaufiquadratur mit den Pa-
(k,q)

rametern k := 1 und ¢ := 0 fiir die Berechnung des Steinbach-Schétzers 0,7, und schreiben
vereinfachend oy y .

6.2.2 L-Shape: Parameterschitzung fiir Steinbach-Schétzer o4 4

Mit dem Code fiir den Steinbach-Schétzer oy 4 (Listing 10) erhalten wir bei fi-adaptiver Steue-
rung und einer 3-Punkt Gaukquadratur die in Abbildung 13 dargestellten Simulationsergebnisse.

Der obere Plot von Abbildung 13 zeigt, dass die Fehlerschétzer Uéi’lo) fiir alle k € {1,2,3,5}*
beinahe deckungsgleich sind und alle die gleiche Konvergenzrate aufweisen. Damit scheinen die
Fehlerschatzer mit allen berechneten Parametern bei einer Implementierung mit einer 3-Punkt
Gaubquadratur effizient und zuverlassig zu sein. Weiters zeigt die Zeitmessung im unteren Plot
von Abbildung 13, dass sich die Berechnungsdauer des Fehlerschétzers von conput eEst Si gnaA
bei jeder Vergroferung von k > 0 erhoht.

(k) _

Wir wollen nun die Berechnung der Projektion e,” = Hﬁk)(@ — ®y) mit einer geringeren
Quadraturordnung durchfiihren und die Resultate des daraus resultierenden Steinbach-Schétzers
JékAO) bewerten. In Abbildung 14 sehen wir, dass bereits eine 1-Punkt Gaukquadratur fiir die

(k)

Berechnung von e, zu einer O(N ~3/2)-Konvergenzrate des Fehlerschiitzers fithrt. Auch die
Gegeniiberstellung mit der 3-Punkt-Gaufiquadratur-Berechnung in Abbildung 15 zeigt ein gutes
Ergebnis. Dies ist insofern bemerkenswert, da der Steinbach-Schétzer o4y bei der Berechnung der
gleichen Grofe eék) fiir K = 1 und g = 0 erst mit einer 5-Punkt Gaufsquadratur einen vergleichbar
stabilen Konvergenzverlauf aufweist.

Demnach werden wir fiir den Steinbach-Schétzer o4 4 eine 1-Punkt Gaufsquadratur verwenden
und als Parameter %k := 1 wéhlen. Vereinfachend werden wir fiir die weiteren Simulationen oy 4
im fortlaufenden Dokument schreiben.

“Der Fall k = 0 ist aufgrund der Definition des Multilevel-Operators ausgeschlossen.
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6.2.3 Z-Shape: Parameteriiberpriifung der Steinbach-Schitzer oy v, 00,4

In diesem Abschnitt méchten wir die eben auf dem L-Shape gewéhlten Parameter der Steinbach-
Schétzer auf ihre Brauchbarkeit bei Simulationen auf dem Z-Shape testen. Alle Plots wurden
wieder bei pig-adaptiver Steuerung generiert:

In Abbildung 16 sehen wir, dass dies beim Steinbach-Schétzer {iber das Einfachschichtpoten-
tial oy bei keiner gewdhlten Parametereinstellung der Fall ist. Diese schlagartig eintretende
Ungenauigkeit tritt bei vermeintlich genaueren Berechnungen, d.h. mehr Neumann-Terme, ho-
here Verfeinerung der Triangulierung £ und bei hoherer Quadraturordnung, frither und starker

(2,5)
v

auf. Beispielsweise befindet sich der Fehlerschétzer 0,7, bei einer 3-Punkt Gaufquadratur, ver-

glichen mit der 5-Punkt Gaufiquadratur, einen Verfeinerungsschritt linger auf der ,O(N =3/ ).
Konvergenzkurve®. Selbiges gilt fiir O'é}"/o ), Moglicherweise ist dieses Fehlverhalten auf eine in-
stabile Berechnung des hypersinguldren Integraloperators W und/oder des adjungierten Dop-
pelschichtpotentialoperators K’ bei singulareren Daten zuriickzufiihren. Zum Einen erfolgt mit

diesen Operatoren die Berechnung von
e — ) =1 (G, — ®y) = ) (K — 1/2)0, + WGY)

und zum Anderen fiir ¢ > 0

q
eék’q) = Z (Hék)(l/Q + K'))Veék).
v=0

Je Ofter die Integraloperatoren ausgewertet werden, desto unzuverldssiger scheint das Ergeb-
nis. Eine oder mehrere Instabilitdten wéren also eine mogliche Erklarung fiir die beobachteten
Resultate.

Beim Steinbach-Schéitzer iiber den Multilevel-Operator agi"q) zeigt sich ein dhnliches Bild
in Abbildung 17, wenngleich solche Fehlberechnungen nur in ébgeschwéichter Form existieren —
der Multilevel-Operator scheint diese Ungenauigkeiten zu glédtten. Auch hier treten diese Spriinge
bei niedrigerer Quadraturordnung tendentiell spéater auf.
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Z-Shape: Parameteriiberpriifung o, 4 (1-Punkt Gaufquadratur)
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6.2.4 Die Steinbach-Fehlerindikatoren und der Steinbach-Schétzer oy

Bevor wir uns mit der genauen Analyse der einzelnen Fehlerschétzer beschéftigen, noch ein Test
mit dem Steinbach-Schétzer o,y Im Unterschied zu all den anderen Fehlerschétzern sind die
Steinbach-Fehlerindikatoren

k, k, k, 1/2 k, k, 1/2 .
o (E) = (el e D) p)'? = (1 PP pl) 2 fir B e &

und der Steinbach-Schatzer

K, K, k, 1/2 k, E, 1/2
Uévq) _ ((Veg ) 7 eg q)>F) / (((eé ) ,eg q)>>F) /
iiber das Einfachschichtpotential separat zu berechnen. Wie in Abschnitt 5.12.1 gezeigt wurde,
gilt

(k,q Y (kq 1/2 o (k,q)
Uz,v 3 (Z Jev Ej) ) = Oy -
7j=1

Die Betrige bei den Indikatoren garantieren dabei die positive Definitheit der symmetrischen
Bilinearform (-, -)g fir alle £ € &. Wir wollen nun untersuchen inwieweit sich die Ergebnisse
von 0y zu jenen von oy y bei den oben gewéhlten Parametern, d.h. ¢ = 0, £ = 1 und 5-Punkt
Gaufsquadratur, unterscheiden.

Wir erhalten auf dem L-Shape mit dem pg-adaptiv gesteuerten BEM-Algorithmus die in Ab-
bildung 18 oben dargestellten Simulationsergebnisse. Wie erwartet liegt oy immer unter &gy .
Interessant ist allerdings, dass auch &y einen effizienten und zuverlédssigen Fehlerschitzer abzu-
geben scheint.

Die Ergebnisse auf dem Z-Shape sind allerdings bescheiden, vgl. Abbildung 18 unten. Nach
obigen Erkenntnissen ist dies nicht iiberraschend.
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6.2. Parameterwahl der Steinbach-Schatzer
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L-Shape: Vergleich o,y und &4y bei fi-adaptiver Steuerung
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Abbildung 18: Vergleich des Steinbach-Schitzers oy mit &y 1/
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6.3 Analyse der lokalen a-posteriori Fehlerschitzer

Nachdem nun alle Fehlerschatzer vollstandig spezifiziert sind, kénnen wir mit deren Analyse
beginnen. Wir werden dabei alle lokalen a-posteriori Fehlerschétzer puy, fig, 7¢, 0¢, e, 0¢,v, 04,4 auf
den Beispiel-Gebieten L-Shape, Z-Shape und auf dem Schlitz-Problem (hier ohne Steinbach-
Schétzer) testen.

Auf jedem Gebiet werden wir zuerst die Regularitit der Losung ¢ € H—1/2 (T") mittels Simulati-
on bei uniformer Verfeinerung bestimmen. Fiir eine Funktion u : R? — R gilt u € H*(T), s € R>q
auf dem Rand I' genau dann, wenn die Sobolev-Slobodeckij-Norm

||u\|%{s(r) = HUH?{k(r) + |U|%{f<(r)

mit s = k + k, wobei k = [s]| und

D*u(x) — DFu(y)|?
ul?. :://’ dl'(z)dl(y),
| |H ™) rJr ]m—y[1+2“ ( ) ( )

endlich ist. Folglich gilt u € H*(T") fiir den fiir uns interessanten Fall s € (0, 1) genau dann, wenn

Hquqs(r) = HUH%Q(F) + \u’?{s(r) < 0.

Wir zitieren nun Korollar 4.1.33 aus [15] zu einem Lemma iiber die Konvergenzordnung des
Fehlers ||¢ — ®¢||y fiir uniforme Netze.

Lemma 6.1 (Konvergenzordnung). Sei ¢ € H*(I') € HY(') fir ein s > 0 die exakte
Lésung der Variationsformulierung (3.8) und ®, € P°(&) die zur Triangulierung & gehérige
Galerkin-Losung. Dann gilt mit der uniformen Netzweite h auf &, die Fehlerabschdtzung

¢ — @ellv < CRZFRED)G] gy (6.5)
fiir eine Konstante C > 0 abhdngig von der K-Netzkonstante k(&p). O

Bevor wir mit der Analyse beginnen, zeigen wir den schematischen Ablauf einer jeden adaptiven
Verfeinerungsstrategie mit den Programmen aus HILBERT:

Algorithmus 6.2 (BEM-Algorithmus mit pe-adaptiver Netzverfeinerung).
INPUT: Ausgangsnetz &y, 0 = p = 1/4, maximale Anzahl an Elementen Nyq, € N, Cauchy-Daten
g und ¢ (¢ fiir Fehlerberechnung), Zihler £ :=0

(1) Berechne uniforme Verfeinerung &, mittels r ef i neBoundar yMesh.

(2) Ermittle mit Hilfe von conput eOscDi ri chl et die Dirichlet-Datenoszillationen oscp ¢ auf
dem Netz &.

(3) Bestimme die Dirichlet-Datenoszillationen oscp ¢ auf & mittels

oscp,e = 6scp(father 2son(:, 1)) + oscp ¢ (f at her 2son(:, 2)).
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6.3. Analyse der lokalen a-posteriori Fehlerschétzer

(4) Berechne Einfachschichtpotentialmatriz \Y% auf g’g durch bui | dV.
(5) Ermittle rechte Seite b (J,Ufé\g durch bui | dSymRHS.

(6) Bestimme Koeffizientenvektor X fiir die Galerkin-Approzimation o, € PYE) aus dem
linearen Gleichungssystem VX = b.

(7) Berechne Einfachschichtpotentialmatriz V und rechte Seite b, wobei b durch
b = b(fat her 2son(:, 1)) + b(f at her 2son(:, 2)) (6.6)

berechnet wird, fir die Triangulierung & und bestimme den Koeffizientenvektor x fir die
Galerkin-Approzimation ®, € P°(&).

(8) Berechne mittels conput eEst Sl pMu den lokalen Fehlerschitzer p, auf der Triangulierung
&p.

(9) Markiere die zu verfeinernden Elemente M, von & mittels Verfeinerungsindikator L% =
u3 + osc?, , mit Hilfe von mar KEl ement s.

(10) Verfeinere markierte Elemente M, mit r ef i neBoundar yMesh und erhalte Netz Epy1.

(11) Berechne alle anderen Fehlerschitzer und bestimme mittels comput eEr r Neumann den Neu-
mann-Fehler errn ¢ auf €.

(12) Falls #Ep41 < Nppaz, setze £:= 0+ 1 und gehe zu (1).

OuTPUT: Fehlerschitzer jug, fig, T¢, 00, 9o, 00 v, 00,4, Summe Gpy = (Z;Vﬂ J&V(Ej)Q)l/Q der lo-
kalen oy -Fehleranteile, Dirichlet-Datenoszillationen oscp ¢, Neumann-Fehler erry ¢, Anzahl der
Elemente #&; und kumulierte Berechnungsdauern aller Anteile der pg-adaptiv gesteuerten Ver-
feinerungsstrategie.

Algorithmus 6.3 (BEM-Algorithmus mit pe-adaptiver Netzverfeinerung).
INPUT: Ausgangsnetz &y, 0 = p = 1/4, maximale Anzahl an Elementen Nya, € N, Cauchy-Daten
g und ¢ (¢ fiir Fehlerberechnung), Zihler £ :=0

(1) Berechne uniforme Verfeinerung &, mittels r ef i neBoundar yMesh.

(2) Ermittle mit Hilfe von conput eOscDi ri chl et die Dirichlet-Datenoszillationen 6scp o auf
dem Netz &.

(3) Bestimme die Dirichlet-Datenoszillationen oscp ¢ auf & mittels

oscpe = 6scp(f ather 2son(:, 1)) + oscp ¢ (f at her 2son(:, 2)).

(4) Berechne Einfachschichtpotentialmatriz \Y% auf g’g durch bui | dV.

(5) Ermittle rechte Seite b (J,Ufé\g durch bui | dSymRHS.
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(6) Bestimme Koeffizientenvektor X fiir die Galerkin-Approzimation o, € PYE) aus dem
linearen Gleichungssystem VX = b.

(7) Berechne mittels conmput eEst SI pMuTi | de den lokalen Fehlerschdtzer iy auf der Triangu-
lierung &.

(8) Markiere die zu verfeinernden Elemente M, von & mittels Verfeinerungsindikator L% =
2 + osch , mit Hilfe von mar KEl enent s.

(9) Verfeinere markierte Elemente My mit r ef i neBoundar yMesh und erhalte Netz Epy1.
(10) Berechne Einfachschichtpotentialmatriz V und rechte Seite b, wobei b durch
b = b(fat her 2son(:, 1)) + b(f at her 2son(:, 2))

berechnet wird, fir die Triangulierung £ und bestimme den Koeffizientenvektor x fir die
Galerkin-Approzimation ®, € P°(&).

(11) Berechne alle anderen Fehlerschitzer und bestimme mittels comput eEr r Neumann den Neu-
mann-Fehler erry ¢ auf &.

(12) Falls #Ep41 < Nppaz, setze £:= {0+ 1 und gehe zu (1).

OUuTPUT: Fehlerschditzer (i, fig, T¢, 0, o, 00V, 01,4, Summe ¢y der lokalen oy -Fehleranteile,
Dirichlet-Datenoszillationen oscp g, Neumann-Fehler erry o, Anzahl der Elemente #&; und ku-
mulierte Berechnungsdauern aller Anteile der pg-adaptiv gesteuerten Verfeinerungsstrategie.

Algorithmus 6.4 (BEM-Algorithmus mit 1¢-adaptiver Netzverfeinerung).
INPUT: Ausgangsnetz &y, 0 = p = 1/4, mazimale Anzahl an Elementen Ny, € N, Cauchy-Daten
g und ¢ (¢ fir Fehlerberechnung), Zihler £ :=0

(1) Berechne uniforme Verfeinerung &, mittels r ef i neBoundar yMesh.

(2) Ermittle mit Hilfe von conput eOscDi ri chl et die Dirichlet-Datenoszillationen 6scp ¢ auf
dem Netz &.

(3) Bestimme die Dirichlet-Datenoszillationen oscp ¢ auf & mittels

oscp = oscp(f at her 2son(:, 1)) + 6scp ¢(f at her 2son(:,2)).

(4) Berechne FEinfachschichtpotentialmatriz \Y (L’I.Lfé\g durch bui | dV.

(5) Ermittle rechte Seite b (J,Ufé\g durch bui | dSymRHS.

(6) Berechne Einfachschichtpotentialmatriz V und rechte Seite b, wobei b durch
b = b(f at her 2son(:, 1)) + b(f at her 2son(:, 2))

berechnet wird, fir die Triangulierung £ und bestimme den Koeffizientenvektor x fiir die
Galerkin-Approzimation ®, € P°(&).
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6.3. Analyse der lokalen a-posteriori Fehlerschétzer

(7) Berechne mittels conput eEst Sl pTau den lokalen Fehlerschitzer 1, auf der Triangulierung
&p.

(8) Markiere die zu verfeinernden Elemente My von & mittels Verfeinerungsindikator L? =
7'52 + osc% ¢, mit Hilfe von mar KEl ement s.

(9) Verfeinere markierte Elemente My mit r ef i neBoundar yMesh und erhalte Netz Epy1.

(10) Bestimme Koeffizientenvektor X fiir die Galerkin-Approzimation O, € PYE) aus dem
linearen Gleichungssystem VX = b.

(11) Berechne alle anderen Fehlerschdtzer und bestimme mittels conput eEr r Neunann den Neu-
mann-Fehler erry ¢ auf &.

(12) Falls #Ep41 < Nppaz, setze £:= {0+ 1 und gehe zu (1).

OUTPUT: Fehlerschitzer i, fig, T¢, 0¢, o, 00V, 01,4, Summe ¢y der lokalen oy -Fehleranteile,
Dirichlet-Datenoszillationen oscp g, Neumann-Fehler erry o, Anzahl der Elemente #&; und ku-
mulierte Berechnungsdauern aller Anteile der Tp-adaptiv gesteuerten Verfeinerungsstrategie.

Abschlieftend gilt fiir die restlichen Fehlerschatzer mit ¢, € {o¢, vr, 004,001 }:

Algorithmus 6.5 (BEM-Algorithmus mit ¢g-adaptiver Netzverfeinerung).
INPUT: Ausgangsnetz &y, 0 = p = 1/4, maximale Anzahl an Elementen Nya, € N, Cauchy-Daten
g und ¢ (¢ fiir Fehlerberechnung), Zihler £ :=0

(1) Ermittle mit Hilfe von conput eOscDi ri chl et die Dirichlet-Datenoszillationen oscp g auf
dem Netz &.

(2) Berechne b,V auf & und ermittle den Koeffizientenvektor x fir Galerkin-Losung ®, €
PO(E).

(8) Bestimme mittels conput eEst S| pRho, conput eEst SI pFaer mann, conput eEst Si gmaA
bzw. conput eEst Si gmaV den lokalen Fehlerschdtzer ¢p auf der Triangulierung &;.

(4) Markiere die zu verfeinernden Elemente M, von & mittels Verfeinerungsindikator L? =
gZQ + OSC% ¢ mit Hilfe von mar KEl ement s.

(5) Verfeinere markierte Elemente M, mit r ef i neBoundar yMesh und erhalte Netz Epy .
(6) Berechne uniforme Verfeinerung &.

(7) Bestimme B,{/ auf & und ermittle den Koeffizientenvektor X fiir Galerkin-Losung d, €
PYU&E).

(8) Berechne alle anderen Fehlerschitzer und bestimme mittels conput eEr r Neumann den Neu-
mann-Fehler erry ¢ auf &.

(9) Falls #Ep11 < Npax, setze £ := L0+ 1 und gehe zu (1).
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OUTPUT: Fehlerschitzer pug, [, Te, 0¢, e, 00, v, 0,4, Summe ¢y der lokalen oy -Fehleranteile,
Dirichlet-Datenoszillationen oscp ¢, Neumann-Fehler erry ¢, Anzahl der Elemente #&; und ku-
mulierte Berechnungsdauern aller Anteile der ¢s-adaptiv gesteuerten Verfeinerungsstrategie.

Im Anhang ist mit Listing A.2 der Programmcode fiir den oy y-adaptiv gesteuerten BEM-
Algorithmus fiir L- und Z-Shape zu finden. Alle anderen Fehlerschétzer wurden analog und nach
den Algorithmen 6.2 bis 6.5 implementiert. Beim Schlitz-Problem sind die in Abschnitt 6.1.3
erlduterten Anderungen zu beachten.

6.3.1 L-Shape

Fiir die Bestimmung der Regularitit des Neumann-Datums ¢, gegeben durch (6.3) mit (6.2) auf
dem L-Shape aus Abbildung 5, berechnen wir die Galerkin-Losung ®, bei uniformer Verfeinerung
und erhalten fiir errory und den Fehlerschétzern das in Abbildung 19 dargestellte Ergebnis. Die
Konvergenzordnung O(N~°") des Fehlers [|¢ — ®[|y ldsst sich durch

log(errory1) — log(errory)
log(Ny) — log(Ne41)

(> 0) (6.7)

order =

berechnen, wobei fiir uniforme Netze h = N~! gilt. Demnach sehen wir eine Fehler-Konvergenz-
rate von O(h?/3) und erhalten mit (6.5) s = 1/6, d.h. laut Simulation gilt ¢ € H'/6(I").

In den Abbildungen 20 bis 26 sehen wir alle Fehlerschétzer und die obere Schranke errory des
Fehlers [|¢ — ®¢||y bei je einer adaptiven Steuerung. Dabei weist errory und damit ||¢ — @yf|y un-
abhéngig von der Wahl des Verfeinerungsindikators eine Konvergenzordnung von O(N -3/ 2) auf.
Folglich gilt aufgrund der Definition (6.1) von error, auch fiir die Dirichlet-Datenoszillationen
oscpy = O(N =3/2). Aus der in dieser Arbeit herausgearbeiteten Analysis war dies nur fiir uni-
forme Netze und hinreichend glatten Cauchy-Daten garantiert, vgl. die Sétze 3.3 und 3.6.

Aufgrund der Parallelitit aller Kurven zu errory und damit zum Fehler |[¢p — @[y scheinen
alle Fehlerschétzer effizient und zuverldssig zu sein. Einzig der Fehlerschitzer o,y erweckt den
Eindruck einer abflachenden Tendenz bei uy- und pig-adaptiver Steuerung im Bereich grofer
Elementanzahl. Betrachten wir den Steinbach-Schétzer o,y in Abbildung 33 bei allen adaptiven
Verfeinerungsstrategien, so lasst sich dies nicht (mit Gewissheit) bestétigen. Damit weisen alle
Fehlerschitzer einen zu [|¢ — @[y parallelen O(N ~3/2)-Konvergenzverlauf auf. Aus den iibrigen
Abbildungen 27 bis 32 schlieffen wir auf die stabile Implementierung sdmtlicher Fehlerschétzer.

Fiir die (h— h/2)-Fehlerschitzer py, fip und 7, bedeutet deren beobachtete Effizienz und Zuver-
lassigkeit (bis auf Datenoszillationen), dass die Simulation die Saturationsannahme (3.34) nume-
risch bestétigt, vgl. Satz 5.7. Weiters verspricht Satz 5.9 die Effizienz des gewichteten Residual-
schétzers gy nur bei quasi-uniformen Netzen. Im Abschnitt 5.10 konnten wir zwar mit Satz 5.13
die Effizienz und Zuverlissigkeit fiir den Faermann-Residualschétzer ¢, nachweisen, doch fehlt
die fiir die Implementierung notwendige Quadraturfehler-Analyse als Beweis fiir eine brauch-
bare Approximation @y ~ @y der Realisierung. Mit der Simulation wird die Implementierung
durch das numerische Experiment gestiitzt. Satz 5.18 garantiert die Effizienz und Zuverldssig-
keit des Steinbach-Schétzers oy nur bei (nicht spezifiziertes) hinreichend kleines thk) | oo (ry <
|hell oo (ry- Scheinbar reicht die in Abschnitt 6.2 begriindete Parameterwahl dafiir aus. Beim
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Steinbach-Schétzer iiber den Multilevel-Operator oy 4 musste fiir Satz 5.21 noch zusétzlich von
uniformen Netzen ausgegangen werden.

Damit ist die Effizienz und Zuverléssigkeit aller Fehlerschétzer, zumindest auf dem L-Shape,
experimentell nachgewiesen.

Aufgrund der beobachteten Stabilitdt aller Implementierungen reicht es, die Fehlerschétzer
bei eigener Adaptivitdt zu untersuchen. Abbildung 34 kann dann als Zusammenfassung der
Abbildungen 20 bis 33 angesehen werden, wobei auch eine Gegeniiberstellung hinsichtlich der
kumulierten Berechnungszeiten des jeweiligen adaptiven-Algorithmus gegeben ist.

Die Abbildung 35 oben zeigt die Schranke error; bei allen adaptiven Steuerungen. Abgese-
hen von oy v, der kontinuierlich einen etwas hoheren Wert bezogen auf eine feste Elementanzahl
aufweist, ist zwischen den Implementierungen hinsichtlich der Fehlerschranke kaum ein Unter-
schied feststellbar. Die (vermeintlich) genauesten Ergebnisse bzgl. der Energienorm liefern bei
néherer Betrachtung die (h — h/2)-Fehlerschétzer py, fig, 7¢, dicht gefolgt von den Residualschét-
zern o, ¢ und dem Steinbach-Schétzer {iber den Multilevel-Operator oy 4. Bei der Wahl eines
Residualschétzer-gesteuerten oder oy 4-gesteuerten adaptiven Algorithmus kann demnach inner-
halb geringerer Zeit eine hohere Genauigkeit garantiert werden, vgl. Abbildung 35 unten. Die
Berechnungszeit der Steinbach-Schétzer ist allerdings sehr stark von den gewéhlten Parametern
abhéngig, wie wir in Abschnitt 6.2 gesehen haben.

Zum Schluss wollen wir eine genaue Rechenzeit-Analyse der verschieden gesteuerten adaptiven
Algorithmen durchfithren und deren anteilige Zusammensetzung erortern. In Abbildung 36 sind
die kumulierten Berechnungszeiten des jeweiligen adaptiven BEM-Algorithmus tiber der Anzahl
der Elemente aufgetragen. Wir sehen, dass sich der Zeitaufwand fiir die Berechnung der Algorith-
men der verschiedenen Verfeinerungsstrategien asymptotisch wie O(N?) zur Anzahl der Elemente
verhalt. Der oy 4-gesteuerte Algorithmus ist etwas vor den beiden Residualschitzer-adaptiven
Verfeinerungsstrategien und liefert daher die schnellsten Resultate, wéhrend die (h — h/2)-
Fehlerschatzer py, iy und 7, die ldngste Zeit fiir die Berechnung je Triangulierung brauchen.
Der Vergleich der absoluten Zeit bei 5000 Elementen von etwa 2000 Sekunden bei den (h —h/2)-
Algorithmen gegeniiber knapp 800 Sekunden bei jenen der Residualschétzern macht dies deutlich.

Die Abbildungen 37 bis 43 zeigen jeweils die absoluten und relativen Berechnungszeiten der
verschieden gesteuerten BEM-Algorithmen, wobei alle Zeiten wieder als kumulierte Berechnungs-
dauern zu verstehen sind.

Bei den (h — h/2)- adaptiven Algorlthmen fallt der Hauptteil bei der pg-Steuerung auf die Be-
rechnung der rechten Seite b da b aus b mittels (6.6) gewonnen wird und der damit verbundene
Zeitaufwand vernachldssigbar gering ist. Weiters ist auch das Aufstellen der Einfachschichtpo-
tentialmatrizen V, V und das Lésen der Gleichungssysteme Vx = b bzw. V% = b teuer. Analog
verhélt es sich bei der y-adaptiven Steuerung, wobei die Berechnung der Einfachschichtpotential
V und das Lésen nach x entféllt. Folglich ist die ji;-adaptive Steuerung etwas schneller. Bei der
Tp-Steuerung werden zwar beide Einfachschichtpotentialmatrizen V, V und beide rechten Seiten
b, b benotigt, doch muss nur mehr das Gleichungssystem Vx = b gelost werden, sodass insgesamt
wieder etwas Zeit eingespart wird. Bei allen (h—h/2)-Fehlerschitzern sind die Berechnungszeiten
der Funktionen conput eEst Sl pMu, conput eEst SI pMuTi | de und conput eEst Sl pTau nicht der
Rede wert.

Die Zeitanalyse der Residualschétzer-gesteuerten Algorithmen ist nahezu identisch. Es werden
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nur die Galerkin-Daten b,V benétigt um den Koeffizientenvektor x der Galerkin-Losung ®, zu
bestimmen. Im Gegensatz zu den (h — h/2)-Strategien sind die Berechnungen der Fehlerschétzer
o¢ und ¢y in Form von conmput eEst Sl pRho und conput eEst Sl pFaer mann komplexer und damit
auch deutlich zeitintensiver. Besonders bei einer geringeren Elementanzahl fallt dies stérker ins
Gewicht.

BEM-Algorithmen mit einer Steinbach-Schétzer-Steuerung lassen sich &hnlich den Residual-
schitzern charakterisieren. Auch hier werden nur die Galerkin-Daten b,V fiir die Bestimmung
des Koeffizientenvektors x bendtigt. Allerdings ist die Funktionsauswertung conput eEst Si gnaA
im Vergleich zu jener von conput eEst Si gmaV sehr schnell, woraus sich dann auch die insgesamt
schnellere Berechnung erklart.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass mit den (h — h/2)-adaptiven BEM-Algorithmen die
genauesten Galerkin-Approximationen bezogen auf die Elementanzahl bzgl. der Energienorm
garantiert werden konnen, dicht gefolgt von den Residualschétzern gy, ¢y und dem Steinbach-
Schétzer liber den Multilevel-Operator o4 4. Der Vorteil der Residualschétzer liegt dann klar bei
der schnelleren Berechnungszeit. Die Steinbach-Schétzer und deren Berechnungsdauer sind sehr
stark von den zugehoérigen Parametern abhéngig und folglich gut iiberlegt zu wéhlen. Bei unserer
sehr einfachen Wahl der Parameter, d.h. ¢ = 0, k = 1 und 1-Punkt Gaukquadratur, ist der oy 4-
gesteuerte Algorithmus sogar der schnellste. Weiters liefert der adaptive BEM-Algorithmus bei
allen untersuchten adaptiven Verfeinerungsstrategien die maximal mogliche Konvergenzrate des
Fehlers || — ®|ly von O(N~3/2).
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L-Shape: Fehlerschétzer und Schranke errory bei uniformer Netzverfeinerung
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Abbildung 19: L-Shape: Fehlerschétzer und Schranke error, bei uniformer Netzverfeinerung

L-Shape: Fehlerschatzer und Schranke error, bei pg-adaptiver Steuerung
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L-Shape: Fehlerschétzer und Schranke errory bei jip-adaptiver Steuerung
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L-Shape: Fehlerschétzer und Schranke error, bei my-adaptiver Steuerung
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L-Shape: Fehlerschétzer und Schranke error, bei gg-adaptiver Steuerung
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L-Shape: Fehlerschétzer und Schranke error, bei ¢p-adaptiver Steuerung
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L-Shape: Fehlerschitzer und Schranke errory bei oy 4-adaptiver Steuerung
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L-Shape: Fehlerschétzer und Schranke error, bei oy y-adaptiver Steuerung
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Fehlerschatzer py

Fehlerschitzer iy
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L-Shape: Fehlerschétzer u, bei allen adaptiven Steuerungen
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L-Shape: Fehlerschétzer fi, bei allen adaptiven Steuerungen
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L-Shape: Fehlerschétzer 7, bei allen adaptiven Steuerungen
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L-Shape: Fehlerschétzer gy bei allen adaptiven Steuerungen
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Fehlerschatzer ¢y

Fehlerschétzer oy 4

L-Shape: Fehlerschétzer ¢, bei allen adaptiven Steuerungen
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Fehlerschéatzer

Fehlerschéatzer

L-Shape: Alle Fehlerschétzer bei eigener adaptiver Steuerung (Elemente)
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Kumulierte Berechnungsdauer des BEM-Alg. in Sek.

kumulierte Berechnungsdauer in Sek.
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kumulierte Berechnungsdauer in Sek.
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kumulierte Berechnungsdauer in Sek.

kumulierte Berechnungsdauer in Sek.
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6.3. Analyse der lokalen a-posteriori Fehlerschétzer

6.3.2 Z-Shape

In diesem Abschnitt fiihren wir nun die numerischen Simulationen auf dem Z-Shape, darge-
stellt in Abbildung 6 mit der Ausgangspartitionierung &y des Randes T" fiir den adaptiven Al-
gorithmus, durch. Zuerst schitzen wir wieder die Regularitdt der Losung ¢ und berechnen die
Galerkin-Loésung ®, mit uniformer Netzverfeinerung. In Abbildung 44 sehen wir die obere Schran-
ke errory des Fehlers ||¢—®[|y und alle Fehlerschétzer iiber der Anzahl der Elemente aufgetragen.
Mit Gleichung (6.7) erhalten wir eine Konvergenzverhalten von ca. ||¢ — ®¢|ly = O(hY7), was
mit (6.5) zu einer Schétzung von ¢ € H*(I') mit s < 1/14 fiihrt.

In den Abbildungen 45 bis 51 fillt sofort das schlechte Abschneiden beider Steinbach-Schétzer
o¢v,00,4 auf, was nach den Ausfiihrungen in Abschnitt 6.2.3 zu erwarten war. Uberraschend
ist allerdings, dass obwohl der Steinbach-Schétzer o, 4 unglaubwiirdige Ergebnisse liefert, dessen
adaptiv-gesteuerter Algorithmus aber hinsichtlich Fehlerschranke und iibriger Fehlerschétzer gute
Ergebnisse erzielt, vgl. Abbildung 50 — ganz im Gegensatz zum Schétzer oy, vgl. Abbildung 51.
Nehmen wir die Steinbach-Schétzer nun aus, so konvergiert die Fehlerschranke errory bei allen
anderen Schitzern mit O(N ~3/2) und folglich auch der Fehler [|¢)— @]y . Die Fehlerschiitzer sind
dazu parallel, was die Effizienz und Zuverlassigkeit samtlicher Fehlerschitzer (bis auf Steinbach-
Schétzer) auch auf dem Z-Shape experimentell nachweist. Wieder wird hier ausdriicklich auf
die nicht vorhanden Voraussetzungen der Randdaten und der Netze hingewiesen, die fiir die
Beweise obiger Beobachtungen in dieser Arbeit notwendig sind, siehe die Ausfilhrungen beim
L-Shape. Die Abbildungen 52 bis 58 zeigen, dass bis auf die Steuerungen mit den Steinbach-
Schétzern, alle Ergebnisse beinahe deckungsgleich sind, woraus wir wieder auf die Stabilitit
der Implementierungen schlieffen. Aus den Abbildungen 57 und 58 entnehmen wir, dass die
Ergebnisse der Steinbach-Schétzer aber einer Anzahl von etwa 400 Elementen zu unbrauchbaren
Ergebnissen fiihren, wobei der Steinbach-Schétzer o, 4 etwas langer durchhalt. Bezugnehmend
auf die Resultate in Abschnitt 6.2.3 erwarten wir auch mit keiner anderen Parameterwahl eine
signifikante Verbesserung.

In Abbildung 59 sind alle Fehlerschéitzer bei eigener adaptiver Steuerung iiber der Elemen-
tanzahl und der Berechnungsdauer aufgetragen. Sehr schén sieht man die Konvergenzrate von
O(N~3/2) aller Fehlerschétzer (wieder bis auf Steinbach-Schitzer).

Betrachten wir weiters die obere Schranke error, des Fehlers |[¢ — @[y in Abbildung 60: Aus-
genommen von dem Steinbach-Schétzer oy liefern alle Fehlerschétzer einen in etwa gleichen
Kurvenverlauf iiber der Anzahl der Elemente. Die Genauigkeit [|¢ — @[y der Galerkin-Losung
kann bei einem oy y-adaptiv gesteuerten Algorithmus nicht iiber einen gewissen Level hinaus ga-
rantiert werden. Nach der bereits auf dem L-Shape durchgefiihrten Rechenzeit-Analyse liefern die
Residualschétzer g/, ¢¢ und der Steinbach-Schétzer oy 4 wie erwartet die schnellsten Ergebnisse.

Damit lassen sich die meisten Beobachtungen der Simulationen auf dem L-Shape auch auf das
Z-Shape, selbst bei weniger reguldren Cauchy-Daten g, ¢, iibertragen. Die Steinbach-Schétzer
004,00y liefern ab einem hinreichend feinen Netz bei kritischeren Voraussetzungen an das Ge-
biet und den Cauchy-Daten zwar noch ganz gute Ergebnisse hinsichtlich des Fehlers ||[¢ — ®¢[|yv
— zumindest im Fall des Steinbach-Schétzers oy 4 — die Resultate insgesamt sind aber nicht
zufriedenstellend.
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Z-Shape: Fehlerschitzer und Schranke error, bei uniformer Netzverfeinerung
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Z-Shape: Fehlerschatzer und Schranke error, bei pg-adaptiver Steuerung
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Z-Shape: Fehlerschétzer und Schranke errory bei fig-adaptiver Steuerung
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Z-Shape: Fehlerschitzer und Schranke error, bei 7y-adaptiver Steuerung
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Z-Shape: Fehlerschitzer und Schranke error, bei ggp-adaptiver Steuerung
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Z-Shape: Fehlerschatzer und Schranke errory bei ¢y-adaptiver Steuerung
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Z-Shape: Fehlerschétzer und Schranke error, bei oy 4-adaptiver Steuerung

10 g . T T . — ——3
10 4
107 4
<~ f 1
— . 4
S ]
= L |
)
107 B
Pt E El
] C 3
N C ]
+~ | |
H [ i
"S LT e
10 ~ 4
S [T E
S F——=—uw 1
= L |
. T
10° ‘ E
E pe 1
[ —&—0pA ]
10°F —%— 0V RN =
£ SS |
[ —¢— errory Sl il
_____ O(N—S/Q) S b
w0l ‘ T ad Ll Ll .
10 10" 10 10

10°
Anzahl der Elemente

Abbildung 50: Z-Shape: Fehlerschétzer und Schranke error, bei oy 4-adaptiver Steuerung

Z-Shape: Fehlerschatzer und Schranke error, bei o4y -adaptiver Steuerung
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Z-Shape: Fehlerschéitzer 7y bei allen adaptiven Steuerungen
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Fehlerschatzer ¢y

Fehlerschétzer oy 4

Z-Shape: Fehlerschétzer ¢, bei allen adaptiven Steuerungen
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Fehlerschatzer oy v

Z-Shape: Fehlerschétzer o,y bei allen adaptiven Steuerungen

107 —— T . T —
107 —
10°F —
10 T e AR E
P —e— it AN i
C N 1
[ o ~. i
<
L ~ |
Ty S
_5 \\
10°F ©e < E
E ~ |
[ —&—0yA N ]
N
C N 1
P —v— 0y S i
N
L 3 R |
____O(N 3/2) S
107 s A L L L
10° 10" 10° 10"

10°
Anzahl der Elemente

Abbildung 58: Z-Shape: Fehlerschétzer oy bei allen adaptiven Steuerungen

131



6. Numerische Resultate

Fehlerschéatzer
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Z-Shape: Alle Fehlerschétzer bei eigener adaptiver Steuerung (Elemente)
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errory
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Z-Shape: Schranke error, bei allen adaptiven Steuerungen
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6.3.3 Schlitz-Problem

Abschliefsend untersuchen wir das Schlitz-Problem. Wir beginnen wieder mit der Schétzung der
Regulariét von ¢ € H~/2 und betrachten den in Abbildung 61 dargestellten Verlauf der Fehler-
schranke errory und der beim Schlitz-Problem zuléssigen Fehlerschitzer bei uniformer Netzverfei-
nerung. Mittels Gleichung (6.7) berechnen wir ein Konvergenzrate von [|¢— @[l = O(h'/?), was
mit (6.5) zu ¢ € L*(T) fiihrt. Damit weist die Lésung ¢ noch weniger Regularitiit auf, verglichen
mit jenen aus den vorherigen Beispielen.

Die Abbildungen 62 bis 66 zeigen uns wieder, dass der adaptive Algorithmus mit allen betrach-
teten Verfeinerungsindikatoren einen O(N ~3/2)-Konvergenzverlauf aufweist. Aus der Parallelitit
aller Kurven schlieffen wir wieder die Effizienz und Zuverlassigkeit, ohne das dies von der hier
herausgearbeiteten Analysis gewidhrleistet werden kann. In den Abbildungen 67 bis 71 ist ersicht-
lich, dass die jeweiligen Fehlerschéitzer nicht empfindlich auf die Wahl des Verfeinerungsindikators
reagieren. Sie liefern bei jeder adaptiven Steuerung beinahe identische Ergebnisse, insbesondere
bietet Abbildung 72 eine gute Ubersicht der Fehlerschitzer.

Aus Abbildung 73 schlieffen wir, dass alle adaptiven Steuerungen in etwa gleichwertig sind
bezogen auf die Genauigkeit der aus jeder adaptiven Verfeinerungsstrategie gewonnen Appro-
ximation @, =~ ¢ bzgl. der Energienorm, wenngleich der ,-gesteuerte Algorithmus eine etwas
hohere Fehlerschranke error, aufweist. Betrachten wir die Fehlerschranke error, iiber der ku-
mulierten Berechnungsdauer des jeweiligen Algorithmus, sind wieder die Residualschétzer gp, ¢y
vorteilhafter, wobei auch hier der Faermann-Residualschétzer etwas abgeschlagen ist. Die not-
wendige Erweiterung des Codes fiir die Berechnung des Faermann-Residualschétzers schliagt sich
demnach merklich im Kurvenverlauf der Fehlerschranke error, nieder.

Wir kommen zur Rechenzeit-Analyse aller adaptiv-gesteuerten Algorithmen: Betrachten wir
zuerst Abbildung 74, so sehen wir wieder einen asymptotischen Zeitaufwand von O(N?). Ver-
gleichen wir diesen Plot mit jenem vom L-Shape in Abbildung 36, so sind keine gravierenden
Unterschiede feststellbar. Die Codednderungen beim Faermann-Schétzer wirken sich nicht in der
Berechnungszeit aus und aus der vereinfachte rechten Seite b kénnen die (h — h/2)-Schétzer nur
geringfiigig profitieren.

Ein genaueres Bild erhalten wir durch die Aufschliisselung der Berechnungsdauern der jeweili-
gen adaptiven Algorithmen in den Abbildungen 75 bis 79. Die Berechnungszeit der rechten Seite
fallt im Vergleich zu jener beim L- bzw. Z-Shape nicht mehr ins Gewicht (vgl. b = —Mz vs.
b = Kg+ 1/2Mg und die Voriiberlegungen in Abschnitt 6.1.3). Folglich f&llt der beim L-Shape
noch grofte Anteil (bei den hier betrachteten adaptiven Algorithmen) weg.

Betrachten wir die (h — h/2)-Fehlerschétzer, so sind selbst die kumulierten Zeiten von ,,Sonsti-
ge, als relative Zeit immer noch unbedeutend, nun teurer in der Berechnung als die rechte Seite.
Damit ist die fiir die Berechnung von (h — h/2)-Schétzer gesteuerten Algorithmen bendtigte Zeit
nur mehr durch das Aufstellen der Einfachschichtpotentialmatrix A2 (V) und der Losung des
linearen Gleichungssystems VX = b (Vx = b) bestimmt.

Bei den Residualschitzer-gesteuerten Algorithmen fallt nun der Hauptteil der (kumulierten)
Berechnungszeit auf die Bestimmung der jeweiligen Fehlerschétzer.

Insgesamt zeigen alle BEM-Algorithmen mit den verschiedenen Steuerungen die maximal er-
reichbare O(N ~3/2)-Konvergenzrate. Die Fehlerschranke ist bei allen Steuerungen nahezu iden-
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tisch, wobei wieder die Residualschétzer die schnellsten Ergebnisse liefern. Auch die stabile Im-
plementierung soll an dieser Stelle nochmal hervorgehoben werden.
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Schlitz-Problem: Fehlerschétzer und Schranke error, bei uniformer Netzverfeinerung
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Abbildung 61: Schlitz-Problem: Fehlerschitzer und Schranke error, bei uniformer
Netzverfeinerung
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Schlitz-Problem: Fehlerschitzer und Schranke error, bei pig-adaptiver Steuerung
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Schlitz-Problem: Fehlerschétzer und Schranke error, bei 1y-adaptiver Steuerung
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Schlitz-Problem: Fehlerschétzer und Schranke error, bei gg-adaptiver Steuerung
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Schlitz-Problem: Fehlerschétzer und Schranke error, bei ¢p-adaptiver Steuerung
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Fehlerschatzer

Fehlerschitzer iy

Schlitz-Problem: Fehlerschétzer u, bei allen adaptiven Steuerungen
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Schlitz-Problem: Fehlerschétzer fiy bei allen adaptiven Steuerungen
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Fehlerschitzer 7,

Fehlerschatzer op

Schlitz-Problem: Fehlerschétzer 7, bei allen adaptiven Steuerungen
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Schlitz-Problem: Fehlerschétzer g, bei allen adaptiven Steuerungen
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Fehlerschatzer ¢y

Schlitz-Problem: Fehlerschétzer ¢y bei allen adaptiven Steuerungen
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Schlitz-Problem: Alle Fehlerschétzer bei eigener adaptiver Steuerung (Elemente)
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Schlitz-Problem: Schranke errory bei allen adaptiven Steuerungen (Elemente)
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Kumulierte Berechnungsdauer des BEM-Alg. in Sek.

kumulierte Berechnungsdauer in Sek.

Schlitz-Problem: Berechnungsdauer aller Verfeinerungsstrategien
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kumulierte Berechnungsdauer in Sek.
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Schlitz-Problem: Zeitmessung bei gs-adaptiver Netzverfeinerung

10 T T T
—— Gesamt
—%— compute gg
, | —©— compute b
10°F = compute V E
> compute x
5] —4A— Sonstige
_——— 2
R=RTE O(N?) |
St
Q
=]
a
el
&h10° | E
=]
=1
=i
=
(3]
210k i
o
M
)
It
]
a2
= 107k X-% E
= 4
g p
=] ’
4 ’
’
10°F ’ J
4
/
/
1074 0 : 1 : 2 ‘ 3
10 10 0 10

10’ 1
Anzahl der Elemente

Abbildung 78: Schlitz-Problem: Zeitmessung bei g,-adaptiver Netzverfeinerung
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Abbildung 79: Schlitz-Problem: Zeitmessung bei @g-adaptiver Netzverfeinerung
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A Anhang

A.1 Programmcode Faermann-Residualschitzer fiir das Schlitz-Problem

Listing A.1: computeEstSlpFaermann Schlitz

function ind = conput eEst Sl pFaer mann_Schl i t z( coor di nat es, el enent s, phi h, gh)

% ** (Gaussi an quadrature on [—1,1] with 2 nodes and exactness 3
quad_nodes = [-1 1]/sqrt(3);
quad_sum=1[112 2; 12 1 2];

%+ el enmentwi se interpolation is done in (gauss_|left,gauss_right, m dpoint)
i nterpol ati on_nodes = [ quad_nodes, 0] ;

% +x define constants
nE = size(elenents, 1);

nC = size(coordinates,1);
nQ = | engt h(quad_nodes) ;
nl = |l ength(interpol ati on_nodes);

% +* build vector of evaluations points as (nl*nE x 2)—matrix
a = coordinates(elements(:,1),:);
b = coordinates(el ements(:,2),:);
sx = reshape(a, 2*nE, 1) x(1—i nt er pol ati on_nodes)
+ reshape(b, 2+nE, 1) *( 1+i nt er pol ati on_nodes) ;
sx = 0. 5*reshape(sx’, nl*nE, 2);

% ++ eval uate residual = V«phih + x elenmentwi se at (left, right, mddle)
residual = eval uateV(coordinates, el enents, phi h, sx) + sx(:,1);
resi dual = reshape(residual,nl,nE)’;

% =+ ADDI TI ON WHEN SCHLI TZ—PROBLEM
el ements = [el enents; 5,1];

sx = [sx; zeros(3,2)];

residual = [residual; zeros(1,3)];

%+ determ ne right neighbour Ek and | eft nei ghbour Ei of elenent Ej
node2ri ght El enent = zeros(nC, 1);

node2l eft El enent = zeros(nC, 1);

node2ri ght El enent (el ements(:,1)) = (1:nE+1)’;

node2l eft El enent (el ements(:,2)) = (1l:nE+1)’;

el enent 2ri ght Nei ghbour = node2ri ght El enent (el ements(:, 2));

el ement 2| ef t Nei ghbour = node2l eft El enent (el enents(:,1));

% ++ compute int(E x E) =int_{E} int_{E} |p(s)—p(t)|”2/ |s—t|”2 dt ds
% ++ note: after transformation to [—1,1] and pol ynom al interpolation
% ++ the integrand is of the type |q(s)—q(t)|”2 with a polynonmial q
% +* and can thus be integrated analytically
intEfE = 3x(residual(:,2)-residual(:,1)).”22 + 6*(residual(:,1)
+residual (:,2)—2*residual (:,3))."2;

% *+ conmpute | ocal nesh-size
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h = sqgrt(sun{(coordi nates(el ements(:,1),:)—coordi nates(el enents(:,2),:))."2,2));

% ++ compute int(E x Ek) = int_{E} int_{Ek} |R(X)-R(y)|["2 / |x-y|"2 dGmra(Xx,y)
j = [1:nE+1]";

k=el ement 2ri ght Nei ghbour (j);
res_j = residual (j,quad_sun(1l,
res_k = residual (k, quad_sun{ 2,
nom = (res_j — res_k)."2;

)
)

jidx = [(nl*j — (nl=1)) (nl*j-1)];
kidx = [(nl*k — (nl—-1)) (nl*k-1)];
jidx = reshape(jidx(:,quad_sum(1,:))’,nQ@nQ(nE+1), 1);
ki dx = reshape(kidx(:,quad_sum(2,:))’,nQ@nQ(nE+l), 1);

denom = sun((sx(jidx,:) — sx(kidx,:))."2,2);
denom = reshape(denom n@nQ (nE+1))";
intEj EK = 0. 25*sum(nom /denom 2).*h(j).x*h(Kk);

Y% ++ return ind(j) = int(g x B) + 2«xint(E x EK) + int(Ek x EK)
U * * +int(Ei x Ei) + 2«xint(BE x E) +int(g x E)
ind = 2+«( intE E (1:nE)+i nt Ej EK(1: nE) +i nt Ej Ek( el ement 21 ef t Nei ghbour(1:nE)) ). ..
+i nt E Ej (el ement 2ri ght Nei ghbour (1: nE)) +i nt Ej Ej (el enent 2| ef t Nei ghbour (1: nE));

Bezugnehmed auf die Dokumentation von Listing 8 des Faermann-Residualschétzers auf ge-
schlossenen Réndern ist hier nur eine kurze Erklirung hinsichtlich der durchgefiihrten Anderun-
gen:

In Zeile 24 wird das Residuum R, = V®, + x berechnet.

Die Zeilen 28-30 bilden die wesentliche Erweiterung: Es wird dem Array el enents ein
virtuelles Element E = [25, z1] beigefiigt, wobei aufgrund der Definition des Netzes & z5 =
(1,0) und z; = (—1,0) gilt. Weiters wird auch das (nE-nQx2)-Array sx um zwei weitere
(zwischen —1 und 1 beliebige) Auswertepunkte ergénzt. Anschliefend wird das (nExnl )-
Array resi dual um eine Zeile mit Null-Eintrégen erweitert, sodass Ry|z = 0 gilt.

Im weiteren Programmcode muss punktuell auf die richtige Indizierung geachtet werden, um
am Ende die Fehlerindikatoren ¢y(F;)? fiir j = 1,..., N zu erhalten.

A.2 Programmcode des o, y-adaptiv gesteuerten BEM-Algorithmus

Listing A.2: adaptivSigmaV

function adaptivSi gmaV(coordi nates, el enents, uD, nEmax, t het a, phi _N)
% ++ adaptive nmesh-refining algorithm
counter = 1;

whi l e size(el ements, 1) < nEmax
%
%— start tinme—neasurenent for adaptive nesh—refinenent
%
time_ = cputine;
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%+ discretize Dirichlet data and conpute data oscillations
[osc_,uDh] = conputeGscDirichlet(coordinates, el ements, uD);
time_conputeGscDirichlet = cputine — tine_;

% *+ conmpute coarse—mesh solution for error estination
b = buil dSymRHS( coor di nat es, el enent s, ubh) ;
tinme_buil dSymmRHS = cputinme — tinme_ — time_conputeGscDirichlet;

V = bui | dV(coordi nat es, el enent s) ;
time_buildV = cputine — time_ — time_conputeGscDirichlet
— time_buil dSymRHS;

X = Whb;
time_solve = cputime — time_ — tinme_conputeGscDirichlet
— time_buil dSymmRHS — ti ne_buil dV;

%+ conmpute estinmator signmaV:
[sigmaVind_, si gmaV_] = conput eEst Si gmaV( coor di nat es, el enent s, x, ubh) ;
time_estimator = cputinme — time_ — time_conputeGscDirichlet

— time_buil dSymRHS — tinme_buildV — tine_sol ve;

%+ mark el ements for refinenent
mar ked = mar KEl ement s(t het a, 1/ 4, si gmaVl nd_+osc_) ;

% ** generate new nmesh
[ coordi nat es_new, el enment s_new
= refineBoundaryMesh( coordi nat es, el enent s, mar ked) ;
ti me_gener at eNewMesh = cputinme — tine_ — tine_conputeGscDirichl et
— time_buil dSymmRHS — tinme_buildV — tine_solve ...
— time_estimtor;
%
%—— stop time—neasurenent for adaptive mesh—refinenent
%
time_ = cputinme — tine_;
if counter>1
time_ = tinme_signmaV(counter—1)+tinme_;
ti me_conmputeGscDirichlet = time_signmaV_conmputeCscDhirichl et(counter—1)
+ time_conputeGCscDirichlet;
time_buil dSymmRHS = ti ne_si gmaV_bui | dSymmRHS(count er —1) + ti me_bui | dSymRHS;
time_buildV = tine_sigmaV_buil dV(counter—1) + tinme_buildV;
time_solve = time_sigmV_sol ve(counter—1) + tinme_sol ve;
time_estimator = tinme_sigmaV_estimtor(counter—1) + tinme_estimator;
ti me_gener at eNewiesh = time_si gnaV_gener at eNewiesh( count er —1)
+ time_gener at eNewMesh;
end

%+ free obsol ete nmenory
clear V b

% ++ generate uniformy refined nesh

[ coordi nates_fine, el enents_fine, father2son]
= refineBoundaryMesh( coordi nat es, el enents);
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end

% ++ conmpute fine—nmesh sol ution

V_fine bui | dV(coordi nates_fine, el enents_fine);

b_fine = buil dSymmRHS( coor di nat es_fi ne, el enent s_fi ne, uD( coordi nates_fine));
x_fine = V_fine\b_fine;

%+ conmpute all the other estinators:

fae_ = conmput eEst Sl pFaer nann( coor di nat es, el enent s, x, ubh) ;

mu_ = conput eEst SI pMu( coor di nat es, el enent s, f at her 2son, x_fi ne, x) ;

muTi | de_ = conput eEst SI pMuTi | de( coor di nat es, el ement s, f at her 2son, x_fi ne);
rho_ = conput eEst Sl pResi dual (coor di nat es, el enent s, x, ubh) ;

si gmaA_= conput eEst Si gnmaA( coor di nat es, el enent s, x, ubh) ;
tau_ = conput eEst Sl pTau(fat her 2son, V_fine, b_fine, x);

% +* conpute error bound
err_ = conput eErr Neunmann( coor di nat es, el enent s, x, phi _N);
err_sigmaV(counter) = sqgrt(sun(err_));

%+ free obsol ete nmenory
cl ear coordinates_fine elements_fine father2son
clear V.fine b fine x _fine x

% ++ store conputed data

nE_si gmaV(counter) = size(el enents, 1);

osc_sigmaV(counter) = sgrt(sun(osc_));

time_sigmaV(counter) = tine_;

time_si gmaV_conput eOscDirichl et(counter) = time_conputeGschirichlet;
time_si gmaV_bui | dSymRHS( counter) = time_bui |l dSynmRHS;
time_sigmaV_buil dV(counter) = tine_buildV,

time_si gmaV_sol ve(counter) = tinme_sol ve;
time_sigmV_estimator(counter) = time_estimator;

ti me_si gmaV_gener at eNewiesh(counter) = ti ne_gener at eNewMesh;
fae_sigmaV(counter) = sqrt(sun(fae_));

mu_si gmaV(counter) = sqrt(sumnu_));

muTi | de_si gmaV(counter) = sqrt(sun{nmuTilde_ ));
rho_sigmaV(counter) = sqgrt(sun(rho_));

si gmaA_sigmaV(counter) = sqgrt(sun(sigmA));

si gmaV_si gmaV(counter) = sqrt(sigmV_);

si gmaVl nd_si gmaV(counter) = sqrt(sunm(sigmVind_));
tau_sigmaV(counter) = sqrt(sun(tau_));

% ** i ncrease counter and iterate
counter = counter + 1;

coordi nates = coordi nat es_new,

el ements = el enents_new,

save(’ adaptiv.mat’,’ —append’);

Die Dokumentation des obigen Codes:

Es wird das Netz & in Form von coordi nat es und el enents eingelesen. Das Dirichlet-
Datum g und die (vorgegebene) Losung des Neumann-Datums ¢ werden als Funktionen uD
bzw. phi _N iibergeben. Weiters sind noch die maximale Anzahl der Elemente nEmax und
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A.2. Programmcode des 0y -adaptiv gesteuerten BEM-Algorithmus

der Parameter t het a fiir den adaptiven Algorithmus gegeben, wobei in unserem Falle stets
theta = 1/4 gilt (Zeile 1).

Nach der Initialisierung des Counters count er als Indikator des (¢ =count er )-ten Netzes
wird der adaptive BEM-Algorithmus so lange durchgefiihrt bis die maximale Elementanzahl
nEmax tiberschritten wird (Zeile 5).

Es beginnt die Zeitmessung der adaptiven Verfeinerungsstrategie (Zeile 9). Bezugnehmend
auf die Beschreibung der oy -adaptiven Verfeinerung in Algorithmus 6.5 werden alle Schrit-
te durchgefiihrt und die je Schritt bendtigte Zeit berechnet. Dabei wird die jeweilige Zeit
auf dem /-ten Netz als Summe aller Berechnungsdauern des jeweiligen Schrittes auf den
vorhergehenden Netzen gespeichert. Nicht mehr bendétigter Speicher wird sofort geldscht
(Zeilen 12-83).

Alle Ergebnisse des ¢-ten Netzes werden in den f-ten Array-Eintrag geschrieben (Zeilen 86—
102).

Abschlieffend werden alle Resultate in die Datei adapt i v. mat beigefiigt (Zeile 110).
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