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1 Einleitung

Adaptive finite element method (AFEM) Verfahren sind eines der wichtigsten Werkzeuge
zur Losung von Differentialgleichungen in technischen und naturwissenschaftlichen Anwen-
dungen. Eine géngige Formulierung von abstrakten AFEM Algorithmen stellt die folgende
Schleife dar (vgl. Algorithmus 1):

(i) LOSEN: In diesem Schritt wird fiir die aktuelle Triangulierung (siche Definition 1)
eine finite element Losung berechnet.

(ii) FEHLER SCHATZEN: Fiir jedes Element der aktuellen Triangulierung wird ein
Verfeinerungsindikator (siehe Notation 3) berechnet, der als Abschitzung fiir den
lokalen Fehler der bereits berechneten finite element Losung dient.

(iii) MARKIEREN: Basierend auf den in Schritt (ii) berechneten Verfeinerungsindika-
toren werden Elemente der aktuellen Triangulierung zur Verfeinerung markiert.

(iv) VERFEINERN: In diesem Schritt erfolgt die Verfeinerung der aktuellen Triangu-
lierung gemiB einer Netzverfeinerungsmethode (siehe Definition 2), sodass zumindest
alle in Schritt (iii) markierten Elemente verfeinert werden.

Konvergenz von AFEM Algorithmen wurde bereits fiir eine grofie Klasse von Differenti-
algleichungen nachgewiesen; siehe z.B. [ ] fiir das erste Ergebnis fiir zweidimensionale
Gebiete, | | fiir den ersten Konvergenzbeweis ohne Voraussetzungen an die Aus-
gangstriangulierung (siehe Abschnitt 2.1) und | , , ) ] fiir aktuellere
Beitrige.

In Kapitel 2 werden wir zunéchst grundlegende Definitionen und Notationen einfiihren,
bevor wir in Abschnitt 2.2 den Konvergenzbeweis aus | | nachvollziehen. Im Gegensatz
zu fritheren Werken wie | , ] kommt dieses Resultat ohne die Annahme von
lokaler Effizienz aus, wodurch es z.B. auch auf boundary element method Verfahren fiir
elliptische Integralgleichungen (siehe [ ]) anwendbar ist.

In Kapitel 3 wollen wir die Methoden aus [ | auf goal oriented adaptive finite element
method (GOAFEM) Verfahren (siche Abschnitt 3.1 bzw. Algorithmus 2) anwenden, um
neue Konvergenzresultate zu erhalten. Wahrend AFEM Algorithmen die Losungsfunktion
u einer Differentialgleichung approximieren, wird durch GOAFEM Algorithmen lediglich
der Wert G(u) fiir ein Zielfunktional G (siche Abschnitte 3.1.1-3.1.2) angenéhert. Da es
fiir viele Anwendungen geniigt, den Wert G(u) zu kennen, und keine konkrete Approxi-
mation der Losung u benétigt wird, spielen GOAFEM Verfahren in der Praxis oft eine
wichtigere Rolle als AFEM Verfahren — nicht zuletzt, weil GOAFEM Verfahren in der
Regel eine hohere Konvergenzrate aufweisen (siehe | , S.1438ft] oder | , S.84ff]).
In dieser Arbeit werden wir uns allerdings nicht um Konvergenzraten kiimmern, sondern
mit moglichst schwachen Voraussetzungen Konvergenz ohne garantierte Raten (engl. plain
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convergence) von verallgemeinerten Versionen der Algorithmen aus | ] nachweisen.
Diese Algorithmen sind wiederum verallgemeinerte Versionen jener, die in | | (Algo-
rithmus 3) bzw. | ] (Algorithmus 4) vorgestellt wurden. Wihrend die letzten beiden

Arbeiten jedoch ausschliefilich das Poisson Modellproblem betrachten und die Symmetrie
des entsprechenden dualen Problems fiir ihre Ergebnisse nutzen, sind die Resultate der vor-
liegenden Arbeit, inspiriert durch | |, unabhéingig von Modellproblemen und gelten
fiir alle FEM Diskretisierungen im Rahmen des Lemmas von Lax—Milgram. Da wir in dieser
Arbeit im Gegensatz zu | | aber nicht an Konvergenzraten bzw. optimaler Konver-
genz interessiert sind, kommen wir auch ohne die Annahmen diskreter Zuverldssigkeit (engl.
discrete reliability) und Quasi-Orthogonalitét aus (siehe [ , S.1428]). Dadurch sind
unsere Resultate auf eine grofiere Klasse von Problemen anwendbar als jene von | ]
und damit insbesondere auch jene von | , , |. Des Weiteren folgen wir | ]
und vermeiden diskrete Effizienz, wodurch die Netzverfeinerung auch durch Newest Vertex
Bisection (siehe Algorithmus 10) anstelle des lokalen bisecs-Verfahrens erfolgen kann.

Konkret verlangen wir fiir unsere Analysis, dass die Fehlerschétzer die folgenden struk-
turellen Eigenschaften aus | | erfiillen:

e Stabilitdt auf nicht-verfeinerten Elementen (siehe Gleichung (2.4)),
e Reduktion auf verfeinerten Elementen (siehe Gleichung (2.5)).

Weiters stellen wir die sehr schwache Bedingung (2.6) an die Markierungsstrategie, die
insbesondere durch géingige Strategien wie das Dorfler-Kriterium (siehe | | bzw. Glei-
chung (2.17)) und das Maximumskriterium erfiillt wird. SchlieSlich setzen wir a priori
Konvergenz (siehe Gleichung (2.3)) der Folge der berechneten Losungsfunktionen voraus,
d.h. die Existenz eines Grenzwertes, wobei nicht vorausgesetzt wird, dass dieser die Diffe-
rentialgleichung 16st.

In Kapitel 4 présentieren wir fiir ein konkretes Beispiel — die 2D Poisson-Gleichung —
alle bis dahin erwéhnten Bestandteile von AFEM Verfahren und rechnen die in der Analysis
von Kapitel 2 benotigten Eigenschaften nach.

SchlieBlich implementieren wir in Kapitel 5 die Algorithmen aus den Kapiteln 2-3 in
Matlab und fithren numerische Experimente durch.
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Dieses Kapitel orientiert sich an dem Paper ,,Plain Convergence of Adaptive Algorithms
without exploiting Reliability and Efficiency* | ] und stellt eine ausfiihrlichere Behand-
lung der darin bewiesenen Ergebnisse dar.

Wir betrachten dabei eine partielle Differentialgleichung auf einem beschrankten Gebiet
Q C R fiir ein d € N1 mit positivem MaB |Q| > 0. Ferner sei X’ ein Funktionenraum auf €,
beispielsweise der Sobolev-Raum X = H}(12), wobei die folgende Analysis im Wesentlichen
unabhéngig von & ist. Wir bezeichnen mit v € X die gesuchte, aber unbekannte Losung
dieses Problems und untersuchen adaptive Algorithmen zur Approximation von u. Bevor
wir am Ende des folgenden Abschnittes zu einer abstrakten Beschreibung dieser Algorith-
men kommen, werden noch einige wichtige Schreibweisen und Definitionen eingefiihrt.

2.1 Adaptive FEM Algorithmen

Definition 1 (Triangulierung). Eine endliche Menge 7 heiit Triangulierung von €2, falls
die folgenden Aussagen gelten:

(i) Alle Elemente T € T sind kompakte Mengen mit positivem Maf$ || > 0,
(i) fiir 7,7 € T mit T # T folgt [T NT'| = 0,

(iii) 7 iiberdeckt Q, d.h. Q= |J T.
TeT

Definition 2 (Netzverfeinerungsmethode). Eine Funktion refine(:,-) heit Netzverfeine-
rungsmethode, wenn sie ein Tupel (7g, M), bestehend aus einer Triangulierung 7z und
einer Menge markierter Elemente Mg C T auf eine Triangulierung 7; abbildet, sodass

(i) zumindest alle markierten Elemente verfeinert werden, d.h.

My C Tu\Th, (2.1)
(ii) alle Elemente T" € Ty die Vereinigung ihrer Kinder sind, d.h.

T=J{T'eTh:T'CT} firalleT ¢ Tx. (2.2)

Sei fiir den Rest dieses Kapitels refine(-,-) eine feste Netzverfeinerungsmethode. Fiir eine
Triangulierung 7z und n € N bezeichne T, (7x) die Menge aller durch hochstens n Anwen-
dungen von refine(-,-) ausgehend von 7y erreichbaren Triangulierungen. Fiir 7, € T, (Tx)
existieren also m < n, sowie 7o,...,Tm und M; C T; fir i = 0,...,m — 1, sodass gilt
To =T, Tm = T und T;41 = refine(T;, M;) fiir i = 0,...,m — 1.
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Weiters nennen wir
T(T) := | Tn(T)
neN
die Menge aller (zuléissigen) Verfeinerungen von 7 und definieren die Menge aller zuldssigen
Triangulierungen T := T(7y) als die Menge aller Verfeinerungen einer festen Ausgangstri-
angulierung 7p.

Notation 3 (Diskretisierung und Fehlerschétzer). Fiir jede Triangulierung 73, € T von €2
sei A}, C X ein zugehoriger diskreter (d.h. endlichdimensionaler) Unterraum von X und
up, € Xy, die entsprechende diskrete und berechenbare Lésung.

Sei weiters fiir jede Triangulierung 75 € T und jedes T € T, ein Verfeinerungsindikator
nn(T) € R>p gegeben, der zumindest heuristisch den Anteil des Fehlers ||u — up||x auf T
misst.

Fiir jede Teilmenge U, C Tj, definieren wir

1/2
mt) = (X m@?) wnd = ()
TeUy,

Nun konnen wir eine algorithmische Formulierung der adaptive finite element method
(AFEM), ausgehend von der Ausgangstriangulierung 7y, angeben.

Algorithmus 1 (AFEM). INPUT: Ausgangstriangulierung 7.
Fir £ =0,1,2,... fithre die folgenden vier Schritte aus:

(i) LOSEN: Berechne die diskrete Losung u; € Xj.

(ii) FEHLER SCHATZEN: Berechne 7,(T) fiir alle T € 7.
(iii) MARKIEREN: Bestimme eine Menge My C 7T, von markierten Elementen.
(iv) VERFEINERN: Berechne 7y := refine(7y, My).

OutpPUT: Der Algorithmus erzeugt eine Folge (72) ey S T von Triangulierungen, ei-

ne Folge (W) C X von zugehorigen diskreten Losungen sowie eine Folge von Feh-

£eNg

lerschétzern (77@) teNy”

2.2 Konvergenz von Algorithmus 1

2.2.1 Voraussetzungen

Die einzige Voraussetzung an Schritt (i) von Algorithmus 1 ist a priori Konvergenz, d.h
wir verlangen die Existenz eines Elements us, € X, sodass gilt

lim ||ueo — ugllx = 0. (2.3)
L—o00

Zu diesem Zeitpunkt ist jedoch unbekannt, ob us, = u gilt.
Fiir Schritt (ii) von Algorithmus 1 sei S: R>g — R>¢ eine bei 0 stetige Funktion mit
S(0) = 0. Weiters sei greq € (0,1) und es gelte fiir alle T € T und alle Ty, € T(Tx):
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e Stabilitat auf nicht-verfeinerten Elementen

(T N Te) < nu(Th N Ta) + S(|lun — uil x)- (2.4)

o Reduktion auf verfeinerten Elementen
M (TI\Te)? < Greans (Te\Tn)* + S(|Jun — um| x). (2.5)

Fiir Schritt (iii) von Algorithmus 1 sei M: R>g — Rxq eine bei 0 stetige Funktion mit
M (0) = 0 und es gelte

T < M M fiir alle ¢ € N. 2.6
T€H7123<>/<WW( ) < M(ne(My))  fiir alle 0 (2.6)

2.2.2 Konvergenzsatz

Satz 4. Seien die Annahmen (2.1)—(2.6) erfiillt. Dann folgt
lim ny = 0. (2.7)
£—00
Fiir den Beweis dieses Satzes benGtigen wir einige Hilfsresultate.

Lemma 5. Sei (ay)scn, eine Folge, die ay > 0 fiir alle £ € Ny erfiillt. Seien weiters 0 < p < 1
und eine Nullfolge (by)sen, gegeben, sodass

apr1 < pag+ by fiir alle £ € Ny.
Dann gilt lim a, = 0.
{—00
Beweis. Da die by eine Nullfolge bilden, folgt

0 < lim supay = lim sup agy1 < lim sup(pay + by) = plim sup ay,.
£—s00 {—00 {—s00 £—00

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass lim sup,_,., ay < oo gilt, dann folgt

0 = lim inf ay, = lim sup ay,
f—o0 £—00

also limy_, o, ag = 0. Induktion nach ¢, Beschrénktheit von b := sup;¢y, [b;| < oo, die Kon-
vergenz der geometrischen Reihe und 0 < p < 1 liefern

/-1
0<ar<plag+ ) p~' b,
=0
(o)
<plag+by pt
=0

Sao—l—pr_j =:C < oo firalle /€ N.
j=0

Es folgt lim sup,_,.. ay < C und damit die Behauptung. O
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Lemma 6. Sei eine Folge von Triangulierungen (7}) mit Tpq € T(7y) fiir alle £ € Ny

gegeben. Definiere

£eNg

Te=J T (2.8)

£'eNg £>4

als die Menge aller Elemente T' € |JT, die nicht weiter verfeinert werden. Erfiillt die
N(?;czverfeinerungsmethode (2.1)~(2.2), dann existiert eine Teilfolge (7z,), ey von (T2) 2N
o T, N Toyr, = To,, N oo fiir alle k,n € N. (2.9)
Gilt weiters a priori Konvergenz (2.3) und erfiillt der Fehlerschiitzer n, Reduktion auf
verfeinerten Elementen (2.5), so folgt

Jim ny (M) = 0. (2.10)

Beweis. Wir definieren induktiv eine streng monoton steigende Folge von Indizes (Ek) kN
sodass gilt
To, VToppy = To, NToo  fiir alle k € N. (2.11)

Dazu setzen wir ¢ := 0 und nehmen an, dass {{y, ..., ¢k} bereits definiert sind. Fiir jedes
T € Ty, N Ts existiert nach Definition von 75, ein Index /7, sodass

TeT, fiurallef> (7.

Da Ty, N Ts nur endlich viele Elemente enthalt, ist Zl := max_ {7 € N wohldefiniert
T€Tey, Moo

und fiir alle £ > ¢, und T € Ty, N Tao folgt T € Ty, d.h.
To, N Te 2 To,, N Too-
Umgekehrt existiert fiir jedes feste T' € Ty, \Too ein Index ¢/, sodass
T & Ty, fiiralle ¢/ > 0.

Wir setzen also fo := max ¢, und folgern T' ¢ Ty fiir beliebige ¢/ > lound T € To, \Too-

T€Ty \Too
Damit ergibt sich

To\To 2 To \Too, dh. Ty, N T €Ty, NToo  fiir alle £ > Zs.

Definieren wir nun ¢4 := max{?l, Zg}, so gilt (2.11). Um daraus auf die geforderte Eigen-
schaft (2.9) zu schliefien, bemerke zunéchst, dass aus der Definition von 75, und Punkt (ii)
in Definition 2 schon 7y, N Teo € 7o, N Ty, folgt. Sei nun T' € Ty, N Ty, ., beliebig, dann
muss 7" auch in 7y, enthalten sein und es folgt '€ Ty, N Ty, = To, N Too-
Fiir die zweite Aussage des Lemmas, sei 7y ein Fehlerschétzer, der (2.5) erfiillt. Glei-
chung (2.11) liefert die Inklusion
(2.11) 2.11)

721@4-1 N 721@ = 721@4-1 N [ﬁk+1 N ﬁk] = 721@4-1 N [ﬁk N TOO] - 721@4-1 N Too ( = ﬁk+2 N 721c+1'
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Wir folgern weiter
ﬂk+1\7zk+2 = 721@+1\[72k+2 N ﬁk+1] - ﬁk+1\[7zk+1 N 721@] = ﬁk+1\7zk‘

Damit erhalten wir wir die folgende Ungleichung:

2.5

(2.5)
Net1 (721@4-1\721@-‘-2)2 < Nt t1 (721@+1\72k)2 < Gredey, (%k \ﬁk+1)2 + S(Hufk+1 — Uy, HX)Q'

: . 2 2
Definieren wir ag := 7y, (ﬂk\ﬁkﬂ) , P = Qreda und by := S(||ungrl —ugk||X) , so folgt
Elim by = 0 wegen a priori Konvergenz (2.3) und mit Lemma 5
— 00

lim ay = 0.
{—00

Da aus T' € Ty \Ts,+1 folgt, dass T im (¢} + 1)-ten Schritt verfeinert wird und damit
nicht in 75 liegt, gilt

(2.11)
] =

und wir erhalten i
_>.
0 < g, (Mfk) < ey, (72)c\72)c+1) —0,

was den Beweis beschliefit. O]

Lemma 7. Sei () sen, €ine Folge von Triangulierungen mit 7p11 € T(7,) fiir alle ¢ € Ny.
Die Netzverfeinerungsmethode erfiille (2.1)—(2.2). Ferner gelte a priori Konvergenz (2.3)
und der Fehlerschétzer n, erfiille Stabilitdt (2.4) und Reduktion (2.5). Existiert eine Teil-
folge (ﬁk)keN mit

To. N Topy,, = To, N Too fiir alle k,n € N, (2.12)
dann folgt aus
lim 7y, (To N Too) =0 fiir alle ' € N (2.13)
N
Pk

. {—
die Konvergenz 1, — 0.

Beweis. Schritt 1: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass 1y, #
0 fiir alle k£ € N gilt. Um einzusehen, warum dies moglich ist, unterscheiden wir zwei Fille:

o Fall 1: Fiir alle k£ € N existiert ein k£’ > k mit e, # 0. In diesem Fall wihlen wir eine
Teilfolge (ﬁkj)jeN von (ﬁk)keN mit Mo, = 0 fiir alle j € N und kénnen den Beweis

mit dieser fortsetzen, da sich die Annahmen (2.12)—(2.13) auf Teilfolgen von (77, )
vererben.

keN

e Fall 2: Es gibt einen Index ko € N, sodass 7y, = 0 fiir alle & > kg gilt. In diesem
Fall erhalten wir trivialerweise 7y, "Z% 0. Da wir im ersten Schritt des Beweises

nur eine Teilfolge (ﬁkj)j ey von (’Dk)k N mit s %0 suchen, konnen wir diesen
tiberspringen, indem wir 5, := ¢; fiir alle j € N setzen.
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Schritt 2: Seien T € T und 7}, € T(TH) beliebig. Dann liefert Reduktion auf verfeinerten
Elementen (2.5), dass

M = T (77z\TH)2 + 9, (Th N TH)2

(2.5)
< Greans (T\TR)” + Sl — wsl|x)” + 10 (Tn O Tir) (2.14)

< qreanir + S ([Jun — UH”X)2 +nn(Th N TH)Z-

Wenden wir dieses Ergebnis nun fiir £ € N und n € N auf die Folgenglieder Ty = 7y,
und 7, = Ty, ., unserer Teilfolge an, so erhalten wir

2 2
(2.12) 2 2

Sei ¢log € (Gred, 1) fest. Dann garantiert die Konvergenz (2.13) gemeinsam mit 7, # 0 die
Existenz eines Index n(k), sodass gilt

2
Qrednlgk + n£k+n(k) (7216 N TOO) < qllrednl?k' (215)

Dies erméglicht uns die Wahl einer Teilfolge (ﬁkv)j s die
J

2 2 2 .. .
M, < qllredwkj + S(Huékﬂl — Uy, lx)” fiiralle jeN

erfiillt. Mit Lemma 5 und a priori Konvergenz (2.3) folgt die Konvergenz 7, 2%
J

Schritt 3: Seien wieder T € T und T, € ']I'(TH) fest. Wir kniipfen an die Ungleichung (2.14)
an und erhalten unter Verwendung von ¢eq < 1 sowie Stabilitdt auf nicht-verfeinerten
Elementen (2.4), dass

o214) ) 9 )
M < Geaiyr + 0 (To N Trr) ™ + S([lun — wm|x)
(2.4) 9
< GredNr + (nH(Th NTa) +S([Jup — uH||X)> + S (J|up — ugllx)? (2.16)

2
< 2<77H + S(|lup — UHHX)) :

Sei nun € > 0 gegeben, dann existiert j € N, sodass 7y, + S(Hwk, — WHX) < ¢ fiir alle
J J
2> Ay, Fir Ty = ﬁkj und T, = Ty folgt 77% < 2¢2, was den Beweis beschliefit. O

Beweis von Satz 4. Lemma 6 liefert gemeinsam mit a priori Konvergenz (2.3) und Reduk-
tion auf verfeinerten Elementen (2.5) eine Teilfolge (7g,) pen von (Te) sen, it

klggo ne,(Myg,) =0 und
To, N Tep,, = To,, N Too  fiir alle k,n € N.
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Seien nun k € N und ¢/ < ¢}, fest, dann folgt Ty N Too € Ty, \ My, . Unter Verwendung der
Eigenschaft (2.6) der Markierungsmethode erhalten wir

(2.6) .
T) < T) < M M — 0.
o2 (1) < e e (T) < M (0, (M)
Die Endlichkeit von 7y N 75 liefert ng, (7o N Too) "2%° (). Mit Lemma 7 folgt schliellich die
Behauptung. O

Erfiillt die Markierungsstrategie das Dorfler-Kriterium fiir ein 6 € (0, 1], d.h.
on? < ne(My)? fiir alle £ € Ny, (2.17)

so erhalten wir die Konvergenz des Fehlerschiitzers auch ohne die Eigenschaft (2.2) der
Netzverfeinerungsmethode. Weiters geniigen in diesem Fall schwéchere Versionen von Sta-
bilitdt (2.4) und Reduktion (2.5), ndmlich nicht {iber beliebig viele, sondern nur iiber ein-
zelne Verfeinerungsschritte.

Satz 8. Gelten (2.4)—(2.5) fiir alle 77 € T und 7, € Ti(7x) und erfiillt die Verfei-
nerungsstrategie das Dorfler-Kriterium (2.17) fiir ein 6 € (0, 1], dann folgt aus a priori

Konvergenz (2.3) die Konvergenz des Fehlerschétzers, also 7y e,

Beweis. Seien Ty € T und T, € T1(Ty) gegeben. Mit Stabilitidt (2.4) und Reduktion (2.5)
folgt

M = (Ta\Tw)? + 0 (To N T )
< Greansr (T \Th)? + S(llun — urr | 2)? + 08 (Th O Tir) + S(up, — ugl|x)]?

(2.18)
= e (Tu\Th)* + 0t (Tn 0 Ti)* + 200 (To O Tt ) S (fun — | )
+28(||up, — umx)*.
Wir wenden die Young-Ungleichung
2ab < 6a® 4+ 671b% fiir alle 6 > 0 und a,b € R (2.19)

auf a := ng (T N Th) und b := S(||lup, — upgl|x) an und schliefen gemeinsam mit (2.18),
dass

M < Greani (Tu\Tn)? + (L4 ) (Th N Ta)* + 2+ 6 1) S([Jun — upllx)?

, L ; (2.20)
=14+ — (146 — qrea)na(Ta\Tn)" + (246 )S(Jur — un|lx)*
Sei nun ¢ € Ny beliebig. Das Dérfler-Kriterium (2.17) und M, C T\ Ty41 liefern
On; < 77@(/\/14)2 < 77@(72\72+1)2- (2.21)



2 Konvergenz von AFEM Algorithmen

Setzen wir nun Tg := Ty, T, := Tpeq und p := (14+9) — (1 + § — ¢req)f und kombinieren die
Ergebnisse (2.20) und (2.21), so erhalten wir

(2.20)
M1 < (140007 — (146 = grea)nf (Te\Te1)? + (2 + 6~ )S([lugsr — uellx)

(2.21)
(1+8) — (146 = grea)Onf + (2 + 07 )S(luesr — uellx)®

=i + 2+ 07 )S(lugsr — uellx)*.
Wir wéhlen ¢ hinreichend klein, um p < 1 zu garantieren. Lemma 5 angewandt auf ay = 773,
be = (246 1S (|lugrr — uellx)? und p € (0,1) liefert mit élim by = 0 aufgrund der a priori
—00

Konvergenz (2.3) die Behauptung. O

10



3 Konvergenz von GOAFEM Algorithmen

In diesem Kapitel betrachten wir schwéchere Varianten der beiden goal-oriented adaptive
finite element method (GOAFEM) Algorithmen aus | | und untersuchen deren Kon-
vergenzverhalten in Abhéngigkeit von verschiedenen Markierungsstrategien.

3.1 GOAFEM Algorithmen

Im Gegensatz zu AFEM Algorithmen approximieren GOAFEM Algorithmen nicht die kon-

krete Losung u € X einer Differentialgleichung, sondern den Wert G(u) fiir ein gegebenes

Zielfunktional G (engl. goal functional). Zur Illustration betrachten wir zwei abstrakte Mo-

dellprobleme. Die folgenden beiden Abschnitte orientieren sich an | | bzw. | ].
Seien wieder Q C RY ein beschrinktes Gebiet und X ein Funktionenraum auf Q. Weiters

sei a(-,-): X x X — R eine stetige Bilinearform auf X.

3.1.1 Lineares Goalfunktional

Fiir gegebene stetige lineare Funktionale F, G € A" sei u € X’ die eindeutige Losung von
a(u,v) = F(v) firalleveX (3.1)
und z € X die eindeutige Losung des dualen Problems
a(v,z) = G(v) fir allev € X. (3.2)

Ist 7;, eine Triangulierung von €2 und &} C X ein zugehoriger diskreter Unterraum von
X, so seien durch up € &) bzw. 2z, € A) die eindeutigen diskreten Losungen von (3.1)
bzw. (3.2) bezeichnet, also

a(uh, Uh) = F(Uh) bzw. (33)
a(vp, zp) = G(vp,) fir alle v, € &j,.

Mit der Galerkin-Orthogonalitdt und der Stetigkeit der Bilinearform a(-,-) erhalten wir
G (u) = Gun)| = la(u — up, 2)| = |a(u — un, 2 = 21)| S [lu = unllxllz = 2nllx. (3.5)

Werden nun die Terme ||u—up||x und ||z —zp|| x» durch Fehlerschétzer ny, bzw. ¢}, dominiert,
so erhalten wir |G(u) — G(up)| < plp. In diesem Fall suchen wir also Algorithmen, die
zumindest die Konvergenz des Produktes n,(;, — 0 garantieren.

11



3 Konvergenz von GOAFEM Algorithmen

3.1.2 Quadratisches Goalfunktional

Sei F' € X* ein stetiges lineares Funktional. Das quadratische Goalfunktional sei gegeben
durch
G(u) := (Ku,u) x=xx

mit der dualen Paarung (-, -) x+xx und einem beschrénkten linearen Operator K : X — X™*.
Sei u € X wieder die eindeutige Losung von

a(u,v) = F(v) fir allev € X. (3.6)
Fiir gegebenes w € X sei z[w] € X die eindeutige Losung des linearisierten dualen Problems
a(v, z[w]) = b(v,w) + b(w,v) fir alle v € X. (3.7)

Hierbei ist durch b(v,w) := (Kv,w)x+xx eine stetige Bilinearform auf X definiert.

Fiir eine Triangulierung 7, von € und einen zugehorigen diskreten Unterraum X}, C X
von X seien durch uy, € A, bzw. zp[w] € &), die eindeutigen diskreten Losungen von (3.6)
bzw. (3.7) bezeichnet, also

a(up,vp) = F(vy) bzw.
a(vp, zn[w]) = blvp, w) + b(w,vy,) fiir alle vy, € Aj,.

Wir nutzen das duale Problem um den Fehler |G(u) — G(uy,)| abzuschétzen. Es gilt

b(u — up,u — up) = b(u,u) — blup, u) — bu, up) + blup, up)
= [G(u) — G(uh)] — [b(uh, u) + b(u, uh) — 2b(uh, uh)]
[G(u) — G(uh)] — [b(uh, u—up) + b(u — up, uh)]
6w - Glun)] — alu — un, 2lus))
= [G(u) — G(uh)] —a(u — up, zlup] — zplun)).

Mit der Stetigkeit der Bilinearformen a(-,-) und b(-, -) erhalten wir

|G(u) — G(up)| = |a(u — up, z[up] — zpun]) + b(u — wup, w — up)|
, (3.8)
S llu = unllxllzfun] = znlun]llx + [lu — unll%-

Werden nun die Terme ||u — up||x bzw. ||z[un] — zn[up]||x erneut durch Fehlerschétzer ny,
bzw. ¢, dominiert, so erhalten wir |G(u) — G(up)| < ma¢n + 77 In diesem Fall suchen wir
also Algorithmen, die zumindest die Konvergenz n,(, + 77% — 0 garantieren.

Bemerkung 9. Wenden wir die Young-Ungleichung (2.19) auf a :=np,, b:= (, und 6 =1
an, so erhalten wir ¢, < 17 4+ ¢? und damit auch n,¢, + 77 < 77 + (7. Im Folgenden sind
wir daher an Algorithmen interessiert, die eine der folgenden Konvergenzen garantieren:

(i) nnln — 0,

(ii) maln +mp — 0,

12



3 Konvergenz von GOAFEM Algorithmen

(iii) n; + ¢ — 0.
Offensichtlich gelten die beiden Implikationen (iii) == (ii) und (ii) = (i) aufgrund der
Young-Ungleichung (2.19).

Notation 10. Um die nachfolgende Présentation zu vereinheitlichen, verstehen wir im
Kontext quadratischer Zielfunktionale z; als zp[uy].

Wir kommen nun zu einer abstrakten Formulierung eines GOAFEM Algorithmus.

3.1.3 GOAFEM Algorithmen

Algorithmus 2 (GOAFEM). INPUT: Ausgangstriangulierung 7, Markierungsstrategie.
SCHLEIFE: Fiir £ =0,1,2,... flihre die folgenden Schritte aus:

(i) LOSEN: Berechne die diskreten Losungen wuy, 2z, € Xj.

(ii) FEHLER SCHATZEN: Berechne Verfeinerungsindikatoren ny(7) und (,(T) fiir
alle T € Ty.

(iii) MARKIEREN. Bestimme die Menge M, C 7, der markierten Elemente.

(iv) VERFEINERN: Berechne 7y := refine(7y, My).

OuTpPUT: Der Algorithmus erzeugt Folgen von Fehlerschéitzern (774) und Funk-

¢eNy’ (Q)ZENO

tionen (uz) sowie eine Folge von Triangulierungen (72)

revgr (%) genyg ¢eNy’

Wir werden in diesem Kapitel die Konvergenz der Fehlerschéitzer unter Verwendung ver-
schiedener Strategien fiir die Berechnung von My in Schritt (iii) untersuchen und kommen
nun zur Formulierung zweier abstrakter Markierungsstrategien.

Algorithmus 3 (MARK A*). INPUT: Funktion M: R>¢ — R>¢, Triangulierung 7, und
Verfeinerungsindikatoren 7y(7") und (y(T) fiir alle T' € Ty.
(i) Bestimme Mengen My, und M, ., sodass gilt

T) < M (ne(My,y d
s, ) < A OuM)

Te%@ﬁw Cg(T) < M(CE(ME,Z)) :

(3.9)

(i) Sei My € {My., My} beliebig und wéhle My € My, U M, mit M, C M,.
OuTtpUT: Der Algorithmus erzeugt eine Menge von markierten Elementen M.

Algorithmus 4 (MARK B*). INpPUT: Funktionen W: Réo — R>p und M: R>9 — R>,
Triangulierung 7, und Verfeinerungsindikatoren 7,(7") und (,(7") fiir alle T' € 7Ty.

(i) Berechne Verfeinerungsindikatoren
pe(T)? == W (ne(T)?, ¢(T)?,m7, 7)) fiir alle T € Ty
(ii) Wéhle My so, dass gilt

o pe(T) < M (pe(My)). (3.10)

OuTpPUT: Der Algorithmus erzeugt eine Menge von markierten Elementen M.

13



3 Konvergenz von GOAFEM Algorithmen

3.1.4 Beispiele fiir Realisierungen von MARK A*
Wir betrachten zunéchst die erste Markierungsstrategie aus | ].

Algorithmus 5 (MARK A;). INPUT: § € (0,1) und Cpark, C} . > 1, Triangulierung 7,
und Verfeinerungsindikatoren 7,(7") und ((7T') fiir alle T' € Ty.
(i) Seien
My = {M C T¢ |0 <ne(M)*} und
My == {MC T | 0 < G(M)*} e

die Mengen aller Teilmengen von 7y, die das Dorfler-Kriterium (2.17) fiir u bzw. z
erfilllen. Fiir w € {u, 2z} wahle My, € My, mit

#Mé,w < C’mark mln{#M ’ M e Mﬁ,w}-

(ii) Wahle ./% € {Myy, M.} als die Menge von kleinerer Kardinalitét und bestimme
My C My UMy, so, dass gilt

M;C My und #My < C o H#M,.

OuTpPUT: Der Algorithmus erzeugt eine Menge von markierten Elementen M.

Bemerkung 11. Um einzusehen, dass die Anforderung (3.11) aus MARK A; ein Sonderfall
der Bedingung (3.9) aus MARK A* ist, sei My so, dass das Dorfler-Kriterium (2.17) fiir
ein 6 € (0,1] und & € {ny, (¢} erfiillt ist. Setzen wir

M(t) = t\/0*1(1 — 9) fir t € Rzo,
so folgt fiir beliebiges T' € T,\ M,
E(T)? < E(TAM)? = € — i(My)? < (1— 0)&F < 071 (1 — 0)E(My)? = M (£(My))?,

es gilt also (3.9). Offensichtlich werden auch in Schritt (ii) von MARK A* schwichere
Anforderungen getroffen als in Schritt (ii) von MARK A;.

Algorithmus 6 (MARK Aj). INPUT: 6 € (0, 1], Triangulierung 7; und Verfeinerungsindi-
katoren 7y(T") und (p(7) fiir alle T' € 7y.

(i) Bestimme Mengen

My :={T €Ty | ne(T) > Omaxn(T)} und
e (3.12)

M ={T €T | (T) > Omax ((T)}.
TeT,
(ii) Setze My := My, UM,,,.
OuTpPUT: Der Algorithmus erzeugt eine Menge von markierten Elementen M.

Bemerkung 12. Definieren wir M(t) := 0t fiir alle t € R, so erfiillen M, und M, .
aus (3.12) die Anforderung (3.9) aus MARK A*.

14
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3.1.5 Beispiele fiir Realisierungen von MARK B*

Algorithmus 7 (MARK B;). INpUT: 6 € (0, 1], Triangulierung 7; und Verfeinerungsindi-
katoren 1,(T), ¢,(T) fiir alle T € Ty.

(i) Berechne Verfeinerungsindikatoren py(T)? := n,(T)? + (o(T)? fiir alle T € T,.

(ii) Setze My :={T € Ty | pe(T) > O max ps(T)}.
TeT,

OuTpPUT: Der Algorithmus erzeugt eine Menge von markierten Elementen M.

Algorithmus 8 (MARK Bs). INpUT: 6 € (0, 1], Triangulierung 7y, Verfeinerungsindika-
toren ny(T") und ((7) fiir alle T € 7.

(i) Berechne Verfeinerungsindikatoren py(T)? := n,(T)? fiir alle T € Ty.

(ii) Setze My :={T € T¢ | pe(T) > O max pys(T)}.
TeT,

OuTpUT: Der Algorithmus erzeugt eine Menge von markierten Elementen M,.

Bemerkung 13. Setzen wir wieder M (t) := 0t fur alle t € R>g, so erfiillen die Mengen
My aus MARK B; bzw. MARK Bs die Bedingung (3.10) aus MARK B*.

Zu guter Letzt betrachten wir die zweite Markierungsstrategie aus | ].

Algorithmus 9 (MARK Bj). INpUT: 6 € (0,1] und Chyax > 1, Triangulierung 7, und
Verfeinerungsindikatoren 7,(7T") und (,(7T") fiir alle T' € 7.

(i) Berechne Verfeinerungsindikatoren

pe(T)? := ne(T)?CE + npCA(T)  fiir alle T € T,

(ii) Sei My := {M; C Ty | 0p? < pe(M;)*}. Wihle M, € My von Kardinalitét

#Mp < Chark min #M@
MEEM(g

OuTtpPUT: Der Algorithmus erzeugt eine Menge von markierten Elementen M.

Bemerkung 14. Setzen wir wieder M (t) := t\/0~1(1 —0) fiir t € R>p und ist M, wie
in MARK Bs, so folgt analog zu Bemerkung 11, dass alle M, € M, die Bedingung (3.10)
aus MARK B* erfiillen. Die Markierungsstrategie MARK Bj ist also ein Sonderfall von
MARK B* mit stérkeren Voraussetzungen.

15
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3.2 Konvergenz von Algorithmus 2

Die von Algorithmus 2 mit Markierungsstrategie MARK A; (Algorithmus 5) bzw. MARK Bjy
(Algorithmus 9) zuriickgegebenen Fehlerschétzer konvergieren unter den in | | spezi-
fizierten Voraussetzungen sogar mit optimaler Konvergenzrate gegen Null.

Im Folgenden wollen wir versuchen, die Konvergenzen (i)—(iii) aus Bemerkung 9 auch
mit schwécheren Annahmen zu zeigen. Offensichtlich ist das Konvergenzverhalten der Feh-
lerschétzer abhéngig von den Funktionen M und W. Wir werden fordern, dass die beiden
Fehlerschiitzer ny und ¢, Stabilitidt auf nicht-verfeinerten Elementen (2.4) und Reduktion
auf verfeinerten Elementen (2.5) erfiillen und wollen den Beweis von Satz 4 entsprechend
anpassen, um neue Konvergenzresultate zu erhalten.

Im Folgenden sei W stetig in jedem Punkt (0,0,2,9) € {0}? x R%,. Weiters sei eine
Konstante Cy > 0 gegeben, sodass fiir alle N € N und 21,...,25,91, .-, yn € Rxq gilt:

Vi,j € Rsg: W(0,0,2,9) =0, (3.13)
N N N

Vi,geRso: > Wilaj i, g) < CWW(ij, Zyj,ae,g). (3.14)
=1 j=1  j=1

Weiters sei M : R>g — Rxg stetig bei 0 mit M (0) = 0.
Satz 15. Seien d,e > 0 gegeben, sodass W in der Menge Q := [0, 6]? x RQZO stetig ist und
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
V(z,y,8,9) ERYy: [W(z,y,4,0) =0 = (z=0=y Vv 2=0=75)] (3.15)
V(z,y,2,9) e RINQ: W(z,y,i,9) > e (3.16)

Wir betrachten den Output von Algorithmus 2 mit der Markierungsstrategie MARK B*
(Algorithmus 4). Die Fehlerschétzer 7, und ¢, seien beschréinkt, d.h.

sup gy < oo und sup (p < oco. (3.17)
{eNg £eNg

Sind zusétzlich die Annahmen (2.3)—(2.5) und (3.13)—(3.14) erfiillt, so folgt die Konvergenz

2 2 {—00
n; +¢ — 0.
Bemerkung 16. Falls die Funktion S: R>¢p — R>( aus den Annahmen (2.4)—(2.5) stetig
ist, dann folgt die Beschrénktheit (3.17) der Fehlerschitzer mit (2.4)—(2.5) und a priori
Konvergenz (2.3). Wenden wir in diesem Fall ndmlich die Young-Ungleichung (2.19) auf
§:=1,a:=ny(TeNTo) und b := S(|jup — wl|x) an, so folgt gemeinsam mit (2.4)—(2.5) und
0<grea <1

ni = ne(TeNT5)" +me(T\To)”

2.4

(S)[ﬁo(ﬁ NTo) + S(fluo — UZHX)}Z + 774(72\76)2

(2.19) 2 2 2
<2n0(TeNTo)” + 28 (Jluo — wellx)” + ne(Te\To)

(2.5)
<2n0(Te N o) + 25 (Jluo — well ) + Greamo (TNT2)* + S (JJuo — wellx)?
<203 + 35 (|luo — WHX)Q.
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3 Konvergenz von GOAFEM Algorithmen

Da wir a priori Konvergenz (2.3) vorausgesetzt haben, ist die Folge (Ug) ‘eN, beschrankt

und damit auch (|jug — | x) ten, - Die Stetigkeit von S liefert nun die Behauptung.

Beweis von Satz 15. Lemma 6 liefert eine Teilfolge (’Uk) von (72) ‘eN mit

keN
k—o0 k—oo
Wk(/\/lgk) "~ 0 und Cgk(./\/lgk) 0.

Wegen der Beschrinktheit (3.17) der Fehlerschitzer folgt die Konvergenz einer Teilfolge
von (g, )ken und (g, )ren. Wir diirfen daher ohne Beschrénkung der Allgemeinheit die
Existenz der Limiten Cj, := lim 7y, und C; := lim (;, annehmen.

k—o0 k—o0
Wir erinnern daran, dass laut Algorithmus 4 gilt pg, (T)? = W (ng, (T)?, (e, (T)Z,nl?k,gfk)
fir alle T" € 7, . Mit der Stetigkeit von W bei (0, 0, Cg, 042) und (3.13)—(3.14) erhalten wir
nun

< lim inf 2
0 < lim inf pg, (Mo,)

< lim sup py, (Mo, )?

k—oo
=limsup > W(ne (1) ¢ (1) 07, CZ.)
k—o0 TEM{k

(3.14)
< Cw lim supW( Z nzk(T)2, Z Cﬁk(T)2a77§k>C£2k)

ko0 TeM,, TeM,,
=Cw hll;n sup W (n, (Mg, )?, Co, (M) 7. CZ,)
—00

= Cw(0,0,¢2,¢2) "2,

Insbesondere folgt also
Jim py, (My,) =0. (3.18)

Seien ¢’ € Ny und k € N mit ¢ < ¢ fest, dann folgt mit (3.18), der Eigenschaft (3.10) von
MARK B* und der Stetigkeit von M bei Null, dass

(3.10) k—o0
T) < T < M M — 0.
Te%%(%o par )_Te%ﬁ)f(\/lzk pe(T) < M(pe, (M)

Fiir beliebiges T' € Ty N T erhalten wir damit
k
W (10, (T)2, Coo (T)?, 07, C2.) = pe, (T)? =3 0.
Es existiert also ein Index kg € N mit
W (06, (T)?, G, (T)?, 17, G7,) < e fiir alle k > ko,

Mit (3.16) folgt
(M6, (T)%, Co, (T)?, 7, ¢7) € Q  fir alle k > k.
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3 Konvergenz von GOAFEM Algorithmen

Stetigkeit von W in @ liefert nun

. 2 2 .2 2
0= Tim W(ng,(T)% ¢ (T), miy» )
_ . 2 1 2 2 o 2
= Wl e, (1), fim G (T)7, lim g, lim i),
wobei wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit mit demselben Argument wie oben und we-

gen der Endlichkeit von 7 N7, die Existenz der ersten beiden Limiten fiir alle T' € Ty N T
annehmen diirfen. Wegen (3.15) trifft also einer der folgenden Fiélle zu:

e Esgilt lim 7, (T) =0= lim ¢ (T) fir alle T € Ty N T,
k—o0 k—o0
e oder kli)rgo N, = 0= klgglo Cey. -

Da die zweite Aussage die erste enthélt, folgt in beiden Féllen mit der Endlichkeit von 7y N T

k—o0
nek (72/ ﬂ TOO)2 — Z ngk (T)2 i> 0 und
TG%/F‘ITOQ

G (ToNT)? = Y G (1) =Fo.

TE'TZI NToo

Lemma 7 liefert n, 2% () sowie Co % 0 und damit die Behauptung. O

Bemerkung 17. Die Markierungsstrategie MARK B; (Algorithmus 7) erfiillt die Bedin-
gungen von Satz 15: Die Funktion

W:Réo_)}RzUa (IE,y,QAT,Q)F—)LL‘—Fy

ist stetig in ganz ]R>0, also insbesondere auch in @ := [0, 1]? x R2>0 Setzen wir e =1 =4,
so gelten offensichtlich auch die Bedingungen (3.13) sowie (3.15)—(3.16). Um die Annah-

me (3.14) zu iiberpriifen, seien (x])jvzl, (yJ)le,:L", y € R>o gegeben. Es gilt

N

N N
j=1 j=1 Jj= 1

j=1
Setzen wir also Cyy := 1, so sind die Bedingungen (3.13)—(3.16) fiir W erfiillt.

Satz 18. Seien € > 0 und eine Funktion w: R%O — R>0 gegeben, die in der Menge
I:={(z,2,9) € Ry | w(z,2,9) <e} (3.19)

stetig ist und fiir die gilt:
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Wir betrachten den Output von Algorithmus 2 mit der Markierungsstrategie MARK B*
(Algorithmus 4). Die Fehlerschétzer n, und ¢, seien beschrénkt, d.h.

sup e < oo und sup ¢ < oo. (3.22)
£eNg £eNg

Sind die Annahmen (2.3)~(2.5) und (3.13)~(3.14) erfiillt, so folgt neC; + 12 = 0.
Bemerkung 19. Satz 18 ist eine Verallgemeinerung von Satz 15 mit schwécheren Vor-
aussetzungen. Um dies einzusehen, seien eine Funktion W : Réo — R>p und Konstanten
d,e > 0 gegeben, sodass die Bedingungen (3.15)—(3.16) erfiillt sind. Wir definieren die
Funktion w: R?éo — R>o durch

inf Wi(x,y,z,79), falls0<ax <34,
QU(.CL',.’IA}',Q) 1= q vl
€, falls § < x.

Dann ist w stetig in ganz R2, und erfiillt damit insbesondere (3.19). Weiters nimmt fiir
feste z € [0,6] und %, € Rxq die stetige Funktion y — W (z,y,2,9) auf dem Kompaktum
[0,6] ihr Minimum an. Sind also beliebige z, %,y € R>o mit w(z,Z,y) = 0 gegeben, so
existiert y € R>o mit W(x,y,#,9) = 0 und mit (3.15) folgt (3.20). Da auBerdem (3.21)
nach Definition von w gilt, geniigt die Funktion w den Bedingungen von Satz 18.

Beweis von Satz 18. Lemma 6 liefert uns eine Teilfolge (%k)k-eN von (72) teN mit

k—o0 k—o0

Wk(/\/lgk) — 0 und Cgk(./\/lgk) — 0.

Wie schon im Beweis von Satz 15 diirfen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit die
Existenz der folgenden Limiten annehmen:

C, = klggo ne, und Cg¢:= klirr;o Cey. -

Wieder sei daran erinnert, dass laut Algorithmus 4 gilt py, (T)? = W(mk (T)%,¢,. (T)?, nfk, Cl?k)
fir alle T € T;,. Da W bei (0,0, 072], C’CQ) stetig ist erhalten wir mit (3.13)—(3.14)

0 < lim inf py, (/Vlzk)Q
k—o0

< lim sup py, (Mg, )?
k—o0
1 2 2.2 2
= lim sup Z W (16, (T)?, Co, (T)? 7., i)
k—o0 TEMgk
(314) 9 2 .2 2
< Cw lim SupW( Z e, (T)*, Z Ce, (T) aWk»Cek)
k—o0 TEMgk TGMék
= Cy lim sup W (ng, (Mg,)?, G (Me,)? 7, . C2,)

k—oo

= Cw (0,0,¢2,¢2)"2
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und damit insbesondere auch
Jim py (Mg,) =0. (3.23)

Seien ¢ € Ny und k € N mit ¢’ < ¢, fest, dann folgt mit (3.23), der Eigenschaft (3.10) von
MARK B* und der Stetigkeit von M bei Null

(3.10) 00
T) < T <M M — 0.
Tel%%{%o pek( )= Te%fi}/i/lzk pek( )< (Mk( Zk))

Fiir beliebiges T € Ty N T4 erhalten wir damit insgesamt
w (i, (D)%, 02, C2) < W (06, (D)2 G (T)%, 03, G2 ) = po, (1) =5 0.
Es muss daher ein Index kg € N existieren, sodass gilt
w (1, (T)Q,ng,@zk) < e firalle k > k.
Mit (3.19) folgt somit
(e, (T)z,m?k, Cz?k) el fir alle k > ko.

Wegen der Endlichkeit von Ty N7, diirfen wir wieder ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass der Limes klim ne, (T) fir alle T € Ty N T existiert. Stetigkeit von w in I
—00

liefert nun
. 2 92 2 . 2 1 2 : 2
0= lim w(ne(T)*,mp,,Cg,) = w( lim ng, (T)°, lim ng,, lim 7).
Wegen (3.20) trifft also einer der folgenden Fille zu:
e Esgilt lim ny, (T) =0 fiir alle T € Ty N Too,
k—ro00

e oder lim 7, = 0.
k—o00
Da die zweite Aussage die erste enthilt, folgt in jedem Fall mit der Endlichkeit von Ty N7

k
’r]gk (72/ ﬂ Too)2 — Z 77gk (T)2 2)0 O
TG'Tg/ﬂToo

Lemma 7 liefert n, 2% 0 und mit der Beschréinktheit (3.22) von (; erhalten wir schlie8lich

2 £—00

0<mle+m; Sne+mp — 0,

was den Beweis beschlief3t. O

Bemerkung 20. Die Markierungsstrategie MARK By (Algorithmus 8) erfiillt die Bedin-
gungen von Satz 18: Die Funktion

W Réo_)RZ& (xayai"g)'_)x

ist stetig in ganz }Réo, also insbesondere auch in [0,1]? x Rng- Weiters geniigt sie offen-
bar (3.13)—(3.14) fiir Cyy := 1. Definieren wir die Funktion w: R%O — R>o durch

w(x,jc,ﬂ) =

und setzen ¢ := 1, so sind auch die Bedingungen (3.19)—(3.21) erfiillt.
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3 Konvergenz von GOAFEM Algorithmen

Satz 21. Seien ¢ > 0 und Funktionen w,, we: R%o — R>0 gegeben, die in

I, = {(z,2,9) € ]R%O | wy(z,2,9) <e} bzw.

o o (3.24)
I = {(y.2,9) € Rg | we(y, &,9) < e}
stetig sind und fiir die Folgendes gelte:
V(z,#,9) €RYy: [wy(z,2,9)=0 = (z=0 Vv &=0)], (3.25)
Yy, 2,9) €Ry: [we(y,8,9) =0 = (y=0 Vv §=0)], (3.26)
V(z,y,2,9) € Réo o W(z,y,Z,y) > min {wn(x,ﬁz,y),wc(y,.f:,g)}. (3.27)

Wir betrachten den Output von Algorithmus 2 mit der Markierungsstrategice MARK B*
(Algorithmus 4). Die Fehlerschétzer n, und ¢, seien beschrénkt, d.h.

sup g < oo und sup ¢y < 00. (3.28)
£eNg LeNg

Sind zusétzlich die Annahmen (2.3)—(2.5) und (3.13)—(3.14) erfiillt, so folgt die Konvergenz

neCe =)

Beweis. Lemma 6 liefert uns eine Teilfolge (%k)keN von (72) 4N, mit

k—oo

e, (M, ) kﬂfo und (g, (My,) — 0.

Erneut diirfen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit die Existenz der folgenden Limiten
annehmen (vgl. Beweis von Satz 15):

Cy = klgr;o ne, und Cg¢:= klggo Cep-
Es sei wieder daran erinnert, dass laut Algorithmus 4 gilt
P (T)? =W (10, (T)?, €0, (T)?, 3, GG, ) fiir alle T € Ty,
Da W stetig bei (0,0, C'?], Cg) ist erhalten wir erneut mit (3.13)—(3.14)

0 < lim inf py, (/Vlzk)2
k—o0

< lim sup py, (Mo, )?

k—oo
= lim sup Z W(W (T)2 Ce (T)2 772 CQ)

k ) Sl > Wl SLy

k—o0 TEMgk
(3.14) ) 9 2 2 .9
< Cw lim SupW( Z mk(T) ) Z Cﬂk(T) aWk»Cek)

k—o0 TEMgk TGMék

= Cy lim sup W (e, (Mo, )%, G (Mg )2 ., G2

k—oo

= Cw (0,0,¢2,¢2)"2
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3 Konvergenz von GOAFEM Algorithmen

und damit insbesondere auch
Jim py (Mg,) =0. (3.29)

Seien ¢’ € Ny und k& € N mit ¢ < ¢}, fest, dann folgt mit (3.29), der Eigenschaft (3.10) von
MARK B* und der Stetigkeit von M bei Null

(3.10) koo
T < ™ <M M — 0.
B pe, )—Te%ﬁﬁ . pe,(T) < M (pg,(My,))

Fiir beliebiges T' € Ty N T erhalten wir damit insgesamt
0 S min {wn (’f][k (T)Qa n?ka Czk) ) U)C (ka (T)27 77[17 CKQJC) }

< W (16, (T)?, Coo (T)? 0,5 C2.) = pe, (T)? k=20 .

Es existiert daher eine Teilfolge (’Ukj )j oy Von (ﬁk) peny Sodass zumindest eine der folgenden
Konvergenzen gilt:

j—oo Jj—ro0
wy (e, (1), 107, GG, ) == 0 oder we (G, (T)% 0, G5 ) = 0.

Sei ¢ € {n,(} so, dass gilt w (fﬂkj (T)Qaﬁij,ﬁkj) 2% 0. Es muss also ein Index jo € N
existieren mit
we (éekj (T)2,77§kj,4§kj) <e fir alle j > jo.
Mit (3.24) folgt somit
(fzkj (T)Qmﬁkj,@j) € I fiir alle j > jo.

Wieder diirfen wir wegen der Endlichkeit von 7y N7s ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass der Limes lim &, (T) fiir alle T € Ty N 7o existiert. Stetigkeit von we
J—00 J

in I¢ liefert nun
_ 2,2 2\ _ : 2 T 2 T 2
0= ]11}120 e (&’“j (7) Mty gf’fj) - wg(jlggo &’“j (7) ’jlggo e, 7ji>120 Ce’“j )-
Wegen (3.25)—(3.26) trifft also einer der folgenden Fille zu:
e Esgilt lim &, (7)) =0 fiir alle T € Ty N T,
J—00 J

e oder lim &, =0.
J—0o0 J
Da die zweite Aussage die erste enthélt, folgt in jedem Fall mit der Endlichkeit von 7Ty N7s

o, (T NT)?= Y. & (1= 0.
TG'D/QTOQ

Lemma 7 liefert & 2% () und mit der Beschriinktheit (3.28) von 1y und (y erhalten wir
schlieilich

0<mG S & =0,

was den Beweis beschlief3t. ]
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3 Konvergenz von GOAFEM Algorithmen

Bemerkung 22. Die Markierungsstrategie MARK Bj (Algorithmus 4) erfiillt die Bedin-
gungen von Satz 21: Die Funktion

W RéOHRZOa ($,y,3§,g)*—)$g+yfi'

ist stetig in ganz RA§07 also insbesondere auch in [0,1]? x RQZO. Weiters geniigt sie offen-
bar (3.13). Um die Bedingung (3.14) zu iiberpriifen, seien z,y, (mj)évzl, (yj)é-vzl,:%,g) € R>o
gegeben. Es gilt

N

N N N N N
j=1  j=1 j = J=1

j=1 j=1 j=1
Definieren wir nun die Funktionen w;,, w¢ : R;O — R>g durch
wy(x,2,9) == xy+xi bzw.
we(y, &,9) == yij + y&
und setzen ¢ := 1, so sind die Bedingungen (3.24)—(3.26) erfiillt. Bemerke schliefilich, dass
gilt

W2,y 3, 5) > wy(z,2,9), fallsz <y,
el we(y,2,7), falls x> y.

Also erhalten wir auch (3.27) und damit die Behauptung.

Satz 23. Wir betrachten den Output von Algorithmus 2 mit Markierungsstrategice MARK
A* (Algorithmus 3). Erfiillen die beiden Folgen von Fehlerschitzern (ny)een, und (¢r)een,
die Annahmen (2.4)-(2.5) und gilt

sup 7y < oo sowie sup (y < oo, (3.30)
JZS\) £eNg

so folgt aus a priori Konvergenz (2.3) der Folgen (ug)sen, und (z¢)een, die Konvergenz
€—>oo
neSe —

Beweis. Existiert ein Index ¢y € Ny, sodass fiir ein festes w € {u,z} und alle £ > ¢y gilt
My € My, dann stimmen (72) >0 und die Folge der zugehdrigen Fehlerschéitzer mit dem
Output von Algorithmus 1 iiberein, wenn wir diesen auf die Ausgangstriangulierung 7y,

anwenden. Satz 4 und die Beschrénktheit der Fehlerschétzer (3.30) liefern nun n,(, )
Es gelte also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

{£eNg [ Mp2 My} =N={leNy| Mg My}
Seien (nu(k))keN und (nz(k))keN disjunkte Teilfolgen von (E)ZGNO’ sodass gilt

My, (k) 2 My, (k) und
Mo,y 2 My, (),. fiir alle k € N, sowie (3.31)
No = £,(N) U £,(N).
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3 Konvergenz von GOAFEM Algorithmen

Dann liefert Lemma 6 eine Teilfolge (nu(kj))jEN von (nu(k))keN mit

Tewtk;) N Touk = To,(k;) N Too  fiir alle j,n € N,

j+n)

sodass gilt
lim 7y, () (Me, (x;)) = 0.

j—00
Sind nun &’ € N und j € N mit ¢, (k") < £,(k;) gegeben, dann folgt
max Ne, (k) (L) < max Mo, (k) (T
T€T 61y oo ) (T) €Tt (k) \Meu (k) u )(T)

(3.9)

S T]Zu(kj) (Mfu(kj),u)
(3.31) i—00
< e, (1) (M) = 0,

Endlichkeit von 7y, ) N Too liefert

lim T’Eu(k‘j)(nu(k,) N Too) =0.

Jj—00

Mit Lemma 7 und Beschréinktheit (3.30) von (¢) ren, €rhalten wir

. . k
klggo Neuky =0 und damit 1, 5 Cou k) S M) —3 0.

Dasselbe Argument zeigt die Konvergenz 7y, )Cr, (x) "% 0. Fiir ein gegebenes ¢ > 0
existieren also Indizes k), k¢ € N mit

Mo (k)Sa(ky < € fiir alle & > ky und
Mo, (k)Ceo (k) < € fiir alle k > k.

Wegen (3.31) folgt
neCe < e fiir alle £ > max{l,(k¢), (- (k¢)}

und damit die Behauptung. O
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4 Beispiel fiir einen AFEM Algorithmus

In diesem Kapitel wollen wir fiir ein konkretes Beispiel Fehlerschétzer, Markierungs- und
Verfeinerungsmethoden explizit angeben und die bisher geforderten Eigenschaften nach-
weisen.

4.1 Poisson-Gleichung im R?

In diesem Abschnitt betrachten wir die Poisson-Gleichung in 2D mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen im Kontext des Lemmas von Lax—Milgram. Dazu arbeiten wir mit einem
beschréinkten und polygonalen Gebiet Q@ C R? und dem Funktionenraum X := H} (), ver-
sehen mit der Norm || - [[x := ||V ()| z2(q). Weiters seien f € L%(Q) und eine vektorwertige
Funktion f € L?(Q) x L?(Q) gegeben, die auf der Ausgangstriangulierung 7o (vgl. Ab-
schnitt 4.1.1) stiickweise stetig ist. Das Modellproblem lautet: Finde u € H}(£2), sodass

—Au = f+ div(f) in Q,
u=20 auf 0€.

Die Divergenz div(f) ist hierbei distributionell aufzufassen. Die schwache Formulierung des
Modellproblems lautet: Finde u € X, sodass gilt

a(u,v) == /Vu Vv dz = / (fo—f-Vv) de =: F(v) fiiralleve HY(Q). (4.1)
Q Q
Notation 24. Fiir alle Mengen w C Q und Funktionen u,v € H{ () definieren wir

(u,0)w = (U, V) [2(0) = /u(m)v(m) dz.

w

4.1.1 Ausgangstriangulierung und Netzverfeinerungsmethode

Wir beginnen mit einer Triangulierung 7o von {2 in Dreieckselemente, d.h. Ty ist eine
endliche Menge von kompakten Dreiecken T' := conv{x1, z2, 23} mit positivem Ma8 |T'| > 0
und erfiillt Definition 1. Wir definieren nun fiir alle Triangulierungen 7 von (2

hy = |T)V? firalle T € T.

Definition 25 (Regulire Triangulierung). Eine Triangulierung 7 von € in Dreiecksele-
mente heifit regulér, falls fiir alle Elemente T, 7" € T mit T # T’ einer der folgenden Félle
zutrifft (vgl. | , S.462]):
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4 Beispiel fiir einen AFEM Algorithmus

e 4(TNT) =0,
e #(T'NT’) =1 und der Schnittpunkt ist ein gemeinsamer Eckpunkt, oder
e #(T'NT’) > 1 und die Schnittmenge ist eine gemeinsame Kante.

Definition 26 (Formregularitit). Eine Familie von Triangulierungen (E)h von () heif3t
k-formregulédr mit x > 0, falls jedes Element T € |J,, 75 einen Kreis vom Durchmesser
pr > hr/k enthilt; vgl. | , S.58].

Im Folgenden sei die Ausgangstriangulierung 7o regulidr. Die Netzverfeinerung erfolgt
durch Newest Vertex Bisection (NVB). Hierbei wird fiir eine gegebene Triangulierung und
jedes Element T' € T eine Verfeinerungskante Er C T ausgewéhlt und dem Algorithmus
iibergeben. Die folgende Formulierung des Algorithmus stammt aus | , S.4].

Algorithmus 10 (NVB). INPUT: Triangulierung und Verfeinerungskanten (TH7 (ET)TETH)
und eine Menge von markierten Elementen Mgy C Tgy.
Setze k := 0 und definiere die Menge der markierten Verfeinerungskanten durch

MW = (B | T e My}
(i) Setze M .= (B, | T € Ty und IE e M) . E c T},
(ii) Falls gilt Mg) G M%CH), setze k := k + 1 und gehe zu Schritt (i).

(ili) Fiir jede Kante Er € ./\/l(;) wird der Mittelpunkt z7 von Er zu einem neuen Knoten
und die Dreieckselemente werden entsprechend Abbildung 4.1 verfeinert. Die Verfei-
nerungskanten der dadurch neu entstehenden Dreiecke sind dabei jene Kanten, die
dem newest vertex, also zp, gegeniiberliegen.

OvutpUT: Verfeinerte Triangulierung und Verfeinerungskanten (’77L7 (ET)TeTh)

ANVANVAYAN

Abbildung 4.1: Alle Moglichkeiten der Verfeinerung eines Dreieckes durch NVB (Algorith-
mus 10). Verfeinerungskanten sind durch rote Linien, newest vertices durch
schwarze und markierte Kanten durch rote Punkte gekennzeichnet. Die Ab-
bildung wurde aus | , S.6] entnommen.
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4 Beispiel fiir einen AFEM Algorithmus

Um die Lesbarkeit zu erhthen, assoziieren wir fiir den Rest dieses Kapitels eine Triangu-
lierung 7 mit dem Paar (7, (Er)rer). Weiters setzen wir fiir eine Menge von markierten
Elementen M C T die verfeinerte Triangulierung refine(7, M) gleich dem Output von
Algorithmus 10 mit Input 7 und M. Wie schon in Kapitel 2 bezeichnen wir mit T(7) die
Menge aller zuléssigen Verfeinerungen von 7 und setzen T := T(7y).

Bemerkung 27. Erhilt die Netzverfeinerungsmethode NVB eine regulédre Triangulierung
als Input, so ist auch die zuriickgegebene Verfeinerung regulér. Da wir die Regularitit von
To gefordert haben, folgt somit auch jene aller zuléssigen Verfeinerungen 7 € T. Weiters
erzeugt NVB nur endlich viele Ahnlichkeitsklassen von Dreiecken, weshalb die Menge T
von Triangulierungen x-regulédr mit einem festen x > 0 ist.

4.1.2 Diskretisierung und Lésen der diskreten Formulierung des Problems

Definition 28. Sei p > 1 fest. Fiir eine gegebene Triangulierung 73 € T definieren wir den
zugehorigen diskreten Unterraum X C X durch

Ay, = {v, € L*(Q) | VT € Ty, : vp|r ist Polynom vom Grad deg(vp|7) < p} N H ().

Bemerkung 29. Die Definition 28 der diskreten Unterrdume impliziert eine Schachtelung
ebenjener: Fiir alle Ty € T und 7, € T(Ty) gilt Xy C Xj,.

Die diskrete Formulierung des Problems (4.1) lautet nun: Finde w;, € &} mit
a(up,vp) = F(vp,) fiir alle vy, € Aj,. (4.2)

Augrund des Lemmas von Lax—Milgram existiert eine eindeutige Losung u;, € Xp. Wir
setzen die Existenz eines exakten Losungsmoduls SOLVE voraus, d.h. es gilt

up, = SOLVE(T,) fur alle 7, € T. (4.3)

4.1.3 Fehlerschatzer

Sei eine Triangulierung 7;, € T gegeben. Wir bezeichnen mit & die Menge aller Kanten
von Elementen T' € Ty, die in € liegen. Fiir T' € Tj, setzen wir auflerdem

E(T)={Eec& |ECT}.
Definition 30 (Residuen). Wir definieren die flichenbezogenen Residuen durch
Ry(vp) := flr + div(f)|r + Avy|p  fiir alle v, € A, und T € Tj, (4.4)
und setzen Ry := Rp(up).

Definition 31 (Spriinge). Fiir eine innere Kante E € & existieren T, 7" € T}, mit E =
T NT'. Wir definieren den kantenbezogenen Sprung auf E durch

Jg(vy) = ((f+ Vop)|r - VT)‘E + ((f+ Vop) 7 - VT’) g fir alle v, € A, (4.5)

wobei vr bzw. vy die duBeren Normalvektoren auf T bzw. T” bezeichnen. Analog zu oben
setzen wir Jg := Jg(up).
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4 Beispiel fiir einen AFEM Algorithmus

Die lokalen Verfeinerungsindikatoren setzen sich nun aus Residuen (4.4) und Spriingen (4.5)
zusammen:

h
(T, on)* = W Rei)lfaery + 5 D 1e(n) 52,
BEEX(T) (4.6)

Np(T) :=np(T,up) fir alle T € Ty, und vy, € X,

Ist £ € & eine Kante, dann folgt aus Definition 1 und der Tatsache, dass &£, nur innere
Kanten enthiilt, dass genau zwei Elemente T, 7" € T, mit T # T’ existieren, sodass E C T
und E C 7" gilt. Wir definieren nun hg := (hy + hy)/2. Fiir den globalen Fehlerschitzer
erhalten wir damit

m=> (T =D W7l Rrliz + Y hellJelizm- (4.7)
T€Th T€eTh Ee&p

Satz 32. Es existiert eine Konstante C.q > 0, die nur von « und ) abhéngt, sodass fiir
alle Triangulierungen 7, € T von € gilt:

|u —upllx < Crenp- (4.8)
Bevor wir diesen Satz beweisen konnen, ben6tigen wir noch drei Hilfsresultate.

Proposition 33 (Minkowski-Ungleichung). Seien (a¢)?_,, (be))_; € R. Dann gilt

(ZN:(ae—i—bz)Q) " (zNjag>1/2 : (iz@)m. (49)

Beweis. Siehe | , S.70f]. O

Proposition 34 (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung). Es existiert eine Konstante C}, > 0
sodass gilt
HvHLz(Q) < CPHVUHLQ(Q) fiir alle v € Hol(Q) (4.10)

Insbesondere erhalten wir damit ||v[|g1(q) < (Cp + 1)|| V| 12(q) fiir alle v € HE(Q).

Beweis. Siehe | , S.29]. O

Proposition 35. Es sei eine k-formregulire Triangulierung 7;, von 2 gegeben. Weiters sei
v € X beliebig. Setze

wi(T) = {T" € To | T NT' # 0},

Dann existieren eine Konstante Cy > 0, die nur von x abhéngt, und ein Element v, € A}
mit

|lv — UhHL?(T) < ClhTHUHHl(wh(T)) fiir alle T' € Ty, und (4.11)
v = vnllr2m) < Crhy*lloll gy fiir alle E € EL(T). ‘

Beweis. Siehe | , S.80f1]. O
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Beweis von Satz 32. Wir folgen dem Beweis aus | , S.170f] und bemerken zunéchst,
dass gilt
[ — upllxe = llu—unlp'a(u—up,u—up) < sup a(u—up,v)
ve
[0l x=1
< sup [Ju—upllxlvllx = flu = unl|x-
veEX
[ollx=1
Es folgt also
lu—wuplle = sup (V(u—uwp), VU)Q. (4.12)

vEX

llvfl x=1
Ist nun v € X mit ||v]|x = 1 beliebig, dann folgt mit der schwachen Formulierung der
Poisson-Gleichung (4.1) und elementweiser partieller Integration

(V= un), Vo), =X f, v)a — (£, Vo)o — (Vun, Vo)o
= (f,v)a - Z (f+ Vup, Vu)r

TeTh
= (f)a— > ( — (div() + Aup, v)p + ((E+ Vuy) - VT,v)aT)
TETh (4.13)
= (f0)a— 3 (= (v + dunvlr 45 Y (m)i)
TET, EeE2(T)
= ((RT, v)r — % > (JE,U)E)7
TETh Be(T)

wobei vp wieder den dufleren Normalvektor auf T' € 7T, bezeichnet. Proposition 35 lie-
fert nun ein Element v, € A}, sodass die Abschétzungen aus (4.11) erfillt sind. Mit der
Galerkin-Orthogonalitéit erhalten wir

(V(u —up), Vop)a = a(u — up,vp) = 0. (4.14)

Gemeinsam mit der der Cauchy—Schwarz-Ungleichung folgt daher

(V(u — uh) Vv) (414 (V(u —up), V(v — vh))

Q
1
S (Bl = vl 1 S Wl - wle)
TET, BeER(T)
(4.11)
S (1ol niry (el + 5 S 1l
TET;, Ee&p(T)

1/2 1/2
1 2
< ( Z ”UHJQLIl(wh(T))) < Z (hTHRTHL?(T) t3 Z hc1r/2||JEHL2(E)> > -

TET) TET Ee€(T)
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Wegen der x-Regularitdt von T erhalten wir eine von der Wahl der Triangulierung 7T
unabhéngige Konstante C' > 0, sodass

1/2
( Z ‘UH?ﬂ(wh(T))> < Clvll g

TeT,

Insgesamt gilt also

1/2
2
(V= ), Vo)g S Iollmey | Do (hrllBrlzey + Xjf#whﬂmwﬂ>

Eeg;; (T)

’ﬂ

€Th

1/2
< lollzne < P Rr |3 + thﬂhh2)>
<TET

TET; E€£°
1/2
77h )
(4.1

HUHHl Q) Mh 5 HUHX Nh = Nh,

D‘

D‘

< ol

B

was den Beweis beschlief3t. ]

Satz 36. Es existiert eine Konstante Cy > 0, die nur von x und dem Polynomgrad p aus
Definition 28 abhéngt, sodass fiir alle 7, € T und T' € T}, sowie vy, wy € X gilt

Mn (T vn) < np(Tywn) + C2||V (v — wi) | 2w, (7)) -

Beweis. Setzen wir 7, := v, — wy, so erhalten wir mit der Dreiecks- und der Minkowski-
Ungleichung (4.9)

77h(T, Uh) = Uh(T» Wh + Th)

3 1/2
— (Wl (an) + Al + 1 ptun) + Tl
Beex(T)

s(%ﬂm@mmmywAmm@ﬁ
hT 9 1/2
E:(Wﬂwwmm+WMMMmm>

BEe&2(T)

S 2 hr 9 1/2
< (R IRr ey + S W)

Be&2(T)

1/2
Ejuhmmém)

Be&2(T)

hy 1/2
(L) + (1A + o Y el )
Fe€S(T)

hr
+ (i + 2
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Durch erneutes Anwenden der Minkowski-Ungleichung (4.9) folgt damit

1 1/2
Uh(T,vh)<77h(T,wh)+hTHA"”h||L2(T)+\/5< > hTHJE(Th)H%Q(E)) :

BeER(T)
Eine inverse Abschétzung wie z.B. jene in [ , S.79] liefert die Ungleichung
hrl|Arall L2y S IVTRIlL2(1)s (4.15)

wobei der konstante Faktor nur von x und dem Polynomgrad p aus Definition 28 abhéngt.
Um eine Abschitzung fiir den Sprung-Term zu finden, sei zunéchst eine innere Kante
E € & (T) gegeben, dann existiert ein Element 77 € T, mit E = T N T'. Wir nutzen die
Spurabschétzung aus | , S.2534] und erhalten

INMCGARIIEPS h;1/2||V7“hHL2(T) sowie (£16)
IVl 2y S 2197 2

wobei der konstante Faktor nur von s abhéngt. Wegen der Quasiuniformitét von 7y, kénnen
wir dabei hps durch hp ersetzen. Gemeinsam mit der Dreiecksungleichung erhalten wir also

1 e(rr) L2 z) = 1Ovrnlr)|E + (Ouralr) Bl L2 (k)
< WVrnlrllzemy + IVralr |l L2k (4.17)
Py ~1/2
S hy NVl ey + by VTR L2y

Wieder liefert die Minkowski-Ungleichung

) 1/2 (4.17) ) 1/2
( Z hT|JE(7"h)|L2(E)) S < Z (HV7"h||L2(T)+’VTh||L2(T'))>
Eeg)(T) T/ECZ@
nT’
1/2 1/2
(X 1) (X 19 w1s)
T'eTh T'eTh,
TAT'£0 TAT'#0
1/2
(X 19nla) + Ikl
T'ETy
TNT'#0

Mit der k-Regularitdt von T folgt

1/2
(3 19l ) S 19l < 1972
T'eTh
TNT'#)
Insgesamt erhalten wir also

nn (T, vn) < np(Tywn) + C2||[V (v — wi) || 2w, ()

fiir eine passende Konstante Cy > 0, was den Beweis beschlief3t. ]
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4 Beispiel fiir einen AFEM Algorithmus

Korollar 37 (Stabilitét auf nicht-verfeinerten Elementen). Es existiert eine Konstante
Cstap > 0, sodass fiir alle Ty € T und Ty, € T(Ty) sowie U C Ty, N Ty gilt

mn (U) < e (U) + Csgabllun — up | x- (4.19)

Insbesondere erfiillt der Fehlerschitzer n, Stabilitdt auf nicht-verfeinerten Elementen (2.4).
Beweis. Satz 36 angewandt auf up € X und ug € Xy C A&}, liefert

(T un) < nu(Tyum) + Col|V(un — un)l| 2w,y fiir alle T € T, (4.20)

Aus der Definition der Verfeinerungsindikatoren (4.6) folgt nn(T,up) = nu(T,uy) fir
alle T € T, N Ty. Insgesamt erhalten wir mit der Minkowski-Ungleichung (4.9) und der
k-Regularitdt von T

1/2
m(U) = ( > (T, Uh)2>

Teu

1/2
(4.20)
< ( > (T, um) + Co|| V (up, — UH)HL2(wh(T)))2>
Teu

49) 1/2 1/2
< ( > nu(T, UH)Q) + Oy ( > IV (up - uH)||%2(wh(T))>

Teu Teu
<0 (U) + Cstan |V (un — up)| 20
fiir eine passende Konstante Cgap, > 0. ]

Korollar 38 (Reduktion auf verfeinerten Elementen). Es existieren Konstanten
Gred € (0,1) und Cieq > 0, sodass fiir alle Ty € T und Ty, € T(Ty) gilt

M (Th\TH)2 < QredH (TH\Th)2 + C2 4 llun — um |3 (4.21)
Also erfiillt der Fehlerschétzer n;, Reduktion auf verfeinerten Elementen (2.5).

Beweis. Fiir gegebene Triangulierungen 77 € T und Ty, € T(TH) sowie & > 0 liefert Korol-
lar 37 angewandt auf Uy, := Tp\Tyg C Tp N T gemeinsam mit der Young-Ungleichung (2.19)

2 2 _
M Unun)” < 1+ 0 (Un,ur)” + (146 DCapllun — umll3- (4.22)
Fiir T € Ty setzen wir Tp|p :={T" € Ty, | T C T}. Ist nun T € Ty \Tx, dann folgt zuniichst
hyr = |T/|1/2 < 2_1/2‘T|1/2 _ 2—1/2hT
fiir alle 7" € Tp|7 und damit

i (Unurr)® = P AARTHEEE (Z Tlh(T/,UH)2>

T'€Ti\TH TETu\Tn \T'EThlr

x|

TeTu\Th

B h
<2 1/2 Z ( Z (h%“RT/(uH)“%z(T/) + ?T Z ’JE(UH)H%Q(E)>>

TeTu\Tn \T'€Trnlr Ee&p(T")

hop
> <h2T,HRT,(uH>Hi2(T,)+2 > HJE(UH)H;(E)>

T'€Thlr Be&p(T") )
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4 Beispiel fiir einen AFEM Algorithmus

Ist nun 7' € T\ Ty, so ist ug|r ein Polynom und damit insbesondere stetig differenzierbar.
Es folgt also fiir alle 77 € Ty|r und E € & (T") mit ENOT = 0, dass gilt Jg(ug) = 0. Wir
erhalten

hr

2 o
i (Un, upr)” < 2 1/2 Z (h?pHRT(uH)H%Q(T) t5 Z HJE(UH)H%%E))
TeTu\Th EGSﬁ(T)

= 27 2 (T\Th)?.

Wihlen wir nun § > 0 hinreichend klein, sodass greq := (1 + 6)27/2 < 1 und setzen
Cred := V1 + 6~ 1C4ap, so erhalten wir die Behauptung. O

Bemerkung 39. Die Ergebnisse der Korollare 37 bzw. 38 entsprechen noch nicht ganz
unseren Annahmen der Stabilitét (2.4) bzw. Reduktion (2.5). Setzen wir jedoch

S(t) = Clegqt  flir t € Rzo,
so erhalten wir wegen Cheq > Cstab
(4.19)
m(Th N Ta) < na(ThNTa) + S(lun —urlly) und
2(4.21) 2 2
i (T\T#)™ < areana (Ta\Tn)” + S([Jun — um| x)

fiir alle Ty € T und T, € T(Ta).

33



5 Numerische Experimente

In diesem Kapitel wollen wir einige numerische Resultate préasentieren. Fiir unsere Berech-
nungen in Abschnitt 5.1 nutzen wir dazu das Matlab Paket plafem aus | |. Fir
jene in Abschnitt 5.2 haben wir Matlab Codes aus | , S.84ff] um die hier verwendeten
Markierungsstrategien erweitert. Die Netzverfeinerung erfolgt jeweils durch NVB (Algo-
rithmus 10).

5.1 AFEM
Wir folgen dem ersten Beispiel aus | , S.482] und betrachten das Modellproblem
—Au=1 in Q,
(5.1)
uw=0 auf 09,

mit Q := (—1,1)?\[0,1] x [~1,0]. Abbildung 5.1 zeigt die Ausgangstriangulierung 7.

05

Abbildung 5.1: Die Ausgangstriangulierung 7.
Diskretisierung sowie Fehlerschétzer folgen dem Setting aus Kapitel 4. Wir werden die

Konvergenz von Algorithmus 1 mit den folgenden fiinf verschiedenen Markierungsstrategien
tiberpriifen:
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5 Numerische Experimente

(D) Das Dérfler Kriterium (2.17) mit Markierungsparameter § = 1/2.
(Max) Das Maximumskriterium

My :={T €Ty | n(T) > 0 max ne(T")} (5.2)

mit Markierungsparameter § = 1/2.
(Max’) Das Maximumskriterium (5.2) mit Markierungsparameter 6 = 1.
(P) Prozentuale Verfeinerung

> ¢ d T) < mi T). .
#M; > 0#T;, un Ter%fi%ne( )—TIQ}EZW( ) (5.3)

mit Markierungsparameter 6 = 1/2.
(U) Uniforme Verfeinerung My := 7.

Alle der obigen Strategien erfiillen Bedingung (2.6) (vgl. Bemerkung 11 bzw. | , S.5]),

nach Satz 4 erwarten wir also Konvergenz des Fehlerschétzers ny % . Die berechneten
Werte sind in Abbildung 5.2 zu sehen. Abbildung 5.3 zeigt die Triangulierungen nach Er-
reichen der Abbruchbedingung. Hierbei ist zu bemerken, dass die vier adaptiven Verfahren
(D), (Max), (Max’) und (P) zur Singularitét der Losungsfunktion an der einspringenden
Ecke hin verfeinern, wodurch bessere Konvergenzraten als mit der nicht adaptiven Strategie
(U) erreicht werden.

Fehlerschaetzer
>
[

Referenzgerade y=10"x '

5 1 1 1 1 1 |
10 102 10° 10* 10° 10 107
Anzahl an Dreieckselementen

Abbildung 5.2: Werte der Fehlerschétzer unter Verwendung verschiedener Markierungsstra-
tegien in Algorithmus 1.
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5 Numerische Experimente

5.2 GOAFEM

In diesem Abschnitt wollen wir die Analyse aus Kapitel 3 numerisch betrachten. Wir wihlen
dazu das Modellproblem aus | , S.1438]

—Au = div(f) in Q,

(5.4)
u =0 auf 012,

mit Q := (0,1)2. Die Funktion f ist gegeben durch

(L,0)7, falls z € TF,
(0,0)T, sonst.

Hierbei setzen wir Tp :=conv{(0,0)T, (3,0)T, (0, 3)T}. Die schwache Formulierung des Mo-

dellproblems (5.4) lautet also: Finde u € HE(Q), sodass

a(u,v) == / Vu-Vov der = —/ 667@ dz =: F(v) fir alle v € H}(Q). (5.5)
Q Tr 1

Wir definieren das duale Problem analog durch: Finde z € H}(€2), sodass

a(v,z) = — o dz =: G(v) fiir alle v € HJ(Q), (5.6)
T, 071
mit T¢ :=conv{(1,1)T, (3, 1)T,(1,3)T}; vel | , S.84].

Wir wollen Algorithmus 2 mit der Markierungsstrategie MARK A; (Algorithmus 5) aus
Abschnitt 3.1.4 und den Markierungsstrategien aus Abschnitt 3.1.5 (Algorithmen 7-9) an-
wenden, um den Wert von G(u) zu approximieren. Die berechneten Fehlerschéitzer sind in
Abbildung 5.4 zu sehen. Fiir alle vier Markierungsstrategien wurde der Verfeinerungspara-
meter § = 1/2 gewihlt.

In Abbildung 5.5 ist zu sehen, dass sowohl zu den Singularitéiten der primalen Losung an
den Punkten (3,0)T bzw. (0, 3)T als auch zu jenen der dualen Losung an den Punkten (3, 1)T
bzw. (1, %) verfeinert wurde. Die einzige Ausnahme hierbei stellt die Markierungsstrategie
MARK Bj (Algorithmus 8) dar, die anhand der primalen Verfeinerungsindikatoren n,(7")
eine Dorfler Markierung durchfiithrt, wodurch nur die Singularitéiten der primalen Losung
erfasst werden; vgl. Abbildung 5.6 sowie | ].
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5 Numerische Experimente

(Max’)

Abbildung 5.3: Triangulierungen nach Erreichen der Abbruchbedingung #7; > 10* in Al-
gorithmus 1.
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5 Numerische Experimente

MARK A1 MARK B1
10° T T T T T 10° T T T T
10" F E 10" 1
102 F E 102F E
] 5]
é 10°F 1 5 10°F E
3 8
£ £
8 8
kot 5
F10'F E S0t E
it &
—%— — %
10°F E 10°F E
— % —x—
e e
sl 4 s 4
10 Referenzgerade y-x""? 10 Referenzgerade y=x" 2
Referenzgerade y=x Referenzgerade y=x
1077 1 ‘2 IS IA I5 IG 7 ‘077 1 I2 IC! ‘6 IS ‘S 7
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
Anzahl von Dreieckselementen Anzahl von Dreieckselementen
MARK B2 MARK B3
10° T T T T T 10° T T T T T
10" F E 10" E
10°F q 10°F E
8 5]
5 10°F 1 & 10°F E
] K]
£ £
8 8
8 kel
10 F 1 G107 F 1
i I
—x— —x—
10°F 1 10°F 1
—x— —x—
e e
sl ] sl J
1o Referenzgerade y=x' "~ o Referenzgeradey=x" "~
Referenzgerade y=x" Referenzgerade y=x"
107 = = . - = 107k " = . = =
10 10 10 10 10 10 10 10 0 10 10

4 4
10 10 1
Anzahl von Dreieckselementen Anzahl von Dreieckselementen

Abbildung 5.4: Werte der Fehlerschiitzer unter Verwendung verschiedener Markierungsstra-
tegien in Algorithmus 2.
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5 Numerische Experimente

MARK A1 MARK B1

MARK B2 MARK B3

Abbildung 5.5: Triangulierungen nach Erreichen der Abbruchbedingung #7, > 5000 in
Algorithmus 2.

Primale Loesung Duale Loesung

Abbildung 5.6: Losungsfunktionen des primalen (5.5) bzw. dualen Problems (5.6), berech-
net durch Algorithmus 2 mit Markierungsstrategie MARK B; (Algorith-
mus 7).
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