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Introduzione

In ingegneria strutturale e in scienza delle costruzioni ¢ un procedimento
comune utilizzare modelli bidimensionali o unidimensionali per descrivere il
comportamento elastico di una struttura tridimensionale ‘sottile’, in cui cioé
una o piu dimensioni siano trascurabili rispetto alle altre. Esempi di strut-
ture sottili sono membrane, piastre o gusci, il cui spessore ¢ molto piccolo
rispetto alle dimensioni longitudinali, o ancora corde o travi, la cui sezione
¢ molto piccola rispetto alla dimensione longitudinale. Scopo di questa tesi
é studiare il comportamento asintotico di configurazioni di equilibrio di una
trave elastica sottile quando il parametro che ne descrive lo spessore tende a

zero, individuando cosi un’equazione di equilibrio limite unidimensionale.

La relazione fra la teoria tridimensionale dell’elasticita e i diversi modelli
approssimanti € rimasta per molti anni una questione aperta. La derivazione
classica di questi modelli ridotti si basa infatti su un’espansione asintotica
formale della teoria tridimensionale in termini del parametro che descrive
lo spessore dell’oggetto, supponendo ipotesi cinematiche piuttosto restrittive
sulle deformazioni tridimensionali. Questo modo di procedere ha portato al-
la presenza in letteratura di numerose teorie ridotte, che risultano a volte in
contraddizione 'una con l'altra e il cui ambito di validita ¢ tipicamente non

chiaro.

Il primo risultato di derivazione matematicamente rigorosa nell’ambito

dell’elasticita nonlineare é stato ottenuto all’inizio degli anni '90, da E. Acer-

il
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bi, G. Buttazzo e D. Percivale, in [A-B-P]. In questo articolo, il compor-
tamento asintotico di una trave elastica sottile é studiato utilizzando un
approccio variazionale, basato su tecniche di I'-convergenza. Quest’ultima é
una convergenza di tipo variazionale, introdotta da De Giorgi verso la meta
degli anni 70 (|[DG-F]). Nell’ambito dei problemi di riduzione di dimensione,
la T'-convergenza garantisce la convergenza dei punti di minimo dell’energia
tridimensionale a punti di minimo di opportuni funzionali limite. (Per le

proprieta generali della I'-convergenza si veda la monografia [DM]).

Lo stesso tipo di approccio é stato poi utilizzato per studiare il compor-
tamento asintotico di una piastra sottile nei lavori di H. Le Dret e A. Raoult
(|L-R]) e di G. Friesecke, R.D. James e S. Miiller, (|[F-J-M|, [F-J-M2]), in cui
si ¢ arrivati a identificare una gerarchia di modelli bidimensionali, ognuno dei
quali corrisponde a un diverso ordine di grandezza (in termini del parametro

spessore) delle forze di carico applicate.

Negli anni successivi, ad opera di M.G. Mora, S. Miiller e L. Scardia
(IM-M], [M-M3], [S]), si & giunti ad una classificazione analoga per le travi,
completando cosi il lavoro di E. Acerbi, G. Buttazzo e D. Percivale. Piu
precisamente, sia €2, = (0, L) x hS la configurazione di riferimento di una
trave tridimensionale, dove L > 0, S é un sottoinsieme aperto e connesso
di R? con frontiera lipschitziana e h ¢ un parametro positivo tendente a
zero. Si suppone che I'energia elastica (per unita di sezione) associata a una

deformazione v : ), — R3 con v € W2(Q;,, R?), sia data dal funzionale:

1
EM"v) = — [ W(Vu(z))dz,
h* Jq,
dove la densita di energia elastica W : M33 — R soddisfa opportune
proprieta di frame-indifference e coercivita ed ¢ minima sull’insieme delle
rotazioni (si veda la Sezione 1.1). Poiché si ¢ interessati a studiare il com-

portamento asintotico di £* per h — 0, é conveniente effettuare il cambio di

variabili z = (21, hxg, hag) e riscalare le deformazioni, ponendo y(z) = v(z).
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Con la definizione V,y := (aly, Ty, , Sl ottiene

EM(w) / W(Vyy)d
Inoltre, si assume per semplicita che le forze di carico applicate alla trave
agiscano in direzione ortogonale alla sua fibra mediana e che abbiano densita
h*(faea + fse3), con a > 0, fo, f3 € L*(0,L). L’energia totale (per unita
di sezione) associata a una deformazione riscalata y € WH2(Q,R?) ¢ quindi

data dal funzionale

J"(y) = I"(y) _/Qha(fz?h + f3ys)da

A seconda del valore di «, si ha un diverso comportamento asintotico dell’e-
nergia J", che e‘ descritto al limite da un opportuno funzionale unidimensio-
nale I,. Piu precisamente, si puo dimostrare che 'energia J" in corrispon-
denza dei suoi punti di minimo riscala come h?, dove B =ase 0 < a < 2e
0 =2a — 2 se a > 2. Il funzionale limite [, si ottiene quindi come I'-limite
dei funzionali h=*J" per 0 < o < 2 e h=22*2J" per a > 2. Nel caso a = 0,
studiato in [A-B-P], il comportamento limite ¢ quello di una stringa unidi-
mensionale, ovvero I’energia associata ad una deformazione dipende solo dagli
effetti di allungamento. Per 0 < o < 2 il funzionale limite é degenere: il con-
tributo dell’energia elastica risulta infatti nullo su isometrie e compressioni e
infinito altrimenti. Il caso o = 2 ¢ stato discusso in [M-M3], ottenendo che al
limite le uniche deformazioni ammissibili della trave sono isometrie della sua
fibra mediana e che I'energia ad esse associata dipende soltanto dagli effetti
di curvatura e torsione. Per a > 2 si ha che le deformazioni limite sono
non solo delle isometrie ma addirittura dei movimenti rigidi. Si ha quindi
un effetto di linearizzazione, che porta ad un’energia dipendente dai piccoli
spostamenti attorno al moto rigido limite provocati dalla deformazione. In
particolare, per a = 3 il ['-limite corrisponde all’analogo unidimensionale del
funzionale di von Karman per le piastre. Per a > 3 il I'-limite corrisponde al
funzionale lineare per le travi, mentre per 2 < a < 3 I’energia ¢ ancora linea-

re, ma contiene un vincolo nonlineare di tipo isometrico (si veda Sezione 1.3).
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L’approccio mediante Gamma-convergenza non assicura a priori proprie-
ta di convergenza per le configurazioni di equilibrio tridimensionali che non

siano minimizzanti.

I primi lavori sullo studio del comportamento asintotico delle configurazio-
ni di equilibrio sono stati realizzati per le travi nel caso a = 2 da M.G.Mora,
S.Miiller e M.G.Schultz (|]M-M-S]) e per le piastre nel caso o > 3, da S.Miiller
e R.Pakzad (|[M-P]), provando la convergenza a meno di sottosuccessioni dei
punti di equilibrio tridimensionali a punti di equilibrio del I'-limite [,. In tali
articoli si richiede che la densita di energia elastica sia ovunque differenziabile

con derivata a crescita lineare, ovvero:
|DW (F)| < C(1 + |F|) per ogni F € M**3. (1)

Tale condizione garantisce che sia ben posta la definizione tradizionale di pun-
to stazionario per i funzionali J" e che la condizione di stazionarieta sia sod-

disfatta dai punti di minimo locale (si veda in proposito I’Osservazione 1.2.2).

Il primo risultato ottenuto in questa tesi, che completa il lavoro [M-M-S],
¢ la dimostrazione della convergenza delle configurazioni di equilibrio per
una trave sottile nel caso « > 2 e sotto I'ipotesi (1). Piu precisamente, dato
a > 2, ogni successione (y*) C W12(Q,R?) soddisfacente la condizione al
bordo

yh(07x27x3> = (07 hl’Q,hI’g), (2)
la stima dell’energia
/ W(Vyy")de < Ch**2 (3)
Q

e la condizione di stazionarieta:
/ DW (Vo) : Vibdir — / B (fads + fads)dz =0 (4)
Q Q

per ogni ¢ € Wh2(Q, R3) tale che ¢(0, z2,3) = 0, converge a meno di sotto-

successioni ad un punto stazionario del I-limite I, (Teorema 3.1.1).
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Nel caso a > 3 la dimostrazione di questo risultato non presenta difficolta ag-
giuntive rispetto al caso delle piastre, studiato in [M-P|. Lo strumento chiave
é la stima di rigidita dimostrata da G. Friesecke, R.D. James e S. Miiller in
[F-J-M], che assicura la compattezza delle deformazioni y" e permette di de-
comporre il gradiente riscalato V,y" nel prodotto di una rotazione e di un
termine di strain, che risulta debolmente compatto in L?. A questo punto si
puo introdurre una variabile di stress, associata alla nuova variabile di strain,
in termini della quale si puo esprimere I’equazione di Eulero-Lagrange tridi-
mensionale (4). La compattezza debole degli strain in L? garantisce, grazie
all'ipotesi di crescita (1), la compattezza degli stress in L?, che risulta suffi-
ciente per passare al limite nelle equazioni di Eulero-Lagrange.

Nel caso 2 < a < 3, nonostante la presenza del vincolo nonlineare, la dimo-
strazione si puo estendere senza difficolta, grazie alla natura unidimensionale

del problema limite.

L’ipotesi (1) ha tuttavia lo svantaggio di non essere compatibile con la

richiesta fisica che la densita di energia elastica soddisfi:

W(F) — +o00 per det(F) — 0,

(5)
W(F) = +o0 se det(F) < 0.

Tali condizioni corrispondono alla richiesta che forti compressioni della trave
abbiano energia molto alta e che sia rispettata l'incompenetrabilita della
materia, restringendo l'insieme delle deformazioni ammissibili alle mappe
con gradiente a determinante positivo. D’altra parte, senza l'ipotesi (1) di
crescita lineare della mappa DW, la definizione classica di punti stazionari
dell’energia tridimensionale non ¢ ben posta (si veda I’Osservazione 1.2.2).
In [B] J.M. Ball ha mostrato come, sotto le ipotesi (5) e la condizione di

crescita

|DW(F)F"| < k(W(F) + 1) per ogni F € M3*?, (6)

dove M3 = {F € M®3 : det F > 0}, sia possibile dare una definizione

alternativa di punto stazionario, cosi da ottenere una nuova condizione del
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primo ordine per le configurazioni di equilibrio tridimensionali. Piu precisa-
mente, una deformazione w : ) — R? soddisfacente le condizioni al bordo

(2) ¢ un punto stazionario alla Ball se verifica:

/ DW(Vw)(Vyw) : V(w)dzdz = / B (foda () + fada(w))dz,  (7)
Q Q

per ogni ¢ € C'(R3 R3) limitata, con derivate prime limitate e tale che
¢(0, hae, hxs) = 0 per (z2,x3) € S. Nel recente lavoro [M-S], sotto le ipotesi
(5) e (6), si ¢ dimostrata la convergenza di punti stazionari alla Ball a punti

stazionari del I'-limite, nel caso delle piastre e per il regime o > 3.

Il secondo risultato ottenuto, che rappresenta la parte piu‘ interessante di
questa tesi, riguarda lo studio della convergenza dei punti stazionari alla Ball,
per una trave sottile, sotto le ipotesi fisiche (5) e (6). Piu dettagliatamente,
si ¢ dimostrato che, dato a > 2, ogni successione (y") € W12(Q, R3) soddi-
sfacente la condizione al bordo (2), la stima dell’energia (3) e la condizione di
stazionarieta alla Ball (7) converge, a meno di sottosuccessioni, a un punto
stazionario del I'-limite I, (Teorema 4.1.1). Per o > 3 la dimostrazione di
questo risultato segue lo schema di ragionamento utilizzato nel caso di ipotesi
di crescita lineare; tuttavia, si hanno difficolta aggiuntive dovute all’indebo-
limento delle proprieta di convergenza degli stress. Infatti, sotto le ipotesi
(5) e (6), 'uniforme limitatezza degli strain assicura solamente convergenza
debole in L' degli stress, che non ¢ sufficiente per passare al limite nelle equa-
zioni di Eulero-Lagrange (7). Tale difficolta viene superata osservando che si
puo costruire una successione di insiemi che invadono €2, tali che, su di essi
gli stress convergano debolmente in L2, mentre sul complementare forniscano

contributo trascurabile per h — 0.

Per 2 < a < 3 il problema presenta una difficolta ulteriore, legata al
fatto che nella definizione di punti stazionari alla Ball si utilizzano funzioni
test valutate non sulla configurazione di riferimento, ma sulla configurazione

deformata.
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La natura di questa difficolta puo essere spiegata euristicamente con la
seguente osservazione. Se un punto stazionario y € invertibile e la sua inversa
w ¢ sufficientemente regolare, per ogni ¢ : Q@ — R3 con (0, 25, 23) = 0, si
puo considerare una funzione test della forma ¢ = ¥ ow. In questo modo, la

(7) si riduce formalmente a:

/ DW(Vyy) : Vidr = / h(forhe + faibs)dz,
Q Q

che ¢ la definizione di punti stazionari valida sotto Iipotesi (1) di crescita
lineare di DW. Per a > 3, il teorema di rigidita consente di individuare
uno sviluppo asintotico dei punti stazionari ¢, a partire dal quale é possibile
costruire delle ‘inverse approssimate’, cioé delle mappe w” tali che w”oy" con-
verga alla deformazione identita per h — 0. Per 2 < a < 3, la costruzione di
un’inversa approssimata w” richiede di migliorare lo sviluppo asintotico di y"

quanto pitl «v & vicino a 2 (si veda la Proposizione 4.1.2 e 'Osservazione 4.1.3).

In conclusione, i risultati dimostrati in questa tesi completano lo studio del
comportamento asintotico delle configurazioni di equilibrio di una trave sot-
tile per a > 2. Tl caso a = 2 sotto condizioni fisiche di crescita é un problema
ancora aperto. Un’altra questione aperta ¢ lo studio del regime 2 < a < 3
per una piastra sottile, anche sotto ipotesi di crescita lineare della funzione
DW . Le ulteriori difficolta sono legate alla natura bidimensionale del proble-
ma, che porta a proprieta di compattezza piu deboli e rende meno trattabile
il vincolo nonlineare. Siritiene che alcune delle idee esposte nello studio delle
travi per 2 < a < 3 possano comunque offrire suggerimenti per affrontare il

problema analogo nel caso delle piastre.

La tesi é suddivisa in quattro capitoli. Nel primo capitolo si descrive la
formulazione del problema, illustrando il significato delle ipotesi sulla densita
di energia elastica e sottolineandone alcune proprieta. Si confrontano poi le
diverse ipotesi di crescita considerate. Infine si presentano i modelli unidi-

mensionali e se ne ricavano le equazioni di Eulero-Lagrange. Nel secondo
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capitolo si dimostrano un primo risultato di approssimazione mediante rota-
zioni per successioni di deformazioni soddisfacenti la stima dell’energia (3),
che deriva da un teorema di rigidita enunciato da G. Friesecke, R.D. James
e S. Miiller in [F-J-M] e un risultato di compattezza. Nel terzo capitolo si
dimostra il risultato di convergenza per le configurazioni di equilibrio sotto
ipotesi di crescita lineare per o > 2. Nell’'ultimo capitolo si completa lo
studio dei punti di equilibrio per v > 2 per le travi, provando il risultato di

convergenza sotto ipotesi fisiche di crescita.



Capitolo 1
Ipotesi e risultati preliminari

In questo capitolo si descrivera la formulazione variazionale del problema
e si illustreranno le ipotesi di lavoro. Piu precisamente, nella prima sezione
si definira la densita di energia elastica e se ne discuteranno le caratteristiche
principali. Nella seconda sezione si analizzera il legame fra le ipotesi di cre-
scita sulla densita di energia elastica e la definizione di punto stazionario per
una trave tridimensionale. Infine si illustrera come la I'-convergenza permet-
ta di derivare in modo rigoroso modelli unidimensionali approssimanti per
travi sottili e si ricaveranno le equazioni di Eulero-Lagrange dei funzionali

limite.

Consideriamo una trave €, = (0, L) x hS, dove S & un aperto limitato e
connesso di R? con frontiera lipschitziana, L > 0 e h > 0. Senza perdita di
generalita possiamo supporre che |S| = 1 e che valgano le seguenti ipotesi di

normalizzazione su S:
/[Egdl'gdl’g :/[Egdl'gdxg = O, (11)
S S
/$21‘3d!£2d$3 = 0, (12)
S

dove l'ipotesi (1.1) equivale a richiedere che il punto (0, 0) sia il baricentro di
S e 'ipotesi (1.2) individua gli assi x5 e z3 come assi centrali di inerzia di S.

Supponiamo inoltre che €2, sia la configurazione di riferimento di un corpo
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costituito da un materiale iperelastico, soggetto a deformazioni v : ), — R3,
con v € WH2(Q,,, R?).

A ciascuna deformazione v associamo l'energia elastica (per unita di sezione):

1
E'"w) = — [ W(Vv)dz,
h* Jq,
dove W : M3*3 — R assegna ad ogni matrice F' € M?3*3 la densita d’energia
elastica immagazzinata dal corpo in seguito ad una deformazione avente F
come gradiente. Sullo spazio M3*3 consideriamo la norma |F| = Tr(FTF)z,
che lo rende uno spazio metrico.

Poiché siamo interessati a studiare il comportamento asintotico di £"(v)
per h — 0, é conveniente effettuare il cambio di variabile z = (x1, hae, hxs)
e riscalare le deformazioni, ponendo y(z) = v(z).

In questo modo, definendo:
Oay O3y
V = a y T 1 9y 1 |
nY ( 1Y Lo h
otteniamo

En(v) = I"(y) = /Q W (Vay)da. (1.3)

Nel seguito ci riferiremo quindi alla successione di funzionali 1", definiti sullo
spazio W12(Q, R3).

1.1 Proprieta della densita di energia elastica

Procediamo ora descrivendo le proprieta principali della densita di energia

elastica. Supponiamo che la funzione W soddisfi le seguenti ipotesi:
(H1) W(RF) =W (F) VR € SO(3), VF € M?3*3 (frame indifference);
(H2) W =0 su SO(3);

(H3) W(F) > Cdist*(F,SO(3)), C > 0;

(H4) W ¢ continua in M3*3 ed ¢ C? in un intorno di SO(3),
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dove SO(3) = {R € M*3: RTR = Id, det R = 1}.

Osservazione 1.1.1. L’ipotesi (H1) garantisce che 'energia elastica sia indi-
pendente dal sistema di riferimento ortonormale in cui si trova 1’osservatore.

QQuesta proprieta non deve essere confusa con l'ipotesi di isotropia
W(FR) =W(F) per ogni R € SO(3),

che garantisce 'invarianza del comportamento del corpo sotto rotazioni e che
¢ invece una caratteristica propria del materiale considerato.

L’ipotesi di frame-indifference ha anche come conseguenza il fatto di garantire
che I'energia elastica associata a deformazioni invertibili dipenda solamente
dalla metrica di pull-back della deformazione. Piu precisamente, esiste una

mappa W tale che
W(F) = W(FTF) per ogni F € M** con det F > 0. (1.4)
Infatti, per ogni F' € M3*3 tale che det F' > 0, si ha che, posta

U=VFTF,

U ¢ una matrice simmetrica definita positiva, R = FU~! ¢ una rotazione
e ' = RU (si veda [C|, Teorema 3.2-2). Di conseguenza W (F) = W(U) e
posta W(M) = W (v/M) per ogni matrice simmetrica M, si ha la (1.4).

Dal momento che abbiamo supposto di considerare un corpo costituito da
materiale iperelastico, le sue equazioni di equilibrio in assenza di forze di
carico corrispondono ai punti stazionari dell’energia elastica associata. Di
conseguenza, le ipotesi (H2) e (H3) asseriscono che la configurazione di rife-
rimento (e, per frame-indifference, anche qualsiasi rotazione di tale configu-
razione) & un punto di equilibrio stabile.

In generale, W non soddisfa ipotesi di crescita dall’alto; infatti, per garantire
che le deformazioni considerate non causino compenetrazione della materia

e preservino l'orientazione, si richiede che

W(F) = +o0 per det F <0.
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Osservazione 1.1.2. Indichiamo con £ : M33 — M?3*3 Tapplicazione
lineare definita da LG = D*W (Id)G per ogni G € M3*3_ cioe

3

LGl =) all

—  (Id)G i G 3><3.
kllaFijaFkl( )Gy per ogni G € M

Introduciamo inoltre la forma bilineare ()3 associata ad L, definita da
Q3(F) = LF : F per ogni F € M**3,

dove : indica il prodotto scalare tra matrici.

Le ipotesi (H1)-(H4) permettono di ottenere alcune proprieta di £ e di Q3 di
cui faremo uso piu volte: da (H1)-(H3) abbiamo immediatamente che Q3(F)
¢ una forma quadratica semidefinita positiva. Inoltre é definita positiva sulle
matrici simmetriche.

Per provare tale affermazione, ricordiamo la stima:
dist*(F,SO(3)) > |U — Id|?, (1.5)

dove U = VFTF (Si veda [C]).
Sia F' simmetrica e sia t € R, t > 0 tale che tF' 4 Id sia ancora una matrice

definita positiva. Dall’ipotesi (H3), si ha
W(Id+tF) > Cdist*(Id + tF, SO(3)).

Sviluppando in serie di Taylor il primo membro e utilizzando la (1.5) segue

la disuguaglianza:

t2Qs(F) + o((t|F|)?) > C|/({2FTF 4 Id + tFT + tF) — Id|*.

D’altra parte, se F' é simmetrica, /d 4 tF' é simmetrica e definita positiva e
(Id+tF)? =t2FTF + Id +tFT +tF. Pertanto, per I'unicita della radice di

matrice, ([C], Teorema 3.2-1) si ha:
*Qs(F) +o((t|F])*) = £C|F "

Dividendo per t? e passando al limite per t — 0 segue la tesi.
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Osservazione 1.1.3. Dalle caratteristiche di ()3 ¢ possibile dedurre alcuna
proprieta dell’applicazione lineare £. Dal fatto che (03 é definita positiva sulle
matrici simmetriche, si ha che £ é iniettiva sul sottospazio delle matrici F' €

M3*3 simmetriche e dunque anche invertibile su tale spazio. Introducendo

F+FT

5— (parte simmetrica della matrice F') & possibile

poi la notazione symF' =

verificare le seguenti proprieta dell’applicazione L:

(i) L(symF) = LF VF € M3*3;
(ii) LF & simmetrica VF € M3*3,

Sia infatti H € M3*3 antisimmetrica e sia t € R. Allora ' € SO(3) e
dunque da (H1) abbiamo:

W (e = W (Id).
Derivando due volte in ¢ e calcolando la derivata seconda per ¢ = 0 si ottiene:
D*W(Id)H : H+ DW (Id) : H*> = 0.

Poiché dalle ipotesi (H2) e (H3) la funzione W ha minimo in SO(3), si ha
che DW(Id) = 0 e quindi, dall’'uguaglianza precedente, Q3(H) = 0. Poiché

(3 € semidefinita positiva, si conclude che
LH = 0 VH antisimmetrica,

da cui segue la (i). Osservando infine che LF : H = LH : F' = 0 per ogni H

antisimmetrica e per ogni F' € M?*3 segue la (ii).

Osservazione 1.1.4. Procedendo come nell’Osservazione 1.1.2, & possibile ve-
rificare un’altra proprieta di cui faremo uso nei capitoli successivi, ovvero che
DW (F)FT & simmetrica per ogni F' € M3*3. Poiché¢ W ¢ frame-indifferent,
si ha infatti

W F) =W(F)
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per ogni H matrice antisimmetrica e per ogni F' € M3*3,

Calcolando la derivata in ¢t = 0, si ottiene
DW(F): HF =0

e dunque

DW(F)F" : H =0 per ogni H antisimmetrica,

ovvero

DW (F)F' = FDW (F)" per ogni F € M**.

1.2 Condizioni di stazionarieta per ’energia tri-

dimensionale

Nel seguito supporremo che la trave di configurazione di riferimento {2,
sia soggetta all’azione di carichi morti, ovvero che le forze di carico agiscano
indipendentemente dalle deformazioni considerate. Inoltre supporremo che le
forze agiscano in direzione ortogonale alla fibra mediana, dipendano soltanto
dalla coordinata x; lungo la fibra mediana e abbiano densita h*( foes + f3e3),
con a > 0, fy, f3 € L?(0, L). Allora, per ogni deformazione y € W12(Q2,R3),

Ienergia totale per unita di sezione sara espressa dal funzionale:

Jh(y) = /Q (W(Vry) — h*(foyz + fays)]dx. (1.6)

Di conseguenza, analizzare le configurazioni di equilibrio del corpo €2 equi-
vale a studiare i punti stazionari del funzionale J".

A tale scopo, procediamo ora introducendo le diverse condizioni di crescita di
cui faremo uso nei Capitoli 3 e 4. Nel Capitolo 3 supporremo che la densita
di energia elastica soddisfi, oltre alle ipotesi (H1)-(H4), anche la condizione

aggiuntiva:

(H5) W differenziabile con |DW (F)| < C(1 + |F)).
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Osservazione 1.2.1. Notiamo che, dall’insieme delle ipotesi (H1)-(H5), otte-

niamo la seguente stima dall’alto sulla crescita di DW:
|DW (F)| < Cdist(F,SO(3)) per ogni F € M**®. (1.7)

Sia ¢ Pampiezza dell’intorno di SO(3) in cui W ¢ C?. Data F € M3*3, sia
R € SO(3) tale che |F — R| = dist(F, SO(3)). Consideriamo separatamente
icasi |[F—R|<de|F—R|>9.
Nel primo caso dalle ipotesi (H2)-(H3) abbiamo DW(R) = 0; dalla (H4)
segue quindi la stima:

|DW(F)| < |D*W(R)(F — R) : (F = R)| + [n(F — R)|

dove "l(qu‘) — 0 per |A] — 0.

Di conseguenza vale 1'ulteriore maggiorazione:
IDW(F)| < C(|F — R*+|F — R|) < C(1+9)|F — R|

e dunque
|IDW (F)| < C(1+ 0)dist(F,SO(3)). (1.8)

Nel caso in cui |F — R| = dist(F, SO(3)) > § ¢ invece possibile effettuare una

maggiorazione diretta:
IDW(F)| < C(1+|F|) <C(1+|F—R|+|R|) < (1.9)
— 1
C'1+|F—-R])<C (1 + 5) dist(F, SO(3)).

Combinando la (1.8) e la (1.9) abbiamo pertanto la (1.7). Si osserva inoltre

che dalla (1.7) segue immediatamente la disuguaglianza:

|DW (Id + F)| < C|F| per ogni F € M**. (1.10)

Sotto le ipotesi (H1)-(H5), é possibile dare la seguente definizione di punti

stazionari.
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Definizione 1.1. Diciamo che una deformazione y : Q — R? soddisfacente
la condizione al bordo y(0, zo, x3) = (0, hxo, hxs) é un punto stazionario del

funzionale J" se verifica

/Q [DW(V1y) : Vi — h(fo(w1)da + f3(x1)¢3)]dr = 0, (1.11)

per ogni ¢ € W12(Q,R3), ¢(z) = (¢1(2), ¢2(x), d3(x)) tale che ¢(0, xo, 23) = 0.

Osservazione 1.2.2. L'ipotesi (H5) garantisce che la Definizione 1.1 abbia
significato e che ogni minimo locale di J” soddisfacente la condizione al bordo
in 1 = 0 sia un punto stazionario. Consideriamo infatti, un punto di minimo
locale y € Wh2(Q,R3), soddisfacente la condizione al bordo y(0, z3, z3) =
(0, has, haz) e consideriamone la variazione y+e€g, con € < 1, ¢ € WH2(Q, R?)
soddisfacente ¢(0, 9, x3) = 0. Per ottenere le equazioni di Eulero-Lagrange

nella forma usuale é necessario valutare:

/ W(Vi(y +ep)) — W(Vyy)

lim

e—0

dx. 1.12
E . (112

Dal teorema di Lagrange, la funzione integranda si stima come:

W(Vi(y +ep)) — W(Vyy)

€

‘ < |DW(Vily + b)) : V1,

con O(z) € (0,1) per ogni z € Q. Dall’ipotesi (H5), di conseguenza:
W(Valy +€¢)) = W(Vay)

€

‘ < O+ |Vayl + [Vad) | Vadl

Pertanto dal teorema di convergenza dominata ¢ possibile passare al limite
sotto il segno di integrale, ottenendo I'equazione (1.11).
L’ipotesi (H5) & perd incompatibile con la richiesta fisica che la densita di

energia elastica soddisfi:
(H6) W(F) = +oo se det F <0, W(F) — oo se det F — 0.

Tale condizione corrisponde alla richiesta che le deformazioni a energia finita
non determinino una compenetrazione della materia e preservino l’orientazio-

ne del corpo; in particolare, assicura l'invertibilita locale delle deformazioni
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C' a energia finita. Tuttavia, sotto 'ipotesi (H6) non & chiaro come valutare
(1.12), a meno di non richiedere ipotesi aggiuntive sul punto di minimo. Il
calcolo di questo limite, infatti, comporta due difficolta: innanzitutto non
é detto che la deformazione y + €¢ abbia energia finita, inoltre dobbiamo
poter passare al limite sotto segno di integrale. Anche supponendo che W
sia regolare sulle matrici a determinante positivo, per ovviare a queste due
difficolta dobbiamo richiedere ulteriori condizioni sul punto di minimo, come

ad esempio l'ipotesi che y € W1 e che
det Vpy > ¢ > 0 q.o. in €.

Sotto queste ultime due condizioni, infatti, se ¢ € WH(Q, R3), |[V,y+eV,d|

¢ limitato e per e sufficientemente piccolo, si ha det(V,y + 0eV,0) > 5 q.o.

Pertanto, dalla regolarita di W, y + €¢ ha energia finita. Inoltre, abbiamo:
W(Vi(y +€p)) = W(Vary)

€

< |DW(Viy + 0eVid)|[Virol,

con O(x) € (0,1) per ogni x € €2, dove

|IDW (Vyy" + 0eV,0)| < C,

usando ancora il fatto che V,y + 0eV,¢ appartiene ad un compatto della
regione in cui W é regolare. Di conseguenza per il teorema di convergenza
dominata di Lebesgue si pud passare al limite sotto segno di integrale nella
(1.12), ottenendo che 'equazione (1.11) ¢é verificata per ogni funzione test
¢ € Whe(Q,R?).

Questo risultato non é molto soddisfacente dal momento che esistono defor-
mazioni a energia finita che non soddisfano le condizioni richieste sul punto
di minimo, come messo in evidenza in [B|. Tuttavia, in [B] si & mostrato che
é possibile individuare una condizione al primo ordine alternativa per i punti

stazionari, che vale sotto I'ipotesi (H6) e le condizioni:

(H7) W eC! su M3,
(H8) 3k > 0 tale che [DW(F)F"| < k(W(F) +1) per ogni F € M3,
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dove denotiamo con M?3*? I'insieme delle matrici F' € M>*3 con det F > 0,

Come mostrato in [B], le condizioni (H7) e (H8) risultano compatibili con la
(H6).

Denotiamo con CF(U) lo spazio delle funzioni C* che sono limitate in U
e con derivate limitate fino all’ordine k-simo. Considerando variazioni della

forma y" + epoy™ ¢ possibile ottenere il seguente teorema (|B], Teorema 2.4):

Teorema 1.2.1. Supponiamo che la funzione W soddisfi le ipotesi (H1)-(H4)
e (H6)-(H8). Sia U C R® un aperto limitato e connesso con frontiera lipschi-
tziana OU = OU; U QU U N, dove OU; e OU,y sono disgiunti e relativamente
aperti in OU e N ha misura bidimensionale nulla. Sia @ € HY?(OU,R3?) e
sia f € L*(U,R?). Sia w € WH2(U,R?) un minimo locale del funzionale

Flw) = /U W(Vew)ds — /U fwds

soggetto alle condizioni al bordo w = W su OU;, ovvero supponiamo che esista
€ > 0 tale che F(w) < F(v) per ogni v € WH2(U,R3) che soddisfi

{ o — w|lwr <e,

v =0w su 0Uj.

Allora:
/ DW (Vw)(Vw)! : Vo(w)dz = / f-o(w)dz (1.13)
U U
per ogni ¢ € C}H(R3,R3) tale che ¢ ow = 0 su OU; nel senso delle tracce.

Riportiamo la dimostrazione del teorema, che fa uso del seguente lemma.

Lemma 1.2.2. Supponiamo che W soddisfi le ipotesi (H7) e (H8). Allora
esiste v > 0 tale che, per ogni C € M>*® soddisfacente |C — Id| < v e per
ogni A € M>? valga:

|DW (CA)AT| < 3k(W(A) + 1),

dove k ¢ la costante introdotta nell’ipotesi (HS).
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Dimostrazione. Per la dimostrazione del lemma si veda [B], Lemma 2.5. O
Dimostrazione del Teorema 1.2.1. Sia 7 € R; definiamo:
wr(2) = w(2) + 1o(w(2)).

Poiché¢ w ¢ un punto di minimo locale, abbiamo det Vw > 0 q.o. in U. Dal

momento che

Vw,(2) = (14 7Vo(w(2)))Vw(z),

e ¢ € CH(R3 R3), si ha che per |7| sufficientemente piccolo det Vw, (z) > 0

per q.o. z € U. Inoltre, essendo:
wrlov, = e 1im [lor = wlfwizwes) =0,
dalla minimalita di w segue che
F(w,) > F(w), (1.14)

per |7| sufficientemente piccolo. D’altra parte,

F(wT)T— Flw) %/ (W (V) — W (Vw) — 7f - p(w)]dz (1.15)
:/ {/ ldiw<(1+57v¢(w))vw)ds—f-¢(w)] az
U o 7Ta4s

1
_ / [ / DW((1 + s7V(w))Ve) : Vo(w)Veods — f - (b(w)] dz.
U LJo
Per il Lemma 1.2.2 il primo termine dell’integrando si maggiora con:
Bk(W(Vw) + D[IVe|| L~

Dunque, per convergenza dominata, si pud passare al limite nella (1.15) e
per 7 — 07, dalla (1.14) si ha:

/U DW (V) (Vi) : V() — f - d(w)]dz > 0.

Analogamente, passando al limite per 7 — 07, si ottiene la disuguaglianza

opposta e dunque la tesi. O
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Sotto le ipotesi (H1)-(H4) e (H6)-(H8) & quindi possibile considerare la
seguente definizione alternativa di punti stazionari, di cui faremo uso nel

Capitolo 4:

Definizione 1.2. Diciamo che una deformazione y € W2?(2, R3) ¢ un pun-
to stazionario alla Ball del funzionale J" se soddisfa le condizioni al bordo

y(0,x9, 23) = (0, hao, has) per ogni (12, 23) € S e verifica:

| DW ) (V)" Votu()de = [ Klalen)onlu(o) + ) nlp(a)lda

(1.16)
per ogni ¢ € C} (R, R?) che soddisfi la condizione al bordo ¢(0, hxy, hzz) = 0
per ogni (x9,r3) € S.

1.3 Gamma-convergenza e convergenza dei pun-
t1 di minimo

La I'-convergenza ¢ una convergenza di tipo variazionale introdotta da
De Giorgi verso la meta degli anni 70 (|DG-F]). Si dice che una successione
di funzionali G,,, definiti su uno spazio metrico X e a valori in R, I'-converge
ad un funzionale G se per ogni x € X sono soddisfatte le due condizioni
seguenti:

Ve, — x, liminf G, (z,) > Go(z),
{ 37, — x tale che Gn(x,) — Go(x).

Se G, I'-converge a Gy e i funzionali GG,, sono equi-coercivi, ogni successio-
ne minimizzante per i funzionali GG,, converge, a meno di sottosuccessioni, a
punti di minimo del I'-limite Gy.

Grazie a questa proprieta, l'utilizzo della I'-convergenza nell’ambito dei pro-
blemi di riduzione di dimensione permette di individuare in maniera rigorosa
una gerarchia di modelli limite, a seconda dell’ordine di grandezza delle forze
di carico in termini del parametro spessore h. Nel caso di una trave sottile,
si puo dimostrare che se le forze di carico sono di ordine h®, allora ’energia

J" in corrispondenza dei suoi punti di minimo riscala come h?, dove 8 = «
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se0<a<2ef=2a—2sea>2 Lal-convergenza dei funzionali h=®J"
con 0 < a < 2 ¢é stata studiata in [A-B-P|, [M-M3|, [S0]. T casi a > 2,
che sono di interesse per questo lavoro, sono stati invece trattati in [M-M] e
[S]. In questi articoli, si ¢ identificato il -limite dei funzionali h=2*"2J" per
a > 2, sotto le ipotesi (H1)-(H4). Per tali ordini di riscalamento si ha un
effetto linearizzante dell’energia tridimensionale, per cui il I'-limite dipende
non dalle deformazioni ma piuttosto dagli spostamenti, cioé da quanto le de-
formagzioni considerate si discostano dall’identita. Si ha infatti che, per ogni
a > 2, il I'-limite puo essere espresso come un funzionale sullo spazio A,,

definito rispettivamente come

Ao = {(u,v9,v3,w) € WH2(0, L) x W22(0, L) x W*2(0, L) x W20, L) :
u(0) = v£(0) = w(0) =0 e v,(0) = 0 per k = 2,3} per a > 3,

Ao = {(u,v9,v3,w) € WH2(0, L) x W22(0, L) x W*2(0, L) x W40, L) :
2

u(0) = v(0) = w(0) = 0,v,(0) = 0 per k = 2,3 e u' + LFEL _
per 2 < a < 3.
Le variabili u e vy, v3 rappresentano lo spostamento provocato dalla defor-
mazione, rispettivamente lungo la fibra (0, L) e nel piano normale ad essa.
La variabile w descrive invece 'angolo di twist della sezione ortogonale della
trave, ovvero fornisce un’informazione sulla torsione che la sezione ortogonale

subisce in seguito alla deformazione.

Per ogni (u, vg, v3,w) € A, introduciamo la matrice:

! !/
A=1v 0 —w
/
vy w 0

Denotando con I, il I-limite, si ha che per a = 3 esso é dato dal funzionale
1 L / 1 /1\2 /1\2 ?
I3(u, vg, v3,w) = 3 E(u+ 5[(1)2) + (v5)7] ) dxy+  (1.17)
0
L
0

L
+3 | Qe = [ (e + frn)on,
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per ogni (u, vy, v3,w) € Az, dove:

E = min Qs(e1|alb), (1.18)

a,beR3

0
F)= mi
Q) ﬂeWIP%&R"*)XG @ (F ( s )

e ()3 ¢ la forma quadratica introdotta nell’Osservazione 1.1.2.

825 836) dl’gd&lg (119)

Per o > 3 il I'-limite ¢ dato dal funzionale

1 [E
I, (u,v9,v3,w) = 5/ E(u')?dz; + (1.20)
0

L L
+%/0 Ql(A’)d:cl—/O (fova + fsvz)da,

per a > 3, per ogni (u, vy, v3, w) € A,, mentre nel caso 2 < o < 3
1 (L L
I (u, vg,v3,w) = 5/ Q1(A")dx, —/ (fava + f3vs)dmy, (1.21)
0 0

per ogni (u, vg, V3, w) € Ag.

Osservazione 1.3.1. Notiamo che per a > 3 il I'-limite ¢ somma di tre termini:
un’energia di curvatura e torsione, corrispondente al termine % fOL Q1(A")dzy,
un termine dovuto alle forze di carico e un contributo associato agli effetti di
compressione e allungamento, dato rispettivamente dai termini

: fOLE (v + 3[(vh)* + (Ué)Q])del e %fOL E(u')?dx;.

Per 2 < a < 3, si hanno solo gli effetti di curvatura e il termine dovuto alle
forze di carico, mentre la dipendenza da effetti di compressione ¢ modellata

dal vincolo nonlineare
=0 q.o. in (0, L). (1.22)

In altre parole, lo spostamento tangenziale ¢ sempre tale da compensare

perfettamente I'allungamento provocato dalla deformazione di flessione.

Osservazione 1.3.2. Dall’Osservazione 1.1.2, segue che

Qs(e1]alb) = Qs(sym(ei]alb)) > 0 per ogni a,b € R?
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perché la forma quadratica )3 é definita positiva sulle matrici simmetriche.

Pertanto E > 0. Inoltre
E = (£_1(€1 X 61) . (61 X 61))_1.

Per provare tale affermazione osserviamo che, per definizione,

1 12 Q13 1 a2 a3
E = min L 0 axp as || 0 axn axs |- (1.23)
a;; €R3, i=1,2,3, j=1,2 0 0
a3 33 a3z A33

Sia (ai;)ij, ¢ = 1,2,3, 7 = 2,3 il punto di minimo nel senso della (1.23); sono

soddisfatte le seguenti condizioni:

0 I app a I ap a » )
801“5 0 ag a93 : 0 ag ass3 =0 per 1 = ]., 2, 3, ] = 2, 3,
i 0 asy ass 0 asp ass

e si ottiene

1 a2 a3
L 0 ayp axs | :aje®ej=0peri=1,23, j=23.
0 asx ass

Di conseguenza, ricordando che L£F é una matrice simmetrica per ogni F €

M?3%3_si ha che nel punto di minimo vale

1 a2 ais
L 0 922 A923 =me; ® e
0 asy ass

con m € R. D’altra parte, ricordando le proprieta del punto di minimo nel
senso della (1.23), si ha che

I a2 as ) 5
L] 0 ayp ay | :(0vjw)=0 perogniv,weR".
0 asx ass

Dalla definizione di E otteniamo quindi

I aip a3 1 a2 a3
E = L] 0 ax ax : 0 az a3
0 azp ass 0 azp ass
I aip a3
= L] 0 ax ay | :(e]0]0)
0 asp ass

= me;Re;:e;Re =m.
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Dunque nel punto di minimo vale

1 a2 a3
Eey @er =L 0 ag ass
0 az ass

Posta
1 aip a3
H = sym 0 Qo2 (923 5
0 asx ass

avremo
LH = E@l X e;q.

Sfruttando l'invertibilita della mappa £ sulle matrici simmetriche, si ottiene:
—_ = £71<€1 X 61)

e dunque

H
B cei®e =L e1®e): (e1®e).

D’altra parte, per come abbiamo definito la matrice H, si ha
H: e1 e = 1,

pertanto segue la tesi.

In corrispondenza di ciascuna deformazione y* € W12(Q, R?), soddisfa-

cente la condizione al bordo y"(0,z,23) = (0, has, hxs), introduciamo le
mappe:
h _
%dflfgdl’g per a > 3
h Sh
u (Il) = Yi (.I) — I ) (124)
/Swdl'gdfﬂg per 2<a<d
h
T
vp(z1) = /ngfa—gdl'gdﬂfg per k =2,3, (1.25)

1 h _ h
w(2,) = /x2y3 (wzafSyQ () dxodxs, (1.26)
S
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dove pu(S) = [ 235 + x3dzodrs.

h

Le funzioni u" e v per k = 2, 3 rappresentano gli spostamenti medi riscalati

h

associati alle deformazioni ", mentre la mappa w”" ne rappresenta I’angolo

di twist.
I risultati di T-convergenza esposti in [M-M] e in [S]| possono essere riassunti

nel seguente teorema.

Teorema 1.3.1. Supponiamo che la densita di energia elastica W soddisfi
(H1)-(Hj), siano fa,fs € L*(0,L), sia o > 2 e sia (y") una successione

(2a0 — 2)-minimizzante per i funzionali J*, ovvero tale che
JM(y") <inf J" + h**72 VA > 0,
soddisfacente la condizione al bordo
y"(0, x4, x3) = (0, haa, has).
Allora, la successione (y") verifica la condizione:
/QW(Vhyh)dx < Ch**2 per ogni h > 0.

Inoltre, dette uh, v}, w" per k = 2,3 le successioni definite in (1.24), (1.25)

e (1.26), a meno di sottosuccessioni, vale che:

y" — wiey in WHAH(Q,R3), (1.27)
ul — win WH(0, L) per a > 3, (1.28)
u — win WH(0,L) per 2 < a < 3, (1.29)
vp — vy, in WY(0, L), v, € W0, L) per k = 2,3, (1.30)
w' — w in WH(0, L). (1.31)

Inoltre, per ogni a > 2, (u, vq, v3,w) & punto di minimo del funzionale I, nello
spazio A, dove I, & dato, nei casia = 3,a > 3 e 2 < a < 3, rispettivamente

da (1.17), da (1.20) e da (1.21).
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1.4 Proprieta dei funzionali limite unidimen-

sionali

Procediamo ora al calcolo delle equazioni di Eulero-Lagrange per il fun-
zionale I, nel tre casi.

Introduciamo un lemma preliminare.

Lemma 1.4.1.
Sia B = {a € WH2(S,R%) : [ adrydrs = [¢Oradrodrs = [¢Dzadrydrs = 0},
sia A € M3 antisimmetrica e sia Ga : WH(S,R3) — [0, +00) il funzio-

nale definito da

6:9) = [ @ (A ( 0 )

per ogni 3 € Wh2(S R3).

Allora Ga é convesso e ammette un unico punto di minimo in B. Inoltre una

Do

8;:,5) dl’gdl’g, (132)

funzione B € B ¢ punto di minimo per G4 se e solo se la mappa

E: S — M3,

ec (4(4)

soddisfa in senso debole il sequente problema:

data da

218,

aw) : (1.33)

{ diVy, 2y (Eea| Bes) = 0 in S, (1.34)

(Eeg|Ees)vgs = 0 in 9S,

dove vys € la normale esterna a 0S. Inoltre il punto di minimo dipende

linearmente dagli elementi di A.

Dimostrazione. Per la dimostrazione si vedano [M-M2|, Lemma 2.1 e [M-M],
Remark 3.4. O
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Introduciamo la seguente notazione: per ogni F' € L'(Q, M3*3) indichia-

mo con

F:(0,L) — M>?

il momento di ordine zero, definito da
F(x) := / F(z)dzadzs.
s

Indichiamo inoltre con F e F i momenti di ordine uno, definiti, rispettiva-

mente da:

ﬁ:/F.%’QdZEQd.fg,
S

F\:/Fl'gdl’zdl’g.
S

A questo punto siamo in grado di calcolare le equazioni di Eulero-Lagrange

nei diversi casi. Consideriamo inizialmente il caso a = 3.

Teorema 1.4.2. Sia (u,ve,v3,w) € As. Sia B(xy1,-,-) € B il punto di

minimo di Ga, dove

/ /

0 —vy, —ws

A= v, 0 -—w
vy w 0

Sia inoltre E : Q — M?3*3 definito da

0
E = ﬁ Al x2
x3

28]

agg) |
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Allora (u,ve,v3,w) & un punto stazionario del funzionale I3 se e solo se

soddisfa le sequenti equazioni di Eulero-Lagrange:

o+ 1

( [(v))? + (v5)%] = 0 q.o. in (0, L), (1.35)
E// — 0 , ,
11 + f2 / Z’ﬂ ( ) (136)
En(L) = B}y (L) =
E' + f3=10in (0, L),
"1 f3 ,m( ) (1.37)
En(L) = E}L (L) =
EiQ = E13 in (0, L), (1.38)
E12 E13(L)
Dimostrazione. Consideriamo le funzioni test
¢ € WH(0,L), ¢(0) =
b, € W20, L), 1y, (0) = 0, ¢4(0) = 0 per k = 2,3;
0 € Wh*0,L), 0(0) =0
e studiamo
d
7 I(u+ €p, vy + €y, v3+ €3, w + €h).
e=0
Counsideriamo 'insieme delle matrici antisimmetriche:
M2 ={F e M*>* . FT = —F}.
Per semplificare la notazione introduciamo ’applicazione lineare
E M3><3 M3><3
sk’ew
associata alla mappa bilineare ()¢, ossia tale che:
LiF:F=Q(F)VF € M%3 . (1.39)

Ricordando che

Do fF

oo (7 (2)

a?ﬁF) dxodzs,
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dove (g ¢ I'unico punto di minimo nel senso del Lemma 1.4.1 relativo alla

matrice F', dalla dipendenza lineare di Sr da F' abbiamo

20, F - G = Qu(F + G) — Qu(F) — Qu(G) (1.40)

e (2ol o[

per ogni F,G € M3*3 antisimmetriche. Dal Lemma 1.4.1, per le equazioni

02 0F 028¢

8350) dxodrs

di Eulero soddisfatte dal punto di minimo Sp, si ha:

[y e(2)

da cui, posto
0
xs3

0
£1FZG:/EFZ G )
S T3

= / [(Er)11(22G12 + 23G13) + (Ep)2123G23 — (Ep)s1202Gos]dradus.
S

20F

a?ﬁF) ak(ﬂc)id%dl’:a =0,
ik

P 33ﬂF> ;

otteniamo

Osserviamo che

I(u+ €p, vy + €hy, v3+ €h3, w + €f) =

2

1 [E 1
3 [ B (e Gl e o+ i) ot
1 [t 0 —ty —15 0 —ty —v5
+§/ Ly |A +¢€ yoo0 =0 A 4 € y o0 =0 dr,—
0 90 90

L
_/ [fa(va + €a) + f3(vs + €)]dy.
0

Di conseguenza abbiamo:

I(u+ €p, v+ €hy, v3+ €3, w+ €l) = (1.42)
e=0

de
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L
Aﬁwwlwy+wyWW+%%+wwMﬁ

2
L 0 —vy —f L
+ / LA |y 0 =0 |day — / (fot2 + f3ths)day.
0 vy 000 ’

Ricordando la (1.41), 'equazione precedente si puo riscrivere come:

I(u+ €p, vy + €tho, V3 + €h3, W+ €l) = (1.43)
e=0

&
L 1
| B G002 + PR i+ i+

L L
/ —Ev (2205 + x3y) — Egyas6 + Esyae6'dr; — / (fatho + fs)s)duy.
0 0

Imponendo

I(u+ €p, vy + €ho, v3+ €h3, w+ €l) =0,
e=0

dallarbitrarieta delle mappe ¢, 1, 13, 0 otteniamo le equazioni (1.35), (1.36),
(1.37) e (1.38) in forma debole. O

Procediamo ora calcolando le equazioni di Eulero-Lagrange per il ['-limite

neicasia >3e2<a<3.
Teorema 1.4.3. Sia (u, vy, v3,w) € A,. Allora:
(1) (u,vq,v3,w) & un punto stazionario di I, con o > 3 se e solo se
u' =0 g.o.in (0,L). (1.44)
e sono soddisfatte le equazioni (1.36), 1.37 e (1.38).

(2) (u,vq,v3,w) & un punto stazionario di I, con 2 < a < 3 se e solo se

sono soddisfatte (1.36), (1.37) e (1.38).

Omettiamo la dimostrazione del precedente teorema perché essa é analoga

al caso o = 3.
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Osservazione 1.4.1. Notiamo che, per 2 < a < 3, se (u, vy, v3, w) € A,, allora
u & univocamente determinata in termini di vy e di v3. Si ha infatti che u
soddisfa il vincolo

1\2 /1\2
u’—l—w — 0 qo. in (0,L).

Ricordando che v € W'2(0, L) e che u(0) = 0, si ottiene che per 2 < a < 3,

x1 1\2 1\2
u = —/ M q.o. in (0, L).
0

Negli altri casi invece, u ¢ individuata univocamente in funzione delle mappe
vg e vz solo quando (u, vy, v, w) & punto critico per il funzionale I,. Sotto
questa ipotesi, infatti, per « = 3 dalla (1.35) si ottiene nuovamente

xr1 1\2 1\2
u= —/ M q.o. in (0, L),
0

mentre per « > 3, dalla (1.44) si ha
u =0 q.o. in (0, L).

Osservazione 1.4.2. Osserviamo che per ogni o > 2 il [-limite I, ha un unico
punto stazionario che & un punto di minimo. Consideriamo infatti la forma
quadratica )1 definita in (1.19): é possibile verificare che ()7 ¢ un funzionale
strettamente convesso in wvs, v3, w. Per provare tale affermazione ricordiamo
che Y3 ¢ una forma quadratica definita positiva sulle matrici simmetriche

(si veda I'Osservazione 1.1.2), dunque (3 ¢ strettamente convessa su tale

3x3

Chen- Olano

insieme. Da questo segue che () é strettamente convesso su M
infatti /G € M3*3 esia 0 < X\ < 1. Dal Lemma 1.4.1 sappiamo che i punti
di minimo del problema (1.19) dipendono linearmente dagli elementi della

matrice associata; di conseguenza, poste:

~ 0

F = (F ( To > s BF 3351«“) :
I3

~ 0

G = <G ( Ty ) 02 83ﬁG> ,
T3




1.4 Proprieta dei funzionali limite unidimensionali

dove (Br e (g sono, rispettivamente, i punti di minimo rispetto alle matrici
F e G dati dal Lemma 1.4.1, si ha:

Qi(A\F + (1 = N)G) = / Q3(AF + (1 — X\)G)dxodas

= Qs(AsymF + (1 —\)symG) < /s AQs(symF) + (1 — X)Qs(symG)]daadas

= AQ1(F) + (1 = N1 (G).

A questo punto siamo in grado di provare l'unicita del punto critico nei tre
casi.

Per 2 < a < 3, si ha che I, é strettamente convesso in vy, v3, w perché somma
di un termine strettamente convesso e di un termine lineare; inoltre, dall’Os-
servazione 1.4.1, u ¢ completamente determinato dal vincolo, pertanto esiste
un solo punto critico che é anche un punto di minimo.

Per o > 3, il [-limite [, é strettamente convesso in u, vq, v3, w.

Infine, per a = 3 la prima equazione di Eulero-Lagrange determina univoca-
mente v in funzione di vy e v3. Sostituendo il valore trovato nel I'-limite, si

ha di nuovo a che fare con un funzionale strettamente convesso in vy, v3, w.

Esempio 1.1. A titolo di esempio, calcoliamo esplicitamente i I'-limiti e le
corrispondenti equazioni di Eulero sotto 'ulteriore ipotesi che la funzione W

sia isotropa, ovvero:
W(F)=W(FR) VR € SO(3), VF € M**?

e che la sezione della trave S sia un disco. Sotto tali ipotesi, si ha che la

forma quadratica (03 é data da:
Qs(F) = 2 |symF|* + A(trF)?,

con i, A € R costanti. Inoltre la forma quadratica (); puo essere calcolata

esplicitamente ed ¢ data da

1 L
Q1(F) = %E(Ffz + F3y) + %F2237
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dove E = % (si veda [M-M3|, Remark 3.4 e 3.5).
m

Pertanto il I'-limite I, puo essere espresso, rispettivamente, come:

2

1 [t 1
gy = 3 B (4 00 (5] doi+
0

1 L L ,u L
g / ()% + (o) ?]dar + / Bl Y2, / (favs + fyvs)das,
47 0 2m 0

per Ogﬂi (u7 V2, V3, U}) € A3'

L
/ E(u')2dx1 +
0

L L L
R / (W) + ()2, + / B (') / (fava + fyvs)dey

N | —

]a(ua Vg, V3, U}) -

2w
per a > 3, per ogni (u, vy, v3,w) € A,.

Infine nel caso 2 < o < 3 il I'-limite é dato da

L L L
I (u, v2,v3,w) = E/ [(v5)? + (Ug)2]d$1+/ %(w,fd%—/ (fova + favg)da,
0 0 0

per ogni (u, v, v3,w) € A,.
La prima equazione di Eulero-Lagrange rimane la stessa e determina univo-
camente u. Le restanti equazioni si semplificano notevolmente, e si riducono

rispettivamente a:

LB + fr =0, of(L) = of/(L) = 0
0c(0) = v}(0) = of/(L) = v}’(L) = 0 per k = 2,3,

o w=020.






Capitolo 2
Risultati di compattezza

In questo capitolo si prenderanno in considerazione deformazioni y" di
classe W12(Q, R3) che verifichino le condizioni al bordo y"(0, x4, 23) = (0, hag, haxs)

e la cui energia elastica soddisfi:
/ W(Vyy")dz < Ch**72) con a > 2. (2.1)
Q

Si mostrera inoltre come la stima dell’energia (2.1) permetta di ottenere un
risultato di approssimazione mediante rotazioni e un risultato di compattez-
za, di cui faremo uso nei Capitoli 3 e 4 per la dimostrazione dei teoremi di

convergenza delle configurazioni di equilibrio.

2.1 Approssimazione mediante rotazioni

Sia (y") una successione di deformazioni verificanti la stima dell’energia
(2.1) e la condizione al bordo in {0} x S. Mediante la stima dell’energia
(2.1) e l'ipotesi (H3) ¢ possibile controllare la distanza dei gradienti riscalati
Viy" da SO(3). Grazie al teorema di rigidita geometrica dovuto a Friesecke,
James e Miiller, che introduciamo di seguito, saremo in grado di costruire
una successione (R") di rotazioni approssimanti, la cui distanza da V,y" é
dello stesso ordine di dist(V,y", SO(3)).

27
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2.1 Approssimazione mediante rotazioni

Teorema 2.1.1. Sia U un aperto limitato e connesso con frontiera lipschi-

tziana in R™, n > 2. Allora esiste una costante C(U) con la sequente pro-

prieta:

per ogni v in Wh2(U,R") esiste una rotazione costante R in SO(n) tale che
Vv = R|| 2@y < C(U)||dist(Vv, SOn))||2w)- (2.2)

Dimostrazione. si veda [F-J-M|, Teorema 3.1. O

Osservazione 2.1.1. La costante C'(U) introdotta nell’enunciato del teorema
¢ invariante per trasformazioni bilipschitziane con costanti di lipschitz uni-

formemente controllate e per dilatazioni uniformi dell’aperto U.

Osservazione 2.1.2. Come corollario del teorema precedente si ha il seguente

risultato.

Teorema 2.1.2 (Teorema di Liouville). Sia U un aperto limitato e connesso
con frontiera lipschitziana in R™, n > 2. Sia inoltre v € WY2(U,R™) tale che
Vv € SO(3) q.0. Allora esiste una rotazione costante R tale che Vv = R,

ovvero v é un movimento rigido.

Il precedente risultato di rigidita permette di ottenere un teorema di

approssimazione mediante rotazioni analogo a quello dimostrato in [M-M-S|.
Teorema 2.1.3. Sia (y") una successione in W12(Q,R3) tale che
Fh(yh) = / dist(Vay", SO(3)) < Ch2~>
Q

per ogni h >0, con o > 2.
Allora esiste (R") in C°°((0, L), M3*3) tale che per ogni h > 0:

R"(2,) € SO(3) Vz, € (0, L), (2.3)
IVay" = RM|2@) < Cho7Y, (2.4)
H(R") |2y < Ch2 (2.5)

Inoltre, se y"(0, x9,13) = (0, hay, hxs), allora

||R" — Id||p~ < Ch*2. (2.6)
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Introduciamo due lemmi preliminari di cui faremo uso nella dimostrazione

del teorema.

Lemma 2.1.4. Siav € W"(Q,R?), con [;vdradrs = 0 per q.o. x1 € (0, L).

Allora esiste una costante C' dipendente solo da |Q| tale che
[v]l2@) < C([1020][r2() + [95v][L2(@)-
Dimostrazione. Dalla disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger si ha
||U||2L2(5) < C(||82U||%2(5) + ||63UH%2(S)>7
per q.o x1 € (0, L). Integrando in (0, L) segue quindi la tesi. ]

Con il lemma precedente possiamo enunciare la seguente disuguaglian-
za di traccia, che utilizzeremo in modo essenziale nella seconda parte della

dimostrazione del teorema.

Lemma 2.1.5. Sia U = (0,1) x S. Esiste una costante C' > 0 tale che
/ v(0, 22, 23) — / v(0, &, €3)dEadEs|*dzpdzy < C/ [Vu[*dz Yo € WH(U) ..
s s (0,1)xS

Dimostrazione. Poniamo (21, 22, 23) = v(21, 22, 23) — fsv(zl,fg,fg)dfgdﬁg.

Allora, per la continuita dell’operatore di traccia, abbiamo:

/

/SW’(O, 29, 23)|2dz S/a (21, 22, 23) [P dz < O|||[f12 ().
U

2

dZQng = (27)

'U(O’ 22723)_/51)(0752763)d€2d§3

Dal Lemma 2.1.4 abbiamo:
0120y < CUIO20I 720y + 1050][221)) < ClV O[T (2.8)

Osserviamo inoltre che

10191720 :/
Q

2
dz <

8w—/8wd§2dfg
S
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2
dz < C/ |01v|dz,
Q

S 2/ |81U’2d2+2/ /8lvd§2d§3
Q QlJs

dove l'ultimo passaggio segue dalla disuguaglianza di Hoélder. Ricordando

poi che 01 = Oyv e 031 = O3v, concludiamo che
HV@UH%%Q) < CHVUH%?(Q)' (2.9)
La tesi segue combinando la (2.7), la (2.8) e la (2.9). O

Dimostrazione del Teorema 2.1.3. Suddividiamo la dimostrazione del teore-
ma in due parti: nella prima parte costruiremo esplicitamente le rotazioni
RM(x1), nella seconda parte sfrutteremo le condizioni in z; = 0 per stimare
IR — Id]] .
Prima parte
Il procedimento utilizzato per la costruzione delle approssimanti pud essere

schematizzato in tre passi:

1. Individuazione di mappe costanti a tratti che coincidano localmente con
delle rotazioni e che forniscano una buona approssimazione dei gradienti

riscalati della successione di deformazioni (3"), mediante il Teorema 2.1.1.
2. Regolarizzazione della successione costruita nel primo passo.

3. Proiezione delle mappe regolarizzate su SO(3).

Procediamo dunque costruendo le mappe costanti a tratti. IL’idea chiave
consiste nell’utilizzare il Teorema 2.1.1 localmente, su cilindri di lunghezza
paragonabile ad h, cosi che la stima di rigidita fornisca per ciascuno di essi
la medesima costante C'.

Per ogni h > 0 suddividiamo €, in cilindri di lunghezza paragonabile ad h
nel modo seguente: per ogni h > 0 sia kj, intero tale che h < % < 2h e per

ognit=0,1,...,k, — 1 definiamo

L L
Ly =(i—,+1)— |.
ih (Zkh, (Z + )Kh)
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Applichiamo la stima di rigidita alle funzioni v"(z1, 22, 23) = y" (21, %, %)
ristrette all'insieme I, , X hS.

Osserviamo che ¢ possibile ottenere i cilindri ;;, x hS mediante trasforma-
zioni bilipschitziane di (0,h) X hS con costanti di lipschitz uniformemente
limitate e che questi ultimi insiemi sono dilatazioni uniformi di (0,1) x S.
Dall’Osservazione 2.1.1, abbiamo dunque che, per ogni : = 0,1,...,k, — 1

)

esiste una rotazione @ZL € SO(3) tale che

/ Vo' — Q) |dz < C dist*(Vo", SO(3))dx. (2.10)
IiﬁhXhS

IiﬁhXhS

Dunque ¢ possibile definire delle mappe costanti a tratti
Q" :[0,L) — SO(3)

tali che

Qh(xl) = @f per x, € {Zk‘i’ (i + 1)£)

h kn
ed inoltre valga la condizione

/ V" — Q"Pdx < C dist*(Vyy", SO(3))dz, (2.11)
I p xS I; xS
con C' indipendente da h.
Sommando sugli ¢ si ottiene quindi:
/ Viy" — Q"Pdx < CF"(y") < Ch**2, (2.12)
Q

per ogni h > 0.
Stapoii=1,.k,—2esiaje{i—14i+1}.
Per la stima di rigidita esiste una costante Q" € SO(3) tale che

Viy" — QlPde < C / dist*(Viy", SO(3))dz.

((ifl)kih,(i+2)k£h)><5

/((il),fh,(i+2),f}> xS

v
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Osservando che [}, & contenuto nell’intervallo ((z - 1)%, (i + 2)%) per ogni

h, si ottiene la seguente disuguaglianza:

Q" (Jkﬁ) - Q!

h

R L
< C/ [IQ?—Vhyh|2+ 'Vhyh—Qh (j—)
I'_’hXS kh

J

2 (2.13)

2
dx)

D’altra parte, ricordando come sono stati scelti gli indici j, dalla (2.13) segue

L
kn

2
] dx
h Ah|2 h h L
¢ / Viy" — Q7 dﬂf+/ Viy' —@Q (J—)
((i—l)ﬁ,(i—m)ﬁ)xs I;n xS

kn
dist*(Viy", SO(3))dw.

IN

IN

‘|
((z’—l)ﬁ,(i-ﬂ)ﬁ) xS

la stima

2 (2.14)

Per semplificare la notazione poniamo

wi(h) == dist*(Vyy", SO(3))dx.

/((z'n]fh,(z'm),fh) xS
Dalla (2.14) siamo in grado di ottenere una stima puntuale sulla variazione
della mappa Q" su intervalli di ampiezza minore o uguale ad h. Consideriamo
infatti la differenza |Q"(z; + s) — Q"(xy)| per z; € (i,L — é) e |s| < h.
Se x; e x1 + s glacciono nel medesimo intervallo /;; tale quantita ¢ nulla,
altrimenti i due punti devono appartenere necessariamente a due intervalli

contigui della forma I;, con 1 < i < kj, — 2. In quest’ultimo caso si puo

quindi sfruttare la (2.14) e si ottiene:

Q" (w1 + 5) = Q"(@)* < C(L/kn) ' F"(y") < Ch**~? (2.15)
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per ogni 1 € (ﬁ, L— i) e per ogni s € R tale che |s| < h.

Estendendo Q" come Q"(z;) = Q"(0) per 1 < 0 e Q"(z;) = Q"(L) per
x1 > L la stima precedente vale per ogni x; € R.

Ricordando che Q" ¢ localmente costante, dalla (2.14) si ottiene inoltre la

seguente stima integrale della variazione di Q" per incrementi s con |s| < h:
/ Q" (zy + 5) — Q" (1)’ dxy < Cw;(h) per ognii =1,.k, —2. (2.16)
Iin

Sommando su ¢ = 1,2, ..k, — 2 e usando il fatto che ogni x € 2 appartiene

ad al pit 3 insiemi della forma ((z - 1)%, (1 + 2)&) x S si ottiene:

/(L I L) |Qh(l’1 + 8) o Qh(xl)Fd:Ul < C/QdZSt2<vhyh,SO(3))dl’ < Ch2a72
kp Tk

(2.17)
con |s| < h. Tenendo conto di come ¢ stata estesa Q", si ha inoltre che la
stessa disuguaglianza vale considerando R come dominio di integrazione per
il primo integrale.

Procediamo ora mollificando le funzioni Q" cosi da ottenere mappe di rego-
laritd C*°. Introduciamo a tale scopo una funzione n € C§°(0,1) tale che
n>0e fol n(s)ds = 1.

Poniamo 7(s) = £n(%) e definiamo
B h
Q" (xy) ::/ nn(s)Q"(x1 — s)ds con x; € [0, L].
0
Otteniamo
[184 @) - @)
h
~ [ 6@ (i~ 5) = Qs
R |Jo

< /R (/Oh nh(8)2d8> (/Oh Q" (w1 — 5) — Qh($1)|2d8) da;

c (" h A 2
sﬁ/() /RIQ (21— 5) — Q"(n)[* dards
S OhQa_Q,

2

dl’l
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dove nell’ultima disuguaglianza si é usata la (2.17).
In conclusione,

HQh Q" 2wy < Ch . (2.18)

In secondo luogo, abbiamo

1@ = [ \ / (510 a1 — 9)ds|
(ricordando che [ (7(s)) = 0)
-1 " () (@ (a1 — 5) — Q)|

s/R(/Oh«nh( )(/ Qa1 — 8) — Q)| ds)da:1

< h3/ ChQa 2<Ch2a 4

Pertanto si ottiene la seguente stima per la derivata prima delle mappe @h:

Q" Iy < Ch2 (2.19)

Infine sia U un intorno di SO(3) in cui ¢ ben definita e regolare la proiezione
m: U — SO(3). Dalla stima (2.15), abbiamo che:

2

Q") — Q () = / () (Q" (1 — 5) — Q"())ds

<(/ ' msyas) ( | @t — ) - Qs < Cr

Dunque,

1Q" — Q"|1~ < Cho~2. (2.20)

Questo garantisce che per h sufficientemente piccolo éh(xl) € U per ogni x;.
Pertanto possiamo definire R" = m(Q").

(RM) & la successione di approssimanti cercata. Infatti, per costruzione soddi-
sfa la (2.3) e ha la regolarita richiesta. Inoltre, osservando che per definizione

di R" vale la disuguaglianza

|R" — C>§h||L2(Q) < Q" — C>7L||L2(Q)>
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dalla (2.18) e dalla (2.12) segue la (2.4). Infine dalla regolarita della mappa
7 e dalla (2.19) si ha la proprieta (2.5).
Seconda parte

Applicando il Lemma 2.1.5 alla funzione

h21, 29, Z3)

u(z) = LA g,

si ottiene:

/S AULE Vel ( - ) - /S VOLE)_ g ( 202 ) d6adés

z3 3

2

dZQng

< C/ IVy (hzy, 20, 23) — Q"(0)2d. (2.21)
(0,1)xS

Ricordando poi che y"(0, 29, 23) = (0, hzo, hz3) e che i termini / Q"(0)
s

-~

0
Z9 ) dZQ ng

z3

0
e / %d22d23 sono nulli per le ipotesi di normalizzazione su S, la (2.21)
s

si puo riscrivere come:

0
/S (1d - Q"(0) ( )

S C |vhyh(hzlv 22, Z3)> - Qh(0>’2dz
(0,1)xS

2

ngng (222)

C
=7 o V3" (21, 22, 23) — Q"(0)|*dz

< % / dist*(Viy", SO(3))dz < Ch**73,
Q

dove, nel penultimo passaggio, essendo h < é ¢ stata utilizzata (2.11) per
¢ = 0. Per semplicita di notazione, poniamo @h = Q"(0). Tenendo conto

delle ipotesi di normalizzazione su S, dalla (2.22) si ottiene:
Ak 2 A2 k2 2
(@l + 1= Qo+ Q) ([ diaa) (229

—h —h —h .
D+ 11 =T + D) ( / dd) < Cs,
S
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—h _ . . . . .
Dunque |Q; ,|* < Ch?**73 e la stessa maggiorazione si ha per ciascuno dei ter-

mini presenti in (2.23). Ricordando poi che @h € SO(3) ¢ possibile ottenere

una stima anche sui termini della prima colonna di () : infatti, se indichiamo

con @? la colonna i-esima di @h,
—h  —=h —h
Q1 = Qs A Q3- (2-24)
Pertanto, dal momento che possiamo supporre h < 1, si ha
—h —h —=h  —=h =h —h —=h —h —h —h
Qo1 = |Q15Q33 — Q3Q13] < [Q12(Q33 — )| + Q1] + [@32Q15]
< Ch®~2 4 Ch?* 3 < Cho~2
e analogamente vale la stima:
—h _3
Qs < Cho72. (2.25)
Infine, osservando che, dalla (2.23), si ha
L. Qg =1+ 0(h*"3),
2. Qyy = 14 O(ho=3),
si ottiene
—h —h a3
@033 =1+ O(h"2).
Di conseguenza abbiamo la stima:
—h —h —=h  —=h —=h a3
11— Qul =1 = QpQs3 + Q3:Qs| < Ch 2. (2.26)
Combinando le disuguaglianze precedenti possiamo concludere che
1Q"(0) — Id]> = Tr[([@" — I)"(@Q" — Id)] < Ch23. (2.27)
Ricordando poi che R" = 7(Q") e considerando la (2.20), abbiamo:

[R"(0) — Id| < |R"(0) — Q"(0)] + |Q"(0) — Q"(0)| +|Q"(0) — Id|
< 2/Q"(0) — Q"(0)] +1Q™(0) — Id| < Ch*/>,

Dalla disuguaglianza di Poincaré e dalla (2.5) segue infine la (2.6). O
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2.2 Compattezza di deformazioni a energia piccola

Enunciamo ora un risultato di compattezza per successioni di deformazio-
ni (y") di classe W12(2) che verifichino la condizione al bordo y"(0, zy, x3) =

(0, hxe, hxs3) e tali che I'energia elastica ad esse associata soddisfi
/ W(Viy")dz < Ch** 2,
Q

con o > 2.

Queste due condizioni permettono di ottenere risultati di compattezza an-
che per le successioni u”, vl e w" definite in (1.24), (1.25) e (1.26), inoltre
forniscono informagzioni sulle condizioni nell’origine soddisfatte dalle mappe

limite. Piu precisamente vale il seguente teorema.

Teorema 2.2.1. Supponiamo che la densita di energia elastica W soddisfi
(HJ)_(H4) Sia (yh> - W1’2(97R3) con yh(ovaax3) = (O7h$27 h.ﬁl?g)

Supponiamo inoltre che esista C' > 0 tale che
/ W(Vyy")de < Ch?*2, (2.28)
Q

con o > 2.
Siano ul, vl v wh le successioni definite in (1.24), (1.25) e (1.26). Allora,

a meno di sottosuccessioni vale che:
y" — x1ep in WH(Q,R?), (2.29)
u — win W0, L) per 2 < a < 3, (2.30)
u — win WH(0, L) per o > 3, (2.31)
vy — v in WH(0, L), con v € W*%(0, L), (2.32)
w" — w in W0, L), (2.33)

Alw) = | @) 0 —wl@) |, (2.34)
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allora, indicata con R" la successione di rotazioni del Teorema 2.1.3, valgono

le sequenti proprieta:

h—1d
V=10 win 2@, (2:39)
h
-y
At(y) = W = A in WH(Q), (2.36)
h—Id) A
Symfg(i_m ) ey uni formemente in (0, L). (2.37)

Dimostrazione. Procediamo in modo analogo a ([F-J-M2|, Lemma 1), tenen-
do tuttavia in considerazione 'ulteriore informazione che ci ¢ data dalle con-

dizioni al bordo imposte sulle deformazioni y". Dal Teorema 2.1.3 sappiamo
che (R") C C*°((0, L), M3*3). Dalla (2.5) e dalla (2.6) abbiamo

|R" — Id|lwr2(0,1) < Ch*, (2.38)

dunque R" — Id in W2(0, L).
Dalla (2.4) si ha quindi che V,y" — Id in L?(Q, M3*3),
In particolare abbiamo che dpy" — 0in L2(Q2,R3) per k = 2,3. Dunque:

Vi — ey @ey in LA(Q, M>3). (2.39)

Dal momento che [y"(0,z2,23)] < Ch in S e usando la disuguaglianza di

Poincaré, si ha:
y" — z1e1]|r2) < C (b + ||VY" — e1 @ e1]|120)) -

Pertanto y" — y in W12(Q, R3) dove y(x) = z1e;. Abbiamo quindi verificato
la (2.29).
Consideriamo le matrici A" definite come in (2.36). Dalla (2.38) esiste una

mappa A € WH2((0, L), M3*3) tale che, a meno di sottosuccessioni, risulti
A —~ Ain WY((0, L), M3*3). (2.40)

In particolare,

A" — A uniformemente . (2.41)
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Dalla (2.4) e dalla (2.41) si ha poi la (2.35).
Inoltre, dal momento che R"(z;) € SO(3) per ogni z; € (0, L), abbiamo che

Al 4 (AT = —pe2(AMT AP, (2.42)

percio, passando al limite, A + AT = 0 ovvero A ¢ antisimmetrica. Inoltre,
dividendo la (2.42) per 2h*2 e passando al limite in L*>°((0, L), M3*3), ot
teniamo la (2.37).

Consideriamo ora la successione (v?), per k = 2,3. Dalle condizioni al bordo

soddisfatte da y" segue che v!(0) = 0. Osservando che

o h

h\/ 1Yk

— drydas,
(vr) /s ho-2 T2aT3
dalla disuguaglianza di Poincaré si ottiene:

alyh(x)
vrll 2,0y < ClHWEY |20,y < C hf_Q 220

Per la (2.35) si ha dunque che (v!) ¢ uniformemente limitata in W12(0, L)
e quindi Ju, € WH2(0, L) tale che v} — v in WH%(0, L), pertanto vale la
(2.32).

Inoltre vj, = Ay per k = 2,3 e dunque, dal momento che A € W'%(0, L),
v, € W2(0, L).

Consideriamo ora la successione (u"). Poiché u"(0) = 0 per ogni h > 0,

sfruttando nuovamente la disuguaglianza di Poincaré abbiamo:

1" 220,y < ClI(u") [ 2200,1)- (2.43)

A differenza di quanto accade per le successioni (v}) con k = 2, 3, per stimare

|[(w")'|| r2(0,) non possiamo avvalerci della (2.35), tuttavia riusciamo comun-
que a maggiorare la precedente quantita mediante la (2.37). Distinguiamo i
casia > 3e2<a<3.

Per oo > 3 si ha:

o Z/{L - Rﬁ
ha—l

Rh —1

31% —1 ‘ ‘
L2(0,L) he-t

ha—l

(2.44)

L2(0,L)

) llzo < ‘ < ]
L2(Q2)
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Dalla (2.35) segue che il primo termine a secondo membro ¢ uniformemente

limitato. Inoltre, possiamo scrivere il secondo termine come

R?l -1 ha—3
h2a—4 )

L2(0,L)

Rh —1
ha—l

o™

che ¢ uniformemente limitato per a > 3 per la (2.37). Dalla (2.35) e dalla
(2.44) si ottiene quindi che (u”) ¢ uniformemente limitata in W'2(0, L), da
cui segue la (2.31).

Consideriamo il caso 2 < a < 3. Abbiamo:

A2 oy —1 [ A2
/ 1
e = (), o < [~ (3),

<‘61y?—RiLl +HR?1_1_(A_2)
B L2(0,L) h3e=2) 2/

h2(a—2)
Dalla (2.37) segue che il secondo termine a secondo membro ¢ infinitesimo.

L)

L2(0,L) ‘

Inoltre possiamo scrivere il primo termine come:

che ¢ infinitesimo per o < 3 per la (2.4). Di conseguenza, otteniamo

%) y{t - lel
h?a—4

L2(0,L) L2(0,L)

AQ
uj, — - in L*(0,L). (2.45)

Tornando alla (2.43), segue che esiste u € WH2(0, L) tale che u" — u
in W12(0,L). D’altra parte, dalla (2.45), u" converge a u fortemente in
W12(0, L) e vale il vincolo (1.22).

Procediamo ora studiando la successione (w"). A tale scopo osserviamo pre-
liminarmente che, per le ipotesi di normalizzazione su S, w" si puod esprimere

come:

wh () = ﬁ /S . ((1/%#) _ < /S h‘qf}’i 1d§2d§3) drsdas (2.46)
h_ h
—ﬁ /S s (%) . ( /S hzildggdgg) dodis.
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D’altra parte, per il Lemma 2.1.4 e per le ipotesi di normalizzazione su S si

1/h)yh — h
H—( / 2332 ° — Azp12 —/ hzg_ld%diﬁzs
s

ottiene

L2(Q)
1/h) 0%
W/Wm_&z )
ho—2
L2(Q) L)

e quest’ultima quantita é infinitesima per la (2.35) e perché Az = 0.

(1/h)83yh—1

Ragionando in modo analogo otteniamo

1/h)yh — h
H—( / 2332 : — A3z — / h%_ldxzdxs
s

— 0,
L2(Q)

pertanto, dalla (2.46) e dalla definizione di u(S), segue che
wh — —A23 = A32 in LZ(O, L)

Infine, ¢ possibile stimare |[(w")'[|12(0,1). A tale scopo osserviamo che, per le

ipotesi di normalizzazione su .S,

(wh) = / va01ys — w301y (2R — w3 Y,)
S

ho—1 — ho—1 dl’gdl’g.

Di conseguenza

aﬂJg - Rgl
ha—l

) yg - Rlzll

HWWW%@SC(’ -

) e
L2(Q)

e quindi ((w")’) ¢ uniformemente limitata in L?(0, L) per la (2.37) e per la
(2.35). Pertanto esiste w € W'2(0, L) tale che valga la (2.33).

Per concludere la dimostrazione del teorema procediamo ora verificando le

L2(Q) ‘

condizioni al bordo per le funzioni limite.

Notiamo che, dalle condizioni al bordo sulla successione (y"),
u™(0) = vl (0) = w"(0) = 0 per k = 2,3 e per ogni h > 0,

dunque si ottiene immediatamente che u(0) = v (0) = w(0) per k = 2,3 per
immersione compatta di W12(0, L) in C[0, L]. Per quanto riguarda le condi-

zioni al bordo sulla derivata prima delle funzioni vy, procediamo ragionando
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come in ([F-J-M2|, Corollario 1).

Poniamo N
— T
?7h<SL’1) = /333 (ylha—l 1) dxgdﬂfg.
S

Allo scopo di studiare le proprieta di convergenza di 7, introduciamo la

funzione:

2 (2) = yi'(@) — 21 — WP (1),

a—1pera>3,
dove p =
2(a — 2) altrimenti.

Osserviamo poi che valgono le seguenti uguaglianze per k = 2, 3:

Kzl Oyt

= (Vhyh — Id)lk = (Vhyh - Rh>1k + ha72A}fk. (2.48)

h — h
Di conseguenza,ricordando la (2.4), si ottiene per k = 2,3
o h
‘ Licd Wy S Y < Ch™!, (2.49)
h 12()

Osservando che le funzioni 2} e zxh® %A% per k = 2,3 sono tutte a media

nulla su S, dal Lemma 2.1.4 e dalla 2.49, si ottiene:

h
z
it l’gha 214]112 — Jlgha 214?3

< Cho L, 2.50
; < (250)

L2(Q)

D’altra parte, abbiamo:

Zh
Mh(71) = / 3 (hall — 22 Ay — $3Alf3) dwodis + ps(S) Al
s

dove i3(S) = [qa3dxedes ¢ il momento di inerzia rispetto all’asse x3. Per-

tanto, dalla (2.50), si ottiene

L h
/0 |0 — p3(S) Al Py < /Q %3 (ho‘l—l — zp Ay — $3A§L3> 2da

2

C Z{L a—2 h a—2 h 2
< n2a—a || R Zxo ATy — W "3 Aly < Ch”.
L2(9)

Dalla (2.41) concludiamo che

nn — p3(S)Ass in L*(0, L), (2.51)
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Si osserva poi che, per le ipotesi di normalizzazione su .S, abbiamo I'ugua-

glianza:

oyl — 1 oyl — R
(1) = /I31}yL;——1d‘T2d$3 = /l’s%dm?d%
S S

dunque per la (2.4) la successione (17;,) ¢ limitata in L?(0, L); di conseguenza
in (2.51) si ha convergenza debole in W'?(0, L) e quindi si ha convergenza
forte in C0, L]. Pertanto, essendo 7,(0) = 0 per ogni h > 0, si ottiene che
A3 = —v4 é nulla in 27 = 0. Analogamente si ragiona per vj.

]






Capitolo 3

Convergenza di punti critici sotto

condizion1 di crescita dall’alto

In questo capitolo proveremo che, sotto condizioni di crescita dall’alto del-
la densita di energia elastica, € possibile ottenere un risultato di convergenza
per le configurazioni di equilibrio delle travi tridimensionali. Supponiamo

che la funzione W soddisfi le ipotesi (H1)-(H4) e che inoltre valga:
(H5) W sia differenziabile con |DW (F)| < C(1 + |F|).

Dal Teorema 1.3.1 abbiamo un risultato di convergenza dei punti di mini-
mo dei funzionali J" a punti di minimo del I-limite; il risultato principale di
questo capitolo sara una generalizzazione di tale teorema che ci permettera
di stabilire la convergenza di punti stazionari dei funzionali J" secondo la
Definizione 1.1 a punti stazionari del I'-limite.

Nella prima sezione enunceremo il risultato di convergenza e riporteremo
due proposizioni preliminari. La seconda sezione sara invece dedicata alla

dimostrazione del teorema.

3.1 Enunciato e lemmi preliminari

Il risultato principale del capitolo ¢ il seguente.

45



46

3.1 Enunciato e lemmi preliminari

Teorema 3.1.1. Supponiamo che la densita di energia elastica W soddisfi
(H1)-(H5), siano fo,f3 € L*(0,L) e sia (y") una successione di punti stazio-
nari di J" secondo la Definizione 1.1. Supponiamo inoltre che esista C' > 0

tale che
/ W(Vhyh)dx < C’h2a_2, (3.1)
Q

con o > 2.
Siano ul, vl vl wh le successioni definite in (1.24), (1.25) e (1.26). Allora,

a meno di sottosuccessiont, vale che:

y" — x1ep in WH(Q,R?),

u — w in W0, L) per o > 3,

u — win WH(0,L) per 2 < a < 3,

vy — vy, in WH(0, L), vy € W20, L) per k = 2,3,
w' — w in W20, L).

Inoltre, (u, vy, v3,w) € A, ed & un punto stazionario di I,.

Osservazione 3.1.1. Osserviamo che, nello studio della convergenza dei punti
stazionari, é essenziale 'ipotesi di considerare deformazioni tali che valga la
disuguaglianza
[ w(Tuae < cne,
Q

con « > 2, dove C' ¢ una costante opportuna.

Tale stima dell’energia infatti gioca un ruolo fondamentale sia per avere com-
pattezza delle successioni considerate che per determinare le caratteristiche
del modello limite unidimensionale. La precedente condizione é automatica-
mente verificata per una successione (2cv — 2)-minimizzante. Per questo, il

Teorema 3.1.1 puo essere visto come una generalizzazione del Teorema 1.3.1.

Osservazione 3.1.2. Osserviamo che un’altra ipotesi fondamentale nel Teore-
ma 3.1.1 é la differenziabilita ovunque della funzione W e la crescita lineare
della sua derivata. Infatti, come discusso nell’Osservazione 1.2.2, sotto queste

ipotesi la Definizione 1.1 di punto stazionario ha significato ed é soddisfatta
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dai punti di minimo locale. Tale ipotesi di crescita é insoddisfacente perché
incompatibile con la richiesta fisica che W esploda in corrispondenza di defor-
mazioni con determinante minore o uguale a zero. Tuttavia, lo studio della
convergenza dei punti di equilibrio sotto tali ipotesi permette di illustrare
con maggiore chiarezza la tecnica di dimostrazione che verra utilizzata per il

risultato di convergenza sotto ipotesi fisiche di crescita.

Introduciamo un risultato preliminare, di cui faremo uso nel quinto passo
della dimostrazione del teorema per ottenere la prima equazione di Eulero-

Lagrange del I'-limite.

Proposizione 3.1.2. Sia G € M>*3 una matrice simmetrica tale che LG =

aeq ® ey, con a € R. Allora a = EGyy, dove E & la costante introdotta in
(1.18).

Dimostrazione. Poiché la mappa L é invertibile con inversa lineare sullo

spazio delle matrici simmetriche per I’Osservazione 1.1.2, si ottiene
G=al ey ®ey).
Di conseguenza,
Gu=G:e10e1=a(Le1®e1): (61 ®ey)).
Pertanto la tesi segue dall’Osservazione 1.3.2. [

La seguente proposizione ci permettera invece di caratterizzare lo stress

limite nel secondo passo della dimostrazione del teorema.

Proposizione 3.1.3. Supponiamo che W soddisfi le ipotesi (H1)-(H5) e sia
(G") una successione uniformemente limitata in L*(Q,R®). Per ogni h > 0
sia B" : QQ — R3 definito da:

E" DW (Id + h*~'G™).

- ho—1
Allora E" — E = LG in L*(Q, M>*3).
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Dimostrazione. Dall’Osservazione 1.2.1 si ha:
1
hafl

e dall’'uniforme limitatezza delle (G") in L*(Q, M3*3), segue 1'uniforme li-

|EM = |DW (Id + h*'G™M)| < C|G"|

mitatezza della successione (E") in L*(Q, M3*3). La tesi segue se proviamo
che ogni sottosuccessione debolmente convergente di (E") tende a E. Sia
quindi E") una sottosuccessione debolmente convergente in L?(, M3*3) a

E. Usando uno sviluppo di Taylor attorno all’identita, abbiamo:

1
Ehk = a_1DW(]d—|— hgflth) — £th + ho&_ln(h’oﬂzflth)j (32)
k k
dove % — 0 per |F| — 0. Poniamo:

F
w(t) := sup { |n|(F|)|tali che|F| < t} vt > 0.

Allora w(t) — 0 per t — 0. Sia M, = {z € Q : |G"(z)| < h'} e sia x
la funzione caratteristica di tale insieme.
Poiché |Q\ M| — 0, si ha che x; — 1 in misura. Di conseguenza:
e E™ — E in L*(Q, M?*3), (3.3)
&G — G in L*(Q, M**3). (3.4)

Inoltre, dalla (3.2) per ogni k vale che

e E™ = L(xxG"™) + xn(hy ' GR).

-1
hi
Studiamo separatamente i termini della somma precedente, abbiamo:

(i) LOnGM™) 2 £G dalla (3.3) per linearita di £,

(ii) ricordando che h{™'|G"| < h{™? su M ed essendo x; la funzione ca-
ratteristica di tale insieme, WXW(h?_IGZ) < w(h{?)|G|. D’al-
tra parte w(h{ ?)|G"*| — 0 fortemente in L2(Q, M3*3) per uniforme

limitatezza in L? della successione (G"**).

2 ~
In conclusione, yjE" nora. Dunque E = LG e poiché cio vale per ogni

sottosuccessione debolmente convergente, si ottiene la tesi.
O
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3.2 Dimostrazione del Teorema 3.1.1

(Questa sezione ¢ interamente dedicata alla dimostrazione del risultato
principale del capitolo (Teorema 3.1.1). La compattezza delle deformazioni
y", degli spostamenti e delle funzioni di twist & una conseguenza immediata,
della stima dell’energia (3.1) e dei risultati di compattezza del Capitolo 2,
basati sulla stima di rigidita (Teorema 2.1.1). Il teorema di rigidita gioca
un ruolo fondamentale anche nella dimostrazione della stazionarieta della
quaterna limite (u, vy, v3, w). Infatti, permette di decomporre i gradienti di
deformazione associati alle deformazioni ¢ nel prodotto di una rotazione, la
cui oscillazione ¢ controllata e di un termine linearizzato, il cui strain G” &
uniformemente limitato in L?.

Si introduce quindi un tensore di stress linearizzato E" associato allo strain
G" e si esprimono le equazioni di Eulero-Lagrange dei funzionali J” in ter-
mini di queste nuove variabili.

Dall’ipotesi di frame-indifference della funzione W si ottengono delle proprie-
ta di simmetria per E”, mentre dall’'uniforme limitatezza in L? degli strain
e dalle ipotesi di crescita su W si ha la convergenza debole di E* in L2
Mediante la Proposizione 3.1.2, si pud poi caratterizzare lo stress limite in
termini della quaterna limite (u, vy, v3, w).

La dimostrazione si conclude passando al limite nel momento di ordine zero e

nei momenti di ordine uno delle equazioni di Eulero-Lagrange dei funzionali .J".

Dimostrazione del Teorema 3.1.1. La convergenza delle successioni (y"), (u”),
(vh), (v3), (w") segue dal Teorema 2.2.1, insieme al fatto che (u, vo, v, w) € A,.
Per concludere la dimostrazione ¢ necessario provare che (u, ve, v3, w) é punto
stazionario del funzionale I,.

Per maggiore chiarezza, suddividiamo la dimostrazione in 8 passi.

Primo passo.

(Decomposizione del gradiente di deformazione in rotazione e strain)
Dal Teorema 2.1.3 sappiamo che esiste (R") € C°°((0, L), M3*3) tale che

(a) RM(xy) € SO(3) Vay € (0, L),
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(b) [V () — B'liagey < Cho,
(©) [[(R")||12(0,) < Ch*2,
(d) [|R" = Id||L=(,L) < Cho2.

Definiamo il tensore di deformazione (strain) G" come

Viuy" = R"(Id + ho7'GM).

Abbiamo che le funzioni G" sono limitate in L? per la (b), dunque esiste G
tale che G — G in L*(Q, M?*3). Inoltre ¢ possibile caratterizzare la par-
te simmetrica di G in termine degli spostamenti limite mediante il seguente

lemma.

Lemma 3.2.1. Per ogni a > 2 esiste § € L*(Q,R?), con 05 € L*(Q,R?)
per k = 2,3, tale che, posta

0
M(B) := (A’ ( To ) 023 535) )
T3
st ha
symM (B) + (v + 3[(vh)? + (v5)*])es ® er  pera =3,
symG = symM (3) + u'e; ® e; per o > 3,

symM () + ge1 ® e; per 2 < a < 3,

con g € L*(0,L).

Dimostrazione. Per la dimostrazione del lemma neicasia =3e2 < a < 3
si vedano, rispettivamente, [M-M] e [S]. La dimostrazione nel caso a@ > 3 ¢

analoga a quella per il caso a = 3. O

Secondo passo.

(Prime conseguenze dell’ equazione di Eulero-Lagrange)
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Introduciamo gli stress linearizzati associati alle deformazioni ", studiando-
ne le proprieta di convergenza. Sia E" :  — R? il tensore di sforzo (stress),
definito come:

EM = DW (Id + h*~'G™).

1
ha—l
Dalla Proposizione 3.1.3 si ha che

E" ~ E = LG in L*(Q, M**®). (3.5)

Dall’ Osservazione 1.1.2, segue in particolare che E ¢ simmetrico.

Per frame-indifference si ha
DW (Vyy") = R"DW (Id + h*'G") = h* 'R"E". (3.6)

Per ipotesi (y") ¢ una successione di deformazioni verificanti 'equazione di
Eulero-Lagrange (1.1). Dalla (3.6) si ha quindi:

/Q [WOIRMEM - Vb — h*(farha + fatg)]dx = 0, (3.7)

per ogni 1 € W12(Q, R?) tale che ¢(0, 29, x3) = 0.

Dividendo 'equazione per h®~2 e passando al limite per h — 0 si ottiene:

/ E€2 : 82"(/} + Eeg : a;ﬂbdl’ = O, (38)
Q

per ogni ¢ € W12(Q, R?) tale che ¢(0, z9, x3) = 0.

Di conseguenza, scegliendo ¢ (1, xa, x3) = ¢(x1)Y (22, 23), con p € C([0, L]),
0(0) =0 e ¢ € WH2(S,R3), si ottiene:

L
/ (2 </ E@Q . 82’@[) + E€3 . 83¢d$2dl‘3) d$1 = 0,
0 S

per ogni ¢ € C([0, L), ©(0) = 0 e per ogni ¢ € W'2(S,R3). In particolare,
quindi:
/E€2 : 821;4— E€3 : 8312d:62d:c3 =0 q.0. in (O, L),
s

per ogni 1 € W12(S, R?). In altre parole,

divy, . (EFes|Eeg) = 01in S )
{ Wrasay (Eea| Bes) u q.o. in (0, L). (3.9)

(E€2|E63) cVys = 0
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Questo implica in particolare che q.o. in (0, L)
/ Eepdxsdrs = 0 per k =2, 3. (3.10)
S

E infatti sufficiente osservare che, posta ¥y (z) = x4¢(z,) per k = 2,3, con
¢ € WH2((0,L),R3) e ¢(0) = 0, possiamo utilizzare 1, come funzione test
nella (3.8), ottenendo:

| B owda =

/OL ( /S E(;p)ekde‘Qd:C?)) () = 0,

per ogni ¢ € W12((0, L), R?) tale che ¢(0) = 0, da cui segue la (3.10).

Terzo passo.

ovvero

(Proprieta di simmetria di E")

E possibile stimare la parte antisimmetrica delle mappe E”; infatti, poiché
la matrice DW (F)FT ¢ simmetrica per ogni F' € M?3*3 dall’Osservazione
1.1.4, scegliendo F' = Id + h* *G" si ottiene:

DW (Id+ h*'G")(Id + h**G"T = (Id + h**G")DW (Id + h*'GM)T,

OVVero:
Eh o (Eh)T — _ha—l[Eh(Gh)T o Gh(Eh)T].
Sfruttando I'uniforme limitatezza delle successioni (G") e (E") in L? abbiamo

infine la seguente stima:
1E" = (E")" || @umoxs) < CROTE

Quarto passo.

(Momento di ordine 0 dell’ equazione di Eulero-Lagrange)

In questo passo analizzeremo il momento di ordine zero dello stress limite F,
mostrando che esso ¢ nullo.

La proprieta (3.10) implica che Eheg = Fheg = 0. Dalla simmetria di E
segue quindi che

E(ZL‘) = En(x)el X e;q.
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Sia ¢ = (¢1|ga|d3) € C([0, L], R?) tale che ¢(0) = 0. Usando ¢ come

funzione test nella (3.7) si ottiene:

/ [RhEh : (¢/‘O’O) — h(fgqbz + f3¢3)]d331 =0. (3.11)
0

Poste .
o) = [ falar)don per b= 2.3 (3.12)

si ha che:
L L _
/ —f2($1)¢2d$1 = —/ f2($1)¢12d$1,
0 0

dunque I'equazione (3.11) si puo riscrivere come

L ~ ~
| CRE v 6~ T + Tl =0
0

per ogni ¢ € C°°([0, L], R3) con ¢(0) = 0.
Di conseguenza abbiamo la seguente caratterizzazione della prima colonna
dello stress E":
0
Er(zy)e; = (RN | fo(z1) |- (3.13)
fg(xl)
Inoltre, passando al limite si ottiene Ee; = 0 e dunque £ = 0.
Quinto passo.
(Determinazione di E1)
Procediamo dando una caratterizzazione di E4; che ci permettera di ottenere
la prima equazione di Eulero-Lagrange nel caso o > 3. Ricordando il Lem-
ma 3.2.1, Osservazione 1.1.2 e le proprieta di normalizzazione di S (1.1),

otteniamo
w4 5 [(v5)* + (v3)’]  pera =3,
Gu=4 v per a > 3,

g per 2 < a < 3,

dove g € L?(0, L). Dalla Proposizione 3.1.2, essendo E1, =EGi; =0 peril
quarto passo, seguono la (1.35) e la (1.44) e si ha che ¢ = 0 q.0. in (0, L).
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Sesto passo.
(Relazione fra stress e strain)
A questo punto, siamo in grado di dare una caratterizzazione esplicita dello

stress F nei diversi casi. Dal Lemma 3.2.1 e dal passo precedente si ha
symG = symM (3),

per ogni a > 2, dove 8 € L*(Q,R?), 0,3 € L*(Q,R3) per k= 2,3.

Inoltre, per le ipotesi di normalizzazione su S risulta:

W:(O

/ 026dx2dx3
S

s
Dall’Osservazione 1.1.2 segue che
E = LG = LsymG = L(M(5)),

dunque dalla (3.14) e dal quarto passo

LM(B)) =L ( /S Do fdxodas

/ agﬁdl'zdl'g) = E =0.
S

Di conseguenza, ponendo

B(e) = Blz) — /S Oy Bdeades — g /S DyBdtats — /S Bdgats,

_ 0
E=FE—-E=L|A To
xs

Ora, per q.o. x1 € (0,L) si ha che B(xl,-, ) € B e poiché E soddisfa le

equazioni (3.9), per il Lemma 1.4.1 si ha che (5) ¢ punto di minimo del

0
Ga(B) = /SQ3 <A/ ( iz ) 1028 ’5’35) dzodzs.
3

In altre parole, E soddisfa

0 ~ o~
3

sl ottiene

0of3 ‘%5) . (3.15)

funzionale
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Settimo passo.

(Momenti di ordine 1 dell’ equazione di Eulero-Lagrange)

Dimostriamo che per ogni o > 2 gli spostamenti limite soddisfano le equazioni
di Eulero-Lagrange (1.36) e (1.37).

Definiamo 1 momenti di ordine 1

Eh(]}l> :/.TQEhdl'le'g,
S

Eh(lj) :/l’gEhd.I'le'g.
S

Dalla convergenza (3.5) abbiamo che Eh — E e E" —~ E debolmente in
L*(0,L).

Consideriamo la funzione
P(x) = 229’ (z1)e

dove 1 € W22(0, L) e (0) = ¢'(0) = 0.
Utilizzando ¢ come funzione test nell’equazione di Eulero-Lagrange (3.7),

dalle ipotesi di normalizzazione su S si ottiene:

/Q (R"E" . V3,¢)dx = 0.

o).

1
/ (IEQT/JNRhEhQ ey + E@D/RhEheg . 61) dr = 0.
Q

D’altra parte abbiamo:

1 1 !
Vip = (JUQ@D el E¢ el

Quindi otteniamo:

Integrando in S e ricordando le ipotesi di normalizzazione, I'equazione pre-

cedente si riduce a:

L
/ {(RhEh)11¢,/ + %(RhEh)zlw/} dx, = 0.
0
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Dalla (3.13) abbiamo che L(R"E")y = f,. Ricordando la definizione (3.12)

di fg, I’equazione si riscrive come
L
/ [(RhEh)Hl/J” + fgd)]dl‘l = 0.
0

Poiché Eh converge a E debolmente in L2(0,L) e R" converge all'identita

fortemente in L°°, passando al limite abbiamo

L ~
/ [End” + fopldxy = 0.
0

[’equazione trovata corrisponde alla (1.36), grazie alla caratterizzazione di
E provata in (3.15) e (3.16). Scegliendo funzioni test della forma ¢(x) =
x3'(z1)eq, con o € W2(0, L) e 0(0) = ¢'(0) = 0 e considerando il momento
E, si puo ottenere in modo analogo I’ equazione (1.37).

Ottavo passo.

(Equazione di Eulero-Lagrange per la funzione di twist)

In quest’ultimo passo distinguiamo i casi @ > 3 e 2 < a < 3 e procediamo
ricavando l'ultima equazione di Eulero-Lagrange del ['-limite.

Consideriamo inizialmente o > 3.

Sia ¢ € W2(0, L) tale che ¢(0) = 0 e poniamo

¢(33) = (07 —¢(331)$3, ¢($1)$2)-

Abbiamo che ¢p € WH(Q,R?) e ¢(0, 22, 23) = 0, dunque possiamo con-
siderarla come funzione test nell’equazione di Eulero-Lagrange (3.7). Dal

momento che
/ h(fop2 + f3ips)dx =0,
Q

per le ipotesi di normalizzazione su .S, otteniamo

0
/QRhEh S YN (3.17)

¢/372

SO O
|
e
QU
&
I
o

Consideriamo

/Q%[(RhEh>32 — (RhEh)gg]dl’.
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Ci proponiamo di mostrare che il precedente integrale tende a 0 per h — 0.

A tale scopo é conveniente decomporlo nella somma dei due termini:

h _ h _
W= el (5, - () Je
Q h 32 h 23
¢
®) ~ [ 58 - Eyds
Q
Consideriamo il termine (A) e osserviamo che
R"—1Id
h
Ricordando che A" — A in L>*(Q,R3) per la (2.36) e che E" — E in
L*(Q,R3) per la (3.5), si ottiene che A"E" — AE in L*(Q,R3). Pertanto,

per o = 3 il termine (A) tende a

= po3 AN,

| A — (AB)ulds = / B(AB)y> — (AE)as)dzy =0,

perché E = 0 dal passo 4. Per o > 3 si ha che h* 3A"E" tende a zero
fortemente in L?, per cui il termine (A) ha ancora limite nullo.
Poiché ||E}, — Els||;r < Ch*™! per il passo 3, anche il termine (B) tende a

zero. Dunque, tornando alla (3.17) otteniamo

: h b 0
lim [ (R"E")e;- | —¢'zy | dx =0,
& ¢'rs

h—0
/E q?’ do =0
e1-| =o'z xz = 0.
i 1 ¢/I32

Per simmetria di £ e ricordando la caratterizzazione (3.15) e (3.16) di F si
ottiene la (1.38) nel caso o > 3.

Chiaramente non possiamo ragionare nello stesso modo per 2 < a < 3 per-

ovvero

ché non ¢ piu garantita la convergenza del termine (A); procediamo dunque
effettuando una diversa scelta delle funzioni test nell’equazione (3.7). Pin

precisamente consideriamo la funzione

() = wop(21),
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con p € WH2((0, L), R?), ¢(0) = 0.
Per le ipotesi di normalizzazione su S il termine dovuto alle forze di carico &

nullo, pertanto si ottiene

/ R'EM . (:Eggo’ f‘ O) dx =0,
Q h
oVvero
1
/ 2o RVEley - o + %RhEheg ~dx = 0. (3.18)
Q

Scegliamo poi ¢(71) = ¢(z1)R"(x1)es, con ¢ € WH2(0, L), #(0) = 0.
Abbiamo:

/ zoR"E"e; - ¢/ Rles + 2o R"E"e; - ¢(R") esda
Q

1
+ / ERhEheg - ¢RMesdr = 0,
Q
ovvero
Eh
/ Lo BTy + 209 R"E"e; - (R") e + %qﬁdw =0.
Q

Analogamente, scegliendo ¢(x) = x3¢R" ey con ¢ € W12(0, L) e ¢(0) = 0, si

ottiene I'equazione:

Eh
/ x5 (1) EYy + 23¢(21)R"E"ey - (R")'es + %fb(zl)dm =0. (3.19)
Q
La differenza fra le due equazioni precedenti fornisce

/ To¢ BNy — 23¢ B 4 190 R"E"e; - (R") esda (3.20)
Q
By —

Eh
—S—20de =0,

per ogni ¢ € W12(0, L) tale che ¢(0) = 0. Ricordando che E" — F in L?,
R" = Idin L® ¢ (R*) — 0 in L2(0, L), si ha

+ / —230R"E"e; - (R") ey +
Q

lim 199 R"E"e; - (R") ezdx = 0, (3.21)

—vJQ

}llirr(l]/ z3¢(21)R"E"e; - (R") eydx = 0. (3.22)
—YJQ

Inoltre, dal passo 3,
||E£L3 - E§L2||L1 < Chot.
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Pertanto, passando al limite in (3.20) si conclude che

/ $2¢/E13 - $3¢/E12d$ = 0.
Q

[’equazione trovata corrisponde alla (1.38), grazie alla caratterizzazione di
E provata in (3.15) e in (3.16). Questo conclude la dimostrazione.
O






Capitolo 4

Convergenza di punti critici sotto

condizioni fisiche di crescita

Denotiamo con M?>*? I'insieme delle matrici F € M3*3 con det F' > 0.
In questo capitolo supporremo che la densita di energia elastica W soddisfi

le ipotesi (H1)-(H4) e che inoltre valgano:
(H6) W(F) =4o00se det F <0, W(F) — oo se det FF — 07;
(H7) W e Ct su M3

(H8) 3k > 0 tale che [DW(F)FT| < k(W(F) + 1) per ogni F € M3*?;

4.1 Enunciato e lemmi preliminari

Come discusso nella Sezione 1.2, sotto la condizione fisica (H6) non ¢
garantito che si possa dare un significato all’equazione di Eulero-Lagrange
in forma convenzionale. Sotto le ipotesi (H6)-(H8) é pero possibile intro-

durre una definizione alternativa di stazionarietd per i funzionali tridimen-

61
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sionali, che permette comunque di ottenere al limite le stesse condizioni di

stazionarieta unidimensionali, come mostrato dal seguente teorema.

Teorema 4.1.1. Supponiamo che la densita di energia elastica W soddisfi
(H1)-(Hj) e (H6)-(HS8), siano fa,fs € L*(0,L) e sia (y") una successione di
punti stazionari alla Ball per il funzionale J" ( vedere la Definizione 1.16).

Supponiamo inoltre che esista C > 0 tale che
/ W(Vpy")de < Ch**2, (4.1)
Q

con o > 2.
Siano ul,v" e w" le successioni definite in (1.24), (1.25) e (1.26). Allora, a

meno di sottosuccessioni, vale che:

y" — wiey in WH(Q,R?),

u — uin WH(0, L),

vy — vy in WH(0, L), vy € W?2(0, L) per k = 2,3,
w" — w in WH2(0, L).

Inoltre (u, vy, v3,w) € A, ed & un punto stazionario di I,.

Osservazione 4.1.1. La definizione di punti stazionari alla Ball (1.2) richiede
di definire diversamente le variabili di stress E” rispetto al caso in cui si lavo-
ra con la Definizione 1.1. Questo comporta, da un lato, il fatto che i tensori
E" siano simmetrici per ogni A > 0, mentre con la definizione (1.1) si hanno
proprieta di simmetria solo per lo stress limite E; d’altra parte, con la nuo-
va definizione, I'uniforme limitatezza dei tensori di deformazione in L? non
garantisce la convergenza debole della successione E" in L%, ma solamente
di avere I'uniforme in L!. Questa convergenza non ¢ sufficiente per passare
al limite nelle equazioni di Eulero-Lagrange perché si utilizzano funzioni test
composte con le deformazioni y” per le quali non si pud garantire convergen-
za uniforme. Tale problema si puo risolvere osservando che gli E” risultano
uniformemente limitati in L? se ristretti a degli opportuni insiemi By, sul cui

complementare il contributo di E”" & trascurabile per h — 0 (vedere terzo
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passo della dimostrazione del Teorema 4.1.1.

Osservazione 4.1.2. Come gia sottolineato nell’Osservazione 4.1.1, nella de-
finizione di punto stazionario alla Ball compaiono funzioni test che vengono
valutate non piu su ), ma sull'immagine di ) mediante le deformazioni 3".

Di conseguenza ¢ utile studiare le proprieta di convergenza della successione

7= (s [2]%). (12)

Si vedra che il comportamento di 7" ¢ molto diverso a seconda che 2 < o < 3

yh

h

o a > 3; questo determina la necessita di diversificare il procedimento di
dimostrazione nei due casi.

Dal Lemma 2.1.4 segue la stimas:

h h a h 8 h
’y—k—xk—/(y—k—xk)d@dmg <C H Kk _q —i—’ 7% ;
h s\ 12(9) h 12(9) ho 2o
per k,j € {2,3}, k # J.
Di conseguenza dalla proprieta (2.35) si ottiene la disuguaglianza
yP
‘ ZE oy — b3 < Ch* 2, (4.3)
h L@
Pertanto, utilizzando la (2.29), possiamo concludere che
h |, h —
yr Ly 2 | (z1,22 4+ ve, 23 +v3) per a =3,
(y? N f) = { (4.4)
x per a > 3.

In particolare, quindi, si ha convergenza della successione (") q.o. in € per
o> 3.

Per 2 < o < 3, invece, la stima (4.3) implica che non si ha convergenza delle
componenti g, k = 2,3. D’altra parte, la stessa stima fornisce un controllo
preciso del termine di g7 che non ¢ limitato in L?. Questo permettera, tramite
la scelta di opportune funzioni test, di adattare la dimostrazione del caso
a > 3. A questo scopo, € utile poter sostituire le funzioni v,’; nella stima (4.3)

con funzioni di regolarita C} (R), come mostrato nella seguente proposizione.
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Proposizione 4.1.2. Sia a > 2 e sia y" € WH(Q,R3) una successione
soddisfacente le condizioni al bordo y"(0, 3y, 73) = (0, hxo, has) su S e la
stima:

/ W(Vpy")de < Ch**2.

Q

Allora esistono due successioni £, k = 2,3, tali che

& € Gy(R), (4.5)
£:(0) =0, (4.6)
v Len(y! in L*(Q 4.7
L~ k) — @ in L2(Q), (4.7)
1€k Iz + 11(&) |z < CRO72. (4.8)

Dimostrazione. Sia (R") la successione di rotazioni associata alle deforma-
zioni y" costruita nel Teorema 2.1.3. Dalle proprieta (2.37) e (2.38) valgono

le stime

1Rl < OO per k = 2,3,
IRl = 1]z < Ch2e2),

In particolare, possiamo costruire delle estensioni di R}, e di R — 1, che

indicheremo con ', e ry | tali che

supp i, supp ", C (—=1,L + 1), (4.9)
rh =Rl in (0,L) per k = 2,3, (4.10)
rl =R —1in (0, L), (4.11)
Iz < Ch®™® per k = 2,3, (4.12)
7|l < CRP2. (4.13)

Per semplificare la notazione introduciamo le funzioni

%h(xl) = /0931 er(s)ds, (4.14)

0" (xy) = /Ogc1 i (s)ds. (4.15)
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Dalle proprieta (4.9), (4.12) e (4.13) entrambe le mappe sono C{ (R), inoltre

. ~h  ~h o .
mediante v e v; € possibile ottenere le stime

Y 1
’ 2 — o — 0" (21) < Ch*? (4.16)
h h L2(9)
e
Iyt — 21 — 01" (21)| |20y < CR (4.17)

Come conseguenza immediata della (4.17), dalla definizione (4.15) e dalla

(4.13) si ha anche la disuguaglianza
lyt = 21llL2(@) < CR*OT2, (4.18)

Per verificare la (4.16) ¢ sufficiente osservare che, per le condizioni al bordo
soddisfatte da 3", la mappa % — T — %Ukh si annulla in {0} x S; dalle
proprieta (2.4), (2.35) e (4.10), utilizzando la disuguaglianza di Poincaré si

ottiene pertanto

h
Y L
- T Tk — 7 Uk <
‘ h h L2(Q)
1 h h 8ky,}; 5’ij a—2
§C<E|‘81yk—Rk1HL2(Q)+‘ ; -1 = < Ch*2,
L3(Q) L2(Q)

per k,j € {2,3}, k #J.
Per quanto riguarda la (4.17), utilizzando nuovamente le condizioni al bordo
sulle 3", dalle proprieta (2.4), (2.35) e (4.11), la disuguaglianza di Poincaré

fornisce la stima:

1yt =21 =" | z2(0) < C1I0ry) — Ry |2y +1027 || 20 H10537 || z2@)) < Ch

Procediamo ora costruendo le mappe & per k = 2,3 in modo tale da ap-

1
h

(4.16) e la (4.17) per ottenere le proprieta di convergenza richieste.

. .. ~h ~h . .1 .
prossimare le funzioni x; — +0; " (x1) e 1 — 07" (x1), cosi da utilizzare poi la

Per ogni o > 2 fissiamo ng € N tale che

a>2+

2n0+3
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e costruiamo una successione di applicazioni (¢"), con n = 1,... ng definita

in modo ricorsivo come:

go($1) =T — ﬂh($1)v (4.19)
M) =21 — 0" 0 Gupr(z1) per n=1,...,ng — 1.
Poniamo
eh(ay) == 01" o (May) per k= 2,3 e per ogni h > 0. (4.20)

Osservando che ¢ (0) = 0, dalla (4.19) si ha per induzione che ¢!(0) = 0
per n = 1,2,...,ny. Dunque, dalle definizioni (4.14) e (4.15), le mappe &}
soddisfano le proprieta (4.5) e (4.6). Dalla (4.12) abbiamo

166 ey < 110" | @) < (L + 2l @) < CHO2. (4.21)

Per ottenere la (4.8) & necessario stimare anche [|(£8)||r~. A tal scopo
procediamo inizialmente ricavando una maggiorazione ricorsiva per ||/ ||z~

pern=1,---,ng. Per h sufficientemente piccolo, si ha
@) ]l < 1.
Dalla (4.19) seguono le disuguaglianze

[1(Gho) Nl < 14 11(@") || < 2, (4.22)
1)z < 1+ 116 ) Hlzee,

1) 2o < 1+ n0.

A questo punto siamo in grado di valutare ||(&})'||z=®). Dalla definizione
(4.20) e dalle proprieta (4.22) e (4.12), abbiamo infatti

1Y 2@ < (0" lz= 16z < Cllrillzem < CRO2 (4.23)

Combinando la (4.21) e la (4.23) si ottiene che £} soddisfa la (4.8) per k = 2, 3.
Per concludere la dimostrazione della proposizione rimane da verificare la

(4.7). Procediamo sfruttando la (4.17) cosi da ricavare una stima ricorsiva
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per [|¢M(y}) — @1]|r2(). Dalle definizioni (4.19) e (4.15) e dalle proprieta
(4.11) e (4.13), sfruttando le disuguaglianze (4.17) e (4.18) abbiamo

168 (1) — 21ll2i) = Iyt — 61" (U)) — 21|20 (4.24)
<yt — 01" (1) — 2allr2@) + 101" (21) — 0" (W)l 12

< Ch ™ + |0 || e 19t — 1 l22(@)

< Ch 4 ||rfy || e @ R < CROT + CRM2),

Procedendo analogamente per ¢/ _; e utilizzando la (4.24) si ottiene

ICE () — @1l r2) = [|yh — 00" (¢ (1) — 21|22y (4.25)

< Iyt = o = 0" (@)lla@ + 116" (1) = 03 (Gp WDl 2(ey
< Ch 1@ 201G, (1) = 2l 220

< Ch' 4 CRPOTA (Wt 4 R

< Che™t 4 RS,

dove nell’ultimo passaggio, supponendo h < 1, abbiamo maggiorato il ter-
mine h2(@~2po1 con Ch*~'. Dalla (4.25), possiamo formulare I'ipotesi

induttiva
I () — 1] 12() < ChOTF + CRAMOH2) (D), (4.26)

D’altra parte, se vale la (4.26) si ha la stima seguente per ¢ ;:

1S () = 2alle @) < vt — (G ) — 2ll2@ (4.27)
< lyh = 21— 6" (@)l 20 + 101" (21) = 0" (G W) 22
< CR 7 4|0 [ 1Ch (W1) — 21l 2@
< Ch*™H + PO () — w1 |12y
< Ohe1 + ChQ[nof(nfl)JrQ](an),
(4.28)

dove abbiamo nuovamente sfruttato il fatto che h < 1 per maggiorare il

termine h2(*=2)p>~1 con Ch®~'. Di conseguenza otteniamo

ICE () — 21| 20y < ChO™! 4 R0t D2), (4.29)
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A questo punto siamo in grado di verificare la (4.7). Dalla definizione (4.20),
dalla proprieta (4.12) e dalla stima (4.29) abbiamo infatti

1 - 1., -
EHSZ(’(J?) — 0 ()2 = EH”ﬁ(C?(?J?)) — 0" (1) |20y

IA
| ==

0" || oo ) [ |CI (W) — 21]] 2200
< h||er||Lm (Cho‘_l + ChQ(no+1)(a—2))

< C«hozf?)(c«hafl + ChZ(noJrl)(an))

< thmin{2oz—47 (2no+3)a—(4no+7)} )

poiché abbiamo fissato ny € N in modo tale che risultasse a > 2 + ——

2n0+3”
segue che
1 -~ .
TSk Y1) — Uk (1 L2(Q) — m . .
18 () — o ()| 0in L*(Q) (4.30)
D’altra parte, si ha
h
Y 1
’ f—%ﬁh(y?)—% <
12@)
h
Y L 1 H hi by _ ~h
< |12k _ . _ — _
<|[# g, gl - we),,
pertanto, dalle stime (4.16) e (4.30), segue la (4.7). O

Osservazione 4.1.3. La Proposizione 4.1.2 puo essere interpretata anche come
la costruzione di una ‘inversa approssimata’ delle deformazioni 3", ovvero di
una mappa w” tale che w” o " tenda alla deformazione identita per h — 0,

dove

x Mzy) x Mg
Wh<$1,$’2,$3) = (th — ihl)’f . 53(}11)) '

Osserviamo che per o > 3 ¢ possibile semplificare la costruzione di w”". Per

a > 3, dall’Osservazione 4.1.2, si puo infatti scegliere

Ty T3
wh(l'l,xg,l’g) = <.T1, %7 F) )
mentre per o« = 3, dalla dimostrazione della Proposizione 4.1.2, si pud

considerare

h L2 772h($1) L3 %h@l)
w(ml,l@,xs): P :
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4.2 Dimostrazione del Teorema 4.1.1

Questa sezione € interamente dedicata alla dimostrazione del risultato
principale del capitolo (Teorema 4.1.1). Anche in questo caso, la stima del-
'energia (4.1) e il teorema di rigidita (Teorema 2.1.1) garantiscono la compat-
tezza (via Teorema 2.2.1) e la decomposizione dei gradienti di deformazione
nel prodotto di una rotazione e di un termine di strain linearizzato G*. Nel-
'introduzione del tensore di stress linearizzato E" associato allo strain G"
si hanno tuttavia differenti proprieta di simmetria e di convergenza, come
gia sottolineato nell’Osservazione 4.1.1. Come nella dimostrazione del Teo-
rema 3.1.1 si esprimono le equazioni di Eulero-Lagrange dei funzionali J" in
termini degli stress E” e si studiano i momenti di ordine zero e uno delle
equazioni scritte in termini delle nuove variabili. Come messo in evidenza
nell’Osservazione 4.1.2, dal momento che le funzioni test considerate sono
valutate sull'immagine di 2 mediante le deformazioni 3", é necessario diver-
sificare il procedimento nei casi @ >3 e 2 < a < 3.

Piu dettagliatamente, in ciascun passo della dimostrazione si studia inizial-
mente il caso a > 3, cercando poi, per 2 < a < 3, di modificare le funzioni

test mediante 1'uso delle mappe & introdotte nella Proposizione 4.1.2.

Dimostrazione del Teorema 4.1.1. La convergenza delle successioni (y"), (u”),
(8, (v8), (w") segue dal Teorema 2.2.1, insieme al fatto che (u, vy, v3, w) €
A,. Resta da dimostrare che (u, vy, v3,w) € punto stazionario del funzionale
I,.

Per maggiore chiarezza, anche in questo caso suddividiamo la dimostrazione
in 7 passi.

Primo passo.

(Decomposizione del gradiente di deformazione in rotazione e tensore di de-
formazione)

Questa prima parte della dimostrazione ¢ esattamente analoga al primo passo
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del Teorema 3.1.1, pertanto ne riportiamo solo brevemente i punti principali.
Dal Teorema 2.1.3 sappiamo che esiste (R") ¢ C*°((0, L), M>3*3) tale che

(a) R"(zy) € SO(3) Va; € (0, L),

(b) [[Vay" — R |20 < Ch,

() IR Nz2(0,2) < Ch2,

(A) 1B = Idl| o) < Cho.

Definiamo il tensore di deformazione (strain) G" come
Vuy" = R"(Id + h*~'G").

Abbiamo che le funzioni G" sono limitate in L? per la (b), dunque esiste G
tale che G* — G in L*(Q, M**®). Tnoltre & possibile caratterizzare la parte
simmetrica di GG, mediante il Lemma 3.2.1.

Secondo passo.

(Stima del tensore di sforzo)

Introduciamo lo stress E" : Q@ — M?>*3, definito come:

EMz) = DW (Id + h**G")(Id + h**G™M)T. (4.31)

ha—l
Per 'ipotesi di frame-indifference della funzione W, abbiamo che dall’Osser-
vazione 1.1.4 vale I'uguaglianza

DW(F)FT = F(DW(F))" per ogni F € M3,

Dunque E" ¢ simmetrico per ogni A > 0. Inoltre vale la stima puntuale:

W (Id+ h*"1Gh
|Eh\gc< ( ;_1 )+!Gh|). (4.32)

Infatti, sia § l'ampiezza dell'intorno di SO(3) in cui W ¢ di classe C? e
supponiamo inizialmente che valga h®~G"| < g. Allora con uno sviluppo di

Taylor al primo ordine otteniamo:

DW (Id + h**G") = DW (Id) + h**D*W (M")G",
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con M" € M3*3 soddisfacente [M" — Id| < &. Osservando che D?*W ¢
limitata nell’ insieme {F € M* : dist(F, SO(3)) < 2}, dalle ipotesi (H2) e
(H3) si ottiene:

|DW (Id + h*~*G"M)| < Cho Y G,

di conseguenza, dalla (4.31), segue che:

|E" < C|G" + Che NG > < C(1 + 6)|G".

Consideriamo invece il caso in cui h*71|G"| > g. In questo caso possiamo
utilizzare lipotesi di crescita (H7). Per applicare tale stima, tuttavia, &
necessario che la matrice Id + h* 'G" abbia determinante positivo. A tale
scopo, osserviamo che l'ipotesi di considerare deformazioni a energia finita,
tali cioé che valga

/ W(Vpy")de < Ch**72,
Q

garantisce che W (V") sia finita q.o. in Q, dunque per la (H6) e per 'ipotesi

di frame-indifference si ottiene
det(V,y") = det(Id + h*'G") > 0 q.0. in Q.

Di conseguenza possiamo applicare la disuguaglianza (H7), ottenendo la

stima

W(Id+ ho=1Gh) 2k

|EM < ——k(W(Id+h*"'G") +1) < k o + 516",

pa—1
Pertanto abbiamo provato la (4.32).

Terzo passo.

(Proprieta di convergenza dello stress)

Dalla stima (4.32) possiamo dedurre alcune proprieta di convergenza per
la successione (E"). Procedendo come in [M-S], osserviamo che I'ipotesi di

frame-indifference della funzione W permette di ottenere I'uguaglianza:
DW (Vuy")(Viy")" = DW(R"(Id + h*'G")(R"(Id + h*'G")T =

R"DW (Id + h*'G")(1d + h**G")T(RMT = h* ' RFEM(RM)T.
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Di conseguenza, I’equazione di Eulero-Lagrange per i funzionali J" si puo

riscrivere come
/Q RMEMRMT -V o(y")dx = h /Q [fap2(y") + fsdus(y")]dex, (4.33)

per ogni ¢ € C} (R, R?) soddisfacente la condizione al bordo ¢(0, hxg, hxs) =
0 per ogni (x9,23) € S. Studiamo ora le proprieta di convergenza della
successione (E™). Dalla (4.32) si ottiene che, per ogni insieme misurabile A
vale la stima:

a—1h
/|Eh|dx§ c/ Wld + h*” G )dx+C/ G"d. (4.34)
A A h A

a—1

D’altra parte, sfruttando il fatto che (y") ¢ una successione di deformazioni
a energia finita e che le G" sono uniformemente limitate in L?(2, M3*3), 1a

(4.34) si puo ulteriormente maggiorare, ottenendo:

/ [EMdz < Ch*~' 4+ C|A[3. (4.35)
A

Dalla (4.35) abbiamo che le E" sono equi-integrabili e equi-limitate in L*(Q, M3*3),

di conseguenza, per il teorema di Dunford-Pettis, esiste £ € L'(Q, M3*3) tale
che
E" ~ Ein L'(Q, M>3), (4.36)

Inoltre, essendo E" simmetrico per ogni h > 0, segue che anche E ¢ sim-
metrico. Osserviamo che, come nel Teorema 3.1.1, vorremmo passare al
limite nella (4.33) cosi da ottenere le equazioni di Eulero-Lagrange del I'-
limite. Tuttavia, la convergenza debole in L' della successione E" non &
sufficiente perché, a priori, non possiamo garantire che (V(y")) converga in
L>(Q, M3*3). Questo problema puo essere aggirato osservando che gli stress
E" godono di una proprietd di convergenza piii forte. Piu precisamente, si
puo individuare una successione di insiemi che tendono a riempire €2 e su cui
E" a meno di sottosuccessioni, converge debolmente in L2. In tal modo, a
meno di passare a sottosuccessioni, avremo che E" = FE su tali insiemi e,

1
grazie alla stima (4.35), E" L, 0 sui loro complementari. Definiamo dunque
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gli insiemi
By, := {z € Q tali che h*'77|G"(z)| < 1}, (4.37)

con v € (0, —2); siano inoltre x, le loro funzioni caratteristiche. Osserviamo

che vale

0\ By g/ B GRldr < CRE Q0 Bal3 |G| o ngoes).
Q\Bh

Di conseguenza, dall’'uniforme limitatezza delle (G") in L?, si ottiene
1Q\ By| < Ch¥e=1=7),
Pertanto y;, — 1 in misura e dunque
xnG" = G in L?(Q, M>3). (4.38)
Ricordando la (4.35) si ottiene la stima

/ |E"dr < Ch*™77, (4.39)
Q~By,

dunque
(1 —xn)E" — 0 fortemente in L*(Q, M3*3). (4.40)

Procediamo ora stimando E" sugli insiemi B, e provando che vale
xnE" — LG in L*(Q, M>*3). (4.41)

Abbiamo infatti che, effettuando uno sviluppo di Taylor arrestato al primo

ordine, otteniamo

DW (Id+ h*'G") = h* LG 4 n(h*~'GM),

dove % — 0 per |F| — 0. Di conseguenza possiamo decomporre xp,E},

come

Xh(ho‘_lﬁGh + n(ho‘_lGh))(]d + ha—lGh>T
ho—1 ’
Scomponiamo ulteriormente la seconda quantita della precedente uguaglian-

XhEh =

za nella somma dei termini:
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(i) xnLG",

(i) xnh*TLGM(GM)T,

(i) o,

(iv) xan(h*'GM)(GMT.

Dalla (4.38) e dalla linearita di £ abbiamo che il primo termine converge a
LG debolmente in L*(Q, M3*3).

Per quanto riguarda il secondo termine si ha:
rh® LG (GM)T] < CxnhHGMP < ORGP,

dove I'ultimo passaggio ¢ dovuto al fatto che h*~177|G"| < 1 su By,.
Per 'uniforme limitatezza della successione (G") in L?(Q, M3*3), si ha dun-
que

Xph* T LGM(GMT — 0 in LP(Q, MPP).

Per stimare il terzo termine, definiamo

F
w(t) := sup {% tali che |F| < t} per ogni t > 0.

E chiaro che w(t) — 0 per t — 07. Avremo

n(h*"'G")

| < eie”

Xh

e dunque il terzo termine tende a zero in L?(Q, M3*%3),

Per quanto riguarda 'ultimo termine, abbiamo infine
(R TG (G| < (RGP < w(h)R7 G|

dunque y,n(he 1G")(G")T — 0 in L?(Q, M3*3).

Combinando i risultati ottenuti per i quattro termini si ha dunque la (4.41),
inoltre dalla (4.36) e dalla (4.40) segue che £ = LG € L*(Q, M3*3).
Quarto passo.

(Consequenze dell’equazione di Eulero-Lagrange)
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A partire da questo passo, si cominciano ad introdurre funzioni test com-
patibili con la Definizione 1.2 cosi da studiare le proprieta dell’equazione
di Eulero-Lagrange (4.33). Di conseguenza, per quanto messo in evidenza
nell’Osservazione 4.1.2, diventa necessario diversificare il procedimento per i
casia > 3e2<a<3.

Consideriamo inizialmente il caso o > 3 e procediamo cercando di studiare
le proprieta dello stress limite FE.

Sia ¢ € C}(R?, R?), soddisfacente ¢(0,xq, x3) = 0 per (zq,13) € S.
Definiamo ¢"(z) := h¢(x1,%2,%3). Abbiamo che ¢" puo essere scelta co-
me funzione test nella (4.33) perché ¢" € CH(R3 R3) e ¢"(0, hxy, has) =
ho(0, zo, x3) = 0 per ogni (x4, z3) € S. Ricordando la definizione (4.2) di g,

sostituendo ¢" nell’equazione di Eulero-Lagrange otteniamo:

/Q [R"EM(R")" : (h01d(5")|0:20(5")|050(5") — h*(f202(") + F303(F"))]dew =

A questo punto possiamo sfruttare la limitatezza di ¢ e delle sue derivate

prime per passare al limite nell’equazione precedente, cosi da avere:

lim / (R EM(RMT - [010s0 () 00 ()} = 0. (4.42)

Per continuita di 0x¢ per k = 2,3 e per convergenza dominata, dalla (4.4) si

ottiene

Opp(21, 22 + Vo, 23 +v3) pera =3

Ko@) & { (4.43)

Okd(21, T, X3) per a > 3.

Torniamo alla (4.42) e cerchiamo di sfruttare la (4.43) per fornire una carat-
terizzazione di tale limite. Procediamo innanzitutto suddividendo l'insieme
Q nell’ unione di By, e di Q\ By, cosi da utilizzare le proprieta di convergenza

di E" ottenute nel terzo passo. Otteniamo:
[ RENENT 01020 010(" o
Q
= [ R ENET 000205 b0 o
Q

+/Q (1 - Xh)RhEh(Rh)T : [0|82¢(gh)‘83¢(gh)]dx
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Indichiamo con (A) e con (B), rispettivamente, i due termini della somma
precedente. Per quanto riguarda il primo addendo, dalla (4.41) e dal fatto
che R" — Idin L>(0, L), si ottiene

3
Z /Q Eey, - Opp(x1, 29 + 09, x3 + v3)dx  per a = 3,
(A) N k=2

3
Z/ Eey - Oxo(x1, 29, x3)dx per o > 3.
=2 7

Per quanto riguarda il secondo addendo, ricordando che (1 —x;)E"—0 in L!
dalla (4.40), si avra:
(B) — 0.

Di conseguenza dalla (4.42) si conclude che valgono le equazioni:

3
Z/ Eey, - Opp(x1, 29 + v9, x3 + v3)dx = 0 per a = 3, (4.44)
k=2
3
Z/ Eey, - Opodx = 0 per a > 3, (4.45)
k=2 v

per ogni ¢ € CL(R3 R3) con ¢(0, z9,x3) = 0 per (z2,73) € S.
D’altra parte, per il caso a = 3, & possibile costruire due successioni (w}); C
CHR), k = 2,3, tali che

wfg|(0,L) — v In LQ(O, L)e wh (0) =0.
Sia ¢ € CY(R?,R?) con ¢(0,z2,73) = 0 su S e consideriamo le mappe
gbl(x) = ¢(x1, 19 — wé(ml),xg — wé(ml)) per ogni [ € N.

Abbiamo ¢!(z) € CHR3,R3) e ¢'(0, 22, 3) = ¢(0, 29, 23) = 0 su S. Dunque
possiamo scegliere ¢' come funzione test nella (4.45) e passando al limite per

| — oo otteniamo:

/ E62 . 82¢ + E€3 : 83¢d$ = O, (446)
Q
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per ogni ¢ € CL(R3 R?) con ¢(0, z2,73) = 0 su S, per ogni o > 3.
Di conseguenza, procedendo in modo analogo a quanto fatto nel secondo

passo del capitolo 3 e scegliendo (x1,xq,x3) = (1)1 (22, 23), con ¢ €
C(R), p(0) =0 e ¢ € CLR2,R3), si ottiene:

L ~ ~
/ (2 </ EGQ . 821/) + E€3 . 83¢d$2dl’3> de’l = 07
0 S

per ogni ¢ € C2(R), ¢(0) = 0 e per ogni ¢ € CL(R2,R?). In particolare,
quindi, dal momento che ogni funzione C*°([0, L]) si puo estendere ad una

mappa C;°(R), si ha:
/ Ee, - 8QQZ+ Ees - 831fbvdx2dx3 =0 q.o0. in (0, L),
s

per ogni 1 € C}(R?,R?); dunque valgono la (3.9) e la (3.10).

Consideriamo ora il caso 2 < a < 3.

Non possiamo utilizzare lo stesso procedimento del caso o > 3 perché, per
quanto messo in evidenza nell’Osservazione 4.1.2, per 2 < o < 3 la stima
(4.3) non garantisce la convergenza delle successioni yi' a x;, per k = 2,3
e la differenza ||y — xx||r2 non ¢ finita per h tendente a 0. Procediamo
dunque modificando la funzione test utilizzata per a > 3 mediante le mappe
£ introdotte nella Proposizione 4.1.2, cosi da sfruttare la (4.7).

Sia ancora ¢ € C}(R? R?) con ¢(0,xq,23) = 0 per ogni (xq,23) € S. Per
ogni h > 0 definiamo

xs3

x 1 1
¢"(x) == ho (1’17 f - Efg(l’l)a W zﬁg(%)) -
Dalla (4.5), segue che ¢" € C}(R) per ogni h > 0. Inoltre per la (4.6) si ha
¢h(07 hflfg, hﬂfg) = h¢(07‘r27 :E3) =0su Sa

dunque possiamo utilizzare le mappe ¢" come funzioni test nella (4.33).

Per semplificare la notazione, poniamo

h h
yz 1 ys 1
o = (2 = ). % — o)
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e osserviamo che, dalla proprieta (4.7), si ha
W(y") — @ in L2 (4.47)

Dal momento che

Vo' (y") = (halqb Zam D) ()| G20(e(y1))

83925(&(%))) ,

sostituendo ¢" nell’equazione di Eulero-Lagrange (4.33) si ottiene:

/Q (R"E"(R")")e; [halgb Zam "(y {L)] dr  (4.48)

¥

Scrwlamo il primo membro della (4.48) come somma di tre termini:
= Jo (R"E"(BM)er - [hdid(u(y")) — D25y O (e(y™)(ER) (y1)]da
= Jo Xiea (R"EMBM) ey - Opo(u(y”))de,

(C)= Jo P2 (fa2(e(y")) + f3ds(e(y™)))]dz.

Per quanto riguarda il termine (A), osserviamo che dalla proprieta (4.8) e

3

> (R (R 6k-&ccb(t(yh))+h2(fz¢2(b(y"))+fs¢3(b(yh)))] dr = 0.

k=

dalla limitatezza di E" in L', si ha la stima

3
[(A)] < CIEM 1@ (10160 + Y NOk@llioe [[(€) |00 < C(h+ h*?)
o (4.49)

e dunque (A) — 0. Analogamente, essendo f, € L*(0,L) per k = 2,3
e ¢p € C}(R), anche il termine (C) ¢ infinitesimo. Di conseguenza, dalla
(4.48), abbiamo che (B) — 0. D’altra parte, dalla (4.47) e dalla limitatezza

del gradiente di ¢, per convergenza dominata si ha
Ond(L(y")) — do(x) in L*(9).

Procedendo come nel caso a > 3 e considerando €2 come unione degli insiemi

By, e Q\ By, si ottiene anche in questo caso la (4.45). In particolare, quindi,
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per ogni v > 2, & possibile ragionare come nel passo 4 del terzo capitolo;

posto

7= /Q B()dz,

abbiamo dunque Eey = Ees = 0 q.o. in (0, L) e dunque, per simmetria di E,
E=FEje Qey.

Inoltre sono soddisfatte le equazioni (3.9).

Quinto passo.

(Momento di ordine 0 dell’ equazione di Eulero-Lagrange)

A questo punto, siamo in grado di caratterizzare il momento di ordine zero
dello stress limite E. Sia ¢ € C{(R) con ¥(0) = 0.

Poniamo
¢(x) = (z1)es.

E chiaro che possiamo utilizzare ¢ come funzione test nelle equazioni di

Eulero-Lagrange, ottenendo:
[ (BB (e = 0. (1.50)
Q

Per passare al limite nell’equazione precedente procediamo come nel passo 4,

scrivendo 2 come unione degli insiemi By, e 2\ Bj,. In questo modo, si ha:

Axh(RhEh(Rh)T)11¢’(y?)d$ + /Q (1= xn)(RME"(R")") ! (y) )dw = 0.
(4.51)

poiché y?(x) — x; q.0. e ¢’ & continua, segue che

V(1 (2)) = ¢'(x1) in L*(Q), (4.52)

dunque, dalle proprieta (4.40) e (4.41) di convergenza di E", passando al
limite nella (4.51), si ha

L
/ Ellw/d«rl == / EHI/J/dI - 0, (453)
0 Q
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per ogni ¢ € C}(R) con ¢(0) = 0; quindi E;; = 0 q.o. in (0, L) per ogni
a > 2.

D’altra parte, ragionando come nel capitolo precedente, si ha:

E(u + 3[(v5)* + (v5)*])*  pera=3,
Ey = E(u')? per o > 3,
Eg per 2 < a < 3,

con g € L*(0, L). Concludiamo, quindi, che per o = 3 e per a > 3 valgono,
rispettivamente, (1.35) e (1.44), ovvero abbiamo la prima delle tre equazioni
soddisfatte dai punti stazionari del I'-limite per a > 3. Per 2 < a < 3
deduciamo che g = 0 q.0. in (0, L).

Segue poi la seguente caratterizzazione di E:

0
E - £ A/ Iz
T3

dove per q.o. 1 € (0, L) si ha che B(xl, -,-) € B. Inoltre, poiché E soddisfa

03 ‘835 ) :
I'equazione (4.46), per il Lemma 1.4.1 si ha che B ¢ punto di minimo del

0
Gua(B) = /SQ3 (A/ ( ? ) 1028 1335) dzodzs.
3

In altre parole, E soddisfa

QI(A/) = /SQ3 (A, ( gozz)’ ) ‘325 ‘&35) drodzs,

per ogni o > 2.

funzionale

Sesto passo.

(Momenti di ordine 1 dell’equazione di Eulero-Lagrange)

Procediamo cercando di ricavare le equazioni di Eulero-Lagrange (1.36) e
(1.37) per il T-limite. Siano g, 3 € C}(R) con ¢2(0) = 3(0) = 0. Poniamo

o (z) = (07 802%131)7 9032%)) '




4.2 Dimostrazione del Teorema 4.1.1

81

Abbiamo che ¢" € CL(R3 R3) e ¢"(0, hay, has) = 0 su S, dunque possiamo
utilizzare ¢" come funzione test nella (4.33). Osserviamo che, per quanto

riguarda il termine dovuto alle forze di carico, abbiamo:

h—0

lim (f2¢2( ) + f3¢§(?/h))dx = }LH%/ (f2802(3/?) + f3903(y?))d$ =
—0.Jq

L
:/ (fapa + f3ps)day.
0

Di conseguenza si ottiene

/ h h
}lLiI% [(RhEh(Rh)T)Ql P2 glyl ) + (R"EMBMT )5 o5 (Y1)
—0.Jq

L
Z/ [fatp2 + faps]das.
0

Procediamo cercando una caratterizzazione del limite nella (4.54) in termine
dei momenti di ordine uno, cosi da ottenere ’equazione di Eulero-Lagrange
del T-limite relativa alle funzioni vg. A tale scopo, torniamo alla (4.33) e pro-
cediamo costruendo una funzione test opportuna. Sia (w,) una successione

di numeri positivi tale che

(1) hwy, — 400, (4.55)
(2) R 1wy, — 0, (4.56)

dove v € (0, — 2) ¢ lo stesso esponente introdotto nella definizione (4.37)
degli insiemi Bj. Per ogni h > 0 consideriamo una funzione 0" € C}(R)
che coincida con I'identita in un intorno sufficientemente grande dell’origine,

OvVVero:
0" (t) =t per [t| < wp,. (4.57)

Supponiamo inoltre che " abbia le seguenti proprieta:

0"(t)| < |t| Vt € R, (4.58)
16" 00 < 2w, (4.59)

Hd&h
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Sia n € C}(R) con n(0) = 0 e poniamo:
€I-
" (z) = 6" (f) n(x1)e. (4.61)
Abbiamo che ¢" ¢ una funzione test ammissibile per ogni A > 0 e che

o= (0 (2 ran) o+ (0 (220 o

Di conseguenza, sostituendo tale espressione nella (4.33), otteniamo:

/Q [(RhEh<Rh)T)Heh (y—f) 7y + (RhEh(th)T)ls ddi: (y_f) ; (y?)] -

(4.62)

Poniamo
W= [ | (8 o]
) - [ [EEER I () ot

e studiamo separatamente i due termini.

Per quanto riguarda (A), procediamo scomponendolo ulteriormente nella

somima

@ = [ [y (B o) o

h
/ (1 —xn) {(RhEh(Rh)T)n@h (%3) 77,(9?)] dx.
Q
Consideriamo prima il caso @ = 3. Dal momento che

yh
% — T3 + Us in L2<Q),

ui

h
una funzione in L?(2), dalla (4.58) per convergenza dominata si ottiene:

essendo 1’ limitata e poiché le funzioni sono uniformemente limitate da

h
% (%) T — (s + vs(a)if (1) n I2(Q)

Di conseguenza, denotando con F = fs r3FEdrodxs, avremo

h

lim [ xu(R"E"(R")")1un' (y7)0" (y_g) dr = / Enn' (3 + v3)dr
h—0 Jq h Q
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L AN
= / Enn'ds,
0
perché Ej; = 0 dalla (4.52).
Per quanto riguarda il secondo addendo, dalla (4.39) otteniamo invece la

stima

[0t (4| ar <

= 2“’hH77'HL°°<o,L>/ B < Cho™ T,
OB,

e quest’ultima quantitd é infinitesima per la (4.56). Pertanto per o = 3

avremo: .
(A) — / Eyn/d,. (4.63)
0

Procedendo esattamente nello stesso modo per a > 3, con I'unica differenza
che in questo caso

yh
%3 — x5 in L*(Q),

otteniamo che la (4.63) vale per ogni a > 3.
Per quanto riguarda il termine (B), osserviamo preliminarmente che possiamo

riscriverlo come

@y:A”%®(%?(%)—1)@H#mﬂﬁmmﬁ/ﬂ%%3%¢mwﬁmm

Q
(4.64)
Abbiamo che
. n(yr) di)h y_:})f _ h roh ¢ ph\T _
%/Q—h (dt 5) 1) (BB (R ) = 0 (4.65)

Per provare tale affermazione introduciamo gli insiemi D, definiti come

_ sl
Dy:=qweQ: 5 Zwy g (4.66)

h . .
Essendo % =1 in (—wp, wy), otteniamo:

/Q %ylh) (ddi: (y_g) — 1) (R*E"(RM)T)15d
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/Dh %y?) (ddith (%?) B 1) (RMEM(R")")13dz| <

<1 1+ d;oh
~h dt

c 1
)il [ 1B < et 10
L Dp,

dove nell’'ultimo passaggio abbiamo usato la (4.35). D’altra parte

1
Dy < - /
C()h Dh

per 'uniforme limitatezza della successione

u

< Cw}:1|Dh|%>

h
21 in L*(Q). In conclusione

abbiamo |Dj| < Cw;? e quindi

[ ) wrtwniafsofe )

Ricordando la (4.55), questo dimostra la (4.65). Di conseguenza, tornando
alla (4.62), dalla (4.63) e dalla (4.64) deduciamo:

. U(y?) h ok AT b /
lim T(R E (R ) )13d:z:: —/ Eyndr,. (4.67)

h—0 Q 0

Analogamente, se definiamo E = fs xoEdxadrs, scegliendo come funzione

test nella (4.33) la mappa

abbiamo
RhEh Rh T L _
]llilr(l) ( (h ) hQn(y{‘)dx = —/ Eyn'dxy per a > 3. (4.68)
=0 Jq 0

Pertanto, scelta n = ¢}, con ¢, € CHR), p1,(0) = ¢, (0) = 0 per k = 2,3, per
la simmetria di R"E"(RM)T, dalle equazioni (4.67), (4.68), (4.54) si ottengono
la (1.36) e la (1.37) per a > 3.

Consideriamo ora il caso 2 < a < 3. Non possiamo procedere come per
« > 3 perché in questo caso, come sottolineato nell’Osservazione 4.1.2 non
& pill garantita la convergenza q.o. della successione 7. Sia 6" la funzione
definita in (4.57) e sia n € C}(R), con n(0) = 0 e n € L*(R). Siano inoltre
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&k = 2,3, le funzioni introdotte nella Proposizione 4.1.2. L’Osservazione

4.1.2 e la (4.7) suggeriscono di modificare la (4.61) considerando la mappa:
x 1
) =0 (% = 1)) s

Poiché 0" &8 n € Clen(0) = 0, segue che ¢" € C}H(R3,R3) e ¢"(0, hao, has) =
0 su S per ogni h > 0. Di conseguenza possiamo utilizzare ¢" come funzione
test nell’equazione di Eulero-Lagrange (4.33).

Ricordando la notazione

Ly = Y L k=23
in(y") = §e(yy) per k= 2,3,

h h
si ha:
hi,h h hyy oy Ldo" RN (RN (0 BN o (/2
Vor(y®) = |0"(aly")n (v1) — 5~ (a(y))(&) (w)n(yr) | er @ e
h d@h
+n(zl)%(b3(yh))€1 ® e3.
Sostituendo ¢" nell’equazione di Eulero-Lagrange (4.33) si ottiene quindi
h poh ( ph\T h hyyony L do" RN (RN (0 BN (/2
B D 0y (o) = = (s () (&) nn (o) | de
(4.69)
n(yy) 49"

+ [ (REEY G aly ) =0

Scriviamo il primo membro della (4.69) come somma di tre termini:
(A)= Jo (R*E"(R")T) 00" (e(y" )’ (91 dlz,
(B)= — o (RME"(RM)T )13 % (a(y™) (€8 (w1 () d,

(C)= [ (RREP(RM)T) 540" (1 (1)) dr

h dt

Per quanto riguarda (A), procediamo scomponendolo ulteriormente nella

m>:[}MMWwwmmwwmwMM

+1ﬁ—mwmmeMWMwwwmm
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Per la (4.47), abbiamo che
3(y") — a3 in L*(Q),

essendo 7 limitata e poiché la successione (13(y")) ¢ uniformemente limitata

in L*(Q), dalla (4.58) per convergenza dominata si ottiene:

0" (13(y")' (y}) — wan'(x1) in L*(Q).

Di conseguenza, denotando con E = fs r3FEdrsdas, avremo

lim [ xu(RPEMEM )0 (46" (1) e = / By wyda

L A~
/
= / Eyndr.
0

Per quanto riguarda il secondo addendo, dalla (4.39) otteniamo invece la

stima
/Q (1 — xR EM RN D) (50" (15(y")) e < (4.70)
< 2l =01 / B < Che"

e quest’ultima quantita ¢ infinitesima per la (4.56). Pertanto si ha:

L
(A) — / Elln/dxl-
0
Consideriamo ora il termine (B) e scomponiamolo ulteriormente nella somma:

B) =~ [ R (a6 - 1) Gl

_ /Q (RhEh(Rh)T)H%(5?)/(y?)77(y?)dx_

Poniamo
B1) = [ (R (G als) = 1) ) Ot
B2) = [ (RN R () Wl
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e procediamo studiando il termine (B.1). In analogia con il procedimento

utilizzato per verificare la (4.65), introduciamo gli insiemi
Dy ={z € Q:|us(y")] > wn}. (4.71)

Anche in questo caso, dall’'uniforme limitatezza della successione (13(y")) in
L*(Q) otteniamo che

~ 1 i~ 1
D < =5 [ ")l < 0y 1Dy
h

e dunque
|Dy| < Cuw; . (4.72)

Dalle proprieta di limitatezza (4.8) delle mappe (£8) e dalla (4.35), si ha

(B.1)] s/Dh

1 han
< cmﬁ*/ B" < Che3(he" 4 |Dalb) < € (24 4 ,
Dy, hwy,

do"

(B () ()~ 1) 1 )

S =

dove 'ultimo termine ¢ infinitesimo per la (4.56). Di conseguenza (B.1) — 0.
Consideriamo il termine (B.2) e procediamo provando che esso ¢ nullo. A tale
scopo osserviamo preliminarmente che, scelta " € C}(R), con ¢"(0) = 0, la
mappa ¢"(z) = " (x1)e; puod essere utilizzata come funzione test nell’equa-
zione di Eulero-Lagrange (1.16) e verifica 'equazione (4.50). Fissiamo h > 0

e scegliamo N
)= [ o

per provare che (B.2)=0, ¢ sufficiente verificare che ¢ € C}(R) e ¥(0) = 0.
Ora, la regolarita di v, la limitatezza della derivata prima e la condizione
in 0 sono immediate dalla definizione della mappa e dalla limitatezza di n e
di (€8). Resta da verificare la limitatezza di . D’altra parte, utilizzando
ancora la limitatezza di (£2) e la sommabilita di 1 in R, abbiamo che v ¢

limitata per ogni h fissato e (B.2)=0. In conclusione, quindi

(B)=(B.1) — 0.
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Studiamo infine il termine (C). Osserviamo che possiamo riscriverlo come:

© = [ ey ™0 () - 1) d

+ /Q (RhEh(Rh)T)lg%ylh)dx,

inoltre vale

lim i (RhEh(Rh)T)w% (%(Lg(yh)) - 1> dx = 0. (4.73)

Per provare tale affermazione, consideriamo nuovamente gli insiemi lN)h defi-
niti in (4.71). Dalle proprieta (4.35), (4.60), (4.72) e dalla limitatezza di 7 si

ottiene
/
-/,

. 1
< % BN < %(h”‘l +|Dpl2) < C (ha2 + —)

Dh hu)h

dx

h b phAT W(y?) dg" h
(R*E*(R") )1ST (E(Lg(y ) — 1)

s () -1 )|

e quest’ultima quantita ¢ infinitesima per la (4.56), dunque segue la (4.73).
In conclusione, quindi, combinando i risultati ottenuti per i termini (A), (B)
e (C), dalla (4.69) si ottiene

- hgh pinty 1Y) SR,
lim [ (R"E"(R")" )13 dx = —/ Eyn'dx (4.74)
h—0 Jq h Q

per ogni n € C}(R) N LY(R) e n(0) = 0. Procedendo analogamente per o,

otteniamo

. h h( ph\T n(y?) =y
lim (R FE (R ) )12 dr = —/ Eyyn'dx. (4.75)

Siano ora ¢ € CZ(R), ¢, € LY(R) e vx(0) = ¢}(0) = 0 per k = 2,3.
Sommando la (4.74) e la (4.75) e scegliendo rispettivamente n = ¢} e n = @b,
dalla (4.54) si ottiene

L
/ Enghy + Engs + faps + fapsdry =0
0
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con ¢ € CE(R), ¢}, € LY(R) e ¢(0) = ¢}.(0) = 0 per k = 2,3. Ragionando

per approssimazione come nel caso a > 3 si ottengono quindi la (1.36) e la

(1.37) per 2 < a < 3.
Settimo passo.

Equazione di Fulero-Lagrange per la funzione di twist.

Per concludere la dimostrazione del teorema, dobbiamo verificare 'ultima

equazione di Eulero-Lagrange del I'-limite. Anche in questo passo é necessario

distinguere i casi a >3 e 2 < a < 3.
Supponiamo inizialmente o > 3.

Sia n € C(R) con n(0) = 0 e poniamo
)= (08 (2) . (2) ).

dove 0" ¢ la funzione introdotta in (4.57).

Tenendo conto che

0 0 0
Vo= 0" (3) 0 (@) 0 ()
o (7)) | MR () 0
otteniamo
0
| R R e | =0 () 0k | o+
Y

(4.76)

(4.77)
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Per semplicita di notazione consideriamo separatamente le tre quantita se-

guenti:
() = [ REER e | 0 (5 )6 | e

) = [0 ey (L) - e (4] ao

(C) = —h/gn(y?) [—fzéh (%) + f30" (%3)] dz.

Consideriamo il termine (A). Osserviamo che, procedendo come nel sesto

passo, abbiamo:

Qh (y_g) n'(yh) L_2> ($3 + Ug)T]l(l’l) per o« = 37
h 1 1’377,(351) per a > 3,

oh (y_g) n/(yh) L_2> (29 + vo)n' (1) per a =3,
1 /
h zon' (1) per o > 3,

Dunque, suddividendo Q in B e Q\ By, e ricordando che E = 0, otteniamo

L
(A) — / —FEn' + Eisn'da.
0

Per quanto riguarda il termine (C), abbiamo che esso é infinitesimo perché,
dalla (4.58),

h h
1< on (e | 2]+ siie | 2] )
L2 12

Studiamo infine (B). Osserviamo preliminarmente che dalla simmetria di E"

segue la simmetria di R"E"(R")T, pertanto

)= [ M ey (4 (L) -4 () a

Di conseguenza, possiamo scrivere (B) come

o e [(5 (1) ) - (-2 (1)
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Ragionando come abbiamo fatto nel sesto passo per la (4.65), si ottiene
dunque che (B) ¢ infinitesimo per h — 0. Riunendo le osservazioni fatte
sui termini (A), (B) e (C), otteniamo la (1.38), ovvero abbiamo verificato
I'ultima equazione di Eulero-Lagrange del I'-limite per o > 3.

Non possiamo utilizzare esattamente lo stesso procedimento per 2 < a < 3
perché, come sottolineato nell’Osservazione 4.1.2, non possiamo garantire la
convergenza in L? della successione §" definita in (4.2). In quest’ultimo caso
possiamo comunque ottenere la (1.38) facendo uso della funzione 0" definita
in (4.57) e delle mappe & per k = 2,3 introdotte nella Proposizione 4.1.2.
A tale scopo modifichiamo la (4.76) definendo

o) = (000 (52— S0 o, o (52 - 000 ),

con n € CH(R) N LY(R), n(0) = 0. Abbiamo che ¢" € CL(R) e ¢"(0) = 0 per
ogni h > 0, inoltre

0
Ve e = | L (M) EY () — 0 (s ) |
L G ) (ERY () + 0 (i) ()
V¢h(yh>62 — U(zﬂ %(iz(yh))e?),
Ve )es = AL ),

Sostituendo ¢" nell’equazione di Eulero-Lagrange (4.33) otteniamo

0

(ea(y™))(ERY (I (yl) — (s (y)n/ () | dot
" (i (y) (ERY (i m(yl) + 0" (ia(y" ) (4

(4.78)
[ M ) — (R R T

/Q(RhEh(Rh)T)elz %d
%%(Zz(y

—@AM%»#ﬁ%( M)+ £ (ia(y"))de = 0.
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Per semplicita di notazione consideriamo separatamente le quattro quantita

seguenti:

0
(A):/Q(RhEh(Rh>T)el: —0"(ua(y"))n' () | de,
0" (ia(y"))n' (y1')
0
(B) = /Q (RMEM(R")D)er | 292 (u5(y™)) (E8) () m(yl)
— 19 (s (y")) (&) (yn ()

(€)= / ) [thh(Rh)T)gQ%ug(y%) — (BB (BN )y T (0 |

(D) = —h / () [ fa0" (t3(y")) + Fo" (in(y") ]

dx,

Consideriamo il termine (A). Osserviamo che, dalle proprieta (4.7) e (4.58),

dalla limitatezza di n, procedendo come nel sesto passo, abbiamo:

0" (. (") (1) — ) (21) in L*(Q) per k = 2, 3.

Dunque, suddividendo €2 in By e Q\ By, otteniamo
L A~ ~
A) — / —ElgT]l -+ Elgnldl’l.
0

Per quanto riguarda il termine (D), abbiamo che esso é infinitesimo perché,
dalla (4.58) e dalla (4.7),

(D) < Ch(l| follzlles(¥™)l |2 + || fsl |2 lia(y") [ 22) < Ch.

Studiamo (C). Osserviamo preliminarmente che dalla simmetria di E" segue
la simmetria di R"E"(R")T, pertanto

h h h
(© = [ IR R (G )~ G 1))

Di conseguenza, possiamo scrivere (C) come

© = [ 2 aymys [ (G —1) + (1- Gt | e
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Ragionando come abbiamo fatto nel sesto passo per la (4.73), si ottiene
che (C) ¢ infinitesimo per h — 0. A questo punto ci rimane solamente

da caratterizzare il termine (B). Proviamo che (B) ¢ infinitesimo, verificando

che
o

tim [ (BB (RY ) S i ()€ G n(o e = 0 per k. € (2,81 # ).
—YJa

Fissiamo k = 2,j = 3 e scriviamo il precedente integrale come somma dei
due termini
L oh b pin T do" h NI h
(B1)= | F(RENEY oy ( Gr(au") ~ 1) (€) W m(w})d,

)= [ LSBT V),

hl—e he 1
con 0 < € < a—2. Procedendo come nella dimostrazione dell’equazione (4.73)
si ha che il termine (B.1) ¢ infinitesimo. Per quanto riguarda il termine (B.2),
si osserva che, se consideriamo una successione (1) C CL(R), con ¢"(0) = 0 e
|[¢"|| oo (r) < C per ogni h > 0, allora ¢ possibile utilizzare le mappe ¢"(z1)es

come funzioni test nell’equazione di Eulero-Lagrange (4.33), ottenendo
RhEh Rh T RhEh Rh
[ R Gy e = | [ FELEE 90ty thas
Q

hl—e
< Che| follL2(@) — 0.

- /Q B fot () de

D’altra parte, scegliendo per ogni h > 0:

VP () = /0 %n(s)d& (4.79)

si ha che la regolarita della mappe 9", la limitatezza delle loro derivate e la,
condizione nell’origine sono immediate dalla definizione (4.79). Per quanto
riguarda 'uniforme limitatezza delle mappe, dalla (4.8) ed essendo n € L'(R),
si ottiene

||| < CR*27¢||n||2 < C per ogni h > 0

e dunque (B.2) ¢ infinitesimo. Analogamente si ha considerando k = 3, j = 2.

Riunendo le osservazioni fatte sui termini (A), (B), (C) e (D), otteniamo la
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(1.38), ovvero abbiamo verificato I'ultima equazione di Eulero-Lagrange del

[-limite per 2 < a < 3. O
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