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1. Einleitung

Diese Arbeit ist der numerischen Behandlung eines Phänomens gewidmet, das bei
der Ausbreitung von Wellen in inhomogenen Medien vorkommt: Die Streuung. Im
einfachsten Fall kann man sich darunter eine Wasserwelle vorstellen, die auf einen
festen Gegenstand, wie z.B. einen Stein oder ein Schiff trifft, diesen umfließt und
dabei interessante Muster ausbildet.

Ein weiteres anschauliches Beispiel ist die Ausbreitung von Straßenlärm. Mit spe-
ziellen Lärmschutzwänden wird an vielen Autobahnen versucht, die Schallwellen zu
dämpfen, um so die Lärmbelastung der Anwohner so weit wie möglich zu reduzie-
ren. Dass dennoch eine Lärmbelastung nie ganz vermieden werden kann, liegt an
Streu- bzw. Beugungsphänomenen. Selbst wenn der direkte Weg zwischen Autobahn
und Wohnhäusern durch die Wand versperrt ist, so pflanzt sich der Schall durch den
Boden oder auch durch den Luftraum oberhalb der Mauer fort und erreicht somit
indirekt die Häuser.

Solche akustischen Wellen lassen sich mit Hilfe des Druckes p(x, t) als Lösungen der
skalaren Wellengleichung

∆xp(x, t) +
1

c(x)2

∂2

∂t2
p(x, t) = f(x, t) (1.1)

beschreiben. c(x) ist dabei die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle und f(x, t)
die Quelle oder Anregung der Welle. Wenn wir die Anregung als zeitharmonisch
annehmen, d.h. f(x, t) = <{l(x)e−iκt} mit der Frequenz κ > 0, so ist auch

p(x, t) = <{u(x)e−iκt}, (1.2)

und u löst die skalare Helmholtz-Gleichung

∆u +
κ2

c2
u = l. (1.3)

Diese Gleichung steht im Zentrum der vorliegenden Arbeit und beschreibt das Verhal-
ten von skalaren Wellen. Von besonderem Interesse ist die Abhängigkeit der Lösung u
von der Frequenz κ bei gleichbleibender Ausbreitungsgeschwindigkeit c(x) und Anre-
gung l. Üblicherweise treten bei bestimmten Frequenzen κ besonders starke oder auch
ungewöhnliche Reaktionen des Systems aufgrund der Anregung durch l auf. Solche
Frequenzen werden Resonanzfrequenzen genannt.
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1. Einleitung

Abbildung 1.1.: 2 Wellenleiter mit quadratischem Einschluss aus [Ham02] bei unter-
schiedlichen Frequenzen

Physikalische Motivation

In Abbildung 1.1 ist ein Beispiel aus dem Bereich der integrierten optischen Bauteile
dargestellt, bei dem zwei Wellenleiter über einen quadratischen Einschluss des Hin-
tergrundmediums aneinander gekoppelt werden. Wenn in dem unteren Wellenleiter
eine geeignete Welle mit einer von κ abhängigen Frequenz κx2 entlangläuft, so springt
diese auf den oberen Wellenleiter über, wenn κ eine Resonanzfrequenz des Systems
ist. Für andere Frequenzen ist dieses Verhalten, wie Abbildung 1.2 zu entnehmen ist,
sehr schwach ausgeprägt. Der Einschluss wirkt somit als Frequenzfilter, da nur Wel-
len mit bestimmten Resonanzfrequenzen durchgelassen werden. In [Ham07] werden
weitere Beispiele solcher Einschlüsse und deren Optimierung vorgestellt.

In diesem Beispiel sind die Resonanzfrequenzen gewollt und deren Ausnutzung we-
sentlicher Bestandteil der Bauteile. Ähnlich ist dies bei den in [Sch07a] vorgestellten
eindimensionalen Problemen in der Röntgen-Spektroskopie. Dort wird auf Basis der
Theorie von [LVLH92] und der in dieser Arbeit vorgestellten Hardy-Raum Metho-
den die Abhängigkeit der Lösung in einer Umgebung um die Resonanzfrequenzen
untersucht.

Im Gegensatz dazu sind die in [HHKS07] untersuchten Resonanzfrequenzen an den
Flügeln eines Flugzeuges ungewollt und störend. In [PPAGD03] wurde über eine Mes-
sung des Lärmspektrums eines solchen Flügels in einem Windkanal berichtet. Das
Spektrum zeigt deutlich ausgeprägte Spitzen des Lärmpegels bei bestimmten Fre-
quenzen. Um die Lärmbelastung der Anwohner von Flughäfen so gering wie möglich
zu halten, wäre es sinnvoll, solche Resonanzfrequenzen weitestgehend zu vermeiden.

Das wohl bekannteste und am besten dokumentierte Beispiel einer Resonanzkata-
strophe ist der Einsturz der auch unter dem Spitznamen ,,Galloping Gertie” bekann-
ten Tacoma-Narrows-Brücke am 7.11.1940. Die erst 7 Monate vorher eingeweihte
Hängebrücke hatte sich immer wieder bei leichten, aber konstanten Seitenwinden
aufgeschaukelt, weil sich auf der dem Wind abgewandten Seite Wirbel ausbildeten,
die sich in regelmäßigen Abständen von der Brücke ablösten. Dadurch verursachten

2



1. Einleitung

Abbildung 1.2.: Austrittsenergie an den Enden der Wellenleiter aus Abb. 1.1 in
Abhängigkeit von der Frequenz, berechnet mit dem Beispielskript
aus [BKSZ03]

sie eine zeitharmonische Anregung, die unglücklicherweise in der Resonanzfrequenz
der Brücke erfolgte (siehe [BS91, Lar00]). Nach diesem Einsturz wurden neue Brücken
häufig im Windkanal getestet, um solchen Katastrophen vorzubeugen.

Ebenfalls mit Resonanzfrequenzen in Verbindung gebracht wird der Einsturz einer
Brücke in Angers (1850), als sie von französischen Soldaten im Gleichschritt pas-
siert wurde. Obgleich nicht nachgewiesen ist, dass der Einsturz tatsächlich auf ei-
ne durch den Gleichschritt der Soldaten angeregte Resonanzfrequenz der Brücke
zurückzuführen ist, überqueren seitdem Soldaten Brücken häufig nicht im Gleich-
schritt.

Auch wenn die beiden Beispiele für Resonanzkatastrophen bei Brücken nicht mit den
in dieser Arbeit vorgestellten Methoden für skalare Probleme behandelbar sind, so
veranschaulichen sie die physikalische Bedeutung von Resonanzfrequenzen.

Mathematische Formulierung

Auch aus mathematischer Sicht spielen Resonanzfrequenzen eine wesentliche Rolle
bei der Frage der Lösbarkeit der Helmholtz-Gleichung (1.3). So ist die Helmholtz-
Gleichung auf beschränkten Gebieten mit c ≡ 1 genau dann eindeutig lösbar, wenn κ2

kein Eigenwert des negativen Laplace-Operators ∆ ist. Da sich dem Laplace-Operator
auf beschränkten Gebieten ein selbstadjungierter Operator zuordnen lässt, sind diese
Eigenwerte alle reell.

Auf unbeschränkten Gebieten der Form Ω = Rd \K mit einer kompakten Teilmenge
K des Rd ist dagegen die Helmholtz-Gleichung bei geeigneter rechter Seite für alle

3



1. Einleitung

positiven Frequenzen κ eindeutig lösbar. Die Eigenwerte κ2 von

− c2∆u = κ2 u auf Ω, (1.4a)

u|∂K = 0 auf ∂K, (1.4b)

u erfüllt eine Ausstrahlungsbedingung (1.4c)

sind in diesem Fall komplex, und deren Wurzeln mit positivem Realteil werden nach
der Theorie von [LP67] Resonanzen genannt. Der Realteil dieser Resonanzen ent-
spricht den Resonanzfrequenzen, während der Imaginärteil als Maß für die Dämpfung
angesehen werden kann. Äquivalente Definitionen der Resonanzen über Pole der me-
romorphen Fortsetzung der Resolvente sind z.B. in [HS96] zu finden.

Besonderes Augenmerk ist auf die Wahl der Funktionenräume für die zu den Eigen-
werten gehörigen Eigenfunktionen u zu richten. In [HS96] wird nachgewiesen, dass der
Laplace-Operator auf dem Sobolev-Raum H2(R) der reellen Achse keine Eigenwerte
besitzt. Dies ist kein Widerspruch zur Existenz von Resonanzen nach [LP67], da die
Eigenfunktionen dort zwar eine bestimmte Ausstrahlungsbedingung erfüllen, jedoch
nicht notwendig in H2(R) liegen müssen.

Es erscheint sinnvoll an die Eigenfunktionen eine Ausstrahlungsbedingung zu stellen,
denn zur eindeutigen Lösbarkeit der Helmholtz-Gleichung auf beschränkten Gebieten
werden Randbedingungen an die Lösung u auf den Rändern des Gebietes benötigt.
In diesem Fall liegt ein Teil des Randes im Unendlichen und eine ,,Randbedingung”
im Unendlichen beschreibt das Verhalten der Lösung für große Argumente. Für die
vorliegende Arbeit sind solche Ausstrahlungsbedingungen von entscheidender Bedeu-
tung.

Betrachten wir zunächst eine dreidimensionale Kugelwelle der Form

u±(x) =
e±i κ

c
|x|

|x|
, x ∈ R3, κ > 0, c > 0 konstant. (1.5)

u± ist eine Lösung der Helmholtz-Gleichung und mit (1.2) ist der zugehörige Druck
rotationssymmetrisch

p±(x, t) = p±(|x|, t) =
cos
(

κ
c
(±|x| − ct)

)
|x|

. (1.6)

Es gelten die Relationen

p+(|x|+ c, t + 1) =
|x|

|x|+ c
p+(|x|, t), p−(|x| − c, t + 1) =

|x|
|x| − c

p−(|x|, t), |x| > c.

(1.7)
Im ersten Fall hat sich der Druck nach einem Zeitschritt um c nach außen bewegt und
dabei um den Faktor |x|

|x|+c
< 1 abgeschwächt, während sich im zweiten Fall der Druck

auf den Nullpunkt zubewegt und dabei immer mehr zunimmt. Für p− ist somit im
Nullpunkt eine Senke mit unendlich hohem Druck. Physikalisch wesentlich sinnvoller
ist p+, da dort der Nullpunkt als Quelle der Kugelwelle betrachtet werden kann und
die Kugelwelle sich mit der Geschwindigkeit c von dieser entfernt.
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1. Einleitung

Ausgehend von dieser Beobachtung kann eine Ausstrahlungsbedingung für die Di-
mensionen d = 1, 2, 3 und κ > 0 definiert werden durch

lim
|x|→∞

|x|
d−1
2

(
∂

∂|x|
− i

κ

c

)
u(x) = 0 gleichmäßig in

x

|x|
. (1.8)

(1.8) heißt Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung. u+ erfüllt diese Ausstrahlungs-
bedingung, u− dagegen nicht. Genauere physikalische Begründungen für beliebige,
ausstrahlende Wellen sind z.B. in [Jon86] zu finden.

Im Falle der oben angesprochenen komplexen Resonanzen ist diese Ausstrahlungsbe-
dingung nicht sinnvoll, da für d = 2, 3 und κ mit negativem Imaginärteil die Funktion
u− und nicht die Funktion u+ (1.8) erfüllt. Für diese Fälle existieren äquivalente
Ausstrahlungsbedingungen, z.B. über eine Reihendarstellung von u in Form von
(sphärischen) Hankel-Funktionen H(1)

ν erster Art [CK98, Jon86, Wat95]

u(x) =
∞∑

n=0

cnH(1)
ν(n)

(κ

c
|x|
)

Φn

(
x

|x|

)
, (1.9)

wobei Φn ein Orthonormalsystem des Laplace-Beltrami-Operators auf der (d − 1)-
dimensionalen Einheitssphäre ist.

Alternativ kann auch die sogenannte Polbedingung [SD95, Sch02, HSZ03a] verwendet
werden, welche die theoretische Grundlage der in dieser Arbeit vorgestellten numeri-
schen Methoden zur Berechnung von Resonanzen bildet. Auslaufende Wellen werden
dabei anhand deren Laplace-Transformierten in radialer Richtung charakterisiert. Der
Name der Bedingung resultiert aus dem eindimensionalen Fall. Dort hat die Laplace-
Transformierte einer Lösung der Helmholtz-Gleichung eine meromorphe Fortsetzung
auf C mit zwei zueinander konjugierten Polen: Der Pol mit positivem Imaginärteil
repräsentiert eine auslaufende Welle, der mit negativem Imaginärteil eine einlaufen-
de Welle. In höheren Dimensionen ist eine Welle genau dann auslaufend, wenn die
Laplace-Transformierte eine holomorphe Fortsetzung auf die negative imaginäre Halb-
ebene besitzt.

Diese Formulierung einer Ausstrahlungsbedingung ist, ähnlich wie die Formulierung
über die (sphärischen) Hankel-Funktionen, vom numerischen Standpunkt aus unhand-
lich. Mit den Ergebnissen aus [HSZ03a] lässt sich nachweisen, dass die Einschränkung
auf R der holomorphen Fortsetzung der Laplace-Transformierten einer auslaufenden
Welle im Hardy-Raum H−(R) liegt.

Funktionen aus H−(R) können nach [Har15, Dur70, Hof62] als L2-Randfunktionen
von in der negativen imaginären Halbebene holomorphen Funktionen aufgefasst wer-
den. Es lässt sich zeigen, dass H−(R) mit Hilfe der Möbius-Transformation unitär
auf den Hardy-Raum H+(S1) abgebildet werden kann, der analog zu H−(R) aus L2-
Randwerten von auf der komplexen Einheitsscheibe holomorphen Funktionen besteht.
Für diesen Raum existiert mit den Monomen {z0, z1, ...} eine einfache, bezüglich des
L2-Innenproduktes orthogonale Basis.
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1. Einleitung

Numerische Verfahren

Numerisch kann dies durch Transformation der Helmholtz-Gleichung in diesen Raum
genutzt werden, und es entsteht eine neue Klasse von numerischen Verfahren zur
Lösung von Streu- und Resonanzproblemen. In [HSZ02, Sch02, SHK+07] werden eini-
ge auf der Polbedingung basierende Verfahren zur numerischen Lösung der Helmholtz-
Gleichung ohne Verwendung der Hardy-Räume vorgestellt; zeitabhängige Probleme
werden in [RSSZ07] mit Hilfe der Hardy-Räume behandelt.

Die in der vorliegenden Arbeit vorgestellten Hardy-Raum Infiniten Elemente Me-
thoden (HSIEM) sind in [HN07] zusammengefasst. Sie ähneln in der Struktur den
klassischen Infinite Elemente Methoden [DI01, DG98, Ihl98], welche auf der Ausstrah-
lungsbedingung (1.9) beruhen. Diese Methoden sind aufgrund des κ im Argument der
(sphärischen) Hankel-Funktionen im Gegensatz zu den HSIEM nichtlinear in κ2 und
führen deshalb bei der numerischen Berechnung von Resonanzprobeblemen (1.4) auf
nicht-lineare Eigenwertprobleme.

In [LVLH92] werden zwar auf ähnliche Weise Resonanzprobleme gelöst, der Auf-
wand ist jedoch sehr groß. Ebenfalls auf nichtlineare Eigenwertprobleme führen die
in [LVLH92] auch verwendeten Randelementmethoden [GKW03, SS04], bei denen
von zentraler Bedeutung ist, dass das Rechengebiet Ω außerhalb eines künstlichen
Schnittrandes homogen, d.h. c ≡ konst., ist. Auf diesem Schnittrand können dann
Integraldarstellungen der ausstrahlenden Lösung abgeleitet werden [CK98, Kre99].

Andere häufig bei Streuproblemen verwendete Methoden, wie z.B. lokale, absorbie-
rende Randbedingungen [BGT82, EM77, Giv91, GK95], sind zum großen Teil nicht
bei Resonanzproblemen anwendbar, weil sie für κ mit negativem Imaginärteil die
Ausstrahlungsbedinung nicht hinreichend nachbilden.

Die hier verwendeten Hardy-Raum Methoden führen dagegen zu linearen Eigenwert-
problemen und können auch auf inhomogene Außenräume wie in Abbildung 1.1 ange-
wendet werden. Vorgestellt werden zwei unterschiedliche Varianten: Die oben bereits
erwähnte Infinite Elemente Methode und eine Art Linienmethode.

Letztere erinnert an die bei zeitabhängigen Problemen häufig verwendeten Linien-
methoden [GR94, KA00], da sie x ∈ Ω in eine radiale Variable r = |x| und eine
winkelartige x̂ = x

|x| trennt und beide in unterschiedlicher Art und Weise behandelt.
Die Anteile bezüglich x̂ werden mit einer üblichen Finiten Elemente Methode behan-
delt, während die Anteile bezüglich r in den Hardy-Raum H+(S1) transformiert und
dort auf die Lineare Hülle der ersten Nr + 1 Basisfunktionen {z0, ..., zNr} projiziert
werden.

Die HSIEM ist eine spezielle Finite Elemente Methode: Die Helmholtz-Gleichung
wird mit geeigneten Testfunktionen multipliziert und über das unbeschränkte Re-
chengebiet Ω integriert. Nach einer partiellen Integration zur Reduktion der Ablei-
tungsordnung wird das entstehende Integral in Polarkoordinaten überführt und die
radialen Anteile in den Hardy-Raum H+(S1) transformiert. So entsteht ein Variati-
onsproblem, welches mit Hilfe einer Galerkin-Methode diskretisiert werden kann. Im
Hardy-Raum H+(S1) werden dazu wie bei der Linienmethode die trigonometrischen
Monome als Ansatzfunktionen verwendet.
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1. Einleitung

Mit den Ergebnissen dieser Arbeit kann die HSIEM auch als eine Art Perfectly
Matched Layer (kurz PML) Methode aufgefasst werden. In ihr wird die ausstrah-
lende Lösung der Helmholtz-Gleichung in radialer Richtung derart gedämpft, dass
die gedämpfte Lösung exponentiell abfällt. An einem zu wählenden Schnittrand wird
schließlich eine einfache Dirichletsche oder Neumannsche Nullrandbedingung gesetzt
und so das unbeschränkte Gebiet auf ein beschränktes zurückgeführt, welches mit den
üblichen Finite Elemente Methoden behandelt werden kann.

Die Idee der PML Methode ist auf eine unter dem Namen complex rescaling [Moi98]
in der Molekularphysik bekannte Methode zurückzuführen. Bérénger hat in [Ber94]
die PML Methode auf elektromagnetische Wellen angewandt, und in [CM98, BP07,
HSZ03b] wurde die Konvergenz der Methode für elektromagnetische bzw. akustische
Streuprobleme nachgewiesen. In [HSZ03b] wurde zudem unter bestimmten Voraus-
setzungen die Äquivalenz der PML Methode, bzw. der dazu verwendeten Ausstrah-
lungsbedingung, mit der Polbedingung gezeigt.

Die PML Methode ist zur Zeit die wohl am meisten verwendete Methode zur nume-
rischen Lösung von Streuproblemen [ZKSS06, BHNPR06, CL05] und auch Resonanz-
problemen [HHKS07, HSS+04, ZBKS06, ZBK+05] mittels Finiter Elemente Metho-
den. Aufgrund der Vielzahl der zu wählenden Parameter wie des Dämpfungstensors
und des Abschneiderands müssen die Ergebnisse in jedem Fall kritisch überprüft
werden. Wenn z.B. der Abschneiderand zu eng um das zu betrachtende Gebiet gelegt
wird, ist die gedämpfte Lösung noch nicht weit genug auf 0 abgefallen, und der Fehler
durch eine Dirichletsche Nullrandbedingung ist relativ groß.

Eine gute Alternative dazu bilden die in dieser Arbeit vorgestellten Hardy-Raum
Methoden, da sie keinen Abschneiderand benötigen, sondern immer das komplette
Rechengebiet behandeln.

Gliederung der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich in 7 Teile. Nach dieser Einleitung wird im 2. Kapitel die nume-
rischen Lösung der Helmholtz-Gleichung auf beschränkten Gebieten mittels Finiter
Elemente Methoden vorgestellt. Im letzten Abschnitt des Kapitels werden Eigenwert-
probleme behandelt, die das Analogon auf beschränkten Gebieten zu den Resonanz-
problemen auf unbeschränkten Gebieten bilden.

Im 3. Kapitel folgt die Erweiterung der Probleme auf unbeschränkte Gebiete mit
einigen klassischen Resultaten zur Streutheorie und einigen der bereits angespro-
chenen numerischen Verfahren zur Behandlung des unbeschränkten Gebietes. Diese
sind unter dem Namen Transparente Randbedingungen zusammengefasst. Ebenso ge-
bräuchlich in der Literatur sind die Namen absorbierende oder nicht-reflektierende
Randbedingungen. Den Schluss des Kapitels bilden theoretische Aussagen über Re-
sonanzprobleme bei Helmholtz-Problemen, ohne auf deren numerische Behandlung
einzugehen.

Zu Beginn des 4. Kapitels werden theoretische Grundlagen zur Polbedingung zu-
sammengefasst und in den Kontext von Hardy-Räumen gestellt. Anschließend wird

7



1. Einleitung

die nötige Transformation der Helmholtz-Gleichung in den Hardy-Raum H+(S1)
erläutert und auf dieser Basis die Linienmethode HSLM vorgestellt.

Das 5. Kapitel beschreibt die Hardy-Raum Infinite Elemente Methode (HSIEM) als
Galerkin-Methode, basierend auf einer Variationsformulierung des Streu- bzw. Reso-
nanzproblems. Dazu wird anhand eines eindimensionalen Problems erläutert, wie sich
die auftretenden unendlichen Integrale in den Hardy-Raum H+(S1) transformieren
lassen. In höheren Dimensionen treten durch die Transformation auf Polarkoordina-
ten technische Schwierigkeiten auf, die im zweiten Unterabschnitt des Kapitels be-
handelt werden. Bei der nachfolgenden Erläuterung der Assemblierung der durch die
der Galerkin-Methode entstehenden Matrizen dient ebenfalls der eindimensionale Fall
als Veranschaulichung der etwas komplizierten Behandlung des Variationsproblems in
höheren Dimensionen. Im letzten Abschnitt des Kapitels werden Konvergenzaussagen
zur HSIEM vorgestellt.

Die Hardy-Raum Methoden wurden in unterschiedlichen Programmpaketen imple-
mentiert und getestet. Von diesen Tests finden sich im 6. Kapitel einige Beispiele. Ei-
ne in Matlab [The71] programmierte Version dient hauptsächlich zu Tests bezüglich
der Konvergenzordnung der Verfahren und der Kondition der entstehenden Matrizen.
Eine spezielle symmetrische Variante der HSIEM wurde in NGsolve [Sch07b], einem
Finite Elemente Programm basierend auf dem Gittergenerator netgen [Sch97], imple-
mentiert. Diese Variante ist ohne weitere Probleme auch in andere Finite-Elemente
Programme zu integrieren, bleibt jedoch auf spezielle, homogene Außenräume be-
schränkt. Um Beispiele wie in Abbildung 1.1 berechnen zu können, ist eine etwas
aufwendigere Methode in das Programm JCMWave [JCM08] integriert worden.

Den Schluss der Arbeit bildet in Kapitel 7 die Zusammenfassung der vorgestellten Ver-
fahren mit einer Erörterung der Vor- und Nachteile sowie einen Ausblick auf mögliche
Erweiterungen und Verbesserungen.
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2. Helmholtz Probleme auf
beschränkten Gebieten

Es sei G ⊂ Rd eine offene, beschränkte Teilmenge des Rd mit Lipschitz-Rand ∂G.
Ein solcher Rand ∂G kann durch endlich viele offene Mengen Ui überdeckt werden,
∂G ∩ Ui ist der Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion und G ∩ Ui liegt jeweils auf
einer Seite dieses Graphen (vergleiche [Alt99, A 6.2]). G wird kurz als Lipschitz-
Gebiet bezeichnet. Analog können Ck-Gebiete definiert werden, wenn ∂G ∩ Ui der
Graph einer k-mal stetig differenzierbaren Funktion ist.

Seien weiter κ ∈ C eine Wellenzahl mit positivem Realteil <(κ) > 0 und u : G → C
eine Lösung der (skalaren) Helmholtz-Gleichung

−∆u(x)− κ2u(x) = l(x), x ∈ G. (2.1)

Ist u ∈ C2(G), d.h. auf G zweimal stetig differenzierbar, so ist der Laplace-Operator
∆ in kartesischen Koordinaten xj durch ∆ :=

∑d
j=1 ∂2

xj
wohldefiniert. In diesem Fall

wird u eine klassische Lösung von (2.1) genannt. In dem nächsten Abschnitt werden
wir an u schwächere Regularitätsvoraussetzungen stellen und den Laplace-Operator
entsprechend im schwachen Sinne interpretieren.

Zusätzlich zu (2.1) stellen wir an u folgende Randbedingungen

(D) u|∂G(x) = 0, x ∈ Γ ⊂ ∂G, (2.2a)

(N) ∂u
∂ν

∣∣
∂G

(x) = 0, x ∈ ∂G \ Γ. (2.2b)

ν ist dabei der nach außen gerichtete Normalenvektor, der nach [Alt99, A 6.5(3)] für
Lipschitz-Gebiete fast überall existiert. Zur Vermeidung von Schwierigkeiten an den
Rändern von Γ und ∂G\Γ sei ∂Γ = 0, d.h. der Rand ∂G zerfällt in zwei disjunkte Teil-
mengen. Wir werden auf die Eindeutigkeit dieses Problems im letzten Abschnitt dieses
Kapitels eingehen, da diese mit den dort dargestellten Eigenwertproblemen zusam-
menhängt. Es wird sich herausstellen, dass der Laplace-Operator auf beschränkten
Gebieten höchstens abzählbar viele, reelle Eigenwerte besitzt und dass die Gleichung
(2.1) mit den Randbedingungen (2.2) genau für diejenigen κ nicht eindeutig lösbar
ist, die Wurzeln der Eigenwerte des Laplace-Operators sind.

Bemerkung 2.1. Die Wahl von homogenen Randbedingungen ist keine wesentliche
Einschränkung: Sei v Lösung von (2.1) mit v|∂G = gd auf Γ und ∂v

∂ν
|∂G = gn auf

∂G \ Γ. Sofern die Funktionen gd und gn und der Rand ∂G hinreichend glatt sind,
existiert eine Funktion u∗ ∈ C2(G), die diese Randbedingungen erfüllt. u := u∗ − v
ist dann eine Lösung von (2.1) mit l̃ := −l −∆u∗ − κ2u∗ und den Randbedingungen
(2.2).
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2. Helmholtz Probleme auf beschränkten Gebieten

Bemerkung 2.2. Die Helmholtz-Gleichung (2.1) beschreibt das Verhalten von ska-
laren Wellen in homogenen Medien. Eine wesentlich allgemeinere Formulierung ist

−∇ · A(x)∇u(x) + b(x) · ∇u(x) + c(x)u(x) = l(x) (2.3)

mit A : Rd → Cd×d, b : Rd → Cd und c : Rd × C → C. Unter bestimmten Voraus-
setzungen an die Koeffizientenfunktionen A, b und c wie z.B. Glattheitsbedingungen
lassen sich auch solche Gleichungen mit der in den nächsten Kapiteln dargestellten
Theorie behandeln. Insbesondere sollte A gleichmäßig positiv definit sein, d.h. es exis-
tiert eine Konstante C > 0 unabhängig von x ∈ Rd, sodass ξ>A(x)ξ ≥ C‖ξ‖2 für alle
ξ ∈ Rd. In diesem Falle ist (2.3) eine elliptische Differentialgleichung.

Wir werden in diesem sowie auch in den nächsten Kapiteln die einfachere Gleichung
(2.1) betrachten und auf eine Darstellung der allgemeinen Theorie und Numerik el-
liptischer Differentialgleichungen verzichten.

2.1. Sobolev-Räume

Zur Vorbereitung der numerischen Behandlung des vorgestellten Problems mittels Fi-
niter Elemente Methoden (FEM) ist es notwendig, an die Lösung u von (2.1) schwächere
Regularitätsanforderungen zu stellen. Dazu interpretieren wir zunächst den Laplace-
Operator im schwachen Sinne: Sei ein Multiindex α ∈ Nd

0 mit zugehöriger klassischer

Ableitung Dα :=
(

∂
∂x1

)α1

· · ·
(

∂
∂xd

)αd

gegeben. Die Funktion f ∈ L2(G) besitzt eine

schwache Ableitung, wenn eine Funktion g ∈ L2(G) existiert mit∫
G

g(x)v(x)dx = (−1)|α|
∫

G

f(x) (Dαv) (x)dx, v ∈ C∞
0 (G). (2.4)

Sofern g ∈ L2(G) existiert, definieren wir Dαf := g. Mit Hilfe der partiellen Integra-
tion ist diese Definition im Falle hinreichender Regularität von f äquivalent mit der
klassischen Ableitung, da die Testfunktionen v ∈ C∞

0 (G) auf ∂G verschwinden. Auf
diese Weise kann der Laplace-Operator im schwachen Sinne aufgefasst werden und es
genügt, dass u ∈ H2(G) mit dem Sobolev-Raum

Hk(G) := {f ∈ L2(G) | Dαf ∈ L2(G), α ∈ Nd
0 mit |α| ≤ k}. (2.5)

In diesem Fall wird u starke Lösung von (2.1) genannt. Mit dem Innenprodukt

(f, g)0 :=

∫
G

f(x)g(x)dx, f, g ∈ L2(G),

(f, g)k :=
∑
|α|≤k

(Dαf, Dαg)0, f, g ∈ Hk(G), k ∈ N
(2.6)

und der dazugehörigen kanonischen Norm

‖f‖k :=
√

(f, f)k, f ∈ Hk, k ∈ N0 (2.7)

10



2.2. Variationsformulierung

wird Hk(G) zu einem Hilbert-Raum. Die Theorie der Sobolev-Räume bildet die Ba-
sis für FEM. Zusammenfassungen dieser Theorie finden sich deshalb in den meisten
Werken zu FEM (siehe z.B. [GR94, §3.2], [Hac96, §6.2] oder [BS02, §1]), weiterge-
hende Darstellungen z.B. in [Ada75], [McL00, §3] und [RR93, §6.4]. Wir werden an
dieser Stelle auf eine Darstellung der Theorie verzichten und an den entsprechenden
Stellen auf die Literatur verweisen. Es sei jedoch erwähnt, dass es weitere Defini-
tionen der Sobolev-Räume über dicht liegende Teilmengen oder auch mit Hilfe der
Fourier-Transformation A.1 gibt. Unter bestimmten Voraussetzungen an ∂G sind die-
se äquivalent (siehe [McL00, Theorem 3.30] für Lipschitz-Gebiete G).

Die Definition von Sobolev-Räumen auf dem Rand von Lipschitz-Gebieten wird z.B.
in [McL00, §3, Seite 96ff] dargestellt. Diese sind notwendig, um Randfunktionen u|∂G,
wie sie in (2.2) auftauchen, sinnvoll zu definieren. Es gilt

Satz 2.3 (Spuroperator). Sei G ein Lipschitz-Gebiet. Dann existiert ein eindeutiger,
stetiger Operator

T : H1(G) → H1/2(∂G) mit Tf := f |∂G, f ∈ C(G) ∩H1(G). (2.8)

Beweis. Siehe dazu [McL00, Theorem 3.37] oder [RR93, Theorem 6.109] mit stärkeren
Regularitätsanforderungen an ∂G. Unter diesen gilt dann allgemeiner

T : Hs(G) → Hs−1/2(∂G), s >
1

2
.

2.2. Variationsformulierung

Ähnlich wie bei der Definition der schwachen Ableitung (2.4) multiplizieren wir (2.1)
mit Testfunktionen v, integrieren über das Grundgebiet G und nutzen die partielle
Integration∫

G

(
∇u(x) · ∇v(x)− κ2u(x)v(x)

)
dx =

∫
G

l(x)v(x)dx +

∫
∂G

∂u

∂ν
(s)v(s)ds. (2.9)

Wir setzen die Gültigkeit der Formel zur partiellen Integration, bzw. in diesem Fall
der Greenschen Formel, voraus. Für Lipschitz-Gebiete ist diese z.B. in [McL00, Lem-
ma 4.1] bewiesen. Während die natürliche Randbedingung (2.2b) im Randintegral
berücksichtigt wird, bestimmt die wesentliche Randbedingung (2.2a) den Funktio-
nenraum für die Funktionen u und v:

X := {f ∈ H1(G) | Tf(x) = 0, x ∈ Γ}. (2.10)

Satz 2.4. Sei u ∈ H2(G) eine Lösung von (2.1) mit den Randbedingungen (2.2) und
l ∈ L2(G). Dann löst u ∈ X das Variationsproblem

a(u, v)− κ2b(u, v) = l∗(v), v ∈ X (2.11)
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2. Helmholtz Probleme auf beschränkten Gebieten

mit den Sesquilinearformen

a(f, g) :=

∫
G

∇f(x) · ∇g(x)dx und b(f, g) :=

∫
G

f(x)g(x)dx (2.12)

sowie dem antilinearen, stetigen Funktional l∗ mit l∗(f) :=
∫

G
l(x)f(x)dx.

Eine Lösung u von (2.11) wird schwache Lösung genannt. Es ist b(f, g) = (f, g)0.

Lemma 2.5 (Sesquilinearform). Für eine stetige Sesquilinearform s auf X × X
existiert ein eindeutig bestimmter, linearer und stetiger Operator S : X → X mit
s(u, v) = (Su, v)1 und die Gleichung s(u, v) = l∗(v) ist genau dann für ein beliebiges
antilineares, stetiges Funktional l∗ eindeutig lösbar, wenn S invertierbar ist.

Beweis. Eine Sesquilinearform s ist linear im ersten Argument und antilinear im
zweiten Argument, d.h. s(λf, g) = λs(f, g) und s(f, λg) = λs(f, g). Da jedem g ∈ X
durch sg(f) := s(f, g) ein lineares, stetiges Funktional sg ∈ X ′ zugeordnet werden
kann, folgt mit dem Rieszschen Darstellungssatz (siehe [Heu75, Satz 66.1]) die Exis-
tenz eines stetigen, linearen Operators S̃ mit s(f, g) = (f, S̃g)1 und der zu S̃ adjun-
gierte Operator S := S̃∗ erfüllt den ersten Teil der Behauptung. Analog existiert ein
l ∈ X mit l∗(f) = (l, f)1, wenn der Riezsche Darstellungssatz auf das stetige, lineare
Funktional l̃(f) := l∗(f) = (f, l)1 = (l, f)1 angewandt wird. Es gilt

s(u, v) = (Su, v)1 = (l, v)1 = l∗(v), v ∈ X ⇔ Su = l in X.

Damit ist die Lösbarkeit der Gleichung s(u, v) = l∗(v) auf die Invertierbarkeit von S
zurückgeführt.

Definition 2.6 (X-Elliptizität, X-Koerzivität). Eine Sesquilinearform s heißt X-
elliptisch, falls sie auf X ×X stetig ist und eine Konstante C > 0 existiert mit

< (s(f, f)) ≥ C‖f‖2
1, f ∈ X. (2.13)

Eine Sesquilinearform s heißt X-koerzitiv, falls sie auf X×X stetig ist und Konstan-
ten C1 > 0 und C2 > 0 existieren mit

< (s(f, f)) ≥ C1‖f‖2
1 − C2‖f‖2

0, f ∈ X. (2.14)

Folgendes Lemma garantiert für X-elliptische Sesquilinearformen die eindeutige Lös-
barkeit des zugehörigen Variationsproblems (zum Beweis siehe [Alt99, Satz 4.2]).

Lemma 2.7 (Lax-Milgram). Sei (V, (•, •)V ) ein Hilbert-Raum und s eine V -ellip-
tische Sesquilinearform. Dann existiert für alle antilinearen, stetigen Funktionale l∗

eine eindeutige Lösung u ∈ V des Variationsproblems

s(u, v) = l∗(v), v ∈ V, (2.15)

und die Lösung hängt stetig von l∗ ab.
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2.3. FE -Diskretisierung

Bemerkung 2.8. Ungleichung (2.14) wird auch G̊ardingsche Ungleichung genannt
und stellt eine Abschwächung der X-Elliptizität dar. Da eine stetige, kompakte Einbet-
tung E : H1(G) → L2(G) mit adjungiertem Operator E∗ : L2(G) → H1(G) existiert
(vgl. [McL00, Theorem 3.27]), ermöglicht sie den Zugang zur Riesz-Fredholm Theo-
rie, angewendet auf S = (S + C2E

∗E) − C2E
∗E, wobei der erste Term X-elliptisch

und der zweite kompakt ist.

Die Anwendung der Riesz-Fredholm Theorie ist für die nächsten beiden Abschnitte
von entscheidender Bedeutung, da a− κ2b für κ > 0 nicht X-elliptisch ist.

Bemerkung 2.9. Die Sesquilinearform a−κ2b erfüllt für κ2 > 0 Ungleichung (2.14)
mit C1 = 1 und C2 = 1 + κ2, nicht jedoch Ungleichung (2.13). Für den Fall κ = 0 ist
a X-elliptisch, sofern ein Dirichlet-Rand Γ mit positivem Maß existiert und damit in
X die konstanten Funktionen mit Ausnahme der Nullfunktion nicht mehr enthalten
sind (siehe auch [KA00, Satz 3.15]). Falls dies nicht der Fall ist, ist a X-koerzitiv mit
beliebig kleiner Konstante C2. Für alle anderen κ existiert ein Θ ∈ (−π

2
, π

2
), sodass

die Sesquilinearform eiΘ(a− κ2b) X-elliptisch ist mit C = min{<(eiθ),−<(eiΘκ2)}.

Für die Umkehrung des Satzes 2.4 sind stärkere Regularitätsanforderungen an ∂G
erforderlich.

Satz 2.10 (Regularität). Seien G C2-Gebiet, l ∈ L2(G) und u ∈ X eine schwa-
che Lösung von (2.11). Dann ist u ∈ H2(G) eine starke Lösung von (2.1) mit den
Randbedingungen (2.2).

Falls u ∈ X Lösung des Variationsproblems

a(u, v)− κ2b(u, v) =

∫
G

l(x)v(x)dx +

∫
∂G\Γ

j(s)v|∂G\Γ(s)ds, v ∈ X

und j ∈ H−1/2(∂G \ Γ) ist, dann gehört u ebenfalls zu H2(G) und ist eine starke
Lösung von (2.1) mit Neumannscher Randbedingung j in (2.2b).

Beweis. Zur Regularität siehe [Hac96, Satz 9.1.16 und 9.1.17]. Mit Hilfe der Green-
schen Formel ergibt sich dann (2.1).

Bemerkung 2.11. Es gilt sogar allgemeiner u ∈ Hm+1(G) für m ≥ 1, falls G ein
Cm+1-Gebiet und l ∈ Hm−1(G) ist.

2.3. FE-Diskretisierung

Die Grundlage konformer FEM bildet die Lösung des Variationsproblems (2.11) auf
endlich-dimensionalen Unterräumen Xh ⊂ X des Lösungsraumes X:

uh ∈ Xh löse a(uh, vh)− κ2b(uh, vh) = l∗(vh), vh ∈ Xh. (2.16)
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2. Helmholtz Probleme auf beschränkten Gebieten

Seien {bi, i = 1, ..., N} eine Basis des Raumes Xh und uh =
∑N

i=1 αibi ∈ Xh eine
Lösung von (2.16). Genau dann löst αh := (α1, ..., αN)> ∈ Cd das Gleichungssystem(

Ah − κ2Bh

)
αh = lh (2.17)

mit den Matrizen

Ah = (ai,j)
N
i,j=1 , ai,j := a(bi, bj) und Bh = (bi,j)

N
i,j=1 , bi,j := b(bi, bj) (2.18)

sowie dem Vektor lh = (l∗(b1), ..., l
∗(bN))>.

Die grundlegende Idee von FEM ist die Wahl von Basisfunktionen bi ∈ Xh, sodass
sie auf einem möglichst kleinen Träger supp(bi) := {x ∈ G | bi(x) 6= 0} definiert sind.
Auf diese Weise besitzen viele Basisfunktionen voneinander disjunkte Träger und die
entsprechenden Einträge in der sogenannten Steifigkeitsmatrix Ah und der Masse-
matrix Bh verschwinden. Gewährleistet wird diese Eigenschaft, indem das Gebiet
G in einzelne Teilgebiete aufgeteilt wird und die Basisfunktionen lokal auf diesen
Elementen definiert werden. Üblich sind dabei Dreiecks- bzw. Tetraederelemente und
Rechtecks- bzw. Quaderelemente. Die Generierung eines geeigneten Gitters stellt eine
besondere Herausforderung dar, auf die hier nicht weiter eingegangen wird (siehe da-
zu [Sch97] oder [Ede06]). Im Folgenden sei stets eine Triangulierung T mit folgenden
Eigenschaften gegeben (siehe [KA00, §3.3]).

Definition 2.12 (Triangulierung). Eine Triangulierung T eines Gebietes G besteht
aus endlich vielen Teilmengen T ⊂ G mit den Eigenschaften

1. Jedes T ist ein abgeschlossenes Lipschitz-Gebiet mit nichtleerem Inneren
◦
T ,

2. G = ∪T∈T T

3. und für je zwei verschiedene T1, T2 ∈ T gilt
◦
T1 ∩

◦
T2 = ∅.

Die Triangulierung heißt zulässig, wenn für je zwei Elemente T1, T2 einer Triangulie-
rung ∂T1 ∩ ∂T2 entweder

• leer ist

• ein gemeinsamer Eckpunkt ist,

• eine gemeinsame Kante ist

• oder für d = 3 eine gemeinsame Randfläche ist.

Dann ist nach dem Vorbild von [Cia78] ein Finites Element formal durch folgende
Definition gegeben.

Definition 2.13 (Finites Element). Ein Finites Element besteht aus dem Tripel
(T, PT ,NT ) mit den Eigenschaften

1. T ist ein Element der Triangulierung T .

2. PT ⊂ Cm(T ) ist ein Funktionenraum von auf T definierten Funktionen (meist
Polynomen) der Dimension kT .

3. NT = {NT
1 , ..., NT

kT
} ist eine Basis des Dualraumes P ′

T , d.h. jedes lineare Funk-
tional NT

j ∈ NT ist stetig bezüglich der Norm ‖ • ‖2
Cm(T ) :=

∑
|α|≤m ‖Dα • ‖∞.
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2.3. FE -Diskretisierung

Die zu NT duale Basis BT := {bT
n , n = 1, ..., kT} von PT ist durch

NT
j (bT

n ) = δj,n, j, n = 1, ..., kT

eindeutig definiert und heißt nodale Basis von PT . Ein Finites Element kann somit
auch als Tripel (T, PT ,BT ) definiert werden.

Die globalen Basisfunktionen bi werden abschnittsweise so definiert, dass für jedes T ∈
T die Einschränkungen bi|T in den Räumen PT , die durch die lokalen Basisfunktionen
bT
n aufgespannt werden, liegen. Dabei ist folgendes Lemma zu beachten.

Lemma 2.14. Seien T1, T2 ∈ T zwei verschiedene Elemente der Triangulierung T
mit gemeinsamen, nichtverschwindenden Rand R := ∂T1∩∂T2 6= ∅ und p1 ∈ H1(T1),
p2 ∈ H1(T2). Unter der Bedingung p1 = p2 auf R ist

p :=

{
p1 auf T1

p2 auf T2

wohldefiniert, und es gilt p ∈ H1(T1 ∪ T2).

Beweis. Siehe dazu [Cia78, Theorem 2.1.1] oder auch etwas spezieller [GR94, Lemma
4.1].

Damit die Basisfunktionen bi in H1(G) liegen, müssen sie folglich stetig auf den
Rändern der Elemente T ∈ T sein. Seien dazu R := ∂T1 ∩ ∂T2 6= ∅ und T1, T2 ∈ T ,
b
T1,2
n |R die Einschränkungen der auf R nicht verschwindenden nodalen Basisfunkionen

b
T1,2
n und PT1(R) = PT2(R) mit PT1,2(R) := {pR = p|R | p ∈ PT1,2}. Werden nun die

Funktionen b
T1,2
n |R ausschließlich durch Funktionale N

T1,2

j aus PT1,2(R)′ bestimmt und

ist NT1
j = NT2

j , so können die auf R nicht verschwindenden nodalen Basisfunktionen
bT1
n und bT2

n stetig zusammengesetzt werden.

Für konforme FEM (bi ∈ Xh ⊂ X) ist zusätzlich die Dirichletsche Randbedingung
(2.2a) zu beachten, d.h die Basisfunktionen müssen auf Γ verschwinden.

Zur Assemblierung der Matrizen Ah und Bh bietet sich ein elementweises Vorgehen
für jedes Element T ∈ T an: Sei I die Indexmenge der auf T nicht verschwinden-
den Basisfunktionen bi mit |I| = kT und iloc : {1, ..., kT} → {1, ..., N} eine lokale
Abzählung dieser Basisfunktionen. Dann heißen die Matrizen

S(T ) :=

(∫
T

∇bT
n (x) · ∇bT

m(x)dx

)kT

n,m=1

und M (T ) :=

(∫
T

bT
n (x)bT

m(x)dx

)kT

n,m=1

(2.19)
die zu T gehörenden Elementmatrizen, und Ah und Bh ergeben sich durch Summation
der Einträge aus den Elementmatrizen:
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2. Helmholtz Probleme auf beschränkten Gebieten

Setze Ah = Bh = 0.
Für jedes T ∈ T :

Berechne Elementmatrizen S(T ) und M (T ).

Für n, m = 1, ..., kT:

Ah(iloc(n), iloc(m)) = Ah(iloc(n), iloc(m)) + S(T )(n, m).
Bh(iloc(n), iloc(m)) = Bh(iloc(n), iloc(m)) + M (T )(n, m).

Einige Beispiele für finite Elemente finden sich z.B. in [GR94, §4.2.2] und [KA00, §3.3].
Meist werden dabei zunächst auf einem Referenzelement T0 lokale Basisfunktionen
bT0
n definiert und diese mittels einer affinen Abbildung auf allgemeine Elemente T der

Triangulierung T übertragen.

Definition 2.15 (Affin äquivalente Finite Elemente). Zwei unterschiedliche Finite
Elemente (T1, PT1 ,BT1) und (T2, PT2 ,BT2) heißen affin äquivalent, falls es eine affine
Abbildung g : T1 → T2 gibt mit

1. g(T1) = T2,

2. PT2 = {p ◦ g−1 | p ∈ PT1} und

3. bT2
n = bT1

n ◦ g−1 für alle bT1
n ∈ BT1 und bT2

n ∈ BT2.

Folgendes Beispiel für Finite Elemente, die auch für hohe Polynomgrade geeignet
sind, ist [Sch98, §3] entnommen.

Beispiel 2.16 (Eindimensionales Finites Element). Seien d = 1, T0 = [−1, 1], T =
{[x1, x2], [x2, x3], ..., [xNT −1, xNT ]} und die affine Abbildung

ξ 7→ g(ξ) :=
xi+1 − xi

2
ξ +

xi+1 + xi

2
, ξ ∈ T0, i = 1, ..., NT .

Die Referenzbasisfunktionen bilden eine Basis des Raumes Pk(T0), k ≥ 1 der Dimen-
sion k + 1. Wir definieren zwei Randfunktionen

Ψ1(ξ) =
1− ξ

2
und Ψ2(ξ) =

1 + ξ

2
, ξ ∈ T0 (2.20)

und k − 1 innere Funktionen

Ψn(ξ) =

√
2n− 3

2

∫ ξ

−1

Ln−2(t)dt, n = 3, ..., k + 1. (2.21)

Ln−2(t) sind die Legendre Polynome (siehe [Sch98, §C.2]). Es gilt:

Ψ1(−1) = 1, Ψn(−1) = 0, n = 2, ..., k + 1 und

Ψ2(1) = 1, Ψn(1) = 0, n = 1, 3, ..., k + 1.
(2.22)

Die Stetigkeitsbedingung aus Lemma 2.14 ist somit erfüllt, sofern die Freiheitsgrade
bezüglich der Randfunktionen auf benachbarten Elementen von T übereinstimmen.
Diese werden deshalb auch Randfreiheitsgrade genannt, während die Freiheitsgrade
bezüglich der inneren Funktionen innere Freiheitsgrade genannt werden.

Im Sinne von Definition 2.13 ist folglich für jedes i = 1, ..., NT ein Finites Element
gegeben durch
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2.3. FE -Diskretisierung

1. T := [xi, xi+1],

2. PT := Pk(T ) mit k ≥ 1 und dim PT = k + 1

3. und den nodalen Basisfunktionen bT
n := Ψn ◦ g−1, n = 1, ..., k + 1.

Insgesamt erhalten wir so N = kNT +1 Freiheitsgrade. Die Elementmatrizen ergeben
sich für jedes T = [xi, xi+1] ∈ T , hT := xi+1 − xi und z.B. k = 5 zu

S(T ) =
2

hT



1
2

−1
2

0 0 0 0
−1

2
1
2

0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 und

M (T ) =
hT

2



2
3

1
3

− 1√
6

1
3
√

10
0 0

1
3

2
3

− 1√
6

− 1
3
√

10
0 0

− 1√
6

− 1√
6

2
5

0 − 1
5
√

21
0

1
3
√

10
− 1

3
√

10
0 2

21
0 − 1

21
√

5

0 0 − 1
5
√

21
0 2

45
0

0 0 0 − 1
21
√

5
0 2

77


.

(2.23)

Die Steifigkeitsmatrix ist besonders einfach, da die Legendre Polynome ein Orthogo-
nalsystem des Hilbert-Raumes L2([−1, 1]) bilden.

Für das zweite Beispiel benötigen wir zunächst den Begriff des Tensorproduktes zweier
Funktionenräume.

Definition und Satz 2.17 (Tensorprodukt). Seien V , W endlich-dimensionale
Funktionenräume von auf DV bzw. DW definierten, komplexwertigen Funktionen.
Dann ist der Tensorproduktraum V ⊗W definiert durch

V ⊗W := {f : DV ×DW → C | ∀w ∈ DW : f(•, w) ∈ V und ∀v ∈ DV : f(v, •) ∈ W}.

Für v ∈ V und w ∈ W ist v ⊗ w ∈ V ⊗W definiert durch

(v ⊗ w)(x, y) := v(x)w(y), x ∈ DV , y ∈ DW .

Für belibiege (auch unendlich-dimensionale) Hilbert-Räume (V, (•, •)V ), (W, (•, •)W )
kann nach [Mur90, Theorem 6.3.1] durch

(v1 ⊗ w1, v2 ⊗ w2)V⊗W := (v1, v2)V (w1, w2)W , v1,2 ∈ V, w1,2 ∈ W (2.24)

ein Skalarprodukt definiert werden. Wenn Orthonormalbasen von V, W durch {vi | i ∈
IV } bzw. {wj | j ∈ IW} gegeben sind, dann ist V ⊗ W als Vervollständigung von
span{vi⊗wj | i ∈ IV , l ∈ IW} unter dem Skalarprodukt (•, •)V⊗W nach [Mur90, §6.3]
ebenfalls ein Hilbert-Raum.

Seien weiter A : V1 → V2, B : W1 → W2 lineare, beschränkte Abbildungen und
V1, V2, W1, W2 Hilbert-Räume. Dann ist nach [Mur90, Lemma 6.3.2] A⊗B mit

(A⊗B)(v ⊗ w) = A(v)⊗B(v), v ∈ V1, w ∈ W1 (2.25)

eine lineare, beschränkte Abbildung von V1⊗W1 nach V2⊗W2 mit ‖A⊗B‖ = ‖A‖‖B‖.
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2. Helmholtz Probleme auf beschränkten Gebieten

Wenn die Matrizen

A =

 a11 a12 · · ·
a21 a22 · · ·
...

...
. . .

 ∈ CnA×mA und B ∈ CnB×mB

als lineare Abbildungen von CnA ⊗ CmA bzw. CnB ⊗ CmB nach C aufgefasst werden,
dann ist A⊗B mit Hilfe voriger Definition eine lineare Abbildung von (CnA⊗CmA)⊗
(CnB ⊗CmB) nach C⊗C. Der erste Raum kann mit dem Raum CnAnB ⊗CmAmB und
der zweite mit C identifiziert werden. Somit ist das Tensorprodukt zweier Matrizen
durch

A⊗B :=

 a11B a12B · · ·
a21B a22B · · ·

...
...

. . .

 ∈ C(nAnB)×(mAmB) (2.26)

sinnvoll definiert.

Mit diesen Vorüberlegungen können wir analog zu [Sch98, §4.4.2.1] ein Finites Ele-
ment für d = 2 vorstellen.

Beispiel 2.18 (2d-Element). Seien d = 2 und das Referenzelement gegeben durch

1. T0 := [−1, 1]× [−1, 1],

2. PT0
:= Pk1([−1, 1])⊗Pk2([−1, 1]) mit k1, k2 > 1 und dim PT0 = (k1 + 1)(k2 + 1),

3. den nodalen Basisfunktionen bT0
n,m := Ψn ⊗ Ψm mit Ψ aus Beispiel 2.16 und

n = 1, ..., k1, m = 1, ..., k2.

Dann kann eine Triangulierung T aus Viereckselementen mit Eckpunkten (x1, y1)
>,

(x2, y2)
>, (x3, y3)

> und (x4, y4)
> durch die bilineare Abbildung

g

((
ξ
η

))
:=

1

4

(
(ξ − 1)(η − 1)

(
x1

y1

)
− (ξ + 1)(η − 1)

(
x2

y2

)

− (ξ − 1)(η + 1)

(
x3

y3

)
+ (ξ + 1)(η + 1)

(
x4

y4

))
,

(
ξ
η

)
∈ T0

gebildet werden. Falls die Elemente T ∈ T Parallelogramme bilden, ist g sogar affin
linear.

Die Elementmatrizen auf T0 lassen sich sehr einfach als Tensorprodukte der eindimen-
sionalen Elementmatrizen berechnen; für allgemeine T ∈ T geht diese Eigenschaft
jedoch verloren.

2.4. Konvergenz der FEM

Das Lax-Milgram Lemma 2.7 garantiert für X-elliptische Sesquilinearformen nicht
nur die Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung u ∈ X des kontinuierlichen Variati-
onsproblems (2.11), sondern auch Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung uh ∈ Xh
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2.4. Konvergenz der FEM

des diskreten Variationsproblems (2.16). Dies ist für X-koerzitive Sesquilinearfor-
men nicht der Fall, denn die folgende Verallgemeinerung des Lax-Milgram Lemma
überträgt sich nicht automatisch von X auf Xh.

Satz 2.19 (inf-sup Bedingung). Seien (V, (•, •)V ) ein Hilbert-Raum und s auf V ×V
eine stetige, symmetrische Sesquilinearform. Dann ist die Babuška-Brezzi Bedingung

inf
0 6=f∈V

sup
0 6=g∈V

|s(f, g)|
‖f‖V ‖g‖V

=: β > 0 (2.27)

hinreichend und notwendig für die Aussage: Für alle l∗ ∈ V ′ existiert eine eindeutige
Lösung u ∈ V des Variationsproblems

s(u, v) = l∗(v), v ∈ V,

und die Lösung hängt stetig von l∗ ab.

Beweis. In [Sch98, Theorem 1.15] oder auch [Hac96, 6.5.3] ist dieser Satz mit etwas
allgemeineren Voraussetzungen bewiesen. Die zweite Bedingung dort ist in diesem
Fall auf Grund der Symmetrie immer erfüllt.

Falls s X-elliptisch ist, so ist die Bedingung (2.27) sowohl für X als auch für die
Unterräume Xh erfüllt:

C‖f‖1 ≤
<(s(f, f))

‖f‖1

≤ sup
0 6=g∈X

|s(f, g)|
‖g‖1

, 0 6= f ∈ X

⇒ C ≤ inf
0 6=f∈X

sup
0 6=g∈X

|s(f, g)|
‖f‖1‖g‖1

= β.

Für allgemeine Sesquilinearformen ist dies nicht automatisch der Fall.

Beispiel 2.20. Seien

S :=

(
1 0
0 −1

)
und s(x, y) := x>Sy, x, y ∈ R2. (2.28)

Da S stetig invertierbar ist, ist die Babuška-Brezzi Bedingung (2.27) mit V := R2

erfüllt. Sei nun Vh ⊂ V mit Basisvektor (1, 1)>. Dann ist für alle xh, yh ∈ Vh

s(xh, yh) = 0, und die Babuška-Brezzi Bedingung ist für dieses Vh nicht erfüllt.

Für X-koerzitive Sesquilinearformen gilt jedoch folgender Satz.

Satz 2.21. Sei s eine X-koerzitive Sesquilinearform und das Problem

s(u, v) = l∗(v), v ∈ X

für alle l∗ ∈ X ′ eindeutig lösbar, d.h. (2.27) sei erfüllt. Weiter sei Xh ⊂ X mit
dim Xh = N eine Folge von Unterräumen, die gegen X streben:

lim
N→∞

inf
gh∈Xh

‖f − gh‖1 = 0, f ∈ X. (2.29)

Dann existiert für hinreichend großes N eine Konstante C > 0 mit

inf
0 6=fh∈Xh

sup
0 6=gh∈Xh

|s(fh, gh)|
‖fh‖1‖gh‖1

=: βh ≥ Cβ. (2.30)
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2. Helmholtz Probleme auf beschränkten Gebieten

Beweis. Mit Bemerkung 2.8 kann das Problem auf eine kompakte Störung einer X-
elliptischen Sesquilinearform zurückgeführt werden. Mit der Hilfe des Lax-Milgram
Lemmas 2.7 und des Beweises von [Kre99, Theorem 13.7] folgt dann die Behauptung
mit der Riesz-Fredholm Theorie. Ein alternativer Beweis findet sich in [Hac96, Satz
8.2.8 und Lemma 11.2.7].

Mit diesen Voraussetzungen lässt sich der Diskretisierungsfehler ‖u−uh‖1 durch einen
Approximationsfehler abschätzen.

Lemma 2.22 (Céa). Sei s entweder eine X-elliptische oder X-koerzitive Sesquiline-
arform. Im letzteren Falle seien zusätzlich die Konstante β aus der Babuška-Brezzi
Bedingung positiv und Xh eine im Sinne von (2.29) geeignete Folge von Unterräumen
mit N = dim Xh. Weiter seien u die eindeutige Lösung des Variationsproblems (2.11)
und uh die eindeutige Lösung des diskreten Variationsproblems (2.16) für hinreichend
großes N . Dann existiert eine von N unabhängige Konstante C > 0 mit

‖u− uh‖1 ≤ C inf
vh∈Xh

‖u− vh‖1. (2.31)

Beweis. Die Aussage ergibt sich zum einen direkt aus der Definition der X-Elliptizität
2.6 und ist z.B. in [KA00, Satz 2.17] nachzulesen. Es gilt dabei C := Cs

Ce
mit den

Konstanten Cs aus der Stetigkeit der Sesquilinearform und Ce aus der X-Elliptizität.
Im Falle der X-Koerzitivität gilt der Satz mit Satz 2.21 und [Hac96, Satz 8.2.1] oder
auch [Sch98, Theorem 2.20] mit C = 1 + Cs

β
.

Ein ähnlicher Satz, der keine Babuška-Brezzi Bedingung, dafür jedoch weitere Vor-
aussetzungen benötigt, wird in [BS02, Theorem 5.7.6] bewiesen.

,,Gute” FEM zeichnen sich folglich dadurch aus, dass die Funktionen aus den endlich-
dimensionalen Unterräumen Xh die kontinuierliche Lösung u möglichst gut appro-
ximieren. Dies wird auch im folgenden Konvergenzsatz für FEM deutlich. In diesem
wird der Approximationsfehler durch eine Maß für die Feinheit der Triangulierung
abgeschätzt. Sei dazu T eine Triangulierung. Dann ist für jedes T ∈ T hT der Radius
der kleinsten Kugel, die T enthält, und ρT der Radius der größten Kugel, die in T
enthalten ist. Das Maß für die Feinheit von T wird durch h := maxT∈T hT definiert.

Ein Folge Th Triangulierungen aus Dreiecks- bzw. Tetraederelementen heißt geeignet,
wenn

sup
T∈∪hTh

hT

ρT

≤ C

gilt.

Satz 2.23. Seien (Th) eine solche Folge von Triangulierungen, k ≥ 1 und alle
Finite Elemente aus Th affin äquivalent nach Definition 2.15 zum Referenzelement
(T0, PT0 ,BT0) mit

Pk(T0) ⊂ PT0 ⊂ H1(T0), (2.32a)

Hk+1 ↪→ Cm(T0) (2.32b)
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2.5. Eigenwertprobleme

und m aus Definition 2.13.

Weiter sei u ∈ X ∩ Hk+1(G) Lösung von (2.11). Dann existiert eine von h un-
abhängige Konstante C > 0 mit

inf
vh∈Xh

‖u− vh‖1 ≤ Chk‖u‖k+1. (2.33)

Beweis. Zum Beweis siehe [Cia78, Theorem 3.2.1 und Theorem 3.2.2].

2.5. Eigenwertprobleme

Wir haben bereits gesehen, dass für X-elliptische Sesquilinearformen das Lax-Milgram
Lemma 2.7 die eindeutige Lösbarkeit der Gleichung (2.11) sicherstellt. Für X-koerziti-
ve Sesquilinearformen war jedoch im vorigen Abschnitt die Babuška-Brezzi Bedingung
(2.27) Voraussetzung für Existenz- und Konvergenzaussagen des Problems. Wir wer-
den sehen, dass genau für diejenigen Werte von κ, die Wurzeln von Eigenwerten eines
verallgemeinerten Eigenwertproblems sind, diese Bedingung nicht erfüllt ist. Dazu
definieren wir zunächst das Spektrum eines Operators S:

Definition 2.24 (Spektrum eines Operators). Seien (V, (•, •)V ) ein komplexer Hil-
bert-Raum, S : V ⊃ D(S) → V ein linearer Operator und id die Identität in V . Dann
bezeichnet

ρ(S) := {λ ∈ C | ker(S − λ id) = {0} und (S − λ id)(D(S)) = V }

die Resolventenmenge von S und

σ(S) := C \ ρ(S)

das Spektrum von S. Weiter seien

σp(S) := {λ ∈ σ(S) | dim (ker(S − λ id)) 6= 0}

das Punktspektrum,

σd(S) := {λ ∈ σ(S) | 0 < dim (ker(S − λ id)) < ∞}

das diskrete Spektrum und
σe(S) := σ(S) \ σd(S)

das wesentliche oder essentielle Spektrum. λ ∈ σp(S) wird Eigenwert mit Vielfachheit
dim (ker(S − λ id)), ker(S−λ id) Eigenraum und f ∈ ker(S−λ id)\{0} Eigenfunktion
genannt.

Die Resolventenmenge spielt bei der Frage der Lösbarkeit eine entscheidene Rolle, da
aus dem Prinzip der offenen Abbildung die Existenz einer stetigen Inversen (S−λ id)−1

folgt, wenn (S−λ id)(D(S)) = V . Letzteres ist z.B. für abgeschlossene Operatoren S
nach [DL90, Chapt. VIII, §1, Prop. 1] der Fall. Für jedes λ ∈ ρ(S) und jedes l ∈ V
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2. Helmholtz Probleme auf beschränkten Gebieten

ist dann die Gleichung (S − λ id)u = l eindeutig lösbar und die Lösung hängt stetig
von l ab.

Die Unterscheidung des Spektrums in ein diskretes und ein wesentliches Spektrum
liegt im nachfolgenden Satz für normale Operatoren S begründet. Wir verweisen für
den Beweis auf [Heu75, Sätze 70.5 und 70.6].

Satz 2.25. Sei S : V → V ein normaler Operator. Dann gilt:

1. Ein isolierter Punkt λ des Spektrums σ(S) ist ein Eigenwert von S, d.h. λ ∈
σp(S).

2. Das wesentliche Spektrum σe(S) besteht aus den Häufungspunkten des Spek-
trums σ(S) und den Eigenwerten unendlicher Vielfachheit.

Demnach besteht für normale Operatoren das diskrete Spektrum aus den isolierten
Eigenwerten mit endlicher Vielfachheit.

Satz 2.26 (Spektrum eines kompakten Operators). Sei S : V → V ein kompakter
Operator. Dann besteht σ(S) \ {0} aus höchstens abzählbar vielen Eigenwerten mit
endlicher Vielfachheit, die im Falle von #σd(S) = ∞ eine Nullfolge bilden.

Beweis. Der Satz wird z.B. in [Heu75, Satz 43.2] und in [Alt99, Satz 9.8] bewiesen.
Er ist Teil der Theorie von Riesz-Schauder über kompakte Operatoren.

Obige Theorie lässt sich auf X-koerzitive und X-elliptische Sesquilinearformen über-
tragen. Dazu könnte das Spektrum einer Sesquilinearform s durch das Spektrum des
nach Lemma 2.5 zugeordneten Operators S : X → X definiert werden. Für die Ses-
quilinearform a aus 2.12, die durch partielle Integration aus

∫
G
(−∆f)gdx entstanden

ist, wäre dies jedoch nicht der negative Laplace Operator −∆ : H2(G) → L2(G).

Aus diesem Grund ordnen wir einer Sesquilinearform s1 den in [DL90, Chapt. VIII,
§2.6] definierten Operator S̃1 : X ⊃ D(S̃1) → L2(G) mit den Eigenschaften{

s1(f, g) = (S̃1f, g)0, f ∈ D(S̃1), g ∈ X und

D(S̃1) = {f ∈ X | g 7→ s1(f, g) ist in der Norm von L2(G) stetig auf X}
(2.34)

zu.

Bemerkung 2.27.

(i) Der Operator S̃1 ist unbeschränkt und der Definitionsbereich D(S̃1) liegt dicht
in L2(G). Versehen mit der Graphennorm ‖ • ‖2

D(S̃1)
:= ‖ • ‖2

0 + ‖S̃1 • ‖2
0 und

dem zugehörigen Skalarprodukt ist D(S̃1) stetig in X eingebettet. Da X durch
E : X → L2(G) kompakt in L2(G) eingebettet ist, ist auch D(S̃1) kompakt in
L2(G) eingebettet.

(ii) Sei a(f, g) aus (2.12), f, g ∈ X und Γ = ∂G. Dann gilt mit der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

|a(f, g)| =
∣∣∣∣∫

G

(−∆f)(x)g(x)dx

∣∣∣∣ = |(−∆f, g)0| ≤ ‖∆f‖0‖g‖0, (2.35)

22



2.5. Eigenwertprobleme

wenn nur ∆f ∈ L2(G). Damit ist Ã = −∆ und D(Ã) = {f ∈ X | ∆f ∈
L2(G)} ⊃ H2(G).

Der s durch (2.34) zugeordnete Operator S̃ erscheint somit für unsere Zwecke sinn-
voller.

Definition 2.28 (Spektrum einer Sesquilinearform). Sei s eine Sesquilinearform auf
X × X und S̃ der durch (2.34) zugeordnete Operator. Dann bezeichnet σ(S̃) aus
Definition 2.24 mit V = L2(G) das Spektrum von s. Speziell für die Eigenwerte λ mit
zugehörigen Eigenfunktion f von S̃ gilt

S̃f = λ idL2(G) f ⇔ s(f, g) = λ(f, g)0, g ∈ X. (2.36)

Wir werden im nächsten Satz sehen, dass eine X-koerzitive Sesquilinearform ein rein
diskretes Spektrum besitzt. Da b(f, g) = (f, g)0 mit b aus (2.12), ist die Konstante in
der Babuška-Brezzi Bedingung (2.27) für a−κ2b genau dann positiv, wenn κ2 ∈ ρ(Ã)
und somit kein Eigenwert des verallgemeinerten Eigenwertproblems

a(u, v) = κ2b(u, v), v ∈ X (2.37)

mit zugehöriger nichttrivialer Eigenfunktion u ∈ D(Ã) ist. Wenn G ein C2-Gebiet ist,
so kann auch u ∈ X zugelassen werden, da daraus mit Satz 2.10 u ∈ H2(G) ⊂ D(Ã)
folgt.

Satz 2.29 (Spektrum einer X-koerzitiven Sesquilinearform). Sei s eine X-koerzitive
Sesquilinearform mit zugehörigem Operator S̃. Dann ist das Spektrum σ(S̃) rein dis-
kret und besteht aus höchstens abzählbar vielen Eigenwerten, die sich im Falle von
#σd(S̃) = ∞ nur im Unendlichen häufen.

Beweis. Der Beweis aus [DL90, Chapt. VIII, §2.6] sei hier kurz skizziert. Sei S̃ :
D(S̃ → L2(G) der s zugeordnete Operator. Dann existiert zu T := S̃ +Ck idL2(G) mit
Ck aus der G̊ardingschen Ungleichung (2.14) nach dem Lax-Milgram Lemma 2.7 eine
stetige Inverse T−1 : L2(G) → D(T ). Da nach Bermerkung 2.27(i) D(T ) kompakt in
L2(G) eingebettet ist, ist T−1 ein kompakter Operator von L2(G) nach L2(G) und
Satz 2.26 ist anwendbar.

Seien nun λ−1 6∈ σd(T
−1), f ∈ L2(G) und g = T−1f ∈ D(T ). Dann ist mit Hilfe der

Fredholmschen Alternative (
1

λ
id−T−1

)
u =

1

λ
g

eindeutig lösbar. Aus T−1u, λ−1g ∈ D(T ) schließt man u ∈ D(T ). Weiterhin ist u die
eindeutige Lösung der Gleichung

(T − λ id) u = f ⇔
(
S̃ − (λ− Ck) id

)
u = f. (2.38)

Damit ist λ− Ck ∈ ρ(S̃) und die Behauptung ist mit Satz 2.26 gezeigt.
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2. Helmholtz Probleme auf beschränkten Gebieten

Von entscheidender Bedeutung in vorigem Beweis ist die Kompaktheit der Einbettung
X ⊂ L2(G), da sie die Benutzung der Riesz-Schauder Theorie über kompakte Ope-
ratoren ermöglicht. Für unbeschränkte Gebiete G ist dies jedoch nicht mehr gegeben
(vgl. Abschnitt 3.3).

Bemerkung 2.30. Für hermitesche Sesquilinearformen (s(f, g) = s(g, f)) ist S̃
selbstadjungiert. Mit den obigen Voraussetzungen sind in diesem Fall die Eigenräume
von S̃ nach [DL90, Chapt. VIII, Theorem 2.6] endlich-dimensional und die zugehö-
rigen Eigenfunktionen bilden ein Orthogonalsystem. Zusätzlich sind die Eigenwerte
alle reell, wie folgende einfache Rechnung zeigt

λ‖f‖2
0 = λ(f, f)0 = s(f, f) = s(f, f) = λ(f, f)0 = λ‖f‖2

0.

Dies deckt sich mit den Ergebnissen aus Bemerkung 2.9. Dort wurde bereits gezeigt,
dass die Sesquilinearform a − κ2b nur für κ2 > 0 (in Ausnahmefällen auch κ = 0)
nicht X-elliptisch ist. Somit sind alle κ2 6≥ 0 in der Resolventenmenge ρ(Ã) von a
und das Spektrum σ(Ã) besteht aus Eigenwerten λ endlicher Vielfachheit mit λ ≥ 0.
Sofern Γ ⊂ ∂G ein nicht verschwindendes Maß hat, ist λ > 0 bereits in Bemerkung 2.9
gezeigt. Andernfalls sei im Widerspruch zur Behauptung der kleinste Eigenwert von
a λ1 < 0. Dann existiert ein Ck > 0 mit λ1 < −Ck, sodass s := a + Ckb X-elliptisch
ist und somit ein echt positives, diskretes Spektrum mit kleinstem Eigenwert λ̃1 > 0
besitzt. Nach dem Beweis des Satzes 2.29 ist σd(Ã) = σd(S̃) − Ck und somit der

kleinste Eigenwert von a λ̃1 − Ck > λ1 und die Behauptung gezeigt.

Fassen wir die Ergebnisse für a− κ2b zusammen:

Satz 2.31. Die in (2.12) definierte Sesquilinearform a besitzt ein rein diskretes Spek-
trum σ(Ã) aus nicht negativen Eigenwerten. Das Eigenpaar

(λ, u) ∈ σ(Ã)× ker(Ã− λ id) \ {0}

löst das verallgemeinerte Eigenwertproblem

a(u, v) = λb(u, v), v ∈ X. (2.39)

Genau für die Wurzeln mit positivem Realteil κ =
√

λ der Eigenwerte λ ist das
Variationsproblem (2.11) nicht eindeutig lösbar.

In Bemerkung 2.27(ii) wurde bereits gezeigt, dass der a zugeordnete Operator Ã
der negative Laplace-Operator ist. Somit ist das Spektrum des negativen Laplace-
Operators auf beschränkten Gebieten durch vorigen Satz charakterisiert.

Beispiel 2.32 (Rechteck). Sei G := (0, a) × (0, b) mit a, b > 0 ein Rechteck. Dann
besitzt das Dirichletsche (Γ = ∂G) Eigenwertproblem (2.39) die Eigenwerte

λν,µ =
(νπ

a

)2

+
(µπ

b

)2

, ν, µ ∈ N

und die zugehörigen Eigenfunktionen

uν,µ = sin
(νπ

a
x
)

sin
(µπ

b
y
)

, (x, y) ∈ G.
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2.5. Eigenwertprobleme

Die FE-Diskretisierung aus Abschnitt 2.3 für das Eigenwertproblem (2.39) oder allge-
meiner für (2.37) führt zur Rayleigh-Ritz Methode:

(λh, uh) sei nichttriviales Eigenpaar von a(uh, vh) = λhb(uh, vh), vh ∈ Xh. (2.40)

Dies ist äquivalent zur Lösung des verallgemeinerten Matrix-Eigenwertproblems

Ahαh = λhBαh. (2.41)

Dieses Matrix-Eigenwertproblem kann mit der im Software-Paket ARPACK [LSY98]
enthaltenen Arnoldi-Methode gelöst werden, bei der das Eigenwertproblem in geeigne-
te Krylov-Unterräume projeziert wird. Eine ausführlichere Erläuterung der Methode
findet sich in [LSY98, §4.5].

Satz 2.33 (Konvergenz der Rayleigh-Ritz Methode). Sei Xh ⊂ X mit dim Xh = N
eine Folge von Unterräumen, die im Sinne von (2.29) gegen X streben. Weiter seien
0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ . . . die Eigenwerte von (2.39) mit zugehörigen paarweise orthonor-

malen Eigenvektoren u1, u2 ... und λ
(1)
h ≤ λ

(2)
h ≤ . . . ≤ λ

(N)
h die Eigenwerte von

(2.40). Die Eigenwerte seien jeweils ihrer Vielfachheit nach aufgeführt. Dann gilt für
hinreichend großes N

0 ≤ λ
(j)
h − λj ≤ r(h, j)

j∑
i=1

inf
vh∈Xh

‖vh − ui‖V , j = 1, ..., N (2.42)

mit limh→0 r(h, j) = 1 .

Beweis. Der Beweis ist in [Mer91, Satz 4.1] ausgeführt. Zentraler Punkt der Theorie
ist dabei die Charakterisierung der Eigenwerte mit Hilfe des Rayleighschen Quotien-
ten R(f) := a(f,f)+ε(f,f)0

(f,f)0
, 0 6= f ∈ X

λj = min
E⊂X

dim E=j

max
v∈E

R(v), (2.43)

welche mit Hilfe der Spektraldarstellung eines selbstadjungierten Operators gewon-
nen wird (siehe [WS72, Kapitel 2]). Der Term ε(f, f)0 mit ε > 0 garantiert die
X-Elliptizität des Zählers und verschiebt das Spektrum ins Positive. Falls Γ nicht
verschwindendes Maß besitzt, kann ε = 0 gesetzt werden.

Der Satz ist das Analogon zum Céa Lemma 2.22; mit Hilfe des Satzes 2.23 ist die
Konvergenz der Ritz-Eigenwerte sichergestellt.

Bemerkung 2.34. Auch wenn wir den Satz nur für die Sesquilinearformen a und b
aus (2.12) formuliert haben, so kann er auf allgemeinere Sesquilinearformen erweitert
werden. Entscheidend dafür ist, dass die Sesquilinearformen hermitesch sind. Nach
Bemerkung 2.30 ist dann der zugeordnete Operator selbstadjungiert, das Spektrum
reellwertig und eine Aussage der Form (2.43) erst möglich. Weiter muss das Spektrum
nach unten beschränkt sein, damit nach einer Spektralverschiebung durch einen Term
wie ε(f, f)0 die Sesquilinearform positiv definit wird und ein Skalarprodukt definiert.
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2. Helmholtz Probleme auf beschränkten Gebieten

Aus (2.43) folgt, dass die Ritz-Eigenwerte λ
(j)
h monoton von unten gegen die Eigen-

werte λj konvergieren. Da mit Hilfe des Goerisch-Verfahrens [Mer96] auch numeri-
sche Schranken von oben für λj möglich sind, lassen sich die Eigenwerte des Problems
(2.39) sehr genau bestimmen. Zur Konvergenz der Ritz-Eigenfunktionen siehe [Mer91,
Satz 3.1].
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3. Helmholtz Probleme auf
unbeschränkten Gebieten

Es sei im Gegensatz zum vorigen Kapitel Ω ⊂ Rd eine offene, unbeschränkte Teilmenge
des Rd mit d = 2, 3. Weiter sei Ω das Komplement eines kompakten Lipschitz-Gebietes
K, d.h. Ω := Rd \ K, κ ∈ C eine Wellenzahl mit positivem Realteil <(κ) > 0 und
u : Ω → C eine Lösung des externen Helmholtz Problems

−∆u(x)− κ2u(x) = 0, x ∈ Ω, (3.1a)

∂u

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= l, x ∈ ∂Ω, (3.1b)

u erfüllt eine Ausstrahlungsbedingung. (3.1c)

Aus der Unbeschränktheit des Grundgebietes Ω resultieren einige wesentliche Unter-
schiede zu den bereits vorgestellten Helmholtz Problemen auf beschränkten Gebieten
G:

• Die Gleichung (2.1) wird durch die Vorgabe der Bedingungen (2.2) auf dem
gesamten Rand des Grundgebietes ∂G für geeignete κ eindeutig lösbar. Da
Ω unbeschränkt ist, liegt ein Teil des Randes ,,im Unendlichen”, d.h. für die
Eindeutigkeit werden in diesem Fall Bedingungen an das Verhalten der Lösung
für |x| → ∞ benötigt. Eine klassische Ausstrahlungsbedingung wird zusammen
mit den daraus resultierenden Lösungen im nächsten Abschnitt vorgestellt.

• FEM arbeiten mit einer Zerlegung T des Grundgebietes in endliche Teilgebie-
te (FE), auf denen lokal Ansatzfunktionen definiert werden (siehe Beispiele 2.16
und 2.18). Es müssen folglich Techniken entwickelt werden, entweder das Grund-
gebiet künstlich zu beschränken oder unbeschränkte Finite Elemente zu behan-
deln. Einen Teil dieser Methoden wird im zweiten Abschnitt unter dem Begriff
transparente Randbedingungen zusammengefasst.

• Im Satz 2.31 bzw. in der Bemerkung im Anschluss an den Satz wurde gezeigt,
dass das Spektrum des negativen Laplace-Operators auf beschränkten Gebie-
ten G aus reellen, diskreten Eigenwerten mit endlicher Vielfachheit besteht.
Dies liegt im wesentlichen in der Kompaktheit der Einbettung H1(G) ⊂ L2(G)
begründet, da diese die Benutzung der Riesz-Fredholm Theorie ermöglicht. Für
unbeschränkte Gebiete ist die Einbettung nicht mehr kompakt; die reellen Ei-
genwerte werden, wie im letzten Abschnitt des Kapitels beschrieben, zu kom-
plexen Resonanzen.

Die Unbeschränktheit des Gebietes Ω macht es notwendig, lokale Sobolev-Räume
Hs

loc(Ω) einzuführen.
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3. Helmholtz Probleme auf unbeschränkten Gebieten

Definition 3.1. Hs
loc(Ω) ist der Raum aller Funktionen auf Ω, für die die Ein-

schränkungen auf kompakte Teilmengen K ⊂ Ω mit Lipschitz-Rand ∂K in Hs(K)
liegen.

Für l ∈ H1/2(∂Ω) suchen wir eine Lösung von (3.1) in H2
loc(Ω). Wir werden später

sehen, dass abhängig von κ diese Lösung nicht in H2(Ω) liegen muss.

3.1. Streuprobleme

Wir wollen in diesem Abschnitt einige klassische Resultate zu dem Streuproblem (3.1)
mit κ > 0 und der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung

lim
|x|→∞

|x|
d−1
2

(
∂

∂|x|
− iκ

)
u(x) = 0 (3.2)

vorstellen. Die Konvergenz in der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung wird als
gleichmäßig in x/|x| vorausgesetzt.

Bemerkung 3.2. In diesem Kapitel wird im Wesentlichen der zwei- und dreidimen-
sionale Fall d = 2, 3 behandelt. Für den Fall d = 1 reduziert sich die Sommerfeldsche
Ausstrahlungsbedingung auf u′ = iκu. Vergleiche dazu auch den Beginn von Abschnitt
4.1.

3.1.1. Polarkoordinaten und Laplace-Beltrami-Operator

Seien Ba := {x ∈ Rd | |x| ≤ a} ein Ball mit Radius a > 0 und Γa := ∂Ba der
zugehörige Rand. Für kreisförmige Gebiete Ω wie Rd \ Ba ist der Übergang zu Po-
larkoordinaten r := |x| ∈ R+ und x̂ := x/|x| ∈ Γ1 sinnvoll. Im weiteren Verlauf der
Arbeit wird es sich als nützlich erweisen, diese Definition etwas zu verallgemeinern
und r := |x|/a bzw. x̂ := x/r ∈ Γa zu verwenden. Der Laplace-Operator ist in (r, x̂)
gegeben durch

∆ =
1

a2

(
∂2

r +
d− 1

r
∂r

)
+

1

r2
∆x̂ (3.3)

mit dem Laplace-Beltrami-Operator ∆x̂ auf Γa. Sind

x̂ = a

(
cos ϕ
sin ϕ

)
und x̂ = a

 sin θ cos ϕ
sin θ sin ϕ

cos θ

 (3.4)

mit ϕ ∈ [0, 2π) und θ ∈ [0, π) Parametrisierungen von Γa, so gilt

∆x̂ =
1

a2

{
∂2

ϕ, d = 2
1

sin θ
∂θ (sin θ∂θ) + 1

(sin θ)2
∂2

ϕ, d = 3
. (3.5)
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3.1. Streuprobleme

Bemerkung 3.3. Sowohl (3.3) als auch (3.5) ergibt sich aus der Definition des
Laplace-Beltrami-Operators ∆ = div grad mit den verallgemeinerten Divergenz- und
Gradientenoperatoren auf einer Untermannigfaltigkeit des Rd. Diese wiederum werden
für eine Parametrisierung der Mannigfaltigkeit x(ξ) mit Hilfe des Metrischen Tensors

g = (gij) mit gij =
∂x

∂ξi

· ∂x

∂ξj

(3.6)

bzw. des zu g inversen Tensors g−1 = (gij) sowie der Determinante |g| von g definiert
durch

grad =
∑

j

 g1j∂ξj

g2j∂ξj

...

 und div

 f1

f2
...

 =
1√
|g|

∑
i

∂ξi

(√
|g|fi

)
. (3.7)

Insgesamt gilt

∆ =
∑
i,j

1√
|g|

∂ξi

(√
|g|gij∂ξj

)
(3.8)

und z.B. (3.5) mit d = 3 folgt mit g = a2diag(sin2 θ, 1). Der Oberflächengradient ∇x̂

ist dabei mit obiger Parametrisierung

∇x̂ :=
1

a2
∂ϕ für d = 2 und ∇x̂ :=

1

a2

(
1

sin2θ
∂ϕ

∂θ

)
für d = 3. (3.9)

Lemma 3.4 (Eigenfunktionen von ∆x̂). Der Laplace-Beltrami-Operator ∆x̂ besitzt
auf L2(Γa) ein vollständiges Orthonormalsystem aus Eigenfunktionen Φn, n ∈ N0,
mit zugehörigen Eigenwerten λn.

1. Für d = 2 sind die Eigenwerte von der Form λn = −ν(n)2

a2 mit ν(n) :=
⌈

n
2

⌉
. Mit

Ausnahme λ0 = 0 haben die Eigenwerte die Vielfachheit 2 und Eigenfunktionen
sind durch Φn(x̂(ϕ)) := 1√

2π
e±ν(n)iϕ gegeben.

2. Für d = 3 sind die Eigenwerte von der Form λn = −ν(n)(ν(n)+1)
a2 und haben die

Vielfachheit 2ν(n) + 1, wobei ν eine bijektive Abbildung von N0 nach N0 mit

ν(0) = 0, ν({1, 2, 3}) = {1, 1, 1}, ν({4, ..., 8}) = {2, ..., 2}, ...

ist. Als Eigenfunktionen können Kugelflächenfunktionen, die Einschränkungen
auf Γa von homogenen, harmonischen Polynomen der Ordnung ν sind, verwen-
det werden.

Beweis. Homogene Polynome (siehe [FGS98, Abschnitt 2.1]) der Ordnung ν besit-
zen eine Polarkoordinatendarstellung der Form rνYν(x̂), wobei Yν genau die Ein-
schränkungen dieser Polynome auf Γa darstellen. Da harmonische, homogene Poly-
nome Lösungen der Laplace-Gleichung sind, ergibt sich mit (3.3) für Yν(

ν(ν + 1)

a2
+ ∆x̂

)
Yν = 0.
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3. Helmholtz Probleme auf unbeschränkten Gebieten

Damit sind die Kugelflächenfunktionen der Ordnung ν Eigenfunktionen zum Eigen-
wert −ν(ν+1)

a2 . Mit der Greenschen Formel, angewandt auf zwei Kugelflächenfunk-
tionen, ergibt sich die Orthogonalität. In [CK98, Theorem 2.6] wird die Existenz
von exakt 2ν + 1 linear unabhängigen Kugelflächenfunktionen der Ordnung ν und
in [CK98, Theorem 2.7] die Vollständigkeit des Systems aus Kugelflächenfunktionen
gezeigt. Zum Schluss wird in [FGS98, Lemma 3.5.2] gezeigt, dass keine weiteren Ei-
genfunktionen existieren.

Für d = 2 bilden die trigonometrischen Polynome ein Orthogonalsystem aus Ei-
genvektoren. Die Vollständigkeit dieses Systems folgt z.B. mit dem Weierstraßschen
Approximationssatz.

Der erste Teil des vorigen Lemmas kann auch direkt aus Bemerkung 2.30 gefolgert
werden. Da wir im weiteren Verlauf jedoch immer wieder auf dieses Lemma und die
genaue Gestalt der Eigenwerte zurückkommen werden, haben wir den Beweis explizit
durchgeführt.

3.1.2. Streuung an einer Sphäre

Eine Lösung u ∈ C2(Ω) von (3.1) mit Ω = Rd \ Ba lässt sich bezüglich {Φn|n ∈ N}
in eine Fourier-Reihe entwickeln

u(rx̂) =
∞∑

n=0

un(r)Φn(x̂) mit un(r) :=

∫
Γa

u(rx̂)Φn(x̂)dx̂ (3.10)

und (3.1) ist äquivalent zu

u′′n(r) +
d− 1

r
u′n(r) +

(
(aκ)2 +

a2λn

r2

)
un(r) = 0, r ≥ 1, n ∈ N0 (3.11)

oder speziell für d = 2 und λn = −ν2

a2

u′′ν(r) +
1

r
u′ν(r) +

(
(aκ)2 − ν2

r2

)
uν(r) = 0, r ≥ 1. (3.12)

(3.12) wird Besselsche Differentialgleichung und (3.11) für d = 3 sphärische Besselsche
Differentialgleichung genannt.

Bemerkung 3.5. Wenn Uν(aκr) eine Lösung der Besselschen Differentialgleichung
(3.12) ist, so ist

uν(aκr) :=
1√
aκr

Uν+1/2(aκr) (3.13)

eine Lösung der sphärischen Besselschen Differentialgleichung.

Als Differentialgleichung 2.Ordnung kann jede Lösung von (3.12) als Linearkombinati-
on zweier linear unabhängiger Lösungen dargestellt werden. Ein solches Lösungspaar
ist u.a. durch die bekannten Hankel-Funktionen H

(1/2)
ν erster und zweiter Art gegeben.
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3.1. Streuprobleme

Auf eine genaue Definition soll an dieser Stelle verzichtet werden. Eine Herleitung,
basierend auf Reihendarstellungen für die Bessel-Funktionen 1. und 2. Art, findet
sich z.B. in [Arf66, §11]. Eine besondere Schwierigkeit stellt dabei die Definition ei-
ner von den Bessel-Funktionen 1.Art linear unabhängigen Bessel-Funktion 2.Art dar.
Lösungen der sphärischen Besselschen Differentialgleichung sind mit Bemerkung 3.5
durch die sphärischen Hankel-Funktionen h

(1/2)
ν (aκr) := (aκr)−1/2 H

(1/2)
ν+1/2(aκr) gege-

ben. Es gilt

h
(1,2)
0 (r) =

e±it

±it
. (3.14)

Die weiteren sphärischen Hankel-Funktionen lassen sich mit den Rekursionsformeln
des folgenden Lemmas ebenfalls explizit berechnen.

Lemma 3.6. Seien H(1/2)
ν := (•)1−d/2 H

(1/2)
ν−1+d/2. und z ∈ C \ (R− ∪ {0}). Dann gilt

H(1/2)
ν+1 (z) = −zν∂z

(
z−νH(1/2)

ν (z)
)
, ν = 0, 1, ..., (3.15a)

H(1/2)
ν+1 (z) +H(1/2)

ν−1 (z) =
2(ν − 1) + d

z
H(1/2)

ν (z), ν = 1, 2, ..., (3.15b)∣∣H(1/2)
ν (z)

∣∣ =
|e±iz|

|z|(d−1)/2

(
1 +O

(
1

|z|

))
, |z| → ∞, (3.15c)

z 7→ H(1)
ν (κ|z|) erfüllt (3.2). (3.15d)

Beweis. Die Beweise der ersten beiden Formeln verwenden die Reihendarstellungen
der Hankel-Funktionen und sind in [CK98, §2.4 und §3.4] beschrieben. Zusammen mit
(3.14) ergibt sich das asymtpotische Verhalten der sphärischen Hankel-Funktionen
und damit die letzte Aussage für d = 3. Das asymptotische Verhalten im Falle d = 2
wird in [Wat95] nachgewiesen.

Wird die Randfunktion l analog zu (3.10) bezüglich {Φn} in ihre Fourier-Koeffizienten
ln := (l, Φn)L2(Γa) entwickelt, so lösen die Fourier-Koeffizienten un der Lösung u von
(3.1) die separierten Probleme

u′′n(r) +
d− 1

r
u′n(r) +

(
(aκ)2 +

a2λn

r2

)
un(r) = 0, r ≥ 1, (3.16a)

u′n(1) = aln, (3.16b)

u erfüllt (3.2) (3.16c)

mit n ∈ N0. Zu beachten ist hierbei, dass wegen der Skalierung r = |x|/a gilt ∂νu =
(1/a)∂r. Da wegen (3.15c) und (3.15d) die (sphärischen) Hankel-Funktionen 1.Art
(3.2) erfüllen und die (sphärischen) Hankel-Funktionen 2.Art nicht, ist

un(r) = cnH(1)
ν(n)(aκr), r ≥ 1 mit cn ∈ C.

Mit (3.16b) folgt cn = ln

κH(1)
ν(n)

′
(κa)

und es existiert genau eine im Sinne von (3.2)

ausstrahlende Lösung un von (3.16) mit

un(r) =
ln

κH(1)
ν(n)

′
(κa)

H(1)
ν(n)(aκr), n = 0, 1, ... (3.17)
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3. Helmholtz Probleme auf unbeschränkten Gebieten

In [CK98, Theorem 2.14] wird gezeigt, dass die zusammengesetzte Funktion

u(rx̂) :=
∞∑

n=0

ln

κH(1)
ν(n)

′
(κa)

H(1)
ν(n)(aκr)Φn(x̂). (3.18)

für geeignete ln auf kompakten Teilmengen von Ω konvergiert und die eindeutig be-
stimmte, im Sinne von (3.2) ausstrahlende Lösung von (3.1) ist. Wir werden später
in den Sätzen 3.9 und 3.12 auf diesen Punkt genauer eingehen.

Für κ > 0 ist H(1)
ν(n)

′
(κa) 6= 0, wie aus folgendem Lemma hervorgeht. Wir wer-

den später in Abschnitt 3.3 auf die Nullstellen der (sphärischen) Hankel-Funktionen
zurückkommen.

Lemma 3.7. Für <(κ) > 0 und ν ≥ 0 existieren endlich viele Nullstellen κ von H(1)
ν

bzw. H(1)
ν

′
. Für diese gilt =(κ) < 0 und |κ| ≥ C > 0.

Beweis. Der Beweis folgt mit [AS64, S.373 und S.441]. Vergleiche auch Abbildung
3.1.

Bemerkung 3.8. Wenn wir an Stelle von (3.1b) eine Dirichletsche Randbedingung

u|∂Ω = l, x ∈ ∂Ω (3.19)

stellen, so ergibt sich vollständig analog

u(rx̂) =
∞∑

n=0

ln

H(1)
ν(n)(aκ)

H(1)
ν(n)(aκr)Φn(x̂). (3.20)

Abbildung 3.1.: Nullstellen der sphärischen Hankel-Funktionen für ν = 2, ..., 20
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3.1. Streuprobleme

3.1.3. DtN-Operator

Die bekannte Lösung des Streuproblems an einer Sphäre Γa kann für allgemeine Streu-
probleme der Form Ω = Rd \K mit kompaktem K ⊂ Ba genutzt werden, indem das
Grundgebiet in zwei Teilgebiete Ωint := Ba \K und Ωext := Rd \Ba zerlegt wird (siehe
Abbildung 3.2).

Ωext

Ωint

Γa

K

Abbildung 3.2.: Zerlegung des Grundgebietes Ω

Formal kann das Streuproblem (3.1) auf diese Weise in zwei miteinander gekoppelte
Probleme für uint := u|Ωint

und uext := u|Ωext zerlegt werden:

−∆uint − κ2uint = 0, in Ωint, (3.21a)

∂uint

∂ν

∣∣∣
∂K

= l, auf ∂K, (3.21b)

∂uint

∂ν

∣∣∣
Γa

= g′0, auf Γa (3.21c)

und

−∆uext − κ2uext = 0, in Ωext, (3.22a)

uext|Γa = g0, auf Γa, (3.22b)

uext erfüllt eine Ausstrahlungsbedingung. (3.22c)

Die Kopplung entsteht durch uint = uext und ∂νuint = ∂νuext auf Γa und spiegelt sich
in einer Beziehung zwischen g0 und g′0 wieder. Mit g

(n)
0 := (g0, Φn)L2(Γa) lässt sich

diese Beziehung durch die Lösung (3.20) des externen Problems darstellen

g′0 =
∂uext

∂ν

∣∣∣
Γa

=
∞∑

n=0

κH(1)
ν(n)

′
(aκ)

H(1)
ν(n)(aκ)

Φn(x̂)g
(n)
0 . (3.23)
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3. Helmholtz Probleme auf unbeschränkten Gebieten

Dabei ist zu beachten, dass die Reihe in (3.20) wegen [Néd01, Theorem 2.6.2] glied-
weise differenziert werden darf. Die Abbildung g0 7→ g′0 wird Dirichlet-to-Neumann-
Operator (kurz DtN-Operator) und die inverse Abbildung NtD := DtN−1 Neumann-
to-Dirichlet-Operator gennant.

Satz 3.9. Der DtN-Operator hat für <(κ) > 0 die folgenden Eigenschaften:

(i) DtN ist ein linearer, stetiger Operator von H1/2(Γa) nach H−1/2(Γa).

(ii) Es existiert ein linearer, kompakter Operator L : H1/2(Γa) → H−1/2(Γa), sodass

DtN−L nicht mehr von κ abhängt und <
(∫

Γa
(DtN−L) (f)fdx̂

)
< 0 für alle

f ∈ H1/2(Γa) \ {0}.

(iii) Für κ > 0 gilt =
(∫

Γa
DtN(f)fdx̂

)
> 0 für alle f ∈ H1/2(Γa) \ {0}.

Beweis. Die Linearität von DtN ist unmittelbar ersichtlich. Für f ∈ Hs(Γa) kann eine
zu ‖•‖Hs(Γa) äquivalente Norm analog zu [FGS98, §5.1] mit den Fourier-Koeffizienten
fn := (f, Φn)L2(Γa) definiert werden durch

‖f‖2
Hs(Γa) ∼

∞∑
n=0

(1 + ν(n))2s |fn|2. (3.24)

Für αν := κH(1)
ν

′
(aκ)

H(1)
ν (aκ)

gilt mit Hilfe von (3.15a) und (3.15b)

αν = −ν + d− 2

a
+

κH(1)
ν−1(aκ)

H(1)
ν (aκ)

. (3.25)

Dann ist wegen

‖DtN f‖2
H−1/2(Γa) ∼

∞∑
n=0

∣∣∣∣ αν(n)

1 + ν(n)

∣∣∣∣2 (1 + ν(n)) |fn|2 (3.26)

die erste Behauptung bewiesen, sofern αν = O(ν). Mit den asymptotischen Entwick-
lungen für die (sphärischen) Hankel-Funktionen (siehe [CK98, §2.4 und §3.4])

h(1)
ν (z) =

1 · 3 · . . . · (2ν − 1)

izν+1

(
1 +O

(
1

ν

))
, z ∈ C und

H(1)
ν (z) =

2ν(ν − 1)!

πizν

(
1 +O

(
1

ν

)) (3.27)

folgt dies mit

κH(1)
ν−1(aκ)

H(1)
ν (aκ)

= O
(

1

ν

)
. (3.28)

Die zweite Behauptung ist ebenfalls gezeigt, wenn der Operator L durch∫
Γa

L(f)gdx̂ :=
∞∑

n=0

κH(1)
ν(n)−1(aκ)

H(1)
ν(n)(aκ)

fn(g, Φn)L2(Γa), f, g ∈ H1/2(Γa), (3.29)
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3.1. Streuprobleme

definiert wird, da wegen ‖Lf‖H1/2(Γa) < ∞ L als Abbildung von H1/2(Γa) nach

H1/2(Γa) aufgefasst werden kann und die Einbettung H1/2(Γa) → H−1/2(Γa) kom-
pakt ist.

Die dritte Behauptung ist äquivalent zu =(αν) > 0 und findet sich z.B. in [Ihl98,
Lemma 3.3].

Bemerkung 3.10. Wir unterdrücken aus Notationsgründen die Abhängigkeit des
DtN-Operators von κ. Für Streuprobleme stellt dies kein größeres Problem dar. Bei
Resonanzproblemen hingegen ist diese Abhängigkeit entscheidend, da sie nichtlinear
in den gesuchten Eigenwerten κ2 ist.

3.1.4. Eindeutigkeit und Äquivalenz

Mit Hilfe des DtN-Operators kann eine Variationsformulierung für (3.21) in X :=
H1(Ωint) angegeben werden:

s(uint, v) = l∗(v), v ∈ X (3.30)

mit

s(f, g) :=

∫
Ωint

(
∇f · ∇g − κ2fg

)
dx−

∫
Γa

DtN (f |Γa) g|Γa dx̂, (3.31)

l∗(f) :=

∫
∂K

lf ds

für f, g ∈ X.

Lemma 3.11. Für die Sesquilinearform s gilt:

(i) Für <(κ) > 0 ist die Sesquilinearform s aus X-koerzitiv, d.h. s ist stetig auf
X ×X und es existieren Konstanten C1, C2 > 0 mit

<(s(f, f)) + C1‖f‖L2(Ωint) + <
(
(Lf |Γa , f |Γa)H−1/2(Γa)×H1/2(Γa)

)
≥ C2‖f‖H1(Ωint).

(3.32)

(ii) s erfüllt für κ > 0 eine inf-sup Bedingung (2.27), d.h. (3.30) besitzt für alle
l ∈ H−1/2(∂K) eine eindeutige Lösung, und die Lösung hängt stetig von l ab.

Beweis. Die Stetigkeit von s folgt direkt aus Satz 3.9(i) mit dem nach Satz 2.3 stetigen
Spuroperator T : H1(Ωint) → H1/2(Γa). Die Ungleichung (3.32) ist eine direkte Folge
aus Satz 3.9(ii) und Bemerkung 2.9. Dies ist in der Tat eine G̊arding Ungleichung im
Sinne von Bemerkung 2.8, da

(Lf |Γa , f |Γa)H−1/2(Γa)×H1/2(Γa) = (T ′LTf, f)L2(Ωint) (3.33)

mit dem dualen Operator T ′ : H−1/2(Γa) → H−1(Ωint). Mit der Kompaktheit von L
ergibt sich somit eine kompakte Störung einer X-elliptischen Sesquilinearform.

Für die zweite Behauptung ist mit der Riesz-Fredholm Theorie nur noch die Eindeu-
tigkeit zu zeigen. Hinreichend dafür ist 3.9(iii) (siehe [Ihl98, Theorem 3.2]).
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3. Helmholtz Probleme auf unbeschränkten Gebieten

Mit Hilfe der eindeutigen Lösbarkeit von (3.30) gilt folgender Äquivalenzsatz.

Satz 3.12. Seien u ∈ H2
loc(Ω) eine Lösung von (3.1) und <(κ) > 0. Dann ist uint =

u|Ωint
∈ H1(Ωint) Lösung von (3.30). Umgekehrt kann die für κ > 0 eindeutige Lösung

uint ∈ H1(Ωint) von (3.30) eindeutig zu einer Lösung u ∈ H2
loc(Ω) von (3.1) fortgesetzt

werden.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist trivialerweise mit der Definition (3.23) des
DtN-Operators erfüllt. Für den zweiten Teil sei uint ∈ H1(Ωint) die eindeutige Lösung
von (3.30) und

u(x) :=

uint(x), für x ∈ Ωint∑∞
n=0

(uint|Γa ,Φn)L2(Γa)

H(1)
ν(n)

(aκ)
H(1)

ν(n)(κ|x|)Φn

(
ax
|x|

)
, für x ∈ Ωext

. (3.34)

uext := u|Ωext liegt für jedes kompakte K1 ⊂ Ωext nach [Néd01, Theorem 2.6.2] in
H1(K1) und ist wegen [CK98, Theorem 2.14] austrahlende Lösung der Helmholtz-
Gleichung (3.22a). Die Beweise werden zwar nur für κ > 0 und in [Néd01] für d = 2
und in [CK98] für d = 3 geführt, können jedoch in dieser Formulierung auf <(κ) > 0
und d = 2, 3 verallgemeinert werden.

Sei weiter K2 ⊂ Ω ein kompaktes Gebiet mit C2-Rand ∂K2. Dann ist wegen ∂uint

∂ν

∣∣
Γa

=
∂uext

∂ν

∣∣
Γa

und uint|Γa = uext|Γa die eingeschränkte Funktion u|K2 ∈ H1(K2) Lösung der
Gleichung ∫

K2

(
∇u · ∇v − κ2uv

)
dx =

∫
∂K2

∂u

∂ν
(s)v(s)ds, v ∈ H1(K2).

und mit dem Regularitätssatz 2.10 folgt u|K2 ∈ H2(K2). Somit ist u ∈ H2
loc(Ω) und

löst (3.1). Aus der Eindeutigkeit in Bemerkung 3.8 der Lösung uext auf Ωext bei
gegebenen Dirichlet-Daten uint|Γa folgt die Eindeutigkeit von u.

Damit ist theoretisch die in Abschnitt 2.4 dargestellte Konvergenztheorie konformer
Finite Elemente Methoden anwendbar. Eine Schwierigkeit stellt in der praktischen
Anwendung der DtN-Operator dar, da er aus einer unendlichen Reihe besteht und so
nicht ohne weiteres implementiert werden kann. Deswegen werden wir im nächsten
Abschnitt klassische Methoden zur Approximation des DtN-Operators vorstellen.

3.2. Transparente Randbedingungen

In Abschnitt 3.1.3 wurde das Streuproblem (3.1), das auf dem unbeschränkten Gebiet
Ω gegeben ist, auf das Gebiet Ωint eingeschränkt. Der implizit in (3.21) oder explizit
in der zugehörigen Variationsformulierung (3.30) auftauchende DtN-Operator ist nu-
merisch nicht anwendbar. Wir werden deshalb an Stelle der exakten Randbedingung
auf Γa

−DtN (uint|Γa) +
∂uint

∂ν

∣∣∣
Γa

= 0 (3.35)
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3.2. Transparente Randbedingungen

eine sogenannte transparente Randbedingung verwenden:

−DtNap (uint|Γa) +
∂uint

∂ν

∣∣∣
Γa

= 0. (3.36)

Diese Randbedingung soll möglichst wenig unnatürliche Reflektionen am künstlichen
Rand Γa hervorrufen. Es gibt mehrere Zugänge zur Konstruktion solcher Randbedin-
gungen. Wir werden uns in diesem Kapitel auf die Zugänge über die bereits definierten
Hankel-Funktionen H(1), über die wir auch den DtN-Operator eingeführt haben, be-
schränken.

Bemerkung 3.13. Die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (3.2) ist nur für
Wellenzahlen κ mit =(κ) ≥ 0 eine sinnvolle Ausstrahlungsbedingung. Für κ ∈ C \ R
mit <(κ) > 0 wird das Verhalten der Lösung für r →∞ durch den Exponentialterm in
der asymptotischen Formel der Hankel-Funktionen (3.15c) bestimmt. Der definierte
DtN-Operator bleibt jedoch in diesem Fall gültig und übernimmt die Rolle der Aus-
strahlungsbedingung. Genauer gesagt ist eine Lösung von (3.1) mit Ω := Rd \K und
K ⊂ Ba genau dann ausstrahlend, wenn sie für x ∈ Ωext eine Reihendarstellung der
Form

u(rx̂) =
∞∑

n=0

cnH(1)
ν(n)(aκr)Φn(x̂), r ≥ 1 (3.37)

besitzt, welche auf kompakten Teilmengen des Ωext gleichmäßig und absolut konver-
giert. Analog definieren wir eine Lösung als einfallend, wenn sie (3.37) mit den
Hankel-Funktionen 2.Art erfüllt.

3.2.1. Lokale absorbierende Randbedingungen

Die zunächst naheliegendste Möglichkeit wäre, die unendliche Reihe in der Definition
(3.23) des DtN-Operators an einer endlichen Stelle abzubrechen. Dies würde jedoch
die Eigenschaft (iii) in Satz 3.9 des DtN-Operators zerstören. Diese ist hinreichend
für die Eindeutigkeit des Problems für κ > 0 in Satz 3.11. In der Tat reduziert sich
für jeden Abbruchindex N eine solche absorbierende Randbedingung für Funktionen
f mit fn := (f, Φn)L2(Γa) = 0 für n ≤ N zu einer Neumannschen Randbedingung.
Für diese hat nach Abschnitt 2.5 der Laplace-Operator auf beschränkten Gebieten
positive Eigenwerte und das Problem (3.21) wäre für die Wurzeln dieser Eigenwerte
nicht mehr eindeutig lösbar.

Zudem wäre eine solche Randbedingung nicht lokal; es müssten zur Berechnung der
Fourier-Koeffizienten Integrale über ganz Γa gebildet werden. Dies widerspricht dem
Konstruktionsprinzip von FEM, lokal zu rechnen, um so möglichst dünn besetzte Ma-
trizen zu erhalten.

Die einfachste Form einer lokalen, absorbierenden Randbedingung (,,absorbing boun-
dary condition” - ABC) stellt die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung selber
da. Wird der Grenzwert r →∞ durch eine Auswertung auf der Sphäre Γa ersetzt, so
ergibt sich

− iκuint|Γa +
∂uint

∂ν

∣∣∣
Γa

= 0 und DtNap g = iκg, g ∈ H1/2(Γa). (3.38)
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3. Helmholtz Probleme auf unbeschränkten Gebieten

Abbildung 3.3.: Infinites Element

ABCs höherer Ordnung, die auch Ableitungen in x̂ enthalten, können mit der asym-
ptotischen Formel der Hankel-Funktionen (3.15c) gewonnen werden. In [Ihl98, §3.3]
sind mehrere, unterschiedliche Zugänge vorgestellt und verglichen. Sie haben jedoch
eines gemeinsam: Der Exponentialterm in (3.15c) wird wie schon bei der Sommerfeld-
schen Ausstrahlungsbedingung vernachlässigt. Von daher sind diese Ausstrahlungs-
bedingungen nur für =(κ) ≥ 0 sinnvoll.

3.2.2. Klassische Infinite Elemente Methoden

Für klassische Infinite Elemente Methoden (IEM) werden zunächst mit Standard-

FEM auf Ωint Basisfunktionen definiert. Die Spuren b
(x̂)
n der Nx̂ + 1 auf Γa nicht ver-

schwindenden Basisfunktionen werden in (3.37) an Stelle der Eigenfunktionen Φn

des Laplace-Beltrami-Operators als Basis des H1/2(Γa) verwendet. Auch in dieser
Basis hat eine Lösung von (3.1) asymptotisch für r →∞ das Verhalten der Hankel-
Funktionen 1.Art. Werden nur endlich viele dieser Hankel-Funktionen benutzt, so
ergibt sich folgender Ansatz für u:

u(rx̂) ≈
Nx̂∑
n=0

un(r)b(x̂)
n (x̂), mit un(r) :=

Nr∑
ν=0

cnνH(1)
ν (aκr). (3.39)

Ein Beispiel mit quadratischen Lagrange-Elementen auf Ωint ist in Abbildung 3.3 zu
sehen. Es ist nicht nötig, in (3.39) tatsächlich die Hankel-Funktionen zu verwenden.
Vielmehr reicht es aus, für un ausstrahlende Lösungen im Sinne der Sommerfeldschen
Ausstrahlungsbedingung zu verwenden. Häufig werden deshalb auch die einfacheren
Basisfunktionen

b
(r)
0 (r) :=

eaiκ(r−1)

r
d−1
2

und b(r)
ν (r) :=

eaiκ(r−1)

r(ν+1) d−1
2

− b
(r)
0 (r), ν = 1, 2, ... (3.40)
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3.2. Transparente Randbedingungen

verwendet. Diese Darstellung entspricht der Atkinson-Wilcox Entwicklung (siehe z.B.
[Ihl98, §2.1.4] oder [DI01]). Die Differenz für ν ≥ 1 ist dabei so gewählt, dass für r = 0

nur b
(r)
0 (0) = 1 nicht verschwindet. Im Sinne der FEM heißt das, dass b

(r)
0 einen auf

1 normierten Randfreiheitsgrad darstellt und die weiteren Basisfunktionen als innere
Freiheitsgrade des grau schraffierten infiniten Elementes zu betrachten sind.

Bemerkung 3.14. In Polarkoordinaten definiert (3.39) ein einfaches Tensorprodukt-
element für die Variationsformulierung∫

Ωext

(
∇uext · ∇v|Ωext − κ2uextv|Ωext

)
dx = −

∫
Γa

∂uext

∂ν

∣∣∣
Γa

v|Γadx̂. (3.41)

Wenn obige Gleichung mit (3.3) in Polarkoordinaten überführt wird, so kann formal
die Elementmatrix analog zu Beispiel 2.18 als Tensorprodukt aus den Elementmatri-
zen bezüglich x̂

M (x̂) :=

(∫
Γa

b(x̂)
n b

(x̂)
m dx̂

)Nx̂

m,n=0

und S(x̂) =

(∫
Γa

∇x̂b
(x̂)
n · ∇x̂b

(x̂)
m dx̂

)Nx̂

m,n=0

(3.42)

sowie den Elementmatrizen bezüglich r

L1 :=

(
1

a

∫ ∞

0

∂rb
(r)
ν ∂rb

(r)
µ dr

)Nr

µ,ν=0

, L2 :=

(
d− 1

a

∫ ∞

0

1

r + 1
∂rb

(r)
ν b

(r)
µ dr

)Nr

µ,ν=0

,

L3 :=

(
a

∫ ∞

0

1

(r + 1)2
b(r)
ν b

(r)
µ dr

)Nr

µ,ν=0

und L4 :=

(
a

∫ ∞

0

b(r)
ν b

(r)
µ dr

)Nr

µ,ν=0

(3.43)
berechnet werden:

M (x̂) ⊗
(
L1 − L2 − κ2L4

)
+ S(x̂) ⊗ L3. (3.44)

Die Matrizen Lk, k = 1, 2, 3, 4 sind zwar formal korrekt, die enthaltenen Integrale
jedoch z.T. divergent. So hat für d = 2 und κ > 0 b

(r)
0 ein Abfallverhalten von

√
r

und somit ist b
(r)
0 b

(r)
0 6∈ L1(R+).

Bemerkung 3.15. Ein alternativer Zugang ist in [Dem07, §16.1.2] beschrieben. Dort
wird zunächst eine Variationsformulierung auf Ωint aufgestellt und dann durch mehre-
re Transformationen die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung in die Formulierung
eingeführt. Für positive κ existiert dann der Grenzwert der Integrale für a →∞ und
es ergibt sich eine Formulierung für Ω. Im Kern führt dieser Ansatz jedoch zu den
gleichen Elementen und den gleichen Problemen.

Bemerkung 3.16. Die IEM kann mit Hilfe von (3.41) als transparente Randbedin-
gung bzw. als Approximation an den DtN-Operator aufgefasst werden, da

−
∫

Γa

DtN (uint|Γa) v|Γa dx̂ =

∫
Ωext

(
∇uext · ∇v|Ωext − κ2uintv|Ωext

)
dx. (3.45)

Sie ist aufgrund der speziellen Wahl der Ansatzfunktionen b
(r)
ν auch lokal im Sinne

der FEM.

39



3. Helmholtz Probleme auf unbeschränkten Gebieten

Ωint K

PML

Abbildung 3.4.: Perfectly Matched Layer

3.2.3. PML Methode

Die sogenannte Perfectly Matched Layer (PML) Methode ist im Gegensatz zu den bis-
her vorgestellten transparenten Randbedingungen auch für komplexe κ mit <(κ) > 0
geeignet. Sie macht sich ebenfalls die asymptotische Formel (3.15c) der Hankel Funk-
tionen zu Nutze, verwendet jedoch den Exponentialterm als Charakterisierungsmerk-
mal von ausstrahlenden Lösungen. Dafür wird im einfachsten Falle die Funktion uext

als Funktion auf R × Γa aufgefasst und in radialer Richtung holomorph fortgesetzt,
d.h. uext : C× Γa → C. Dann kann eine Funktion uPML(r, x̂) := uext (r + iσ0(r − 1), x̂)
mit σ0 > 0 und r ≥ 1 definiert werden und es gilt

uPML(r, x̂) =
∞∑

n=0

cnH(1/2)
ν(n) ((1 + σ0i)κr − iσ0κ) Φn(x̂) ≈ e±(i−σ0)κr, r →∞, (3.46)

wenn uext ausstrahlend bzw. einfallend ist. Falls σ0 > −=(κ)
<(κ)

, ist uPML für ausstrahlen-
de Lösungen exponentiell fallend und für einfallende exponentiell steigend. Dadurch
erscheint es sinnvoll, das unbegrenzte Gebiet Ωext auf ein ringförmiges Gebiet mit end-
licher Dicke zu begrenzen (siehe Abbildung 3.4). In diesem erfüllt uPML die modifizierte
Helmholtz-Gleichung

−
(

1

a2

(
1

(1 + σ0i)2
∂2

r +
d− 1

(1 + σ0i)r
∂r

)
+

1

r2
∆x̂

)
uPML(r, x̂)−κ2uPML(r, x̂) = 0. (3.47)

Da am Innenrand Γa die Funktionen uint und uPML übereinstimmen, sind an diesem
keine unnatürlichen Reflektionen zu erwarten, sofern die durch partielle Integration
in Ωint und in der PML-Schicht auftretenden Randterme übereinstimmen. Am Außen-
rand müsste theoretisch wiederum ein DtN-Operator verwendet werden. In [HSZ03b,
Theorem 5.8] wurde für κ > 0 jedoch gezeigt, dass der durch eine einfache Dirichlet-
sche Nullrandbedingung hervorgerufene Fehler exponentiell mit der Dicke der Schicht
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3.3. Resonanzprobleme

abnimmt. Dort wurden statt der relativ einfachen, linearen Komplexifizierung des
Radius in der Definition von uPML allgemeine Wege γ der Form

γ(1) = 1, <(γ(r)) = r und =(γ′(r)) ≥ 0, r ≥ 1 (3.48)

mit uPML(r, x̂) := uext(γ(r), x̂) behandelt.

Bemerkung 3.17. Die PML Methode ist relativ einfach in bestehende FE -Codes zu
implementieren, da sie lediglich in der PML-Schicht eine geänderte Sesquilinearform
benötigt. Des Weiteren ist sie linear in κ2, wodurch auch die im nächsten Abschnitt
vorgestellten Resonanzprobleme behandelt werden können. Eine Schwierigkeit stellt
die Wahl eines optimalen Weges γ, der Dicke der PML-Schicht und natürlich der
verwendeten FEM dar. Während letzteres durch adaptive Verfahren vollautomatisch
geschehen kann, so ist eine adaptive Wahl der PML-Parameter nur mit großem Auf-
wand und a-priori Informationen über die Lösung möglich. Ein Beispiel hierfür ist in
[ZBK+05] beschrieben.

3.3. Resonanzprobleme

Im Zentrum dieses Abschnitts und der gesamten Arbeit steht folgende Definition.

Definition 3.18 (Resonanz). Sei (κ2, u) ∈ C × H2
loc(Ω) \ {0} mit <(κ) > 0 eine

Lösung des Eigenwertproblems

−∆u = κ2u, in Ω = Rd \K, (3.49a)

∂u

∂ν

∣∣∣
∂K

= 0, auf ∂K, (3.49b)

u ist von der Form (3.37). (3.49c)

Dann heißt κ eine Resonanz des negativen Laplace-Operators −∆ auf Ω mit Neu-
mannschen Randbedingungen auf ∂K und der Ausstrahlungsbedingung (3.37). Wir
werden in diesem Fall auch kurz von einer Resonanz des durch (3.49) gegebenen Re-
sonanzproblems sprechen.

Zur Untersuchung dieses Eigenwertproblems betrachten wir die Sesquilinearform s
aus (3.31) und ordnen ihr mit Lemma 2.5 den Operator S + L̃(κ) mit

(L̃(κ)f, g)H1(Ωint) = −(1 + κ2)

∫
Ωint

fg dx−
∫

Γa

L(κ) (f |Γa) g|Γa dx̂ (3.50)

und L(κ) aus Satz 3.9(ii) zu. S ist ein stetig und stetig invertierbarer, von κ un-
abhängiger Operator und L̃(κ) : H1(Ωint) → H1(Ωint) für <(κ) > 0 kompakt, wie
bereits in Lemma 3.11(i) bewiesen wurde.

Bemerkung 3.19. Die in Satz 3.12 für κ > 0 gezeigte Äquivalenz zwischen (3.1) und
(3.30) führt uns zu der Vermutung, dass κ genau dann eine Resonanz des Problems
(3.49) ist, wenn der Operator S+L̃(κ) nicht stetig invertierbar ist. Den Beweis dieser
Vermutung werden wir später in Satz 3.22 nachholen.
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3. Helmholtz Probleme auf unbeschränkten Gebieten

In Lemma 3.11(ii) wurde für κ > 0 gezeigt, dass (3.30) für alle rechten Seiten l∗ eine
eindeutige Lösung besitzt. Somit ist bereits klar, dass, wenn obige Vermutung zutrifft,
im Gegensatz zu Abschnitt 2.5 die Resonanzen nicht reell sein können.

Lemma 3.20. Sei Z die Menge aller Nullstellen κ von H(1)
ν (a•) für ν ∈ N0. Dann

ist die Funktion κ 7→ L̃(κ) auf {z ∈ C | <(z) > 0} \ Z holomorph.

Beweis. Mit [Kat95, Theorem 3.12] ist nur die Holomorphie von (L̃(κ)f, g)H1(Ωint)

für beliebige f, g ∈ H1(Ωint) zu zeigen. Dies folgt jedoch direkt aus der Holomorphie
der Hankel-Funktionen auf C \ R−. Der Operator L aus 3.9(ii) ist folglich in κ eine
meromorphe Funktion mit Polstellen Z.

Da L̃(κ) kompakt und auf {z ∈ C | <(z) > 0} \ Z holomorph ist und S + L̃(κ) nach
3.11(ii) invertierbar für κ > 0 ist, sind die Voraussetzungen des Steinberg Theorems
[Tay96, §9, Proposition 7.4] erfüllt und es gilt:

Lemma 3.21. Die Funktion κ 7→
(
S + L̃(κ)

)−1

ist auf {z ∈ C | <(z) > 0} \ Z eine

meromorphe Funktion, d.h. es existiert eine diskrete Menge O ⊂ {z ∈ C | <(z) >
0} \ Z, sodass S + L̃(κ) auf H1(Ωint) genau für κ ∈ {z ∈ C | <(z) > 0} \ (O ∪ Z)
stetig invertierbar ist.

Mit dieser Vorarbeit können wir die Vermutung in Bemerkung 3.19 beweisen.

Satz 3.22. Sei κ ∈ O. Dann ist κ eine Resonanz des Problems (3.49).

Sei umgekehrt (κ2, u) eine Lösung von (3.49). Dann existiert ein ã ≥ a, sodass κ ∈ O
mit ã an Stelle von a in den Definitionen von L̃(κ) und Ωint.

Beweis. Für jedes κ ∈ O existiert eine Funktion uint aus H1(Ωint) mit(
S + L̃(κ)

)
uint = 0,

da S + L̃(κ) nicht stetig invertierbar und ein Fredholm-Operator mit Index 0 ist. Mit
Hilfe des Beweises von Satz (3.12) existiert eine Fortsetzung u ∈ H2

loc(Ω) von uint und
(κ2, u) ist eine Lösung von (3.49).

Sei umgekehrt (κ2, u) eine Lösung von (3.49). Mit Lemma 3.7 existiert ein ã, sodass

H(1)
ν (ãκ) 6= 0 für ν = 0, 1, ... Dann löst uint := u|Ωint

für dieses ã die Variationsformu-

lierung (3.30) mit l∗ ≡ 0, d.h.
(
S + L̃(κ)

)
uint = 0. Damit ist S + L̃(κ) nicht stetig

invertierbar und κ liegt in O.

Zusammen mit Lemma 3.21 ergibt sich direkt folgendes Korollar.

Korollar 3.23.

(i) Die Umkehrung in Satz 3.12 gilt auch für <(κ) > 0, sofern κ weder Resonanz

des Problems (3.49) noch Nullstelle von H(1)
ν (a•) ist. Insbesondere ist das Streu-

problem (3.1) genau dann für alle l ∈ H1/2(∂Ω) eindeutig lösbar, wenn κ keine
Resonanz des Problems (3.49) ist.
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3.3. Resonanzprobleme

(ii) Es existieren ausschließlich isolierte Resonanzen des Problems (3.49).

Für den einfachsten Fall Ω = Ωext sind die Resonanzen sehr einfach zu berechnen.

Beispiel 3.24 (Resonanzen auf Rd \ Ba). Sei Ω = Ωext. Dann sind mit (3.18) bzw.
(3.20) die Resonanzen des Problems (3.49) mit Neumannscher bzw. Dirichletscher

Randbedingung auf Γa durch die Nullstellen von H(1)
ν

′
(a•) bzw. H(1)

ν (a•) gegeben. Ver-
gleiche dazu Lemma 3.7 und Abbildung 3.1.

Die Existenz und asymptotische Verteilung von Resonanzen auf Ω = Rd \K für kon-
vexe Gebiete K wird in [SZ99] eingehend untersucht. Neben anderen Resultaten wird
dort nachgewiesen, das für bestimmte konvexe Gebiete unendlich viele Resonanzen
existieren und der Imaginärteil dieser Resonanzen negativ ist. Letzteres kann auch
direkt aus [Tay96, §9, Proposition 7.7] gefolgert werden.

Bemerkung 3.25. Wegen der asymptotischen Formel der Hankel-Funktionen (3.15c)
folgt, dass für =(κ) < 0 die zugehörigen Eigenfunktionen exponentiell für r → ∞
ansteigen.
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4. Eine transparente Randbedingung
basierend auf der Polbedingung

Die in Abschnitt 3.2 vorgestellten transparenten Randbedingungen sind bis auf die
PML Methode zur Lösung des Resonanzproblems (3.49) nicht geeignet, da sie zum
einen für =(κ) < 0 die Ausstrahlungsbedingung nicht ausreichend nachbilden und
zum anderen zu einem nichtlinearen Eigenwertproblem führen würden. Letzteres er-
gibt sich aus der Tatsache, dass sowohl die absorbierenden Randbedingungen als auch
die klassischen Infinite Element Methoden nichtlinear von κ2 abhängen.

In diesem Kapitel wird deshalb eine neue Klasse von Methoden eingeführt, die auf Re-
sonanzprobleme anwendbar sind und deren theoretische Grundlage die im nächsten
Abschnitt vorgestellte Polbedingung bildet. Diese alternative Ausstrahlungsbedin-
gung ermöglicht den Zugang zu unterschiedlichen numerischen Lösungsverfahren, von
denen eine in den folgenden Abschnitten dargestellt wird.

4.1. Polbedingung und Hardy-Räume

Die zuerst in [SD95] vorgeschlagene Methode zur Charakterisierung von auslaufen-
den Wellen basiert auf den Eigenschaften der Laplace-Transformierten einer solchen
Welle. Vergleichbare Methoden werden in anderem Kontext seit langer Zeit in der Re-
gelungstechnik zur Untersuchung der Stabilität eines Regelkreises angewandt [Föl92].
Dort müssen die Pole der Laplace-Transformierten der Übertragungsfunktion negati-
ven Realteil aufweisen.

In unserem Falle betrachten wir zunächst das eindimensionale Beispielproblem

− u′′(r)− κ2u(r) = 0, r ≥ 0, (4.1a)

u(0) = u0. (4.1b)

Eine allgemeine Lösung ist von der Form

u(r) = C1e
iκr + C2e

−iκr, C1 + C2 = u0. (4.2)

Die Laplace-Transformierte (siehe Definition A.4) û := Lu von u ist durch

û(s) =
C1

s− iκ
+

C2

s + iκ
, <(s) > |=(κ)|, (4.3)

gegeben und hat eine meromorphe Fortsetzung auf C\{±iκ}. Mit Hilfe der Sommer-
feldschen Ausstrahlungsbedingung (3.2)

lim
r→∞

(u′(r)− iκu(r)) = C2 lim
r→∞

(
−2iκe−iκr

) !
= 0
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4. Eine transparente Randbedingung basierend auf der Polbedingung

ist u für κ > 0 ausstrahlend, wenn C2 = 0 gilt und somit û keinen Pol bei −iκ,
d.h. keinen Pol mit negativem Imaginärteil besitzt. Diese Bedingung an die Pole der
Laplace-Transformierten ist im eindimensionalen Beispielproblem und für κ > 0 eine
zu (3.2) äquivalente Ausstrahlungsbedingung, die auch für =(κ) 6= 0 die Eindeutigkeit
der Lösung garantiert.

In [HSZ03a] werden auf Basis dieser Idee eine Ausstrahlungsbedingung für κ > 0
in höheren Dimensionen definiert und die theoretischen Grundlagen zur Lösungs-
und Konvergenztheorie numerischer Verfahren gelegt. In den nächsten Unterabschnit-
ten werden diese kurz zusammengefasst und in den Kontext von Hardy-Räumen ge-
stellt.

4.1.1. Polbedingung

Dem eindimensionalen Beispielproblem folgend definieren wir folgende Ausstrahlungs-
bedingung.

Definition 4.1 (Polbedinung, 1.Version). Eine stetige Funktion f : Ωext → C erfüllt
die Polbedingung, wenn die Laplace-Transformierte in radialer Richtung f̂(•, x̂) :=
L{f(•x̂)} eine holomorphe Fortsetzung auf C− := {s ∈ C | =(s) < 0} für alle x̂ ∈ Γa

besitzt und die Funktion s 7→
∫

Γa

∣∣∣∂f̂
∂s

(s, x̂)
∣∣∣2 dx̂ stetig auf kompakten Teilmengen des

C− ist.

Diese Definition entspricht dem Vorgehen bei der Definition der bisher vorgestellten
Ausstrahlungsbedingungen (3.2) und (3.37), da das Verhalten der Lösung in radialer
Richtung beschrieben wird. Die Polbedingung ist nach [HSZ03a, Theorem 9.4] für
κ > 0 äquivalent zu (3.2), sofern die Funktion selber Lösung der Helmholtz-Gleichung
(3.1a) mit Ω = Ωext ist.

Der Nachweis dieser Äquivalenz erfolgt im Wesentlichen mit der bereits in Abschnitt
3.1.2 benutzten Zerlegung einer Lösung u von (3.1a) in die Fourier-Komponenten
bezüglich Φn. Für

uext(r, x̂) := (r + 1)
d−1
2 u((r + 1)•), r > 0, x̂ ∈ Γa und (4.4)

un(r) := (uext(r, •), Φn)L2(Γa) (4.5)

erhalten wir

− u′′n(r)−
(

(aκ)2 +
Cd + a2λn

(r + 1)2

)
un(r) = 0, r > 0 (4.6)

mit Cd := (d−1)(3−d)
4

. Die Skalierung in (4.4) ist nicht notwendig. Sie vereinfacht
lediglich die kommenden Rechnungen.
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4.1. Polbedingung und Hardy-Räume

−aiκ

aiκ

=(s)

<(s)

Abbildung 4.1.: Holomorphie-Gebiet

Bemerkung 4.2. In [HSZ03a] wird mit Ausnahme der ersten Abschnitte nur der
Fall κ = 1 behandelt. Die dargestellte Theorie lässt sich jedoch zum Teil auf <(κ) > 0
verallgemeinern. Des Weiteren werden dort die herkömmliche Polarkoordinatendar-
stellung und die Eigenfunktionen des Laplace-Beltrami-Operators auf der Einheitss-
phäre verwendet. Deshalb ergeben sich im Folgenden geringe Modifizierungen zu den
Ergebnissen aus [HSZ03a].

Mit Hilfe von Satz A.6 wird Gleichung (4.6) Laplace-transformiert, und wir erhalten

(s2 + a2κ2)ûn(s) +
(
Cd + a2λn

) (
Ĵ

2
ûn

)
(s) = sun(0) + u′n(0) (4.7)

mit (
Ĵ f
)

(s) :=

∫ ∞

s

es−σf(σ)dσ. (4.8)

Die Laplace-Transformierte ûn := Lun existiert für <(s) > |=(κ)| mit Hilfe der
asymptotischen Formel (3.15c) und

un(r) = (r + 1)
d−1
2

(
c(1)
n H(1)

ν(n) (aκ(r + 1)) + c(2)
n H(2)

ν(n) (aκ(r + 1))
)

. (4.9)

In [HSZ03a, sec. 5] wird gezeigt, dass für gegebene un(0) und u′n(0) Gleichung (4.7)
eine eindeutige Lösung ûn existiert, welche eine holomorphe Fortsetzung auf C \
{±aiκ− t | t ≥ 0} (siehe Abbildung 4.1) besitzt. Im Gegensatz zum eindimensionalen
Fall ist ûn also keine meromorphe Funktion, und die Bezeichnung Polbedingung ist
etwas irreführend. Die Schnitte {±aiκ − t | t ≥ 0}, über die ûn nicht holomorph
fortgesetzt werden kann, müssen nicht parallel zur reellen Achse gewählt werden. In
der Tat werden wir später andere Schnitte betrachten.

Weiterhin wird in diesem Abschnitt gezeigt, dass ûn in seinem Holomorphie-Gebiet
ein Abfallverhalten der Form O (|s|−1) für |s| → ∞ besitzt. Im Wesentlichen basiert
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4. Eine transparente Randbedingung basierend auf der Polbedingung

der Beweis auf Gleichung (4.7) und |(Ĵ
2
ûn)(s)| ≤ C‖ûn‖ mit einer geeigneten Norm

‖•‖. Dies ist nicht unbedingt überraschend, da mit Hilfe der Stetigkeit von un in 0 und
dem Grenzwertsatz der Laplace-Transformation A.5 ein solches Verhalten zumindest
in einem Bereich um die positive reelle Achse zu erwarten ist.

In Abschnitt 6 werden Sprungfunktionen der Art

Ψn,±(t) := cn lim
ε↘0

(ûn(±aiκ− t− iε)− ûn(±aiκ− t + iε)) , t > 0 (4.10)

betrachtet. Sie sind unendlich oft differenzierbar (Lemma 6.2) und besitzen ein expo-
nentielles Abfallverhalten (Lemma 6.3). Gegen Ende des Abschnittes wird in Korollar
6.5 die Existenz einer eindeutigen, im Sinne der Polbedingung ausstrahlenden Lösung
von (4.7) bei gegebenem un(0) oder u′n(0) gezeigt. Weiterhin gilt (Proposition 6.6):

ûn(s) = − cn

aiκ− s
−
∫ ∞

0

cnΨn,+

aiκ− t− s
dt, s ∈ C \ {aiκ− t | t ≥ 0}. (4.11)

Im Abschnitt [HSZ03a, sec.7] wird implizit in Korollar 7.2 die Äquivalenz zwischen
der Polbedingung 4.1 und der Ausstrahlungsbedingung (3.37) auch für =(κ) 6= 0

gezeigt, indem die Darstellung von un in (4.9) mit c
(2)
n = 0 nachgewiesen wird.

Die letzten beiden Abschnitte von [HSZ03a] gelten dann nur noch für κ > 0 und
beweisen die oben bereits angegebene Äquivalenz zwischen der Polbedingung und der
Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung (3.2). Dafür werden die Einzelergebnisse
für die Fourier-Koeffizienten un wieder zusammengesetzt und der daraus resultierende
DtN-Operator untersucht.

Ein weiteres wichtiges Resultat ist im Theorem 9.3 zusammengefasst. Mit festen
Konstanten cn sind für hinreichend große a die sogenannte Fernfeldfunktion u∞ :=∑∞

n=0 cnΦn und die exponentiell abfallende Sprungfunktion Ψ :=
∑∞

n=0 cnΨn,+Φn

sinnvoll definiert. Weiter gilt analog zu (4.11) für ûext(s, x̂) := L{uext(•, x̂)}(s)

ûext(s, x̂) = −e−aiκ

(
u∞(x̂)

aiκ− s
+

∫ ∞

0

Ψ(t, x̂)

aiκ− t− s
dt

)
(4.12)

und für uext

uext(r, x̂) = eaiκ(1+r)

(
u∞(x̂) +

∫ ∞

0

e−trΨ(t, x̂)dt

)
, r ≥ 0, (4.13)

wobei die letzte Gleichung beliebig oft nach r und x̂ differenziert werden darf. Mit
Hilfe einer weiteren u∞ und Ψ enthaltenen Gleichung ergibt sich die Möglichkeit, u∞
und Ψ direkt zu berechnen. Insbesondere der Berechnung der Fernfeldfunktion kommt
dabei besondere Bedeutung zu, da die in [HSZ03a] zugelassenen Inhomogenitäten in
Ωext einfache Standardmethoden zur Berechnung der Fernfeldfunktion ausschließen.
Zur numerischen Umsetzung dieser Methode siehe [HSZ02].

4.1.2. Hardy-Räume

Die nach Godfrey Harold Hardy [Har15] benannten Hardy-Räume ermöglichen den
Zugang zu den später vorgestellten numerischen Verfahren.
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Definition 4.3 (Hardy-Raum).

1. Der Hardy-Raum H±(S1) ist die Menge aller auf dem Einheitskreis S1 quadrat-
integrierbaren Funktionen F , für die Funktionen G mit den folgenden Eigen-
schaften existieren:

• G ist holomorph auf {z ∈ C | |z±1| < 1},
• gleichmäßig beschränkt im Sinne von

∫
S1 |G(r±1z)|2|dz| ≤ C < ∞ mit C

unabhängig von r < 1,

• und F ist L2-Randwert von G, d.h.
∫

S1 |G(r±1z)− F (z)|2|dz| r↗1−→ 0.

2. Analog sind in den Hardy-Räumen H±(R) genau diejenigen L2(R)-Funktionen
f enthalten, für die Funktionen g existieren mit

• g ist holomorph auf C± := {s ∈ C | =(±s) > 0},
• gleichmäßig beschränkt im Sinne von

∫
R |g(s ± εi)|2ds ≤ C < ∞ mit C

unabhängig von ε > 0,

• und f ist L2-Randwert von g:
∫

R |g(s± εi)− f(s)|2 ds
ε↘0−→ 0.

3. Sei κ0 ∈ C mit <(κ0) > 0. Dann definiert H±(κ0R) := {f | f(κ0•) ∈ H±(R)}
Hardy-Räume von auf κ0R := {κ0s | s ∈ R} quadratintegrierbaren Funktio-
nen, die L2-Randwerte von Funktionen sind, die auf den durch κ0R begrenzten
Halbräumen C̃± holomorph und in obigem Sinnne gleichmäßig beschränkt sind.

Obige Definitionen sind eigentlich eher die Folgerungen aus der in [Dur70] dargestell-
ten Theorie der Hardy-Räume. So wird dort zunächst ein Funktionenraum von auf
der komplexen Einheitsscheibe {z ∈ C | |z| < 1} holomorphen Funktionen G defi-

niert, für die die Integrale
∫ 2π

0

∣∣G (reiθ
)∣∣2 dθ für 0 < r < 1 existieren und gleichmäßig

beschränkt bleiben. In [Dur70, Theorem 2.6] wird nachgewiesen, dass für solche Funk-
tionen eindeutige L2-Randwerte existieren. Im Unterschied zur Definition 4.3 liegen
bei diesem Vorgehen die Funktionen G definiert auf der Einheitsscheibe und nicht die
Randfunktionen F im Hardy-Raum.

Lemma 4.4.

(i) Die Räume H±(S1) sind versehen mit dem L2(S1)-Skalarprodukt

(F, G)L2(S1) :=

∫
S1

F (z)G(z)|dz| =
∫ 2π

0

F
(
eiθ
)
G (eiθ)dθ, F, G ∈ H±(S1)

(4.14)
Hilbert-Räume.

(ii) Die trigonometrischen Monome z±j, j = 0, 1..., bilden eine Orthogonalbasis des
H±(S1).

(iii) Sei F ∈ H±(S1). Dann ist die Funktion G aus Definition 4.3 eindeutig bestimmt
durch G(z) :=

∑∞
j=0(f, z±j)L2(S1)z

±j.

(iv) F ∈ L2(S1) ist genau dann in H±(S1), wenn die zugehörigen Fourier-Koeffizi-
enten (f, z∓j)L2(S1) für j ∈ N verschwinden.
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Beweis. Siehe [Dur70, Theorem 3.3 und 3.4] für H+(S1).

Im Verlauf der Arbeit wird der Raum H+(S1) eine herausragende Rolle spielen. Mit
Hilfe des vorangegangenen Lemmas kann eine Funktion F ∈ H+(S1) in der Form

F (z) =
∞∑

n=0

αnz
n, z ∈ S1,

mit der quadratisch summierbaren Folge (αn)n∈N0 ∈ `2 dargestellt werden. Wird eine
solche Funktion mit z multipliziert, so kann diese Multiplikation als Verschiebung in
den Fourier-Koeffizienten (αn) aufgefasst werden:

F (z) 7→ zF (z) =
∞∑

n=1

αn−1z
n ⇔ (α0, α1, α2, ...) 7→ (0, α0, α1, ...). (4.15)

Der zugeordnete Verschiebungsoperator V+ : H+(S1) → H+(S1) ist nicht surjektiv
und somit auf H+(S1) nicht stetig invertierbar. Dies ist leicht daran zu erkennen,
dass eine Multiplikation mit 1

z

F (z) 7→ z−1F (z) = α0z
−1 +

∞∑
n=0

αn+1z
n (4.16)

wegen des Terms α0z
−1 aus dem Hardy-Raum H+(S1) herausführt. Wir definieren

deshalb den zu V+ linksinversen Operator V− : H+(S1) → H+(S1) mit Hilfe der
orthogonalen Projektion P : L2(S1) → H+(S1) durch

V−F := P ((•)−1F ) ⇔ (α0, α1, α2, ...) 7→ (α1, α2, ...). (4.17)

Allgemeiner kann nach [BS06, Definition 2.6] für jedes f ∈ L∞(S1) ein sog. Toeplitz-
Operator

TfF := P (fF ), F ∈ H+(S1) (4.18)

auf H+(S1) definiert werden.

Bemerkung 4.5. Nach [BS06, Theorem 2.42] ist ein Toeplitz-Operator Tf mit Sym-
bol f ein Fredholm-Operator, sofern f stetig ist und auf S1 keine Nullstellen besitzt.
Der Fredholm-Index ist gleich der negativen Windungszahl um 0 von f , und mit [BS06,
Korollar 2.40] ist Tf injektiv und stetig invertierbar, falls der Fredholm-Index 0 ist.

Analog zu den Räumen H±(S1) können die Hardy-Räume H±(R) zunächst als Räume
holomorpher, quadratintegrierbarer Funktionen g definiert werden, für die die Inte-
grale

∫
R |g(s± εi)|2 ds für alle ε > 0 beschränkt bleiben. In [Dur70, Cor 1 zu Theorem

11.1 und Theorem 11.4] wird wiederum die Existenz einer L2-Randfunktion f nach-
gewiesen, und es gilt mit [Dur70, Theorem 11.8] die wichtige Beziehung

g(s) =
1

2πi

∫
R

f(σ)

σ − s
dσ, s ∈ C±. (4.19)

Das Analogon zum letzten Punkt des Lemmas 4.4 ist [Dur70, Korollar zu Theorem
11.9]:
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4.1. Polbedingung und Hardy-Räume

ϕ(z) = iκ0
z+1
z−1

iκ0

Abbildung 4.2.: Möbius-Transformation

Theorem 4.6 (Paley-Wiener). f ∈ L2(R) ist genau dann in H±(R), wenn F−1f auf
R± fast überall verschwindet.(
H±(R), (•, •)L2(R)

)
ist mit der nachfolgenden Beziehung zu H±(S1) auch vollständig.

Analog ergeben sich die Eigenschaften der Räume H±(κ0R) mit <(κ0) > 0. Dieses κ0

ist ein wichtiger Parameter zur Feinabstimmung der später vorgestellten numerischen
Verfahren.

Satz 4.7 (Möbius-Transformation). Seien <(κ0) > 0 und

ϕ(z) := iκ0
z + 1

z − 1
, z ∈ S1 (4.20)

eine Familie von Abbildungen von S1 auf κ0R (vergleiche Abbildung 4.2). Dann ist
die Möbius-Transformation M mit

(Mf)(z) := (f ◦ ϕ) (z)
1

z − 1
, z ∈ S1, f ∈ H−(κ0R) (4.21)

eine Familie von bis auf den Faktor
√

2|κ0| unitären Abbildungen von H−(κ0R) nach
H+(S1).

Beweis. Sei f ∈ H−(κ0R). Dann gilt mit ϕ′(z) = −2iκ0

(z−1)2

‖f‖2
L2(κ0R) =

∫
κ0R

|f(s)|2|ds| =
∫ 2π

0

∣∣(f ◦ ϕ)
(
eiθ
)∣∣2 ∣∣ϕ′ (eiθ

)
eiθi
∣∣ dθ

= 2|κ0|
∫ 2π

0

∣∣∣∣(f ◦ ϕ)
(
eiθ
) 1

eiθ − 1

∣∣∣∣2 dθ = 2|κ0|‖Mf‖2
L2(S1).

Mit [Dur70, §11] oder auch [Hof62, Chapt. 8] ist M auch surjektiv und die Behaup-
tung ist gezeigt.
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4. Eine transparente Randbedingung basierend auf der Polbedingung

4.1.3. Hardy-Raum Formulierung der Polbedingung

Mit den Ergebnissen aus dem letzten Unterabschnitt, insbesondere Gleichung (4.12),
gilt folgendes Lemma.

Lemma 4.8. Sei u ∈ H2
loc eine im Sinne von Definition 4.1 ausstrahlende Lösung

von (3.1a), uext wie in (4.4) und ûext(•, x̂) := L{uext(•, x̂)}|κ0R für jedes x̂ ∈ Γa die
Einschränkung auf κ0R der holomorphen Fortsetzung der Laplace-Transformierten in
radialer Richtung. Dann gilt für <(κ0) > 0 und hinreichend großes a

ûext ∈ H−(κ0R)⊗ L2(Γa). (4.22)

Beweis. Mit (4.12) und den Eigenschaften [HSZ03a, Gleichung (9.9)] von u∞ und
Ψ liegt ûext im Raum L2(κ0R)⊗ L2(Γa), sofern a hinreichend groß ist. Insbesondere
überträgt sich die Holomorphie der Fourier-Koeffizienten ûn auf C\{aiκ−κ0t | t ≥ 0}
auf die Funktion ûext.

Das letzte Lemma stellt die Beziehung zwischen den Hardy-Räumen und ausstrah-
lenden Lösungen der Helmholtz-Gleichung her.

Definition 4.9 (Polbedingung). Eine auf Ωext definierte Funktion f erfüllt die Polbe-
dingung, wenn die Einschränkung auf κ0R der holomorphen Fortsetzung der Laplace-
Transformierten in radialer Richtung f̂ := L{f(•x̂)} mit <(κ0) > 0 im Hardy-Raum
H−(κ0R)⊗ L2(Γa) liegt, d.h.

f̂ |κ0R ∈ H−(κ0R)⊗ L2(Γa). (4.23)

In Zukunft werden wir die etwas umständliche Formulierung ,,Einschränkung der ho-
lomorphen Fortsetzung der Laplace-Transformierten in radialer Richtung” vermeiden
und kurz von der Laplace-Transformierten sprechen.

Satz 4.10. Für hinreichend großes a sind die beiden Versionen der Polbedingung 4.1
und 4.9 für Lösungen der Helmholtz-Gleichung zueinander und zur Ausstrahlungsbe-
dingung (3.37) äquivalent.

Beweis. Mit Lemma 4.8 erfüllt eine im Sinne von 4.1 ausstrahlende Lösung der
Helmholtz-Gleichung die Polbedingung 4.9. Ist umgekehrt eine Funktion ausstrah-
lend im Sinne von Definition 4.9, so erfüllt sie auch 4.1. Die Stetigkeitsbedingung in
4.1 kann dabei mit Hilfe von (4.19) nachgewiesen werden.

Die Äquivalenz von 4.1 und (3.37) wird in [HSZ03a, Korollar 7.2] gezeigt.

Wir werden später in Korollar 5.24 zeigen, dass für allgemeines a > 0 jede nach
Definition 4.9 ausstrahlende Lösung der Helmholtz-Gleichung auch die Bedingung
(3.37) erfüllt.
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4.2. Transformation der Helmholtz-Gleichung

4.2. Transformation der Helmholtz-Gleichung

Die Polbedingung aus Definition 4.9 charakterisiert ausstrahlende Lösungen der Helm-
holtz-Gleichung anhand deren Laplace-Transformierten in radialer Richtung. Um dies
numerisch nutzen zu können, transformieren wir die radialen Anteile der Helmholtz-
Gleichung (3.22a) in den Hardy-Raum H+(S1).

Seien dafür u Lösung von (3.22) mit Randwerten u0 := u|Γa und u′0 := (∂νu)|Γa auf Γa,
uext aus (4.4) die skalierte Lösung und ûext aus Lemma 4.8 die Laplace-Transformierte
der skalierten Lösung. Dann löst diese die zu (4.7) analoge Gleichung

(s2+a2κ2)ûext(s, x̂)+
(
Cd + a2∆x̂

)
Ĵ

2
ûext(s, x̂) =

(
s +

d− 1

2

)
u0(x̂)+au′0(x̂). (4.24)

Man beachte, dass durch die Skalierung von uext und von r = |x|/a gilt

(∂ruext)|r=0 =
d− 1

2
u0 + au′0. (4.25)

Zur eindeutigen Lösbarkeit von (3.22) ist nur eine der Randfunktionen u0 oder u′0
notwendig. Dieses Problem werden wir jedoch erst später angehen.

Die Polbedingung fordert ûext ∈ H−(κ0R) ⊗ L2(Γa), sodass es wegen des Laplace-
Beltrami-Operators sinnvoll erscheint, die Gleichung zunächst für ûext ∈ H−(κ0R)⊗
H2(Γa) zu untersuchen. Die Multiplikationen mit s führen aus dem Hardy-Raum
hinaus, da sûext(s, x̂) für jedes x̂ nicht mehr zu L2(κ0R) gehören muss. Gleiches
gilt für die rechte Seite. Durch Multiplikation der Gleichung mit 1

(s−iκ0)2
kann diese

Schwierigkeit umgangen werden:

s2 + a2κ2

(s− iκ0)2
ûext(s, x̂) +

Cd + a2∆x̂

(s− iκ0)2
Ĵ

2
ûext(s, x̂) =

(
s + d−1

2

)
u0(x̂) + au′0(x̂)

(s− iκ0)2
. (4.26)

Da die Terme 1
s−iκ0

auf C̃− holomorph sind, liegen mit folgender Bemerkung alle

Terme aus (4.26) in H−(κ0R)⊗ L2(Γa).

Bemerkung 4.11. Ĵ aus (4.8) ist mit dem Plancherel-Theorem A.2 und A.3(iii) ein
stetiger Operator von L2(R) → L2(R), da

(Ĵ f)(s) = (f ∗ k) (s), f ∈ H−(R), s ∈ R, k(s) =

{
0, s < 0

es, s ≥ 0

und somit

‖ Ĵ f‖L2(R) =‖f ∗ k‖L2(R) =
1√
2π
‖F(f ∗ k)‖L2(R) =

1√
2π
‖Ff Fk‖L2(R)

≤ 1√
2π
‖Fk‖∞‖Ff‖L2(R) ≤ C‖f‖L2(R).

Mit dem Paley-Wiener Theorem 4.6 bildet Ĵ eine Funktion f ∈ H−(R) auf eine
Funktion aus H−(R) ab, da mit A.3(iv)

F−1{Ĵ f}(t) = F−1{f ∗ k}(t) = 2π
(
F−1f

)
(t)
(
F−1k

)
(t) = 0, t < 0.
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4. Eine transparente Randbedingung basierend auf der Polbedingung

Wir können Ĵ auch als Operator von H−(κ0R) → H−(κ0R) auffassen: Wenn f, k auf
κ0R definiert sind, so verläuft die Integration in der Faltung f ∗ k auf κ0R und wir
definieren Ĵ : H−(κ0R) → H−(κ0R) durch

(Ĵ f)(s) :=

∫
γ

es−σf(σ)dσ, f ∈ H−(κ0R), s ∈ κ0R und γ(t) = κ0t für t ∈ [κ−1
0 s,∞).

Mangels einer geeigneten Basis in H−(κ0R) transformieren wir die Gleichung mit der
Möbius-Transformation (4.21) in den Raum H+(S1)⊗L2(Γa), da mit 4.4(ii) in H+(S1)
eine einfache Basis durch die trigonometrischen Monome zj mit j ∈ N0 gegeben ist.
Nach Multiplikation mit − 1

4κ2
0

ergibt sich so

(
a2κ2(z − 1)2 − κ2

0(z + 1)2
)
Û(z, x̂) + (z − 1)2

(
Cd + a2∆x̂

)
J2 Û(z, x̂)

=

(
iκ0(z + 1) +

d− 1

2
(z − 1)

)
u0(x̂) + a(z − 1)u′0(x̂), z ∈ S1, x̂ ∈ Γa.

(4.27)

Dabei ist Û(z, x̂) := M{ûext(•, x̂)}(z) und J := M ĴM−1.

Bemerkung 4.12. Wir werden später in Lemma 5.19 nachweisen, dass der Opera-
tor (• − 1) J kompakt ist. Somit kann (4.27) für jedes feste x̂ ∈ Γa und unter Ver-
nachlässigung des Laplace-Beltrami Operators ∆x̂ als Operator-Gleichung auf H+(S1)
der Form

(Tm + K) Û(z, x̂) = RHS(u0, u
′
0) (4.28)

mit einem kompakten Operator K und einem Toeplitz-Operator Tm mit Symbol

m(z) := a2κ2(z − 1)2 − κ2
0(z + 1)2, z ∈ S1, (4.29)

geschrieben werden. Für geeignete κ0 ist Tm + K ein Fredholm-Operator mit Index
−1.

Beweis. Mit Bemerkung 4.5 ist Tm +K ein Fredholm-Operator und der Index ind Tm

ist durch die negative Windungszahl w(m) um 0 von m gegeben, wenn m keine
Nullstellen auf S1 besitzt. Nach [BS06, §2.41] gilt weiter

w(m) =
1

2πi

∫
S1

m′(z)

m(z)
dz (4.30)

und es folgt für aκ = ±κ0

w(m) =
1

2πi

∫
S1

1

z
dz = 1. (4.31)

Für aκ 6= ±κ0 ist

m(z) = ((aκ)2 − κ2
0)

(
z2 − 2

(aκ)2 + κ2
0

(aκ)2 − κ2
0

z + 1

)
= ((aκ)2 − κ2

0)(z − z1)(z − z2)
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4.2. Transformation der Helmholtz-Gleichung

mit |z1z2| = 1. Falls |z1| = |z2| = 1 besitzt m auf S1 zwei Nullstellen und Bemerkung
4.5 ist nicht anwendbar. Andernfalls ist

w(m) =
1

2πi

∫
S1

(
1

z − z1

+
1

z − z2

)
dz = 1, (4.32)

da einer der Integranden eine Singularität in {z | |z| < 1} und der andere eine
außerhalb von {z | |z| ≤ 1} besitzt.

Kommen wir nun zu der bereits zu Anfang des Abschnitts aufgeworfenen Frage der
Randwerte. Mit folgendem Lemma können wir eine der Randfunktionen u0 bzw. u′0
durch Funktionsauswertungen von Û bzw. Û ′ an der Stelle 1 ersetzen.

Lemma 4.13. Sei f eine auf [0,∞) definierte und Laplace-transformierbare Funk-
tion, die in 0 einseitig stetig differenzierbar ist. Weiter sei F̂ := MLf ∈ H+(S1) ∩
H2(S1). Dann gilt

f(0) = 2iκ0F̂ (1) und f ′(0) = −4κ2
0F̂

′(1)− 2κ2
0F̂ (1). (4.33)

Beweis. Seien f und F̂ wie in der Behauptung und f̂ := Lf . Mit Hilfe des Grenz-
wertsatzes der Laplace-Transformation A.5 gilt

f(0) = lim
s→∞

sf̂(s) = lim
z→1

iκ0
z + 1

z − 1
f̂ ◦ ϕ(z) = lim

z→1
iκ0(z + 1)F̂ (z) = 2iκ0F̂ (1).

Dabei ist zu beachten, dass im Grenzwertsatz s nicht unbedingt reell sein muss, son-
dern lediglich | arg(s)| < π

2
gefordert wird. Obige Grenzwertbildung kann folglich auf

den Geraden κ0R erfolgen, welche durch ϕ auf S1 abgebildet werden. Die Forderung
F̂ ∈ H2(S1) garantiert die stetige Differenzierbarkeit von F̂ auf S1 und damit das
letzte Gleichheitszeichen in obiger und in nachfolgender Rechnung.

f ′(0) = lim
s→∞

(
s2f̂(s)− sf(0)

)
= lim

z→1

((
iκ0

z + 1

z − 1

)2

f̂ ◦ ϕ(z)− iκ0
z + 1

z − 1
f(0)

)

= lim
z→1

−κ2
0(z + 1)

(
(z + 1)F̂ (z)− 2F̂ (1)

z − 1

)

= lim
z→1

−κ2
0(z + 1)

(
F̂ (z) + 2

F̂ (z)− F̂ (1)

z − 1

)
= −2κ2

0F̂ (1)− 4κ2
0F̂

′(1).

Bemerkung 4.14. Ein alternativer formaler Beweis für voriges Lemma erfolgt mit
Hilfe der inversen Laplace-Transformation. Sei dafür F̂ (z) =

∑∞
j=0 αjz

j. Dann ist

f̂(s) =
2iκ0

s− iκ0

∞∑
j=0

αj

(
s + iκ0

s− iκ0

)j

=
∞∑

j=0

αj

j∑
k=0

(
j

k

)(
2iκ0

s− iκ0

)k+1

.
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4. Eine transparente Randbedingung basierend auf der Polbedingung

Durch direkte Rechnung ergibt sich L−1{1/(• − iκ0)
k+1}(r) = eiκ0rrk/k!. Unter der

Voraussetzung, dass Summation und inverse Laplace-Transformation vertauscht wer-
den dürfen, erhalten wir

f(r) = 2iκ0e
iκ0r

∞∑
j=0

αj

j∑
k=0

(
j

k

)
(2iκ0r)

k

k!
und (4.34a)

f ′(r) = iκ0f(r)− 4κ2
0e

iκ0r

∞∑
j=0

αj

j∑
k=1

(
j

k

)
k
(2iκ0r)

k−1

k!
(4.34b)

und damit

f(0) = 2iκ0

∞∑
j=0

αj und f ′(0) = −2κ2
0

∞∑
j=0

(1 + 2j) αj. (4.35)

An dieser Stelle wird die Voraussetzung F̂ ∈ H2(S1) anschaulich, da mit

‖F̂‖2
H2(S1) ∼

∞∑
j=0

(1 + j)4|αj|2 < ∞ (4.36)

die Konvergenz der Reihen in (4.35) sichergestellt ist.

Das Lemma 4.13 bzw. die expliziten Darstellungen (4.35) ermöglichen mit Hilfe von
(4.25) die Eliminierung einer der Randwerte u0 oder u′0 in (4.27), sofern Û(•, x̂) für
alle x̂ zum Raum H+(S1)∩H2(S1) gehört. Dies ist mit Lemma 5.6 immer gegeben.

4.3. Linienmethode

Die in diesem Abschnitt vorgestellte Methode ist der direkteste Weg zur Nutzung
der Polbedingung zur numerischen Lösung von Streu- und Resonanzproblemen. Der
Name leitet sich von den numerischen Methoden zur Lösung von Evolutionsproblemen
ab. Dort werden die zeitliche und die räumlichen Variablen getrennt voneinander in
unterschiedlicher Art und Weise behandelt. In unserem Fall übernimmt die radiale
Variable r die Rolle der Zeitvariablen und die winkelabhängige Variable x̂ die Rolle
der Raumvariablen.

Wir verwenden die in Abschnitt 3.1.3 vorgestellte Zerlegung von Ω = Ωint ∪ Ωext

und die Variationsformulierung (3.30) des Problems auf H1(Ωint). Sie besteht aus
dem bereits aus Kapitel 2 bekannten Variationsproblem eines Helmholtz-Problems
auf beschränkten Gebieten und dem Randintegral∫

Γa

DtN (uint|Γa) v|Γa dx̂ =

∫
Γa

u′0v0 dx̂, v0 := v|Γa . (4.37)

Das Variationsproblem auf Ωint wird wie in Abschnitt 2.3 diskretiert. Das Randinte-
gral wird mit (4.25) umgeformt in∫

Γa

u′0v0 dx̂ =
1

a

∫
Γa

(∂ruext)|r=0v0 dx̂− d− 1

2a

∫
Γa

u0v0 dx̂. (4.38)
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Das letzte Integral kann mit FEM behandelt werden. Dabei sollten die Basisfunk-
tionen mit den Spuren der Basisfunktionen aus der FE-Diskretisierung des H1(Ωint)
übereinstimmen, um nach Lemma 2.14 die Stetigkeit der Lösung über Γa zu gewähr-
leisten.

Für das erste Integral wird mit dem Ansatz

Û(z, x̂) =
∞∑

j=0

(
Û(•, x̂), (•)j

)
L2(S1)

zj ≈
Nr∑
j=0

αj(x̂)zj (4.39)

für jedes x̂ ∈ Γa der Hardy-Raum H+(S1) auf die endlichdimensionalen Unterräume
span{z0, z1, ..., zNr} projiziert. Da

‖Û(•, x̂)‖2
L2(S1) =

∞∑
j=0

∣∣∣∣(Û(•, x̂), (•)j
)

L2(S1)

∣∣∣∣2 , x̂ ∈ Γa, (4.40)

gilt, bilden die Fourier-Koeffizienten
(
Û(•, x̂), zj

)
L2(S1)

eine quadratsummierbare Fol-

ge und der Fehler durch den Ansatz (4.39) sollte gegen 0 gehen. Später werden wir in
Lemma 5.17 nachweisen, dass die Fourier-Koeffizienten sogar super-algebraisch abfal-
len, sodass Nr sehr klein gewählt werden kann.

Auf diese Weise kann mit (4.35) das erste Integral approximiert werden durch∫
Γa

(∂ruext)|r=0v0 dx̂ ≈ −2κ2
0

Nr∑
j=0

(1 + 2j)

∫
Γa

αj(x̂)v0(x̂) dx̂. (4.41)

Es bleibt α := (α0, α1, ..., αNr)
> ∈ (H2(Γa))

Nr+1
zu berechnen. Durch Einsetzen des

Ansatzes (4.39) in (4.27), Eliminierung von u′0 mit Hilfe von (4.35) und Koeffizien-
tenvergleich bezüglich der Monome {z0, z1, ..., zNr} ergibt sich ein System partieller
Differentialgleichungen auf Γa

M1α(x̂) + M2 (∆x̂ ⊗ id) α(x̂) = RHS(u0(x̂)), x̂ ∈ Γa. (4.42)

Dabei sind M1/2, id ∈ C(Nr+1)×(Nr+1) und RHS(u0(x̂)) ∈ CNr+1.

Dieses Differentialgleichungssystem kann mit Standard-FEM für das beschränkte Ge-
biet Γa gelöst werden. Wir werden an dieser Stelle nicht weiter auf die Matrizen M1/2

bzw. die rechte Seite eingehen, da sie denen der später vorgestellten Hardy-Raum
Infinite Elemente Methode sehr ähnlich sind. Wir verweisen deshalb auf Abschnitt
5.2.4 und für die FEM bezüglich (H1(Γa))

Nr+1
auf Abschnitt 2.3.

Zusammenfassend ergibt sich ein Gleichungssystem aus 3 Komponenten:

• Das Gleichungssystem (2.17) aus der Behandlung des Problems für uint ∈
H1(Ωint) inklusive der Behandlung des Randintegrales

∫
Γa

u0v0dx̂,

• das Gleichungssystem (4.42) zur Bestimmung der Koeffizienten α aus dem

Raum (H1(Γa))
Nr+1

und

• der Kopplung (4.41) zwischen α und v0.
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4. Eine transparente Randbedingung basierend auf der Polbedingung

Ein Vergleich mit Abschnitt 3.1.3 veranschaulicht noch einmal unser Vorgehen: Es
werden die Probleme auf den Gebieten Ωint und Ωext auf zwei unterschiedliche Arten
diskretisiert. Gekoppelt sind diese Diskretisierungen über die Randfunktionen u0 und
u′0. Erstere taucht explizit sowohl in der Behandlung des Problems auf Ωint als auch
in der des Problems auf Ωext auf. Letztere sorgt durch (4.41) für die zweite Kopplung
der Gebiete.

Bemerkung 4.15. Die Hardy-Raum Linienmethode (HSLM) liefert, wie im Abschnitt
6.1 dargestellt ist, gute numerische Resultate. Theoretische Aussagen sind dagegen
aufgrund der darin verwendeten unterschiedlichen Diskretisierungsmethoden sehr
schwer zu erhalten. Zusätzliche Probleme bereitet die Tatsache, dass nach Bemerkung
4.12 der Fredholm-Index des Hauptteils der Linienmethode −1 ist.

Im nächsten Kapitel wird deshalb eine weitere Methode vorgestellt, bei der diese
Probleme nicht auftauchen.
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente
Methode

Die in diesem Kapitel vorgestelle Infinite Elemente Methode basiert ebenfalls auf
der Polbedingung 4.9 und wurde in [HN07] in stark geraffter Form veröffentlicht. Im
Gegensatz zur Linienmethode orientiert sie sich mehr am üblichen Vorgehen für FEM:
Multiplikation mit geeigneten Testfunktionen, Integration über das Grundgebiet, par-
tielle Integration zur Reduzierung der Ableitungsordnung, Definition von Basisfunk-
tionen und Implementierung der entstehenden Sesquilinear- bzw. Bilinearformen.

In unserem Fall werden wir im nächsten Abschnitt die nach der partiellen Integration
entstehenden Bilinearformen zunächst in den Hardy-Raum H+(S1) transformieren.
Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels diskretisieren wir das entstehende Variations-
problem mit einer Galerkin-Methode. Konvergenzaussagen zur Hardy-Raum Infinite
Elemente Methode (HSIEM) sind im letzten Abschnitt zusammengefasst.

Bemerkung 5.1. Alternativ zu der hier vorgestellten Herleitung kann die HSIEM auch
über eine Art PML-Methode (siehe Abschnitt 3.2.3) abgeleitet werden. Bemerkung
5.25 am Schluss dieses Kapitels weist für den mehrdimensionalen Fall explizit nach,
dass die HSIEM als eine PML-Methode aufgefasst werden kann. Dieser Zusammenhang
zwischen Methoden, basierend auf der Polbedingung und der PML-Methode, wurde
bereits in [HSZ03b] genauer untersucht.

5.1. Variationsformulierung der Helmholtz-Gleichung

Zur Veranschaulichung des Vorgehens betrachten wir zunächst ein eindimensionales
Modellproblem. Im zweiten Unterabschnitt werden wir die vorgestellten Techniken
auf Probleme in höheren Dimensionen verallgemeinern.

5.1.1. Eindimensionaler Fall

Sei u ∈ H2
loc(R+) Lösung des Streuproblems

− u′′(r)− κ2p(r)u(r) = 0, r ≥ 0, (5.1a)

u′(0) = l, (5.1b)

L{u(a•)} ∈ H−(κ0R) (5.1c)

mit <(κ),<(κ0) > 0, l ∈ C und einer positiven Potentialfunktion p ∈ L∞(R+) mit
p(r) = 1 für r ≥ a > 0. Wie bereits zu des 4. Kapitels gesehen, reduziert sich

59



5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (3.2) für d = 1 zu u′(a) = iκu(a) und
bleibt auch für =(κ) < 0 gültig. Die Ausstrahlungsbedingung (5.1c) erscheint somit
für d = 1 unnötig kompliziert. Zur Veranschaulichung ist es dennoch sinnvoll, auch
das eindimensionale Problem mit Hilfe der Polbedingung zu behandeln. Zusätzlich
wäre das zugehörige Resonanzproblem für das Eigenpaar (κ2, u)

− u′′(r) = κ2p(r)u(r), r ≥ 0, (5.2a)

u′(0) = 0, (5.2b)

L{u(a•)} ∈ H−(κ0R) (5.2c)

mit der Ausstrahlungsbedingung u′(a) = iκu(a) nichtlinear, während die nun vorge-
stellte Methode zu einem linearen Eigenwertproblem führt. Eine numerische Anwen-
dung der Methode für d = 1 ist in [Sch07a] zu finden.

Betrachten wir zunächst die explizit bekannte Lösung uext(r) := u(a(r +1)) für r > 0
von (5.1) und die transformierten Funktionen ûext := Luext und Û := Mûext. Mit
u0 := uext(0) = u(a) gilt

uext(r) = u0e
aiκr L7−→ ûext(s) =

u0

s− aiκ

M7−→ Û(z) =
u0

iκ0(z + 1)− aiκ(z − 1)
. (5.3)

Die Beziehung u0 = 2iκ0Û(1) aus Lemma 4.13 ergibt sich im Eindimensionalen di-
rekt aus der Darstellung von Û . Dies gilt jedoch nur, da u und uext Lösungen einer
Helmholtz-Gleichung sind. Wie bereits in Lemma 4.13 gesehen, muss für allgemeine
Funktionen F ∈ H+(S1) ∩ H1(S1) vorausgesetzt werden. Entsprechend wären dann
auch Räume der Form M−1 (H+(S1) ∩H1(S1)) notwendig. Zur Vermeidung dieser
Räume zerlegen wir deshalb F̂ in das Paar (f0, F )> ∈ C×H+(S1) mit

f0 :=
F̂ (1)

2iκ0

und F (z) :=
2iκ0F̂ (z)− f0

z − 1
. (5.4)

Mit Hilfe der Abbildungen(
T ±
(

f0

F

))
(z) :=

1

2
(f0 + (z ± 1)F (z)) ,

(
f0

F

)
∈ C×H+(S1) (5.5)

ist diese Zerlegung gerechtfertigt, wenn F̂ ∈ T − (C×H+(S1)) ⊂ H+(S1). Die trans-
formierte Lösung der Helmholtz-Gleichung Û liegt in diesem Raum (siehe dazu Lem-
ma 5.13), und es gilt

Û =
1

iκ0

T −
(

u0

U

)
und U(z) = u0

aκ− κ0

κ0(z + 1)− aκ(z − 1)
. (5.6)

Mit diesen Vorarbeiten können wir eine Variationsformulierung für uint := u|[0,a] und
U herleiten. Dazu multiplizieren wir die Helmholtz-Gleichung (5.1a) mit Testfunktio-
nen v mit

vint := v|[0,a] ∈ H1([0, a]) und vext(r) := v(a(r + 1)) = v(a)eikr. (5.7)
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Dabei sei k ∈ C mit <(k) > 0 und =(k) > −=(κ), sodass

|uext(r)vext(r)| =
∣∣u0v(a)ei(κ+k)r

∣∣→ 0 für r →∞.

Auf diese Weise existieren die nachfolgenden Integrale, und es gilt:

0 =

∫ ∞

0

(
−u′′(r)− κ2p(r)u(r)

)
v(r)dr =

∫ a

0

(
u′int(r)v

′
int(r)− κ2p(r)uint(r)vint(r)

)
dr

+ lvint(0) +

∫ ∞

0

(
1

a
u′ext(r)v

′
ext(r)− aκ2uext(r)vext(r)

)
dr.

(5.8)

Bemerkung 5.2. Im Gegensatz zu Kapitel 2 und dem bisherigen Vorgehen multi-
plizieren wir nicht mit v, sondern mit v und erhalten so statt einer Sesquilinearform
eine Bilinearform. Dies liegt vor allem an der speziellen Behandlung der Integrale
über R+. Wir werden in der Konvergenzanalysis in Abschnitt 5.3.1 dieses Problem
beheben.

Das folgende Lemma überführt das letzte Integral in den Hardy-Raum H+(S1).

Lemma 5.3. Seien M ≥ 0, κ0 ∈ C mit <(κ0) > 0 und f, g : R+ → C zwei Funk-
tionen, deren Laplace-Transformierte f̂ := Lf und ĝ := Lg für {s ∈ C : <(s) ≥ M}
bzw. {s ∈ C : <(s) ≥ −M − ε} mit ε > 0 existieren und eine holomorphe Fortsetzung
in eine Umgebung um E(M, κ0) := {s ∈ C : <(is/κ0) ≥ 0 ∨ <(s) ≥ M} besitzen.
Weiter sei in dieser Umgebung |f̂(s)s| und |ĝ(s)s| gleichmäßig beschränkt.

Dann gilt∫ ∞

0

f(r)g(r)dr = − i

2π

∫
κ0R

f̂(s)ĝ(−s)ds =
−iκ0

π

∫
S1

F̂ (z)Ĝ(z)|dz| (5.9)

mit F̂ := Mf̂ und Ĝ := Mĝ.

Beweis. Wir erweitern f, g durch 0 zu f ∗, g∗ : R → C und betrachten∫ ∞

0

f(r)g(r)dr = F {f ∗g∗} (0) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F
{
f ∗e−M•} (t)F

{
g∗eM•} (−t)dt.

Die Fourier-Transformierten

F
{
f ∗(x)e−Mx

}
(t) = f̂(it + M) und F

{
g∗(x)eMx

}
(−t) = ĝ(−(it + M))

existieren nach Voraussetzung. Weiterhin ist f̂(s)ĝ(−s) holomorph in dem grau hin-
terlegten Bereich aus Abbildung 5.1, da ĝ nur auf die schraffierte obere Ecke nicht
holomorph fortsetzbar ist. Damit folgt die erste Gleichung in (5.9) mit Cauchys In-
tegralsatz bezüglich des abgeschlossenen Weges γ1 + γ2 − γ3 + γ4 aus Abbildung 5.1,
wobei die Integrale über γ2 und γ4 für R →∞ wegen des Abfallverhaltens von f̂ und
ĝ verschwinden:∫ ∞

0

f(r)g(r)dr =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(it + M)ĝ(−(it + M))dt = − i

2π
lim

R→∞

∫
γ1

f̂(s)ĝ(−s)ds

= − i

2π
lim

R→∞

∫
γ3

f̂(s)ĝ(−s)ds = − i

2π

∫
κ0R

f̂(s)ĝ(−s)ds.
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Abbildung 5.1.: Integrationswege im Beweis von Lemma 5.3

Für die zweite Gleichung nutzen wir die bereits von der Möbius-Transformation 4.7
bekannte Substitution s = ϕ(z) mit ϕ′(z) = (−2iκ0)/(z − 1)2 und −ϕ(z) = ϕ(z) für
z ∈ S1:

− i

2π

∫
κ0R

f̂(s)ĝ(−s)ds = − iκ0

2π|κ0|

∫
κ0R

f̂(s)ĝ(−s)|ds|

= − iκ0

2π|κ0|

∫
S1

f̂(ϕ(z))ĝ(ϕ(z))
2|κ0|
|z − 1|2

|dz|

= −iκ0

π

∫
S1

(Mf̂)(z)(Mĝ)(z)|dz|.

Das vorige Lemma kann sowohl auf uext und vext als auch auf u′ext und v′ext angewandt
werden. Im zweiten Fall können wir den bereits definierten Operator T + verwenden:

L{f ′}(s) = s(Lf)(s)− f0 mit f0 := f(0),

(MLf ′)(z) = iκ0
z + 1

z − 1
F̂ (z)− f0

z − 1
mit F̂ := MLf

= iκ0
z + 1

z − 1

(
f0 + (z − 1)F (z)

2iκ0

)
− f0

z − 1
mit F (z) :=

2iκ0F̂ (z)− f0

z − 1

=
1

2
(f0 + (z + 1)F (z)) =

(
T +

(
f0

F

))
(z).

(5.10)
Zur Vereinfachung definieren wir die Bilinearform aus Lemma 5.3 zu

Q(F, G) :=
1

2π

∫
S1

G(z)F (z)|dz| (5.11)

und erhalten folgende Variationsformulierung.
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Satz 5.4. Seien κ, κ0 ∈ C mit positivem Realteil und <(κ/κ0) > 0, X := H1([0, a])×
H+(S1), u ∈ H2

loc([0,∞)) eine Lösung von (5.1) und wie bisher uint := u|[0,a], uext =
u(a(•+ 1)) und u0 = u(a). Dann löst (uint, U)> ∈ X mit U aus (5.6) das Variations-
problem

A

((
uint

U

)
,

(
vint

V

))
− κ2B

((
uint

U

)
,

(
vint

V

))
= −lvint(0) (5.12)

mit (vint, V )> ∈ X und den Bilinearformen

A

((
f
F

)
,

(
g
G

))
:=

∫ a

0

f ′g′dr − 2iκ0

a
Q

(
T +

(
f(a)
F

)
, T +

(
g(a)
G

))
,

B

((
f
G

)
,

(
g
G

))
:=

∫ a

0

pfgdr +
2ai

κ0

Q

(
T −
(

f(a)
F

)
, T −

(
g(a)
G

)) (5.13)

mit (f, F )>, (g,G)> ∈ X.

Ist umgekehrt (uint, U)> ∈ X eine Lösung von (5.12), so liegt uint ∈ H2([0, a]) und ist
die Einschränkung einer Lösung von (5.1).

Beweis. Seien u eine Lösung von (5.1), v wie in (5.7), v0 = v(a) und V wie in (5.4)
mit k ∈ {s ∈ C | <(s) > 0 ∧ =(s) > −=(κ)}. Dann ist analog zu (5.6)

V (z) = v0
k − κ0

(κ0 − k)z + (κ0 + k)
. (5.14)

Wir werden im Anschluss an diesen Satz in Lemma 5.5 nachweisen, dass diese Funktio-
nen V dicht in H+(S1) liegen. Es ist damit ausreichend, solche v als Testfunktionen zu
wählen, und wir erhalten mit Gleichung (5.8), Lemma 5.3 und den Vorüberlegungen
vor diesem Satz die Behauptung.

Sei umgekehrt (uint, U)> ∈ X ein Lösung von (5.12). Mit vint ≡ 0 folgt daraus nach
Multiplikation mit 4πiκ0a∫

S1

V (z)
{

κ2
0(z + 1) [u0 + (z + 1)U(z)] + a2κ2(z − 1) [u0 + (z − 1)U(z)]

}
|dz| = 0

(5.15)
für alle V ∈ H+(S1). Sei P die orthogonale Projektion von L2(S1) nach H+(S1).
Dann ergibt sich aus (5.15) die Operatorgleichung

P {m U} = P
{
(a2κ2 − κ2

0)− (a2κ2 + κ2
0)z
}

u0 = (a2κ2 − κ2
0)u0, (5.16)

mit m(z) := κ2
0|z + 1|2 + a2κ2|z − 1|2, da Pz = 0.

Der Operator auf der linken Seite der Gleichung ist ein Toeplitz-Operator mit Symbol

m(z) = 2(a2κ2 + κ2
0)− 2(a2κ2 − κ2

0)<(z).

Da der Graph von m eine Gerade mit Endpunkten 4a2κ2 und 4κ2
0 ist und diese nur

für κ0 = ±iCκ mit C > 0 den Ursprung kreuzt, ist Tm nach Bemerkung 4.5 stetig
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invertierbar. Die eindeutige Lösung von (5.16) muss nach Konstruktion folglich durch
U aus (5.6) gegeben sein. Einsetzen in den externen Anteil von (5.12) liefert mit (5.16)

v0u0

∫
S1

(
− iκ0

4πa

(
1 +

z + 1
aκ+κ0

aκ−κ0
− z

)
− aiκ2

4πκ0

(
1 +

z − 1
aκ+κ0

aκ−κ0
− z

))
|dz|

= v0u0
−iκ

2π

∫
S1

aκ+κ0

aκ−κ0

aκ+κ0

aκ−κ0
− z

|dz| = v0u0
−κ

2π

∫
S1

(
1

aκ+κ0

aκ−κ0
− z

+
1

z

)
dz

= −iκu0v0,

(5.17)

da
∣∣∣aκ+κ0

aκ−κ0

∣∣∣ > 1 für <(κ/κ0) > 0 und somit der erste Integrand eine holomorphe

Funktion auf einer {z ∈ C | |z| ≤ 1} umfassenden Menge ist. Damit verschwindet
das zugehörige Integral und das letzte Gleichheitszeichen folgt mit [Rem84, Kapitel
6.1.3]. Es ergibt sich schließlich die Variationsformulierung∫ a

0

(v′intu
′
int − κ2p vintuint)dr = iκu0v0 − vint(0)l. (5.18)

Mit dem Regularitätssatz 2.10 ist uint ∈ H2([0, a]) und löst das Randwertproblem

− u′′int(r)− p(r)κ2uint(r) = 0, r ∈ [0, a], (5.19a)

u′int(0) = l, (5.19b)

u′int(a) = iκuint(a). (5.19c)

Damit ist uint die Einschränkung einer Lösung von (5.1) und die Behauptung ist
gezeigt.

Zur Vervollständigung des Beweises benötigen wir noch das folgende Lemma.

Lemma 5.5. Seien κ0 ∈ C \ {0} und E eine offene, nichtleere Teilmenge von {s ∈
C : <(s/κ0) > 0}. Dann liegen die Funktionen Vk(z) := k−κ0

(κ0−k)z+(κ0+k)
für k ∈ E dicht

in H+(S1).

Beweis. Es ist (M−1Vk)(κ0s) = i(k−κ0)
κ0

1
s−ik/κ0

, und die Behauptung ist auf Grund
der Eigenschaften der Möbius-Transformation aus Satz 4.7 gezeigt, wenn der Raum
Y := span{1/(• − ik/κ0) : k ∈ E} dicht in H−(R) liegt.

Sei dafür f ∈ Y ⊥, d.h. ∫
R

f(σ)

(
1

σ − ikκ−1
0

)
dσ = 0, k ∈ E.

Dann verschwindet die auf C− holomorphe Funktion

g(z) :=
1

2πi

∫
R

f(σ)

σ − z
dσ, z ∈ C−

auf der offenen Teilmenge {ikκ−1
0 : k ∈ E} von C− und somit auf ganz C−. Mit

(4.19) ist f die Randfunktion von g auf R, und folglich ist f ≡ 0. Damit ist Y ⊥ = {0},
d.h. Y ist dicht in H−(R).
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Die Variationsformulierung (5.12) ist linear in κ2, und die Ansatzfunktionen in X
hängen im Gegensatz zu klassischen IEM (Abschnitt 3.2.2) nicht von κ ab. Damit
ist eine Galerkin-Methode auf Basis dieser Variationsformulierung geeignet, sowohl
das Streuproblem (5.1) als auch das zugehörige Resonanzproblem (5.2) zu behandeln.
In Abschnitt 5.2.2 wird die Umsetzung dieser Methode dargestellt sowie die Konver-
genz untersucht. Zunächst wollen wir jedoch eine ähnliche Variationsformulierung für
höhere Dimensionen herleiten.

5.1.2. Mehrdimensionale Variationsformulierung

Sei u eine Lösung von (3.1) mit Ω = Rd \K und Ωint, Ωext, uint, uext (mit Skalierung
(4.4)) und u0 wie bisher. Nach Multiplikation mit einer geeigneten Testfunktion, par-
tieller Integration und Substitution in Polarkoordinaten erhalten wir (vgl. (4.6) und
(4.25))∫

Ωint

(
∇uint · ∇vint − κ2uintvint

)
dx +

d− 1

2a

∫
Γa

u0v0dx̂ +
1

a

∫
Γa

∫ ∞

0

∂ruext∂rvextdrdx̂

+ a

∫
Γa

∫ ∞

0

(
∇x̂uext · ∇x̂vext

(r + 1)2
− κ2uextvext −

Cd

a2

uextvext

(r + 1)2

)
drdx̂ = −

∫
∂K

fvintds.

(5.20)
Aufgrund der Skalierung von uext gilt mit (4.13) uext(r, x̂) ≈ eiaκr für r → ∞. Test-
funktionen v ∈ H2(Ω) müssen folglich wie im eindimensionalen Fall hinreichend
schnell abfallen, sodass die Integrale über [0,∞) existieren.

Ziel ist es, diese Integrale mit Lemma 5.3 in den Hardy-Raum H+(S1) zu überführen.
Dabei sind im Wesentlichen zwei Probleme zu lösen: Zum einen müssen die Voraus-
setzungen von Lemma 5.3 sowohl für uext als auch für ∂ruext und die Komponenten
von ∇x̂uext sichergestellt werden. Dies ist mit Abschnitt 4.1.1 und dort insbesonde-
re (4.12) und (4.13) zumindest für hinreichend großes a immer gewährleistet. Zum
anderen haben wir im eindimensionalen Fall gesehen, dass es sinnvoll ist, Û(•, x̂) :=
MLuext(•, x̂) zu zerlegen (siehe (5.4) und Lemma 4.13):

Û(•, x̂) =
1

iκ0

T−
(

u0(x̂)
U(•, x̂)

)
mit U(z, x̂) :=

2iκ0Û(z, x̂)− u0(x̂)

z − 1
, x̂ ∈ Γa. (5.21)

Lemma 5.6. Seien U wie in (5.21) und a hinreichend groß. Dann ist U(•, x̂) ∈
H+(S1) ∩ C∞(S1) für alle x̂ ∈ Γa.

Beweis. Seien x̂ ∈ Γa und a hinreichend groß. ûext(•, x̂) = Luext(•, x̂) besitzt mit
den Ergebnissen aus Abschnitt 4.1.1 eine Singularität bei aiκ und ist bis auf einen
Schnitt {aiκ− κ0t | t ≥ 0} holomorph fortsetzbar. Da ϕ(z) = iκ0

z+1
z−1

mit Ausnahme

des Punktes 1 ebenfalls holomorph ist, sind sowohl Û(•, x̂) als auch U(•, x̂) auf C \
({1} ∪ {ϕ−1(aiκ− κ0t) | t ≥ 0}) holomorph fortsetzbar. Es ist aiκ ∈ C+ und somit
|ϕ−1(aiκ)| > 1 und ϕ−1(∞) = 1. Folglich sind Û(•, x̂), U(•, x̂) auf eine den Punkt 1
nicht enthaltende Umgebung von {z ∈ C | |z| < 1} holomorph fortsetzbar, und die
Behauptung ist gezeigt, wenn U(•, x̂) auch im Punkt 1 beliebig oft differenzierbar ist.
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Dafür untersuchen wir zunächst das asymptotische Verhalten von ûext für s → ∞.
Mit Hilfe der Darstellung (4.12) mit der exponentiell abfallenden Sprungfunktion Ψ,
kann ûext in Potenzen von (s− iκ0) entwickelt werden:

ûext(s, x̂) =
J∑

j=1

αj(x̂)

(s− iκ0)j
+ O

(
|s− iκ0|−J

)
, |s| → ∞, J ∈ N beliebig.

Mit (M{(• − iκ0)
−j}) (z) = (z − 1)j−1/(2iκ0)

j folgt

Û(z, x̂) =
J∑

j=1

αj(x̂)

(2iκ0)j
(z − 1)j−1 + O

(
|z − 1|J−1

)
, für |z − 1| → 0.

Mit Lemma 4.13 gilt α1 = u0, und es folgt

U(z, x̂) =
J∑

j=2

αj(x̂)

(2iκ0)j−1
(z − 1)j−2 + O

(
|z − 1|J−2

)
, für |z − 1| → 0.

U(•, x̂) wurde somit in ein Taylorpolynom der Ordnung J−2 um die Stelle 1 entwickelt
und ist folglich auch an dieser Stelle beliebig oft differenzierbar, da J beliebig gewählt
werden kann.

Obiger Ansatz für Û ist mit dem vorigen Lemma gerechtfertigt. Als Nachteil führt er
zu Termen der Form

ML{∇x̂f(•, x̂)}(z) = ∇x̂F̂ (z, x̂) =
1

iκ0

∇x̂ (f0(x̂) + (z − 1)F (z, x̂)) . (5.22)

Für uext ∈ H2
loc(Ωext) ist dies kein Problem, da u0 ∈ H3/2(Γa) und damit auch

U(z, •) ∈ H3/2(Γa) für z ∈ S1 ist. Für Testfunktionen vext ∈ H1(Ωext) ist jedoch
v0 := v|Γa ∈ H1/2(Γa), und obiger Term erscheint fraglich. Das nächste Lemma löst
dieses Problem durch die Definition eines geeigneten Raumes X und Ansatzfunktio-
nen v aus einer dichten Teilmenge von X.

Zur Vorbereitung erinnern wir an Definition und Satz 2.17. Dort wurden Tensor-
produkte von linearen, beschränkten Abbildungen definiert. Die Operatoren T ± sind
solche Abbildungen von C×H+(S1) in den Raum H+(S1). Ebenso bildet der Ober-
flächengradient ∇x̂ den Raum H1(Γa) stetig in den Raum der auf Γa tangentialen
Vektorfelder L2

tan(Γa) ab. Somit ist

T −⊗∇x̂ :
(
C×H+(S1)

)
⊗H1(Γa) → H+(S1)⊗ L2

tan(Γa) (5.23)

eine lineare, stetige Abbildung. Nach obiger Bemerkung ist der Raum(
C×H+(S1)

)
⊗H1(Γa) = H1(Γa)×H+(S1)⊗H1(Γa)

jedoch nicht als Ansatzraum geeignet.
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Lemma 5.7. Seien((
f
F

)
,

(
g
G

))
X

:=(f, g)H1(Ωint) + (F, G)H+(S1)⊗L2(Γa)

+

(
(T− ⊗∇x̂)

(
f |Γa

F

)
, (T− ⊗∇x̂)

(
g|Γa

G

))
H+(S1)⊗L2

tan(Γa)

,

(5.24)
‖ • ‖X :=

√
(•, •)X und

X :=

{(
f
F

)
∈ H1(Ωint)×

(
H+(S1)⊗ L2(Γa)

)
|
∥∥∥∥( f

F

)∥∥∥∥
X

< ∞
}

. (5.25)

Dann gilt für <(κ),<(κ0),<(κ/κ0) > 0

(i) (X, (•, •)X) ist ein Hilbertraum.

(ii) Für jedes f ∈ H1(Ωint) existiert ein F ∈ H+(S1)⊗L2(Γa), sodass (f, F )> ∈ X.

(iii) Es existiert eine dichte Teilmenge X̃ ⊂ X, sodass für alle (f, F )> ∈ X̃ f in
C∞ (Ωext

)
liegt, die Funktion

fext(•, x̂) := L−1
{
(iκ0)

−1M−1 T −(f |Γa(x̂), F (•, x̂))>
}

für alle x̂ ∈ S1 wohldefiniert ist und die Vorraussetzungen von Lemma 5.3
sowohl von fext(•, x̂) als auch von den Komponenten von ∇x̂fext(•, x̂) für al-
le x̂ erfüllt werden. Insbesondere fallen fext(r, x̂) und die Komponenten von
∇x̂fext(r, x̂) exponentiell für r →∞ ab.

Beweis. 1. Der Operator T −⊗∇x̂ ist mit Definition und Satz 2.17 auf dem Raum
(C×H+(S1))⊗H1(Γa) definiert. Daher ist das Innenprodukt (•, •)X zunächst
nur auf X̃ := H1(Ωint)× (H+(S1)⊗H1(Γa)) sinnvoll definiert, und (X̃, (•, •)X)
ist ein Prä-Hilbert-Raum. Nach [Heu75, Satz 66.5] existiert zu X̃ ein bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmter Hilbert-Raum X, sodass X̃ dicht liegender
Unterraum in X ist.

Mit Hilfe der ersten beiden Terme in der Definition (5.24) von (•, •)X können die
Elemente von X als Funktionen (f, F )> ∈ H1(Ωint) × (H+(S1)⊗ L2(Γa)) auf-
gefasst werden, für die wegen des dritten Terms in (5.24) (T −⊗∇x̂) (f |Γa , F )>

definiert ist und mit einer Funktion aus H+(S1)⊗L2
tan(Γa) identifiziert werden

kann. Da H1(Γa) dicht in L2(Γa) liegt, ist die einfachere Darstellung von X aus
(5.25) gerechtfertigt.

2. Sei f ∈ H1(Ωint). Dann ist f0 := f |Γa ∈ H1/2(Γa), d.h. mit Blick auf (3.24)

∞∑
n=0

(1 + ν(n))|f0,n|2 < ∞, f0,n := (f0, Φn)L2(Γa). (5.26)

Sei nun F (z, x̂) :=
∑∞

n=0 Fn(z)Φn(x̂) mit noch zu bestimmenden Fourier-Koef-
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∣∣∣kn+κ0
kn−κ0

∣∣∣

kn+κ0
kn−κ0

S1

kn→∞

Abbildung 5.2.: Skizze zum Beweis von Lemma 5.7

fizienten Fn. Dann ist (f, F )> ∈ X und die Behauptung ist gezeigt, wenn

∞∑
n=0

‖Fn‖2
L2(S1) < ∞ und

∞∑
n=0

ν(n)2

∥∥∥∥T −(f0,n

Fn

)∥∥∥∥2

L2(S1)

< ∞,

(5.27)

da
∫

Γa
∇x̂Φn · ∇x̂Φndx̂ = −

∫
Γa

(∆x̂Φn)Φndx̂ = −λn = O(ν(n)2).

Da wir in (iii) eine dichte Teilmenge von X konstruieren wollen und in Lemma
5.5 bereits eine dichte Teilmenge von H+(S1) vorgestellt wird, machen wir den
Ansatz

Fn(z) = f0,nVkn(z)

mit den Funktionen Vkn =
(

kn+κ0

kn−κ0
− z
)−1

aus Lemma 5.5 und einer zunächst

unbestimmten Folge kn. Es gilt

‖Vkn‖
2
L2(S1) =

∫
S1

∣∣∣∣kn + κ0

kn − κ0

− z

∣∣∣∣−2

|dz| =
∫

S1

∣∣∣∣kn + κ0

kn − κ0

− zeiθ

∣∣∣∣−2

|dz|

=

∫
S1

∣∣∣∣kn + κ0

kn − κ0

e−iθ − z

∣∣∣∣−2

|dz| =
∫

S1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣kn + κ0

kn − κ0

∣∣∣∣− z

∣∣∣∣−2

|dz|
(5.28)

mit θ = arg
(

kn+κ0

kn−κ0

)
. Siehe dazu auch Abbildung 5.2. Falls kn → ∞, so kon-

vergiert die Singularität von Vkn zum Punkt 1 ∈ S1. Im Grenzfall wird vori-
ges Integral damit nicht existieren. Wir spalten es deshalb in ein konvergentes

Teilintegral
∫ 11

6
π

π
6

∣∣∣ 1
1−eiθ

∣∣∣2 dθ und das divergente Restintegral auf:∫ π
6

−π
6

dθ

|1 + t− eiθ|2
≤
∫ π

6

−π
6

dθ

t2 + θ2

4

= 4
arctan

(
π
12

t
)

t
≤ 2π

t
, t :=

∣∣∣∣kn/κ0 + 1

kn/κ0 − 1

∣∣∣∣−1.

(5.29)
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Es gilt somit
‖Vkn‖

2
L2(S1) ≤ C|kn| für |kn| → ∞. (5.30)

Mit

T −
(

1
Vkn

)
=

κ0

kn − κ0

Vkn (5.31)

ergibt sich

N :=
∞∑

n=0

(
‖Fn‖2

L2(S1) + ν(n)2

∥∥∥∥T −(f0,n

Fn

)∥∥∥∥2

L2(S1)

)

=
∞∑

n=0

|f0,n|2 ‖Vkn‖
2
L2(S1)

(
1 + ν(n)2

∣∣∣∣ κ0

kn − κ0

∣∣∣∣2
)

≤C

∞∑
n=0

|f0,n|2|kn|

(
1 +

∣∣∣∣ ν(n)

kn − κ0

∣∣∣∣2
)

.

(5.32)

Sei nun k0 so gewählt, dass <(k0),<(k0/κ0) > 0 und kn := k0 + ν(n). Dann ist

für alle n ∈ N0

∣∣∣ ν(n)
kn−κ0

∣∣∣ ≤ C, und es gilt mit (5.26)

N ≤ C
∞∑

n=0

|f0,n|2 (|k0|+ ν(n)) < ∞. (5.33)

3. Für das eben konstruierte F ist mit (5.3) und (5.6)

fext(r, x̂) =
∞∑

n=0

f0,ne
iknrΦn(x̂).

Da C∞(Ωint) dicht in H1(Ωint) liegt, wählen wir f ∈ C∞(Ωint), und die Fourier-
Koeffizienten f0,n fallen im Betrag super-algebraisch in n. Somit konvergiert
obige Reihe ebenso wie die Komponenten von ∇x̂f auf kompakten Teilmen-
gen des [0,∞) × Γa und r 7→ eaiκrfext(r, x̂) bzw. die Komponenten von r 7→
eaiκr∇x̂fext(r, x̂) fallen exponentiell ab, wenn nur =(kn + κ) = =(k0 + κ) > 0.
Dies ist mit der Wahl des k0 immer sicherzustellen und die Voraussetzungen
für Lemma 5.3 sind sowohl für fext als auch für die Komponenten von ∇x̂fext

erfüllt.

Bleibt nur noch zu zeigen, dass die Funktionen F mit geeigneten k̃n dicht in
H+(S1) liegen. Da die bisherigen Aussagen auch für k̃n in einer offenen Umge-
bung um kn gültig bleiben, folgt dies mit Lemma 5.5.

Damit ist die unscharfe Aussage ,,geeignete Testfunktionen” vom Beginn des Ab-
schnittes präzisiert, und (5.20) kann in den Hardy-Raum transformiert werden. Ana-
log zum eindimensionalen Fall definieren wir

Q#(F, G) :=
1

2π

∫
Γa

∫
S1

G(z, x̂)F (z, x̂)|dz|dx̂, F, G ∈ H+(S1)⊗ L2(Γa),

Q#
tan(F, G) :=

1

2π

∫
Γa

∫
S1

G(z, x̂) · F (z, x̂)|dz|dx̂, F, G ∈ H+(S1)⊗ L2
tan(Γa).

(5.34)
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Satz 5.8. Sei u ∈ H2
loc(Ω) eine Lösung von (3.1) mit Ω = Rd \K und uint, uext und

u0 wie bisher und a hinreichend groß. Dann liegt (uint, U)> mit U aus (5.21) in X
und löst das Variationsproblem

A

((
uint

U

)
,

(
vint

V

))
− κ2B

((
uint

U

)
,

(
vint

V

))
= −

∫
∂K

lvintds (5.35)

mit (vint, V )> ∈ X und den Bilinearformen

A

((
f
F

)
,

(
g
G

))
:=

∫
Ωint

∇f · ∇gdx +
d− 1

2a

∫
Γa

f |Γag|Γadx̂

− 2iκ0

a
Q#

(
(T +⊗ id)

(
f |Γa

F

)
, (T +⊗ id)

(
g|Γa

G

))
− 2iCd

aκ0

Q#

(
(J T −⊗ id)

(
f |Γa

F

)
, (J T −⊗ id)

(
g|Γa

G

))
+

2ai

κ0

Q#
tan

(
(J T −⊗∇x̂)

(
f |Γa

F

)
, (J T −⊗∇x̂)

(
g|Γa

G

))
,

B

((
f
F

)
,

(
g
G

))
:=

∫
Ωint

fgdx

+
2ai

κ0

Q#

(
(T −⊗ id)

(
f |Γa

F

)
, (T −⊗ id)

(
g|Γa

G

))

(5.36)

mit (f, F )>, (g,G)> ∈ X.

Beweis. (uint, U)> liegt mit Hilfe von Lemma 5.6 in H1(Ωint)×H+(S1)⊗L2(Γa). Da
(4.13) nach x̂ differenziert werden darf und dabei die Voraussetzungen für Lemma
5.6 erhalten bleiben, gilt auch (uint, U)> ∈ X. Die einzelnen Terme in (5.35) ergeben
sich aus (5.20) mit Lemma 5.3, der Definition von U in (5.21), (5.10) für die Trans-
formation der radialen Ableitung und Bemerkung 4.11 für die Terme 1/(r + 1).

Offen bleibt zunächst die Umkehrung des Satzes. Diese werden wir später in Korollar
5.24 nachholen.

5.2. Galerkin-Diskretisierung

Auf Grundlage der symmetrischen Variationsformulierungen (5.12) für das eindimen-
sionale Problem und (5.35) für das mehrdimensionale Problem im jeweiligen Raum
X (siehe Satz 5.4 und Lemma 5.7) kann ein Galerkin-Verfahren verwendet werden.

Für den mehrdimensionalen Fall werden wir in Unterabschnitt 5.2.4 das Variations-
problem verallgemeinern, indem wir Ω nicht mehr, wie in Abschnitt 3.1.3 dargestellt,
durch Γa in Ωint und Ωext zerlegen, sondern allgemeinere Kopplungsränder Γ zulas-
sen.
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5.2. Galerkin-Diskretisierung

5.2.1. Allgemeines Vorgehen

Das Vorgehen bei der Galerkin-Diskretisierung entspricht im Wesentlichen dem der
klassischen Infinite Elemente Methoden 3.2.2: Die Räume H1([0, a]) und H1(Ωint)
werden, wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, durch endlich-dimensionale Unterräume
X

(h)
int , die von den Basisfunktionen {bi, i = 1, ..., Nint} aufgespannt werden, ersetzt.

Die Spuren der an der Stelle a bzw. auf Γa nicht verschwindenden Basisfunktionen
bezeichnen wir mit {b(x̂)

n , n = 1, ..., Nx̂}.
Als Diskretisierung des Hardy-Raumes H+(S1) verwenden wir die endlichdimensiona-
len Unterräume ΠNr

:= span{z0, ..., zNr} ⊂ H+(S1) und bezeichnen die orthogonalen
Projektionen auf ΠNr mit PNr

: H+(S1) → ΠNr . Dies entspricht dem Vorgehen aus
(4.39) bei der Linienmethode. Zusammen ergeben sich folgende Ansatzräume:

XN := X
(h)
int × ΠNr für d = 1 und XN := X

(h)
int ×

(
ΠNr ⊗X

(h)
int

∣∣
Γa

)
für d = 2, 3

(5.37)
und die diskreten Variationsprobleme

A

((
u

(h)
int

U (Nr)

)
,

(
vint

V

))
− κ2B

((
u

(h)
int

U (Nr)

)
,

(
vint

V

))
= −lvint(0) (5.38)

für d = 1,
(
u

(h)
int , U

(Nr)
)>

, (vint, V )> ∈ XN und A, B aus (5.13) sowie

A

((
u

(h)
int

U (Nr,h)

)
,

(
vint

V

))
− κ2B

((
u

(h)
int

U (Nr,h)

)
,

(
vint

V

))
= −

∫
∂K

lvintds (5.39)

für d = 2, 3,
(
u

(h)
int , U

(Nr,h)
)>

, (vint, V )> ∈ XN und den Bilinearformen A, B aus

(5.36).

In den folgenden Unterabschnitten werden wir die Assemblierung des zugehörigen
Gleichungssystems (

Ah − κ2Bh

)
αh = lh (5.40)

genauer erläutern. Da die zu Ωint gehörenden Anteile bereits in Abschnitt 2.3 be-
sprochen wurden, werden wir uns dabei auf die externen Anteile beschränken. Im
eindimensionalen Fall sind dies

Aext

((
f0

F

)
,

(
g0

G

))
:=− 2iκ0

a
Q

(
T +

(
f0

F

)
, T +

(
g0

G

))
und

Bext

((
f0

F

)
,

(
g0

G

))
:=

2ai

κ0

Q

(
T −
(

f0

F

)
, T −

(
g0

G

))
.

(5.41)

mit f0 = f(a) und g0 = g(a) und (f0, F )>, (g0, G)> ∈ C×H+(S1). Der interne Anteil
für f, g ∈ H1([0, a]) besteht aus den Bilinearformen

Aint(f, g) :=

∫ a

0

f ′g′ dr und Bint(f, g) :=

∫ a

0

pfg dr. (5.42)
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Die Randwerte f0, g0 sind in beiden Anteilen enthalten und koppeln die Bilinearfor-
men aneinander.

Letzteres bleibt auch in höheren Dimensionen mit

Aext

((
f0

F

)
,

(
g0

G

))
:= −2iκ0

a
Q#

(
(T +⊗ id)

(
f0

F

)
, (T +⊗ id)

(
g0

G

))
− 2iCd

aκ0

Q#

(
(J T −⊗ id)

(
f0

F

)
, (J T −⊗ id)

(
g0

G

))
+

d− 1

2a

∫
Γa

f0g0dx̂

+
2ai

κ0

Q#
tan

(
(J T −⊗∇x̂)

(
f0

F

)
, (J T −⊗∇x̂)

(
g0

G

))
,

Bext

((
f0

F

)
,

(
g0

G

))
:=

2ai

κ0

Q#

(
(T −⊗ id)

(
f0

F

)
, (T −⊗ id)

(
g0

G

))
.

(5.43)

und

Aint(f, g) :=

∫
Ωint

∇f · ∇g dx und Bint(f, g) :=

∫
Ωint

fg dx (5.44)

gültig. Im Unterschied zum eindimensionalen Fall ist f0 ∈ H(1/2)(Γa) eine Funktion
und F, G aus dem durch X aus Lemma 5.7 definierten Unterraum von H+(S1) ⊗
L2(Γa). Mit Blick auf Lemma 2.14 ist es ratsam, den Raum L2(Γa) durch die Spu-

ren X
(h)
int

∣∣
Γa

von X
(h)
int zu diskretisieren, da X

(h)
int

∣∣
Γa

bereits als Diskretisierung von

H(1/2)(Γa) vorgegeben ist. Somit ist der Ansatz für XN aus (5.37) gerechtfertigt.

5.2.2. Eindimensionaler Fall

Obwohl Aext und Bext und die zugehörigen Basisfunktionen aus H+(S1) eher unüblich
sind, erhalten wir ein einfaches Finites Element (vergleiche Definition 2.13):

1. T := C× S1,

2. PT := C× ΠNr mit dim PT = Nr + 2

3. und den nodalen Basisfunktionen

b
(Nr)
−1 :=

(
1
0

)
und b

(Nr)
j =

(
0

(•)j

)
, j = 0, ..., Nr, (5.45)

mit den zugehörigen Freiheitsgraden {u(h)
0 , α+

0 , ..., α+
Nr
}.

Die Elementmatrizen

A(Nr) :=
(
Aext

(
b
(Nr)
j , b

(Nr)
k

))Nr

j,k=−1
und B(Nr) :=

(
Bext

(
b
(Nr)
j , b

(Nr)
k

))Nr

j,k=−1
(5.46)

werden durch den Randfreiheitsgrad u
(h)
0 an das bestehende Gleichungssystem gekop-

pelt, in dem die zu u
(h)
0 gehörenden Einträge von A(Nr) und B(Nr) zu den zu u

(h)
0

gehörenden Einträgen in Ah und Bh addiert werden.
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Es bleibt die Elementmatrizen zu berechnen. Die Operatoren T (Nr)
± sind in dieser

Basis gegeben durch

T (Nr)
± :=


1 ±1

1 ±1
. . . . . .

1 ±1

 ∈ R(Nr+1)×(Nr+2). (5.47)

Die erste Spalte wirkt dabei auf u
(h)
0 , die restlichen auf die Freiheitsgrade α+

j . Da

Q(zj, zk) = δj,k, ergeben sich die Elementmatrizen zu

A(Nr) =
−2iκ0

a
T (Nr)

+

>
T (Nr)

+ und B(Nr) =
2ai

κ0

T (Nr)
−

>
T (Nr)
− . (5.48)

Bemerkung 5.9. Für die Laplace- und Möbius-transformierte Funktion Û ergibt sich
der Ansatz

Û (Nr)(z) =
1

iκ0

T −

(
u

(h)
0∑Nr

j=0 α+
j (•)j

)
(z) =

1

2iκ0

(
u

(h)
0 + (z − 1)

Nr∑
j=0

α+
j zj

)
.

Mit Hilfe der inversen Möbius-Transformation erhalten wir für ûext = M−1Û mit
z = (s + iκ0)/(s− iκ0) und z − 1 = (2iκ0)/(s− iκ0)

û
(Nr)
ext (s) =

1

2iκ0

(
u

(h)
0 +

2iκ0

s− iκ0

Nr∑
j=0

α+
j

(
s + iκ0

s− iκ0

)j
)

2iκ0

s− iκ0

=
u

(h)
0

s− iκ0

+
Nr∑
j=0

α+
j

j∑
k=0

(
j

k

)
(2iκ0)

k+1

(s− iκ0)k+2
.

Analog zu Bemerkung 4.14 ergibt sich

uext
(Nr)(r) = eiκ0r

(
u

(h)
0 +

Nr∑
j=0

α+
j

j∑
k=0

(
j

k

)
(2iκ0r)

k+1

(k + 1)!

)

und somit uext
(Nr)(0) = u

(h)
0 .

Wie im Innenraum ist u
(h)
0 also alleiniger Randfreiheitsgrad; alle Basisfunktionen zu

den Freiheitsgraden α+
j verschwinden auf dem Rand.

5.2.3. Sphärischer Koppplungsrand

In diesem Abschnitt erläutern wir die Implementierung der HSIEM für d = 2, 3. Sei
dazu eine Zerlegung von Γa wie in Abbildung 5.3 gegeben.
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Ωint e Seg

Abbildung 5.3.: Zerlegung des Außenraumes

Bemerkung 5.10. Bei einer Triangulierung von Ωint durch polygonal berandete Ge-
biete entsteht ein Fehler, da Punkt (2) aus Definition 2.12 nicht erfüllt ist, d.h. der
Rand des triangulierten Gebietes nicht gleich dem Rand von Ωint ist. In [Hac96, §8.6]
wird auf diese Probleme eingegangen. Für den Innenraum Ωint kann mit dem 2.Lem-
ma von Strang nachgewiesen werden, dass der Fehler die Konvergenzordnung des
Verfahrens bei der Benutzung von sogenannten isoparametrischen Elementen nicht
beeinträchtigt.

Wir vernachlässigen diesen Fehler im Innen- und im Außenraum und sprechen wei-
terhin von den zu Beginn des Kapitels definierten Spuren b

(x̂)
n der Basisfunktionen

von X
(h)
int als Funktionen auf Γa.

Wir betrachten das schraffierte Infinite Element in Abbildung 5.3 und bezeichnen
die auf der Randkante e nicht verschwindenden Basisfunktionen b

(x̂)
n mit b

(e)
n , n =

1, ..., Ne. Dann ist das Finite Element nach Definition 2.13 gegeben durch

1. T := e× S1,

2. PT := (C× ΠNr)⊗X
(h)
int

∣∣
e

mit dim PT = (Nr + 2)Ne

3. und den nodalen Basisfunktionen

b
(Seg)
j,n := b

(Nr)
j ⊗ b(e)

n , j = −1, ..., Nr, n = 1, ..., Ne, (5.49)

mit b
(Nr)
j aus (5.45).

Die Elementmatrizen A(Seg) bzw. B(Seg) ergeben sich mit der Definition (5.43) bzw.
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5.2. Galerkin-Diskretisierung

(5.34) der Bilinearformen Aext, Bext bzw. Q#, Q#
tan als Tensorprodukte der Matrizen

M
(Seg)
x̂ :=

(∫
e

b(e)
n b(e)

m dx̂

)Ne

m,n=1

und S
(Seg)
x̂ :=

(∫
e

∇x̂b
(e)
n · ∇x̂b

(e)
m dx̂

)Ne

m,n=1

(5.50)

und den Matrizen in radialer Richtung

L1 :=
d− 1

2a

(
1

0

)
− 2iκ0

a
T (Nr)

+

>
T (Nr)

+ − 2Cdi

κ0a
T (Nr)
−

>
J>Nr

JNr T
(Nr)
− ,

L2 :=
2ai

κ0

T (Nr)
−

>
J>Nr

JNr T
(Nr)
− und L3 :=

2ai

κ0

T (Nr)
−

>
T (Nr)
−

(5.51)

zu

A(Seg) = L1 ⊗M
(Seg)
x̂ + L2 ⊗ S

(Seg)
x̂ und B(Seg) = L3 ⊗M

(Seg)
x̂ . (5.52)

Diese Matrizen verhalten sich wie ,,normale” Elementmatrizen: Sie koppeln an den
gemeinsamen Rändern mit benachbarten Hardy-Raum Infiniten Elementen und an
den Randkanten e von Γa über u0 mit den FE aus dem Innenraum.

Offen ist noch die Implementierung der Matrizen JNr . Wir wollen auf die explizite
Darstellung des Operators J = M ĴM−1 verzichten, da diese relativ unhandlich
ist. Der Definition von Ĵ (4.8) kann aber bereits entnommen werden, dass es sich
um einen Integraloperator handelt und somit eigentlich eine numerische Integration
notwendig wäre. Zur Vermeidung einer solchen Integration, die relativ aufwendig
wäre, verwenden wir den zugehörigen inversen Operator. Dazu nutzen wir Satz A.6(iv)
bzw. A.6(iii) und definieren für c > 0

(Ĵc Lf)(s) :=

∫ ∞

s

ec(s−σ)(Lf)(σ)dσ = L
{

f

•+ c

}
(s) und (5.53a)

(D̂c Lf)(s) := (−∂s + c)(Lf)(s) = L{(•+ c)f} (s). (5.53b)

Im hier benötigten Fall c = 1 verzichten wir auf den Index. Der Differentialoperator D̂c

ist offnsichtlich der zu Ĵc inverse Operator. Weiterhin lässt sich für Dc = M D̂cM−1

direkt nachrechnen

(Dc F )(z) =
(z − 1)2

2iκ0

F ′(z) +

(
z − 1

2iκ0

+ c

)
F (z), F ∈ H+(S1) (5.54)

und der diskrete Operator ergibt sich zu

D(Nr)
c := c id(Nr+1)×(Nr+1) +

1

2iκ0


−1 1
1 −3 2

2 −5
. . .

. . . . . . Nr

Nr −2Nr − 1

 . (5.55)

Diese Matrix ist symmetrisch und wir nutzen die numerische Inverse zur Berechnung
von

J>Nr
JNr =

(
D(Nr)

)−2

.
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

Bemerkung 5.11. Da die Matrizen L1, L2 und L3 unabhängig vom jeweiligen Seg-
ment sind, können die externen Matrizen auch direkt mit

Aext = L1 ⊗Mx̂ + L2 ⊗ Sx̂ und Bext = L3 ⊗Mx̂ (5.56)

berechnet werden. Mx̂ und Sx̂ sind die Masse- bzw. Steigigkeitsmatrizen auf Γa:

Mx̂ :=

(∫
Γa

b(x̂)
n b(x̂)

m dx̂

)Nx̂

m,n=1

und Sx̂ :=

(∫
Γa

∇x̂b
(x̂)
n · ∇x̂b

(x̂)
m dx̂

)Nx̂

m,n=1

. (5.57)

5.2.4. Allgemeine Kopplungsränder

Abbildung 5.4.: Triangulierung eines Flügelprofiles aus [HHKS07] mit JCMGeo aus
[JCM08]

Im letzten Unterabschnitt haben wir in Abbildung 5.3 gesehen, dass eine Triangu-
lierung des Innenraumes Ωint üblicherweise einer Triangulierung eines polygonal be-
randeten Gebietes entspricht. Es liegt somit nahe, statt Ba ein konvexes, polygonales
Gebiet PΓ mit Rand Γ in der Definition von Ωint = PΓ \ K und Ωext = Rd \ PΓ zu
verwenden. Auf diese Weise kann für längliche Gebiete, wie das Profil eines Flug-
zeugflügels inklusive Vorflügel aus Abbildung 5.4, das Rechengebiet Ωint und damit
der numerische Aufwand relativ klein gehalten werden. Wir werden uns hier auf die
Darstellung des zweidimensionalen Falles beschränken. Eine Verallgemeinerung für
d = 3 ist aus theoretischer Sicht ohne weiteres möglich; die Generierung eines ge-
eigneten Gitters und die Assemblierung des Gleichungssystemes ist jedoch deutlich
aufwendiger.

Für den allgemeineren Kopplungsrand Γ und das zugehörige Gebiet Ωext müssen wir
analog zu Abschnitt 5.1.2 eine geeignete Variationsformulierung herleiten. In Ab-
schnitt 5.1.2 gelang dies durch Transformation von Rd \ Ba auf Polarkoordinaten,
indem die eindimensionale Variationsformulierung aus Abschnitt 5.1.1 auf die radia-
len Anteile angewendet wurde. Wir werden deshalb auch hier Ωext in eine radiale und
eine winkelartige Variable zerlegen.
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5.2. Galerkin-Diskretisierung

P2

e2

α2

α1
P1

e1

(x, y)

ξ/ζ

ξ/ζ
cos

α2

α3

Abbildung 5.5.: Segment

Zunächst definieren wir einen Referenzstreifen durch S0 := [0,∞)×[0, 1]. Die Variable
ξ ∈ [0,∞) wird der radialen Variable entsprechen, η ∈ [0, 1] der winkelartigen.

Ωext wird, wie in Abbildung 5.4 bereits geschehen, in einzelne Segmente (siehe Abbil-
dung 5.5) aufgeteilt, welche sich analog zu Beispiel 2.18 durch eine bilineare Abbildung
von S0 darstellen lassen:(

x
y

)
= g

((
ξ
η

))
= (1−η)

(
P1 +

ξ

ζ cos α1

e1

)
+η

(
P2 +

ξ

ζ cos α2

e2

)
,

(
ξ
η

)
∈ S0.

(5.58)
g ergibt sich direkt aus Abbildung 5.5 mit den dortigen Bezeichnungen und den
normierten Richtungsvektoren e1 und e2 sowie α1, α2 ∈

[
0, π

2

)
und wurde so gewählt,

dass ξ/ζ dem Abstand des Punktes (x, y) zur Strecke P1P2 entspricht.

Wenn nun Basisfunktionen eines solchen Segmentes S durch Konjunktion von Basis-
funktionen auf S0 mit der Abbildung g−1 definiert werden, so müssen wir nach Lemma
2.14 darauf achten, dass die entstehenden Funktionen auf den Randstrahlen stetig
sind. Dies ist gewährleistet, wenn für Punkte auf den Randstrahlen ξ unabhängig
vom jeweiligen Segment ist. Aus diesem Grunde wird die vom Segment abhängige
Konstante ζ eingeführt. Anhand der Winkel bei P1 ist leicht zu erkennen, dass

ξ

ζ1

cos α1 =
ξ

ζ2

cos α3 ⇒ ζ1

ζ2

=
cos α1

cos α3

(5.59)

gelten muss. In [Sch02, Cor. 5.3.6] wird nachgewiesen, dass für so erzeugte Abbildun-
gen g die zu den Randstrahlen gehörenden Basisfunktionen stetig zusammengesetzt
werden können. Dort werden auch Konstruktionsmethoden für die Richtungen der
Strahlen vorgestellt, sodass für NSeg Segmente auch eine Menge {ζ1, ..., ζNSeg

} von
Konstanten existiert, die den Bedingungen (5.59) genügen. Eine genauere Untersu-
chung, für welche Gebiete solche Strahlen konstruiert werden können und wie diese
dann optimiert werden können, findet sich in [Ket07].
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∫ ∞

0

f(r)g(r)dr −2iκ0Q ((ML) (f), (ML) (g))

f (ML) (f) =
1

iκ0

T − (f0, F )

f ′ (ML) (f ′) = T + (f0, F )

(•+ c)f (ML) {(•+ c)f} = Dc {(ML) (f)}

1

•+ c
f, c > 0 (ML)

{
f

•+ c

}
= D−1

c {(ML) (f)}

Tabelle 5.1.: Transformationen der HSIEM, siehe Lemma 5.3, (5.6), (5.10) und
(5.53b) bzw. den diskretisierten Operatoren (5.47) und (5.55)

Da die Helmholtz-Gleichung translations- und rotationsinvariant ist, reicht es zur
Berechnung von Elementmatrizen A(Seg) und B(Seg) aus, ein Element mit P1 = (0, 0)
und P2 = (0, h) mit h > 0 zu betrachten. Dann gelten e1 = (cos α1,− sin α1) und
e2 = (cos α2, sin α2) und mit den Abkürzungen a1 = tan α1 und a2 = tan α2 folgt für
die Jacobi-Matrix g′ (siehe [ZKSS06, eq. (25)])

g′(ξ, η) =

(
1
ζ

0
η−1

ζ
a1 + η

ζ
a2 1 + ξ

hζ
(a1 + a2)

)
,

|g′(ξ, η)| := detg′(ξ, η) =
hζ + ξ(a1 + a2)

ζ2
und

G(ξ, η) :=|g′(ξ, η)|g′(ξ, η)
−T

g′(ξ, η)
−1

=

(
hζ + ξ(a1 + a2) a1 − η(a1 + a2)

a1 − η(a1 + a2)
(a1−η(a1+a2))2+1

hζ+ξ(a1+a2)

)
.

Formal folgt aus der Substitutionsregel∫
Seg

∇xyf1 · ∇xyf2 d(x, y) =

∫
S0

g′
−1

(∇ξηf1 ◦ g) · g′−1
(∇ξηf2 ◦ g) |g′| d(ξ, η),∫

Seg

f1f2 d(x, y) =

∫
S0

f1 ◦ g f2 ◦ g |g′| d(ξ, η)

die Darstellung der Integrale über das Segment Seg in Abhängigkeit von (ξ, η)∫
Seg

∇xyf1 · ∇xyf2 d(x, y) =

∫ ∞

0

∫ 1

0

(G(ξ, η)∇ξηf1(g(ξ, η))) · ∇ξηf2(g(ξ, η)) dηdξ,∫
Seg

f1f2 d(x, y) =

∫ ∞

0

∫ 1

0

hζ + ξ(a1 + a2)

ζ2
f1(g(ξ, η)) f2(g(ξ, η)) dηdξ.

(5.60)

Die auftretenden unendlichen Integrale in radialer Richtung können mit Tabelle 5.1 in
den Hardy-Raum H+(S1) transformiert werden. Hierbei ist zu beachten, dass ähnlich
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5.3. Konvergenz der HSIEM

wie in Abschnitt 5.1 geeignete Testfunktionen verwendet werden müssen, damit die
Integrale überhaupt existieren. Mit Hilfe des Dichtheitslemmas 5.5 liegen die Bilder
dieser Testfunktionen im Hardy-Raum H+(S1) dicht und wir erhalten ein Finites
Element der Form:

1. T := P1P2 × S1,

2. PT := (C× ΠNr)⊗X
(h)
int

∣∣
P1P2

mit dim PT = (Nr + 2)NP1P2

3. und den nodalen Basisfunktionen

b
(Seg)
j,n := b

(Nr)
j ⊗ b(P1P2)

n , j = −1, ..., Nr, n = 1, ..., NP1P2
, (5.61)

mit b
(Nr)
j aus (5.45) und den Einschränkungen b

(P1P2)
n der auf P1P2 nicht ver-

schwindenden Basisfunktionen aus X
(h)
int .

Die Elementmatrizen ergeben sich nun als Tensorprodukte aus den Elementmatrizen
bezüglich η und denen bezüglich ξ. Erstere können direkt auf dem Intervall [0, 1]
berechnet werden und sind für lineare FE in [ZKSS06] angegeben. Letztere können
mit der Tabelle 5.1 im Hardy-Raum H+(S1) assembliert werden.

Bemerkung 5.12. Sowohl das eindimensionale Hardy-Raum Infinite Element (5.48)
als auch das eben dargestellte mehrdimensionale Hardy-Raum Infinite Element und
das sphärische aus (5.52) sind linear in κ2 und lassen sich deshalb sowohl für Streu-
probleme als auch für das Resonanzproblem (3.49) verwenden.

5.3. Konvergenz der HSIEM

Im diesem Abschnitt werden die bisher vorhanden Konvergenzaussagen zur HSIEM
zusammengestellt. Im eindimensionalen Fall kann eine exponentielle Konvergenz be-
züglich der Anzahl der Freiheitsgrade im Hardy-Raum für das Streuproblem (5.1)
nachgewiesen werden. In höheren Dimensionen ist eine super-algebraische Konvergenz
des Streuproblems (3.1) zu erwarten, wie eine Konvergenzanalyse des separierten
Problems zeigt.

Offen bleibt die Frage der Konvergenz des Resonanzproblems (3.49). Die Methoden
aus Abschnitt 2.5, insbesondere Satz 2.33, sind nicht anwendbar. Zum einen verwen-
den wir im Gegensatz zu Satz 2.33 Bilinearformen (vergleiche Bemerkung 5.2). Diesen
kann zwar eine Sesquilinearform zugeordnet werden (siehe (5.67) für den eindimen-
sionalen Fall), die zugeordnete Sesquilinearform ist jedoch nicht hermitesch und Satz
2.33 ist nach Bemerkung 2.34 nicht mehr anwendbar.

5.3.1. Eindimensionales Problem

In diesem Unterabschnitt soll die Konvergenz der Galerkin-Methode zur Lösung des
Streuproblems (5.1) untersucht werden. Betrachten wir dazu zunächst die im eindi-
mensionalen Fall bekannte Lösung uext des Streuproblems (5.1) bzw. die transformier-
ten Funktionen Û , U ∈ H+(S1) aus (5.3) und (5.6).
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

Lemma 5.13. Sei <
(

κ
κ0

)
> 0. Dann sind die Fourier-Koeffizienten von Û bzw. U

aus (5.3) bzw. (5.6) gegeben durch

(Û , zj)L2(S1) =
u0

i(aκ + κ0)

(
aκ− κ0

aκ + κ0

)j

bzw. (U, zj)L2(S1) = u0

(
aκ− κ0

aκ + κ0

)j+1

(5.62)

und konvergieren exponentiell in j gegen 0. Seien weiter PNr
: H+(S1) → ΠNr die

orthogonalen Projektionen auf die ersten Nr + 1 Fourier-Koeffizienten. Dann gilt für
den Approximationsfehler

inf
V ∈ΠNr

‖V − U‖L2(S1) ≤ C1e
−C2Nr , C1, C2 > 0. (5.63)

Beweis. Eine Reihenentwicklung von Û ergibt

Û(z) =
u0

i(aκ + κ0)

∞∑
j=0

(
aκ− κ0

aκ + κ0

)j

zj, |z| ≤ 1, (5.64)

sofern |aκ + κ0| > |aκ − κ0| oder äquivalent <
(

κ
κ0

)
> 0. Der Fall aκ = −κ0 kann

wegen <(κ),<(κ0) > 0 und a > 0 ausgeschlossen werden. Damit ist der erste Teil des
Lemmas für Û und analog für U bewiesen. Für den zweiten Teil gilt mit d = aκ−κ0

aκ+κ0

inf
V ∈ΠNr

‖V − U‖2
L2(S1) = ‖PNrU − U‖2

L2(S1) = |u0|2
∞∑

j=Nr+1

|d|2j = |u0|2
|d|2(Nr+1)

1− |d|2
,

und die Behauptung ist gezeigt.

Damit konvergiert die Hardy-Raum Infinite Elemente Methode exponentiell, wenn nur
die Voraussetzungen aus dem Céa Lemma 2.22 erfüllt sind, d.h. wenn die Bilinearform
A− κ2B aus (5.12) X-koerzitiv und die Konstante in der Babuška-Brezzi Bedingung
(2.27) positiv ist. Die Definition der X-Koerzitivität 2.6 und auch das Céa Lemma
beziehen sich jedoch auf Sesquilinearformen (vergleiche Bemerkung 5.2).

Der interne Anteil Aint − κ2Bint von A − κ2B mit Aint, Bint aus (5.42) ist nach Be-
merkung 2.9 H1([0, a])-koerzitiv, wenn nur g durch g ersetzt wird. Dies ist auch ohne
Weiteres möglich, da mit g auch g in H1([0, a]) liegt. Beim externen Anteil müssen wir
zunächst eine geeignete Konjugation definieren, da für G ∈ H+(S1) die üblicherweise
verwendete konjugierte Funktion G in H−(S1) liegt.

Eine geeignete Konjugation C : H+(S1) → H+(S1) ist, wie sich leicht mit Lemma
4.4(iv) nachrechnen lässt, durch

(CF )(z) := F (z), F ∈ H+(S1) (5.65)

gegeben, und es gilt

Q(F, CG) =
1

2π
(F, G)L2(S1), F, G ∈ H+(S1).
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Sei weiter auf X durch((
f
F

)
,

(
g
G

))
X

:= (f, g)H1([0,a]) + (F, G)L2(S1),

(
f
F

)
,

(
g
G

)
∈ X, (5.66)

ein Skalarprodukt mit zugehöriger Norm ‖ • ‖X :=
√

(•, •)X definiert.

Satz 5.14. Seien <
(

κ2

κ0

)
und <(κ0) positiv. Dann ist die Sesquilinearform

S

((
f
F

)
,

(
g
G

))
:= A

((
f
F

)
,

(
g
CG

))
− κ2B

((
f
F

)
,

(
g
CG

))
(5.67)

X-koerzitiv, d.h. sie ist stetig auf X ×X und es existieren Konstanten α, β > 0 und
γ ≥ 0, sodass

<
{

(i + β)S

((
f
F

)
,

(
f
F

))}
+ γ‖f‖2

L2([0,a]) ≥ α

∥∥∥∥( f
F

)∥∥∥∥2

X

. (5.68)

Beweis. Mit der Definition (5.13) der Bilinearformen A und B gilt

S

((
f
F

)
,

(
f
F

))
= ‖f‖2

H1([0,a]) −
∫ a

0

(1 + κ2p)|f |2dr

− iκ0

4πa
‖f(a) + (•+ 1)F‖2

L2(S1) − κ2 ai

4πκ0

‖f(a) + (• − 1)F‖2
L2(S1).

Sei nun β > 0 so gewählt, dass sowohl <{(1− βi)κ0} als auch <{(1− βi)κ2/κ0} > 0
gilt. Dann ist

<
{

(i + β)S

((
f
F

)
,

(
f
F

))}
≥ β‖f‖2

H1([0,a]) − γ‖f‖2
L2([0,a])

+<
{

(1− βi)κ0

4πa

}
‖f(a) + (•+ 1)F‖2

L2(S1)+<
{

a(1− βi)κ2

4πκ0

}
‖f(a) + (• − 1)F‖2

L2(S1)

mit γ := min{0,<{(i + β)(1 + κ2‖p‖L∞([0,a]))}}. Mit der Ungleichung ‖x‖2 + ‖y‖2 ≥
1
2
‖x−y‖2 für x := f(a)+(•+1)F und y := f(a)+(•−1)F folgt dann die Behauptung

mit

α := min

{
β,<

{
(1− βi)κ0

2πa

}
,<
{

a(1− βi)κ2

2πκ0

}}
> 0.

Im Falle γ = 0 ist S sogar X-elliptisch, und die Voraussetzungen für das Céa Lem-
ma 2.22 sind erfüllt. Falls γ > 0 sind die Voraussetzungen mit Satz 2.19 und dem
Äquivalenzsatz 5.4 genau dann erfüllt, wenn das Problem (5.1) für alle l ∈ C eine
eindeutige Lösung besitzt.
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Bemerkung 5.15. In Korollar 3.23(i) wurde für d = 2, 3 nachgewiesen, dass das
Streuproblem (3.1) genau dann eindeutig lösbar ist, wenn κ keine Resonanz des zu-
gehörigen Eigenwertproblems (3.49) ist. Diese Aussage bleibt auch für den hier be-
trachteten eindimensionalen Fall bezüglich des Streuproblems (5.1) und des Eigen-
wertproblems (5.2) bestehen. Dazu muss lediglich das in der Definition (3.50) des
Operators S auftauchende Integral∫

Γa

DtNκ (f |Γa) g|Γa dx̂

durch den Term iκf(a)g(a) ersetzt werden. Die nachfolgende Theorie bleibt gültig, wo-
bei auf die Sonderbehandlung der Nullstellen der Hankel-Funktionen verzichtet werden
kann.

Mit der letzten Bemerkung, Lemma 5.13 und Satz 5.14 folgt die Konvergenz der
HSIEM für das Streuproblem (5.1).

Satz 5.16. Seien <(κ), <(κ0), <
(

κ
κ0

)
und <

(
κ2

κ0

)
positiv, κ keine Resonanz von

(5.2), u die eindeutige Lösung von (5.1) und uint := u|[0,a]. Dann existieren h0 und
Nr,0, sodass das diskrete Variationsproblem (5.38) für alle h ≤ h0 und Nr ≥ Nr,0 eine

eindeutige Lösung (u
(h)
int , U

(Nr))> aus XN besitzt.

Zudem existieren unter den Voraussetzungen von Satz 2.23 Konstanten C1, C2, C3 > 0
mit ∥∥∥u(h)

int − uint

∥∥∥
H1([0,a])

≤ C1h
k‖uint‖Hk+1([0,a]) + C2e

−C3Nr |uint(a)|. (5.69)

5.3.2. Separiertes Problem

Im letzten Abschnitt sicherte die G̊arding-Ungleichung aus Satz 5.14 die Stabilität der
Galerkin-Methode und das exponentielle Abfallverhalten der Fourier-Koeffizienten
von U aus Lemma 5.13 garantierte die exponentielle Konvergenz in Bezug auf die
Anzahl der Freiheitsgrade Nr + 1 in H+(S1). Zumindest letzteres können wir mit
kleinen Abstrichen für d = 2, 3 hinüberretten.

Lemma 5.17. Seien U wie in (5.21), x̂ ∈ Γa und a hinreichend groß. Dann konver-
gieren die Fourier-Koeffizienten (U(•, x̂), (•)j)L2(S1), j ∈ N0, super-algebraisch gegen
0, d.h. für alle k ∈ N existiert ein Ck > 0 mit∣∣∣(U(•, x̂), (•)j

)
L2(S1)

∣∣∣ ≤ Ck

(
1

1 + j

)k

. (5.70)

Beweis. Aus Lemma 5.6 folgt U(•, x̂) ∈ C∞(S1) ⊂ Hk(S1) für beliebiges k ∈ N.
Analog zu (3.24) gilt

‖U(•, x̂)‖2
Hk(S1) ∼

∞∑
j=0

(1 + j)2k
∣∣∣(U(•, x̂), (•)j

)
L2(S1)

∣∣∣2 < ∞. (5.71)
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Folglich kann (1 + j)2k
∣∣∣(U(•, x̂), (•)j)L2(S1)

∣∣∣2 durch eine Konstante C2
k beschränkt

werden, und die Behauptung ist gezeigt.

Dieses Lemma ist ein erster Schritt zur Konvergenzanalyse der in Abschnitt 5.2.3
beschriebenen Galerkin-Methode zur Lösung des Variationsproblems (5.35) auf dem
Raum X aus Lemma 5.7. Eine vollständige Abschätzung des Approximationsfehlers
in X sowie eine Art G̊arding-Ungleichung konnte bisher nicht nachgewiesen werden.

Als Indiz für eine super-algebraische Konvergenz des Verfahrens dient die in diesem
Abschnitt vorgestellte Konvergenztheorie bezüglich der bereits in den Abschnitten
3.1.2 und 4.1.1 verwendeten separierten Probleme. Sei dazu u eine Lösung von (3.1)
mit K = Ba und U die zugehörige transformierte Funktion aus (5.21). Wir zerlegen
U in seine Fourier-Koeffizienten

U(z, x̂) =
∞∑

n=0

Un(z)Φn(x̂) (5.72)

mit den paarweise orthogonalen Eigenfunktionen Φn des Laplace-Beltrami-Operators
∆x̂ aus Lemma 3.4. Ebenso kann die Randfunktion u0 := u|Γa und die Neumannsche
Randfunktion l auf Γa zerlegt werden in

u0(x̂) =
∞∑

n=0

u0,nΦn(x̂) und l(x̂) =
∞∑

n=0

lnΦn(x̂), (5.73)

und das Variationsproblem

Aext

((
u0

U

)
,

(
v0

V

))
− κ2Bext

((
u0

U

)
,

(
v0

V

))
= −

∫
Γa

lv0ds (5.74)

mit Aext, Bext aus (5.43) zerfällt in die eindimensionalen, separierten Probleme

A1

((
u0,n

Un

)
,

(
v0,n

Vn

))
+

Cd + a2λn

κ2
0a

A2

((
u0,n

Un

)
,

(
v0,n

Vn

))
= −lnv0,n (5.75)

mit (u0,n, Un)>, (v0,n, v)> ∈ X := C×H+(S1) und

A1

((
f0

F

)
,

(
g0

G

))
:=

d− 1

2a
f0g0 −

2iκ0

a
Q

(
T+

(
f0

F

)
, T+

(
g0

G

))
− 2aiκ2

κ0

Q

(
T−
(

f0

F

)
, T−

(
g0

G

))
,

A2

((
f0

F

)
,

(
g0

G

))
:=− 2iκ0Q

(
J T−

(
f0

F

)
, J T−

(
g0

G

))
,

(
f0

F

)
,

(
g0

G

)
∈ X.

(5.76)
Mit dem üblichen Innenprodukt((

f0

F

)
,

(
g0

G

))
X

:= f0g0 + (F, G)L2(S1)
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und der Konjugation C aus (5.65) definieren wir die den Bilinearformen A1, A2 zuge-
ordneten Operatoren implizit durch(

Kj

(
f0

F

)
,

(
g0

G

))
X

= Aj

((
f0

F

)
,

(
g0

CG

))
, j = 1, 2, (5.77)

und erhalten die zu (5.75) äquivalenten Operatorgleichungen

K1

(
u0,n

Un

)
+

Cd + a2λn

κ2
0a

K2

(
u0,n

Un

)
=

(
−ln
0

)
, n ∈ N0. (5.78)

Bemerkung 5.18. Die Bilinearform A1 ist bis auf den Term d−1
2a

f0g0 identisch mit
der Bilinearform Aext − κ2Bext aus (5.41), und aus dem Beweis von Satz 5.14 folgt,
dass (i + β)A1 X-elliptisch ist. Somit ist K1 auf X stetig und stetig invertierbar.

Lemma 5.19. Der Operator K2 ist auf X kompakt.

Beweis. K2 : X → X ist mit

K2 =

 k11 k12 · · ·
k21
...

K3

 =

 k11 k12 · · ·
k21
...

0

+

 0 0 · · ·
0
...

K3


kompakt, wenn der implizit durch

(K3F, G)H+(S1) = −iκ0

4π

∫
S1

(z − 1) J2(z − 1)F (z)G(z)|dz|

definierte Operator K3 : H+(S1) → H+(S1) kompakt ist, da der erste Operator Rang
2 hat und somit kompakt ist. Die Darstellung von K3 folgt aus der am Ende des
Abschnittes 5.2.3 gezeigten Symmetrie von J. Da F 7→ J((• − 1)F ) mit Bemerkung
4.11 und die orthogonale Projektion P : L2(S1) → H+(S1) stetig sind, reicht es, die
Kompaktheit von K̃4 : H+(S1) → L2(S1) mit (K̃4F )(z) := (z− 1)(J F )(z) zu zeigen.
Mit Hilfe der Möbius-Transformation ist diese äquivalent zu der Kompaktheit von
Ǩ4 : H−(κ0R) → L2(κ0R) mit (Ǩ4f)(s) := 2iκ0

s+iκ0
(Ĵ f)(s).

Wenn analog zu (5.53a) für f ∈ H−(κ0R) und f̃ := f(κ0•) ∈ H−(R) der Operator

Ĵκ0
: H−(R) → H−(R) durch(

Ĵκ0 f̃
)

(s) :=
1

κ0

(
Ĵ f
)

(κ0s) =

∫ ∞

s

eκ0(s−σ)f̃(σ)dσ, s, σ ∈ R, (5.79)

definiert wird, ist Ǩ4 genau dann kompakt, wenn K4 : H−(R) → L2(R) mit

(K4f̃)(s) := (Ǩ4f)(κ0s) =
2iκ0

s + i

(
Ĵκ0 f̃

)
(s) (5.80)

kompakt ist.
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Dazu zeigen wir zunächst die folgenden Ungleichungen mit f ∈ H−(R), s, s1, s2 ∈ R
und Konstanten C > 0 unabhängig von f, s, s1, s2:

‖ Ĵκ0 f‖L2(R) ≤ C‖f‖L2(R), (5.81a)

|(K4f)(s)| ≤ C

|s + i|
‖f‖L2(R), (5.81b)

|(K4f)(s1)− (K4f)(s2)| ≤ C
√
|s1 − s2|‖f‖L2(R). (5.81c)

Die erste Ungleichung folgt analog zu Bemerkung 4.11. Für die dritte Ungleichung
sei o.B.d.A. s2 > s1, und es gilt∣∣∣∣∣(Ĵκ0 f)(s1)

s1 + i
− (Ĵκ0 f)(s2)

s2 + i

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∫ s2

s1

eκ0(s1−σ)

s1 + i
f(σ)dσ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ ∞

s2

(
eκ0(s1−σ)

s1 + i
− eκ0(s2−σ)

s2 + i

)
f(σ)dσ

∣∣∣∣ .
Das erste Integral wird mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung abgeschätzt:

|I1| ≤
√

s2 − s1 sup
ξ∈[s1,s2]

∣∣∣∣eκ0(s1−ξ)

s1 + i

∣∣∣∣ (∫ s2

s1

|f(σ)|2dσ

)1/2

≤ C
√
|s1 − s2|‖f‖L2(R).

Die Konstante ist unabhängig von s1, da s1 − ξ ≤ 0, <(κ0) > 0 und |s1 + i| ≥ ε > 0
gilt. Für das zweite Integral definieren wir

g(s, σ) :=
eκ0(s−σ)

s + i
mit gs(s, σ) := ∂sg(s, σ) = eκ0(s−σ)

(
κ0

s + i
− 1

(s + i)2

)
, (5.82)

und es gilt mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung

|I2| ≤
(∫ ∞

s2

|g(s1, σ)− g(s2, σ)|2dσ

)2

‖f‖L2(R). (5.83)

Mit dem Mittelwertsatz kann der Integrand abgeschätzt werden durch

|g(s1, σ)− g(s2, σ)|
|s2 − s1|

≤C sup
t∈(0,1)

∣∣eκ0(s1+t(s2−s1)−σ)
∣∣ = C sup

t∈(0,1)

∣∣eκ0(t−1)(s2−s1)
∣∣ ∣∣eκ0(s2−σ)

∣∣
≤C

∣∣eκ0(s2−σ)
∣∣

und (5.81c) folgt mit ∫ ∞

s2

∣∣eκ0(s2−σ)
∣∣2 dσ =

∫ ∞

0

∣∣e−κ0t
∣∣2 dt < ∞.

(5.81b) kann analog bewiesen werden.

Mit diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, die Kompaktheit von K4 mit Hilfe des
Satzes von Arzela-Ascoli (siehe [Kre99, Theorem 1.18]) zu zeigen. Sei dafür (gn)n∈N
eine beschränkte Folge in H−(R) mit ‖gn‖L2(R) ≤ 1 für alle n ∈ N und fn := K4gn
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die Bildfolge. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli existiert eine Teilfolge von (fn), die
in der Supremumsnorm auf einer kompakten Teilmenge I von R konvergiert, da (fn)
auf I gleichgradig stetig und beschränkt ist nach (5.81b) und (5.81c).

Seien Ij := [−j, j] ⊂ R, fn0(l) := fl und für alle j ∈ N
(
fnj(l)

)
eine Teilfolge von(

fnj−1(l)

)
, die in der Supremumsnorm von Ij konvergiert. Dann konvergiert die Dia-

gonalfolge fn(l) := fnl(l) punktweise in R und gleichmäßig auf Ij gegen eine Funktion
F . Bleibt für ε > 0 zu zeigen, dass eine Konstante l0(ε) ∈ N existiert mit

‖fn(l) − f‖L2(R) < ε, l ≥ l0.

Dies ist eine Konsequenz von (5.81b), da ein j0(ε) ∈ N existiert mit∫
R\Ij0

∣∣fn(l)(s)− f(s)
∣∣2 ds ≤ 2C

∫
R\Ij0

1

|s + i|2
ds ≤ ε

2
.

Da
(
fn(l)

)
auf Ij0 gleichmäßig konvergiert, existiert eine in L2(R) konvergente Teilfolge(

fn(l)

)
der Bildfolge fn = K4gn. Daher ist K4 kompakt.

Damit ist die Riesz-Fredholm Theorie auf K1 + Cd+a2λn

κ2
0a

K2 anwendbar. Wenn wir die

Eindeutigkeit einer Lösung von (5.78) nachweisen können, folgt somit Existenz und
Stabilität dieser Lösung.

Motiviert durch das Paley-Wiener Theorem 4.6 sei dazu(
W
(

f0

F

))
(t) :=

−1

2π

∫ ∞

−∞
eist

(
M−1 T −

(
f0

F

))
(κ0s)ds, t ≥ 0, (5.84)

eine Abbildung von X nach L2(R+), die sich aus T − : C × H+(S1) → H+(S1),
der inversen Möbius-Transformation M−1 : H+(S1) → H−(κ0R) und der inversen
Fourier-Transformation F−1 : H−(R) ⊂ L2(R) → L2(R) zusammensetzt.

Lemma 5.20. W ist ein Normisomorphismus von X nach H1(R+), und für f :=
W(f0, F )> gilt f(0) = f0 und

f ′(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eist

(
M−1 T +

(
f0

F

))
(κ0s)ds, t ≥ 0. (5.85)

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass der Bildbereich W(X) in H1(R+) enthalten ist.
Mit dem Paley-Wiener Theorem 4.6 gilt f(t) = 0 für t < 0, wenn wir obige Definition
von W auch für t < 0 verwenden. Dann ist f ∈ H1(R+), falls w(t) := f(t) + f(−t),
t ∈ R, in H1(R) liegt.

Sei dazu f̃ := (iκ0)
−1M−1 T −(f0, F )>. Es gilt

f̃(κ0s) = (−iκ0)
−1(Ff)(s) (5.86)

und −iκ0(Fw)(s) = f̃(κ0s) + f̃(−κ0s). Mit (5.10) und der Definition (5.5) von T +

liegt •f̃ − f0 = M−1 T +(f0, F )> in H−(κ0R), und die Funktion

−iκ2
0s(Fw)(s) =

(
κ0sf̃(κ0s)− f0

)
−
(
−κ0sf̃(−κ0s)− f0

)
, s ∈ R,
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liegt in L2(R). Somit ist
∫∞
−∞(1 + s2)|(Fw)(s)|2 ds < ∞, und w ∈ H1(R) folgt mit

[McL00, Theorem 3.16].

Zum Beweis des letzten Teiles der Satzes stellen wir zunächst fest, dass mit dem
Plancherel-Theorem A.2 die Funktion∫ ∞

0

e−istf ′(t)dt = −f(0) + is

∫ ∞

0

e−istf(t)dt, s ∈ R, (5.87)

zu L2(R) gehört, da wie bereits gesehen f ′ ∈ L2(R+) gilt. Da

•f̃ − f0 = M−1 T +(f0, F )> ∈ L2(κ0R),

folgt mit (5.86), dass die konstante Funktion f(0) − f0 ebenfalls in L2(R) liegt und
somit 0 ist, und (5.85) ergibt sich direkt aus (5.87).

W ist als Komposition von injektiven, stetigen Operatoren injektiv und stetig und
es bleibt nur noch, die Surjektivität zu zeigen. Sei dafür g ∈ H1(R+) beliebig und
g(−t) = 0 für t > 0. Dann ist mit Theorem 4.6 Fg ∈ H−(R) und

Ĝ := (−iκ0)
−1M(Fg)(κ−1

0 •) ∈ H+(S1).

Ebenfalls zu H+(S1) gehört

{
M(Fg′)(κ−1

0 •)
}

(z) = iκ0Ĝ(z) +
2iκ0Ĝ(z)− g0

z − 1

mit g0 := g(0) und somit auch G(z) := 2iκ0Ĝ(z)−g0

z−1
. Damit ist W(g0, G)> = g und die

Behauptung ist gezeigt.

Satz 5.21. Seien <(κ/κ0) > 0 und n ∈ N0. Wenn H(1)
ν(n)

′
(aκ) 6= 0 gilt, dann besitzt

(5.78) eine eindeutige Lösung (u0,n, Un)> ∈ X und

u0,n =
H(1)

ν(n)(κa)

κH(1)
ν(n)

′
(κa)

ln. (5.88)

Wenn H(1)
ν(n)

′
(aκ) = 0 gilt, so besitzt (5.78) genau dann eine Lösung, wenn ln = 0 ist.

Beweis. Wir untersuchen zunächst alle Terme der Bilinearformen A1 und A2 aus
(5.76) einzeln und tranformieren diese mit Lemma 5.3 in den Hardy-Raum H−(R):

−2aiκ2

κ0

Q

(
T−
(

f0

F

)
, T−

(
g0

G

))
=
−aiκ2

πκ0

∫
S1

T−
(

f0

F

)
(z)T−

(
g0

G

)
(z)|dz|

=
−aiκ2

πκ0

1

2κ0

∫
κ0R

(
M−1T−

(
f0

F

))
(s)

(
M−1T−

(
g0

G

))
(−s)ds

=
−aiκ2

2πκ0

∫
R

(
M−1T−

(
f0

F

))
(κ0s)

(
M−1T−

(
g0

G

))
(−κ0s)ds.
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In der Notation von Lemma 5.20 ist

f̃(κ0s) =
1

iκ0

(
M−1T−

(
f0

F

))
(κ0s) und g̃(κ0s) =

1

iκ0

(
M−1T−

(
g0

G

))
(κ0s).

Die Funktionen

f := W
(

f0

F

)
und g := W

(
g0

G

)
sind nach Lemma 5.20 in H1(R+), und A.3(iv) angewendet auf∫ ∞

0

f(r)g(r)dr = F{fg}(0) =
1

2π
(F{f} ∗ F{g}) (0) =

1

2π

∫
R
F{f}(s)F{g}(−s)ds

liefert mit (5.86)

−2aiκ2

κ0

Q

(
T−
(

f0

F

)
, T−

(
g0

G

))
= −aiκ2

κ0

∫ ∞

0

f(r)g(r)dr.

Mit (5.85) ergibt sich vollständig analog

−2iκ0

a
Q

(
T+

(
f0

F

)
, T+

(
g0

G

))
= −iκ0

a

∫ ∞

0

f ′(r)g′(r)dr.

Bleibt noch der letzte Term in (5.76), wobei der dort auftauchende Integraloperator

J etwas mehr Mühe bereitet. Mit dem Operator Ĵκ0 aus (5.79),

(
F−1k

)
(r) =

1

2π

−1
ir
κ0

+ 1
für k(t) =

{
0, t < 0

κ0e
κ0t, t ≥ 0

und A.3(iv) folgt

F−1{(iκ0)f̃(κ0•) ∗ k}(r) =
f(r)

ir
κ0

+ 1
, F−1{(iκ0)g̃(κ0•) ∗ k}(r) =

g(r)
ir
κ0

+ 1

und schließlich

−2iκ0Q

(
J T−

(
f0

F

)
, J T−

(
g0

G

))
= −iκ0

∫ ∞

0

(
1

ir
κ0

+ 1

)2

f(r)g(r)dr.

Zusammen löst un := W(u0,n, Un)> das Variationsproblem

i

aκ0

∫ ∞

0

(
−κ2

0u
′
n(r)v′n(r)− (κa)2un(r)vn(r)− Cd + a2λn

( ir
κ0

+ 1)2
un(r)vn(r)

)
dr

+
d− 1

2a
un(0)vn(0) = −lnvn(0), vn := W

(
v0,n

Vn

)
∈ H1(R+).

Zu beachten ist hierbei, dass nach Lemma 5.20 un(0) = u0 und vn(0) = v0,n gilt. Mit
dem Regularitätssatz 2.10 folgt un ∈ H2(R+) und somit für vn mit kompakten Träger∫ ∞

0

−u′n(r)v′n(r) = u′n(0)vn(0) +

∫ ∞

0

u′′n(r)vn(r)dr.
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Folglich ist un Lösung von

−
(κ0

i

)2

u′′n(t) −

(
(aκ)2 +

Cd + a2λn

( it
κ0

+ 1)2

)
un(t) = 0, t ≥ 0, x̂ ∈ Γa, (5.89a)

u′n(0) =
i

κ0

(
aln +

d− 1

2
un(0)

)
, (5.89b)

un ∈ L2(R+). (5.89c)

Eine allgemeine Lösung von (5.89a) ist durch

un(r) =

(
ir

κ0

+ 1

)(d−1)/2(
c(1)
n H(1)

ν(n)

(
κa

(
ir

κ0

+ 1

))
+ c(2)

n H(2)
ν(n)

(
κa

(
ir

κ0

+ 1

)))
(5.90)

gegeben. Mit Hilfe des asymptotischen Verhaltens der (sphärischen) Hankel-Funk-

tionen (3.15c) folgt für <(κ/κ0) > 0 aus (5.89c) c
(2)
n = 0. Falls H(1)

n

′
(κa) 6= 0, so

bestimmt die Randbedingung (5.89b) die Koeffizienten c
(1)
n zu

c(1)
n =

ln

κH(1)
ν(n)

′
(κa)

und die Behauptung ist mit u0,n = un(0) gezeigt. Andernfalls kann (5.89b) nur für
ln = 0 erfüllt werden.

Mit Hilfe dieser Eindeutigkeit erhalten wir die super-algebraische Konvergenz der
HSIEM.

Satz 5.22. Seien <(κ), <(κ0), <
(

κ
κ0

)
und <

(
κ2

κ0

)
positiv und H(1)

ν(n)

′
(κa) 6= 0, d.h. κ

ist nach Beispeil 3.24 keine Resonanz von (3.49) mit K = Ba. Sei weiter (u0,n, Un)> ∈
X die eindeutige Lösung von (5.75). Dann existiert eine Konstante Nr,0, sodass das
diskrete Variationsproblem

A1

((
u

(Nr)
0,n

U
(Nr)
n

)
,

(
v0,n

Vn

))
+

Cd + a2λn

κ2
0a

A2

((
u

(Nr)
0,n

U
(Nr)
n

)
,

(
v0,n

Vn

))
= −lnv0,n (5.91)

mit (v0,n, Vn)> ∈ C × ΠNr und A1, A2 aus (5.76) für alle Nr ≥ Nr,0 eine eindeutige

Lösung
(
u

(Nr)
0,n , U

(Nr)
n

)>
aus C× ΠNr besitzt.

Zudem existiert für jedes k ∈ N eine Konstante Ck(n, κ) > 0 mit∥∥∥∥∥
(

u
(Nr)
0,n

U
(Nr)
n

)
−
(

u0,n

Un

)∥∥∥∥∥
X

≤ Ck

(
1

Nr

)k

. (5.92)

Beweis. Bemerkung 5.18 stellt die Konvergenz der Methode für die Bilinearform A1

sicher. Da mit Satz 5.21 die Gleichung (5.75) eindeutig lösbar und die Bilinearform
A2 mit Hilfe von Lemma 5.19 eine kompakte Störung von A1 ist, folgt die Stabilität
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und Konvergenz von (5.91) aus [Kre99, Theorem 13.7]. Im Wesentlichen werden dafür
die Inversen der Operatoren auf den Unterräumen C × ΠNr aus (5.91) gleichmäßig
in Nr durch die nach der Riesz-Fredholm Theorie existierende stetigen Inverse des
Operators aus (5.75) abgeschätzt. Mit Lemma 5.17 folgt dann die super-algebraische
Konvergenz. Dabei kann auf die Voraussetzung a hinreichend groß verzichtet werden,
weil Lemma 5.6 bezüglich der Fourier-Koeffizienten Un für beliebige a > 0 gilt.

Bemerkung 5.23. Die Konstanten Ck(n, κ) sind abhängig von λn = O(n2). Wenn
man (5.91) auf diese Abhängigkeit hin untersucht, lässt sich erahnen, dass die Kon-
stanten nicht gleichmäßig in n beschränkt werden können, da der Operator K1 +
Cd+a2λn

κ2
0a

K2 für n →∞ gegen den kompakten, nicht stetig invertierbaren Operator K2

konvergiert.

Eine weitere wichtige Folgerung des Satzes 5.21 ist die Umkehrung des Satzes 5.8.
Mit dieser folgt, dass jede bezüglich der Polbedingung 4.9 ausstrahlende Lösung der
Helmholtz-Gleichung auch die Ausstrahlungsbedingung (3.37) erfüllt (siehe auch die
Bemerkung am Ende das Abschnittes 4.1.2).

Korollar 5.24. Seien (uint, U)> ∈ X mit X aus Lemma 5.7 eine Lösung von (5.35)

und H(1)
ν(n)

′
(aκ) sowie H(1)

ν(n)(aκ) nicht 0. Dann ist uint ∈ H2(Ωint) die Einschränkung

einer Lösung u ∈ H2
loc(Ωext) von (3.1).

Beweis. Die Bilinearform A−κ2B aus (5.36) wird in die externen Bestandteile Aext−
κ2Bext aus (5.43) und die entsprechende internen Bilinearformen

Aint(f, g) =

∫
Ωint

∇f · ∇gdx und Bint(f, g) =

∫
Ωint

fgdx

zerlegt. Für die externen Bilinearformen wurde in Satz 5.21 gezeigt, dass unter den
gegebenen Voraussetzungen

u′0,n =
κH(1)

ν(n)

′
(κa)

H(1)
ν(n)(κa)

u0,n

mit u′0,n = ln gilt. Da die separierten Probleme (5.75) äquivalent zum Problem (5.74)
sind, folgt durch Summation mit der Definition (3.23) des DtN-Operators

Aext

((
u0

U

)
,

(
v0

V

))
− κ2Bext

((
u0

U

)
,

(
v0

V

))

= −
∫

Γa

 ∞∑
n=0

κH(1)
ν(n)

′
(κa)

H(1)
ν(n)(κa)

u0,nΦn(x̂)

 v0ds = −
∫

Γa

DtN (uint|Γa) vint|Γa .

Wenn nun vint durch vint ersetzt wird, ergibt sich das Variationsproblem (3.30), und
die Behauptung folgt mit Satz 3.12 bzw. Korollar 3.23(i), wobei die dort gezeigte
Eindeutigkeit verloren geht, wenn κ eine Resonanz von (3.49) ist.
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5.3. Konvergenz der HSIEM

Bemerkung 5.25. Die Funktionen un aus dem Beweis des Satzes 5.21 sind nicht
die Fourier-Koeffizienten einer Lösung uext von (3.22). Dazu hätten wir an Stelle
der Fourier-Transformation in W die Laplace-Transformation verwenden müssen.
Für eine solche Abbildung wäre ein Lemma wie 5.20 sehr schwierig, da zum einen
die Abbildungseigenschaften der Laplace-Transformation kompliziert sind und zum
anderen das Paley-Wiener Theorem eine zentrale Rolle im Beweis gespielt hat.

So erhalten wir, wie (5.90) zu entnehmen ist, eine Lösung

un(r) =
ln

κH(1)
ν(n)

′
(κa)

(
ir

κ0

+ 1

)(d−1)/2

H(1)
ν(n)

(
κa

(
ir

κ0

+ 1

))
. (5.93)

Dies ist eine holomorph ins Komplexe fortgesetzte Lösung von (3.22). Die HSIEM kann
somit auch als eine Art PML Methode (siehe Abschnitt 3.2.3) aufgefasst werden.
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode
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6. Numerische Beispiele

Im letzten Kapitel wurden zwar einige Schritte in Richtung eines Konvergenzbeweises
der HSIEM zur numerischen Lösung von Streuproblemen gemacht, der Beweis ist je-
doch nicht vollständig. Offen ist ebenso die Frage der Konvergenz der Linienmethode
(HSLM) und die Konvergenz beider Verfahren bei der Lösung von Resonanzproble-
men.

In diesem Kapitel werden deshalb einige numerische Beispielrechnungen vorgestellt.
Im ersten Abschnitt wird dazu mit Hilfe von in Matlab [The71] programmierten
Testprogrammen die Konvergenz der Hardy-Raum Methoden (HSM) für ein einfaches
Streuproblem untersucht. Ebenfalls dort enthalten sind zwei Abbildungen über die
Kondition der entstehenden Matrizen.

Im zweiten Abschnitt wird die HSIEM aus Abschnitt 5.2.3 getestet. Diese Formulierung
kann relativ einfach in bestehende Finite Elemente Programme integriert werden, da
sie lediglich auf dem Schnittrand Γa die Implementierung der speziellen Hardy-Raum
Infinite Elemente benötgt.

Für die Verallgemeinerung der HSIEM aus Unterabschnitt 5.2.4 dagegen ist zusätzlich
eine Unterteilung des Außenraumes in geeignete Segmente nötig. Dann ist die HSIEM

auch für inhomogene Außenräume wie in Abbildung 1.1 anwendbar. Der letzte Ab-
schnitt des Kapitels beinhaltet einige Konvergenzstudien für das zu Abbildung 1.1
gehörende Resonanzproblem. Insbesondere wird dort der numerische Aufwand der
HSIEM und der PML Methode verglichen.

Bemerkung 6.1 (Wahl des Parameters κ0). In Bemerkung 5.9 wurde für den ein-
dimensionalen Fall nachgewiesen, dass durch die Diskretisierung des Hardy-Raums
H+(S1) die exakte Lösung uext durch

uext
(Nr)(r) = eiκ0r

(
u

(h)
0 +

Nr∑
j=0

α+
j

j∑
k=0

(
j

k

)
(2iκ0r)

k+1

(k + 1)!

)
(6.1)

angenähert wird. Da die eindimensionale Lösung durch uext = u0e
iκr gegeben ist, wäre

für Streuprobleme κ0 = aκ eine optimale Wahl und ohne jegliche Freiheitsgrade in
H+(S1) würde gelten uext

(Nr) = uext.

Auch in höheren Dimensionen erscheint es wegen (4.13) sinnvoll, für Streuprobleme
mit gegebenem κ den Parameter κ0 an aκ auszurichten. Für Resonanzprobleme wird
man analog κ0 in den Bereich legen, in dem die Resonanzen des Problems zu erwarten
sind.
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6. Numerische Beispiele

Abbildung 6.1.: Kondition des Hauptteils der HSM in Abhängigkeit der Anzahl der
Freiheitsgrade im Hardy-Raum

6.1. Kondition und Konvergenz

Betrachten wir zunächst die Konditionszahlen der bei den HSM entstehenden Matrizen.
Mit Hilfe von Lemma 5.19 können die Operatoren in den Gleichungen (4.28) bzw.
(5.78) als kompakte Störung eines Hauptteils aufgefasst werden, der nach Bemerkung
4.12 für die HSLM bzw. Bemerkung 5.18 für die HSIEM einen Fredholm-Index −1 bzw.
0 besitzt.

In Abbildung 6.1 spiegelt sich dieser Unterschied wider. Dort ist die Kondition des
Hauptteils der Methoden in Abhängigkeit von den Freiheitsgraden Nr + 1 im Hardy-
Raum H+(S1) dargestellt. Die Konditionen der Matrizen bei der HSIEM bleibt kon-
stant, was mit Hilfe von [Kre99, Theorem 13.7] und dem Beweis von Satz 5.22 auch
zu vermuten war, da die inversen Matrizen gleichmäßig durch die existierende, stetige
Inverse des kontinuierlichen Operators abgeschätzt werden können.

Bei der HSLM existiert keine stetige Inverse, sodass die Konditionen der Matrizen für
Nr → ∞ gegen unendlich divergieren müssen, wenn die diskreten Operatoren gegen

Abbildung 6.2.: Kondition der HSIEM in Abhängigkeit vom Separationsindex ν
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6.1. Kondition und Konvergenz

Abbildung 6.3.: H1/2(Γa)-Fehler in den Dirichlet-Daten für unterschiedliche Wellen-
zahlen κ und Radien a in Abhängigkeit von der Anzahl der Freiheits-
grade im Hardy-Raum H+(S1)

den kontinuierlichen konvergieren. Zusätzlich sind hier die Konditionen um einen
Faktor 103 größer als bei der HSIEM.

Nach Lemma 3.4 sind die Eigenwerte λn des Laplace-Beltrami Operators ∆x̂ auf der
Einheitsphäre durch −ν(n)2 für d = 2 und −ν(n)(ν(n)+1) gegeben. Somit hängen die
Operatoren im separierten, diskreten Variationsproblem der HSIEM (5.91) von ν ab.
Nach Bemerkung 5.23 müssen die Konditionen der diskreten Matrizen für ν → ∞
gegen unendlich divergieren. Abbildung 6.2 bestätigt diese Vermutung sowohl für
d = 2 als auch für d = 3.

Für die Abbildungen 6.1 und 6.2 zu den Konditionszahlen wurde κ = 2, κ0 = 7− 2i
und a = 0.5 verwendet. In Abbildung 6.5 findet sich eine Übersicht über die Kondition
der durch die HSIEM entstehenden Gleichungssysteme, wenn das Variationsproblem
(5.74) nicht in die separierten, eindimensionalen Probleme (5.75) zerlegt wird. Auch
wenn die Kondition in diesem Fall etwas größer ist, so bleiben die Gleichungssysteme
numerisch gut lösbar.

Die Konvergenz der HSM wurde anhand des Streuproblems in Abbildung 6.3 ge-
testet. Dazu wurden die negativen Dirichlet-Daten einer einfallenden ebenen Wel-
le auf dem Rand des lügelförmigen Gebietes im Inneren der Abbildungen als Di-
richletsche Randwerte für die gestreute Lösung verwendet. Mit Hilfe einer Nyström-
Integralgleichungsmethode aus [CK98, §3.5] kann dieses Streuproblem sehr effizient
gelöst werden.
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6. Numerische Beispiele

Abbildung 6.4.: H1/2(Γa)-Fehler für der HSM κ = 1 in Abhängigkeit von der Anzahl
der Freiheitsgrade im Hardy-Raum H+(S1)

Wir interessieren uns ausschließlich für den Fehler der HSM durch die Diskretisierung
des Hardy-Raumes H+(S1). Von daher setzen wir in (5.37) X

(h)
int = ∅ und nutzen die

Neumann-Daten der Referenzlösung auf Γa als Randwerte der HSM. Der Rand Γa wird
mit Hilfe der Finiten Elemente Methode aus Beispiel 2.16 so fein diskretisiert, dass
der Fehler durch die Diskretisierung des Randes vernachlässigbar ist.

Die Dirichlet-Daten auf Γa der Lösung aus der Integralgleichungsmethode dienen als
Referenzlösung für die mit den HSM berechneten Dirichlet-Daten. Der H1/2(Γa)-Fehler
kann mit (3.24) und der schnellen Fourier-Transformation (FFT) sehr einfach berech-
net werden. In Abbildung 6.3 sind für unterschiedliche Radien und unterschiedliche
Wellenzahlen die Fehler der HSIEM in Abhängigkeit der Freiheitsgrade im Hardy-Raum
H+(S1) dargestellt.

In Abbildung 6.4 wird für κ = 1 und a = 3.5 der H1/2(Γa)-Fehler in Abhängigkeit
der Freiheitsgrade im Hardy-Raum H+(S1) der HSLM und der HSIEM verglichen. Eine
Übersicht über den Fehler der HSIEM und die Kondition der zugehörigen Matrizen in

Abbildung 6.5.: Kondition des Gleichungssystems der HSIEM und der H1/2(Γa)-Fehler
der zugehörigen Lösungen in Abhängigkeit von der Anzahl der Frei-
heitsgrade im Hardy-Raum H+(S1) und der Diskretisierung von Γa
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6.2. Beispiele mit sphärischem Kopplungsrand

Abbildung 6.6.: Resonanzen eines Kreises mit Radius 0.5

Abhängigkeit der Freiheitsgrade im Hardy-Raum und der Freiheitsgrade auf Γa ist in
Abbildung 6.5 dargestellt. Dazu wurde Γa in 50 Finite Elemente unterteilt und der
Polynomgrad variiert.

Alle Konvergenzabbildungen zeigen die super-algebraische Konvergenz, die nach Lem-
ma 5.17 zu erwarten war. Mit diesen Abbildungen lässt sich sogar eine exponentielle
Konvergenz vermuten.

6.2. Beispiele mit sphärischem Kopplungsrand

Für die Resonanzprobleme aus diesem Abschnitt wurde die HSIEM aus Abschnitt
5.2.3 in NGsolve ([Sch07b]), einem Finite Elemente Programm basierend auf dem
Gittergenerator netgen ([Sch97]), implementiert.

In Abbildung 6.6 sind die Resonanzen des Kreises aus Beispiel 3.24 mit Radius ã = 0.5
zu sehen. Für dieses spezielle Beispiel können die Resonanzen als Nullstellen der
Funktion H(1)

ν (ã•) sehr genau bestimmt werden. Für die Berechnung über die HSIEM

wurden 30 Freiheitsgrade als Diskretisierung des Hardy-Raums H+(S1), κ0 = 22−12i
und als Schnittrand ein Kreis mit Radius a = 0.6 verwendet. Auf diese Weise wird
der Fehler durch die Diskretisierung des Innenraumes Xint klein gehalten.

Zusätzlich wurde in der Arnoldi-Methode zur numerischen Lösung des Matrix-Ei-
genwertproblems aus [LSY98] ein Näherungswert von s = (12 − 10i)2 verwendet.
Hierbei ist zu beachten, dass die Resonanzen die Wurzeln der Eigenwerte des Matrix-
Eigenwertproblems sind.

In Abbildung 6.6 ist ein Vergleich der numerischen Werte mit den Nullstellen der
Hankel-Funktionen zu sehen. Die numerischen Resonanzen stimmen sehr gut mit den
exakten überein; es existieren jedoch auch sehr viele künstliche Resonanzen. Dieses
Phänomen tritt auch bei der numerischen Lösung von Resonanzproblemen mit Hilfe
der PML Methode auf und kann zum Teil mit dem Begriff des Pseudo-Spektrums
[Tre97] erklärt werden.

Das Pseudo-Spektrum eines Operators A kann über die Resolvente des Operators de-
finiert werden. So liegt ein Punkt λ ∈ C im Pseudo-Spektrum von A, wenn die Norm
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6. Numerische Beispiele

Abbildung 6.7.: Resonanzen eines Quadrates mit einem kleinen Spalt und drei Re-
sonanzfunktionen zu den Resonanzen κ = 3.6979 − 1.8629 · 10−7i,
3.7665− 1.8872 · 10−2i und 1.2292− 0.5486i

der Resolvente
∥∥(A− λ id)−1

∥∥ sehr groß wird. In diesen Bereichen treten durch die
Diskretisierung typischerweise künstliche Resonanzen auf. Auch wenn wir diese Ar-
tefakte nicht vermeiden können, so sind sie bei der HSIEM gut von den physikalischen
Resonanzen zu unterscheiden.

Das zweite Beispiel dieses Abschnittes erinnert an Beispiel 2.32. Dort wurden die po-
sitiven, reellen Eigenwerte des Laplace-Operators auf einem Rechteck berechnet. Wie
in Abbildung 6.7 zu sehen, wurde durch einen schmalen Spalt das Innere eines Qua-
drates mit dem Äußeren verbunden. Dadurch werden die ehemals reellen Eigenwerte
zu komplexen Resonanzen.

In Abbildung 6.7 werden die mit der HSIEM berechneten Resonanzen mit denen einer
Diskretisierung mittels der PML Methode verglichen. Zusätzlich sind die reellen Eigen-
werte des abgeschlossenen Quadrates und die exakten Resonanzen eines Kreises, der
den gleichen Umfang wie das Quadrat besitzt, eingezeichnet. Letzteres ist durch das
in [SZ99] untersuchte asymptotische Verhalten der Resonanzen motiviert. Ähnlich wie
bei den Ergebnissen aus [HHKS07] zeigt sich, dass die Resonanzen des Außenraumes
im Wesentlichen vom Umfang des Objektes abhängen.

Physikalisch interessanter sind die Resonanzen mit kleinem Imaginärteil, da der so-

genannte Qualitätsfaktor Q(κ) =
∣∣∣<(κ)
=(κ)

∣∣∣ ein Maß für die Reaktion des Systems ist.

Bei den drei Resonanzen der Resonanzfunktionen aus Abbildung 6.7 ist der Qua-
litätsfaktor der ersten Resonanz mit 1.99 · 107 am größten. Dies erklärt sich aus der
Tatsache, dass die Resonanzfunktion in vertikaler Richtung schwingt und das Qua-
drat so gut wie nicht verlässt. Einmal in dieser Resonanzfrequenz angeregt, verbleibt
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6.3. Beispiele mit allgemeineren Außenräumen

(a) κ = 3.8 (b) κ = 3.7665 (c) κ = 3.69792 (d) κ = 3.69792

Abbildung 6.8.: Streuung einer Punktquelle rechts vom Quadrat (a-c) bzw. unter dem
Quadrat (d) bei unterschiedlichen Frequenzen

die Energie der Anregung lange im Quadrat.

Somit erklärt sich der mit 2.00 · 102 zwar immer noch hohe, jedoch geringere Qua-
litätsfaktor der zweiten Resonanz. Es ist deutlich zu erkennen, dass durch die horizon-
tale Schwingung die Resonanzfunktion das Quadrat verlässt. Der Qualitätsfaktor der
dritten Resonanz ist physikalisch mit 2.24 irrelevant. Die Energie einer potentiellen
Anregung kann sich in diesem Fall nicht richtig fangen, und die Reaktion des Systems
auf eine Anregung in dieser Resonanzfrequenz ist eher schwach.

In Abbildung 6.8 wird das System mit einer Punktquelle angeregt. Obwohl sich die
Frequenzen der ersten beiden Bilder nur sehr wenig unterscheiden, ist die Reaktion des
Systems sehr unterschiedlich, da die zweite Frequenz genau der horizontalen Resonanz
aus Abbildung 6.7 entspricht.

Die dritte bzw. vierte Frequenz entspricht der vertikalen Resonanz. An dieser Stel-
le werden die Grenzen der Charakterisierung eines Systems mittels der Resonanzen
deutlich: In 6.8(c) ist die Punktquelle direkt vor dem Spalt platziert. Durch diese
Punktquelle wird die Resonanzfrequenz jedoch nicht angeregt, sodass das System
nicht in der erwarteten Art reagiert. In 6.8(d) befindet sich die Punktquelle in der
Mitte unter dem Quadrat und die Resonanzfrequenz wird angeregt.

Mit Hilfe von Resonanzen lassen sich folglich nur potentiell kritische Frequenzen und
über den Qualitätsfaktor die Stärke einer Reaktion des Systems berechnen, wenn diese
Resonanzfrequenz angeregt wird. In der Praxis muss dann überprüft werden, ob und
wie stark das System überhaupt in dieser Frequenz angeregt werden kann (siehe dazu
[Sch07a, LVLH92]).

6.3. Beispiele mit allgemeineren Außenräumen

Die Ergebnisse aus diesem Abschnitt entstanden in Zusammenarbeit mit dem Zuse
Institut Berlin und basieren auf dem dort entwickelten Programmpaket JCMWave
[JCM08]. Darin enthalten ist ein Programm zur Unterteilung eines polygonal-beran-
deten Außenraums in einzelne Segmente. Diese Segmentierung kann sowohl für die
PML Methode [ZKSS06] als auch für die HSIEM verwendet werden.
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6. Numerische Beispiele

Abbildung 6.9.: relativer Fehler einer mit der HSIEM berechneten Resonanz des Ein-
heitskreises in Abhängigkeit von der Anzahl der Freiheitsgrade im
Hardy-Raum H+(S1) und der Diskretisierung des Innenraums

Zur Überprüfung der Konvergenz des Verfahrens verwenden wir das bereits bekannte
Resonanzproblem eines Kreises mit Radius 1 und einer Dirichletschen Randbedingung
auf Γ1 aus Beispiel 3.24. Die Hankel-Funktion H(1)

2 besitzt genau eine Nullstelle κ ≈
0.4292 − 1.2814i mit positivem Realteil. In Abbildung 6.9 ist der relative Fehler der
mit der HSIEM numerisch berechneten Resonanz gegenüber der Nullstelle κ von H(1)

2

in Abhängigkeit von den Freiheitsgraden im Hardy-Raum H+(S1) aufgetragen. Der
Innenraum Ωint besteht aus einem schmalen Ring, der unterschiedlich fein diskretisiert
wird.

Wie Abbildung 6.9 zu entnehmen ist, dominiert der Finite Elemente Fehler durch die
Diskretisierung von Ωint bei einem Verfeinerungsgrad von 2 offensichtlich schon bei 8
Freiheitsgraden im Hardy-Raum den Fehler aus der Diskretisierung des Außenraums.
Selbst bei der feinsten Triangulierung des Innenraums reichen 16 Freiheitsgrade im
Hardy-Raum H+(S1) aus, damit der Fehler aus der Außenraumdiskretisierung ver-
nachlässigbar ist.

Physikalisch interessanter ist das Beispiel eines Mikro-Einschluss-Resonators (micro
cavity resonator , MCR) aus der Einleitung (Abbildung 1.1). Bei diesem Beispiel ist
der Außenraum durch die zwei Wellenleiter inhomogen. Wenn die Segmentierung des
Außenraumes diesen Inhomogenitäten so angepasst wird, dass die einzelnen Segmente
in sich homogen sind, kann die HSIEM aus Abschnitt 5.2.4 verwendet werden.

Wesentlich schwieriger gestaltet sich in diesem Fall die Wahl der Parameters κ0, da
es im Außenraum nun unterschiedliche Wellenzahlen in den Wellenleitern und dem
Hintergrundmedium gibt. In Abbildung 6.10 wird deshalb der Fehler in der angegeben
MCR-Resonanz in Abhängigkeit vom Parameter κ0 bei 40 Freiheitsgraden im Hardy-
Raum H+(S1) untersucht. Als Referenzwert dient dabei eine Näherung an die exakte
Resonanz, welche mit einer adaptiven PML Methode [ZBK+05] errechnet wurde. Die
Unterschiede des Fehlers im Real- bzw. Imaginärteil sind durch die unterschiedlichen
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6.3. Beispiele mit allgemeineren Außenräumen

Abbildung 6.10.: relativer Fehler für die Resonanz κ = 1.11 · 1015 + 1.48 · 1017i des
Wellenleiters mit Einschluss aus Abbildung 1.1 in Abhängigkeit vom
Parameter κ0

Größenordnungen der Resonanz im Real- bzw. Imaginärteil zu erklären.

In Abbildung 6.11 ist für drei unterschiedliche Parameter κ0 der relative Fehler im
Betrag der Resonanz in Abhängigkeit der Freiheitsgrade im Hardy-Raum H+(S1)
aufgetragen. Auch in diesem Fall zeigt sich die super-algebraische Konvergenz der
HSIEM.

Den Schluss dieses Kapitels bilden zwei Grafiken (Abb. 6.12 und Abb. 6.13) über den
numerischen Aufwand der HSIEM mit 40 Freiheitsgraden im Hardy-Raum H+(S1)
im Vergleich zur adaptiven PML Methode [ZBK+05]. Dabei ist zu beachten, dass der
Referenzwert mit der adaptiven PML Methode und einer sehr feinen Diskretisierung
berechnet wurde. Aus diesem Grund ist die Stagnation des Fehlers bei der HSIEM bei

Abbildung 6.11.: relativer Fehler für die MCR-Resonanz κ = 1.11 · 1015 + 1.48 · 1017i
in Abhängigkeit von der Anzahl der Freiheitsgrade im Hardy-Raum
H+(S1)
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6. Numerische Beispiele

einer feinen Diskretisierung des Innenraums nicht besonders aussagekräftig, da diese
auch von dem Fehler im Referenzwert herrühren kann.

Eine weitere Besonderheit entsteht durch die Benutzung einer adaptiven PML Metho-
de, die anhand einer Fehlerschätzung im Innenraum feststellt, wie fein der Außenraum
diskretisiert werden muss, damit der Außenraumfehler die gleiche Größenordnung wie
der Innenraumfehler besitzt. Ein Vergleich mit Abbildung 6.9 lässt erahnen, dass auch
bei der HSIEM ein solches Vorgehen sinnvoll wäre. Für diese Rechnungen wurde jedoch
die Anzahl der Freiheitsgrade im Hardy-Raum H+(S1) konstant gehalten.

Unter diesem Gesichtspunkt sind die Ergebnisse aus Abbildung 6.12 der HSIEM und
der adaptiven PML Methode in etwa gleich gut. Bei den Laufzeiten der Programme aus
Abbildung 6.13 spielt neben der Anzahl der Unbekannten auch die Besetzungsstruktur
der Matrizen eine Rolle. Bei der HSIEM entstehen durch die Tensorprodukte und die
große Anzahl an Freiheitsgraden im Hardy-Raum H+(S1) relativ große vollbesetzte
Blöcke, während bei der PML Methode die üblichen Blöcke aus der Finiten Elemente
Diskretisierung verwendet werden. Es ist somit auch deshalb sinnvoll, die Anzahl der
Freiheitsgrade im Hardy-Raum sehr sorgfältig zu wählen.
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6.3. Beispiele mit allgemeineren Außenräumen

Abbildung 6.12.: Vergleich des relativen Fehlers der MCR-Resonanz in Abhängigkeit
von der Anzahl der Freiheitsgrade der gesamten Diskretisierung

Abbildung 6.13.: Vergleich des relativen Fehlers der MCR-Resonanz in Abhängigkeit
der CPU-Zeit auf einer Sun Galaxy 4600 mit 8 dual core AMD
Opteron Prozessoren mit 64GB Arbeitsspeicher
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7. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine neue Klasse von Methoden zur numerischen Berechnung
von Resonanz- und Streuproblemen auf unbeschränkten Gebieten vorgestellt. Die
Basis der Methoden bildet die Polbedingung (Definition 4.9), welche ausstrahlende
Lösungen der Helmholtz-Gleichung anhand ihrer Laplace-Transformierten in radialer
Richtung charakterisiert. Im Gegensatz zu der häufig bei Streuproblemen verwen-
deten Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung (3.2) bleibt die Polbedingung auch
für Wellenzahlen mit negativem Imaginärteil gültig. Da die in Abschnitt 3.3 defi-
nierten Resonanzen negativen Imaginärteil besitzen, kommt dieser Eigenschaft große
Bedeutung zu.

Methoden, wie die in Abschnitt 3.2.1 vorgestellten lokalen absorbierenden Randbe-
dingungen, die auf der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung fußen, sind somit
zur numerischen Behandlung von Resonanzproblemen nicht geeignet. Andere Metho-
den wie die klassische Infinite Elemente Methode (Abschnitt 3.2.2) führen bei der
Anwendung auf Resonanzprobleme zu nichtlinearen Eigenwertproblemen.

Zusammenfassung

Die Hardy-Raum Linienmethode (HSLM - Abschnitt 4.3) und die Hardy-Raum Infinite
Elemente Methode (HSIEM - Kapitel 5) dagegen erhalten die lineare Eigenwertstruktur
des Resonanzproblems (3.49) und sind daher besonders gut zur numerischen Lösung
von Resonanzproblemen geeignet.

Bei der HSLM wird dazu die Helmholtz-Gleichung auf dem Gebiet Ωext = Rd \ Ba

in den Raum H+(S1) ⊗ H1(Γa) transformiert (Abschnitt 4.2). Für die Diskretisie-
rung von Funktionen aus diesem Raum bietet es sich an, die Räume H+(S1) und
H1(Γa) getrennt voneinander zu diskretisieren und das Tensorprodukt der diskreten
Unterräume als Diskretisierung von H+(S1)⊗H1(Γa) zu verwenden.

In H+(S1) ist eine Orthogonalbasis durch die trigonometrischen Polynome gege-
ben (Lemma 4.4). Da der radiale Anteil der transformierten Lösung der Helmholtz-
Gleichung in H+(S1) ∩ C∞(S1) liegt (Lemma 5.6), konvergieren die zugehörigen
Fourier-Koeffizienten nach Lemma 5.17 super-algebraisch gegen 0. Bereits durch we-
nige Basisfunktionen {z0, ..., zNr} kann somit eine solche Lösung gut approximiert
werden.

Der Raum H1(Γa) wird mit den üblichen Finite Elemente Methoden (Abschnitt 2.3)
diskretisiert. Allgemeinere Gebiete als Ωext können mittels der in Abschnitt 3.1.3
dargestellten Zerlegung in ein beschränktes Innengebiet Ωint und das Außengebiet Ωext

behandelt werden. Besondere Bedeutung kommt dabei der Kopplung der Gebiete über
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die Dirichletschen und Neumannschen Randwerte der Lösung auf dem Schnittrand
Γa zu. In Lemma 4.13 wird dazu der Zusammenhang zwischen diesen Randwerten
und der transformierten Lösung der Helmholtz-Gleichung hergestellt.

Die HSIEM unterscheidet sich letztlich nur im Ausgangspunkt von der HSLM: An Stelle
der Helmholtz-Gleichung wird mit Hilfe von Lemma 5.3 eine variationelle Formu-
lierung der Gleichung ((5.8) für d = 1; (5.20) für d = 2, 3) transformiert. Dadurch
entsteht das Variationsproblem (5.35) auf einem Teilraum X (Lemma 5.7) des Rau-
mes H1(Ωint)×H+(S1)⊗ L2(Γa).

Die Schwierigkeiten bei der Definition dieses Raumes liegen in der etwas unüblichen
Zerlegung (5.21) einer Funktion Û ∈ H+(S1)⊗H1(Γa) in die Randfunktion u0 auf Γa

einer H1(Ωint)-Funktion uint und einer Funktion U ∈ H+(S1)⊗ L2(Γa) begründet:

Û(z, x̂) =
1

iκ0

(u0(x̂) + (z − 1)U(z, x̂)) , x̂ ∈ Ga, z ∈ S1.

Diese Zerlegung hat jedoch drei Vorteile: Werden obige Ansatzfunktion im Raum
H+(S1) für Û verwendet, so ist die Randfunktion u0 wegen Bemerkung 4.14 von allen
Fourier-Koeffizienten von Û abhängig. Mit der Zerlegung haben nach Bemerkung
5.9 die Fourier-Koeffizienten von U keine Auswirkung auf u0 und die zugehörigen
Freiheitsgrade können als innere Freiheitsgrade des Infiniten Elementes aufgefasst
werden.

Zum Zweiten wird die Einführung von Unterräumen der Form H+(S1) ∩ H1(S1),
die in Lemma 4.13 notwendig sind, vermieden, da die Zerlegung mit der Forderung
U(•, x̂) ∈ H+(S1) implizit einen geeigneten Unterraum definiert. In Lemma 5.20 wird
für eindimensionale Probleme nachgewiesen, dass der Raum C×H+(S1) in natürlicher
Weise normisomorph zu H1(R+) ist.

Ein letzter, eher praktischer Vorteil ist die einfache Darstellung des transformierten
Ableitungsoperators in (5.10). In diesem Operator ist durch die Eigenschaften der
Laplace-Transformation (Satz A.6(ii)) die Randfunktion u0 auch ohne die Zerlegung
enthalten. Mit ihrer Hilfe ist der Operator sowohl vom theoretischen Standpunkt als
auch vom praktischen Standpunkt der Implementierung her wesentlich einfacher zu
behandeln.

Auch wenn die Herleitung des Variationsproblems der HSIEM eher umständlich ist,
so ist die HSIEM eine ,,normale” Galerkin-Methode, basierend auf diesem Variations-
problem, und die zugehörigen Finiten Elemente (Abschnitt 5.2) entsprechen in ihrer
Struktur der Definition eines Finiten Elementes von Ciarlet (Definition 2.13). In Ta-
belle 5.1 sind die für die Implementierung der Elementmatrizen notwendigen Transfor-
mationen zusammengefasst. Die Matrizen der diskretisierten Operatoren sind explizit
bekannt und bestehen aus Bi- und Tridiagonalmatrizen bzw. aus den Inversen solcher
Matrizen.

Die numerischen Ergebnisse aus Kapitel 6 lassen vermuten, dass beide vorgestellten
Hardy-Raum Methoden super-algebraisch in Abhängigkeit der Anzahl der Freiheits-
grade in H+(S1) konvergieren. In den Sätzen 5.16 und 5.22 konnte als ein erster
Schritt die Konvergenz der HSIEM für eindimensionale und für separierte Probleme
nachgewiesen werden. Ein vollständiger Konvergenzbeweis steht jedoch noch aus.
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Vor- und Nachteile

Ein Vorteil der Hardy-Raum Methoden ist die super-algebraische Konvergenz in ra-
dialer Richtung, sodass nur wenige Freiheitsgrade zur Diskretisierung des Außenraums
nötig sind. Zusätzlich können die Methoden mit beliebigen Diskretisierungen des Ran-
des und des Innenraums kombiniert werden, und zumindest die HSIEM ist leicht in
bestehende Finite Elemente Programme zu integrieren. Benötigt wird dazu ein spe-
zielles (In)Finites Element.

Im Gegensatz zu den meisten anderen transparenten Randbedingungen sind die HSM

linear in κ2, wobei κ die Wellenzahl des Problems ist. Deshalb können sie besonders
gut zur numerischen Lösung von Resonanzproblemen eingesetzt werden und sind eine
gute Alternative zu der PML Methode.

Die PML Methode erhält ebenfalls die lineare Eigenwertstruktur des Resonanzpro-
blems und kommt ohne eine Implementierung eines speziellen Finiten Elementes aus.
Sie konvergiert aber auch nur in der Ordnung der verwendeten Finiten Elemente.
Eine Schwierigkeit beider Methoden ist die Wahl geeigneter Parameter. Bei der PML

Methode sind dies der Dämpfungstensor und der künstliche Gebietsrand, bei den HSM

der Parameter κ0.

Die numerischen Ergebnisse und insbesondere der Vergleich der Resultate der HSIEM
und der PML Methode lassen vermuten, dass die Methoden ähnlich gut konvergieren.
Sie können beide für Probleme mit inhomogenen Außenräumen verwendet werden
und ermöglichen somit die numerische Lösung einer Vielzahl unterschiedlicher Pro-
bleme.

Ausblick

Bei den meisten numerischen Verfahren stellt die Wahl der Parameter für konkrete
Anwendungen ein großes Problem dar. Eine Methode wird vor allem dann in der
Praxis häufig eingesetzt werden, wenn sie einfach zu benutzen ist, d.h. möglichst
wenig Parameter durch den Nutzer eingestellt werden müssen. Bei der PML Methode
wurde durch die Arbeitsgruppe am Zuse-Institut Berlin ein Schritt in dieser Richtung
unternommen, indem die Dämpfungsparameter durch einen speziellen Algorithmus
automatisch an das Problem angepasst werden.

Bemerkung 6.1 ermöglicht ein ähnliches Vorgehen für den Parameter κ0 der HSM. Es
wäre jedoch wünschenswert, wenn der Parameter nicht global festgelegt wäre, sondern
in den einzelnen Segmenten des Außenraumes an die jeweilige Wellenzahl angepasst
werden könnte. Insbesondere bei inhomogenen Außenräumen könnte auf diese Weise
die Methode verbessert werden.

Zudem wäre es sinnvoll, die Anzahl der Freiheitsgrade im Außenraum an einen ge-
schätzten Innenraumfehler anzupassen. Dazu müssten Fehlerschätzer für die HSM ent-
wickelt werden, wie sie bereits bei der PML Methode angewendet werden. Zusammen
mit einer adaptiven Wahl des Parameters κ0 wäre dann für die HSM eine Interaktion
des Nutzer nicht mehr notwendig.
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Unabhängig von den Parametern bietet es sich an, die Methoden von skalaren Helm-
holtz Problemen auf zeitharmonische elektromagnetische oder elastische Probleme
zu erweitern. Für elektromagnetische Probleme wurden bereits einige Vorarbeiten
unternommen. Offen ist bisher die Frage, wie ein de Rham Diagramm in den Ten-
sorprodukträumen der HSIEM auszusehen hat. Insbesondere für elektromagnetische
Resonanzprobleme ist es von großer Bedeutung, dass die verwendete Methode ein
solches Diagramm erfüllt, um künstliche Resonanzen so weit es geht zu vermeiden.
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A. Laplace- und
Fourier-Transformation

Die Basis der Hardy-Raum Methoden bildet die Polbedingung und damit die Cha-
rakterisierung von Funktionen mittels deren Laplace-Transformierten. Aus diesem
Grunde sind hier einige Grundlagen der Laplace- sowie der Fourier-Transformation
zum großen Teil ohne Beweise zusammengestellt. Die entsprechenden Beweise sind
z.B. in [Doe58], [RS75, Chapt IX] und [Wei76, §10.1] zu finden.

Definition A.1 (Fourier-Transformation). Die Fourier-Transformierte Ff der Funk-
tion f ∈ L2(R) ist definiert durch

(Ff)(s) := l.i.m.
R→∞

∫ R

−R

e−itsf(t)dt. (A.1)

Der Grenzwert ,,limit in mean” ist dabei im L2 Sinne zu verstehen, d.h. Ff ∈ L2(R)

mit ‖Ff−
∫ R

−R
e−it•f(t)dt‖L2(R) → 0 für R →∞. Die inverse Fourier-Transformation

ist für f ∈ L2(R) definiert durch

(F−1f)(s) :=
1

2π
l.i.m.
R→∞

∫ R

−R

eitsf(t)dt. (A.2)

In [RS75] wird die Fourier-Transformation zunächst auf dem Schwartz-Raum der
beliebig oft differenzierbaren, schnell abfallenden Funktionen (siehe [RS80, §V.3])
mit Hilfe der Integraldarstellung in (A.1) definiert und dann auf den topologischen
Dual dieses Raumes erweitert. Daraus folgt zunächst die Existenz der Fortsetzung
der Fourier-Transformation auf den topologischen Dual und dessen Teilräumen, zu
denen auch die Räume Lp(R) mit p ≥ 1 gehören. Die Darstellung dieser Fortsetzung
in obiger Definition als Grenzwert von Integralen ist somit eher eine Folgerung aus
der ursprünglichen Definition auf dem Schwartz-Raum.

Theorem A.2 (Plancherel Theorem). Die Fourier-Transformation F ist eine bijek-
tive, lineare Abbildung von L2(R) nach L2(R) mit

‖f‖L2(R) =
1√
2π
‖Ff‖L2(R), f ∈ L2(R). (A.3)

Die inverse Abbildung ist durch die inverse Fourier-Transformation F−1 gegeben.

Der Faktor 1√
2π

entsteht im Gegensatz zu [RS75, Theo IX.6] durch die unterschiedliche
Wahl der Vorfaktoren in den Definitionen der Fourier- und der inversen Fourier-
Transformation.
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Eine der wichtigsten Eigenschaften ist die Wirkung der Fourier-Transformation auf
die Faltung f ∗ g zweier auf R definierten Funktionen f, g:

(f ∗ g)(t) :=

∫ ∞

−∞
f(τ)g(t− τ)dτ. (A.4)

Sind f, g Funktionen aus L1(R) oder L2(R), so existiert das Integral und die Faltung
ist wohldefiniert.

Satz A.3 (Eigenschaften der Fourier-Transformation). Seien f, g zwei auf R defi-
nierte Funktionen, für die nachfolgende Ausdrücke existieren. Dann gilt

(i) F
{
f (n)

}
(s) = (is)n(Ff)(s),

(ii) F {(−it)nf(t)} = (Ff)(n),

(iii) F {f ∗ g} = (Ff) (Fg),

(iv) F {f g} = 1
2π

(Ff) ∗ (Fg).

Beweis. Der Beweis erfolgt durch direktes nachrechnen. So gilt z.B.

F {f g} (s) =

∫ ∞

−∞
e−ist

(
1

2π

∫ ∞

−∞
eiτt(Ff)(τ)dτ

)
g(t)dt

=
1

2π

∫ ∞

−∞
(Ff)(τ)

(∫ ∞

−∞
e−i(s−τ)tg(t)dt

)
dτ

=
1

2π

∫ ∞

−∞
(Ff)(τ)(Fg)(s− τ)dτ =

1

2π
((Ff) ∗ (Fg)) (s).

Die Vertauschung der Integrationsgrenzen ist erlaubt, sofern f, g ∈ L1(R)∩L2(R).

Die Laplace-Transformation hat im Gegensatz zur Fourier-Transformation einen stark
abklingenden Integralkern.

Definition A.4 (Laplace-Transformation). Sei die Funktion f auf dem Intervall
[0,∞) definiert und |f(t)| ≤ CeMt mit beliebigen C, M > 0. Dann ist für s ∈ C
mit <(s) > M die Laplace-Transformierte Lf definiert durch

(Lf)(s) :=

∫ ∞

0

e−tsf(t)dt. (A.5)

Die Laplace-Transformierte Lf einer Funktion f ist im Inneren ihrer Konvergenz-
halbebene, d.h. für <(s) > M , holomorph ([Doe58, §6]). Ist eine Funktion f̂ als
Laplace-Transformierte einer Funktion f darstellbar und ist f in einer Umgebung
von t > 0 von beschränkter Variation, so gilt nach [Doe58, Satz 17.3]

f(t + 0)− f(t− 0)

2
=

1

2πi

∫ M+i∞

M−i∞
etsf̂(s)ds. (A.6)

Die Konvergenz dieses Bromwich-Integrales ist im Sinne des Cauchyschen Haupt-
wertes zu verstehen. Die Integration kann innerhalb des Holomorphie-Gebietes auf
beliebigen Wegen erfolgen. Einige Bedingungen für die Darstellbarkeit einer Funkti-
on f̂ als Laplace-Transformierte einer Funktion f sind in [Doe58, §21] gegeben.
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Satz A.5 (Grenzwertsatz der Laplace-Transformation). Sei f eine Funktion mit zu-
gehöriger Laplace-Transformierten f̂ := Lf . Dann gilt

1. Wenn der Grenzwert limε→0+ f(ε) existiert, so gilt

lim
ε→0+

f(ε) = lim
s→∞

sf̂(s). (A.7)

Ist insbesondere f im Ursprung stetig, so bestimmt der Funktionswert f(0) das
Verhalten der Bildfunktion f̂ im Unendlichen.

2. Besitzt f(t) für t → 0 eine asymptotische Entwicklung der Form

f(t) ≈
∞∑

n=0

cnt
λn , −1 < <(λ0) < <(λ1) < . . . ,

so gilt für s →∞

f̂(s) ≈
∞∑

n=0

cn
Γ(λn + 1)

sλn+1
.

Der Grenzwert s → ∞ ist in beiden Fällen ein zweidimensionaler Grenzwert mit
| arg(s)| < π

2
.

Beweis. Siehe [Doe58, Satz 24.5 und 24.7].

Analog zu den Eigenschaften der Fourier-Transformation A.3 folgen einige Eigen-
schaften der Laplace-Transformation. Die Funktionen f, g sind in diesem Fall nur auf
R+ definiert, wohingegen die Integration in der Definition der Faltung (A.4) über
ganz R erfolgt. Aus diesem Grunde werden die Funktionen durch 0 fortgesetzt und
es ergibt sich

(f ∗ g)(t) =

∫ t

0

f(τ)g(t− τ)dτ.

Satz A.6 (Eigenschaften der Laplace-Transformation). Es seien f, g auf [0,∞) de-
finierte Funktionen, die auf (−∞, 0) durch 0 fortgesetzt werden und für die folgende
Ausdrücke existieren. Dann gilt

(i) L ist eine lineare Abbildung,

(ii) L
{
f (n)

}
(s) = sn(Lf)(s)−

∑n
k=1 sk−1f (n−k)(0),

(iii) L{(−t)nf(t)} = (Lf)(n),

(iv) L{(t + c)−nf(t)} (s) =
∫∞

s
e−c(σ−s) (σ−s)n−1

(n−1)!
(Lf)(σ)dσ, c > 0,

(v) L{f ∗ g} = (Lf) (Lg).

Die im Gegensatz zur Fourier-Transformation (siehe A.3) auftauchenden Randterme
sk−1f (n−k)(0) entstehen durch Randterme bei der partiellen Integration. Die etwas
unbekanntere Eigenschaft (iv) ergibt sich als Spezialfall aus [HSZ03a, Lemma 4.1].
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Darüber hinaus ist die Laplace-Transformierte des Produktes zweier Funktionen deut-
lich schwieriger zu berechnen als bei der Fourier-Transformation. Unter bestimmten
Voraussetzungen wurde jedoch in [Doe58, Satz 23.14] ein ähnliches Resultat gezeigt:

L{f g} (s) =
1

2πi

∫ x+i∞

x−i∞
f(σ)g(s− σ)dσ. (A.8)
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Kugelflächenfunktionen . . . . . . . . . . . . . 29

L
Lösung

klassisch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
schwach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
stark . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

Laplace-Beltrami-Operator . . . . . . . . . 28
Laplace-Transformation . . . . . . . . . . . 110
Lax-Milgram Lemma . . . . . . . . . . . . . . . 12
Legendre Polynome . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
Lipschitz-Gebiet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
Lokale absorbierende Randbedingungen

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

M
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d•e Aufrundungsfunktion dse := minz∈Z,z≥s z, s ∈ R, 29

spanV Menge aller Linearkombinationen der diskreten Menge V , 17

‖•‖k Norm des Sobolev-Raumes Hk, 10

∇x̂ Oberflächengradient, 29

NtD Neumann-to-Dirichlet-Operator, 34

ν Äußerer Normalenvektor, 9

Ωext Unbeschränktes externes Grundgebiet der Form Rd \Ba, 33

Ωint Beschränktes internes Grundgebiet der Form Ba \K, 33

ΠN Unterraum span{z0, ..., zN} ⊂ H+(S1), der von den N + 1 ersten Monomen
aufgespannt wird, 71

im(A) Bild der linearen Abbildung A, 21

ρ(A) Resolventenmenge der linearen Abbildung A, 21

C Menge der komplexen Zahlen, 9

C± {s ∈ C | =(±s) > 0}, 46

N Menge der natürlichen Zahlen, 10

N0 Menge der natürlichen Zahlen inklusive 0, 10

Rd d-faches, kartesisches Produkt der Menge der reellen Zahlen, 9

σ(A) Spektrum der linearen Abbildung A, 21

σd(A) Diskretes Spektrum der linearen Abbildung A, 21

σe(A) Wesentliches Spektrum der linearen Abbildung A, 21

σp(A) Punktspektrum der linearen Abbildung A, 21

supp(f) Träger der Funktion f , 14

uext Einschränkung der Funktion u auf Ωext, z.T. skaliert und verschoben, 33

uint Einschränkung der Funktion u auf Ωint, 33

Ba Ball mit Radius a: Ba := {x ∈ Rd | |x| ≤ a}, 28

Ck(G) Raum der auf G k-mal stetig differenzierbaren Funktionen, 9

116



Symbolverzeichnis

Ck
0 (G) Menge der auf G k-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem

Träger in G, 10

Cd Cd := (d−1)(3−d)
4

, 46

d Dimension des Raumes Rd, 9

G Offene, beschränkte Teilmenge des Rd, 9

H± Hardy-Raum, 49

Hk(G) Sobolev-Raum auf G, 10

Hs
loc(Ω) Lokaler Sobolev-Raum auf Ω, 28

H
(1/2)
ν Hankel-Funktionen erster und zweiter Ordnung, 30

h
(1/2)
ν sphärische Hankel-Funktionen erster und zweiter Ordnung, 31

L2(G) Menge der auf G quadratintegrierbaren Funktionen, 10

L2
tan(Γa) Raum der tangentialen Vektorfelder F ∈ L2

tan(Γa) auf Γa, für die das Integral∫
Γa
| F (x̂) |2 dx̂ beschränkt bleibt, 66

Pk(•) Polynomraum, der Polynome p höchstens k-en Grades, 15

r r := |x|/a mit x ∈ Rd und a > 0, 28

S1 Komplexer Einheitskreis {z ∈ C | |z| = 1}, 49

X Ansatzraum, abhängig von der jeweiligen Problemstellung, 11

X ′ Raum der linearen, stetigen Funktionale auf X, 12
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[Sch97] Schöberl, Joachim: NETGEN - An Advancing Front 2D/3D-Mesh
Generator Based On Abstract Rules. In: Comput.Visual.Sci 1 (1997),
S. 41–52

[Sch98] Schwab, Christoph: p- and hp-finite element methods. New York : The
Clarendon Press Oxford University Press, 1998 (Numerical Mathematics
and Scientific Computation). – xii+374 S. – Theory and applications in
solid and fluid mechanics

[Sch02] Schmidt, Frank: A New Approach to Coupled Interior-Exterior
Helmholtz-Type Problems: Theory and Algorithms / Freie Universität
Berlin. 2002. – Habilitation

[Sch07a] Schenk, Felix: Asymptotische Entwicklungen von Streulösungen um
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Achim ; Zschiedrich, Lin: Pole condition: A numerical method for
Helmholtz-type scattering problems with inhomogeneous exterior do-
main. In: J. Comput. Appl. Math. (2007). – online

[SS04] Sauter, Stefan ; Schwab, Christoph: Randelementmethoden : Analyse,
Numerik und Implementierung schneller Algorithmen. Stuttgart : B. G.
Teubner, 2004. – XVI+382 S.
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