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1. Einleitung

Diese Arbeit ist der numerischen Behandlung eines Phdnomens gewidmet, das bei
der Ausbreitung von Wellen in inhomogenen Medien vorkommt: Die Streuung. Im
einfachsten Fall kann man sich darunter eine Wasserwelle vorstellen, die auf einen
festen Gegenstand, wie z.B. einen Stein oder ein Schiff trifft, diesen umflieffit und
dabei interessante Muster ausbildet.

Ein weiteres anschauliches Beispiel ist die Ausbreitung von Straflenldrm. Mit spe-
ziellen Larmschutzwénden wird an vielen Autobahnen versucht, die Schallwellen zu
ddmpfen, um so die Larmbelastung der Anwohner so weit wie moglich zu reduzie-
ren. Dass dennoch eine Lidrmbelastung nie ganz vermieden werden kann, liegt an
Streu- bzw. Beugungsphénomenen. Selbst wenn der direkte Weg zwischen Autobahn
und Wohnhéusern durch die Wand versperrt ist, so pflanzt sich der Schall durch den
Boden oder auch durch den Luftraum oberhalb der Mauer fort und erreicht somit
indirekt die Hauser.

Solche akustischen Wellen lassen sich mit Hilfe des Druckes p(x,t) als Losungen der
skalaren Wellengleichung

2

Agp(x,t) + W@p(

x,t) = f(z,1t) (1.1)

beschreiben. ¢(x) ist dabei die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle und f(z,1)
die Quelle oder Anregung der Welle. Wenn wir die Anregung als zeitharmonisch
annehmen, d.h. f(z,t) = R{l(z)e "'} mit der Frequenz k > 0, so ist auch

p(z,t) = R{u(x)e ™, (1.2)

und u 16st die skalare Helmholtz-Gleichung

2
Au + au= . (1.3)

Diese Gleichung steht im Zentrum der vorliegenden Arbeit und beschreibt das Verhal-
ten von skalaren Wellen. Von besonderem Interesse ist die Abhéngigkeit der Losung u
von der Frequenz k bei gleichbleibender Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢(x) und Anre-
gung [. Ublicherweise treten bei bestimmten Frequenzen & besonders starke oder auch
ungewohnliche Reaktionen des Systems aufgrund der Anregung durch [ auf. Solche
Frequenzen werden Resonanzfrequenzen genannt.
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Abbildung 1.1.: 2 Wellenleiter mit quadratischem Einschluss aus [Ham02] bei unter-
schiedlichen Frequenzen

Physikalische Motivation

In Abbildung 1.1 ist ein Beispiel aus dem Bereich der integrierten optischen Bauteile
dargestellt, bei dem zwei Wellenleiter iiber einen quadratischen Einschluss des Hin-
tergrundmediums aneinander gekoppelt werden. Wenn in dem unteren Wellenleiter
eine geeignete Welle mit einer von x abhéngigen Frequenz x,, entlangléuft, so springt
diese auf den oberen Wellenleiter iiber, wenn x eine Resonanzfrequenz des Systems
ist. Fiir andere Frequenzen ist dieses Verhalten, wie Abbildung 1.2 zu entnehmen ist,
sehr schwach ausgeprigt. Der Einschluss wirkt somit als Frequenzfilter, da nur Wel-
len mit bestimmten Resonanzfrequenzen durchgelassen werden. In [Ham07]| werden
weitere Beispiele solcher Einschliisse und deren Optimierung vorgestellt.

In diesem Beispiel sind die Resonanzfrequenzen gewollt und deren Ausnutzung we-
sentlicher Bestandteil der Bauteile. Ahnlich ist dies bei den in [Sch07a] vorgestellten
eindimensionalen Problemen in der Rontgen-Spektroskopie. Dort wird auf Basis der
Theorie von [LVLH92] und der in dieser Arbeit vorgestellten Hardy-Raum Metho-
den die Abhéngigkeit der Losung in einer Umgebung um die Resonanzfrequenzen
untersucht.

Im Gegensatz dazu sind die in [HHKS07] untersuchten Resonanzfrequenzen an den
Fliigeln eines Flugzeuges ungewollt und stérend. In [PPAGD03] wurde iiber eine Mes-
sung des Larmspektrums eines solchen Fliigels in einem Windkanal berichtet. Das
Spektrum zeigt deutlich ausgeprégte Spitzen des Larmpegels bei bestimmten Fre-
quenzen. Um die Larmbelastung der Anwohner von Flughéfen so gering wie moglich
zu halten, wire es sinnvoll, solche Resonanzfrequenzen weitestgehend zu vermeiden.

Das wohl bekannteste und am besten dokumentierte Beispiel einer Resonanzkata-
strophe ist der Einsturz der auch unter dem Spitznamen ,,Galloping Gertie” bekann-
ten Tacoma-Narrows-Briicke am 7.11.1940. Die erst 7 Monate vorher eingeweihte
Héngebriicke hatte sich immer wieder bei leichten, aber konstanten Seitenwinden
aufgeschaukelt, weil sich auf der dem Wind abgewandten Seite Wirbel ausbildeten,
die sich in regelméfBigen Abstédnden von der Briicke ablosten. Dadurch verursachten
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Abbildung 1.2.: Austrittsenergie an den Enden der Wellenleiter aus Abb. 1.1 in
Abhéngigkeit von der Frequenz, berechnet mit dem Beispielskript
aus [BKSZ03]

sie eine zeitharmonische Anregung, die ungliicklicherweise in der Resonanzfrequenz
der Briicke erfolgte (siehe [BS91, Lar00]). Nach diesem Einsturz wurden neue Briicken
hiufig im Windkanal getestet, um solchen Katastrophen vorzubeugen.

Ebenfalls mit Resonanzfrequenzen in Verbindung gebracht wird der Einsturz einer
Briicke in Angers (1850), als sie von franzosischen Soldaten im Gleichschritt pas-
siert wurde. Obgleich nicht nachgewiesen ist, dass der Einsturz tatsichlich auf ei-
ne durch den Gleichschritt der Soldaten angeregte Resonanzfrequenz der Briicke
zuriickzufiithren ist, iiberqueren seitdem Soldaten Briicken h#ufig nicht im Gleich-
schritt.

Auch wenn die beiden Beispiele fiir Resonanzkatastrophen bei Briicken nicht mit den
in dieser Arbeit vorgestellten Methoden fiir skalare Probleme behandelbar sind, so
veranschaulichen sie die physikalische Bedeutung von Resonanzfrequenzen.

Mathematische Formulierung

Auch aus mathematischer Sicht spielen Resonanzfrequenzen eine wesentliche Rolle
bei der Frage der Losbarkeit der Helmholtz-Gleichung (1.3). So ist die Helmholtz-
Gleichung auf beschriinkten Gebieten mit ¢ = 1 genau dann eindeutig 16sbar, wenn 2
kein Eigenwert des negativen Laplace-Operators A ist. Da sich dem Laplace-Operator
auf beschriankten Gebieten ein selbstadjungierter Operator zuordnen lasst, sind diese
Eigenwerte alle reell.

Auf unbeschrinkten Gebieten der Form © = R?\ K mit einer kompakten Teilmenge
K des R? ist dagegen die Helmholtz-Gleichung bei geeigneter rechter Seite fiir alle



1. Einleitung

positiven Frequenzen s eindeutig losbar. Die Eigenwerte x? von

—~AAu = K*u auf Q, (1.4a)
ulog = 0 auf 0K, (1.4b)
u erfiillt eine Ausstrahlungsbedingung (1.4¢)

sind in diesem Fall komplex, und deren Wurzeln mit positivem Realteil werden nach
der Theorie von [LP67] Resonanzen genannt. Der Realteil dieser Resonanzen ent-
spricht den Resonanzfrequenzen, wiahrend der Imaginérteil als Maf fiir die Dampfung
angesehen werden kann. Aquivalente Definitionen der Resonanzen iiber Pole der me-
romorphen Fortsetzung der Resolvente sind z.B. in [HS96] zu finden.

Besonderes Augenmerk ist auf die Wahl der Funktionenrédume fiir die zu den Eigen-
werten gehorigen Eigenfunktionen w zu richten. In [HS96] wird nachgewiesen, dass der
Laplace-Operator auf dem Sobolev-Raum H?(R) der reellen Achse keine Eigenwerte
besitzt. Dies ist kein Widerspruch zur Existenz von Resonanzen nach [LP67], da die
Eigenfunktionen dort zwar eine bestimmte Ausstrahlungsbedingung erfiillen, jedoch
nicht notwendig in H?(R) liegen miissen.

Es erscheint sinnvoll an die Eigenfunktionen eine Ausstrahlungsbedingung zu stellen,
denn zur eindeutigen Losbarkeit der Helmholtz-Gleichung auf beschréankten Gebieten
werden Randbedingungen an die Losung w auf den Réndern des Gebietes bendtigt.
In diesem Fall liegt ein Teil des Randes im Unendlichen und eine ,,Randbedingung”
im Unendlichen beschreibt das Verhalten der Losung fiir grofle Argumente. Fiir die
vorliegende Arbeit sind solche Ausstrahlungsbedingungen von entscheidender Bedeu-
tung.

Betrachten wir zunichst eine dreidimensionale Kugelwelle der Form

ut(r) = ¢ o z €R* k>0, ¢c>0 konstant. (1.5)
x

u ist eine Losung der Helmholtz-Gleichung und mit (1.2) ist der zugehorige Druck
rotationssymmetrisch

cos (£ (£|z| — ct))

|z]

Pz, t) = p*(jal,t) = : (1.6)

Es gelten die Relationen

X _ T
el ), p (] = et + 1) =

x|+t +1) =
P (J2] ) |z| + ¢ lz] — ¢

p(|z],1), |z > ¢

(1.7)
Im ersten Fall hat sich der Druck nach einem Zeitschritt um ¢ nach aulen bewegt und
dabei um den Faktor |z|ﬁ|rc < 1 abgeschwécht, wéhrend sich im zweiten Fall der Druck
auf den Nullpunkt zubewegt und dabei immer mehr zunimmt. Fiir p~ ist somit im
Nullpunkt eine Senke mit unendlich hohem Druck. Physikalisch wesentlich sinnvoller
ist p*, da dort der Nullpunkt als Quelle der Kugelwelle betrachtet werden kann und

die Kugelwelle sich mit der Geschwindigkeit ¢ von dieser entfernt.
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Ausgehend von dieser Beobachtung kann eine Ausstrahlungsbedingung fiir die Di-
mensionen d = 1,2,3 und « > 0 definiert werden durch

1 (0
lim ‘:L"% (m — z%) u(r) =0 gleichméafig in - (1.8)

(1.8) heiBt Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung. u™ erfiillt diese Ausstrahlungs-
bedingung, u~ dagegen nicht. Genauere physikalische Begriindungen fiir beliebige,
ausstrahlende Wellen sind z.B. in [Jon86] zu finden.

Im Falle der oben angesprochenen komplexen Resonanzen ist diese Ausstrahlungsbe-
dingung nicht sinnvoll, da fiir d = 2, 3 und x mit negativem Imaginérteil die Funktion
v~ und nicht die Funktion u® (1.8) erfiillt. Fiir diese Fille existieren #quivalente
Ausstrahlungsbedingungen, z.B. iiber eine Reihendarstellung von u in Form von
(sphérischen) Hankel-Funktionen HEY erster Art [CKO98, Jon86, Wat95]

u(z) = i e H, <§|x|> o, (%) , (1.9)

n=0

wobei ®,, ein Orthonormalsystem des Laplace-Beltrami-Operators auf der (d — 1)-
dimensionalen Einheitssphére ist.

Alternativ kann auch die sogenannte Polbedingung [SD95, Sch02, HSZ03a] verwendet
werden, welche die theoretische Grundlage der in dieser Arbeit vorgestellten numeri-
schen Methoden zur Berechnung von Resonanzen bildet. Auslaufende Wellen werden
dabei anhand deren Laplace-Transformierten in radialer Richtung charakterisiert. Der
Name der Bedingung resultiert aus dem eindimensionalen Fall. Dort hat die Laplace-
Transformierte einer Losung der Helmholtz-Gleichung eine meromorphe Fortsetzung
auf C mit zwei zueinander konjugierten Polen: Der Pol mit positivem Imaginérteil
reprisentiert eine auslaufende Welle, der mit negativem Imaginérteil eine einlaufen-
de Welle. In hoheren Dimensionen ist eine Welle genau dann auslaufend, wenn die
Laplace-Transformierte eine holomorphe Fortsetzung auf die negative imaginére Halb-
ebene besitzt.

Diese Formulierung einer Ausstrahlungsbedingung ist, &hnlich wie die Formulierung
iiber die (sphérischen) Hankel-Funktionen, vom numerischen Standpunkt aus unhand-
lich. Mit den Ergebnissen aus [HSZ03a] ldsst sich nachweisen, dass die Einschrankung

auf R der holomorphen Fortsetzung der Laplace-Transformierten einer auslaufenden
Welle im Hardy-Raum H~(R) liegt.

Funktionen aus H~(R) konnen nach [Harl5, Dur70, Hof62] als L*-Randfunktionen
von in der negativen imaginédren Halbebene holomorphen Funktionen aufgefasst wer-
den. Es ldsst sich zeigen, dass H~ (R) mit Hilfe der Mobius-Transformation unitér
auf den Hardy-Raum H™T(S') abgebildet werden kann, der analog zu H~(R) aus L*-
Randwerten von auf der komplexen Einheitsscheibe holomorphen Funktionen besteht.
Fiir diesen Raum existiert mit den Monomen {2°, 2%, ...} eine einfache, beziiglich des
L?-Innenproduktes orthogonale Basis.
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Numerische Verfahren

Numerisch kann dies durch Transformation der Helmholtz-Gleichung in diesen Raum
genutzt werden, und es entsteht eine neue Klasse von numerischen Verfahren zur
Losung von Streu- und Resonanzproblemen. In [HSZ02, Sch02, SHK™07] werden eini-
ge auf der Polbedingung basierende Verfahren zur numerischen Lésung der Helmholtz-
Gleichung ohne Verwendung der Hardy-R&dume vorgestellt; zeitabhingige Probleme
werden in [RSSZ07] mit Hilfe der Hardy-Raume behandelt.

Die in der vorliegenden Arbeit vorgestellten Hardy-Raum Infiniten Elemente Me-
thoden (HSIEM) sind in [HNO7] zusammengefasst. Sie dhneln in der Struktur den
klassischen Infinite Elemente Methoden [DI01, DG98, [hl98], welche auf der Ausstrah-
lungsbedingung (1.9) beruhen. Diese Methoden sind aufgrund des x im Argument der
(sphérischen) Hankel-Funktionen im Gegensatz zu den HSIEM nichtlinear in x* und
fithren deshalb bei der numerischen Berechnung von Resonanzprobeblemen (1.4) auf
nicht-lineare Eigenwertprobleme.

In [LVLH92] werden zwar auf &hnliche Weise Resonanzprobleme gelost, der Auf-
wand ist jedoch sehr grofl. Ebenfalls auf nichtlineare Eigenwertprobleme fithren die
in [LVLH92] auch verwendeten Randelementmethoden [GKWO03, SS04], bei denen
von zentraler Bedeutung ist, dass das Rechengebiet {2 auflerhalb eines kiinstlichen
Schnittrandes homogen, d.h. ¢ = konst., ist. Auf diesem Schnittrand kénnen dann
Integraldarstellungen der ausstrahlenden Losung abgeleitet werden [CK98, Kre99].

Andere héufig bei Streuproblemen verwendete Methoden, wie z.B. lokale, absorbie-
rende Randbedingungen [BGT82, EM77, Giv9l, GK95|, sind zum grofien Teil nicht
bei Resonanzproblemen anwendbar, weil sie fiir £ mit negativem Imaginérteil die
Ausstrahlungsbedinung nicht hinreichend nachbilden.

Die hier verwendeten Hardy-Raum Methoden fithren dagegen zu linearen Eigenwert-
problemen und kénnen auch auf inhomogene Auflenrdume wie in Abbildung 1.1 ange-
wendet werden. Vorgestellt werden zwei unterschiedliche Varianten: Die oben bereits
erwiahnte Infinite Elemente Methode und eine Art Linienmethode.

Letztere erinnert an die bei zeitabhédngigen Problemen héaufig verwendeten Linien-
methoden [GR94, KAO00], da sie z € 2 in eine radiale Variable r = |z| und eine
winkelartige X = é—‘ trennt und beide in unterschiedlicher Art und Weise behandelt.
Die Anteile beziiglich X werden mit einer iiblichen Finiten Elemente Methode behan-
delt, wihrend die Anteile beziiglich r in den Hardy-Raum H*(S') transformiert und
dort auf die Lineare Hiille der ersten N, + 1 Basisfunktionen {2°, ..., 2"} projiziert

werden.

Die HSIEM ist eine spezielle Finite Elemente Methode: Die Helmholtz-Gleichung
wird mit geeigneten Testfunktionen multipliziert und iiber das unbeschréinkte Re-
chengebiet () integriert. Nach einer partiellen Integration zur Reduktion der Ablei-
tungsordnung wird das entstehende Integral in Polarkoordinaten iiberfithrt und die
radialen Anteile in den Hardy-Raum H™T(S') transformiert. So entsteht ein Variati-
onsproblem, welches mit Hilfe einer Galerkin-Methode diskretisiert werden kann. Im
Hardy-Raum HT(S') werden dazu wie bei der Linienmethode die trigonometrischen
Monome als Ansatzfunktionen verwendet.
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Mit den Ergebnissen dieser Arbeit kann die HSIEM auch als eine Art Perfectly
Matched Layer (kurz PML) Methode aufgefasst werden. In ihr wird die ausstrah-
lende Losung der Helmholtz-Gleichung in radialer Richtung derart gedampft, dass
die geddmpfte Losung exponentiell abféllt. An einem zu wéahlenden Schnittrand wird
schliellich eine einfache Dirichletsche oder Neumannsche Nullrandbedingung gesetzt
und so das unbeschréinkte Gebiet auf ein beschrianktes zuriickgefiihrt, welches mit den
iiblichen Finite Elemente Methoden behandelt werden kann.

Die Idee der PML Methode ist auf eine unter dem Namen complex rescaling [Moi98]
in der Molekularphysik bekannte Methode zuriickzufithren. Bérénger hat in [Ber94]
die PML Methode auf elektromagnetische Wellen angewandt, und in [CM98, BP07,
HSZ03b] wurde die Konvergenz der Methode fiir elektromagnetische bzw. akustische
Streuprobleme nachgewiesen. In [HSZ03b] wurde zudem unter bestimmten Voraus-
setzungen die Aquivalenz der PML Methode, bzw. der dazu verwendeten Ausstrah-
lungsbedingung, mit der Polbedingung gezeigt.

Die PML Methode ist zur Zeit die wohl am meisten verwendete Methode zur nume-
rischen Losung von Streuproblemen [ZKSS06, BHNPR06, CLO05] und auch Resonanz-
problemen [HHKS07, HSS*04, ZBKS06, ZBK*05] mittels Finiter Elemente Metho-
den. Aufgrund der Vielzahl der zu wihlenden Parameter wie des Dédmpfungstensors
und des Abschneiderands miissen die Ergebnisse in jedem Fall kritisch {iberpriift
werden. Wenn z.B. der Abschneiderand zu eng um das zu betrachtende Gebiet gelegt
wird, ist die geddmpfte Losung noch nicht weit genug auf 0 abgefallen, und der Fehler
durch eine Dirichletsche Nullrandbedingung ist relativ grofi.

Eine gute Alternative dazu bilden die in dieser Arbeit vorgestellten Hardy-Raum
Methoden, da sie keinen Abschneiderand benétigen, sondern immer das komplette
Rechengebiet behandeln.

Gliederung der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich in 7 Teile. Nach dieser Einleitung wird im 2. Kapitel die nume-
rischen Losung der Helmholtz-Gleichung auf beschrinkten Gebieten mittels Finiter
Elemente Methoden vorgestellt. Im letzten Abschnitt des Kapitels werden Eigenwert-
probleme behandelt, die das Analogon auf beschrankten Gebieten zu den Resonanz-
problemen auf unbeschréankten Gebieten bilden.

Im 3. Kapitel folgt die Erweiterung der Probleme auf unbeschrinkte Gebiete mit
einigen klassischen Resultaten zur Streutheorie und einigen der bereits angespro-
chenen numerischen Verfahren zur Behandlung des unbeschrinkten Gebietes. Diese
sind unter dem Namen Transparente Randbedingungen zusammengefasst. Ebenso ge-
bréauchlich in der Literatur sind die Namen absorbierende oder nicht-reflektierende
Randbedingungen. Den Schluss des Kapitels bilden theoretische Aussagen iiber Re-
sonanzprobleme bei Helmholtz-Problemen, ohne auf deren numerische Behandlung
einzugehen.

Zu Beginn des 4. Kapitels werden theoretische Grundlagen zur Polbedingung zu-
sammengefasst und in den Kontext von Hardy-Radumen gestellt. AnschlieBend wird



1. Einleitung

die notige Transformation der Helmholtz-Gleichung in den Hardy-Raum H™(S%)
erlautert und auf dieser Basis die Linienmethode HSLM vorgestellt.

Das 5. Kapitel beschreibt die Hardy-Raum Infinite Elemente Methode (HSIEM) als
Galerkin-Methode, basierend auf einer Variationsformulierung des Streu- bzw. Reso-
nanzproblems. Dazu wird anhand eines eindimensionalen Problems erldutert, wie sich
die auftretenden unendlichen Integrale in den Hardy-Raum H*(S!) transformieren
lassen. In hoheren Dimensionen treten durch die Transformation auf Polarkoordina-
ten technische Schwierigkeiten auf, die im zweiten Unterabschnitt des Kapitels be-
handelt werden. Bei der nachfolgenden Erlduterung der Assemblierung der durch die
der Galerkin-Methode entstehenden Matrizen dient ebenfalls der eindimensionale Fall
als Veranschaulichung der etwas komplizierten Behandlung des Variationsproblems in
hoheren Dimensionen. Im letzten Abschnitt des Kapitels werden Konvergenzaussagen
zur HSIEM vorgestellt.

Die Hardy-Raum Methoden wurden in unterschiedlichen Programmpaketen imple-
mentiert und getestet. Von diesen Tests finden sich im 6. Kapitel einige Beispiele. Ei-
ne in Matlab [The71] programmierte Version dient hauptséchlich zu Tests beziiglich
der Konvergenzordnung der Verfahren und der Kondition der entstehenden Matrizen.
Eine spezielle symmetrische Variante der HSIEM wurde in NGsolve [Sch07b], einem
Finite Elemente Programm basierend auf dem Gittergenerator netgen [Sch97], imple-
mentiert. Diese Variante ist ohne weitere Probleme auch in andere Finite-Elemente
Programme zu integrieren, bleibt jedoch auf spezielle, homogene Auflenrdume be-
schrinkt. Um Beispiele wie in Abbildung 1.1 berechnen zu konnen, ist eine etwas
aufwendigere Methode in das Programm JCMWave [JCMO08] integriert worden.

Den Schluss der Arbeit bildet in Kapitel 7 die Zusammenfassung der vorgestellten Ver-
fahren mit einer Erérterung der Vor- und Nachteile sowie einen Ausblick auf mogliche
Erweiterungen und Verbesserungen.



2. Helmholtz Probleme auf
beschriankten Gebieten

Es sei G C R? eine offene, beschrinkte Teilmenge des R? mit Lipschitz-Rand 0G.
Ein solcher Rand 0G kann durch endlich viele offene Mengen U; iiberdeckt werden,
0G N U; ist der Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion und G N U; liegt jeweils auf
einer Seite dieses Graphen (vergleiche [Alt99, A 6.2]). G wird kurz als Lipschitz-
Gebiet bezeichnet. Analog konnen C*-Gebiete definiert werden, wenn 9G N U; der
Graph einer k-mal stetig differenzierbaren Funktion ist.

Seien weiter k € C eine Wellenzahl mit positivem Realteil (k) > 0 und v : G — C
eine Losung der (skalaren) Helmholtz-Gleichung

— Au(z) — K*u(z) = l(z), zeG. (2.1)

Ist u € C*(@), d.h. auf G zweimal stetig differenzierbar, so ist der Laplace-Operator
A in kartesischen Koordinaten x; durch A := Z " 82 wohldefiniert. In diesem Fall
wird u eine klassische Losung von (2.1) genannt. In dem niichsten Abschnitt werden
wir an u schwéchere Regularitédtsvoraussetzungen stellen und den Laplace-Operator

entsprechend im schwachen Sinne interpretieren.

Zusitzlich zu (2.1) stellen wir an u folgende Randbedingungen

(D) wlog(z) =0, xzel CIG, (2.2a)

(N) 8. =0, re€dG\T. (2.2b)

v ist dabei der nach auBen gerichtete Normalenvektor, der nach [Alt99, A 6.5(3)] fiir
Lipschitz-Gebiete fast iiberall existiert. Zur Vermeidung von Schwierigkeiten an den
Réndern von I' und OG\T sei ' = 0, d.h. der Rand 0G zerfallt in zwei disjunkte Teil-
mengen. Wir werden auf die Eindeutigkeit dieses Problems im letzten Abschnitt dieses
Kapitels eingehen, da diese mit den dort dargestellten Eigenwertproblemen zusam-
menhéngt. Es wird sich herausstellen, dass der Laplace-Operator auf beschrankten
Gebieten hochstens abzihlbar viele, reelle Eigenwerte besitzt und dass die Gleichung
(2.1) mit den Randbedingungen (2.2) genau fiir diejenigen x nicht eindeutig losbar
ist, die Wurzeln der Eigenwerte des Laplace-Operators sind.

Bemerkung 2.1. Die Wahl von homogenen Randbedingungen ist keine wesentliche
Finschrinkung: Sei v Ldsung von (2.1) mit vlsgeg = gq auf I' und %bg = g, auf
OG \ T'. Sofern die Funktionen gq und g, und der Rand OG hinreichend glatt sind,
ezistiert eine Funktion u* € C*(G), die diese Randbedingungen erfillt. u := u* — v
ist dann eine Lisung von (2.1) mit [:= —1 — Au* — k2u* und den Randbedingungen
(2.2).



2. Helmholtz Probleme auf beschrinkten Gebieten

Bemerkung 2.2. Die Helmholtz-Gleichung (2.1) beschreibt das Verhalten von ska-
laren Wellen in homogenen Medien. Eine wesentlich allgemeinere Formulierung ist

— V- A(x)Vu(z) + b(z) - Vu(z) + c(x)u(z) = l(x) (2.3)

mit A : RT — C™4 p: RY - C? und c : RY x C — C. Unter bestimmten Voraus-
setzungen an die Koeffizientenfunktionen A, b und ¢ wie z.B. Glattheitsbedingungen
lassen sich auch solche Gleichungen mit der in den ndchsten Kapiteln dargestellten
Theorie behandeln. Insbesondere sollte A gleichmapfig positiv definit sein, d.h. es exis-
tiert eine Konstante C > 0 unabhdingig von x € RY, sodass €T A(x)€ > C||€||? fiir alle
¢ € R In diesem Falle ist (2.3) eine elliptische Differentialgleichunyg.

Wir werden in diesem sowie auch in den néchsten Kapiteln die einfachere Gleichung
(2.1) betrachten und auf eine Darstellung der allgemeinen Theorie und Numerik el-
liptischer Differentialgleichungen verzichten.

2.1. Sobolev-Riaume

Zur Vorbereitung der numerischen Behandlung des vorgestellten Problems mittels Fi-
niter Elemente Methoden (FEM) ist es notwendig, an die Losung u von (2.1) schwéchere
Regularitédtsanforderungen zu stellen. Dazu interpretieren wir zunéchst den Laplace-

Operator im schwachen Sinne: Sei ein Multiindex o € N¢ mit zugehériger klassischer
aq ag
Ableitung D® := (%) (%) gegeben. Die Funktion f € L*(G) besitzt eine

schwache Ableitung, wenn eine Funktion g € L*(G) existiert mit

/G g(2)o(@)dz = (—1)! /G F(@) (D) (x)dz, v e C(@). (2.4)

Sofern g € L*(@G) existiert, definieren wir D®f := g. Mit Hilfe der partiellen Integra-
tion ist diese Definition im Falle hinreichender Regularitdt von f dquivalent mit der
klassischen Ableitung, da die Testfunktionen v € C§°(G) auf OG verschwinden. Auf
diese Weise kann der Laplace-Operator im schwachen Sinne aufgefasst werden und es
geniigt, dass v € H*(G) mit dem Sobolev-Raum

H*(G):={f € L*(GQ) | D*f € L*(G), a € N¢ mit |a| < k}. (2.5)

In diesem Fall wird u starke Losung von (2.1) genannt. Mit dem Innenprodukt

(f.9)0 = /G f(@)g@dr, f.ge L3G),

N N (2.6)
(f,9)k =D _(D*f, D), fg€H"G) keN
o<k
und der dazugehorigen kanonischen Norm
Hf”k = (f: f)ka f € Hk? ke NO (27)

10



2.2. Variationsformulierung

wird H*(G) zu einem Hilbert-Raum. Die Theorie der Sobolev-Réume bildet die Ba-
sis fiir FEM. Zusammenfassungen dieser Theorie finden sich deshalb in den meisten
Werken zu FEM (siehe z.B. [GR94, §3.2], [Hac96, §6.2] oder [BS02, §1]), weiterge-
hende Darstellungen z.B. in [AdaT75], [McLO00, §3] und [RR93, §6.4]. Wir werden an
dieser Stelle auf eine Darstellung der Theorie verzichten und an den entsprechenden
Stellen auf die Literatur verweisen. Es sei jedoch erwéhnt, dass es weitere Defini-
tionen der Sobolev-Rédume iiber dicht liegende Teilmengen oder auch mit Hilfe der
Fourier-Transformation A.1 gibt. Unter bestimmten Voraussetzungen an 0G sind die-
se dquivalent (siehe [McLO00, Theorem 3.30] fiir Lipschitz-Gebiete G).

Die Definition von Sobolev-Réumen auf dem Rand von Lipschitz-Gebieten wird z.B.
in [McL00, §3, Seite 96ff] dargestellt. Diese sind notwendig, um Randfunktionen u|sq,
wie sie in (2.2) auftauchen, sinnvoll zu definieren. Es gilt

Satz 2.3 (Spuroperator). Sei G ein Lipschitz-Gebiet. Dann existiert ein eindeutiger,
stetiger Operator

T:HY(G) — HY*0G) mit Tf := flog, [ € C(G)NHY(G). (2.8)

Beweis. Siehe dazu [McL00, Theorem 3.37] oder [RR93, Theorem 6.109] mit stérkeren
Regularitéitsanforderungen an 0G. Unter diesen gilt dann allgemeiner

T H(G) — HP00), s>

2.2. Variationsformulierung

Ahnlich wie bei der Definition der schwachen Ableitung (2.4) multiplizieren wir (2.1)
mit Testfunktionen v, integrieren iiber das Grundgebiet G und nutzen die partielle
Integration

/G (Vu(x) - Vo(z) — /f%@)@) dr = /Gl(a:)de + @(s)@d& (2.9)

oG 01/

Wir setzen die Giiltigkeit der Formel zur partiellen Integration, bzw. in diesem Fall
der Greenschen Formel, voraus. Fiir Lipschitz-Gebiete ist diese z.B. in [McL00, Lem-
ma 4.1] bewiesen. Wihrend die natiirliche Randbedingung (2.2b) im Randintegral
berticksichtigt wird, bestimmt die wesentliche Randbedingung (2.2a) den Funktio-
nenraum fiir die Funktionen v und v:

X:={feHYGQ) | Tf(x) =0, v €T} (2.10)

Satz 2.4. Seiu € H*(G) eine Lisung von (2.1) mit den Randbedingungen (2.2) und
l € L*(G). Dann lést u € X das Variationsproblem

a(u,v) — k*b(u,v) = 1*(v), veX (2.11)

11



2. Helmholtz Probleme auf beschrinkten Gebieten

mit den Sesquilinearformen
of.9) = [ Vi) Vglade wnd Wfg)i= [ falde  (212)
G el

sowie dem antilinearen, stetigen Funktional I* mit I*(f) = [, l(x) f(x)dz.

Eine Losung w von (2.11) wird schwache Losung genannt. Es ist b(f, g) = (f, ¢)o-

Lemma 2.5 (Sesquilinearform). Fir eine stetige Sesquilinearform s auf X x X
ezistiert ein eindeutig bestimmter, linearer und stetiger Operator S : X — X mil
s(u,v) = (Su,v); und die Gleichung s(u,v) = 1*(v) ist genau dann fir ein beliebiges
antilineares, stetiges Funktional I* eindeutig l6sbar, wenn S invertierbar ist.

Bewers. Eine Sesquilinearform s ist linear im ersten Argument und antilinear im
zweiten Argument, d.h. s(Af, g) = As(f, g) und s(f,A\g) = As(f, g). Da jedem g € X
durch s,(f) := s(f,g) ein lineares, stetiges Funktional s, € X’ zugeordnet werden
kann, folgt mit dem Rieszschen Darstellungssatz (siehe [Heu75, Satz 66.1]) die Exis-
tenz eines stetigen, linearen Operators S mit s(f,¢) = (f,Sg); und der zu S adjun-
gierte Operator S := S* erfiillt den ersten Teil der Behauptung. Analog existiert ein
[ € X mit I*(f) = (I, )1, wenn der Riezsche Darstellungssatz auf das stetige, lineare
Funktional I(f) := I*(f) = (f,1)1 = (I, f)1 angewandt wird. Es gilt

s(u,v) = (Su,v); = (l,v); =1"(v), veX < Su=Iin X.

Damit ist die Losbarkeit der Gleichung s(u,v) = I*(v) auf die Invertierbarkeit von S
zuriickgefiihrt. O

Definition 2.6 (X-Elliptizitit, X-Koerzivitit). Eine Sesquilinearform s heifit X -
elliptisch, falls sie auf X x X stetig ist und eine Konstante C' > 0 existiert mit

R(s(f. ) = ClfIT, feX. (2.13)

FEine Sesquilinearform s heifst X -koerzitiv, falls sie auf X x X stetig ist und Konstan-
ten C1 > 0 und Cy > 0 existieren mit

R(s(f,.0) = CillfIIE = Callfll5,  f € X (2.14)

Folgendes Lemma garantiert fiir X-elliptische Sesquilinearformen die eindeutige Los-
barkeit des zugehorigen Variationsproblems (zum Beweis siche [Alt99, Satz 4.2]).

Lemma 2.7 (Lax-Milgram). Sei (V, (e, e)y) ein Hilbert-Raum und s eine V -ellip-
tische Sesquilinearform. Dann existiert fir alle antilinearen, stetigen Funktionale [*
emne eindeutige Losung uw € V' des Variationsproblems

s(u,v) =1"(v), wveV, (2.15)

und die Losung hingt stetig von [* ab.

12



2.3. FE-Diskretisierung

Bemerkung 2.8. Ungleichung (2.14) wird auch Gardingsche Ungleichung genannt
und stellt eine Abschwdchung der X -Elliptizitit dar. Da eine stetige, kompakte Finbet-
tung E : HY(G) — L*(G) mit adjungiertem Operator E* : L*(G) — H'(G) existiert
(vgl. [McL00, Theorem 3.27]), ermdglicht sie den Zugang zur Riesz-Fredholm Theo-
rie, angewendet auf S = (S + CoE*E) — CoE*E, wobei der erste Term X -elliptisch
und der zweite kompakt ist.

Die Anwendung der Riesz-Fredholm Theorie ist fiir die néchsten beiden Abschnitte
von entscheidender Bedeutung, da a — k20 fiir £ > 0 nicht X-elliptisch ist.

Bemerkung 2.9. Die Sesquilinearform a— x*b erfiillt fiir x> > 0 Ungleichung (2.14)
mit Cy = 1 und Cy = 1+ K%, nicht jedoch Ungleichung (2.13). Fiir den Fall k = 0 ist
a X -elliptisch, sofern ein Dirichlet-Rand I mit positivem Maf$ existiert und damit in
X die konstanten Funktionen mit Ausnahme der Nullfunktion nicht mehr enthalten
sind (siehe auch [KA00, Satz 3.15]). Falls dies nicht der Fall ist, ist a X -koerzitiv mit

_m

beliebig kleiner Konstante Cy. Fiir alle anderen k existiert ein © € (—73,5), sodass
die Sesquilinearform e©(a — 2b) X -elliptisch ist mit C' = min{R(e?), —R(e®k?)}.

Fiir die Umkehrung des Satzes 2.4 sind stérkere Regularitdtsanforderungen an 0G
erforderlich.

Satz 2.10 (Regularitit). Seien G C*-Gebiet, | € L*(G) und u € X eine schwa-
che Lisung von (2.11). Dann ist u € H*(G) eine starke Lisung von (2.1) mit den
Randbedingungen (2.2).

Falls w e X Lésung des Variationsproblems

a(u,v) — Kk*b(u,v) = /

I(z)v(x)dx +/ J(s)vlaa\r(s)ds, veX
€ AG\I

und j € H-Y2(OG \T) ist, dann gehort u ebenfalls zu H*(G) und ist eine starke
Lésung von (2.1) mit Neumannscher Randbedingung j in (2.2b).

Beweis. Zur Regularitét siche [Hac96, Satz 9.1.16 und 9.1.17]. Mit Hilfe der Green-
schen Formel ergibt sich dann (2.1). O

Bemerkung 2.11. Es gilt sogar allgemeiner w € H™(G) fir m > 1, falls G ein
C™ 1 _Gebiet und 1 € H™'(G) 1st.

2.3. FE-Diskretisierung

Die Grundlage konformer FEM bildet die Losung des Variationsproblems (2.11) auf
endlich-dimensionalen Unterrdumen X; C X des Losungsraumes X:

up, € X, 16se alup, vy) — £2b(up, vy) = F(vg),  vp € X (2.16)

13



2. Helmholtz Probleme auf beschrinkten Gebieten

Seien {b;,i = 1,...,N} eine Basis des Raumes X, und wu;, = Zf\il o;b; € X, eine
Losung von (2.16). Genau dann 16st ay, == (o, ..., ay) " € C? das Gleichungssystem

(Ah — HgBh) ap = lh (2.17)
mit den Matrizen

Ah = (ai,j)?’[jzl, ;5 = a(bi, bj) und Bh = (bi’j)N b@j = b(b“ b]) (218)

ij=1"
sowie dem Vektor I, = (I*(by), ..., I*(by)) .

Die grundlegende Idee von FEM ist die Wahl von Basisfunktionen b; € X, sodass
sie auf einem moglichst kleinen Trager supp(b;) := {x € G | b;(x) # 0} definiert sind.
Auf diese Weise besitzen viele Basisfunktionen voneinander disjunkte Triger und die
entsprechenden Eintrage in der sogenannten Steifigkeitsmatrix A, und der Masse-
matrix By verschwinden. Gewéhrleistet wird diese Eigenschaft, indem das Gebiet
G in einzelne Teilgebiete aufgeteilt wird und die Basisfunktionen lokal auf diesen
Elementen definiert werden. Ublich sind dabei Dreiecks- bzw. Tetraederelemente und
Rechtecks- bzw. Quaderelemente. Die Generierung eines geeigneten Gitters stellt eine
besondere Herausforderung dar, auf die hier nicht weiter eingegangen wird (siehe da-
zu [Sch97] oder [Ede06]). Im Folgenden sei stets eine Triangulierung 7 mit folgenden
Eigenschaften gegeben (siehe [KA00, §3.3]).

Definition 2.12 (Triangulierung). Eine Triangulierung T eines Gebietes G besteht
aus endlich vielen Teilmengen T C G mit den Figenschaften

1. Jedes T ist ein abgeschlossenes Lipschitz-Gebiet mit nichtleerem Inneren 70’,

3. und fir je zwei verschiedene Ty, Ty € T qilt T1 NI, = .

Die Triangulierung heifit zuldssig, wenn fir je zwei Elemente Ty, Ty einer Triangulie-
rung 01Ty N Ty entweder

o [eer ist
e cin gemeinsamer FEckpunkt ist,
e cine gemeinsame Kante ist

e oder fiir d = 3 eine gemeinsame Randfliche ist.

Dann ist nach dem Vorbild von [Cia78] ein Finites Element formal durch folgende
Definition gegeben.

Definition 2.13 (Finites Element). Fin Finites Element besteht aus dem Tripel
(T, Pr,Nt) mit den Eigenschaften

1. T ist ein Element der Triangulierung T .

2. Pr C C"™(T) ist ein Funktionenraum von auf T' definierten Funktionen (meist
Polynomen) der Dimension kr.

3. Ny ={N{,..., N[ } ist eine Basis des Dualrauwmes Py}, d.h. jedes lineare Funk-
tional N]" € N ist stetig beziiglich der Norm || e Hém(T) =D aj<m 1D @ [loo-

14



2.3. FE-Diskretisierung

Die zu Nt duale Basis By := {bl,n =1, ...,kr} von Pr ist durch
NI(bE) = b, jon=1,.. kpr

eindeutig definiert und heif$t nodale Basis von Pr. Ein Finites Element kann somit
auch als Tripel (T, Pr, Br) definiert werden.

Die globalen Basisfunktionen b; werden abschnittsweise so definiert, dass fiir jedes T' €
7 die Einschrankungen b;|7 in den Rdumen Py, die durch die lokalen Basisfunktionen
b aufgespannt werden, liegen. Dabei ist folgendes Lemma zu beachten.

Lemma 2.14. Seien 11,15 € T zwei verschiedene Elemente der Triangulierung T
mit gemeinsamen, nichtverschwindenden Rand R := 0TyNOTy # @ und p; € HY(Ty),
pa € HY(Ty). Unter der Bedingung p, = ps auf R ist

pi= pr o aufTh
p2 auf Ty

wohldefiniert, und es gilt p € H(T, U Ty).

Beweis. Siehe dazu [Cia78, Theorem 2.1.1] oder auch etwas spezieller [GR94, Lemma
4.1]. O

Damit die Basisfunktionen b; in H'(G) liegen, miissen sie folglich stetig auf den
Réandern der Elemente T' € 7 sein. Seien dazu R := 011 N 9Ty, # @ und 11,1, € T,
b2 |r die Einschrénkungen der auf R nicht verschwindenden nodalen Basisfunkionen
bi* und Pr, (R) = Pp,(R) mit Pr,(R) == {pr = p|r | p € Pr,,}. Werden nun die
Funktionen b,,"?| ausschlieBlich durch Funktionale N jT "* aus Pr, ,(R)" bestimmt und

ist V ]T =N JT 2, 8o konnen die auf R nicht verschwindenden nodalen Basisfunktionen
bt und b!2 stetig zusammengesetzt werden.

Fiir konforme FEM (b; € X;, C X) ist zusétzlich die Dirichletsche Randbedingung
(2.2a) zu beachten, d.h die Basisfunktionen miissen auf I" verschwinden.

Zur Assemblierung der Matrizen A, und By, bietet sich ein elementweises Vorgehen
fiir jedes Element T € 7 an: Sei I die Indexmenge der auf T nicht verschwinden-
den Basisfunktionen b; mit |I| = kr und dc : {1,...,k7} — {1,..., N} eine lokale
Abzéhlung dieser Basisfunktionen. Dann heiflen die Matrizen

k’T kT

ST = < /T Vbl () - ng(x)d:c> und M) = ( /T bE (z)bﬁ(x)dx)

n,m=1

(2.19)
die zu T gehorenden Elementmatrizen, und A, und Bj, ergeben sich durch Summation
der Eintrdge aus den Elementmatrizen:

n,m=1
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2. Helmholtz Probleme auf beschrinkten Gebieten

Setze A;, = B, =0.
Fir jedes T €7:
Berechne Elementmatrizen S und M™).
Fir nm=1,....kp:
Ah(iloc(n), i]oc(m)) = Ah(iloc(n), iloc(m)) + S(T) (77,, m)
Bh(iloc(n), i]oc(m)) = Bh(iloc(n), i]oc(m)) + M(T) (n, m)

Einige Beispiele fiir finite Elemente finden sich z.B. in [GR94, §4.2.2] und [KA00, §3.3].
Meist werden dabei zunéchst auf einem Referenzelement Tj lokale Basisfunktionen
bIo definiert und diese mittels einer affinen Abbildung auf allgemeine Elemente 7" der
Triangulierung 7 {ibertragen.

Definition 2.15 (Affin dquivalente Finite Elemente). Zwei unterschiedliche Finite
Elemente (11, Pr,, Br,) und (Ts, Pr,, By,) heiflen affin dquivalent, falls es eine affine
Abbildung g : Th — Ty gibt mit

1. g(Tl) = Tg,
2. Pr,={pog™ | p€ Pp} und
3. b2 =0l o g7t fiir alle bI* € Br, und b2 € Br,.

Folgendes Beispiel fiir Finite Elemente, die auch fiir hohe Polynomgrade geeignet
sind, ist [Sch98, §3] entnommen.

Beispiel 2.16 (Eindimensionales Finites Element). Seien d = 1, Ty = [-1,1], T =
{[x1, xa)], [2, 23], ..., [T Ny -1, TN, |} und die affine Abbildung
i+1 — Tj i+1 T T .
Erog(@) = T T B TR e Ty i=1,.., Ny,

2 2 ’

Die Referenzbasisfunktionen bilden eine Basis des Raumes Py(Ty), k > 1 der Dimen-
sion k + 1. Wir definieren zwei Randfunktionen

1+¢
2

() = 15 und Wo(e) = T35 £eT, (2.20)

und k — 1 innere Funktionen

_ 13
wn(g):,/2”2 3/ Loo(t)dt, n=3,..k+1. (2.21)
-1

L, _5(t) sind die Legendre Polynome (siehe [Sch98, §C.2]). Es gilt:

Uy (-1)=1, Y, (-1)=0, n=2,.,k+1und

2.22
Uy(l) =1, U,(1)=0, n=13, . k+1 (222)

Die Stetigkeitsbedingung aus Lemma 2.1/ ist somit erfillt, sofern die Freiheitsgrade
beziiglich der Randfunktionen auf benachbarten Elementen von T iibereinstimmen.
Diese werden deshalb auch Randfretheitsgrade genannt, wdhrend die Freiheitsgrade
beziiglich der inneren Funktionen innere Freiheitsgrade genannt werden.

Im Sinne von Definition 2.13 ist folglich fiir jedes i = 1, ..., N7 ein Finites Element
gegeben durch
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2.3. FE-Diskretisierung

1. T = [.Z'l',l’H_l],
2. Pr:=P,(T) mitk>1unddim Pr =k +1
3. und den nodalen Basisfunktionen bl := U, o097 n=1,...k+ 1.

Insgesamt erhalten wir so N = kNt +1 Fretheitsgrade. Die Elementmatrizen ergeben
sich fir jedes T = [x;,x;41) € T, hy '= 2441 — x; und 2.B. k=5 zu

i 10000
-5 3 0000
2 0O 0 1 000
(1) — £
S ml 0o 0 0100 |
0 0 0010
0 0 0001
2 1 1 1 2.23
3 3 v sw Y 0 (2.23)
1 2 -1 __1 0 0
3 3 NG 3v/10
el -+ —L 2 0o —— 0
MO =T NG NG 5 521
2 1 __1_ 0 2 0 _1_
3v10 3v10 . 21 ) 215
0 0 —s7 01 = (2)
0 0 0 -5 0 =

Die Steifigkeitsmatriz ist besonders einfach, da die Legendre Polynome ein Orthogo-
nalsystem des Hilbert-Raumes L*([—1,1]) bilden.

Fiir das zweite Beispiel benttigen wir zundchst den Begriff des Tensorproduktes zweier
Funktionenrdume.

Definition und Satz 2.17 (Tensorprodukt). Seien V, W endlich-dimensionale
Funktionenrdume von auf Dy bzw. Dy definierten, komplexwertigen Funktionen.
Dann st der Tensorproduktraum V @ W definiert durch

VoW :={f:DyxDy — C|Vw € Dy : f(e,w) €V und Vv € Dy : f(v,e) € W}.
FirveV undw e W istv®@w € VW definiert durch
(U ®U))(IL’,y) = v(x)w(y), YIS DVay S DW

Fiir belibiege (auch unendlich-dimensionale) Hilbert-Raume (V, (o, 0)y), (W, (o, 0)y)
kann nach [Mur90, Theorem 6.3.1] durch

(V1 ® Wy, v @ wo)vew = (v1,v2)v (W1, W2)w, vig € Viwipa €W (2.24)

ein Skalarprodukt definiert werden. Wenn Orthonormalbasen von V, W durch {v; | i €
Iv} bzw. {w; | j € Iw} gegeben sind, dann ist V @ W als Vervollstindigung von
span{v; ®w; | i € Iy,l € Iw} unter dem Skalarprodukt (e, ®)yew nach [Mur90, §6.3]
ebenfalls ein Hilbert-Raum.

Seien weiter A : Vi, — Vy, B : W7 — Wy lineare, beschrinkte Abbildungen und
Vi, Vo, Wy, Wy Hilbert-Raume. Dann ist nach [Mur90, Lemma 6.3.2] A ® B mit

(A® B)(vew) = A(v) ® B(v), velV, weW (2.25)
eine lineare, beschrinkte Abbildung von Vi@W, nach Vo@W,y mit || AR B|| = ||All|| B]].

17



2. Helmholtz Probleme auf beschrinkten Gebieten

Wenn die Matrizen

aj; a2
A — a21 a22 oo G (CnAXmA und B e CnBXmB

als lineare Abbildungen von C"4 @ C™4 bzw. C"8 ® C™5 nach C aufgefasst werden,
dann ist A® B mit Hilfe voriger Definition eine lineare Abbildung von (C"4 @ C™4)®
(C"e @ C™5) nach C® C. Der erste Raum kann mit dem Raum C"4"5 @ C™A™5 und
der zweite mit C identifiziert werden. Somit ist das Tensorprodukt zweier Matrizen

durch
an B a;B

A@B:=| anB anB --- | ¢ crans)x(mams) (2.26)

sinnvoll definiert.
Mit diesen Voriiberlegungen konnen wir analog zu [Sch98, §4.4.2.1] ein Finites Ele-
ment fiir d = 2 vorstellen.
Beispiel 2.18 (2d-Element). Seien d = 2 und das Referenzelement gegeben durch
1. Ty :=[-1,1] x [-1,1],
2. Pr, = P, ([-1,1]) ® Py, ([—1,1]) mit ky, ke > 1 und dim Pr, = (k1 +1)(k2 + 1),

3. den nodalen Basisfunktionen bgom =V, ® ¥, mit ¥V aus Beispiel 2.16 und
n=1,..k,m=1, .. ks.

Dann kann eine Triangulierung T aus Viereckselementen mit Eckpunkten (z1,vy1)",
(w2,y2) ", (73,y3)" und (z4,y4)" durch die bilineare Abbildung

0((5)) - i(@— D=0 (31 - e+ -1 (22)
€= 00+ (32) + €+ e+ () ) (6)em

gebildet werden. Falls die Elemente T € T Parallelogramme bilden, ist g sogar affin
linear.

Die Elementmatrizen auf Ty lassen sich sehr einfach als Tensorprodukte der eindimen-
sionalen Elementmatrizen berechnen; fir allgemeine T € T geht diese Figenschaft
jedoch verloren.

2.4. Konvergenz der FEM

Das Lax-Milgram Lemma 2.7 garantiert fiir X-elliptische Sesquilinearformen nicht
nur die Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung v € X des kontinuierlichen Variati-
onsproblems (2.11), sondern auch Existenz und Eindeutigkeit einer Losung u;, € X,
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2.4. Konvergenz der FEM

des diskreten Variationsproblems (2.16). Dies ist fiir X-koerzitive Sesquilinearfor-
men nicht der Fall, denn die folgende Verallgemeinerung des Lax-Milgram Lemma
iibertragt sich nicht automatisch von X auf Xj,.

Satz 2.19 (inf-sup Bedingung). Seien (V, (e, ®)y) ein Hilbert-Raum und s auf V xV
eine stetige, symmetrische Sesquilinearform. Dann ist die Babuska-Brezzi Bedingung

inf  sup st 91 =03>0 (2.27)

04V ozgev || fllvlgllv
hinreichend und notwendig fir die Aussage: Fiir alle I* € V' existiert eine eindeutige
Losung uw € V' des Variationsproblems
s(u,v) =0"(v), vevV,

und die Losung hingt stetig von I* ab.

Beweis. In [Sch98, Theorem 1.15] oder auch [Hac96, 6.5.3] ist dieser Satz mit etwas
allgemeineren Voraussetzungen bewiesen. Die zweite Bedingung dort ist in diesem
Fall auf Grund der Symmetrie immer erfiillt. O]

Falls s X-elliptisch ist, so ist die Bedingung (2.27) sowohl fiir X als auch fiir die
Unterrdume X, erfiillt:

R(s(f, f)) |s(f,9)|

—— = < sup )

[FalR ozgex gl

= C< inf sup M =
0£feX ozgex || fll1llgllx

Fiir allgemeine Sesquilinearformen ist dies nicht automatisch der Fall.

Beispiel 2.20. Seien

Cllfll <

0#£feX

S = ( é _01 ) und s(z,y) ==z Sy, x,yc R (2.28)

Da S stetig invertierbar ist, ist die Babuska-Brezzi Bedingung (2.27) mit V = R?
erfiillt. Sei nun Vi, C V mit Basisvektor (1,1)". Dann ist fir alle zp,yn € Vi
s(zn,yn) = 0, und die Babuska-Brezzi Bedingung ist fir dieses V, nicht erfillt.

Fiir X-koerzitive Sesquilinearformen gilt jedoch folgender Satz.
Satz 2.21. Sei s eine X -koerzitive Sesquilinearform und das Problem
s(u,v) =1"(v), veX

fir alle I* € X' eindeutig losbar, d.h. (2.27) sei erfillt. Weiter sei X, C X mit
dim X, = N eine Folge von Unterriumen, die gegen X streben:

lim inf ||f—gul1 =0, feX. (2.29)

N—oo gheXy

Dann existiert fiir hinreichend groffes N eine Konstante C > 0 mit

inf  sup IsUngn)l =: fn > CP. (2.30)

0£mEXn oguexn ||.fnll1]lgnlln
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2. Helmholtz Probleme auf beschrinkten Gebieten

Bewets. Mit Bemerkung 2.8 kann das Problem auf eine kompakte Storung einer X-
elliptischen Sesquilinearform zuriickgefiihrt werden. Mit der Hilfe des Lax-Milgram
Lemmas 2.7 und des Beweises von [Kre99, Theorem 13.7] folgt dann die Behauptung
mit der Riesz-Fredholm Theorie. Ein alternativer Beweis findet sich in [Hac96, Satz
8.2.8 und Lemma 11.2.7]. O

Mit diesen Voraussetzungen lésst sich der Diskretisierungsfehler ||u—uy||; durch einen
Approximationsfehler abschétzen.

Lemma 2.22 (Céa). Sei s entweder eine X -elliptische oder X -koerzitive Sesquiline-
arform. Im letzteren Falle seien zusdtzlich die Konstante 3 aus der BabuSka-Brezzi
Bedingung positiv und X}, eine im Sinne von (2.29) geeignete Folge von Unterrdumen
mit N = dim X,. Weiter seien u die eindeutige Lisung des Variationsproblems (2.11)
und uy, die eindeutige Losung des diskreten Variationsproblems (2.16) fiir hinreichend
grofses N. Dann ezistiert eine von N unabhdingige Konstante C' > 0 mit

lu—up|ly < C inf ||u— v (2.31)
’UhEXh

Beweis. Die Aussage ergibt sich zum einen direkt aus der Definition der X- Elliptizitélt
2.6 und ist z.B. in [KKA0O, Satz 2.17] nachzulesen. Es gilt dabei C' := £ mit den
Konstanten C aus der Stetigkeit der Sesquilinearform und C, aus der X Elllptlzltat
Im Falle der X-Koerzitivitédt gilt der Satz mit Satz 2.21 und [Hac96, Satz 8.2.1] oder
auch [Sch98, Theorem 2.20] mit C' =1+ % O

Ein dhnlicher Satz, der keine Babuska-Brezzi Bedingung, dafiir jedoch weitere Vor-
aussetzungen bendotigt, wird in [BS02, Theorem 5.7.6] bewiesen.

,,Gute” FEM zeichnen sich folglich dadurch aus, dass die Funktionen aus den endlich-
dimensionalen Unterrdumen X, die kontinuierliche Loésung v moglichst gut appro-
ximieren. Dies wird auch im folgenden Konvergenzsatz fiir FEM deutlich. In diesem
wird der Approximationsfehler durch eine Maf fiir die Feinheit der Triangulierung
abgeschétzt. Sei dazu 7 eine Triangulierung. Dann ist fiir jedes T" € 7 hr der Radius
der kleinsten Kugel, die T enthélt, und pr der Radius der grofiten Kugel, die in T’
enthalten ist. Das Ma#8 fiir die Feinheit von 7 wird durch A := maxrc7 hr definiert.

Ein Folge 7;, Triangulierungen aus Dreiecks- bzw. Tetraederelementen heifit geeignet,
wenn

h
sup el <
TeUp Ty T

gilt.

Satz 2.23. Seien (7,) eine solche Folge von Triangulierungen, k > 1 und alle
Finite Elemente aus 7y, affin dquivalent nach Definition 2.15 zum Referenzelement
(T(), PT(); BTO) mit

P.(Ty) C Pr, C HY(Ty), (2.32a)
HF s C™(Ty) (2.32b)
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2.5. Eigenwertprobleme

und m aus Definition 2.135.

Weiter sei uw € X N H**Y(G) Lésung von (2.11). Dann ezistiert eine von h un-
abhingige Konstante C' > 0 mit

inf |Ju—vplli < CR*||ulpy1- (2.33)
v €Xp
Beweis. Zum Beweis siehe [Cia78, Theorem 3.2.1 und Theorem 3.2.2]. O

2.5. Eigenwertprobleme

Wir haben bereits gesehen, dass fiir X-elliptische Sesquilinearformen das Lax-Milgram
Lemma 2.7 die eindeutige Losbarkeit der Gleichung (2.11) sicherstellt. Fiir X-koerziti-
ve Sesquilinearformen war jedoch im vorigen Abschnitt die Babuska-Brezzi Bedingung
(2.27) Voraussetzung fiir Existenz- und Konvergenzaussagen des Problems. Wir wer-
den sehen, dass genau fiir diejenigen Werte von x, die Wurzeln von Eigenwerten eines
verallgemeinerten Eigenwertproblems sind, diese Bedingung nicht erfiillt ist. Dazu
definieren wir zunéchst das Spektrum eines Operators S:

Definition 2.24 (Spektrum eines Operators). Seien (V, (e, )y ) ein komplexer Hil-
bert-Raum, S : V DO D(S) — V ein linearer Operator und id die Identitit in V. Dann
bezeichnet

p(S) = {\ € C | ker(S — Aid) = {0} und (S — Aid)(D(S)) = V}
die Resolventenmenge von S und
a(S) = C\ p(S)
das Spektrum von S. Weiter seien
75(S) = {A € o(S) | dim (ker(S — \id)) # 0}
das Punktspektrum,
7a(S) := {\ € ¢(S) | 0 < dim (ker(S — \id)) < oo}

das diskrete Spektrum und

0e(S5) = a(5) \ aa(9)
das wesentliche oder essentielle Spektrum. X € o,(S) wird Eigenwert mit Vielfachheit
dim (ker(S — Aid)), ker(S—A\id) Figenraum und f € ker(S—Aid)\{0} Eigenfunktion

genannt.

Die Resolventenmenge spielt bei der Frage der Losbarkeit eine entscheidene Rolle, da
aus dem Prinzip der offenen Abbildung die Existenz einer stetigen Inversen (S—\id)~!
folgt, wenn (S — \id)(D(S)) = V. Letzteres ist z.B. fiir abgeschlossene Operatoren S
nach [DLI0, Chapt. VIII, §1, Prop. 1] der Fall. Fiir jedes A € p(S) und jedes [ € V
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2. Helmholtz Probleme auf beschrinkten Gebieten

ist dann die Gleichung (S — Aid)u = [ eindeutig l6sbar und die Losung héngt stetig
von [ ab.

Die Unterscheidung des Spektrums in ein diskretes und ein wesentliches Spektrum
liegt im nachfolgenden Satz fiir normale Operatoren S begriindet. Wir verweisen fiir
den Beweis auf [Heu75, Sitze 70.5 und 70.6].

Satz 2.25. Sei S : V — V ein normaler Operator. Dann gilt:
1. Ein isolierter Punkt X des Spektrums o(S) ist ein Eigenwert von S, d.h. A €
op(5).

2. Das wesentliche Spektrum oc.(S) besteht aus den Hiufungspunkten des Spek-
trums o(S) und den Figenwerten unendlicher Vielfachheit.

Demnach besteht fiir normale Operatoren das diskrete Spektrum aus den isolierten
Eigenwerten mit endlicher Vielfachheit.

Satz 2.26 (Spektrum eines kompakten Operators). Sei S : V. — V' ein kompakter
Operator. Dann besteht o(S) \ {0} aus hichstens abzihlbar vielen Eigenwerten mit
endlicher Vielfachheit, die im Falle von #04(S) = oo eine Nullfolge bilden.

Beweis. Der Satz wird z.B. in [Heu75, Satz 43.2] und in [Alt99, Satz 9.8] bewiesen.
Er ist Teil der Theorie von Riesz-Schauder {iber kompakte Operatoren. O

Obige Theorie lasst sich auf X-koerzitive und X-elliptische Sesquilinearformen {iber-
tragen. Dazu konnte das Spektrum einer Sesquilinearform s durch das Spektrum des
nach Lemma 2.5 zugeordneten Operators S : X — X definiert werden. Fiir die Ses-
quilinearform a aus 2.12, die durch partielle Integration aus | o(—Af)gdx entstanden
ist, wire dies jedoch nicht der negative Laplace Operator —A : H*(G) — L*(G).

Aus diesem Grund ordnen wir einer Sesquilinearform s; den in [DL.90, Chapt. VIII,
§2.6] definierten Operator S; : X D D(S;) — L*(G) mit den Eigenschaften

81(f7g) = (Slfvg)()a fED(g1),g€X und
D(Sy) = {f € X | g+ s1(f, g) ist in der Norm von L*(G) stetig auf X}
(2.34)
zZu.

Bemerkung 2.27.

(i) Der Operator Sy ist unbeschrinkt und der Definitionsbereich 1)(5’1)~ liegt dicht
in L*(G). Versehen mit der Gmphenn~orm | o ||2D(§1) = [ o5+ ||S1 e ||§ und
dem zugehirigen Skalarprodukt ist D(Sy) stetig in X eingebettet. Da X durch
E : X — L*(G) kompakt in L*(G) eingebettet ist, ist auch D(S1) kompakt in
L?*(@G) eingebettet.

(ii) Sei a(f,g) aus (2.12), f,g € X und I' = OG. Dann gilt mit der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

la(f,9)| =

/G(—Af)(x)@dl’ = [(=Af,g)l < [[Afllollgllo; (2.35)
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2.5. Eigenwertprobleme

wenn nur Af € L*(G). Damit ist A = —A und D(A) = {f € X | Af €
L*(G)} D H*(G).

Der s durch (2.34) zugeordnete Operator S erscheint somit fiir unsere Zwecke sinn-
voller.

Definition 2.28 (Spektrum einer Sesquilinearform). Sei s eine Sesquilinearform auf
X x X und S der durch (2.34) zugeordnete Operator. Dann bezeichnet o(S) aus
Definition 2.24 mit V = L*(G) das Spektrum von s. Speziell fiir die Eigenwerte \ mit
zugehdorigen Eigenfunktion f von S gilt

Sf=XNdpe) [ ©s(f,.9) =M 90, g€X. (2.36)

Wir werden im néchsten Satz sehen, dass eine X-koerzitive Sesquilinearform ein rein
diskretes Spektrum besitzt. Da b(f, g) = (f, g)o mit b aus (2.12), ist die Konstante in

der Babuska-Brezzi Bedingung (2.27) fiir a — k2b genau dann positiv, wenn k2 € p(A)
und somit kein Eigenwert des verallgemeinerten Eigenwertproblems

a(u,v) = k*b(u,v), ve X (2.37)

mit zugehoriger nichttrivialer Eigenfunktion u € D(A) ist. Wenn G ein C*-Gebiet ist,

so kann auch u € X zugelassen werden, da daraus mit Satz 2.10 u € H*(G) C D(A)
folgt.

Satz 2.29 (Spektrum einer X-koerzitiven Sesquilinearform). Sei s eine X -koerzitive
Sesquilinearform mit zugehorigem Operator S. Dann ist das Spektrum o(S) rein dis-
kret und besteht aus hdéchstens abzdihlbar vielen Eigenwerten, die sich tm Falle von

#ad(g) = oo nur im Unendlichen hdiufen.

Beweis. Der Beweis aus [DL90, Chapt. VIII, §2.6] sei hier kurz skizziert. Sei S
D(S — L*(G) der s zugeordnete Operator. Dann existiert zu T := S + Cj id 2(g) mit
C aus der Gardingschen Ungleichung (2.14) nach dem Lax-Milgram Lemma 2.7 eine
stetige Inverse T~ : L?(G) — D(T). Da nach Bermerkung 2.27(i) D(T) kompakt in
L?*(G) eingebettet ist, ist T~ ein kompakter Operator von L?*(G) nach L*(G) und
Satz 2.26 ist anwendbar.

Seien nun A™' & 04(T7!), f € L*(G) und g = T~'f € D(T). Dann ist mit Hilfe der
Fredholmschen Alternative

1 1

eindeutig lésbar. Aus T~ 'u, \™'g € D(T) schlieBt man u € D(T). Weiterhin ist u die
eindeutige Losung der Gleichung

(T-Aidu=f & <5‘—(>\—C’k)id)u:f. (2.38)

Damit ist A — Cy € p(S) und die Behauptung ist mit Satz 2.26 gezeigt. ]
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2. Helmholtz Probleme auf beschrinkten Gebieten

Von entscheidender Bedeutung in vorigem Beweis ist die Kompaktheit der Einbettung
X C L*(G), da sie die Benutzung der Riesz-Schauder Theorie iiber kompakte Ope-
ratoren ermoglicht. Fiir unbeschriankte Gebiete GG ist dies jedoch nicht mehr gegeben
(vgl. Abschnitt 3.3).

Bemerkung 2.30. Fiir hermitesche Sesquilinearformen (s(f,g) = s(g,f)) ist S
selbstadjungiert. Mit den obigen Voraussetzungen sind in diesem Fall die Figenrdume
von S nach [DL90, Chapt. VIII, Theorem 2.6] endlich-dimensional und die zugehi-
rigen Figenfunktionen bilden ein Orthogonalsystem. Zusdtzlich sind die Eigenwerte
alle reell, wie folgende einfache Rechnung zeigt

Dies deckt sich mit den Ergebnissen aus Bemerkung 2.9. Dort wurde bereits gezeigt,
dass die Sesquilinearform a — x?b nur fiir k* > 0 (in Ausnahmefillen auch x = 0)
nicht X-elliptisch ist. Somit sind alle k2 # 0 in der Resolventenmenge p(A) von a
und das Spektrum a([l) besteht aus Eigenwerten A endlicher Vielfachheit mit A > 0.
Sofern I' C OG ein nicht verschwindendes Maf hat, ist A > 0 bereits in Bemerkung 2.9
gezeigt. Andernfalls sei im Widerspruch zur Behauptung der kleinste Eigenwert von
a A1 < 0. Dann existiert ein Cp > 0 mit A\; < —C}, sodass s := a + Cpb X-elliptisch
ist und somit ein echt positives, diskretes Spektrum mit kleinstem Eigenwert A; > 0

besitzt. Nach dem Beweis des Satzes 2.29 ist 04(A) = 04(S) — Ck und somit der
kleinste Eigenwert von a A\; — C} > A; und die Behauptung gezeigt.

Fassen wir die Ergebnisse fiir a — x2b zusammen:

Satz 2.31. Die in (2.12) definierte Sesquilinearform a besitzt ein rein diskretes Spek-

trum o(A) aus nicht negativen Figenwerten. Das Eigenpaar
(A, u) € o(A) x ker(A — Xid) \ {0}
lost das verallgemeinerte Eigenwertproblem
a(u,v) = Ab(u,v), v e X. (2.39)

Genau fir die Wurzeln mit positivem Realteil k = v\ der Eigenwerte X\ ist das
Variationsproblem (2.11) nicht eindeutig lGsbar.

In Bemerkung 2.27(ii) wurde bereits gezeigt, dass der a zugeordnete Operator A
der negative Laplace-Operator ist. Somit ist das Spektrum des negativen Laplace-
Operators auf beschréankten Gebieten durch vorigen Satz charakterisiert.

Beispiel 2.32 (Rechteck). Sei G := (0,a) x (0,b) mit a,b > 0 ein Rechteck. Dann
besitzt das Dirichletsche (I' = 0G) Eigenwertproblem (2.39) die Eigenwerte

2 2
b= (T) +(F) 0 vmen

und die zugehorigen Figenfunktionen

Uy, = sin <%T:):> sin (%y) , (z,y) €G.
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2.5. Eigenwertprobleme

Die FE-Diskretisierung aus Abschnitt 2.3 fiir das Eigenwertproblem (2.39) oder allge-
meiner fiir (2.37) fithrt zur Rayleigh-Ritz Methode:

(An, up) sei nichttriviales Eigenpaar von a(up,vn) = Apb(un, v), v, € X (2.40)
Dies ist dquivalent zur Losung des verallgemeinerten Matrix-Eigenwertproblems
AhOéh = )\hBOéh. (241)

Dieses Matrix-Eigenwertproblem kann mit der im Software-Paket ARPACK [LSY98]
enthaltenen Arnoldi-Methode gelost werden, bei der das Eigenwertproblem in geeigne-

te Krylov-Unterrdaume projeziert wird. Eine ausfiihrlichere Erlduterung der Methode
findet sich in [LSY98, §4.5].

Satz 2.33 (Konvergenz der Rayleigh-Ritz Methode). Sei X, C X mit dim X, = N
eine Folge von Unterrdumen, die im Sinne von (2.29) gegen X streben. Weiter seien

0 < M\ < X\ < ... die Eigenwerte von (2.39) mit zugehérigen paarweise orthonor-
malen Figenvektoren uy, us ... und /\21) < )\22) < ... < AgN) die Figenwerte von

(2.40). Die Eigenwerte seien jeweils ihrer Vielfachheit nach aufgefihrt. Dann gilt fir
hinreichend groffes N

J
0 <A =X <r(h) Y- ik flon —willv, j=1,...N (2.42)

=1

mit limy, or(h,7) =1 .

Beweis. Der Beweis ist in [Mer91, Satz 4.1] ausgefiihrt. Zentraler Punkt der Theorie
ist dabei die Charakterisierung der Eigenwerte mit Hilfe des Rayleighschen Quotien-
ten R(f) := ALAEAL0 g o f e X

Aj = 2%1} max R(v), (2.43)

dim E=j
welche mit Hilfe der Spektraldarstellung eines selbstadjungierten Operators gewon-
nen wird (siehe [WS72, Kapitel 2]). Der Term ¢(f, f)o mit € > 0 garantiert die
X-Elliptizitdt des Zahlers und verschiebt das Spektrum ins Positive. Falls I' nicht
verschwindendes Maf3 besitzt, kann ¢ = 0 gesetzt werden. O

Der Satz ist das Analogon zum Céa Lemma 2.22; mit Hilfe des Satzes 2.23 ist die
Konvergenz der Ritz-Eigenwerte sichergestellt.

Bemerkung 2.34. Auch wenn wir den Satz nur fir die Sesquilinearformen a und b
aus (2.12) formuliert haben, so kann er auf allgemeinere Sesquilinearformen erweitert
werden. Entscheidend dafir ist, dass die Sesquilinearformen hermitesch sind. Nach
Bemerkung 2.50 ist dann der zugeordnete Operator selbstadjungiert, das Spektrum
reellwertig und eine Aussage der Form (2.43) erst moglich. Weiter muss das Spektrum
nach unten beschrdinkt sein, damit nach einer Spektralverschiebung durch einen Term
wie e(f, f)o die Sesquilinearform positiv definit wird und ein Skalarprodukt definiert.
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2. Helmholtz Probleme auf beschrinkten Gebieten

Aus (2.43) folgt, dass die Ritz-Eigenwerte )\g) monoton von unten gegen die Eigen-
werte \; konvergieren. Da mit Hilfe des Goerisch-Verfahrens [Mer96] auch numeri-
sche Schranken von oben fiir A\; moglich sind, lassen sich die Eigenwerte des Problems
(2.39) sehr genau bestimmen. Zur Konvergenz der Ritz-Eigenfunktionen siehe [Mer91,
Satz 3.1].
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3. Helmholtz Probleme auf
unbeschrankten Gebieten

Es sei im Gegensatz zum vorigen Kapitel Q C R? eine offene, unbeschrinkte Teilmenge
des R? mit d = 2, 3. Weiter sei Q das Komplement eines kompakten Lipschitz-Gebietes
K, dh Q:=R%\ K, k € C eine Wellenzahl mit positivem Realteil R(x) > 0 und
u : Q) — C eine Losung des externen Helmholtz Problems

— Au(z) — k*u(r) = 0, x€Q, (3.1a)
ou

— = 1 Q b

50 loa ,  x € 08, (3.1b)

u erfiillt eine Ausstrahlungsbedingung. (3.1c)

Aus der Unbeschrinktheit des Grundgebietes €2 resultieren einige wesentliche Unter-
schiede zu den bereits vorgestellten Helmholtz Problemen auf beschréankten Gebieten

G:

e Die Gleichung (2.1) wird durch die Vorgabe der Bedingungen (2.2) auf dem
gesamten Rand des Grundgebietes OG fiir geeignete k eindeutig losbar. Da
) unbeschrinkt ist, liegt ein Teil des Randes ,,im Unendlichen”, d.h. fiir die
Eindeutigkeit werden in diesem Fall Bedingungen an das Verhalten der Losung
fiir || — oo benétigt. Eine klassische Ausstrahlungsbedingung wird zusammen
mit den daraus resultierenden Losungen im nédchsten Abschnitt vorgestellt.

e FEM arbeiten mit einer Zerlegung 7 des Grundgebietes in endliche Teilgebie-
te (FE), auf denen lokal Ansatzfunktionen definiert werden (siehe Beispiele 2.16
und 2.18). Es miissen folglich Techniken entwickelt werden, entweder das Grund-
gebiet kiinstlich zu beschrénken oder unbeschréinkte Finite Elemente zu behan-
deln. Einen Teil dieser Methoden wird im zweiten Abschnitt unter dem Begriff
transparente Randbedingungen zusammengefasst.

e Im Satz 2.31 bzw. in der Bemerkung im Anschluss an den Satz wurde gezeigt,
dass das Spektrum des negativen Laplace-Operators auf beschrankten Gebie-
ten G aus reellen, diskreten Eigenwerten mit endlicher Vielfachheit besteht.
Dies liegt im wesentlichen in der Kompaktheit der Einbettung H*(G) C L*(G)
begriindet, da diese die Benutzung der Riesz-Fredholm Theorie ermdéglicht. Fiir
unbeschriankte Gebiete ist die Einbettung nicht mehr kompakt; die reellen Ei-
genwerte werden, wie im letzten Abschnitt des Kapitels beschrieben, zu kom-
plexen Resonanzen.

Die Unbeschrianktheit des Gebietes €2 macht es notwendig, lokale Sobolev-Raume
H; () einzufiihren.

loc
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3. Helmbholtz Probleme auf unbeschriankten Gebieten

Definition 3.1. H} () ist der Raum aller Funktionen auf S, fir die die Ein-
schrankungen auf kompakte Teilmengen K C € mit Lipschitz-Rand 0K in H*(K)
liegen.

Fiir [ € H'Y?(99) suchen wir eine Losung von (3.1) in HZ (). Wir werden spiter
sehen, dass abhiingig von k diese Lésung nicht in H?(€2) liegen muss.

3.1. Streuprobleme

Wir wollen in diesem Abschnitt einige klassische Resultate zu dem Streuproblem (3.1)
mit £ > 0 und der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung

lim |z|T (i - m) u(z) =0 (3.2)

vorstellen. Die Konvergenz in der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung wird als
gleichméBig in z/|x| vorausgesetzt.

Bemerkung 3.2. In diesem Kapitel wird im Wesentlichen der zwei- und dreidimen-
sionale Fall d = 2,3 behandelt. Fiir den Fall d = 1 reduziert sich die Sommerfeldsche
Ausstrahlungsbedingung auf u' = iku. Vergleiche dazu auch den Beginn von Abschnitt

4.1,

3.1.1. Polarkoordinaten und Laplace-Beltrami-Operator

Seien B, = {z € R? | |#| < a} ein Ball mit Radius ¢ > 0 und T, := 9B, der
zugehorige Rand. Fiir kreisformige Gebiete Q wie R? \ B, ist der Ubergang zu Po-
larkoordinaten r := || € Ry und %X := z/|z| € I'; sinnvoll. Im weiteren Verlauf der
Arbeit wird es sich als niitzlich erweisen, diese Definition etwas zu verallgemeinern
und r := |z|/a bzw. X := x/r € T', zu verwenden. Der Laplace-Operator ist in (r, X)

gegeben durch

1 d—1 1
A=— (a,% + Tar) + 5485 (3.3)

a
mit dem Laplace-Beltrami-Operator Ay auf I',. Sind
sin @ cos ¢

X=a <C.OS<’0) und X=ua| sinfsingp (3.4)
sin ¢
cos 6

mit ¢ € [0,27) und @ € [0, 7) Parametrisierungen von I'y, so gilt

1 |2 d=2
Ao — o
a2 {—.1 Dy (sin0p) + 502, d=3" (3:5)
sing 0 0 (sin6)2 “¢”
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3.1. Streuprobleme

Bemerkung 3.3. Sowohl (3.3) als auch (3.5) ergibt sich aus der Definition des
Laplace-Beltrami-Operators A = div grad mit den verallgemeinerten Divergenz- und
Gradientenoperatoren auf einer Untermannigfaltigkeit des R?. Diese wiederum werden
fiir eine Parametrisierung der Mannigfaltigkeit x(£§) mit Hilfe des Metrischen Tensors

. Oxr Ox
9= (gij) mit gi; = 96 O¢ (3.6)
i J

bzw. des zu g inversen Tensors g~' = (g") sowie der Determinante |g| von g definiert
durch

grad = Z g2j‘65j und  div f2 = \/% Z Ok, (Mj‘}) : (3.7)

Insgesamt gilt .
A=) —=0(Vlglg" 0 (3-8)
Z; Jal ( f)

und z.B. (3.5) mit d = 3 folgt mit g = a®diag(sin® 6, 1). Der Oberflichengradient Vg
st dabei mit obiger Parametrisierung

1 1 %8
N = 7 — N ot— stn260 P i —
Vi : 2(9@ fiir d =2 und Vg : 5 ( ) ) fur d = 3. (3.9)

Lemma 3.4 (Eigenfunktionen von Ag). Der Laplace-Beltrami-Operator Ag besitzt
auf L*(T,) ein vollstindiges Orthonormalsystem aus Eigenfunktionen ®,, n € N,
mit zugehorigen Eigenwerten \,.

1. Fiir d =2 sind die Eigenwerte von der Form A, = —V(QLQQ mit v(n) := (%W Mit
Ausnahme \g = 0 haben die Figenwerte die Vielfachheit 2 und Figenfunktionen
1

sind durch ®,(X(p)) := \/T?ei”(”)i“’ gegeben.

2. Fir d = 3 sind die Figenwerte von der Form A\, = _M und haben die
Vielfachheit 2v(n) + 1, wobei v eine bijektive Abbildung von Ng nach Ny mit

v(0) =0, v({1,2,3}) = {1,1,1}, v({4,...8}) = {2,...,2}, ..

ist. Als Eigenfunktionen konnen Kugelfidchenfunktionen, die Einschrdnkungen
auf I'y von homogenen, harmonischen Polynomen der Ordnung v sind, verwen-
det werden.

Beweis. Homogene Polynome (siehe [FGS98, Abschnitt 2.1]) der Ordnung v besit-
zen eine Polarkoordinatendarstellung der Form 7Y, (X), wobei Y, genau die Ein-
schrinkungen dieser Polynome auf I', darstellen. Da harmonische, homogene Poly-
nome Losungen der Laplace-Gleichung sind, ergibt sich mit (3.3) fiir Y,

(M A v=o

a?
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3. Helmbholtz Probleme auf unbeschriankten Gebieten

Damit sind die Kugelflichenfunktionen der Ordnung v Eigenfunktionen zum FEigen-
wert —V(l:{l). Mit der Greenschen Formel, angewandt auf zwei Kugelflachenfunk-
tionen, ergibt sich die Orthogonalitdt. In [CK98, Theorem 2.6] wird die Existenz
von exakt 2v + 1 linear unabhéngigen Kugelflichenfunktionen der Ordnung v und
in [CK98, Theorem 2.7] die Vollstandigkeit des Systems aus Kugelflachenfunktionen
gezeigt. Zum Schluss wird in [FGS98, Lemma 3.5.2] gezeigt, dass keine weiteren Ei-

genfunktionen existieren.

Fir d = 2 bilden die trigonometrischen Polynome ein Orthogonalsystem aus Ei-
genvektoren. Die Vollstandigkeit dieses Systems folgt z.B. mit dem Weierstraf3schen
Approximationssatz. [

Der erste Teil des vorigen Lemmas kann auch direkt aus Bemerkung 2.30 gefolgert
werden. Da wir im weiteren Verlauf jedoch immer wieder auf dieses Lemma und die
genaue Gestalt der Eigenwerte zuriickkommen werden, haben wir den Beweis explizit
durchgefiihrt.

3.1.2. Streuung an einer Sphare

Eine Losung u € C?(2) von (3.1) mit Q = R?\ B, lisst sich beziiglich {®,|n € N}
in eine Fourier-Reihe entwickeln

u(r®) =Yt (r) @, (%) mit uy(r) = / u(rR)®, (X)dx (3.10)

a

und (3.1) ist dquivalent zu

" d‘_'l / 2 QZAn
up(7) + == (1) + | (ar)” + —5= Jun(r) =0, r =1, neNo (3.11)
oder speziell fiir d =2 und A\, = —Z—i
" 1 / 2 V2
UV(T’) + ;uu(r) + (CLK)) - T_2 UV(T) = 07 r > 1. (312)

(3.12) wird Besselsche Differentialgleichung und (3.11) fiir d = 3 sphérische Besselsche
Differentialgleichung genannt.

Bemerkung 3.5. Wenn U,(axr) eine Lisung der Besselschen Differentialgleichung

(3.12) ist, so ist
1
u, (akr) = ——==U,41/2(arr) (3.13)

VvV arTr

eine Losung der sphdrischen Besselschen Differentialgleichung.
Als Differentialgleichung 2.0Ordnung kann jede Losung von (3.12) als Linearkombinati-

on zweier linear unabhéngiger Losungen dargestellt werden. Ein solches Losungspaar
ist w.a. durch die bekannten Hankel-Funktionen HS"? erster und zweiter Art gegeben.
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3.1. Streuprobleme

Auf eine genaue Definition soll an dieser Stelle verzichtet werden. Eine Herleitung,
basierend auf Reihendarstellungen fiir die Bessel-Funktionen 1. und 2. Art, findet
sich z.B. in [Arf66, §11]. Eine besondere Schwierigkeit stellt dabei die Definition ei-
ner von den Bessel-Funktionen 1.Art linear unabhéngigen Bessel-Funktion 2.Art dar.
Losungen der sphérischen Besselschen D1fferent1alglelchung sind mit Bemerkung 3.5

ﬁurch die 1spharlschen Hankel-Funktionen A(/? (akr) == (arr) Hii/f/g(amr) gege-
en. Es gilt
(12) B 6:I:zt
he () = . (3.14)

Die weiteren sphérischen Hankel-Funktionen lassen sich mit den Rekursionsformeln
des folgenden Lemmas ebenfalls explizit berechnen.

Lemma 3.6. Seien HS/? = (o) 742 HY?  und z € C\ (R_U {0}). Dann gilt

v—1+d/2
HYD(z) = =270, (z"HYP(2)), v=0,1,.., (3.15a)
HYD (2) +HID () W—Zﬂ (1/2(2), v=1,2,...,  (3.15b)
/2 B |e%| 1
(H2(2)| = B (1 +0 (m>) ., |z| = o0, (3.15¢)
z v HWY(k|z|) erfillt (3.2). (3.15d)

Beweis. Die Beweise der ersten beiden Formeln verwenden die Reihendarstellungen
der Hankel-Funktionen und sind in [CK98, §2.4 und §3.4] beschrieben. Zusammen mit
(3.14) ergibt sich das asymtpotische Verhalten der sphéarischen Hankel-Funktionen
und damit die letzte Aussage fiir d = 3. Das asymptotische Verhalten im Falle d = 2
wird in [Wat95] nachgewiesen. O

Wird die Randfunktion [ analog zu (3.10) beziiglich {®,,} in ihre Fourier-Koeffizienten
ln = (I, ®y) 12(r,) entwickelt, so 16sen die Fourier-Koeffizienten u,, der Losung u von
(3.1) die separierten Probleme

d—1 “An
i)+ )+ (@0 ) = 0 rzl (316
r T

w, (1) = aly, (3.16b)
u erfiillt (3.2) (3.16¢)

mit n € Ny. Zu beachten ist hierbei, dass wegen der Skalierung r = |z|/a gilt 0,u =
(1/a)0,. Da wegen (3.15¢) und (3.15d) die (sphérischen) Hankel-Funktionen 1.Art
(3.2) erfiillen und die (sphérischen) Hankel-Funktionen 2.Art nicht, ist

up(r) = anV(n (akrr), r>1 mitec, €C.
Mit (3.16b) folgt ¢, = T’() und es existiert genau eine im Sinne von (3.2)
"(n)
ausstrahlende Losung u,, von (3.16) mit
In (1)
U (1) = —,Hy(n)(a/ﬂ“), n=0,1,.. (3.17)
KH 0 ()
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3. Helmbholtz Probleme auf unbeschriankten Gebieten

In [CK98, Theorem 2.14] wird gezeigt, dass die zusammengesetzte Funktion
A — ln 1 A
u(rx) = Z (D—,Hf/(;)(amr)q)n(x). (3.18)
n=0 KH,y (Ka)

fiir geeignete [,, auf kompakten Teilmengen von () konvergiert und die eindeutig be-
stimmte, im Sinne von (3.2) ausstrahlende Losung von (3.1) ist. Wir werden spéter
in den Sétzen 3.9 und 3.12 auf diesen Punkt genauer eingehen.

Fir K > 0 ist H,(jl()n)/(lia) # 0, wie aus folgendem Lemma hervorgeht. Wir wer-
den spéter in Abschnitt 3.3 auf die Nullstellen der (sphérischen) Hankel-Funktionen
zuriickkommen.

Lemma 3.7. Fir R(k) > 0 und v > 0 existieren endlich viele Nullstellen k von H
/
bzw. HY . Fiir diese gilt S(k) <0 und |k| > C > 0.

Beweis. Der Beweis folgt mit [AS64, S.373 und S.441]. Vergleiche auch Abbildung
3.1. O

Bemerkung 3.8. Wenn wir an Stelle von (3.1b) eine Dirichletsche Randbedingung
u‘ag =1, x€df) (319)

stellen, so ergibt sich vollstindig analog

= l
A n 1 A
u(rx) = E THE,(ZL)(G/W)Q)TL(X). (3.20)
=0 M,k
R(x)
0 10 15 20
T T T 1
v=2
* . v=5
. —
_— " * V—10
- e L Y =15
- - - P R R A =
-
7 T -~ I +=20
I L /”// P A
_5_ F_"_’_'_-'-"_; _,,/(’__t' G’/ - // //// //// - // -
- —
— T T I = . LT
— il "’fﬂr"’r’/ ///"'/// ///‘//*{ *’/;/ -~
¥ "__F_j:-—r’”""_,-""‘;/“/ w7 ///" .///" /)
I I i P e
L"? -— —_ — -— - - - "
.'—"'__P_’.ﬁ - —~ T T //‘ /‘,
-'-i—""_d_‘_’rf_—“""##_x"'{ = .‘/ e //
- —_— - - - - -~
T S e I S
- — » -~
‘_,_..—a—-'-.’_” T ﬁ_f"'_ﬂ_ﬁ__ﬁ-r r/
- e
——— T T T T
e -
-— T
- ——

-{5L

Abbildung 3.1.: Nullstellen der sphérischen Hankel-Funktionen fiir v = 2, ..., 20
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3.1. Streuprobleme

3.1.3. DtN-Operator

Die bekannte Losung des Streuproblems an einer Sphére I', kann fiir allgemeine Streu-
probleme der Form 2 = R?\ K mit kompaktem K C B, genutzt werden, indem das
Grundgebiet in zwei Teilgebiete Qi = B, \ K und Qey := R4\ B, zerlegt wird (siche
Abbildung 3.2).

Qext I,

Abbildung 3.2.: Zerlegung des Grundgebietes €2

Formal kann das Streuproblem (3.1) auf diese Weise in zwei miteinander gekoppelte
Probleme fiir uy,, := u|q,, und ey = ulq,,, zerlegt werden:

int

— Ay — KUy = 0, in Qine, (3.21a)

auint
=1 f oK 3.21b
ov lok ’ a ’ ( )

a in
gyt = auf T, (3.21¢)

und

- Auext - RZUext == O) in Qext; (322&)
Uex|r, = Go, auf Ty, (3.22b)
Uexy  erfiillt eine Ausstrahlungsbedingung. (3.22¢)

Die Kopplung entsteht durch w,; = Uext und 0, uin = O, Uexy auf I', und spiegelt sich
in einer Beziehung zwischen gy und g wieder. Mit g(()") = (90, Pn)r2(r,) lésst sich
diese Beziehung durch die Losung (3.20) des externen Problems darstellen

o g )
Ottt KH, o (aK) ()
/ ex ~ n
g = =3 e T (g, (3.23)
D v e = M) (an) ’
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3. Helmbholtz Probleme auf unbeschriankten Gebieten

Dabei ist zu beachten, dass die Reihe in (3.20) wegen [Néd01, Theorem 2.6.2] glied-
weise differenziert werden darf. Die Abbildung g +— ¢, wird Dirichlet-to-Neumann-
Operator (kurz DtN-Operator) und die inverse Abbildung NtD := DtN~! Neumann-
to-Dirichlet-Operator gennant.
Satz 3.9. Der DtN-Operator hat fiir R(k) > 0 die folgenden Eigenschaften:
(i) DtN ist ein linearer, stetiger Operator von HY?(T',) nach H='/?(T,).
(ii) Es existiert ein linearer, kompakter Operator L : H'/*(T',) — H~Y/*(T',), sodass
DtN —L nicht mehr von k abhingt und R (fFa (DtN —L) (f)fdf() < 0 fiir alle
f e H'2(Ta)\ {0}
(iii) Fir k>0 gilt S ( Jrn, DEN( f)?dfc) > 0 fiir alle f € HY2(T,)\ {0}.
Beweis. Die Linearitét von DtN ist unmittelbar ersichtlich. Fiir f € H*(I',) kann eine

zu || ® || gs(r,) dquivalente Norm analog zu [FGS98, §5.1] mit den Fourier-Koeffizienten
Jn = (f, ®n)r2(r,) definiert werden durch

/]

froray ~ Y (L v(n)™ | ful. (3.24)
n=0

(1’
Fir a,, = %((a';) gilt mit Hilfe von (3.15a) und (3.15b)

v+d-=2 /{Hl(,l_)l(a/-@)

a, = . (3.25)
a ! (ar)
Dann ist wegen
o) 2
2 Qu(n) 2
IDEN £ 115172, ~ Z ’Tm) (1+v(n) |fa] (3.26)

die erste Behauptung bewiesen, sofern o, = O(v). Mit den asymptotischen Entwick-
lungen fiir die (sphérischen) Hankel-Funktionen (siehe [CK98, §2.4 und §3.4])

1-3-...-2vr—1 1
AP (z) = 5 Z'Zw(ly )<1+O(;>), z€C und

HO () = % (1 L0 G))

folgt dies mit

HY 1

'i(”l)—lm“) ~0 (—) . (3.28)
Hy' (akr) v

Die zweite Behauptung ist ebenfalls gezeigt, wenn der Operator L durch

(3.27)

KH (ak)
— g . v(n)—1 1/2
L(f)gdx := E ————fn(9, Pn) 21, f,g€e H'*(I'y), 3.29
/Fa () o Hl(,l(zl)(a/f) ( Jxr) (I) ( )
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3.1. Streuprobleme

definiert wird, da wegen ||Lf||zi/2r,) < oo L als Abbildung von H'/2(I,) nach
H'Y2(T',) aufgefasst werden kann und die Einbettung H'/?(T,) — H~'/*(I',) kom-
pakt ist.

Die dritte Behauptung ist dquivalent zu I(ay,) > 0 und findet sich z.B. in [[hl98,
Lemma 3.3]. O

Bemerkung 3.10. Wir unterdriicken aus Notationsgrinden die Abhdngigkeit des
DtN-Operators von k. Fir Streuprobleme stellt dies kein gréfieres Problem dar. Bei
Resonanzproblemen hingegen ist diese Abhdngigkeit entscheidend, da sie nichtlinear
in den gesuchten Eigenwerten r? ist.

3.1.4. Eindeutigkeit und Aquivalenz

Mit Hilfe des DtN-Operators kann eine Variationsformulierung fiir (3.21) in X :=
H' () angegeben werden:

s, v) = I*(v), veEX (3.30)
mit
sfo) = | (Vg ) dr - / DN (flr gl d, (331
AU
fir f,g € X.

Lemma 3.11. Fir die Sesquilinearform s gilt:

(1) Fir R(k) > 0 ist die Sesquilinearform s aus X -koerzitiv, d.h. s ist stetig auf
X x X und es existieren Konstanten C1,Cy > 0 mit

R(s(f, 1) + Cill fll2@u) + R <(Lf|Fa7 f|Fa)H*1/2(Fa)><H1/2(Fa)> > ol [ f1l (@) -

(3.32)

(ii) s erfillt fir k > 0 eine inf-sup Bedingung (2.27), d.h. (3.30) besitzt fir alle
I € HY?(0K) eine eindeutige Losung, und die Lisung hingt stetig von [ ab.

Beweis. Die Stetigkeit von s folgt direkt aus Satz 3.9(i) mit dem nach Satz 2.3 stetigen
Spuroperator T : H' () — HY2(T,). Die Ungleichung (3.32) ist eine direkte Folge
aus Satz 3.9(ii) und Bemerkung 2.9. Dies ist in der Tat eine Garding Ungleichung im
Sinne von Bemerkung 2.8, da

(Lf|l“aa f|ra)H*1/2(Fa)><H1/2(Fa) = (T/LTf, f)L2(Qint) (3-33)

mit dem dualen Operator 7" : H~Y/2(I',) — H ' (Q4y). Mit der Kompaktheit von L
ergibt sich somit eine kompakte Storung einer X-elliptischen Sesquilinearform.

Fiir die zweite Behauptung ist mit der Riesz-Fredholm Theorie nur noch die Eindeu-
tigkeit zu zeigen. Hinreichend dafiir ist 3.9(iii) (siehe [Ih198, Theorem 3.2]). O
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3. Helmbholtz Probleme auf unbeschriankten Gebieten

Mit Hilfe der eindeutigen Lésbarkeit von (3.30) gilt folgender Aquivalenzsatz.

Satz 3.12. Seien u € H2 (Q) eine Lisung von (3.1) und R(k) > 0. Dann ist uy, =
ula,, € HY (i) Lisung von (3.30). Umgekehrt kann die fiir k > 0 eindeutige Lisung
Uint € H(Qne) von (3.30) eindeutig zu einer Lisung u € HE () von (3.1) fortgesetat

werden.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist trivialerweise mit der Definition (3.23) des
DtN-Operators erfiillt. Fiir den zweiten Teil sei uy, € H' () die eindeutige Losung
von (3.30) und

Uing (), fir z € Qe

u\r) = oo (tint|rg,Pn) a az . :
T\ e ) (sl (52 €

(3.34)

Uext = U|q,,, liegt fiir jedes kompakte K; C ey nach [Néd01, Theorem 2.6.2] in
H'(K;) und ist wegen [CK98, Theorem 2.14] austrahlende Losung der Helmholtz-
Gleichung (3.22a). Die Beweise werden zwar nur fiir £ > 0 und in [Néd01] fiir d = 2
und in [CK98] fir d = 3 gefiihrt, konnen jedoch in dieser Formulierung auf R(x) > 0
und d = 2, 3 verallgemeinert werden.

Sei weiter Ky C € ein kompaktes Gebiet mit C2-Rand 0K,. Dann ist wegen %

Ta
% r, und Ui |r, = Uexs|r, die eingeschriinkte Funktion u|x, € H'(K,) Losung der

Gleichung

/ (Vu - Vv — k*ud) do = / @(s)mds, ve HYK,).
Ko arc, OV

und mit dem Regularititssatz 2.10 folgt u|r, € H?*(K,). Somit ist u € H2_(Q) und
16st (3.1). Aus der Eindeutigkeit in Bemerkung 3.8 der Losung e auf Qe bei
gegebenen Dirichlet-Daten wu;,|r, folgt die Eindeutigkeit von w. O

Damit ist theoretisch die in Abschnitt 2.4 dargestellte Konvergenztheorie konformer
Finite Elemente Methoden anwendbar. Eine Schwierigkeit stellt in der praktischen
Anwendung der DtN-Operator dar, da er aus einer unendlichen Reihe besteht und so
nicht ohne weiteres implementiert werden kann. Deswegen werden wir im néchsten
Abschnitt klassische Methoden zur Approximation des DtN-Operators vorstellen.

3.2. Transparente Randbedingungen

In Abschnitt 3.1.3 wurde das Streuproblem (3.1), das auf dem unbeschrankten Gebiet
) gegeben ist, auf das Gebiet i, eingeschrankt. Der implizit in (3.21) oder explizit
in der zugehorigen Variationsformulierung (3.30) auftauchende DtN-Operator ist nu-
merisch nicht anwendbar. Wir werden deshalb an Stelle der exakten Randbedingung

auf I',
auin‘n

— DtN (Uint’Fa) +

o |, =0 (3.35)
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3.2. Transparente Randbedingungen

eine sogenannte transparente Randbedingung verwenden:

auin‘c

— DtNayp (uiner, ) + = 0. (3.36)

v Ir,
Diese Randbedingung soll moglichst wenig unnatiirliche Reflektionen am kiinstlichen
Rand T', hervorrufen. Es gibt mehrere Zugénge zur Konstruktion solcher Randbedin-
gungen. Wir werden uns in diesem Kapitel auf die Zugénge iiber die bereits definierten
Hankel-Funktionen H(), iiber die wir auch den DtN-Operator eingefiihrt haben, be-
schranken.

Bemerkung 3.13. Die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (3.2) ist nur fir
Wellenzahlen k mit (k) > 0 eine sinnvolle Ausstrahlungsbedingung. Fir k € C\ R
mit R(k) > 0 wird das Verhalten der Losung fiir r — oo durch den Exponentialterm in
der asymptotischen Formel der Hankel-Funktionen (3.15¢) bestimmt. Der definierte
DtN-Operator bleibt jedoch in diesem Fall giiltig und ibernimmt die Rolle der Aus-
strahlungsbedingung. Genauer gesagt ist eine Losung von (3.1) mit Q := R4\ K und
K C B, genau dann ausstrahlend, wenn sie fiir x € Qe eine Reihendarstellung der
Form

u(rk) = chHil(zl)(aﬁr)Cbn(ﬁ), r>1 (3.37)
n=0

besitzt, welche auf kompakten Teilmengen des Qe gleichmdf$ig und absolut konver-
giert. Analog definieren wir eine Ldsung als einfallend, wenn sie (3.37) mit den
Hankel-Funktionen 2.Art erfillt.

3.2.1. Lokale absorbierende Randbedingungen

Die zunéchst naheliegendste Moglichkeit wire, die unendliche Reihe in der Definition
(3.23) des DtN-Operators an einer endlichen Stelle abzubrechen. Dies wiirde jedoch
die Eigenschaft (iii) in Satz 3.9 des DtN-Operators zerstoren. Diese ist hinreichend
fiir die Eindeutigkeit des Problems fiir x > 0 in Satz 3.11. In der Tat reduziert sich
fiir jeden Abbruchindex N eine solche absorbierende Randbedingung fiir Funktionen
[ mit fo = (f,®,)2r,) = 0 fiir n < N zu einer Neumannschen Randbedingung.
Fiir diese hat nach Abschnitt 2.5 der Laplace-Operator auf beschriankten Gebieten
positive Eigenwerte und das Problem (3.21) wére fiir die Wurzeln dieser Eigenwerte
nicht mehr eindeutig 16sbar.

Zudem wire eine solche Randbedingung nicht lokal; es miissten zur Berechnung der
Fourier-Koeffizienten Integrale {iber ganz I', gebildet werden. Dies widerspricht dem
Konstruktionsprinzip von FEM, lokal zu rechnen, um so mdoglichst diinn besetzte Ma-
trizen zu erhalten.

Die einfachste Form einer lokalen, absorbierenden Randbedingung (,,absorbing boun-
dary condition” - ABC) stellt die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung selber
da. Wird der Grenzwert r — oo durch eine Auswertung auf der Sphére I', ersetzt, so
ergibt sich

8uint

o, | =0 und DtNyg=ikg, g€ HY*(T,). (3.38)

— iKUing|r, +
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3. Helmbholtz Probleme auf unbeschriankten Gebieten

Abbildung 3.3.: Infinites Element

ABCs héherer Ordnung, die auch Ableitungen in X enthalten, konnen mit der asym-
ptotischen Formel der Hankel-Funktionen (3.15¢) gewonnen werden. In [Ih198, §3.3]
sind mehrere, unterschiedliche Zugénge vorgestellt und verglichen. Sie haben jedoch
eines gemeinsam: Der Exponentialterm in (3.15¢) wird wie schon bei der Sommerfeld-
schen Ausstrahlungsbedingung vernachlissigt. Von daher sind diese Ausstrahlungs-
bedingungen nur fiir (k) > 0 sinnvoll.

3.2.2. Klassische Infinite Elemente Methoden

Fiir klassische Infinite Elemente Methoden (IEM) werden zunéichst mit Standard-
FEM auf (2;,; Basisfunktionen definiert. Die Spuren be‘) der Ni + 1 auf I';, nicht ver-
schwindenden Basisfunktionen werden in (3.37) an Stelle der Eigenfunktionen &,
des Laplace-Beltrami-Operators als Basis des H'/?(T,) verwendet. Auch in dieser
Basis hat eine Losung von (3.1) asymptotisch fiir r — oo das Verhalten der Hankel-
Funktionen 1.Art. Werden nur endlich viele dieser Hankel-Funktionen benutzt, so
ergibt sich folgender Ansatz fiir u:

Ny N,
u(rk) ~ Z U (1) (%), mit u,(r) := Z e MY (akr). (3.39)
n=0 v=0

Ein Beispiel mit quadratischen Lagrange-Elementen auf 2y, ist in Abbildung 3.3 zu
sehen. Es ist nicht notig, in (3.39) tatséchlich die Hankel-Funktionen zu verwenden.
Vielmehr reicht es aus, fiir u,, ausstrahlende Losungen im Sinne der Sommerfeldschen
Ausstrahlungsbedingung zu verwenden. Haufig werden deshalb auch die einfacheren
Basisfunktionen

eam(r—l) ea'm(r—l)

b (r) =~ und b (r) =~y = 0 (r), =12, (340)
o2 r 2
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3.2. Transparente Randbedingungen

verwendet. Diese Darstellung entspricht der Atkinson-Wilcox Entwicklung (siehe z.B.
[Th198, §2.1.4] oder [DI01]). Die Differenz fiir v > 1 ist dabei so gewahlt, dass fir r = 0

nur bg)(()) = 1 nicht verschwindet. Im Sinne der FEM heifit das, dass bér) einen auf
1 normierten Randfreiheitsgrad darstellt und die weiteren Basisfunktionen als innere
Freiheitsgrade des grau schraffierten infiniten Elementes zu betrachten sind.

Bemerkung 3.14. In Polarkoordinaten definiert (3.39) ein einfaches Tensorprodukt-
element fiir die Variationsformulierung

ou
2 ext
(Vuext V11|Qext K uextv|gext) dr = —

Qext Fa al/

Wenn obige Gleichung mit (3.3) in Polarkoordinaten tberfihrt wird, so kann formal
die Elementmatriz analog zu Beispiel 2.18 als Tensorprodukt aus den Elementmatri-
zen beztiglich X

I Ny S Ny
M® = < / b;*>b£2‘)d>z> und S® = ( / V,zbg()-vﬁbgf)dfc) (3.42)
I's — Ta

m,n=0 m,n=0

v|p, dX. (3.41)
Fa

sowie den Elementmatrizen beziiglich r

1 [~ = A\ d—1 [> 1 .\
L= (— / 0,b(r) arbg>dr) , Ly = ( / b7 bL’dr) ,
a 0 2,v=0 a 0 r + 1

p,v=0
00 1 ﬁ N, [e%) ( ) N
L= (a/ b by dr) und Ly := (a/ b by dr>
0 (T + 1)2 : p,v=0 0 " w,v=0
(3.43)
berechnet werden: ) )
M® @ (Ly — Ly — K2Lq) + S® @ Ls. (3.44)

Die Matrizen Lj, k = 1,2,3,4 sind zwar formal korrekt, die enthaltenen Integrale
jedoch z.T. divergent. So hat fiir d = 2 und x > 0 bg) ein Abfallverhalten von /r
und somit ist 676 & L;(R,).

Bemerkung 3.15. Ein alternativer Zugang ist in [Dem07, §16.1.2] beschrieben. Dort
wird zundchst eine Variationsformulierung auf Qi aufgestellt und dann durch mehre-
re Transformationen die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung in die Formulierung
eingefiihrt. Fir positive k existiert dann der Grenzwert der Integrale fiir a — oo und
es ergibt sich eine Formulierung fir Q. Im Kern fihrt dieser Ansatz jedoch zu den
gleichen Elementen und den gleichen Problemen.

Bemerkung 3.16. Die IEM kann mit Hilfe von (3.41) als transparente Randbedin-
gung bzw. als Approximation an den DtN-Operator aufgefasst werden, da

_ / DtN (tine|r, ) V], d = / <Vuext Volon: — K2ing0 Q) dr.  (3.45)
a Qext

Sie ist aufgrund der speziellen Wahl der Ansatzfunktionen b auch lokal im Sinne
der FEM.
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3. Helmbholtz Probleme auf unbeschriankten Gebieten

PML

Abbildung 3.4.: Perfectly Matched Layer

3.2.3. PML Methode

Die sogenannte Perfectly Matched Layer (PML) Methode ist im Gegensatz zu den bis-
her vorgestellten transparenten Randbedingungen auch fiir komplexe k£ mit (k) > 0
geeignet. Sie macht sich ebenfalls die asymptotische Formel (3.15¢) der Hankel Funk-
tionen zu Nutze, verwendet jedoch den Exponentialterm als Charakterisierungsmerk-
mal von ausstrahlenden Losungen. Dafiir wird im einfachsten Falle die Funktion ey
als Funktion auf R x I', aufgefasst und in radialer Richtung holomorph fortgesetzt,
d.h. Uy : € x 'y — C. Dann kann eine Funktion wupu, (7, X) := ey (7 + i0g(r — 1), X)
mit o9 > 0 und r > 1 definiert werden und es gilt

[e.9]

up (1, X) = Z anl(}(ff)) (1 + ogi)kr — iogr) @ (X) m e oo, (3.46)

n=0

—(k)

WeNn Uey ausstrahlend bzw. einfallend ist. Falls o9 > 557, ist upw fiir ausstrahlen-
de Losungen exponentiell fallend und fiir einfallende exponentiell steigend. Dadurch
erscheint es sinnvoll, das unbegrenzte Gebiet ()oy auf ein ringformiges Gebiet mit end-
licher Dicke zu begrenzen (siehe Abbildung 3.4). In diesem erfiillt upy;, die modifizierte
Helmholtz-Gleichung

1 1 d—1 1
— (E (m@f + (1—|——O'02)7“8r> + ﬁAﬁ) UPML(T’, }A() - I€2UPML(T’, )A{) =0. (347)
Da am Innenrand I', die Funktionen u;,; und upy, iibereinstimmen, sind an diesem
keine unnatiirlichen Reflektionen zu erwarten, sofern die durch partielle Integration
in Q;,; und in der PML-Schicht auftretenden Randterme iibereinstimmen. Am Auflen-
rand miisste theoretisch wiederum ein DtN-Operator verwendet werden. In [HSZ03b,
Theorem 5.8] wurde fiir k > 0 jedoch gezeigt, dass der durch eine einfache Dirichlet-
sche Nullrandbedingung hervorgerufene Fehler exponentiell mit der Dicke der Schicht
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3.3. Resonanzprobleme

abnimmt. Dort wurden statt der relativ einfachen, linearen Komplexifizierung des
Radius in der Definition von upy, allgemeine Wege v der Form

(1) =1, R(y(r)) =r und I(H'(r)) >0, r>1 (3.48)
mit Upyy (7, X) 1= Uext (7(r), X) behandelt.

Bemerkung 3.17. Die PML Methode ist relativ einfach in bestehende FE-Codes zu
implementieren, da sie lediglich in der PML-Schicht eine gednderte Sesquilinearform
benétigt. Des Weiteren ist sie linear in k*, wodurch auch die im nichsten Abschnitt
vorgestellten Resonanzprobleme behandelt werden konnen. Eine Schuwierigkeit stellt
die Wahl eines optimalen Weges v, der Dicke der PML-Schicht und natirlich der
verwendeten FEM dar. Wihrend letzteres durch adaptive Verfahren wvollautomatisch
geschehen kann, so ist eine adaptive Wahl der PML-Parameter nur mit groflem Auf-
wand und a-priori Informationen iber die Lisung maéglich. Ein Beispiel hierfir ist in

[ZBK™" 05] beschrieben.

3.3. Resonanzprobleme

Im Zentrum dieses Abschnitts und der gesamten Arbeit steht folgende Definition.

Definition 3.18 (Resonanz). Sei (k%,u) € C x HZ () \ {0} mit R(k) > 0 eine

loc
Lésung des Eigenwertproblems

—Au= K, in Q=R K, (3.49a)

ou

e = K A4

9 o 0, auf 0K, (3.49b)
u ist von der Form (3.37). (3.49¢)

Dann heifit k eine Resonanz des negativen Laplace-Operators —A auf € mit Neu-
mannschen Randbedingungen auf OK und der Ausstrahlungsbedingung (3.37). Wir
werden in diesem Fall auch kurz von einer Resonanz des durch (3.49) gegebenen Re-
sonanzproblems sprechen.

Zur Untersuchung dieses Eigenwertproblems betrachten wir die Sesquilinearform s
aus (3.31) und ordnen ihr mit Lemma 2.5 den Operator S + L(k) mit

L Doy ==+ [ ggde= [ Lo ()T dx (350)

a

und L(k) aus Satz 3.9(ii) zu. S ist ein stetig und stetig invertierbarer, von s un-
abhiingiger Operator und L(k) : H'(Qne) — H'(Qine) fiir R(x) > 0 kompakt, wie
bereits in Lemma 3.11(i) bewiesen wurde.

Bemerkung 3.19. Die in Satz 5.12 fiir & > 0 gezeigte Aquivalenz zwischen (3.1) und
(3.30) fiihrt uns zu der Vermutung, dass k genau dann eine Resonanz des Problems
(3.49) ist, wenn der Operator S+ L(k) nicht stetig invertierbar ist. Den Beweis dieser
Vermutung werden wir spdter in Satz 3.22 nachholen.
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3. Helmbholtz Probleme auf unbeschriankten Gebieten

In Lemma 3.11(ii) wurde fiir £ > 0 gezeigt, dass (3.30) fiir alle rechten Seiten [* eine
eindeutige Losung besitzt. Somit ist bereits klar, dass, wenn obige Vermutung zutrifft,
im Gegensatz zu Abschnitt 2.5 die Resonanzen nicht reell sein konnen.

Lemma 3.20. Sei Z die Menge aller Nullstellen k von Hl(,l)(ao) fiir v € Ng. Dann
ist die Funktion k +— L(k) auf {z € C | R(z) > 0} \ Z holomorph.

Beweis. Mit [Kat95, Theorem 3.12] ist nur die Holomorphie von (L(k)f, g) ()
fiir beliebige f,g € H' () zu zeigen. Dies folgt jedoch direkt aus der Holomorphie
der Hankel-Funktionen auf C \ R_. Der Operator L aus 3.9(ii) ist folglich in s eine
meromorphe Funktion mit Polstellen Z. O

Da L(x) kompakt und auf {z € C | ®(z) > 0} \ Z holomorph ist und S + L(x) nach
3.11(ii) invertierbar fiir x > 0 ist, sind die Voraussetzungen des Steinberg Theorems
[Tay96, §9, Proposition 7.4] erfiillt und es gilt:

Lemma 3.21. Die Funktion k — (S + E(/i)) ist auf {z € C | R(z) > 0} \ Z eine

meromorphe Funktion, d.h. es existiert eine diskrete Menge O C {z € C | R(z) >
0} \ Z, sodass S + L(k) auf H' () genau fir x € {z € C | R(z) > 0} \ (OU Z)

stetig invertierbar ist.

Mit dieser Vorarbeit kénnen wir die Vermutung in Bemerkung 3.19 beweisen.

Satz 3.22. Sei k € O. Dann ist k eine Resonanz des Problems (3.49).

Sei umgekehrt (%, u) eine Lisung von (3.49). Dann existiert ein @ > a, sodass k € O
mit a an Stelle von a in den Definitionen von L(k) und Q.

Beweis. Fiir jedes r € O existiert eine Funktion ui,, aus H'(Q,) mit
(S + f)(f@)) Uing = 0,

da S+ i(%) nicht stetig invertierbar und ein Fredholm-Operator mit Index 0 ist. Mit
Hilfe des Beweises von Satz (3.12) existiert eine Fortsetzung u € HZ () von u,, und
(k?,u) ist eine Losung von (3.49).

Sei umgekehrt (k% u) eine Losung von (3.49). Mit Lemma 3.7 existiert ein a, sodass
HS”(&F;) # 0 fiir v =0, 1,... Dann 16st wy, := u
lierung (3.30) mit I* = 0, d.h. (S + f/(li)) Uiy, = 0. Damit ist S + L(x) nicht stetig

invertierbar und « liegt in O. [

., fur dieses a die Variationsformu-

Zusammen mit Lemma 3.21 ergibt sich direkt folgendes Korollar.

Korollar 3.23.

(i) Die Umkehrung in Satz 3.12 gilt auch fir R(k) > 0, sofern x weder Resonanz

des Problems (3.49) noch Nullstelle von Hl(,l)(ao) ist. Insbesondere ist das Streu-
problem (3.1) genau dann fiir alle | € HY/?(0Q) eindeutig losbar, wenn r keine
Resonanz des Problems (3.49) ist.
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3.3. Resonanzprobleme

(11) Es existieren ausschliefilich isolierte Resonanzen des Problems (3.49).

Fiir den einfachsten Fall 2 = () sind die Resonanzen sehr einfach zu berechnen.

Beispiel 3.24 (Resonanzen auf R?\ B,). Sei Q = Qexi. Dann sind mit (3.18) bzw.
(3.20) die Resonanzen des Problems (3.49) mit Neumannscher bzw. Dirichletscher

Randbedingung auf ', durch die Nullstellen von H,(,l)/(ao) bzw. Hg)(ao) gegeben. Ver-
gleiche dazu Lemma 3.7 und Abbildung 3.1.

Die Existenz und asymptotische Verteilung von Resonanzen auf Q = R?\ K fiir kon-
vexe Gebiete K wird in [SZ99] eingehend untersucht. Neben anderen Resultaten wird
dort nachgewiesen, das fiir bestimmte konvexe Gebiete unendlich viele Resonanzen
existieren und der Imaginérteil dieser Resonanzen negativ ist. Letzteres kann auch
direkt aus [Tay96, §9, Proposition 7.7] gefolgert werden.

Bemerkung 3.25. Wegen der asymptotischen Formel der Hankel-Funktionen (3.15¢)
folgt, dass fir (k) < 0 die zugehdrigen FEigenfunktionen exponentiell fir r — oo
ansteigen.
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4. Eine transparente Randbedingung
basierend auf der Polbedingung

Die in Abschnitt 3.2 vorgestellten transparenten Randbedingungen sind bis auf die
PML Methode zur Losung des Resonanzproblems (3.49) nicht geeignet, da sie zum
einen fiir (k) < 0 die Ausstrahlungsbedingung nicht ausreichend nachbilden und
zum anderen zu einem nichtlinearen Figenwertproblem fithren wiirden. Letzteres er-
gibt sich aus der Tatsache, dass sowohl die absorbierenden Randbedingungen als auch
die klassischen Infinite Element Methoden nichtlinear von x? abhingen.

In diesem Kapitel wird deshalb eine neue Klasse von Methoden eingefiihrt, die auf Re-
sonanzprobleme anwendbar sind und deren theoretische Grundlage die im néchsten
Abschnitt vorgestellte Polbedingung bildet. Diese alternative Ausstrahlungsbedin-
gung ermoglicht den Zugang zu unterschiedlichen numerischen Losungsverfahren, von
denen eine in den folgenden Abschnitten dargestellt wird.

4.1. Polbedingung und Hardy-Raume

Die zuerst in [SD95] vorgeschlagene Methode zur Charakterisierung von auslaufen-
den Wellen basiert auf den Eigenschaften der Laplace-Transformierten einer solchen
Welle. Vergleichbare Methoden werden in anderem Kontext seit langer Zeit in der Re-
gelungstechnik zur Untersuchung der Stabilitit eines Regelkreises angewandt [F6192].
Dort miissen die Pole der Laplace-Transformierten der Ubertragungsfunktion negati-
ven Realteil aufweisen.

In unserem Falle betrachten wir zunéchst das eindimensionale Beispielproblem

—u"(r) — k*u(r) = 0, r>0, (4.1a)
u(0) = wup. (4.1b)
Eine allgemeine Losung ist von der Form
u(r) = CLe" + Che T, Ci + Cy = uy. (4.2)
Die Laplace-Transformierte (siehe Definition A.4) @ := Lu von w ist durch
()= -2 R > 309 (4.3)

s—ik  S+iKk’
gegeben und hat eine meromorphe Fortsetzung auf C\ {+ix}. Mit Hilfe der Sommer-
feldschen Ausstrahlungsbedingung (3.2)

lim (u'(r) — iku(r)) = Cy lim (—22’/@@4”’") Lo

r—00 T—00
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4. FEine transparente Randbedingung basierend auf der Polbedingung

ist u fiir k > 0 ausstrahlend, wenn Cy = 0 gilt und somit @ keinen Pol bei —ik,
d.h. keinen Pol mit negativem Imaginérteil besitzt. Diese Bedingung an die Pole der
Laplace-Transformierten ist im eindimensionalen Beispielproblem und fiir £ > 0 eine
zu (3.2) Aquivalente Ausstrahlungsbedingung, die auch fiir (k) # 0 die Eindeutigkeit
der Losung garantiert.

In [HSZ03a] werden auf Basis dieser Idee eine Ausstrahlungsbedingung fiir k > 0
in hoheren Dimensionen definiert und die theoretischen Grundlagen zur Losungs-
und Konvergenztheorie numerischer Verfahren gelegt. In den néchsten Unterabschnit-
ten werden diese kurz zusammengefasst und in den Kontext von Hardy-Rdumen ge-
stellt.

4.1.1. Polbedingung

Dem eindimensionalen Beispielproblem folgend definieren wir folgende Ausstrahlungs-
bedingung.

Definition 4.1 (Polbedinung, 1.Version). FEine stetige Funktion f : Qe — C erfiillt
die Polbedingung, wenn die Laplace-Transformierte in radialer Richtung f(e,X) =
L{f(ex)} eine holomorphe Fortsetzung auf C~ = {s € C | (s) < 0} fiir allex € T,

A 2
besitzt und die Funktion s +— fFa ‘%(5,?{)‘ dx stetig auf kompakten Teilmengen des
C~ ist.

Diese Definition entspricht dem Vorgehen bei der Definition der bisher vorgestellten
Ausstrahlungsbedingungen (3.2) und (3.37), da das Verhalten der Losung in radialer
Richtung beschrieben wird. Die Polbedingung ist nach [HSZ03a, Theorem 9.4] fiir
k > 0 dquivalent zu (3.2), sofern die Funktion selber Losung der Helmholtz-Gleichung
(3.1a) mit Q = Qe ist.

Der Nachweis dieser Aquivalenz erfolgt im Wesentlichen mit der bereits in Abschnitt
3.1.2 benutzten Zerlegung einer Losung w von (3.1a) in die Fourier-Komponenten
beziiglich ®,,. Fiir

Uext (1, X) 1= (r+ 1)% u((r+1)e), r>0, k€I, und
un(r) (uext<r7 .)7 (I)n)L2(Fa) (45)

erhalten wir

Cy+ a2>\n

—ul(r) — ((cm)2 + W) un(r)=0, r>0 (4.6)

mit Cy = W. Die Skalierung in (4.4) ist nicht notwendig. Sie vereinfacht

lediglich die kommenden Rechnungen.
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4.1. Polbedingung und Hardy-Raume

Abbildung 4.1.: Holomorphie-Gebiet

Bemerkung 4.2. In [HSZ05a] wird mit Ausnahme der ersten Abschnitte nur der
Fall kK = 1 behandelt. Die dargestellte Theorie ldsst sich jedoch zum Teil auf R(k) > 0
verallgemeinern. Des Weiteren werden dort die herkémmliche Polarkoordinatendar-
stellung und die Figenfunktionen des Laplace-Beltrami-Operators auf der Finheitss-

phdre verwendet. Deshalb ergeben sich im Folgenden geringe Modifizierungen zu den
Ergebnissen aus [HSZ03a).

Mit Hilfe von Satz A.6 wird Gleichung (4.6) Laplace-transformiert, und wir erhalten
(8> + a2K2)iin () + (Ca + a2A,) (32 un> (5) = stn(0) + 1, (0) (4.7)

mit

(77) (s) = / " e o) do. (4.8)

Die Laplace-Transformierte @, := Lu, existiert fiir R(s) > |S(k)| mit Hilfe der
asymptotischen Formel (3.15¢) und

v

un(r) = (r + 1) (cgm“(;) (ar(r + 1)) + DHD (an(r + 1))) L (4.9)

In [HSZ03a, sec. b] wird gezeigt, dass fir gegebene u,(0) und u/,(0) Gleichung (4.7)
eine eindeutige Losung u, existiert, welche eine holomorphe Fortsetzung auf C \
{£aix—t |t > 0} (sieche Abbildung 4.1) besitzt. Im Gegensatz zum eindimensionalen
Fall ist 4, also keine meromorphe Funktion, und die Bezeichnung Polbedingung ist
etwas irrefithrend. Die Schnitte {£aix — ¢ | t > 0}, iiber die 4, nicht holomorph
fortgesetzt werden kann, miissen nicht parallel zur reellen Achse gewéhlt werden. In
der Tat werden wir spéter andere Schnitte betrachten.

Weiterhin wird in diesem Abschnitt gezeigt, dass w4, in seinem Holomorphie-Gebiet
ein Abfallverhalten der Form O (|s|™!) fiir |s| — oo besitzt. Im Wesentlichen basiert
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der Beweis auf Gleichung (4.7) und |(j2 Un)(s)| < C||,|| mit einer geeigneten Norm
||e||. Dies ist nicht unbedingt iiberraschend, da mit Hilfe der Stetigkeit von u,, in 0 und
dem Grenzwertsatz der Laplace-Transformation A.5 ein solches Verhalten zumindest
in einem Bereich um die positive reelle Achse zu erwarten ist.

In Abschnitt 6 werden Sprungfunktionen der Art
U, 1 (t) :==cy li{% (Un(Lair —t —i€) — G, (Lain —t +i€)), t>0 (4.10)

betrachtet. Sie sind unendlich oft differenzierbar (Lemma 6.2) und besitzen ein expo-
nentielles Abfallverhalten (Lemma 6.3). Gegen Ende des Abschnittes wird in Korollar
6.5 die Existenz einer eindeutigen, im Sinne der Polbedingung ausstrahlenden Lésung
von (4.7) bei gegebenem u,,(0) oder u! (0) gezeigt. Weiterhin gilt (Proposition 6.6):

Cn VU, .
i (s) = — — [ Tt o —t|t>0). 4.11

iin(s) aik — S /0 atk —t—s s € C\ {ain 420} ( )
Im Abschnitt [HSZ03a, sec.7] wird implizit in Korollar 7.2 die Aquivalenz zwischen
der Polbedingung 4.1 und der Ausstrahlungsbedingung (3.37) auch fiir $(k) # 0

gezeigt, indem die Darstellung von u,, in (4.9) mit cg) = 0 nachgewiesen wird.

Die letzten beiden Abschnitte von [HSZ03a] gelten dann nur noch fiir x > 0 und
beweisen die oben bereits angegebene Aquivalenz zwischen der Polbedingung und der
Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung (3.2). Dafiir werden die Einzelergebnisse
fiir die Fourier-Koeffizienten u,, wieder zusammengesetzt und der daraus resultierende
DtN-Operator untersucht.

Ein weiteres wichtiges Resultat ist im Theorem 9.3 zusammengefasst. Mit festen
Konstanten ¢, sind fiir hinreichend grofle a die sogenannte Fernfeldfunktion u., :=
ZZO:U ¢, ®, und die exponentiell abfallende Sprungfunktion ¥ := ZZOZO VU + P,

sinnvoll definiert. Weiter gilt analog zu (4.11) fiir tex (s, X) := L{tUexi(®,X)}(s)
(R (LR
lext (5, %) = —e " (u—(x) +/ .<—X)dt) (4.12)
altk — 8 o atk—t—3s

und fUr Uext
Uext (7, X) = 2r (147 (uoo(f() +/ e_tr\ll(t,f()dt> ,7 >0, (4.13)
0

wobei die letzte Gleichung beliebig oft nach r und X differenziert werden darf. Mit
Hilfe einer weiteren u,, und ¥ enthaltenen Gleichung ergibt sich die Moglichkeit, uq,
und V¥ direkt zu berechnen. Insbesondere der Berechnung der Fernfeldfunktion kommt
dabei besondere Bedeutung zu, da die in [HSZ03a] zugelassenen Inhomogenitéten in
Qext einfache Standardmethoden zur Berechnung der Fernfeldfunktion ausschlielen.
Zur numerischen Umsetzung dieser Methode siehe [HSZ02].

4.1.2. Hardy-Raume

Die nach Godfrey Harold Hardy [Harl5] benannten Hardy-Rdume ermoglichen den
Zugang zu den spéter vorgestellten numerischen Verfahren.
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Definition 4.3 (Hardy-Raum).

1. Der Hardy-Raum H*(S") ist die Menge aller auf dem Einheitskreis S* quadrat-
integrierbaren Funktionen F', fir die Funktionen G mit den folgenden Figen-
schaften existieren:

o G ist holomorph auf {z € C | |z*| < 1},

o gleichmapig beschrinkt im Sinne von [g |G(r¥'2)|*|dz| < C < oo mit C
unabhdngig von r < 1,

o und F ist L*-Randwert von G, d.h. [, |G(r¥'2) — F(2)|?|dz| L.

2. Analog sind in den Hardy-Rdumen H*(R) genau diejenigen L*(R)-Funktionen
f enthalten, fir die Funktionen g existieren mit

e g ist holomorph auf C* := {s € C | 3(&s) > 0},

o gleichmifig beschrinkt im Sinne von [ |g(s £ €i)?ds < C' < oo mit C
unabhdngig von € > 0,

e und f ist L*-Randwert von g: [; |g(s £ €i) — f(s)\2 ds %0

3. Sei kg € C mit R(kg) > 0. Dann definiert H*(koR) := {f | f(koe) € HE(R)}
Hardy-Rdaume von auf koR = {kos | s € R} quadratintegrierbaren Funktio-
nen, die L?-Randwerte von Funktionen sind, die auf den durch koR begrenzten
Halbriumen CE holomorph und in obigem Sinnne gleichmidfig beschrinkt sind.

Obige Definitionen sind eigentlich eher die Folgerungen aus der in [Dur70] dargestell-
ten Theorie der Hardy-Raume. So wird dort zunéchst ein Funktionenraum von auf
der komplexen Einheitsscheibe {z € C | |z| < 1} holomorphen Funktionen G defi-
niert, fiir die die Integrale f027r |G (re®) }2 df fiir 0 < r < 1 existieren und gleichmiBig
beschrénkt bleiben. In [Dur70, Theorem 2.6] wird nachgewiesen, dass fiir solche Funk-
tionen eindeutige L*-Randwerte existieren. Im Unterschied zur Definition 4.3 liegen
bei diesem Vorgehen die Funktionen G definiert auf der Einheitsscheibe und nicht die
Randfunktionen F' im Hardy-Raum.

Lemma 4.4.
(i) Die Riume H=(SY) sind versehen mit dem L?(S')-Skalarprodukt

F(2)G(2)|dz| = /0 " F (") G (e)do, F,G € H*(S")
(4.14)

(F, G)LQ(Sl) = /

Sl

Hilbert-Rdaume.

(ii) Die trigonometrischen Monome z%7, j = 0, 1..., bilden eine Orthogonalbasis des
H*(SY).

(iii) Sei F € H*(S'). Dann ist die Funktion G aus Definition 4.3 eindeutig bestimmt
durch G(z) := 3372 (f, 277 ) 12(s1)2™ .

(iv) F e L*(SY) ist genau dann in HE(SY), wenn die zugehirigen Fourier-Koeffizi-
enten (f,z77)2s1y fiir j € N verschwinden.
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4. FEine transparente Randbedingung basierend auf der Polbedingung

Beweis. Siehe [Dur70, Theorem 3.3 und 3.4] fir H*(S%). O

Im Verlauf der Arbeit wird der Raum HT(S') eine herausragende Rolle spielen. Mit
Hilfe des vorangegangenen Lemmas kann eine Funktion F' € H(S!) in der Form

F(z) = Zanz", ze S

mit der quadratisch summierbaren Folge (o, )nen, € ¢2 dargestellt werden. Wird eine
solche Funktion mit z multipliziert, so kann diese Multiplikation als Verschiebung in
den Fourier-Koeffizienten (o) aufgefasst werden:

F(z)— zF(2) = Zan_lz” < (ag,aq, e, ...) — (0,00, aq, ...). (4.15)
n=1

Der zugeordnete Verschiebungsoperator V, : HT(S') — HT(S') ist nicht surjektiv
und somit auf H'(S!) nicht stetig invertierbar. Dies ist leicht daran zu erkennen,
dass eine Multiplikation mit %

F(2)— 27 F(2) = apz™ ' + Z 12" (4.16)
n=0
wegen des Terms agz~! aus dem Hardy-Raum H*(S!') herausfiihrt. Wir definieren

deshalb den zu V, linksinversen Operator V_ : H*(S') — HT(S') mit Hilfe der
orthogonalen Projektion P : L*(S') — H*(S') durch

V_F = P((O)_lF) 4 (()40,011,052,...) — (al,ag,...). (417)

Allgemeiner kann nach [BS06, Definition 2.6] fiir jedes f € L>(S') ein sog. Toeplitz-
Operator

T:F = P(fF), FeH"(S" (4.18)
auf HT(S') definiert werden.

Bemerkung 4.5. Nach [BS06, Theorem 2.42] ist ein Toeplitz-Operator Ty mit Sym-
bol f ein Fredholm-Operator, sofern f stetig ist und auf S* keine Nullstellen besitzt.
Der Fredholm-Indez ist gleich der negativen Windungszahl um 0 von f, und mit [BS00,
Korollar 2.40] ist Ty injektiv und stetig invertierbar, falls der Fredholm-Index 0 ist.

Analog zu den Riumen H*(S!) kénnen die Hardy-Riume H*(R) zuniichst als Riume
holomorpher, quadratintegrierbarer Funktionen g definiert werden, fiir die die Inte-
grale [, [g(s =+ €i)|? ds fiir alle € > 0 beschrinkt bleiben. In [Dur70, Cor 1 zu Theorem
11.1 und Theorem 11.4] wird wiederum die Existenz einer L?-Randfunktion f nach-
gewiesen, und es gilt mit [Dur70, Theorem 11.8] die wichtige Beziehung

g(s) = = [ L9

2m Jp o —s

do, seC* (4.19)

Das Analogon zum letzten Punkt des Lemmas 4.4 ist [Dur70, Korollar zu Theorem
11.9]:
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Abbildung 4.2.: Mobius-Transformation

Theorem 4.6 (Paley-Wiener). f € L*(R) ist genau dann in H*(R), wenn F~1f auf
R4 fast tberall verschwindet.

(H*(R), (e, ®)2(r)) ist mit der nachfolgenden Bezichung zu H*(S') auch vollsténdig.
Analog ergeben sich die Eigenschaften der Rdume H*(koR) mit R(xo) > 0. Dieses xq
ist ein wichtiger Parameter zur Feinabstimmung der spéter vorgestellten numerischen
Verfahren.

Satz 4.7 (Mobius-Transformation). Seien R(ko) > 0 und

z+1
z—1

©(2) = ikg ze St (4.20)

eine Familie von Abbildungen von S* auf koR (vergleiche Abbildung 4.2). Dann ist
die Mobius-Transformation M mit

(MF)(2) = (f 0 0) (z)zi 2eS', feH (koR) (4.21)

17

eine Familie von bis auf den Faktor \/2|ko| unitiren Abbildungen von H~ (koR) nach
H*(SY).

Beweis. Sei f € H™ (koR). Dann gilt mit ¢'(z) = 4(;3"{’")2

2
22 _ 2d: o iON|2 | 1 [ 40 iG-de
T / F(s)]Pds / (Fo ) ()| () i

rkoR
21
= 2|KJO|/
0

Mit [Dur70, §11] oder auch [Hof62, Chapt. 8] ist M auch surjektiv und die Behaup-
tung ist gezeigt. U

2
df = 2|ro|| Mf| 7251y

(fo0) ()
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4. FEine transparente Randbedingung basierend auf der Polbedingung

4.1.3. Hardy-Raum Formulierung der Polbedingung

Mit den Ergebnissen aus dem letzten Unterabschnitt, insbesondere Gleichung (4.12),
gilt folgendes Lemma.
Lemma 4.8. Sei u € HZ_ eine im Sinne von Definition 4.1 ausstrahlende Lésung
von (3.1a), Uexy wie in (4.4) und lex(o,X) = L{Uexi(®, %)} xor fiir jedes X € T, die
Einschrdinkung auf koR der holomorphen Fortsetzung der Laplace-Transformierten in
radialer Richtung. Dann gilt fir R(ko) > 0 und hinreichend grofies a

flexs € H™ (koR) @ L*(T,). (4.22)

Beweis. Mit (4.12) und den Eigenschaften [HSZ03a, Gleichung (9.9)] von ue und
U liegt flexy im Raum L%(koR) @ L*(T,), sofern a hinreichend gro8 ist. Insbesondere
tibertrégt sich die Holomorphie der Fourier-Koeffizienten 4, auf C\ {aix — kot | t > 0}
auf die Funktion tey. O

Das letzte Lemma stellt die Beziehung zwischen den Hardy-R&umen und ausstrah-
lenden Losungen der Helmholtz-Gleichung her.

Definition 4.9 (Polbedingung). Fine auf Qo definierte Funktion f erfillt die Polbe-
dingung, wenn die Finschrdinkung auf koR der holomorphen Fortsetzung der Laplace-
Transformierten in radialer Richtung f = L{f(eX)} mit R(ro) > 0 im Hardy-Raum
H=(koR) ® L*(Ty,) liegt, d.h.

Fleok € H™ (koR) ® L*(T,). (4.23)

In Zukunft werden wir die etwas umstéindliche Formulierung ,,Einschrankung der ho-
lomorphen Fortsetzung der Laplace-Transformierten in radialer Richtung” vermeiden
und kurz von der Laplace-Transformierten sprechen.

Satz 4.10. Fir hinreichend grofles a sind die beiden Versionen der Polbedingung /.1
und 4.9 fir Losungen der Helmholtz-Gleichung zueinander und zur Ausstrahlungsbe-
dingung (3.37) dquivalent.

Beweis. Mit Lemma 4.8 erfiillt eine im Sinne von 4.1 ausstrahlende Losung der
Helmholtz-Gleichung die Polbedingung 4.9. Ist umgekehrt eine Funktion ausstrah-
lend im Sinne von Definition 4.9, so erfiillt sie auch 4.1. Die Stetigkeitsbedingung in
4.1 kann dabei mit Hilfe von (4.19) nachgewiesen werden.

Die Aquivalenz von 4.1 und (3.37) wird in [HSZ03a, Korollar 7.2] gezeigt. O

Wir werden spéter in Korollar 5.24 zeigen, dass fiir allgemeines a > 0 jede nach
Definition 4.9 ausstrahlende Losung der Helmholtz-Gleichung auch die Bedingung
(3.37) erfiillt.

52



4.2. Transformation der Helmholtz-Gleichung

4.2. Transformation der Helmholtz-Gleichung

Die Polbedingung aus Definition 4.9 charakterisiert ausstrahlende Losungen der Helm-
holtz-Gleichung anhand deren Laplace-Transformierten in radialer Richtung. Um dies
numerisch nutzen zu kénnen, transformieren wir die radialen Anteile der Helmholtz-

Gleichung (3.22a) in den Hardy-Raum H*(S%).

Seien dafiir u Losung von (3.22) mit Randwerten ug := u|r, und uf, := (0,u)|r, auf Iy,
Uext aUs (4.4) die skalierte Losung und ey, aus Lemma 4.8 die Laplace-Transformierte
der skalierten Losung. Dann 16st diese die zu (4.7) analoge Gleichung

A d—1
(82 4+a%K?) ey (5, §<)+(Cd + azA;() J2 Uext (8, X) = (s + T) ug(X)+aug(X). (4.24)

Man beachte, dass durch die Skalierung von ey und von r = |z|/a gilt

d—1

(Opext ) |r=0 = ug + aug. (4.25)
Zur eindeutigen Losbarkeit von (3.22) ist nur eine der Randfunktionen ug oder wy
notwendig. Dieses Problem werden wir jedoch erst spéter angehen.

Die Polbedingung fordert e € H ™ (koR) ® L*(T,), sodass es wegen des Laplace-
Beltrami-Operators sinnvoll erscheint, die Gleichung zunéchst fiir tey € H™ (koR) ®
H?*(T,) zu untersuchen. Die Multiplikationen mit s fiihren aus dem Hardy-Raum
hinaus, da sty (s, %) fiir jedes X nicht mehr zu L?(koR) gehoren muss. Gleiches
gilt fiir die rechte Seite. Durch Multiplikation der Gleichung mit m kann diese
Schwierigkeit umgangen werden:

s? 4+ a’k? | o Cg+a?Ag =2 . (s + 51 up(X) + aup(X)

uext(sa X) J ﬁext(87 X) = (S . i/ﬁo)z . (426)

(s —ikg)? (s —iKp)?

Da die Terme s—lmo auf C~ holomorph sind, liegen mit folgender Bemerkung alle
Terme aus (4.26) in H™ (koR) ® L*(T,).

Bemerkung 4.11. J aus (4.8) ist mit dem Plancherel-Theorem A.2 und A.3(iii) ein
stetiger Operator von L*(R) — L*(R), da

0, s<0
e’y >0

(1) = (f k) (), feH(R)s€eR, k<s>={
und somit
I3 ezt =1 * i) = =7+ Bl = —=IF Fellzz
S\/%Ilfklloollffllmn@) < Ol e,

Mit dem Paley- Wiener Theorem 4.6 bildet J cine Funktion f € H (R) auf eine
Funktion aus H=(R) ab, da mit A.3(iv)

FUIFE) = FHfk}(t) =20 (FUf) (1) (FR) () =0,  t<0.
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Wir kénnen J auch als Operator von H=(koR) — H~(rkoR) auffassen: Wenn f,k auf
koR definiert sind, so verliuft die Integration in der Faltung f =k auf koR und wir
definieren J : H™ (koR) — H~ (koR) durch

(T f)(s) == /es_"f(a)da, f € H (koR), s € kR und ~(t) = kot fiirt € [ry's, 00).

~

Mangels einer geeigneten Basis in H~(koR) transformieren wir die Gleichung mit der
Mébius-Transformation (4.21) in den Raum H(S')®L?(T,), da mit 4.4(ii) in H*(S")
eine einfache Basis durch die trigonometrischen Monome 27 mit j € Ny gegeben ist.
Nach Multiplikation mit —ﬁ ergibt sich so

(a’5*(z — 1)* = Kg(2 + 1)?) Uz, %)+ (2 — 1) (Cq+a*Ag) J? U(z,%)

- (mo(z+ 1)+

(z — 1)) up(X) +a(z — Dup(x), z€ S, xe€T,.

(4.27)
Dabei ist U(z,RX) 1= M{liexs(®,%)}(2) und J := M I M1,

Bemerkung 4.12. Wir werden spdter in Lemma 5.19 nachweisen, dass der Opera-
tor (e — 1)J kompakt ist. Somit kann (4.27) fir jedes feste X € T', und unter Ver-
nachlissigung des Laplace-Beltrami Operators Ag als Operator-Gleichung auf HT(S')
der Form

(T, + K) U(z, %) = RHS (u, u}) (4.28)
mit einem kompakten Operator K und einem Toeplitz-Operator T, mit Symbol
m(z) == a’k*(z — 1)* — kg(z + 1)2, ze S (4.29)

geschrieben werden. Fiir geeignete kg ist T, + K ein Fredholm-Operator mit Index
—1.

Beweis. Mit Bemerkung 4.5 ist T,,, + K ein Fredholm-Operator und der Index ind 7T;,,
ist durch die negative Windungszahl w(m) um 0 von m gegeben, wenn m keine
Nullstellen auf S* besitzt. Nach [BS06, §2.41] gilt weiter

1 m’'(z)
= d 4.
w(m) 270 Jgr m(z) : (4:30)
und es folgt fiir ak = kg
1 1
- Zdz =1. 4.31
w(m) 2mi /51 zdz (4:31)

Fiir ak # +kq ist

() = (@ ) (2 = 20 1) = (@0 = )z = )~ 2
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mit |222| = 1. Falls |21| = |22| = 1 besitzt m auf S zwei Nullstellen und Bemerkung
4.5 ist nicht anwendbar. Andernfalls ist

1 1 1
w(m) 2m'/31 (z—zl+z—z2) T (4.32)

da einer der Integranden eine Singularitdt in {z | |z| < 1} und der andere eine
auBerhalb von {z | |z| < 1} besitzt. O

Kommen wir nun zu der bereits zu Anfang des Abschnitts aufgeworfenen Frage der
Randwerte. Mit folgendem Lemma konnen wir eine der Randfunktionen uy bzw. v
durch Funktionsauswertungen von U bzw. U’ an der Stelle 1 ersetzen.

Lemma 4.13. Sei f eine auf [0,00) definierte und Laplace-transformierbare Funk-
tion, die in 0 einseitig stetig differenzierbar ist. Weiter sei F':= MLf € HT(S') N
H?(SY). Dann gilt

£(0) = 2iko F(1) und f'(0) = —4x2F'(1) — 262 F(1). (4.33)

Beweis. Seien f und F wie in der Behauptung und f = Lf. Mit Hilfe des Grenz-
wertsatzes der Laplace-Transformation A.5 gilt

£(0) = lim sf(s) = linqmoz—i_

S§— 00

J . .
1f op(z) = ,llgi iko(z + 1)F(2) = 2iroF'(1).

Dabei ist zu beachten, dass im Grenzwertsatz s nicht unbedingt reell sein muss, son-
dern lediglich |arg(s)| < § gefordert wird. Obige Grenzwertbildung kann folglich auf
den Geraden kR erfolgen, welche durch ¢ auf S' abgebildet werden. Die Forderung
' € H*(S") garantiert die stetige Differenzierbarkeit von F auf S* und damit das
letzte Gleichheitszeichen in obiger und in nachfolgender Rechnung.

5§—00 z—1

~ liy (s + 1) ((Zw:@l— 2F<1)>

7(0) = lim (2f(s) = 5£(0)) = limm ((iﬁoz * 1>2f 0 p(2) — i s 1f<0>>

F(z) - F(1)

= lirri —kg(z +1) (F(z) +2 . ) = —2k2F(1) — 4k2F'(1).
z— z —

]

Bemerkung 4.14. Ein alternativer formaler Beweis fiir voriges Lemma erfolgt mit
Hilfe der inversen Laplace-Transformation. Sei dafir F(z) = 3 7% a;z/. Dann ist

. Qiky stiro)) = &[4\ [ 2ikg \*!
f(s):S—iHoz;aj (S_i/fo) :Zaj;<k) <3—i/‘60) '

j= §=0 =0
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Durch direkte Rechnung ergibt sich L7{1/(e — irg)*™}(r) = vk /K!. Unter der
Voraussetzung, dass Summation und inverse Laplace-Transformation vertauscht wer-
den diirfen, erhalten wir

f(r) = 2ikge™™" Zaj Z ( ) QMOT und (4.34a)

> J ; k: 1
, irar J 2iKor
f'(r) = irof(r) — 4rie™o a; Z (k)k— (4.34b)
7=0 k=1
und damit
0) = 2irg » und f'(0) = =25 Y (1+2j) oy (4.35)
=0 =0
An dieser Stelle wird die Voraussetzung F € H?(S") anschaulich, da mit
1E sy ~ D (14 5) ey [* < oo (4.36)
=0

die Konvergenz der Reihen in (4.35) sichergestellt ist.

Das Lemma 4.13 bzw. die expliziten Darstellungen (4.35) ermoglichen mit Hilfe von
(4.25) die Eliminierung einer der Randwerte gy oder ug in (4.27), sofern U (e, X) fiir
alle X zum Raum H*(S')N H?(S') gehort. Dies ist mit Lemma 5.6 immer gegeben.

4.3. Linienmethode

Die in diesem Abschnitt vorgestellte Methode ist der direkteste Weg zur Nutzung
der Polbedingung zur numerischen Losung von Streu- und Resonanzproblemen. Der
Name leitet sich von den numerischen Methoden zur Losung von Evolutionsproblemen
ab. Dort werden die zeitliche und die rdumlichen Variablen getrennt voneinander in
unterschiedlicher Art und Weise behandelt. In unserem Fall {ibernimmt die radiale
Variable r die Rolle der Zeitvariablen und die winkelabhéngige Variable X die Rolle
der Raumvariablen.

Wir verwenden die in Abschnitt 3.1.3 vorgestellte Zerlegung von 2 = Qi U Qext
und die Variationsformulierung (3.30) des Problems auf H'({,). Sie besteht aus
dem bereits aus Kapitel 2 bekannten Variationsproblem eines Helmholtz-Problems
auf beschrankten Gebieten und dem Randintegral

/ DtN (Uine|r, ) V|1, d&:/ upTy dk, v i=vlp,. (4.37)

Das Variationsproblem auf €2;,; wird wie in Abschnitt 2.3 diskretiert. Das Randinte-
gral wird mit (4.25) umgeformt in

1 d—1
/ UIOU_() dx = —/ (aruext)|r:0?]_0 dx — 7 / UOU_Q dx. (438)
a a Fﬂ.

a
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Das letzte Integral kann mit FEM behandelt werden. Dabei sollten die Basisfunk-
tionen mit den Spuren der Basisfunktionen aus der FE-Diskretisierung des H'(Qiy)
iibereinstimmen, um nach Lemma 2.14 die Stetigkeit der Losung iiber I', zu gewéhr-
leisten.

Fiir das erste Integral wird mit dem Ansatz
00 N,
U(z,%) = (U .. %), .J’) PSS aR)F 4.39
(2:32) = 2 (002 () 0 7 = L (4.39)

fiir jedes X € I', der Hardy-Raum H7T(S') auf die endlichdimensionalen Unterriume
span{z?, 2%, ..., 2N"} projiziert. Da

oo 2
1T (0, %) (17251 = > ( )Lz<51) . ReT,, (4.40)
7=0
gilt, bilden die Fourier-Koeffizienten <U (o,%), 2 ) 1) eine quadratsummierbare Fol-
L

ge und der Fehler durch den Ansatz (4.39) sollte gegen 0 gehen. Spéter werden wir in
Lemma 5.17 nachweisen, dass die Fourier-Koeffizienten sogar super-algebraisch abfal-
len, sodass N, sehr klein gewéahlt werden kann.

Auf diese Weise kann mit (4.35) das erste Integral approximiert werden durch

N,
/ (Oroxt ) |r=0T0 dX = —2k] Z(l + 2j)/ a;j(X)ve(X) dX. (4.41)

j=0 a

Es bleibt o := (ag, aq,...,an,) € (HQ(Fa))NTJr1 zu berechnen. Durch Einsetzen des
Ansatzes (4.39) in (4.27), Eliminierung von uy mit Hilfe von (4.35) und Koeffizien-
tenvergleich beziiglich der Monome {z°, 21, ..., 2"} ergibt sich ein System partieller
Differentialgleichungen auf I',,

Ma(X) + My (Ag ®id) (%) = RHS(u(%)), % € T (4.42)

Dabei sind Mj p,id € CV+DxWet ) ynd RHS(ug(%)) € CN-*+L

Dieses Differentialgleichungssystem kann mit Standard-FEM fiir das beschrankte Ge-
biet I', gelost werden. Wir werden an dieser Stelle nicht weiter auf die Matrizen M,
bzw. die rechte Seite eingehen, da sie denen der spater vorgestellten Hardy-Raum
Infinite Elemente Methode sehr dhnlich sind. Wir verweisen deshalb auf Abschnitt
5.2.4 und fiir die FEM beziiglich (H'(I',))""™" auf Abschnitt 2.3.

Zusammenfassend ergibt sich ein Gleichungssystem aus 3 Komponenten:

e Das Gleichungssystem (2.17) aus der Behandlung des Problems fiir u;,, €
H'(Qiy) inklusive der Behandlung des Randintegrales fl“a UeTdX,

e das Gleichungssystem (4.42) zur Bestimmung der Koeffizienten « aus dem
Raum (H*(I',))"" " und

e der Kopplung (4.41) zwischen av und wvy.
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4. FEine transparente Randbedingung basierend auf der Polbedingung

Ein Vergleich mit Abschnitt 3.1.3 veranschaulicht noch einmal unser Vorgehen: Es
werden die Probleme auf den Gebieten €, und Q. auf zwei unterschiedliche Arten
diskretisiert. Gekoppelt sind diese Diskretisierungen iiber die Randfunktionen uy und
ug. Erstere taucht explizit sowohl in der Behandlung des Problems auf 2;,; als auch
in der des Problems auf Qg auf. Letztere sorgt durch (4.41) fiir die zweite Kopplung
der Gebiete.

Bemerkung 4.15. Die Hardy-Raum Linienmethode (HSLM) liefert, wie im Abschnitt
0.1 dargestellt ist, gute numerische Resultate. Theoretische Aussagen sind dagegen
aufgrund der darin verwendeten wunterschiedlichen Diskretisierungsmethoden sehr
schwer zu erhalten. Zusdtzliche Probleme bereitet die Tatsache, dass nach Bemerkung
4.12 der Fredholm-Index des Hauptteils der Linienmethode —1 1ist.

Im néchsten Kapitel wird deshalb eine weitere Methode vorgestellt, bei der diese
Probleme nicht auftauchen.
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente
Methode

Die in diesem Kapitel vorgestelle Infinite Elemente Methode basiert ebenfalls auf
der Polbedingung 4.9 und wurde in [HNO7] in stark geraffter Form veroffentlicht. Im
Gegensatz zur Linienmethode orientiert sie sich mehr am iiblichen Vorgehen fiir FEM:
Multiplikation mit geeigneten Testfunktionen, Integration iiber das Grundgebiet, par-
tielle Integration zur Reduzierung der Ableitungsordnung, Definition von Basisfunk-
tionen und Implementierung der entstehenden Sesquilinear- bzw. Bilinearformen.

In unserem Fall werden wir im néchsten Abschnitt die nach der partiellen Integration
entstehenden Bilinearformen zunéichst in den Hardy-Raum HT(S!) transformieren.
Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels diskretisieren wir das entstehende Variations-
problem mit einer Galerkin-Methode. Konvergenzaussagen zur Hardy-Raum Infinite
Elemente Methode (HSIEM) sind im letzten Abschnitt zusammengefasst.

Bemerkung 5.1. Alternativ zu der hier vorgestellten Herleitung kann die HSIEM auch
iiber eine Art PML-Methode (siehe Abschnitt 3.2.3) abgeleitet werden. Bemerkung
5.25 am Schluss dieses Kapitels weist fir den mehrdimensionalen Fall explizit nach,
dass die HSIEM als eine PML-Methode aufgefasst werden kann. Dieser Zusammenhang
zwischen Methoden, basierend auf der Polbedingung und der PML-Methode, wurde
bereits in [HSZ03b] genauer untersucht.

5.1. Variationsformulierung der Helmholtz-Gleichung

Zur Veranschaulichung des Vorgehens betrachten wir zunéchst ein eindimensionales
Modellproblem. Im zweiten Unterabschnitt werden wir die vorgestellten Techniken
auf Probleme in hoheren Dimensionen verallgemeinern.

5.1.1. Eindimensionaler Fall

Sei u € HZ (R,) Losung des Streuproblems

—u"(r) — &*p(r)u(r) = 0, r>0, (5.1a)

u'(0) = |, (5.1b)

L{u(a®)} € H (koR) (5.1c)

mit R(k), R(ko) > 0, I € C und einer positiven Potentialfunktion p € L*(R,) mit
p(r) = 1 fir » > a > 0. Wie bereits zu des 4. Kapitels gesehen, reduziert sich
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (3.2) fiir d = 1 zu v/(a) = iku(a) und
bleibt auch fiir (k) < 0 giiltig. Die Ausstrahlungsbedingung (5.1¢) erscheint somit
fiir d = 1 unnotig kompliziert. Zur Veranschaulichung ist es dennoch sinnvoll, auch
das eindimensionale Problem mit Hilfe der Polbedingung zu behandeln. Zusétzlich
wire das zugehorige Resonanzproblem fiir das Eigenpaar (k2, u)

—u"(r) = K*(r)u(r), r>0, (5.2a)
u'(0) = 0, (5.2b)
L{u(a®)} € H (koR) (5.2¢)

mit der Ausstrahlungsbedingung u'(a) = iku(a) nichtlinear, wiahrend die nun vorge-
stellte Methode zu einem linearen Eigenwertproblem fiihrt. Eine numerische Anwen-
dung der Methode fiir d = 1 ist in [Sch07a] zu finden.

Betrachten wir zunéchst die explizit bekannte Losung tex (r) := u(a(r+1)) fir r > 0

A

von (5.1) und die transformierten Funktionen ey 1= Ltey und U := Mgy, Mit
Up = Uext(0) = u(a) gilt

Uo M P _ Uo
—Ul) = iko(z +1) —aik(z — 1)

aikT

uext(r) = Up€ 'i) aext(s) - (53)

S — ik

Die Beziehung uy = 2ikoU (1) aus Lemma 4.13 ergibt sich im Eindimensionalen di-
rekt aus der Darstellung von U. Dies gilt jedoch nur, da u und uey; LOsungen einer
Helmholtz-Gleichung sind. Wie bereits in Lemma 4.13 gesehen, muss fiir allgemeine
Funktionen F € H*(S') N H'(S') vorausgesetzt werden. Entsprechend wiren dann
auch Riume der Form M~ (H*(S') N H'(S')) notwendig. Zur Vermeidung dieser

A

Riume zerlegen wir deshalb F in das Paar (fy, F)" € C x H*(S') mit

fo = F(D

. 2Z-/<00F<Z) — fo
N 2i/€0 N ‘

z—1

und F(z): (5.4)

Mit Hilfe der Abbildungen
(Ti (?)) (2) = %(fo b (2 1)F(2)), (?) cCx HY(SY  (55)

ist diese Zerlegung gerechtfertigt, wenn F € T_(Cx H*(S")) C H*(S"). Die trans-
formierte Losung der Helmholtz-Gleichung U liegt in diesem Raum (siehe dazu Lem-
ma 5.13), und es gilt

X 1 uo ak — Ko
U:,—T(U> und U<Z):u0/<ao(z+1)—cm(z—1)' (5.6)

Mit diesen Vorarbeiten konnen wir eine Variationsformulierung fiir w;,, := u|[07a] und
U herleiten. Dazu multiplizieren wir die Helmholtz-Gleichung (5.1a) mit Testfunktio-
nen v mit

Vint = v|j0.a) € H'([0,a]) und Ve (r) = v(a(r + 1)) = v(a)e™. (5.7)
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5.1. Variationsformulierung der Helmholtz-Gleichung

Dabei sei k € C mit £(k) > 0 und (k) > —(k), sodass

i(k+k)r

| Uesct (7) Vext (1) | = }uov(a)e | — 0 firr — oo.

Auf diese Weise existieren die nachfolgenden Integrale, und es gilt:

0= /Ooo (=u"(r) = wp(r)u(r) v(r)dr = / (U0l () = K200 i ()i 1))

< /1
+ i (0) + / (—ugxt(r)vgxt(r) — a/€2uext(r)vext(r)> dr.
0 a
(5.8)
Bemerkung 5.2. Im Gegensatz zu Kapitel 2 und dem bisherigen Vorgehen multi-
plizieren wir nicht mit v, sondern mit v und erhalten so statt einer Sesquilinearform

eine Bilinearform. Dies liegt vor allem an der speziellen Behandlung der Integrale
tber Ry. Wir werden in der Konvergenzanalysis in Abschnitt 5.5.1 dieses Problem

beheben.

Das folgende Lemma iiberfiihrt das letzte Integral in den Hardy-Raum H*(S?!).

Lemma 5.3. Seien M > 0, kg € C mit R(kg) > 0 und f,g : Ry — C zwei Funk-
tionen, deren Laplace-Transformierte f := Lf und § := Lg fir {s € C: R(s) > M}
bzw. {s € C: R(s) > —M — e} mit e > 0 existieren und eine holomorphe Fortsetzung
in eine Umgebung um E(M, ko) := {s € C : R(is/kg) > 0V R(s) > M} besitzen.
Weiter sei in dieser Umgebung |f(s)s| und |g(s)s| gleichmdfig beschrankt.

Dann gilt

/Ooof(r)g(r) / F(s)d(— _iHOLlp(Z)@(zMZ, (5.9)

mit F = /\/lf und G == M.

Beweis. Wir erweitern f, g durch 0 zu f*, ¢g* : R — C und betrachten

/ f(r)g(r)ydr = F{f*g*} (0) = %/_Oo]-“{f*e‘M’} ()F {g e} (—t)dt.
Die Fourier-Transformierten
f{f*(x)e’Mx} (t) = f(zt + M) und F{g*(:c)eMm} (—t) = g(—(it + M))

existieren nach Voraussetzung. Weiterhin ist f(s)§(—s) holomorph in dem grau hin-
terlegten Bereich aus Abbildung 5.1, da ¢ nur auf die schraffierte obere Ecke nicht
holomorph fortsetzbar ist. Damit folgt die erste Gleichung in (5.9) mit Cauchys In-
tegralsatz beziiglich des abgeschlossenen Weges 1 + 72 — 73 + 74 aus Abbildung 5.1,
wobei die Integrale {iber 75 und 74 fiir R — oo wegen des Abfallverhaltens von f und
g verschwinden:

/f :—/ fit + M)g (it+M))dt:——hm/f )i(—

’]T R—o0

=g dm [ @i =5 [ feats
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode
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Abbildung 5.1.: Integrationswege im Beweis von Lemma 5.3

Fiir die zweite Gleichung nutzen wir die bereits von der Md&bius-Transformation 4.7
bekannte Substitution s = ¢(2) mit ¢'(z) = (—2ikg)/(z — 1)* und —p(z) = ¢(z) fiir

z € St
/ f g dS = _27T|li0| / f |d8|

R _ 2|I{0|
= m . Flo(2)ilp( ))m|d2|
== SI(Mf><z><Mg><z>|dz\.

]

Das vorige Lemma kann sowohl auf wey und vey als auch auf v, und v.,, angewandt
werden. Im zweiten Fall konnen wir den bereits definierten Operator 7 ;. verwenden:

L{f}(s) = s(Lf)(s) — mit fo := f(0),
(ML (= )—mo “F( ) — zJE)1 mit £ = MLf
_mz—i-l (z—1)F(z ))_ fo mit F(z) i QiKOF(z)—fO
B 21Kg z—1 o z—1

- % (fo+ (z+1F(2)) = <T+ (fﬁ)) (2).

(5.10)
Zur Vereinfachung definieren wir die Bilinearform aus Lemma 5.3 zu
1
Q(F,G) = o / G(Z)F(z)|dz| (5.11)
T

und erhalten folgende Variationsformulierung.
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5.1. Variationsformulierung der Helmholtz-Gleichung

Satz 5.4. Seien k, kg € C mit positivem Realteil und R(r/rkg) > 0, X :== H'([0,a]) X

H*(SY), u e H ([0,00)) eine Lisung von (5.1) und wie bisher iy = 4], Uext =

u(a(e+1)) und ug = u(a). Dann l0st (uin, U)" € X mit U aus (5.6) das Variations-

problem
() (7)) (7)o

mit (Ving, V)T € X und den Bilinearformen

() () [rov-20le () 2).
() (0) - fooe 2ol () ()

mit (f,F)",(9,.G)" € X.

Ist umgekehrt (uig, U)" € X eine Losung von (5.12), so liegt iy, € H?([0, a]) und ist
die Finschrinkung einer Lésung von (5.1).

Beweis. Seien u eine Losung von (5.1), v wie in (5.7), vg = v(a) und V wie in (5.4)
mit k € {s € C| R(s) >0AI(s) > —(k)}. Dann ist analog zu (5.6)

k‘—I{O
(ko — k)z+ (ko + k)

V(z) =g (5.14)

Wir werden im Anschluss an diesen Satz in Lemma 5.5 nachweisen, dass diese Funktio-
nen V dicht in H(S?) liegen. Es ist damit ausreichend, solche v als Testfunktionen zu
wéhlen, und wir erhalten mit Gleichung (5.8), Lemma 5.3 und den Voriiberlegungen
vor diesem Satz die Behauptung.

Sei umgekehrt (uiy, U)" € X ein Losung von (5.12). Mit vy, = 0 folgt daraus nach
Multiplikation mit 4mwikga

/S V() {RGEF 1 w0+ (2 + VU] + a2 = Do + (= = DU ()] |dz] = 0

(5.15)
fir alle V€ HT(S'). Sei P die orthogonale Projektion von L?*(S') nach HT(S').
Dann ergibt sich aus (5.15) die Operatorgleichung

P{m U} = P{(a®k* — k3) — (a®K* + K3)Z} ug = (a°K* — K )uo, (5.16)

mit m(z) = kj|z + 1> + a?k?|z — 112, da Pz = 0.

Der Operator auf der linken Seite der Gleichung ist ein Toeplitz-Operator mit Symbol
m(z) = 2(a’k* + Kk3) — 2(a®k? — K)R(2).

Da der Graph von m eine Gerade mit Endpunkten 4a®x? und 4x2 ist und diese nur
fiir kg = £iCk mit C > 0 den Ursprung kreuzt, ist 7;, nach Bemerkung 4.5 stetig
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

invertierbar. Die eindeutige Losung von (5.16) muss nach Konstruktion folglich durch
U aus (5.6) gegeben sein. Einsetzen in den externen Anteil von (5.12) liefert mit (5.16)

1Ko z+1 aik? z—1
——2 1+ - 1+ d
votio /51 < 4dma < —szzg - z) AT kg ( —szzg —z 4]

. ark+Ko
= Vot /sl T i |dz| = Uouo—/ <M+HO — + ;) dz

ak—KQ ak—Ko

= —1KUgUg,

ak+Ko
aK—KQ

da

Funktion auf einer {z € C | |z| < 1} umfassenden Menge ist. Damit verschwindet
das zugehorige Integral und das letzte Gleichheitszeichen folgt mit [Rem84, Kapitel
6.1.3]. Es ergibt sich schliefllich die Variationsformulierung

> 1 fir R(k/ko) > 0 und somit der erste Integrand eine holomorphe

/ (Ui,ntu;nt - “2]7 Uintuint)dT = 1KUQUy — Uint(O)l. (5.18)
0
Mit dem Regularitiitssatz 2.10 ist uy, € H?([0,a]) und 16st das Randwertproblem
o umt(r> _p( )"i ulnt(r) , T e [O, G], (519&)
Uine(0) = (5.19b)
1nt< ) = Z’fumt(a> (5190)

Damit ist wy,; die Einschrénkung einer Losung von (5.1) und die Behauptung ist
gezeigt. O

Zur Vervollstdndigung des Beweises bendtigen wir noch das folgende Lemma.

Lemma 5.5. Seien kg € C\ {0} und E eine offene, nichtleere Teilmenge von {s €
C : R(s/ko) > 0}. Dann liegen die Funktionen Vi (z) = m firk € E dicht
in H+(S").

Beweis. Es ist (M™1V})(kos) = hrol__1 und die Behauptung ist auf Grund

ko  s—ik/ko’
der Eigenschaften der Mobius-Transformation aus Satz 4.7 gezeigt, wenn der Raum

Y :=span{l/(e —ik/kg) : k € E} dicht in H™ (R) liegt.

Sei dafiir f € Y+, d.h.
/f ( )da =0, kelk.
o —ikky?

Dann verschwindet die auf C~ holomorphe Funktion

o) = [ L9

21t Jp o — 2

do, 2¢e€C~

auf der offenen Teilmenge {ikr,' : k € E} von C~ und somit auf ganz C~. Mit
(4.19) ist f die Randfunktion von g auf R, und folglich ist f = 0. Damit ist Y+ = {0},
d.h. Y ist dicht in H~(R). O
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5.1. Variationsformulierung der Helmholtz-Gleichung

Die Variationsformulierung (5.12) ist linear in x%, und die Ansatzfunktionen in X
héangen im Gegensatz zu klassischen IEM (Abschnitt 3.2.2) nicht von s ab. Damit
ist eine Galerkin-Methode auf Basis dieser Variationsformulierung geeignet, sowohl
das Streuproblem (5.1) als auch das zugehorige Resonanzproblem (5.2) zu behandeln.
In Abschnitt 5.2.2 wird die Umsetzung dieser Methode dargestellt sowie die Konver-
genz untersucht. Zunéchst wollen wir jedoch eine dhnliche Variationsformulierung fiir
hohere Dimensionen herleiten.

5.1.2. Mehrdimensionale Variationsformulierung

Sei u eine Losung von (3.1) mit Q = R?\ K und Qine, Qext, Uing, Uexs (Mit Skalierung
(4.4)) und ug wie bisher. Nach Multiplikation mit einer geeigneten Testfunktion, par-
tieller Integration und Substitution in Polarkoordinaten erhalten wir (vgl. (4.6) und
(4.25))

a

> v)‘cuext : vﬁvext 2 Cd Uext Vext ~
+a — K Uext Voxt — — drdx = — VintdS.
[ ( (r+ 1) Wt T 2 1) o
(5.20)

Aufgrund der Skalierung von ey gilt mit (4.13) Uey (7, X) &2 € fiir r — oo. Test-
funktionen v € H?({2) miissen folglich wie im eindimensionalen Fall hinreichend
schnell abfallen, sodass die Integrale iiber [0, 00) existieren.

d—1 1 °
/ (Vuint - VUing — /fQuintvint) dx + / UgVodX + — / / OrUext Op Vaxt drdX
Qint 2 La a o JO

Ziel ist es, diese Integrale mit Lemma 5.3 in den Hardy-Raum HT(S") zu iiberfiihren.
Dabei sind im Wesentlichen zwei Probleme zu 16sen: Zum einen miissen die Voraus-
setzungen von Lemma 5.3 sowohl fiir u. als auch fiir 0,ue und die Komponenten
von Viuey sichergestellt werden. Dies ist mit Abschnitt 4.1.1 und dort insbesonde-
re (4.12) und (4.13) zumindest fiir hinreichend grofies a immer gewihrleistet. Zum
anderen haben wir im eindimensionalen Fall gesehen, dass es sinnvoll ist, U (o,%) :=
MLy (o,%X) zu zerlegen (siehe (5.4) und Lemma 4.13):

1 (%) . o 2isgU(2, %) —ug(X)
U(e,X) = ET, (U(gf{)) mit U(z,X) = o , xel,. (5.21)

Lemma 5.6. Seien U wie in (5.21) und a hinreichend grofi. Dann ist U(e,X) €
H*(SY) N C>(SY) fiir allex € T,.

Beweis. Seien X € ', und a hinreichend grofi. ey (®,X) = Lueyx(®,X) besitzt mit
den Ergebnissen aus Abschnitt 4.1.1 eine Singularitét bei aix und ist bis auf einen
Schnitt {aik — kot | t > 0} holomorph fortsetzbar. Da ¢(z) = ik jﬂ mit Ausnahme
des Punktes 1 ebenfalls holomorph ist, sind sowohl U(e, %) als auch U(e, %) auf C\
({1} U{p (air — Kot) | t > 0}) holomorph fortsetzbar. Es ist aix € C* und somit
lo~(aik)| > 1 und ¢~ '(c0) = 1. Folglich sind U(e, %), U(e,%) auf eine den Punkt 1
nicht enthaltende Umgebung von {z € C | |z| < 1} holomorph fortsetzbar, und die
Behauptung ist gezeigt, wenn U(e, X) auch im Punkt 1 beliebig oft differenzierbar ist.
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

Dafiir untersuchen wir zunédchst das asymptotische Verhalten von ., fiir s — oc.
Mit Hilfe der Darstellung (4.12) mit der exponentiell abfallenden Sprungfunktion W,
kann ey in Potenzen von (s — ikg) entwickelt werden:

J 5
N o a;(X - C
Uext (S, X) = E % +o0 (|s — K| J) , |s| — oo, J € N beliebig.

Mit (M{(e — irg) 1) (2) = (2 — 1Y-1/(2iro)’ folgt

A

Q; -1 J—1 .. .
Z 2mo (z=1Y"+o(lz =117, fir |z — 1] — 0.

7=1
Mit Lemma 4.13 gilt a; = ug, und es folgt

A

a;(X)

j—2 J=2 .

I
Q.
I M“
[\&]

U (e, %) wurde somit in ein Taylorpolynom der Ordnung J—2 um die Stelle 1 entwickelt
und ist folglich auch an dieser Stelle beliebig oft differenzierbar, da J beliebig gew&hlt
werden kann. 0

Obiger Ansatz fiir U ist mit dem vorigen Lemma gerechtfertigt. Als Nachteil fiihrt er
zu Termen der Form

ML{Vsf(o,R)}(2) = VaF(z, %) = %Vg (foX) + (z-1F(z,%)).  (5.22)
Fir tex € HE.(Qext) ist dies kein Problem, da uy € H*?(T';) und damit auch
U(z,8) € H3*(T,) fiir z € S ist. Fiir Testfunktionen ve € H'(Qey) ist jedoch
vy := v|p, € H/?(T,), und obiger Term erscheint fraglich. Das nichste Lemma 16st
dieses Problem durch die Definition eines geeigneten Raumes X und Ansatzfunktio-
nen v aus einer dichten Teilmenge von X.

Zur Vorbereitung erinnern wir an Definition und Satz 2.17. Dort wurden Tensor-
produkte von linearen, beschréinkten Abbildungen definiert. Die Operatoren 7 1 sind
solche Abbildungen von C x H*(S') in den Raum H™*(S'). Ebenso bildet der Ober-
flichengradient Vi den Raum H'(T,) stetig in den Raum der auf T', tangentialen
Vektorfelder L2 (T',) ab. Somit ist

tan
T_®Vz: (Cx HY(SY)) @ H'(T,) — HT(S") ® L, (Ta) (5.23)
eine lineare, stetige Abbildung. Nach obiger Bemerkung ist der Raum

(Cx H(SY) ® HY(T,) = H'(T,) x H*(S") ® H'(T,)

jedoch nicht als Ansatzraum geeignet.
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5.1. Variationsformulierung der Helmholtz-Gleichung

Lemma 5.7. Seien

((j;) ; (Cgi))x =(f, 9) T (B G+ (shyer2(ry)

flr glr
+ ((T ® Vz) ( “1,(7- ® Vy) ¢ )
F G H+(sl)®Lgan(Fa)

o llx = v/ ol und 524
x={(f) emm < reere) || (£)] <=} 62

Dann gilt fir R(k), R(ko), R(k/ko) > 0
(i) (X, (e, 0)x) ist ein Hilbertraum.
(ii) Fiir jedes f € H*(Qiny) existiert ein F € HY(SY)® L*(Ty), sodass (f, F)" € X.

(iii) Es existiert eine dichte Teilmenge X C X, sodass fiir alle (f, T e X fin
C> (Qext) liegt, die Funktion

Jext(0,%) = L7 {(iro) "M T_(fIr, (%), F(,%))" }

fiir alle % € S' wohldefiniert ist und die Vorraussetzungen von Lemma 5.9
sowohl von fe(e,X) als auch von den Komponenten von Vi fe(e,X) fir al-
le X erfillt werden. Insbesondere fallen fe(r,X) und die Komponenten von
Vi fext(r,X) exponentiell fir r — oo ab.

Bewezs. 1. Der Operator 7 _ ®Vy ist mit Definition und Satz 2.17 auf dem Raum
(Cx HY(S"))® HY(T,) definiert. Daher ist das Innenprodukt (e, e)x zunichst
nur auf X 1= H'(Quy) x (H+(S") ® HY(T,)) sinnvoll definiert, und (X, (e, 8)x)
ist ein Pri-Hilbert-Raum. Nach [Heu75, Satz 66.5] existiert zu X ein bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmter Hilbert-Raum X, sodass X dicht liegender

Unterraum in X ist.

Mit Hilfe der ersten beiden Terme in der Definition (5.24) von (e, ®) x konnen die
Elemente von X als Funktionen (f, F)" € H'(Qy) x (HT(SY) @ L*(T,)) auf-
gefasst werden, fiir die wegen des dritten Terms in (5.24) (7_ ®Vz) (f|r,, F) "
definiert ist und mit einer Funktion aus H*(S') ® L2, (T,) identifiziert werden

tan

kann. Da H'(T',) dicht in L?(T,) liegt, ist die einfachere Darstellung von X aus
(5.25) gerechtfertigt.

2. Sei f € H'(Qin). Dann ist fy := f|r, € HY/?(T,), d.h. mit Blick auf (3.24)

o0

S (At vm)|fonl <00, fon = (fo, Pu)r2r.). (5.26)

n=0

Sei nun F(z,%) := >~ F,(2)®,(%) mit noch zu bestimmenden Fourier-Koef-
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

Abbildung 5.2.: Skizze zum Beweis von Lemma 5.7

fizienten F,,. Dann ist (f, F')" € X und die Behauptung ist gezeigt, wenn
i [Foll72s1y < 00 und
Z v(n)* || 7_ (f 0:)
da [ Vi@, - Vg®nd& = — [ (Ag®,)P,d% = =\, = O(v(n)?).
Da wir in (iii) eine dichte Teilmenge von X konstruieren wollen und in Lemma

5.5 bereits eine dichte Teilmenge von H*(S') vorgestellt wird, machen wir den
Ansatz

(5.27)

< 00,
L2(Sh)

Fo(2) = fonVi,(2)

kn+ro

-1
e z) aus Lemma 5.5 und einer zunéchst
n

mit den Funktionen V) = (
unbestimmten Folge k,. Es gilt

-9 _
k, + K k, + K ,
Vi IZ2 051y = S —z| |de| = = —ze”| |def
g1 kn — Ko S1 kn —
L B (5.28)
kn + K:O —i0 kn + HO
= —e Y — |dz| = —z|  |dz|
g1 kn — Ko k’n — Ko

mit § = arg( "+“°) Siehe dazu auch Abbildung 5.2. Falls k,, — o0, so kon-

vergiert die Singularitit von Vj,, zum Punkt 1 € S!. Im Grenzfall wird vori-
ges Integral damit nicht existieren. Wir spalten es deshalb in ein konvergentes

FEp. 2
Teilintegral [ ‘ﬁ df und das divergente Restintegral auf:
6

/Z de < /g do _4arctan (%t) < 27 Lo kn/lﬁo—i-l'_
rlt—ef? T )24+ & t Tt [k /R0 — 1
(5.29)
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5.1. Variationsformulierung der Helmholtz-Gleichung

Es gilt somit
Ve ll72st) < Clka| — fiir k| — o0. (5.30)

1 Ko
T_ = Vi 5.31
(‘/kn) kn — Ko kn ( )

(%)l
n /s

') 2
= 1 foul Ve l22s1) (1 +v(n)? ) (5.32)

n=0
<(J§:|f 2kl (14|22 2
=~ rar 0,n n kn — Ko .
Sei nun kg so gew'ahlt dass R(ko), R(ko/ko) > 0 und k,, := ko + v(n). Dann ist
fiir alle n € Ny ‘ < C, und es gilt mit (5.26)

Mit

ergibt sich

Ny <||Fn||iz<51) b o

n=0

Ko

kn_HO

N < OZ | foul* (Jko| + v(n)) < oo. (5.33)

n=0

3. Fiir das eben konstruierte F' ist mit (5.3) und (5.6)
fext Z fO nezknrq)

Da O (Qyy) dicht in H'(Qyy) liegt, wihlen wir f € C°(Quy), und die Fourier-
Koeffizienten fj, fallen im Betrag super-algebraisch in n. Somit konvergiert
obige Reihe ebenso wie die Komponenten von Vi f auf kompakten Teilmen-
gen des [0,00) X Ty und r +— e¥ " f_(r,X) bzw. die Komponenten von r
e"" " foxt (1, X) fallen exponentiell ab, wenn nur S(k, + k) = S(ko + &) > 0.
Dies ist mit der Wahl des ky immer sicherzustellen und die Voraussetzungen
fiir Lemma 5.3 sind sowohl fiir fe als auch fiir die Komponenten von Vg foxt
erfiillt.

Bleibt nur noch zu zeigen, dass die Funktionen F' mit geeigneten k, dicht in
H™(S') liegen. Da die bisherigen Aussagen auch fiir &, in einer offenen Umge-
bung um k,, giiltig bleiben, folgt dies mit Lemma 5.5

]

Damit ist die unscharfe Aussage ,,geeignete Testfunktionen” vom Beginn des Ab-
schnittes prézisiert, und (5.20) kann in den Hardy-Raum transformiert werden. Ana-
log zum eindimensionalen Fall definieren wir

Q*(F.G) = ~ / Gz R)F(z%)|dz|d%, F.G e H(S)) ® LX(T.),
27'(' g1
(5.34)
QF (F,G) =3 / / F(z,%)|dz|d%, F,G € H"(S") ® L2, (T,).
T S1
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

Satz 5.8. Seiu € H2 (Q) eine Losung von (3.1) mit Q = R\ K und uing, Uexe und

ug wie bisher und a hinreichend grof. Dann liegt (uin, U)" mit U aus (5.21) in X
und lost das Variationsproblem

(%) () e (()-(0)) == [owse 00
mit (Ving, V)" € X und den Bilinearformen
() (2) L5 o2
’ ?Q# ((ﬂ@id) (fg) (T, ®id) (gg))
) if,idQ# ((H@d) <f]|~£> (UT_®id) <9|C5))
N %Q?ﬁn ((J T ovy) (f]|?r) (JT_®Vs) (9|Gr>> :
() 2) e
+%Q# <(T_®id) (fllug) (T_®id) (9\5))

mit (f,F)7, (9,G)" € X.

(5.36)

Beweis. (uyg, U) T liegt mit Hilfe von Lemma 5.6 in H' () x HT(S') @ L*(T,). Da
(4.13) nach x differenziert werden darf und dabei die Voraussetzungen fiir Lemma
5.6 erhalten bleiben, gilt auch (ui, U)T € X. Die einzelnen Terme in (5.35) ergeben
sich aus (5.20) mit Lemma 5.3, der Definition von U in (5.21), (5.10) fur die Trans-
formation der radialen Ableitung und Bemerkung 4.11 fiir die Terme 1/(r +1). O

Offen bleibt zunéchst die Umkehrung des Satzes. Diese werden wir spéter in Korollar
5.24 nachholen.

5.2. Galerkin-Diskretisierung

Auf Grundlage der symmetrischen Variationsformulierungen (5.12) fiir das eindimen-
sionale Problem und (5.35) fiir das mehrdimensionale Problem im jeweiligen Raum
X (siehe Satz 5.4 und Lemma 5.7) kann ein Galerkin-Verfahren verwendet werden.

Fiir den mehrdimensionalen Fall werden wir in Unterabschnitt 5.2.4 das Variations-
problem verallgemeinern, indem wir €2 nicht mehr, wie in Abschnitt 3.1.3 dargestellt,
durch I', in €y und Q. zerlegen, sondern allgemeinere Kopplungsriander I' zulas-
sen.
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5.2. Galerkin-Diskretisierung

5.2.1. Aligemeines Vorgehen

Das Vorgehen bei der Galerkin-Diskretisierung entspricht im Wesentlichen dem der
klassischen Infinite Elemente Methoden 3.2.2: Die Riume H'([0,a]) und H'(Qiy)
werden, wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, durch endlich-dimensionale Unterrdume

Xl(nt, die von den Basisfunktionen {b;,7 = 1,..., Njp;} aufgespannt werden, ersetzt.

Die Spuren der an der Stelle a bzw. auf I, nlcht verschwindenden Basisfunktionen
bezeichnen wir mit {bflx), n=1,.., Ng}.

Als Diskretisierung des Hardy-Raumes H"(S') verwenden wir die endlichdimensiona-
len Unterrdume Iy, := span{z°, ..., 2"} € H"(S') und bezeichnen die orthogonalen
Projektionen auf Iy, mit Py, : H"(S') — Ily,. Dies entspricht dem Vorgehen aus
(4.39) bei der Linienmethode. Zusammen ergeben sich folgende Ansatzréaume:

Xy i= X x Ty, fird =1 und Xy = X x (My, @ X[, ) fir d=2,3

int
(5.37)
und die diskreten Variationsprobleme

(h) ) (h) _
A (([}Lﬁ%)) 7 (UVM)) Sy (([}‘(;&)) , (UV“» — 103 (0) (5.38)

.
fir d =1, < (") U(NT)> (Ui, V)| € Xy und A, B aus (5.13) sowie

1nt )

A(( ul(r}llt) ) (%nt))_RQB(( Uq(r’:t) ) (Umt))__/ Lo ds (539)
UWNeh) |0V Wk oy - int :

.
fir d = 2,3, (ui(gt),U(N“h)> ,(vim,V)T € Xy und den Bilinearformen A, B aus
(5.36).

In den folgenden Unterabschnitten werden wir die Assemblierung des zugehorigen
Gleichungssystems
(Ah — /ith) ap = lh (540)

genauer erlautern. Da die zu €);,; gehérenden Anteile bereits in Abschnitt 2.3 be-
sprochen wurden, werden wir uns dabei auf die externen Anteile beschrianken. Im
eindimensionalen Fall sind dies

(B ()= 2o (B ()
e ((5)-(2) el (5)7-(2)

mit fo = f(a) und gy = g(a) und (fo, F) ", (g0, G)" € C x H*(S'). Der interne Anteil
fiir f,g € H'(|0,a]) besteht aus den Bilinearformen

(5.41)

mt fa / f/g dr und Bint(f7 g) = /Oapfg dr. (542)
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

Die Randwerte fy, go sind in beiden Anteilen enthalten und koppeln die Bilinearfor-
men aneinander.

Letzteres bleibt auch in hoheren Dimensionen mit

e ((£).(2)) -2 o () rm (3)
_zj’i)d@# ((JT@id) (éﬂ) (JT- ®1d)( )) /fogodx
+ %Qfgn <(JT_ ®Vs) (“;9) (T ®Vs) (G)> ,

e () (2)) =2 (o () -0 (3).

und

(5.43)

Aini(f, 9) == /Q Vf-Vgdxr und Bi(f,g):= /Q fg dz (5.44)

giiltig. Im Unterschied zum eindimensionalen Fall ist f, € H(/?(T,) eine Funktion
und F,G aus dem durch X aus Lemma 5.7 definierten Unterraum von H'(S!) ®
L*(T, ) Mit Blick auf Lemma 2.14 ist es ratsam, den Raum L?*(T',) durch die Spu-

ren th ’F von Xl(nt) zu diskretisieren, da th |r bereits als Diskretisierung von

HO/2)(T,) vorgegeben ist. Somit ist der Ansatz fiir Xy aus (5.37) gerechtfertigt.

5.2.2. Eindimensionaler Fall

Obwohl Aqy und Bey und die zugehoérigen Basisfunktionen aus H*(S') eher uniiblich
sind, erhalten wir ein einfaches Finites Element (vergleiche Definition 2.13):

1. T:=C x St
2. Pr:=C xIly, mit dim Pp = N, + 2

3. und den nodalen Basisfunktionen

= (o) e B = (@) im0 G

mit den zugehorigen Freiheitsgraden {u", af, ..., oy }-

Die Elementmatrizen

AN (Aext <bJNT b(Nr ))N

jk=—1 J

N
und BN .= <Bext <b<NT),bx(gNr)>> (5.46)
]7k:_l

werden durch den Randfreiheitsgrad u(()h) an das bestehende Gleichungssystem gekop-
pelt, in dem die zu u[()h) gehorenden Eintriage von AN und B zu den zu u(()h)

gehorenden Eintrdgen in A, und B, addiert werden.
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5.2. Galerkin-Diskretisierung

Es bleibt die Elementmatrizen zu berechnen. Die Operatoren TiNT) sind in dieser
Basis gegeben durch

T = o € RN +Dx(Nr+2), (5.47)

1 =1

Die erste Spalte wirkt dabei auf ugh), die restlichen auf die Freiheitsgrade a;r. Da
Q(z7,2%) = §;, ergeben sich die Elementmatrizen zu

2a1

—2 T T
A(NT) _ ﬂTiNr) T(JrNr) und B(Nr) _ TENr) TgNr)‘ (548)

a Iav)

Bemerkung 5.9. Fiir die Laplace- und Mdbius-transformierte Funktion U ergibt sich
der Ansatz

R 1 u® 1 N .
(Nr) = 7 0 ) — (h) -1 +.7 .
U (2) o T <Z§V:ro o (o)’ (2) Sine uy + (2 —1) jz% o z

Mit Hilfe der inversen Mébius-Transformation erhalten wir fir tieq = MU mit
z = (s+ikro)/(s —ikg) und z — 1 = (2irg) /(s — iKp)

. N, . N ‘
~(Ny) 1 (h) 21K + (3 + K9 21Ko
thex” (5) 21k <u0 + s — 1Kg ZO% (s - mo) > 5 — 1K

; (Qilio)kJrl
z (1)
Analog zu Bemerkung 4.1/ ergibt sich

o= (o PR

7=0

und $0mit Ue ™) (0) = u(()h).

Wie im Innenraum ist u(()h) also alleiniger Randfreiheitsgrad; alle Basisfunktionen zu

den Freiheitsgraden &;r verschwinden auf dem Rand.

5.2.3. Sphaérischer Koppplungsrand

In diesem Abschnitt erlautern wir die Implementierung der HSIEM fiir d = 2, 3. Sei
dazu eine Zerlegung von I', wie in Abbildung 5.3 gegeben.
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

Abbildung 5.3.: Zerlegung des Auflenraumes

Bemerkung 5.10. Bei einer Triangulierung von Qi durch polygonal berandete Ge-
biete entsteht ein Fehler, da Punkt (2) aus Definition 2.12 nicht erfillt ist, d.h. der
Rand des triangulierten Gebietes nicht gleich dem Rand von Qi ist. In [Hac96, §8.6]
wird auf diese Probleme eingegangen. Fiir den Innenraum Qi kann mit dem 2.Lem-
ma von Strang nachgewiesen werden, dass der Fehler die Konvergenzordnung des
Verfahrens bei der Benutzung von sogenannten isoparametrischen FElementen nicht
beeintrichtigt.

Wir vernachldssigen diesen Fehler im Innen- und im Auflenraum und sprechen wei-
terhin von den zu Beginn des Kapitels definierten Spuren bq(lx) der Basisfunktionen

von Xi(nht) als Funktionen auf I',.

Wir betrachten das schraffierte Infinite Element in Abbildung 5.3 und bezeichnen
die auf der Randkante e nicht verschwindenden Basisfunktionen b;"> mit bﬁf) ,n =
1,..., Ne. Dann ist das Finite Element nach Definition 2.13 gegeben durch

1. T:=ex St

2. Pri=(C x Iy,) ® X\|_ mit dim Pr = (N, +2)N,

int

3. und den nodalen Basisfunktionen
Se Ny .
b}ng) = bg ) ® bng)7 ] = —]_7 ceey _Z\[,,,7 n = 1’ “.7Ne’ (549)
mit b;NT) aus (5.45).

Die Elementmatrizen A bzw. B8 ergeben sich mit der Definition (5.43) bzw.
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5.2. Galerkin-Diskretisierung

(5.34) der Bilinearformen Aeyq, Bexs bzw. Q7, Qﬁm als Tensorprodukte der Matrizen

Ne Ne
MO ( / b,(f)bff;)dfc> und 50 .= ( / Vb ® - Vib© dx) (5.50)

m,n=1 m,n=1

und den Matrizen in radialer Richtung

d—1 2 2C 1 T
Lyi= " (1 0)—ﬂ7 T 20T g ),

2ai ’ K02aaz (5.51)
Ly = “2q@ ' 5T g 7™ und Ly o= 2y @) )
Ko Ro
zu
A(Seg) _ Ll ® M}E{Seg) + L2 ® S)S{Seg) und B(Seg) _ L3 ® M)A((Seg). (552)

Diese Matrizen verhalten sich wie ,,normale” Elementmatrizen: Sie koppeln an den
gemeinsamen Réndern mit benachbarten Hardy-Raum Infiniten Elementen und an
den Randkanten e von I', iiber ug mit den FE aus dem Innenraum.

Offen ist noch die Implementierung der Matrlzen Jn,. Wir wollen auf die explizite
Darstellung des Operators J = MIM? verzichten, da diese relativ unhandlich
ist. Der Definition von J (4. ) kann aber bereits entnommen werden, dass es sich
um einen Integraloperator handelt und somit eigentlich eine numerische Integration
notwendig wére. Zur Vermeidung einer solchen Integration, die relativ aufwendig
wire, verwenden wir den zugehorigen inversen Operator. Dazu nutzen wir Satz A.6(iv)
bzw. A.6(iii) und definieren fiir ¢ > 0

(jc Lf)(s) = /00 e (Lf)(o)do = L { " "Jfr c} (s) und  (5.53a)

(DeLf)(s) = (=0, +)(LS)(s) = L{(o+)f} (5). (5.53b)

Im hier benétigten Fall ¢ = 1 verzichten wir auf den Index. Der Differentialoperator D
ist offnsichtlich der zu J inverse Operator. Weiterhin l&sst sich fir D, = M D M1
direkt nachrechnen

(D. F)(2) <Z_1)2F’( 1+ (2L v o) Flo), FemH(sY (5.54)
c zZ) = ; z ; y .
21Kg 21K ¢ -

und der diskrete Operator ergibt sich zu

-1 1

1 -3 2

1 .
D(NT) = Cld(N +1)x (Ny+1) +22/{ 2 -5 . . (555)
.. Nr
N, —2N, -1

Diese Matrix ist symmetrisch und wir nutzen die numerische Inverse zur Berechnung
von

-2
J;T In, = (D(NT)> .
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

Bemerkung 5.11. Da die Matrizen Ly, Ly und L3 unabhdngig vom jeweiligen Seg-
ment sind, konnen die externen Matrizen auch direkt mit

Aot = L1 @ Mg+ Ly ® Sz und Bex = Ly ® Mg (5.56)

berechnet werden. Mg und Sg sind die Masse- bzw. Steigigkeitsmatrizen auf T'y:

Ny

Ng
My = ( / bﬁf’b}f)di) und Sy = ( / vibg’“‘).v&bg)dx) . (5.57)

m,n=1 myn:l

5.2.4. Aligemeine Kopplungsrander

Abbildung 5.4.: Triangulierung eines Fliigelprofiles aus [HHKS07] mit JCMGeo aus
[JCMOS]

Im letzten Unterabschnitt haben wir in Abbildung 5.3 gesehen, dass eine Triangu-
lierung des Innenraumes 2, iiblicherweise einer Triangulierung eines polygonal be-
randeten Gebietes entspricht. Es liegt somit nahe, statt B, ein konvexes, polygonales
Gebiet Pr mit Rand I' in der Definition von Qi = Pr \ K und Qg = R4\ Pr zu
verwenden. Auf diese Weise kann fiir langliche Gebiete, wie das Profil eines Flug-
zeugfliigels inklusive Vorfliigel aus Abbildung 5.4, das Rechengebiet ), und damit
der numerische Aufwand relativ klein gehalten werden. Wir werden uns hier auf die
Darstellung des zweidimensionalen Falles beschrinken. Eine Verallgemeinerung fiir
d = 3 ist aus theoretischer Sicht ohne weiteres moglich; die Generierung eines ge-
eigneten Gitters und die Assemblierung des Gleichungssystemes ist jedoch deutlich
aufwendiger.

Fiir den allgemeineren Kopplungsrand I' und das zugehorige Gebiet ()q ¢ miissen wir
analog zu Abschnitt 5.1.2 eine geeignete Variationsformulierung herleiten. In Ab-
schnitt 5.1.2 gelang dies durch Transformation von R?\ B, auf Polarkoordinaten,
indem die eindimensionale Variationsformulierung aus Abschnitt 5.1.1 auf die radia-
len Anteile angewendet wurde. Wir werden deshalb auch hier (2. in eine radiale und
eine winkelartige Variable zerlegen.
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5.2. Galerkin-Diskretisierung

£/¢

€1

Abbildung 5.5.: Segment

Zunichst definieren wir einen Referenzstreifen durch Sy := [0, 00) x [0, 1]. Die Variable
¢ € ]0,00) wird der radialen Variable entsprechen, i € [0, 1] der winkelartigen.

Qext wird, wie in Abbildung 5.4 bereits geschehen, in einzelne Segmente (siehe Abbil-
dung 5.5) aufgeteilt, welche sich analog zu Beispiel 2.18 durch eine bilineare Abbildung
von Sy darstellen lassen:

() -5((5) ~0mn (Prs i Jon (Po i) (5) =0
(5.58)

g ergibt sich direkt aus Abbildung 5.5 mit den dortigen Bezeichnungen und den
normierten Richtungsvektoren e; und ey sowie aq, ap € [O, %) und wurde so gewéhlt,
dass £/¢ dem Abstand des Punktes (z,y) zur Strecke PPy entspricht.

Wenn nun Basisfunktionen eines solchen Segmentes S durch Konjunktion von Basis-
funktionen auf Sy mit der Abbildung g~! definiert werden, so miissen wir nach Lemma
2.14 darauf achten, dass die entstehenden Funktionen auf den Randstrahlen stetig
sind. Dies ist gewéhrleistet, wenn fiir Punkte auf den Randstrahlen ¢ unabhéngig
vom jeweiligen Segment ist. Aus diesem Grunde wird die vom Segment abhéngige
Konstante ¢ eingefithrt. Anhand der Winkel bei Py ist leicht zu erkennen, dass

(1 cosa
— CcOS (] = — COS (3 = = =
G G G2 COs (vg

(5.59)

gelten muss. In [Sch02, Cor. 5.3.6] wird nachgewiesen, dass fiir so erzeugte Abbildun-
gen g die zu den Randstrahlen gehorenden Basisfunktionen stetig zusammengesetzt
werden konnen. Dort werden auch Konstruktionsmethoden fiir die Richtungen der
Strahlen vorgestellt, sodass fiir Ng,; Segmente auch eine Menge {(1, ..., (N, } Von
Konstanten existiert, die den Bedingungen (5.59) geniigen. Eine genauere Untersu-
chung, fiir welche Gebiete solche Strahlen konstruiert werden kénnen und wie diese
dann optimiert werden konnen, findet sich in [Ket07].
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

/0 T gy | —2im0Q (ML) (F), (ML) (9))
f (ML) (f) = % T_(fo, F)
Iz (ML) (f) = T+ (fo. F)
(e+af | (ML){(s+0)f} =D {(ML)(f)}
o0 o { oo o o

Tabelle 5.1.: Transformationen der HSIEM, siehe Lemma 5.3, (5.6), (5.10) und
(5.53b) bzw. den diskretisierten Operatoren (5.47) und (5.55)

Da die Helmholtz-Gleichung translations- und rotationsinvariant ist, reicht es zur
Berechnung von Elementmatrizen A58 und B®®) aus, ein Element mit Py = (0,0)
und Py = (0,h) mit h > 0 zu betrachten. Dann gelten e; = (cosay, —sinay) und
ey = (cos aw, sin ay) und mit den Abkiirzungen a; = tan oy und ay = tan ay folgt fiir
die Jacobi-Matrix g’ (siche [ZKSS06, eq. (25)])

1 0
’ _ ¢
g'(&m) ( ”T’lal—f—gaz 1+h%(a1+a2) >’
B¢+ E(ar + ay)
= B

G(&n) =g En)g(En) g En) " = (

und

h¢ +&(ar + az) a1 —n(ay + az) >

g’ (&, m)| :=detg'(&, )

a1—n(a1+az))?+1
ar —nar +ay) AT

Formal folgt aus der Substitutionsregel

Ve fi - Vayfo d(z,y) = / g (Ve friog) g (Veyfoog)lg] (& n),

Seg So

: fife d(z,y) = i fiog faoglg| d(&m)

die Darstellung der Integrale iiber das Segment Seg in Abhéngigkeit von (£, 7)

/S Vaufs - Vayfo d(z,y) = / . / (GEVerfi(@E)) - Venlalg(€.m)) dnde.

fufa d(zy) = / N / et *52‘? ) 1 (g(em) fulglen)) dmé&- |
5.60

Die auftretenden unendlichen Integrale in radialer Richtung kénnen mit Tabelle 5.1 in
den Hardy-Raum H™(S') transformiert werden. Hierbei ist zu beachten, dass dhnlich

Seg
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5.3. Konvergenz der HSTEM

wie in Abschnitt 5.1 geeignete Testfunktionen verwendet werden miissen, damit die
Integrale {iberhaupt existieren. Mit Hilfe des Dichtheitslemmas 5.5 liegen die Bilder
dieser Testfunktionen im Hardy-Raum H7T(S') dicht und wir erhalten ein Finites
Element der Form:

1. T = P1P2 X Sl,

2. Pr:=(CxIly)oxW

" ]ﬁ mit dim Pr = (N, 4+ 2)Np-p;

3. und den nodalen Basisfunktionen

b = p") @ p®1P) = 1 N, n=1,.. Nypo, (5.61)

Jin J

mit ngr) aus (5.45) und den Einschrinkungen bFP?) der auf PP, nicht ver-

schwindenden Basisfunktionen aus Xi(n}?.

Die Elementmatrizen ergeben sich nun als Tensorprodukte aus den Elementmatrizen
beziiglich n und denen beziiglich £. Erstere konnen direkt auf dem Intervall [0, 1]
berechnet werden und sind fiir lineare FE in [ZKSS06] angegeben. Letztere konnen
mit der Tabelle 5.1 im Hardy-Raum H™*(S') assembliert werden.

Bemerkung 5.12. Sowohl das eindimensionale Hardy-Raum Infinite Element (5.48)
als auch das eben dargestellte mehrdimensionale Hardy-Raum Infinite Element und
das sphirische aus (5.52) sind linear in k* und lassen sich deshalb sowohl fiir Streu-
probleme als auch fiir das Resonanzproblem (3.49) verwenden.

5.3. Konvergenz der HSTEM

Im diesem Abschnitt werden die bisher vorhanden Konvergenzaussagen zur HSIEM
zusammengestellt. Im eindimensionalen Fall kann eine exponentielle Konvergenz be-
ziiglich der Anzahl der Freiheitsgrade im Hardy-Raum fiir das Streuproblem (5.1)
nachgewiesen werden. In hheren Dimensionen ist eine super-algebraische Konvergenz
des Streuproblems (3.1) zu erwarten, wie eine Konvergenzanalyse des separierten
Problems zeigt.

Offen bleibt die Frage der Konvergenz des Resonanzproblems (3.49). Die Methoden
aus Abschnitt 2.5, insbesondere Satz 2.33, sind nicht anwendbar. Zum einen verwen-
den wir im Gegensatz zu Satz 2.33 Bilinearformen (vergleiche Bemerkung 5.2). Diesen
kann zwar eine Sesquilinearform zugeordnet werden (siehe (5.67) fiir den eindimen-
sionalen Fall), die zugeordnete Sesquilinearform ist jedoch nicht hermitesch und Satz
2.33 ist nach Bemerkung 2.34 nicht mehr anwendbar.

5.3.1. Eindimensionales Problem

In diesem Unterabschnitt soll die Konvergenz der Galerkin-Methode zur Losung des
Streuproblems (5.1) untersucht werden. Betrachten wir dazu zunéchst die im eindi-
mensionalen Fall bekannte Losung ueyy des Streuproblems (5.1) bzw. die transformier-
ten Funktionen U, U € H*(S) aus (5.3) und (5.6).
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

Lemma 5.13. Sei R (n%) > 0. Dann sind die Fourier-Koeffizienten von U bzw. U
aus (5.3) bzw. (5.6) gegeben durch

J Jj+1
NI Ug ak — Ko ; ak — Ko
U, = bzw. (U, 2’ = 5.62
(U, 2 )r2sny i(ak + Ko) ((m + /i()) aw (U, 2)x(sn) = o (cm + /io) (5.62)

und konvergieren exponentiell in j gegen 0. Seien weiter Py, : HY(S') — Iy, die
orthogonalen Projektionen auf die ersten N, + 1 Fourier-Koeffizienten. Dann gilt fiir
den Approzimationsfehler

Vie%{jvr |V = Ullp2sy < Cre” N O, Cy > 0. (5.63)

Beweis. Eine Reihenentwicklung von U ergibt

o0 _ 7 -
0(2) = ug Z (cm Iﬁo) d. |2 <1, (5.64)

i(ak + Ko) = \ar + Ko
sofern |ak + Kko| > |ak — Kko| oder dquivalent R <§0> > 0. Der Fall ak = —k( kann
wegen R(x), R(ko) > 0 und a > 0 ausgeschlossen werden. Damit ist der erste Teil des
Lemmas fiir U und analog fiir U bewiesen. Fiir den zweiten Teil gilt mit d = ﬁ
nf IV = Ul = [ Pl = UllZags = [uof 3 12 = fug2 10
vé%m |V - HL2(Sl) = || PN, U — HL2(51) = |uo| ' Z || = Jug 1——|d]2’
]:N'r"l‘]-
und die Behauptung ist gezeigt. O

Damit konvergiert die Hardy-Raum Infinite Elemente Methode exponentiell, wenn nur
die Voraussetzungen aus dem Céa Lemma 2.22 erfiillt sind, d.h. wenn die Bilinearform
A — k2B aus (5.12) X-koerzitiv und die Konstante in der Babuska-Brezzi Bedingung
(2.27) positiv ist. Die Definition der X-Koerzitivitdt 2.6 und auch das Céa Lemma
beziehen sich jedoch auf Sesquilinearformen (vergleiche Bemerkung 5.2).

Der interne Anteil Ay — k2B von A — k2B mit Ay, Big aus (5.42) ist nach Be-
merkung 2.9 H'([0, a])-koerzitiv, wenn nur g durch g ersetzt wird. Dies ist auch ohne
Weiteres moglich, da mit g auch g in H'([0, a]) liegt. Beim externen Anteil miissen wir
zuniichst eine geeignete Konjugation definieren, da fiir G € H(S!) die {iblicherweise
verwendete konjugierte Funktion G in H~(S?) liegt.

Eine geeignete Konjugation C : HT(S') — HT(S') ist, wie sich leicht mit Lemma
4.4(iv) nachrechnen lésst, durch

(CF)(2) = F(3), F e H" (S (5.65)
gegeben, und es gilt
1
Q(F,CG):%(F,G)LZ(SU, F,GEH+(SI).
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5.3. Konvergenz der HSTEM

Sei weiter auf X durch

((;;) ) (é))x = (f,9)m (o) + (F, G)ra(s), (j;) : (g) X, (5.66)

ein Skalarprodukt mit zugehoriger Norm || @ ||x := 4/(e, ®)x definiert.

Satz 5.14. Seien R (%2) und R(kg) positiv. Dann ist die Sesquilinearform

((2)-(6) =4 ((0) (&) =2 ((7) L)) oo

X-koerzitiv, d.h. sie ist stetig auf X x X und es existieren Konstanten o, 3 > 0 und

v >0, sodass
/
F

w625 (1) (5)) )+ 2 o

Beweis. Mit der Definition (5.13) der Bilinearformen A und B gilt

S ((j;) ) (j;)) = HfH%Il([O,a]) —/0 (14 &*p)|f|?dr

1Ko at
— ——|lf(a) + (o + D F[F2(51) — %247% 1f(a) + (¢ = D)F|[ 7251y

dma

2

(5.68)

X

Sei nun 3 > 0 so gewéhlt, dass sowohl R{(1 — i)k} als auch R{(1 — Bi)x*/Ko} > 0
gilt. Dann ist

R {(z +3)S ((é) , <ZJ;)> } > 5”f\|§{1([o,a]) - ’YHfH%%[o,a])

4R {M}H][(a) + (o + 1)F||2L2(51)+§R {%}H]p(@ + (o — 1)F||%2(51)

4dma

mit y := min{0, R{ (¢ + ) (1 + £*||p|| L (0.a)) } }- Mit der Ungleichung ||z||* + ||ly[|* >
sz —yl? fir z := f(a)+(e+1)F und y := f(a)+ (e—1)F folgt dann die Behauptung

mit . o
o mm{ﬁ,%{w} ,%{M}} 50,
2ma 2T ko

O

Im Falle v = 0 ist .S sogar X-elliptisch, und die Voraussetzungen fiir das Céa Lem-
ma 2.22 sind erfillt. Falls v > 0 sind die Voraussetzungen mit Satz 2.19 und dem
Aquivalenzsatz 5.4 genau dann erfiillt, wenn das Problem (5.1) fiir alle [ € C eine
eindeutige Losung besitzt.
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

Bemerkung 5.15. In Korollar 3.23(i) wurde fir d = 2,3 nachgewiesen, dass das
Streuproblem (3.1) genau dann eindeutig losbar ist, wenn k keine Resonanz des zu-
gehorigen Eigenwertproblems (3.49) ist. Diese Aussage bleibt auch fiir den hier be-
trachteten eindimensionalen Fall beziiglich des Streuproblems (5.1) und des Eigen-
wertproblems (5.2) bestehen. Dazu muss lediglich das in der Definition (3.50) des
Operators S auftauchende Integral

/ DiN, (flr,) gl d&

a

durch den Term ix f(a)g(a) ersetzt werden. Die nachfolgende Theorie bleibt giiltig, wo-
bei auf die Sonderbehandlung der Nullstellen der Hankel-Funktionen verzichtet werden
kann.

Mit der letzten Bemerkung, Lemma 5.13 und Satz 5.14 folgt die Konvergenz der
HSIEM fiir das Streuproblem (5.1).

Satz 5.16. Seien R(k), R(ko), R (%) und R (:—Z) positiv, K keine Resonanz von
(5.2), u die eindeutige Losung von (5.1) und ui = ulq. Dann existieren ho und
N0, sodass das diskrete Variationsproblem (5.38) fiir alle h < hg und N, > N,.¢ eine
eindeutige Losung (ul(fft), UNNT qus Xy besitzt.
Zudem existieren unter den Voraussetzungen von Satz 2.23 Konstanten Cy,Co, C3 > 0
mit

|

5.3.2. Separiertes Problem

(h)

Use — Uing < C’lhk||uint||Hk+1([07a]) + Cge_C3NT|uint(a)]. (5.69)

H([0,a])

Im letzten Abschnitt sicherte die Garding-Ungleichung aus Satz 5.14 die Stabilitét der
Galerkin-Methode und das exponentielle Abfallverhalten der Fourier-Koeffizienten
von U aus Lemma 5.13 garantierte die exponentielle Konvergenz in Bezug auf die
Anzahl der Freiheitsgrade N, + 1 in H™(S'). Zumindest letzteres konnen wir mit
kleinen Abstrichen fiir d = 2, 3 hiniiberretten.

Lemma 5.17. Seien U wie in (5.21), X € 'y, und a hinreichend grofs. Dann konver-
gieren die Fourier-Koeffizienten (U(e,X), (o)j)LQ(SI), j € Ny, super-algebraisch gegen
0, d.h. fiir alle k € N existiert ein Cy > 0 mit

< (LY (5.70)

1+

(U(0,%). () 2y

Beweis. Aus Lemma 5.6 folgt U(e,X) € C>(S') C H*(S') fiir beliebiges k € N.
Analog zu (3.24) gilt

U0, %) sty ~ SO0+ [ (U(0,9), (0)7) oo | <00 (B71)

Jj=0
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5.3. Konvergenz der HSTEM

A 2
Folglich kann (1 + j)?* ‘(U(o,f(), (#)7)2(s1y| durch eine Konstante C} beschréinkt
werden, und die Behauptung ist gezeigt. O]

Dieses Lemma ist ein erster Schritt zur Konvergenzanalyse der in Abschnitt 5.2.3
beschriebenen Galerkin-Methode zur Losung des Variationsproblems (5.35) auf dem
Raum X aus Lemma 5.7. Eine vollstéindige Abschéitzung des Approximationsfehlers
in X sowie eine Art Garding-Ungleichung konnte bisher nicht nachgewiesen werden.

Als Indiz fiir eine super-algebraische Konvergenz des Verfahrens dient die in diesem
Abschnitt vorgestellte Konvergenztheorie beziiglich der bereits in den Abschnitten
3.1.2 und 4.1.1 verwendeten separierten Probleme. Sei dazu u eine Losung von (3.1)
mit K = B, und U die zugehorige transformierte Funktion aus (5.21). Wir zerlegen
U in seine Fourier-Koeffizienten

U(z,%) = Y Un(2)20(®) (5.72)

n=0

mit den paarweise orthogonalen Eigenfunktionen ®,, des Laplace-Beltrami-Operators
Ay aus Lemma 3.4. Ebenso kann die Randfunktion ug := u|r, und die Neumannsche
Randfunktion [ auf I';, zerlegt werden in

uo(R) =D o P (X) umd (%) =) 1Pa(%), (5.73)
n=0 n=0
und das Variationsproblem

(P (2) o () ()L

mit Aext, Bext aus (5.43) zerfllt in die eindimensionalen, separierten Probleme
Uo,n Vo,n Od + a2/\n Uo,n Vo,n _
() () e () () o0
mit (Uon, Un) ", (Von,v)" € X :=C x HY(S1) und
Jo 9o _d-1 % Jo 9o
Al ((F "\ G T 2%, ngO_ a Q T—i— F 7T+ G
2aik> fo 9o
el (1) 7 (2)

4 ((5) (&) =-2ma 07 () 7 (&)

Mit dem iiblichen Innenprodukt

((2)- (%)) = s+ .G
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

und der Konjugation C aus (5.65) definieren wir die den Bilinearformen A;, Ay zuge-
ordneten Operatoren implizit durch

(BB E), (B @) e o

und erhalten die zu (5.75) dquivalenten Operatorgleichungen

Uo,n Cd + a’2)\'ﬂ Uon \ _ln
Kl(Un>+—/€ga KQ(Un)—<O), TLEN(). (578)

Bemerkung 5.18. Die Bilinearform Ay ist bis auf den Term % fogo identisch mit
der Bilinearform Ae — K Bext US (5.41), und aus dem Beweis von Satz 5.1/ folgt,
dass (i + ) Ay X-elliptisch ist. Somit ist Ky auf X stetig und stetig invertierbar.

Lemma 5.19. Der Operator Ky ist auf X kompakt.

Beweis. Ko : X — X ist mit

ki kg --- kin kg --- 00

il U R el (R T I R

kompakt, wenn der implizit durch

(KsF,G) o = — 22 [ (2= 1) 72 = DF ()G |

47 S1

definierte Operator K3 : HT(S') — H*(S!) kompakt ist, da der erste Operator Rang
2 hat und somit kompakt ist. Die Darstellung von K3 folgt aus der am Ende des
Abschnittes 5.2.3 gezeigten Symmetrie von J. Da F' +— J((e — 1)F') mit Bemerkung
4.11 und die orthogonale Projektion P : L*(S') — HT(S') stetig sind, reicht es, die
Kompaktheit von Ky : H(S') — L2(S") mit (K,F)(2) := (Z—1)(J F)(2) zu zeigen.
Mit Hilfe der Mobius-Transformation ist diese dquivalent zu der Kompaktheit von
Ky : H (kR) — L?(koR) mit (K, f)(s) := jﬁ—fﬁ%(J £)(s).

Wenn analog zu (5.53a) fiir f € H™(koR) und f := f(kge) € H™(R) der Operator
Jio t H(R) — H~(R) durch

(j,io f) (s) = %0 (/J\f> (Kos) = /:o e~ f(g)do, s,0 € R, (5.79)
definiert wird, ist K, genau dann kompakt, wenn Ky : H~(R) — L?*(R) mit
. § Qiko [~ <
(Kif)(s) = (Kaf)(ros) = =75 (T 1) (5) (5.80)

kompakt ist.
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5.3. Konvergenz der HSIEM

Dazu zeigen wir zunichst die folgenden Ungleichungen mit f € H™(R), s,$1,50 € R
und Konstanten C' > 0 unabhingig von f, s, s1, S3:

||3mf||Lz<R < c||f||L2 (5.81a)

(K4 f)(s1) — (K4f (s2)] < C/]s1 = sall| fll 2my- (5.81c)
Die erste Ungleichung folgt analog zu Bemerkung 4.11. Fiir die dritte Ungleichung

sei 0.B.d.A. s > s1, und es gilt
52 el{o(sl—a')
< ——f(o)do
<|[ S

(jno f)(sl) o (/jfio f)(SQ)
00 6,%0(51—0') 6:‘60(82—0’)
/32 ( siti syt )f(a)da'

S1 + 1 So + 1
Das erste Integral wird mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung abgeschétzt:

5 1/2
(/ |f(0)|2d0) < CV/s1 = sal|l fll 22wy

Die Konstante ist unabhéingig von s;, da s; — & < 0, R(kg) > 0 und |s; +i| > € >0
gilt. Fiir das zweite Integral definieren wir

+

ero(s1—¢)
S1 +1

|I1] < V/s2—s1 sup

£€[s1,82]

eng(s—cr)

= it gu(s,0) := Deg(s,0) = ™)
g(s,0) T ity (s,0) g(s,0)=e (

Ko B 1
s+i  (s+1)

2) . (5.82)

und es gilt mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung

= ([ lote10) = ofs2.0) da) 1l (5:53)

52

Mit dem Mittelwertsatz kann der Integrand abgeschétzt werden durch

Iio(t 1 82 S1

lg(s1,0) — g(s2,0)] <C sup }eno(s1+t(82 s1) o—)} —C sup |e
|82 — 81| t€(0,1) te(0.1

SC ‘6/40(3270) ‘

et

und (5.81c) folgt mit

/°° o) g = /oo oot df < oo.
S92 0

(5.81b) kann analog bewiesen werden.

Mit diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, die Kompaktheit von K, mit Hilfe des
Satzes von Arzela-Ascoli (siehe [Kre99, Theorem 1.18]) zu zeigen. Sei dafiir (¢, )nen
eine beschriankte Folge in H~(R) mit ||g,| 2@y < 1 fiir alle n € N und f,, := Kyg,
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

die Bildfolge. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli existiert eine Teilfolge von (f,,), die
in der Supremumsnorm auf einer kompakten Teilmenge I von R konvergiert, da (f,)
auf I gleichgradig stetig und beschrankt ist nach (5.81b) und (5.81c).

Seien I; = [—j,7] C R, fuq = fi und fiir alle j € N (fnj(l)) eine Teilfolge von
( fnj,l(l))7 die in der Supremumsnorm von [; konvergiert. Dann konvergiert die Dia-
gonalfolge fnq) = fn,) punktweise in R und gleichméBig auf I; gegen eine Funktion
F. Bleibt fiir € > 0 zu zeigen, dass eine Konstante lo(€) € N existiert mit

I fay — fll2m) <, [ >1p.

Dies ist eine Konsequenz von (5.81b), da ein jy(e) € N existiert mit

/R\I, ‘f”(l>(s)_f(8){2ds§2(j/ 1

T—ds <
RB\L, |8+

€
5 .

Da ( fa@)) auf I, gleichmiBig konvergiert, existiert eine in L?(R) konvergente Teilfolge
(fa@) der Bildfolge f, = K4g,. Daher ist K, kompakt. O

Damit ist die Riesz-Fredholm Theorie auf K; + Cd%‘ﬁ’\"Kg anwendbar. Wenn wir die
Kpa

Eindeutigkeit einer Losung von (5.78) nachweisen konnen, folgt somit Existenz und

Stabilitéit dieser Losung.

Motiviert durch das Paley-Wiener Theorem 4.6 sei dazu

(w (?)) () = ;—; /Z it <M—17_ ({g)) (kos)ds,  t>0,  (5.84)

eine Abbildung von X nach L?(R,), die sich aus 7_ : C x H*(S') — HT(S),
der inversen Mébius-Transformation M~! : HT(S') — H~(koR) und der inversen
Fourier-Transformation F~! : H~(R) C L*(R) — L*(R) zusammensetzt.

Lemma 5.20. W ist ein Normisomorphismus von X nach H*(R.), und fir f =
W(fo, F)T gilt f(0) = fo und

1 - s —
() = > /_Ooe ! (./\/l T, (?)) (Kos)ds, t>0. (5.85)
Beweis. Wir zeigen zunichst, dass der Bildbereich W(X) in H'(R,) enthalten ist.
Mit dem Paley-Wiener Theorem 4.6 gilt f(t) = 0 fiir ¢ < 0, wenn wir obige Definition
von W auch fiir ¢t < 0 verwenden. Dann ist f € H'(R"), falls w(t) := f(t) + f(—t),
t € R, in H'(R) liegt.

Sei dazu f := (irkg) "M LT _(fo, F)T. Es gilt
Flros) = (—iro) " (Ff)(s) (5.86)

und —ikg(Fw)(s) = f(kos) + f(—ros). Mit (5.10) und der Definition (5.5) von 7y
liegt of — fo = M7 (fo, F)" in H™(koR), und die Funktion

—ikgs(Fw)(s) = (ﬁosf(ﬁos) - fo) - (_HOSJ?(_ROS) - fo) , seR,
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5.3. Konvergenz der HSTEM

liegt in L2(R). Somit ist [~ (1 4 s?)|(Fw)(s)|*ds < oo, und w € H'(R) folgt mit
[McL00, Theorem 3.16].

Zum Beweis des letzten Teiles der Satzes stellen wir zunéchst fest, dass mit dem
Plancherel-Theorem A.2 die Funktion

/oo e_igtf/(t)dt _ —f(()) +is /OO e—iStf(t)dt, S € R, (5.87)

0 0
zu L?(R) gehort, da wie bereits gesehen f’ € L*(R,) gilt. Da
of = fo= M T (fo, F)" € L*(oR),

folgt mit (5.86), dass die konstante Funktion f(0) — fy ebenfalls in L*(R) liegt und
somit 0 ist, und (5.85) ergibt sich direkt aus (5.87).

W ist als Komposition von injektiven, stetigen Operatoren injektiv und stetig und
es bleibt nur noch, die Surjektivitit zu zeigen. Sei dafiir ¢ € H'(R™') beliebig und
g(—t) =0 fiir ¢ > 0. Dann ist mit Theorem 4.6 Fg € H~(R) und

G = (—iko) " M(Fg)(ry"e) € HF(S").
Ebenfalls zu H*(S!) gehort

{M(Fg) (55" 0)} () = inoG(2) + %

mit go := ¢(0) und somit auch G(z) := %. Damit ist W(go, G)" = ¢ und die

Behauptung ist gezeigt. O

Satz 5.21. Seien R(k/ko) > 0 und n € Ny. Wenn Hl(,l(zl)/(a/f) # 0 gilt, dann besitzt
(5.78) eine eindeutige Lésung (uon, U,)" € X und

HY (ka)
Uop = %ln. (5.88)
KM,y (Ka)
Wenn Hil(zl),(am) =0 gilt, so besitzt (5.78) genau dann eine Losung, wenn 1, = 0 ist.

Beweis. Wir untersuchen zunéachst alle Terme der Bilinearformen A; und A, aus
(5.76) einzeln und tranformieren diese mit Lemma 5.3 in den Hardy-Raum H~(R):

Bl () 7 (3) 2 7 (£) o () o
L e (1) (e (2) o
2 (e () 7 ()
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

In der Notation von Lemma 5.20 ist

Fl0s) = % (M i (f0)> (kos) und glros) = % <M—17_ (g)) (Kos).

Die Funktionen
. fo o 90
f._W(F und g : =W a

sind nach Lemma 5.20 in H 1(R+), und A.3(iv) angewendet auf
| s0atre = FL910) = 52 FUY < Flab ©) = o [ FIHFH-s)ds
liefert mit (5.86)
2air? fo 9 aik? [
— T 7 =—— :
(7 (2)(8) - [ st
Mit (5.85) ergibt sich vollstdndig analog

(e ()7 (2)) - [ o

Bleibt noch der letzte Term in (5.76), wobei der dort auftauchende Integraloperator
J etwas mehr Miihe bereitet. Mit dem Operator J,, aus (5.79),

(filk) <T) B % K_‘i 1 fir k(t> - {2’065015 i i (())
und A.3(iv) folgt
P (i) lrow) « K3r) = L FH Grolitoon)# k) = 2%

und schlie3lich

9k (JT_ (?) T (%)) — ik /OOO (2_211)2]0(7«)9(@617«.

Zusammen 16st u,, := W(ugn, U,)" das Variationsproblem

7 o 2.1 / 2 Cd + a2>\n
- <—/§Oun(7’)vn(7”) — (/‘i@) un(T’)Un(T) - W

ako Jo

un(r)vn(r)> dr

d—1 _ o VYo,n 1+
+ 5 un(0)v,(0) = —=1,v,(0), Uy =W ( v ) € H (R™M).

Zu beachten ist hierbei, dass nach Lemma 5.20 u, (0) = uy und v,(0) = v, gilt. Mit
dem Regularitéitssatz 2.10 folgt u,, € H*(R, ) und somit fiir v,, mit kompakten Tréger

/000 —up, (r)on(r) = ul,(0)v,(0) + /OOO o (F)on () dr-
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Folglich ist u,, Losung von

2 2
~ () i) - ((cm)Q—kM) un(t) =0, £>0, R €T,  (5.89%)

1

u (0) = — (aln+d;1un(0)), (5.89h)
u, € L*RM). (5.89¢)

Eine allgemeine Losung von (5.89a) ist durch

: (d-1)/2 : :
up(r) = T R AN i) )+ OHP  ka T
Ko v(n) Ko v(n) Ko
(5.90)
gegeben. Mit Hilfe des asymptotischen Verhaltens der (sphérischen) Hankel-Funk-

tionen (3.15¢) folgt fiir RN(k/ke) > 0 aus (5.89c¢) 2 = 0. Falls Hg)/(/{a) # 0, so
bestimmt die Randbedingung (5.89b) die Koeffizienten &V zu

und die Behauptung ist mit wg, = u,(0) gezeigt. Andernfalls kann (5.89b) nur fiir
l,, = 0 erfiillt werden. O

Mit Hilfe dieser Eindeutigkeit erhalten wir die super-algebraische Konvergenz der

HSIEM.

Satz 5.22. Seien R(k), R(ko), R (H—’Z) und R (Z—j) positiv und Hl(,l(zm)/(/ﬁa) #0, d.h. Kk

ist nach Beispeil 5.2/ keine Resonanz von (3.49) mit K = B,. Sei weiter (ug,,, Uy,)" €
X die eindeutige Losung von (5.75). Dann ezistiert eine Konstante N, p, sodass das
diskrete Variationsproblem

(Nr) C 9 (V)
U, Vo,n a+a‘ A, ul Vo B

mit (Vo.n, Vn)T € C x Iy, und Ay, Ay aus (5.76) fiir alle N, > N, eine eindeutige

T
Lésung (uéﬁ”, r(LNT)> aus C x Ily, besitzt.

Zudem existiert fir jedes k € N eine Konstante Cy(n, k) > 0 mit

u(()NT) uo 1 k
o= () <o (=) . 92
)= ()] <a (%) (5.2

Beweis. Bemerkung 5.18 stellt die Konvergenz der Methode fiir die Bilinearform A;
sicher. Da mit Satz 5.21 die Gleichung (5.75) eindeutig 16sbar und die Bilinearform
Ay mit Hilfe von Lemma 5.19 eine kompakte Storung von A, ist, folgt die Stabilitét
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5. Hardy-Raum Infinite Elemente Methode

und Konvergenz von (5.91) aus [Kre99, Theorem 13.7]. Im Wesentlichen werden dafiir
die Inversen der Operatoren auf den Unterrdumen C x Iy, aus (5.91) gleichméBig
in N, durch die nach der Riesz-Fredholm Theorie existierende stetigen Inverse des
Operators aus (5.75) abgeschétzt. Mit Lemma 5.17 folgt dann die super-algebraische
Konvergenz. Dabei kann auf die Voraussetzung a hinreichend grofl verzichtet werden,
weil Lemma 5.6 beziiglich der Fourier-Koeffizienten U, fiir beliebige a > 0 gilt. [

Bemerkung 5.23. Die Konstanten Ci(n, k) sind abhingig von X\, = O(n?). Wenn
man (5.91) auf diese Abhingigkeit hin untersucht, lisst sich erahnen, dass die Kon-
stanten micht gleichmdflig in n beschrinkt werden kénnen, da der Operator K; +
Cd:f“j)‘”[(g fiir n — oo gegen den kompakten, nicht stetig invertierbaren Operator Ko
konovergiert.

Eine weitere wichtige Folgerung des Satzes 5.21 ist die Umkehrung des Satzes 5.8.
Mit dieser folgt, dass jede beziiglich der Polbedingung 4.9 ausstrahlende Losung der
Helmholtz-Gleichung auch die Ausstrahlungsbedingung (3.37) erfiillt (siehe auch die
Bemerkung am Ende das Abschnittes 4.1.2).

Korollar 5.24. Seien (uin, U)" € X mit X aus Lemma 5.7 eine Lésung von (5.35)
!/

und H(Vl(zl) (ar) sowie H,(jl()n)(a/-i) nicht 0. Dann ist uiyy € H*(Qn) die Einschrinkung

einer Lisung u € HE (Qext) von (3.1).

Beweis. Die Bilinearform A — k2B aus (5.36) wird in die externen Bestandteile Ay —
K2 By aus (5.43) und die entsprechende internen Bilinearformen

Aue(f.9) = /Q Vf Vgde  und Bu(f.g) = /Q fgdu

zerlegt. Fiir die externen Bilinearformen wurde in Satz 5.21 gezeigt, dass unter den
gegebenen Voraussetzungen

/

1
) KH(V )n) (ka)
1

=,  UYon
Hy(zl) (ka)

uO,n -

mit v, = I, gilt. Da die separierten Probleme (5.75) dquivalent zum Problem (5.74)
sind, folgt durch Summation mit der Definition (3.23) des DtN-Operators

Uo Vg 9 o Vo
Aext ((U) ) (V)) — KR Bext (<U) , (V))
Oo KH(VI(L),(W)
- _/ ZT)UO,TL(I%(X) vods = —/ DtN (tint|r, ) Vint|r, -

Wenn nun vy, durch oy, ersetzt wird, ergibt sich das Variationsproblem (3.30), und
die Behauptung folgt mit Satz 3.12 bzw. Korollar 3.23(i), wobei die dort gezeigte
Eindeutigkeit verloren geht, wenn x eine Resonanz von (3.49) ist. [

90



5.3. Konvergenz der HSTEM

Bemerkung 5.25. Die Funktionen w, aus dem Beweis des Satzes 5.21 sind nicht
die Fourier-Koeffizienten einer Lisung uey von (3.22). Dazu hdtten wir an Stelle
der Fourier-Transformation in VW die Laplace-Transformation verwenden miissen.
Fiir eine solche Abbildung wdre ein Lemma wie 5.20 sehr schwierig, da zum einen
die Abbildungseigenschaften der Laplace-Transformation kompliziert sind und zum
anderen das Paley- Wiener Theorem eine zentrale Rolle im Beweis gespielt hat.

So erhalten wir, wie (5.90) zu entnehmen ist, eine Losung

[ 18 (d=1)/2 1 o
U (1) = — " (— + 1) Ho (/m (— + 1)) . (5.93)
/QHI(/()TL) (ka) \Fo ko

Dies ist eine holomorph ins Komplexe fortgesetzte Lisung von (3.22). Die HSIEM kann
somit auch als eine Art PML Methode (siehe Abschnitt 3.2.3) aufgefasst werden.
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6. Numerische Beispiele

Im letzten Kapitel wurden zwar einige Schritte in Richtung eines Konvergenzbeweises
der HSIEM zur numerischen Losung von Streuproblemen gemacht, der Beweis ist je-
doch nicht vollstindig. Offen ist ebenso die Frage der Konvergenz der Linienmethode
(HSLM) und die Konvergenz beider Verfahren bei der Losung von Resonanzproble-
men.

In diesem Kapitel werden deshalb einige numerische Beispielrechnungen vorgestellt.
Im ersten Abschnitt wird dazu mit Hilfe von in Matlab [The71] programmierten
Testprogrammen die Konvergenz der Hardy-Raum Methoden (HSM) fiir ein einfaches
Streuproblem untersucht. Ebenfalls dort enthalten sind zwei Abbildungen iiber die
Kondition der entstehenden Matrizen.

Im zweiten Abschnitt wird die HSIEM aus Abschnitt 5.2.3 getestet. Diese Formulierung
kann relativ einfach in bestehende Finite Elemente Programme integriert werden, da
sie lediglich auf dem Schnittrand I', die Implementierung der speziellen Hardy-Raum
Infinite Elemente benotgt.

Fiir die Verallgemeinerung der HSIEM aus Unterabschnitt 5.2.4 dagegen ist zusétzlich
eine Unterteilung des Auflenraumes in geeignete Segmente notig. Dann ist die HSTEM
auch fiir inhomogene Auflenrdume wie in Abbildung 1.1 anwendbar. Der letzte Ab-
schnitt des Kapitels beinhaltet einige Konvergenzstudien fiir das zu Abbildung 1.1
gehorende Resonanzproblem. Insbesondere wird dort der numerische Aufwand der
HSIEM und der PML Methode verglichen.

Bemerkung 6.1 (Wahl des Parameters kg). In Bemerkung 5.9 wurde fir den ein-

dimensionalen Fall nachgewiesen, dass durch die Diskretisierung des Hardy-Raums
H*(SY) die exakte Lisung uey durch

N, ikor h N + ] 2il€07“ kt+1
U N (1) = € (u[())—l—Zozj Z@)—((m)@! > (6.1)

J
§=0 k=0

angendhert wird. Da die eindimensionale Lisung durch e = uge™ gegeben ist, wire
fiir Streuprobleme ko = ak eine optimale Wahl und ohne jegliche Freiheitsgrade in
H*(SY) wiirde gelten e ™) = Uey.

Auch in héheren Dimensionen erscheint es wegen (4.13) sinnvoll, fir Streuprobleme
mit gegebenem k den Parameter ko an ak auszurichten. Fiir Resonanzprobleme wird
man analog ko in den Bereich legen, in dem die Resonanzen des Problems zu erwarten
sind.
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6. Numerische Beispiele
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Abbildung 6.1.: Kondition des Hauptteils der HSM in Abhéngigkeit der Anzahl der
Freiheitsgrade im Hardy-Raum

6.1. Kondition und Konvergenz

Betrachten wir zunéchst die Konditionszahlen der bei den HSM entstehenden Matrizen.
Mit Hilfe von Lemma 5.19 konnen die Operatoren in den Gleichungen (4.28) bzw.
(5.78) als kompakte Storung eines Hauptteils aufgefasst werden, der nach Bemerkung
4.12 fiir die HSLM bzw. Bemerkung 5.18 fiir die HSIEM einen Fredholm-Index —1 bzw.
0 besitzt.

In Abbildung 6.1 spiegelt sich dieser Unterschied wider. Dort ist die Kondition des
Hauptteils der Methoden in Abhéngigkeit von den Freiheitsgraden N, + 1 im Hardy-
Raum HT(S') dargestellt. Die Konditionen der Matrizen bei der HSIEM bleibt kon-
stant, was mit Hilfe von [Kre99, Theorem 13.7] und dem Beweis von Satz 5.22 auch
zu vermuten war, da die inversen Matrizen gleichméflig durch die existierende, stetige
Inverse des kontinuierlichen Operators abgeschétzt werden kénnen.

Bei der HSLM existiert keine stetige Inverse, sodass die Konditionen der Matrizen fiir
N, — oo gegen unendlich divergieren miissen, wenn die diskreten Operatoren gegen

2X 104 T T T T T T
= —HSIEM mit d=2
g 1.5 | ——~HSIEM mit d=3
S At
%
S 05F
e
0 L 1 1

0 5 10 15 2b 25 30 35 40
Separationsindex v

Abbildung 6.2.: Kondition der HSIEM in Abhéngigkeit vom Separationsindex v
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6.1. Kondition und Konvergenz
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Abbildung 6.3.: HY/?(T',)-Fehler in den Dirichlet-Daten fiir unterschiedliche Wellen-
zahlen x und Radien a in Abhéngigkeit von der Anzahl der Freiheits-
grade im Hardy-Raum H™(S?!)

den kontinuierlichen konvergieren. Zusétzlich sind hier die Konditionen um einen
Faktor 10% groBer als bei der HSTEM.

Nach Lemma 3.4 sind die Eigenwerte \,, des Laplace-Beltrami Operators Az auf der
Einheitsphire durch —v(n)? fiir d = 2 und —v(n)(v(n)+1) gegeben. Somit hingen die
Operatoren im separierten, diskreten Variationsproblem der HSIEM (5.91) von v ab.
Nach Bemerkung 5.23 miissen die Konditionen der diskreten Matrizen fiir v — oo
gegen unendlich divergieren. Abbildung 6.2 bestétigt diese Vermutung sowohl fiir
d = 2 als auch fiir d = 3.

Fiir die Abbildungen 6.1 und 6.2 zu den Konditionszahlen wurde k = 2, kg = 7 — 2
und a = 0.5 verwendet. In Abbildung 6.5 findet sich eine Ubersicht iiber die Kondition
der durch die HSIEM entstehenden Gleichungssysteme, wenn das Variationsproblem
(5.74) nicht in die separierten, eindimensionalen Probleme (5.75) zerlegt wird. Auch
wenn die Kondition in diesem Fall etwas grofler ist, so bleiben die Gleichungssysteme
numerisch gut l6sbar.

Die Konvergenz der HSM wurde anhand des Streuproblems in Abbildung 6.3 ge-
testet. Dazu wurden die negativen Dirichlet-Daten einer einfallenden ebenen Wel-
le auf dem Rand des liigelformigen Gebietes im Inneren der Abbildungen als Di-
richletsche Randwerte fiir die gestreute Losung verwendet. Mit Hilfe einer Nystréom-
Integralgleichungsmethode aus [CK98, §3.5] kann dieses Streuproblem sehr effizient
gelost werden.
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6. Numerische Beispiele
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Abbildung 6.4.: H'/?(T',)-Fehler fiir der HSM & = 1 in Abhingigkeit von der Anzahl
der Freiheitsgrade im Hardy-Raum HT(S!)

Wir interessieren uns ausschliefSlich fiir den Fehler der HSM durch die Diskretisierung
des Hardy-Raumes H*(S!). Von daher setzen wir in (5.37) Xi(nht) = @ und nutzen die
Neumann-Daten der Referenzlosung auf I', als Randwerte der HSM. Der Rand I, wird
mit Hilfe der Finiten Elemente Methode aus Beispiel 2.16 so fein diskretisiert, dass
der Fehler durch die Diskretisierung des Randes vernachléssigbar ist.

Die Dirichlet-Daten auf I';, der Losung aus der Integralgleichungsmethode dienen als
Referenzlosung fiir die mit den HSM berechneten Dirichlet-Daten. Der H'/2(T',)-Fehler
kann mit (3.24) und der schnellen Fourier-Transformation (FFT) sehr einfach berech-
net werden. In Abbildung 6.3 sind fiir unterschiedliche Radien und unterschiedliche
Wellenzahlen die Fehler der HSTEM in Abhéngigkeit der Freiheitsgrade im Hardy-Raum
H™*(S') dargestellt.

In Abbildung 6.4 wird fiir x = 1 und a = 3.5 der H'/?(T',)-Fehler in Abhingigkeit
der Freiheitsgrade im Hardy-Raum H +(S1) der HSLM und der HSIEM verglichen. Eine
Ubersicht {iber den Fehler der HSIEM und die Kondition der zugehorigen Matrizen in

Kondition « 105 Fehler
[1] 20
3 1e-2
= 15 2.5 - 15
o o
g 2 £
210 15 g 10
> = 1e-9
(o] (o]
o 1 o
5 5
0.5
1e-14
10 20 30 40 10 20 30 40
DoF Hardy DoF Hardy

Abbildung 6.5.: Kondition des Gleichungssystems der HSTEM und der H'/2(T',)-Fehler
der zugehorigen Losungen in Abhéngigkeit von der Anzahl der Frei-
heitsgrade im Hardy-Raum H'(S') und der Diskretisierung von T,
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6.2. Beispiele mit sphéarischem Kopplungsrand
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Abbildung 6.6.: Resonanzen eines Kreises mit Radius 0.5

Abhéngigkeit der Freiheitsgrade im Hardy-Raum und der Freiheitsgrade auf I, ist in
Abbildung 6.5 dargestellt. Dazu wurde I', in 50 Finite Elemente unterteilt und der

Polynomgrad variiert.
Alle Konvergenzabbildungen zeigen die super-algebraische Konvergenz, die nach Lem-
ma 5.17 zu erwarten war. Mit diesen Abbildungen ldsst sich sogar eine exponentielle

Konvergenz vermuten.

6.2. Beispiele mit sphdarischem Kopplungsrand

Fiir die Resonanzprobleme aus diesem Abschnitt wurde die HSTEM aus Abschnitt
5.2.3 in NGsolve ([Sch07b]), einem Finite Elemente Programm basierend auf dem
Gittergenerator netgen ([Sch97]), implementiert.

In Abbildung 6.6 sind die Resonanzen des Kreises aus Beispiel 3.24 mit Radius a = 0.5
zu sehen. Fiir dieses spezielle Beispiel kénnen die Resonanzen als Nullstellen der
Funktion H,(,l)(&O) sehr genau bestimmt werden. Fiir die Berechnung iiber die HSIEM
wurden 30 Freiheitsgrade als Diskretisierung des Hardy-Raums H(S'), kg = 22—12i
und als Schnittrand ein Kreis mit Radius a = 0.6 verwendet. Auf diese Weise wird
der Fehler durch die Diskretisierung des Innenraumes Xj,; klein gehalten.

Zuséatzlich wurde in der Arnoldi-Methode zur numerischen Losung des Matrix-Ei-
genwertproblems aus [LSY98] ein Niherungswert von s = (12 — 10:)? verwendet.
Hierbei ist zu beachten, dass die Resonanzen die Wurzeln der Eigenwerte des Matrix-

Eigenwertproblems sind.

In Abbildung 6.6 ist ein Vergleich der numerischen Werte mit den Nullstellen der
Hankel-Funktionen zu sehen. Die numerischen Resonanzen stimmen sehr gut mit den
exakten iiberein; es existieren jedoch auch sehr viele kiinstliche Resonanzen. Dieses
Ph&nomen tritt auch bei der numerischen Losung von Resonanzproblemen mit Hilfe
der PML Methode auf und kann zum Teil mit dem Begriff des Pseudo-Spektrums

[Tre97] erklirt werden.

Das Pseudo-Spektrum eines Operators A kann iiber die Resolvente des Operators de-
finiert werden. So liegt ein Punkt A € C im Pseudo-Spektrum von A, wenn die Norm
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Abbildung 6.7.: Resonanzen eines Quadrates mit einem kleinen Spalt und drei Re-
sonanzfunktionen zu den Resonanzen x = 3.6979 — 1.8629 - 10774,
3.7665 — 1.8872 - 1072 und 1.2292 — 0.5486i

der Resolvente H(A — )\id)_IH sehr grof§ wird. In diesen Bereichen treten durch die
Diskretisierung typischerweise kiinstliche Resonanzen auf. Auch wenn wir diese Ar-
tefakte nicht vermeiden kénnen, so sind sie bei der HSIEM gut von den physikalischen
Resonanzen zu unterscheiden.

Das zweite Beispiel dieses Abschnittes erinnert an Beispiel 2.32. Dort wurden die po-
sitiven, reellen Eigenwerte des Laplace-Operators auf einem Rechteck berechnet. Wie
in Abbildung 6.7 zu sehen, wurde durch einen schmalen Spalt das Innere eines Qua-
drates mit dem AuBeren verbunden. Dadurch werden die ehemals reellen Eigenwerte
zu komplexen Resonanzen.

In Abbildung 6.7 werden die mit der HSIEM berechneten Resonanzen mit denen einer
Diskretisierung mittels der PML Methode verglichen. Zusétzlich sind die reellen Eigen-
werte des abgeschlossenen Quadrates und die exakten Resonanzen eines Kreises, der
den gleichen Umfang wie das Quadrat besitzt, eingezeichnet. Letzteres ist durch das
in [SZ99] untersuchte asymptotische Verhalten der Resonanzen motiviert. Ahnlich wie
bei den Ergebnissen aus [HHKSO07] zeigt sich, dass die Resonanzen des Auflenraumes
im Wesentlichen vom Umfang des Objektes abhéngen.

Physikalisch interessanter sind die Resonanzen mit kleinem Imaginérteil, da der so-
genannte Qualitédtsfaktor Q(k) = ‘% ein Maf fiir die Reaktion des Systems ist.
Bei den drei Resonanzen der Resonanzfunktionen aus Abbildung 6.7 ist der Qua-
litétsfaktor der ersten Resonanz mit 1.99 - 107 am groBten. Dies erklirt sich aus der
Tatsache, dass die Resonanzfunktion in vertikaler Richtung schwingt und das Qua-

drat so gut wie nicht verldsst. Einmal in dieser Resonanzfrequenz angeregt, verbleibt
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6.3. Beispiele mit allgemeineren Auflenrdumen

(a) k=38 (b) k=3.7665  (c) k=3.69792  (d) k= 3.69792

Abbildung 6.8.: Streuung einer Punktquelle rechts vom Quadrat (a-c) bzw. unter dem
Quadrat (d) bei unterschiedlichen Frequenzen

die Energie der Anregung lange im Quadrat.

Somit erklirt sich der mit 2.00 - 10? zwar immer noch hohe, jedoch geringere Qua-
litdtsfaktor der zweiten Resonanz. Es ist deutlich zu erkennen, dass durch die horizon-
tale Schwingung die Resonanzfunktion das Quadrat verldsst. Der Qualitétsfaktor der
dritten Resonanz ist physikalisch mit 2.24 irrelevant. Die Energie einer potentiellen
Anregung kann sich in diesem Fall nicht richtig fangen, und die Reaktion des Systems
auf eine Anregung in dieser Resonanzfrequenz ist eher schwach.

In Abbildung 6.8 wird das System mit einer Punktquelle angeregt. Obwohl sich die
Frequenzen der ersten beiden Bilder nur sehr wenig unterscheiden, ist die Reaktion des
Systems sehr unterschiedlich, da die zweite Frequenz genau der horizontalen Resonanz
aus Abbildung 6.7 entspricht.

Die dritte bzw. vierte Frequenz entspricht der vertikalen Resonanz. An dieser Stel-
le werden die Grenzen der Charakterisierung eines Systems mittels der Resonanzen
deutlich: In 6.8(c) ist die Punktquelle direkt vor dem Spalt platziert. Durch diese
Punktquelle wird die Resonanzfrequenz jedoch nicht angeregt, sodass das System
nicht in der erwarteten Art reagiert. In 6.8(d) befindet sich die Punktquelle in der
Mitte unter dem Quadrat und die Resonanzfrequenz wird angeregt.

Mit Hilfe von Resonanzen lassen sich folglich nur potentiell kritische Frequenzen und
iiber den Qualitatsfaktor die Stérke einer Reaktion des Systems berechnen, wenn diese
Resonanzfrequenz angeregt wird. In der Praxis muss dann iiberpriift werden, ob und
wie stark das System tiberhaupt in dieser Frequenz angeregt werden kann (siehe dazu
[Sch07a, LVLLH92|).

6.3. Beispiele mit allgemeineren AuBenraumen

Die Ergebnisse aus diesem Abschnitt entstanden in Zusammenarbeit mit dem Zuse
Institut Berlin und basieren auf dem dort entwickelten Programmpaket JCMWave
[JCMO8]. Darin enthalten ist ein Programm zur Unterteilung eines polygonal-beran-
deten Auflenraums in einzelne Segmente. Diese Segmentierung kann sowohl fiir die
PML Methode [ZKSS06] als auch fiir die HSIEM verwendet werden.
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Abbildung 6.9.: relativer Fehler einer mit der HSIEM berechneten Resonanz des Ein-
heitskreises in Abhéngigkeit von der Anzahl der Freiheitsgrade im
Hardy-Raum HT(S') und der Diskretisierung des Innenraums

Zur Uberpriifung der Konvergenz des Verfahrens verwenden wir das bereits bekannte
Resonanzproblem eines Kreises mit Radius 1 und einer Dirichletschen Randbedingung
auf I'y aus Beispiel 3.24. Die Hankel-Funktion Hgl) besitzt genau eine Nullstelle k ~
0.4292 — 1.2814¢ mit positivem Realteil. In Abbildung 6.9 ist der relative Fehler der
mit der HSIEM numerisch berechneten Resonanz gegeniiber der Nullstelle x von Hél)
in Abhéngigkeit von den Freiheitsgraden im Hardy-Raum HT(S!) aufgetragen. Der
Innenraum €, besteht aus einem schmalen Ring, der unterschiedlich fein diskretisiert
wird.

Wie Abbildung 6.9 zu entnehmen ist, dominiert der Finite Elemente Fehler durch die
Diskretisierung von ()¢ bei einem Verfeinerungsgrad von 2 offensichtlich schon bei 8
Freiheitsgraden im Hardy-Raum den Fehler aus der Diskretisierung des Auflenraums.
Selbst bei der feinsten Triangulierung des Innenraums reichen 16 Freiheitsgrade im
Hardy-Raum H*(S!') aus, damit der Fehler aus der AuSenraumdiskretisierung ver-
nachléssigbar ist.

Physikalisch interessanter ist das Beispiel eines Mikro-Einschluss-Resonators (micro
cavity resonator, MCR) aus der Einleitung (Abbildung 1.1). Bei diesem Beispiel ist
der Auflenraum durch die zwei Wellenleiter inhomogen. Wenn die Segmentierung des
Auflenraumes diesen Inhomogenitéten so angepasst wird, dass die einzelnen Segmente
in sich homogen sind, kann die HSIEM aus Abschnitt 5.2.4 verwendet werden.

Wesentlich schwieriger gestaltet sich in diesem Fall die Wahl der Parameters kg, da
es im Auflenraum nun unterschiedliche Wellenzahlen in den Wellenleitern und dem
Hintergrundmedium gibt. In Abbildung 6.10 wird deshalb der Fehler in der angegeben
MCR-Resonanz in Abhéngigkeit vom Parameter x( bei 40 Freiheitsgraden im Hardy-
Raum H"(S') untersucht. Als Referenzwert dient dabei eine Niherung an die exakte
Resonanz, welche mit einer adaptiven PML Methode [ZBK'05] errechnet wurde. Die
Unterschiede des Fehlers im Real- bzw. Imaginérteil sind durch die unterschiedlichen
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Abbildung 6.10.: relativer Fehler fiir die Resonanz x = 1.11 - 10 + 1.48 - 10174 des
Wellenleiters mit Einschluss aus Abbildung 1.1 in Abhéngigkeit vom
Parameter kg

Groflenordnungen der Resonanz im Real- bzw. Imaginérteil zu erkléren.

In Abbildung 6.11 ist fiir drei unterschiedliche Parameter ko der relative Fehler im
Betrag der Resonanz in Abhiéingigkeit der Freiheitsgrade im Hardy-Raum H™(S!)
aufgetragen. Auch in diesem Fall zeigt sich die super-algebraische Konvergenz der
HSIEM.

Den Schluss dieses Kapitels bilden zwei Grafiken (Abb. 6.12 und Abb. 6.13) iiber den
numerischen Aufwand der HSIEM mit 40 Freiheitsgraden im Hardy-Raum H7T(S!)
im Vergleich zur adaptiven PML Methode [ZBK™05]. Dabei ist zu beachten, dass der
Referenzwert mit der adaptiven PML Methode und einer sehr feinen Diskretisierung
berechnet wurde. Aus diesem Grund ist die Stagnation des Fehlers bei der HSIEM bei

1
=

—_
(-]
T

rel. Fehler

—
DI
22}
T

0 10 20 30 40
DoF Hardy-Raum

Abbildung 6.11.: relativer Fehler fiir die MCR-Resonanz x = 1.11 - 10'° + 1.48 - 10'7;
in Abhéngigkeit von der Anzahl der Freiheitsgrade im Hardy-Raum
H* ( Sl)
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6. Numerische Beispiele

einer feinen Diskretisierung des Innenraums nicht besonders aussagekréftig, da diese
auch von dem Fehler im Referenzwert herriithren kann.

Eine weitere Besonderheit entsteht durch die Benutzung einer adaptiven PML Metho-
de, die anhand einer Fehlerschétzung im Innenraum feststellt, wie fein der Auflenraum
diskretisiert werden muss, damit der Aulenraumfehler die gleiche Groflenordnung wie
der Innenraumfehler besitzt. Ein Vergleich mit Abbildung 6.9 lédsst erahnen, dass auch
bei der HSIEM ein solches Vorgehen sinnvoll wére. Fiir diese Rechnungen wurde jedoch
die Anzahl der Freiheitsgrade im Hardy-Raum HT(S') konstant gehalten.

Unter diesem Gesichtspunkt sind die Ergebnisse aus Abbildung 6.12 der HSIEM und
der adaptiven PML Methode in etwa gleich gut. Bei den Laufzeiten der Programme aus
Abbildung 6.13 spielt neben der Anzahl der Unbekannten auch die Besetzungsstruktur
der Matrizen eine Rolle. Bei der HSIEM entstehen durch die Tensorprodukte und die
groBe Anzahl an Freiheitsgraden im Hardy-Raum HT(S') relativ groBe vollbesetzte
Blocke, wihrend bei der PML Methode die iiblichen Blocke aus der Finiten Elemente
Diskretisierung verwendet werden. Es ist somit auch deshalb sinnvoll, die Anzahl der
Freiheitsgrade im Hardy-Raum sehr sorgféltig zu wéhlen.
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Abbildung 6.12.: Vergleich des relativen Fehlers der MCR-Resonanz in Abhéngigkeit
von der Anzahl der Freiheitsgrade der gesamten Diskretisierung
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CPU-Zeit in Sekunden
Abbildung 6.13.: Vergleich des relativen Fehlers der MCR-Resonanz in Abhéngigkeit

der CPU-Zeit auf einer Sun Galaxy 4600 mit 8 dual core AMD
Opteron Prozessoren mit 64GB Arbeitsspeicher
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/. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine neue Klasse von Methoden zur numerischen Berechnung
von Resonanz- und Streuproblemen auf unbeschriankten Gebieten vorgestellt. Die
Basis der Methoden bildet die Polbedingung (Definition 4.9), welche ausstrahlende
Losungen der Helmholtz-Gleichung anhand ihrer Laplace-Transformierten in radialer
Richtung charakterisiert. Im Gegensatz zu der haufig bei Streuproblemen verwen-
deten Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung (3.2) bleibt die Polbedingung auch
fiir Wellenzahlen mit negativem Imaginérteil giiltig. Da die in Abschnitt 3.3 defi-
nierten Resonanzen negativen Imaginérteil besitzen, kommt dieser Eigenschaft grofie
Bedeutung zu.

Methoden, wie die in Abschnitt 3.2.1 vorgestellten lokalen absorbierenden Randbe-
dingungen, die auf der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung fufien, sind somit
zur numerischen Behandlung von Resonanzproblemen nicht geeignet. Andere Metho-
den wie die klassische Infinite Elemente Methode (Abschnitt 3.2.2) fithren bei der
Anwendung auf Resonanzprobleme zu nichtlinearen Eigenwertproblemen.

Zusammenfassung

Die Hardy-Raum Linienmethode (HSLM - Abschnitt 4.3) und die Hardy-Raum Infinite
Elemente Methode (HSIEM - Kapitel 5) dagegen erhalten die lineare Eigenwertstruktur
des Resonanzproblems (3.49) und sind daher besonders gut zur numerischen Losung
von Resonanzproblemen geeignet.

Bei der HSLM wird dazu die Helmholtz-Gleichung auf dem Gebiet Q. = R4\ B,
in den Raum H*(S') ® HY(T',) transformiert (Abschnitt 4.2). Fiir die Diskretisie-
rung von Funktionen aus diesem Raum bietet es sich an, die Riume HT(S') und
H(T',) getrennt voneinander zu diskretisieren und das Tensorprodukt der diskreten
Unterrdume als Diskretisierung von H*(S') ® H*(T,) zu verwenden.

In H*(S') ist eine Orthogonalbasis durch die trigonometrischen Polynome gege-
ben (Lemma 4.4). Da der radiale Anteil der transformierten Losung der Helmholtz-
Gleichung in H*(S') N C*°(S!) liegt (Lemma 5.6), konvergieren die zugehérigen
Fourier-Koeffizienten nach Lemma 5.17 super-algebraisch gegen 0. Bereits durch we-
nige Basisfunktionen {2°,..., 2"} kann somit eine solche Losung gut approximiert
werden.

Der Raum H*(T',) wird mit den i{iblichen Finite Elemente Methoden (Abschnitt 2.3)
diskretisiert. Allgemeinere Gebiete als 2o, konnen mittels der in Abschnitt 3.1.3
dargestellten Zerlegung in ein beschrinktes Innengebiet €2;, und das Aulengebiet .y
behandelt werden. Besondere Bedeutung kommt dabei der Kopplung der Gebiete iiber
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7. Zusammenfassung und Ausblick

die Dirichletschen und Neumannschen Randwerte der Losung auf dem Schnittrand
', zu. In Lemma 4.13 wird dazu der Zusammenhang zwischen diesen Randwerten
und der transformierten Losung der Helmholtz-Gleichung hergestellt.

Die HSIEM unterscheidet sich letztlich nur im Ausgangspunkt von der HSLM: An Stelle
der Helmholtz-Gleichung wird mit Hilfe von Lemma 5.3 eine variationelle Formu-
lierung der Gleichung ((5.8) fir d = 1; (5.20) fiir d = 2,3) transformiert. Dadurch
entsteht das Variationsproblem (5.35) auf einem Teilraum X (Lemma 5.7) des Rau-
mes H'(Qi) x HT(SY) @ L*(T,).

Die Schwierigkeiten bei der Definition dieses Raumes liegen in der etwas uniiblichen
Zerlegung (5.21) einer Funktion U € H*(S')® H'(T',) in die Randfunktion ug auf T,
einer H'(Qyy)-Funktion wu, und einer Funktion U € HT(S') ® L*(T,) begriindet:

A 1

U(z,%) = — (uo(X) + (z — )U(2,%)), %€Ga, z€ S

1Rg

Diese Zerlegung hat jedoch drei Vorteile: Werden obige Ansatzfunktion im Raum
H*(S") fiir U verwendet, so ist die Randfunktion ug wegen Bemerkung 4.14 von allen
Fourier-Koeffizienten von U abhéngig. Mit der Zerlegung haben nach Bemerkung
5.9 die Fourier-Koeffizienten von U keine Auswirkung auf uy und die zugehorigen
Freiheitsgrade konnen als innere Freiheitsgrade des Infiniten Elementes aufgefasst
werden.

Zum Zweiten wird die Einfiihrung von Unterrdumen der Form H*(S') N H'(S1),
die in Lemma 4.13 notwendig sind, vermieden, da die Zerlegung mit der Forderung
U(e, %) € H(S') implizit einen geeigneten Unterraum definiert. In Lemma 5.20 wird
fiir eindimensionale Probleme nachgewiesen, dass der Raum Cx H"(S') in natiirlicher
Weise normisomorph zu H*'(R,) ist.

Ein letzter, eher praktischer Vorteil ist die einfache Darstellung des transformierten
Ableitungsoperators in (5.10). In diesem Operator ist durch die Eigenschaften der
Laplace-Transformation (Satz A.6(ii)) die Randfunktion uy auch ohne die Zerlegung
enthalten. Mit ihrer Hilfe ist der Operator sowohl vom theoretischen Standpunkt als
auch vom praktischen Standpunkt der Implementierung her wesentlich einfacher zu
behandeln.

Auch wenn die Herleitung des Variationsproblems der HSIEM eher umstéindlich ist,
so ist die HSIEM eine ,,normale” Galerkin-Methode, basierend auf diesem Variations-
problem, und die zugehorigen Finiten Elemente (Abschnitt 5.2) entsprechen in ihrer
Struktur der Definition eines Finiten Elementes von Ciarlet (Definition 2.13). In Ta-
belle 5.1 sind die fiir die Implementierung der Elementmatrizen notwendigen Transfor-
mationen zusammengefasst. Die Matrizen der diskretisierten Operatoren sind explizit
bekannt und bestehen aus Bi- und Tridiagonalmatrizen bzw. aus den Inversen solcher
Matrizen.

Die numerischen Ergebnisse aus Kapitel 6 lassen vermuten, dass beide vorgestellten
Hardy-Raum Methoden super-algebraisch in Abhéngigkeit der Anzahl der Freiheits-
grade in H*(S!) konvergieren. In den Sétzen 5.16 und 5.22 konnte als ein erster
Schritt die Konvergenz der HSIEM fiir eindimensionale und fiir separierte Probleme
nachgewiesen werden. Ein vollstédndiger Konvergenzbeweis steht jedoch noch aus.
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7. Zusammenfassung und Ausblick

Vor- und Nachteile

Ein Vorteil der Hardy-Raum Methoden ist die super-algebraische Konvergenz in ra-
dialer Richtung, sodass nur wenige Freiheitsgrade zur Diskretisierung des Auflenraums
notig sind. Zusétzlich kénnen die Methoden mit beliebigen Diskretisierungen des Ran-
des und des Innenraums kombiniert werden, und zumindest die HSIEM ist leicht in
bestehende Finite Elemente Programme zu integrieren. Benétigt wird dazu ein spe-
zielles (In)Finites Element.

Im Gegensatz zu den meisten anderen transparenten Randbedingungen sind die HSM
linear in 2, wobei k die Wellenzahl des Problems ist. Deshalb koénnen sie besonders
gut zur numerischen Losung von Resonanzproblemen eingesetzt werden und sind eine
gute Alternative zu der PML Methode.

Die PML Methode erhélt ebenfalls die lineare Eigenwertstruktur des Resonanzpro-
blems und kommt ohne eine Implementierung eines speziellen Finiten Elementes aus.
Sie konvergiert aber auch nur in der Ordnung der verwendeten Finiten Elemente.
Eine Schwierigkeit beider Methoden ist die Wahl geeigneter Parameter. Bei der PML
Methode sind dies der Dampfungstensor und der kiinstliche Gebietsrand, bei den HSM
der Parameter k.

Die numerischen Ergebnisse und insbesondere der Vergleich der Resultate der HSTEM
und der PML Methode lassen vermuten, dass die Methoden @hnlich gut konvergieren.
Sie konnen beide fiir Probleme mit inhomogenen Auflenrdumen verwendet werden
und ermoglichen somit die numerische Losung einer Vielzahl unterschiedlicher Pro-
bleme.

Ausblick

Bei den meisten numerischen Verfahren stellt die Wahl der Parameter fiir konkrete
Anwendungen ein grofies Problem dar. Eine Methode wird vor allem dann in der
Praxis héufig eingesetzt werden, wenn sie einfach zu benutzen ist, d.h. mdoglichst
wenig Parameter durch den Nutzer eingestellt werden miissen. Bei der PML Methode
wurde durch die Arbeitsgruppe am Zuse-Institut Berlin ein Schritt in dieser Richtung
unternommen, indem die Démpfungsparameter durch einen speziellen Algorithmus
automatisch an das Problem angepasst werden.

Bemerkung 6.1 ermdoglicht ein dhnliches Vorgehen fiir den Parameter kg der HSM. Es
wiére jedoch wiinschenswert, wenn der Parameter nicht global festgelegt wére, sondern
in den einzelnen Segmenten des Auflenraumes an die jeweilige Wellenzahl angepasst
werden konnte. Insbesondere bei inhomogenen Aulenrdumen konnte auf diese Weise
die Methode verbessert werden.

Zudem wére es sinnvoll, die Anzahl der Freiheitsgrade im Auflenraum an einen ge-
schitzten Innenraumfehler anzupassen. Dazu miissten Fehlerschétzer fiir die HSM ent-
wickelt werden, wie sie bereits bei der PML Methode angewendet werden. Zusammen
mit einer adaptiven Wahl des Parameters ko wire dann fiir die HSM eine Interaktion
des Nutzer nicht mehr notwendig.
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7. Zusammenfassung und Ausblick

Unabhéngig von den Parametern bietet es sich an, die Methoden von skalaren Helm-
holtz Problemen auf zeitharmonische elektromagnetische oder elastische Probleme
zu erweitern. Fiir elektromagnetische Probleme wurden bereits einige Vorarbeiten
unternommen. Offen ist bisher die Frage, wie ein de Rham Diagramm in den Ten-
sorproduktrdumen der HSIEM auszusehen hat. Insbesondere fiir elektromagnetische
Resonanzprobleme ist es von grofler Bedeutung, dass die verwendete Methode ein
solches Diagramm erfiillt, um kiinstliche Resonanzen so weit es geht zu vermeiden.
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A. Laplace- und
Fourier- Transformation

Die Basis der Hardy-Raum Methoden bildet die Polbedingung und damit die Cha-
rakterisierung von Funktionen mittels deren Laplace-Transformierten. Aus diesem
Grunde sind hier einige Grundlagen der Laplace- sowie der Fourier-Transformation
zum grofen Teil ohne Beweise zusammengestellt. Die entsprechenden Beweise sind
z.B. in [Doeb8], [RS75, Chapt IX] und [Wei76, §10.1] zu finden.

Definition A.1 (Fourier-Transformation). Die Fourier-Transformierte F f der Funk-
tion f € L*(R) ist definiert durch

R
(Ff)(s) = l].%i.m. e " f(t)dt. (A.1)
—oo J_p
Der Grenzwert ,,limit in mean” ist dabei im L* Sinne zu verstehen, d.h. Ff € L*(R)
mit ||.7-"f—f_RR e~ f(t)dt|| 2@y — O fiir R — co. Die inverse Fourier-Transformation
ist fiir f € L*(R) definiert durch
R

(FF)(s) = ——Lim. [ e f(t)dt. (A2)

27‘(’ R—oo _R

In [RS75] wird die Fourier-Transformation zundchst auf dem Schwartz-Raum der
beliebig oft differenzierbaren, schnell abfallenden Funktionen (siehe [RS80, §V.3])
mit Hilfe der Integraldarstellung in (A.1) definiert und dann auf den topologischen
Dual dieses Raumes erweitert. Daraus folgt zunéichst die Existenz der Fortsetzung
der Fourier-Transformation auf den topologischen Dual und dessen Teilrdumen, zu
denen auch die Raume LP(R) mit p > 1 gehoren. Die Darstellung dieser Fortsetzung
in obiger Definition als Grenzwert von Integralen ist somit eher eine Folgerung aus
der urspriinglichen Definition auf dem Schwartz-Raum.

Theorem A.2 (Plancherel Theorem). Die Fourier-Transformation F ist eine bijek-
tive, lineare Abbildung von L*(R) nach L*(R) mit

Il = <=Vl 1 € PR, (A3)

Die inverse Abbildung ist durch die inverse Fourier-Transformation F~1 gegeben.

Der Faktor \/%7 entsteht im Gegensatz zu [RS75, Theo IX.6] durch die unterschiedliche
Wahl der Vorfaktoren in den Definitionen der Fourier- und der inversen Fourier-
Transformation.
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A. Laplace- und Fourier-Transformation

Eine der wichtigsten Eigenschaften ist die Wirkung der Fourier-Transformation auf
die Faltung f % g zweier auf R definierten Funktionen f, g:

/ F(r)glt — 7)d (A.4)

Sind f, g Funktionen aus L'(R) oder L*(R), so existiert das Integral und die Faltung
ist wohldefiniert.

Satz A.3 (Eigenschaften der Fourier-Transformation). Seien f,g zwei auf R defi-
nierte Funktionen, fiir die nachfolgende Ausdriicke existieren. Dann gilt

(i) F{LF} (s) = (is)"(Ff)(s),
(i) F{(=it)" f(t )} = (FH™
(iii) F{f g} = (Ff) (F )
(iv) F{f g} = o (Ff) * (Fg).

Beweis. Der Beweis erfolgt durch direktes nachrechnen. So gilt z.B.

Firae=[ (o [ erEnman) s

—00

:% /_ Z(]—" £)(7) ( /_ Z e“”)tg(t)dt) dr

:% /_Z(]—"f)(T)(}"g)(s —T)dr = % ((Ff) = (Fg)) (s).

Die Vertauschung der Integrationsgrenzen ist erlaubt, sofern f, g € L}(R)NL*(R). O

Die Laplace-Transformation hat im Gegensatz zur Fourier-Transformation einen stark
abklingenden Integralkern.

Definition A.4 (Laplace-Transformation). Sei die Funktion f auf dem Intervall
[0,00) definiert und |f(t)] < CeMt mit beliebigen C, M > 0. Dann ist fir s € C
mit R(s) > M die Laplace-Transformierte Lf definiert durch

(Lf)(s) = /Ooo e f(t)dt. (A.5)

Die Laplace-Transformierte L£f einer Funktion f ist im Inneren ihrer Konvergenz-
halbebene, d.h. fiir ®(s) > M, holomorph ([Doe58, §6]). Ist eine Funktion f als
Laplace-Transformierte einer Funktion f darstellbar und ist f in einer Umgebung
von t > 0 von beschrénkter Variation, so gilt nach [Doe58, Satz 17.3]

flt+0)—ft—0) 1 M
5 = 2—/ e f(s)ds. (A.6)

M —ioco
Die Konvergenz dieses Bromwich-Integrales ist im Sinne des Cauchyschen Haupt-
wertes zu verstehen. Die Integration kann innerhalb des Holomorphie-Gebietes auf
beliebigen Wegen erfolgen. Einige Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer Funkti-
on f als Laplace-Transformierte einer Funktion f sind in [Doe58, §21] gegeben.
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Satz A.5 (Grenzwertsatz der Laplace-Transformation). Sei f eine Funktion mit zu-
gehoriger Laplace-Transformierten f := Lf. Dann gilt

1. Wenn der Grenzwert lim._o f(€) existiert, so gilt

lim f(e) = lim sf(s). (A7)

e—0+ §—00

Ist insbesondere f im Ursprung stetig, so bestimmt der Funktionswert f(0) das
Verhalten der Bildfunktion f im Unendlichen.

2. Besitzt f(t) firt — 0 eine asymptotische Entwicklung der Form

o0

FO) =Y et —1<R(A) <R(M) < ...,

n=0

so qilt fir s — oo

(A, +1)
~2 o Hatl),

=0

Der Grenzwert s — oo ist in beiden Fdllen ein zweidimensionaler Grenzwert mit
s
|arg(s)| < 3.

Beweis. Siehe [Doe58, Satz 24.5 und 24.7]. O

Analog zu den Eigenschaften der Fourier-Transformation A.3 folgen einige Eigen-
schaften der Laplace-Transformation. Die Funktionen f, g sind in diesem Fall nur auf
R, definiert, wohingegen die Integration in der Definition der Faltung (A.4) iiber
ganz R erfolgt. Aus diesem Grunde werden die Funktionen durch 0 fortgesetzt und

es ergibt sich
(90 = [ gl =)

Satz A.6 (Eigenschaften der Laplace-Transformation). Es seien f, g auf [0,00) de-
finierte Funktionen, die auf (—o0,0) durch O fortgesetzt werden und fir die folgende
Ausdriicke existieren. Dann gilt

(1) L ist eine lineare Abbildung,
(it) L{f™} (s) = s"(Lf)(s) = Xpoy 8" F0(0),
(ir) L{(=t)"f(t)} = (Ef)(”)
(iv) L{(t+0) (D)} (s) = [ eI T (Lf) (0)do, >0,
(v) L{f *g} = (L) (Eg)-

Die im Gegensatz zur Fourier-Transformation (siehe A.3) auftauchenden Randterme
sF=1 f(n=k)(0) entstehen durch Randterme bei der partiellen Integration. Die etwas
unbekanntere Eigenschaft (iv) ergibt sich als Spezialfall aus [HSZ03a, Lemma 4.1].
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Dariiber hinaus ist die Laplace-Transformierte des Produktes zweier Funktionen deut-
lich schwieriger zu berechnen als bei der Fourier-Transformation. Unter bestimmten
Voraussetzungen wurde jedoch in [Doeb8, Satz 23.14] ein dhnliches Resultat gezeigt:

T+100
£{f g} (s) 1/ £(0)g(s — o)do (A8)

21 Sy oo
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Az Laplace-Beltrami-Operator, 28

[e]  Aufrundungsfunktion [s] := min,ez.>s2, s € R, 29

spanl’ Menge aller Linearkombinationen der diskreten Menge V', 17
el Norm des Sobolev-Raumes H*, 10

Vi  Oberflachengradient, 29

NtD Neumann-to-Dirichlet-Operator, 34

v AuBerer Normalenvektor, 9

Qext  Unbeschrinktes externes Grundgebiet der Form R?\ B,, 33
Qe Beschrinktes internes Grundgebiet der Form B, \ K, 33

Iy  Unterraum span{z°, ..., 2"} c H*(S!), der von den N + 1 ersten Monomen
aufgespannt wird, 71

im(A) Bild der linearen Abbildung A, 21

p(A) Resolventenmenge der linearen Abbildung A, 21

C Menge der komplexen Zahlen, 9

C* {seC | 3(£s)>0},46

N Menge der natiirlichen Zahlen, 10

Ny Menge der natiirlichen Zahlen inklusive 0, 10

R4 d-faches, kartesisches Produkt der Menge der reellen Zahlen, 9
o(A) Spektrum der linearen Abbildung A, 21

oa(A) Diskretes Spektrum der linearen Abbildung A, 21

0e(A) Wesentliches Spektrum der linearen Abbildung A, 21

0p(A) Punktspektrum der linearen Abbildung A, 21

supp(f) Tréager der Funktion f, 14

Uext  Einschrinkung der Funktion u auf ., z.T. skaliert und verschoben, 33
Uiy Einschrinkung der Funktion u auf €, 33

B,  Ball mit Radius a: B, := {x € R?| |z| < a}, 28

C*(G) Raum der auf G' k-mal stetig differenzierbaren Funktionen, 9
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CF(G) Menge der auf G k-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem
Tréager in G, 10

Cy  Cpi= 00 g

d Dimension des Raumes R%, 9

G Offene, beschrinkte Teilmenge des R9, 9
H*  Hardy-Raum, 49

H*(G@) Sobolev-Raum auf G, 10

H*

loc

(Q) Lokaler Sobolev-Raum auf 2, 28

H? Hankel-Funktionen erster und zweiter Ordnung, 30
hiH? sphérische Hankel-Funktionen erster und zweiter Ordnung, 31
L?*(G) Menge der auf G quadratintegrierbaren Funktionen, 10

12

tan

(T,) Raum der tangentialen Vektorfelder F' € L2 (T,) auf T, fiir die das Integral
Jr. | F(X) | d% beschrénkt bleibt, 66

Pi.(e) Polynomraum, der Polynome p hochstens k-en Grades, 15

r r:=|z|/a mit z € R und a > 0, 28

St Komplexer Einheitskreis {z € C | |z]| =1}, 49

X Ansatzraum, abhéngig von der jeweiligen Problemstellung, 11

X' Raum der linearen, stetigen Funktionale auf X, 12
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