Kapitel 6

Fehlerschitzung und Adaptivitit

Ziel von Adaptivitit:

o Effizienz: Es soll mit moglichst geringem Aufwand eine Approximation u g an die gesuchte Losung
u gefunden werden, die eine vorgegebene Genauigkeitsanforderung erfiillt. Ein (grobes) Maf fiir
den Aufwand ist die Anzahl Elemente des Gitters, welches upp festlegt. Adaptive Algorithmen
konstruieren Gitter, die diesem Ideal nahekommen.

e Robustheit: Die Diskussion im vorangehenden Kapitel hat gezeigt hat, dal mit sehr priizisem Wissen
iiber das Verhalten der gesuchten Losung es moglich ist, gute Gitter zu konstruieren. Dies setzt
jedoch einen sehr gut geschulten “Benutzer” eines FEM-Programms voraus. Zudem ist ein solches
Vorgehen risikobehaftet, weil der “Benutzer” das richtige Gitter konstruiert haben muf!. Eine
automatische Konstruktion von Gittern kann helfen, Fehler zu vermeiden.

Adaptive Algorithmen basieren auf Fehlerschitzern, die die Gitterverfeinerung steuern.
Ziel von Fehlerschitzern:

e Fehlerschditzer als Abbruchkriterium: Schitzen des Fehlers u — upg, um zu entscheiden, ob eine
Approximation upg hinreichend genau ist

o Fehlerschitzer als Steuerungsmechanismen: Schétzen des Fehlers (u — upg)|k fiir ein Element K,
um zu entscheiden, ob dieses Element verfeinert werden muf3.

Wir fithren die Herleitung eines a posteriori (“im Nachhinein”) am folgenden Modellproblem vor:

—Au=f auf Polygon Q C R? (6.1a)
u=~0 auf I'p, Opu =g auf I'y. (6.1b)

Hier sind I'p, 'y wie in Abschnitt 4.2. Wir fordern der Einfachheit halber [T'p| > 0; T'y = 0 ist jedoch
zugelassen. Weiter fordern wir f € L%(2), g € L?(T'w). Die schwache Formulierung ist:
Finde u € H}(Q,Tp) s.d. B(u,v) ::/ Vu - Vo =I[(v) ::/ fv+/ gu Vv € Hy (2, Tp),
Q Q I'n
(6.2)

wobei wir wiederum H}(Q,T'p) := {u € H(Q)]| (vou)|r, = 0} gesetzt haben.
6.1 Notation und der Clémentinterpolant

Wir betrachten nur regulére, affine, y-formregulére Triangulierungen und verwenden folgende Notation:
o £(K) := Menge der 3 Kanten, von K € T
e N(K) := Menge der 3 Knoten von K € T

ldas Sinken der Bohrinsel Sleipner A im Jahr 1991 mit einem Schaden von fast 1 Milliarde US-Dollar ging letztendlich
auf ein falsch ausgelegtes FEM-Gitter zuriick
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Abbildung 6.1: Gebiete wg, Wi, We, We, Wy

o E(T) =Uger{e € E(K)|e C 2} = Menge der inneren Kanten

o En(T)=U{e€ &(K)|e C T'n} = Menge der Kanten, die auf I'y liegen
e N(T) = Menge der Knoten von T

e N(e) = Menge der 2 Endpunkte der Kante e

Weiter definieren wir

WK = U K|, Wi = U K’
K'eT K'eT
E(K)NE(K) N(E)NN(K)
We 1= U K|, We 1= U K| , wy = U K
KeT KeT KeT
ecE(K) N()NN (K)#0 VEN(K)

Im folgenden betrachten wir nun Triangulierungen, die zu den Randbedingungen “passen” in dem Sinn,
daf3 die folgende Annahme erfiillt ist:

Voraussetzung 6.1 Die Triangulation T is requlir, affin, v-formregulir und TpNTn C N(T). M.a. W.:
eine Kante e mit e C 0N) erfiillt entweder e C T'p oder e C I'y.

Bei y-formreguléaren Triangulierungen sind die Elementgrofien benachbarter Elemente vergleichbar:

Lemma 6.2 Sei T regulire, affine, v-formregulire Triangulierung eines Polygons. Dann existiert C > 0,
welches nur von v abhdngt, so dafs

diamwy < diamwrx < Chg VK €T

diam w, < diamw, < Ch, Ve e E(T), he := diame
diamwy < Chg VV,K)e N(T)xT mit VeNK)
#{K'|K' cog}<C VK cT

#{K|KC@Y<C  Vee&(T)

60



Beweis: Elementar. Wesentlich ist, dafl die Formregularitéitskonstante v die Innenwinkel der Dreiecke
kontrolliert, so daf3

in he ~ hx ~ maz, he
i e~ By~ magecs i

gilt. O
Wir kommen nun zum Clémentinterpolanten:
Satz 6.3 Gelte Voraussetzung 6.1. Dann ezistiert ein C' > 0, welches nur von v und I'p abhdngt und
ein linearer Operator 1€ : H}(Q,Tp) — SYYT) N HY(Q,Tp) derart, dafs
lu— Il 2y < Chir ||Vl L2, VK eT
||V(U7ICU)HL2(K) < ChK||VUHL2(§K) VK €T

Ju—I%| 12y < CVhe||Vullr2@,) Ve € E(T)UEN(T)

Beweis: Ein vollstindiger Beweis befindet sich im Appendix. Wir illustrieren die Kernidee fiir den
einfachen Fall, daB T'p = () und ein regelméBiges Gitter vorliegt. Wir definieren den Operator I : H(Q) —
SHL(T) dadurch, daB fiir jeden Knoten V € N(T) der Knotenwert (Iu)(V) := uy gesetzt wird mit
1
uy = ——
|UJV| wy

Eine andere Darstellung von Tu ist damit Tu = ZVGN(T) uy v, wobei py € SH(T) die Hutfunktion ist,
die zum Knoten V' € N (T") gehort. Wir nutzen nun aus, daf fiir jedes Dreieck K € T gilt: ZVeN(K) oy =
1 auf K. Damit erhalten wir unter Beriicksichtigung von [[¢v ||z k) < 1:

lu—Tullgey =11 D, evlu—uw)lem < Y, llu—uvlm
VEN(K) VEN(K)
Nun ist fiir V € N(K):
lu —uvllr2x) < lu—uvlz@y) < ChvlVullL2(wy),

wobei hy = diamwy und C' > 0 hingt nur von der Form (nicht aber der Gréfie!) von wy ab. Diese
letzte Abschiitzung ergibt aus der 2. Poincaréschen Ungleichung (Satz 3.29) und einem Skalierungsargu-
ment: Man definiert eine affine Abbildung Fy als Verkettung einer Translation, einer Rotation und einer
Streckung um 1/hy derart, dafl wy = Fy (Wy ), wobei diam @y = 1. Anschlielend wendet man auf @y die
2. Poincarésche Ungleichung auf % := uo Fy an. Riicktransformation auf wy liefert dann die Behauptung.
Die Konstante hingt nur von @y ab. Der Beweis wird nun abgeschlossen durch die Beobachtung, daf3
man bei regelméffigen Gittern mit endlich vielen “Referenzpatches” auskommt.
Fiir die Abschéitzung fiir VIu gehen wir analog vor. Auf Element K haben wir

IV —Tu)lleao =1 Y. Vevu—u)lea =1 Y. (Vev)(u—uy)+evV(u—uy)Lx)-
VEN(K) VEN(K)

Aus der Formregularitit des Gitters folgt || Vv || pe (k) < Chy! fiir alle V € N(K). Damit ergibt sich
IV (u— Tu)| 2y < Chytlu—uy | 2(x) + CllVul L2k,

und der erste Term wurde bereits oben abgeschétzt.
Fiir die Abschétzung fiir [|u— Iul|p2() fiir eine Kante e gehen wir wie folgt vor. Sei K € T ein Dreieck
der Triangulierung, welches e als Kante hat. Sei Fx die Elementabbildung fiir K. Dann gilt nach dem

Spursatz (Satz 3.31) auf K fiir den pull-back u— Tu:
[lu — IUHL2(FE1(e)) < Clu— IUHH1(f<)~
Transformiert man wieder auf e und K zuriick, so ergibt sich
lu—Tul|r2ee) < Chl/?||u — I“”LZ(F;((:)) < ChY?|ju — IUHHl(f() < Chl/? (hi}lHu — Tull 2y + [u — Tul g ()

Nutzt man nun die Resultate fiir [|u — Tu||z2(x) und |u — Tu|g1 (k) aus, so ergibt sich die Behauptung. O
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6.2 Ein residualer Fehlerschitzer

Sei u Losung von (6.1) und sei Vy € STH(T) N H(Q,T'p) und uy € Vy Losung von

Finde uy € Vi s.d. B(un,v) =1(v) Yu e V. (6.3)

Dann gilt:
Bu—un,v) = 0 Vv € Vi Galerkinorthogonalitit (6.4)
B(u—un,v) = R(v):=I1(v)— Blun,v) Yu € HOI (,Tp) Residualgleichung  (6.5)

Insbesondere erfiillt das Residuum R die Orthogonalitdtsbedingung
R(v)=0 Vv € Vy. (6.6)

Weiter ist wegen der Annahme |I'p| > 0 die Energienorm (gegeben durch |[v||%4 = B(v,v)) eine Norm
auf H}(Q,T'p) und erfiillt
lolle < (vl @) < Cllvlle- (6.7)

Damit kénnen wir die Bestimmung des Fehlers |[u — un|| g umschreiben als ein Problem, die Norm des
Residuums R zu berechnen:
B(u —up,v) (6.5) R(v)

lu—un|le = sup — 7 "= sup
vEHL(Q,Tp) lvlle vEHL(Q,Tp) vl

(6.8)

Wir miissen nun dieses Supremum abschétzen. Dies geschieht durch Ausnutzen der Galerkinorthogona-
litdt und der Beobachtung (6.7). Elementweise partielle Integration liefert uns

R(wv) = I(v) — B(un,v Z/ (fv—Vuy - Vv) + Z qgu

ecEN(T)
= Z/ (f +Aun)v Z /aqu—l— (g — Onun)v
ec&(T) e€EN(T)
wobei der Sprung der Normalenableitung [0, uy] definiert ist
[Onun]|e :=nK - Vuny + ngs - Vun, (6.9)

wobei K, K’ die beiden Elemente sind, die sich die Kante e teilen und ng und ng. die duleren Nor-
malenvektoren von K bzw. K’ sind. Wegen (6.6) gilt R(v) = R(v — w) fiir alle v € H} (2,T'p) und alle
w € Vi. Insbesondere folgt damit fiir den Clémentinterpolanten w = I€v aus Satz 6.3

IR(v)] = |R(w—1I%)| = ;/K(f—l—AuN)(v—Ic Z / Lun] (v —I%) Z /g Onun) (v — I%)

ec&(T) e€EN(T)

IN

Z||f+AUN||L2(K)||U—ICUHL?(K)+ Z ||[8nUN]||L2(e)HU—ICUHL%)
K ec&(T)

+ Y g = Onunllzzellv — I| 2o
ecEn(T)

Satz 6.3
<O hi|lf + Auy ooVl Lz@e) + D ViellOnun]llz2 oIVl 2@,
K

ec&
+ Z \% hEHQ - anuNHLz(e)”quLz(&c)

eclN

C.S. fir Sumrnen
€\ HNT + Bl [ IV +C [ helldwunlliage, [3 - IVelEaa,
ecE ec&
—i—C\/Z he Hg 0 UN”Lz(e) Z HV’UH%%@G)

ecéN ecén
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Wir behaupten nun, dafl aufgrund der Formregularitit des Gitters gilt:

ZHVUH%%@() < OfVollizgy (6.10)
K
Z IVolltez) < ClVollizg (6.11)
ecEUEN

Wir zeigen nur (6.10):

Z”V”HZL?@K) = Z Z HVUH%Q(K’):Z Z ||VU||?;2(K/):ZHVU”?;?(K/) Z 1
K K’

K K':K'Cwg K' K:K'Cwk K:K'Cwogk

Lemma 6.2
Z IVl 72050 Z 1= Z IVl 72y Z 1< CVolag)-
K/ K/

KeT KK Cper
NN (K'Y #£0

Damit erhalten wir

ClVvllrze) \/Z hi f + AUN||2L2(K) + \/z heH[an“N]||2L2(e) + \/Z hellg — 8nuN||2L2(e)
K

ecé& ecén

|R(v)]

IN

IN

ClIVoll=o) ¢Z BT + AunlZa e+ 3 hellBuunBay + 3 hellg — Buun2aq,,
K

ecé e€EN

Wir fassen nun die Sprungterme etwas anders zusammen, indem wir die Abkiirzung

1
M= S+ BunlBago +5 D hellGuunlliag + D hellg— duunlEag (612)
e€E(K)NE(T) e€E(K)NEN(T)

einfithren. Zusammenfassend erhalten wir
[R(v)| < ClIVoll 2@, | D nk (6.13)
KeT

Satz 6.4 Es gelte Voraussetzung 6.1. Dann ezistiert eine Konstante C > 0, welche nur von der Formre-
gularititskonstante v und T'p abhingt, so daf$ die durch (6.12) definierten Elementfehlerindikatoren 7y

fiir
EST:= [ Y nk (6.14)
KeT

IV(u—un)lL2(@) = l[u—un|lp < CEST

Somit ergibt sich aus (6.8)

die Abschitzung

erfiillen.
Beweis: Setze (6.13) in (6.8) ein und beobachte |[v||g = ||Vvl|L2(q). O
finis 24.Stunde
Bemerkung 6.5 e Der Fehlerschiitzer EST ist berechenbar, denn es gehen nur bekannte Groflen (uy,
f, g) ein.

e In der Praxis werden die Elementindikatoren 7y als Indikatoren fiir den Fehler auf dem Element
K verwendet, um zu entscheiden, welche Elemente verfeinert werden sollen.
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Allgemein nennt man einen berechenbaren Ausdruck EST einen zuverldssigen Fehlerschitzer, falls ||u —
unl||g < CEST gilt fiir eine Konstante C' > 0, die nicht von uy abhingt. Ein solcher berechenbarer
Ausdruck heifit effizient, falls EST < Cl|u — un||g fiir eine von ux unabhingige Konstante gilt. Offen-
sichtlich ist man an Fehlerschéitzern interessiert, die sowohl zuverlissig als auch effizient sind, d.h. den
Fehler weder zu sehr iiberschétzen noch unterschétzen. Der Fehlerschétzer EST aus (6.14) erfiillt diese
Forderung im folgenden Sinn:

Satz 6.6 FEs gelte Voraussetzung 6.1. Dann existiert C > 0, welches nur von der Formregularititskon-
stante v und T'p abhingt, so daf8 EST aus (6.14) die folgende Abschiitzung erfiillt:

EST? < C { IV (u = un)llf2) + D Wkl = Friitee) + D hellg - gTIIiz@} : (6.15)
K

ecEn

Hier sind die stiickweise konstanten Funktionen f1, g7 gegeben als Mittelwerte:

1 1
fT|K:_/fa gT|e:—/g.
K| Jk le| Je

Es gilt sogar folgende Abschitzung fir die Fehlerindikatoren ng :

M <C IV —un)ioe + PN = Frliewe + > helg— 9713z (6.16)
e€ENNE(K)

Beweis von Satz 6.6: Der Beweis von Satz 6.6 ist lang und deshalb in mehrere Teilschritte zerlegt, die
als Lemmata 6.7, 6.8, 6.9 formuliert sind. O

Bevor wir Lemmata 6.7, 6.8, 6.9 formulieren und beweisen, bemerken wir, daf die Beitréige Y, h% || f —
fT||2LQ(K) und ) o he Hg—gTH%Z(e) “von hoherer Ordnung” sind, d.h. man erwartet/hofft, dafi diese Bei-
tréige klein sind gegeniiber dem Fehler ||V (u—up)||7. () Als Motivation fiir diese Erwartung/Hoffnung
betrachten wir den Fall eines quasiuniformen Gitters mit Gitterweite h. Sind f und g stiickweise glatt (al-
soz.B. f|lx € H'(K) fiir jedes K € T und Y ;. ||f||§{1(K) < oo sowie g|. € H'(e) fiir jedes e € Ex mit
D ecen Hg||§{1(e)), dann sind die Beitriige von f — fr und g — g7 in (6.15) von der Grole h®. Andererseits
erwarten wir selbst bei exakter Losung v € H2(Q2) nur ||V (u — UN)H%Q(Q) ~ h2.

Lemma 6.7 FEs existiert C > 0, welches nur von der Formreqularititskonstante v abhdngt, so daf fir
alle K € T

Wi llf + Bunlfa) < C [IV @ = um)lle) + BRI = Friifaue) -

Beweis: Die Kernidee des Beweises ist die Verwendung einer geeigneten Testfunktion in der Variations-
formulierung. Diese Testfunktion wird als “Blasenfunktion” gewihlt, so dafl man sich auf die Untersu-
chung eines einzelnen Elementes konzentrieren kann.

Wir fixieren ein Element K € 7. Wir definieren eine “Blasenformfunktion” by € Hg () mit Triger
suppbyx C K durch by =bo Fgl und

b, n) = En(l — € —n)

(Hier sei daran erinnert, daB K = {(¢,7) |0 < & <1, 0<n<1—¢}). Wir behaupten, da$ ein C' > 0
gibt, welches nur von der Formregularitdtskonstante v abhéngt, so dafl

1
IVbrlZ2(r) = = | K| (6.17)
()60
1
1kl T2(r0) = 550 | K| (6.18)
2520
C/
Vb |lL2(x) < E”bKHL%K) <C, (6.19)
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Fiir die erste Gleichung bemerken wir, dafl | det Fj;| = 2| K| und berechnen dann ||\/bK||2L2(K) = [ bk =
ff(/b\| det Fj.| = 2| K| ff{l; = 2/120|K]|. Die G}eichung (6.18) wird analog gezeigt. Ungleichung (6.19) ist
eine inverse Ungleichung, dessen Beweis als Ubung empfohlen ist.

Definiere (fiir das oben fixierte K) die Funktion

vi= (fr + Aun)br € H}(K) C Hy(Q).
—_———
€R

Dann folgt aus (6.18), (6.19) und der Tatsache, dafi f+ 4+ Auy € R:

IVolleey = |f7 + Aun||Vok |2 < Clfr + Aun| < Cht || fr + Aun|l 22k,
1
lvllz2y = [fr+ Aun|l|brllL2x) = meTJFAUNHL%Ky

Die Dreiecksungleichung liefert
Hiclf + Bun iy < 2hicllf = 7l + 20l fr + Bz,

Weiter schiitzen wir ab wegen (fr + Auy)|x € R

I+ dunligy = OIVER(r o+ Aun) s = 60 [ (r+ Aun)bic =60 [ (r+ Aun)o

veH} (K) 60</Kfﬂ_/KvUN.Vv):60</Kfv—/KVuN.Vv+/K(fT—f)v>
vEH;(2),(6.2) 60 </Qvu.v7}_/KVuN'Vv—i—/lr{(f’r—f)?f)

SUPRLER 60 (/ Vu-Vv—/ VuN~Vv+/ (fT—f)v)
K K K
60(V(u = un)l L2y IVl L2(x0) + 6011 f7 = fll L2y lvl 2 i)

¢ [hz_(lHV(U - uN)HIﬂ(K) +fr — fHLz(K)} I fr+ AUNHL?(K)

VARV

Kiirzen mit || f7 + Aun||z2(k) liefert

17+ Aun|lz2(x) < Ch |V (u = un)llp2crey + CIf = Friineacr),

was gerade die gewiinschte Behauptung ist. O

Lemma 6.8 FEs existiert eine Konstante C' > 0, welche nur von der Formregularititskonstante v abhdngt,
so dap fiir alle inneren Kanten e € E(T) gilt:

RellDnunlae) < € [IV (0 = un)Faguny + B21F = Frilfec.,]

Beweis: Der Beweis erfolgt dhnlich wie der von Lemma 6.7 durch geschickte Wahl einer Testfunktion.
Sei e € £(T) fixiert. Setze n7 ¢ := hell[0pun][|2(.- Seien K, K’ € T die Elemente mit K N K’ = &; es
ist also K U K'Ue = w,. Weiter sei b, € S1(T) die quadratische Blasenformfunktion, die zur Kante e
gehort, d.h. sie erfillt

supp be C we
bele ist ein quadratisches Polynom mit b.(m) = 1, wobei m der Mittelpunkt von e ist.

Wir betrachten nun die Funktion
v := [Opun]|ebe.
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Weil [0,un]le € R, ist v € H (we) C HY(Q). Weiter zeigt eine Rechnung

1
2
/be = he/ dx(l — z)dx = §he (6.20)
e 0
2

||beH%2(K) = 6|K| falls e Kante von K € T (6.21)
[oll72,) < Onie (6.22)
IVollew, < Chitlvliza,) < Che'ee. (6.23)

Wir zeigen nur (6.22)—die inverse Ungleichung (6.23) wird mit &hnlichen Techniken gezeigt. Es ist

ooy = [ @@l = ol ([ 24 [ 22)

e

1 1
nun]ll <2|K|g ’ 2|K’lg) < Che he|Onun]le” < Cnge.
N———

~|[[Onun] ”12@)

Damit haben wir (6.22) gezeigt. Wir schétzen nun ab:

3 3
e = hllOuunlla = b [Guun)® [ 1= e 0un]* 5 [ b= Fhe [ oionun)

Wir nutzen nun, daf v € H}(we) und erhalten damit durch partielle Integration auf K und auf K’

e = §he [/ AUNU‘F/VUN'VQ)—F Aunv + VUN'V’U:|
' 2 K K K’

K’
3

= §he [/K(f—I—AuN)v—i—/KVuN~Vv+//(f+AuN)U+/KIVuN-VU—/wer]-

Wegen v € Hg(we) C H}(Q) C HE(Q,Tp) kénnen wir v als Testfunktion in der schwachen Formulierung
(6.2) einsetzen und erhalten

Vu~Vv:/Vu-Vv=/fv+ g._v :/fv:/ fo
/we Q Q v 7 Ja we

Damit erhalten wir

ng’g = ghe[ V(uN—u)-Vv+/(f+AuN)v+/ (f—i—AuN)v]

K

/

IN

3
he IV (u = un )l 22 IVl 2200y + I1f + Aunll 2 0]l 2y + 1 4+ Aun || p2cen [0l 2]
< COV(u—un)|L2(we)Me.e + Chellf + Aun|lL2(x)Ne.e + Chel|lf + Aun||L2(x7)Ne.e

Kiirzen mit 7.¢ und Einsetzen der Abschétzung fiir || f + Aun||z2(k), | f + Aun|| r2(kx+) aus Lemma 6.7
liefert dann die gewiinschte Aussage. O

Lemma 6.9 FEs ezistiert eine Konstante C' > 0, welche nur von der Formreqularititskonstante v abhdngt,
so daf fir alle Kanten e € En gilt:

hellg = Onunlliz) < € [IIV(u —un)llizk.) +Rellf = FrliTece + hellg — 9711120 | »

wobei K. € T das Element ist mit e € E(K.).

Beweis: Der Beweis wird &hnlich gefithrt wie der von Lemma 6.8. Wir setzen

775,51\, 1= hellg — anUNHQL?(e)» 773,51\, 1= hellgT — anUNﬂiz(e)-
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Sei b, € S*'(T) so, daB suppb. = K. und b.|. ein quadratisches Polynom ist mit b.(m) = 1, wobei
m € e der Mittelpunkt von e ist. Wir betrachten die Funktion

v:=(g7]e — Onun)be € Hol,rD Q)

und bemerken suppv C K. Dann ergibt sich wie im Beweis von Lemma 6.8

lvllceky < Cheen,
IVollLo,y < Che'Teens
Vollr2e)y < Chegy-

Damit ergibt sich weiter wie im Beweis von Lemma 6.8

3 3 3
Meey = hellgr —Onun|Fae = Fhe /(gT — Opun)v = he /(gT —gv+ he /(g — Opun)v
e e

3 3 3
= —he/(gT—g)v+—he/gv——he [/ VuN-Vv+/ AUNU:|;
2°°/, 2 7). 2 Ke Ke

wobei der letzte Schritt durch eine partielle Integration entsteht. Weiter konnen wir wegen v € HL(Q,Tp)
wiederum die schwache Formulierung (6.2) verwenden und erhalten aus suppv C K.:

/gv:/ gv:/ Vu'Vv—/ fo
e I'n K. Ke

Setzt man dies ein in die obige Darstellung von ﬁig}v, so ergibt sich

3 3
ﬁgs = _he/(gT_g)U+—he / V(U—UN)'VU—/ (f +Aun)v
EN 2 . D) . .
< Chelllg = g7lle20 vll2ee) + 1V (@ = un)ll 2 VOl 2y + 1 f + Dun 2k [0l 22 (k)]
< ONeey [hellg = 97 2y + IV (u = un)l L2(x,) + hell f + Aun |l 22(x,)] -

Beriicksichtigt man nun wiederum Lemma 6.7 zum Abschitzen von ||f 4+ Aun||z2(k,) sowie, dafl die
Dreiecksungleichung ne,ey < 7je,enx + |9 — 97| £2(e) liefert, so ergibt sich die gewiinschte Behauptung. O

6.3 Ein adaptiver Algorithmus

Ziel: konstriere (moglichst einfach) ein Gitter 7 (mit moglichst wenig Elementen), so daf |[u —un||g <
TOL ist, wobei TOL eine vorgegebene Genauigkeit ist.

In der Praxis wird man, ausgehend von einer groben Starttriangulierung 7o, eine Folge 7T,,, n = 0,
1,... von Gittern erzeugen und abbrechen, wenn die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist. Das Gitter
T, ergibt sich dabei durch Verfeinerung des Gitters 7,,_1. Um zu entscheiden, welche Elemente K des
Gitters 7,1 verfeinert werden, macht man die Annahme, dafl die Fehlerindikatoren nx aus (6.12) den
Fehler auf K gut widerspiegeln, d.h., daf eine Zerlegung der Elemente K, fiir die nx grof ist, auch zu
einer starken Reduktion des Gesamtfehlers 3 KeTn%( fithrt. Es ergibt sich damit

1. bestimme FE-Lésung uy € SV1(7,) N H(Q,Tp)

2. bestimme ng fir alle K € T,

3. markiere alle Elemente K als zu verfeinern, fiir die ng “grofy” ist
4. erzeuge Tpi1

5. gehe zu 1.

Ein typischer Algorithmus ist in Alg. 3 angegeben.

67



Algorithm 3 klassischer adaptiver FEM-Algorithmus (“Dérfler marking”)

Y%input: Startgitter 7o, Toleranz TOL, Parameter 6 € (0, 1)

n:=0

repeat{

Berechne FEM-Lésung uy € S¥(7,) N Hi(Q,Tp)

Berechne fiir alle K € 7, die Indikatoren 1y mittels (6.12)

EST? := 3 per i

wihle eine minimale Menge M,, C 7, mit ZKEMW, Nk >0 ZKE% n%.
markiere alle K € M,, zum Verfeinern

erzeuge 7,11, indem alle zum Verfeinern markierten Elemente K € M, verfeinert werden und
hiingende Knoten durch “Gitterabschlufy” (siehe Alg. 4) beseitigt werden
n:=n+1

. } until EST < TOL

© ®

trivial

_— =

Abbildung 6.2: Die Verfeinerungsmoglichkeiten rot, griin, blau. Es wird auf jeden Fall eine ldngste Seite
geteilt.

Bemerkung 6.10 Eine typische Wahl von 6 ist § = 0.25. Man versucht, Qualitit der erzeugten Gitter
und Gesamtkosten in ein verniinftiges Verhéltnis zu bringen: Einerseits erreicht man die vorgegebene
Toleranz in weniger Schritten des adaptiven Algorithmus, je mehr Elemente in jedem Schritt erzeugt
werden; andererseits erwartet man, dafl der Algorithmus umso ineffizienter ist, je mehr Elemente pro
Schritt verfeinert werden (Extremfall: 6 = 1 fiithrt auf uniforme Verfeinerungen). Man beachte: Falls die
Problemgrofien N, (fiir Gitter 7,) die Bedingung Nﬁ“ > q > 1 erfiillen, dann sind die Gesamtkosten nur
ein (festes) Vielfaches der Kosten, die auf dem akzeptierten Gitter A, entstehen. Um dies einzusehen,
sei W,, der Aufwand zum Bestimmen von uy auf Gitter 7,; wir nehmen an, dal W,, ~ N,,. Dann gilt:

Wges = iWnSCiNnSCiNuqi(yin) SCNuiqinSCNuNWV L

n=0 n=0 n=0 n=0

Wir betrachten nun das Problem des Gitterabschlues, d.h. der Eliminierung von hingenden Knoten.
Die Schwierigkeit besteht darin, sicherzustellen, daf3 die Gitter 7,, n = 0, 1,...,, formregulir bleiben.
Dies wird mit Alg. 4 erreicht. Zur Vereinfachung nehmen wir an, daf} anstelle von Elementen Kanten zur
Verfeinerung markiert sind. Dies erreicht man z.B. so:

for K € T do { if K markiert, then Ve € £(K) markiere e }

Um die Formregularitit der Elemente sicherzustellen, darf ein Element nur nach einer der folgenden 4
Regeln verfeinert werden (siehe Fig. 6.2):

rot alle 3 Kanten sind markiert — zerlege in 4 kongruente Dreiecke

griin genau eine Kante ist markiert, welche zudem eine ldngste Kante ist — zerlege Element in 2 Dreiecke,
indem der Mittelpunkt der markierten Kante mit der gegeniiberliegenden Ecke verbunden wird.

blau genau 2 Kanten sind markiert und eine lingste Kante ist unter den markierten — zerlege Element
in 3 Dreiecke, indem die Mittelpunkte der markierten Kanten verbunden werden und zudem der
Mittelpunkt der lingsten Kante mit der gegeniiberliegenden Ecke verbunden wird.
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Algorithm 4 rot-griin-blau-Abschluf3
%input: Triangulierung 7, bei der die Kanten zur Verfeinerung markiert sind

Y%output: regulires Gitter 7', das durch Teilen der markierten Kanten und Beseitigung der hingenden
Knoten entsteht

1: while (3K € T s.d. mindestens eine Kante von K ist markiert, aber keine lingste Kante von K)
2: markiere eine lingste Kante von K
3: erzeuge 7’ durch Anwenden der Rot-, Griin-, Blauverfeinerungen aus Abb. 6.2.

Bemerkung 6.11 Alg. 4 ist nicht vollstindig determiniert, da ein Element mehr als eine lingste Kante
haben kann. -

Ohne Beweis zeigt folgender Satz, daf§ Alg. 4 die Formregularitit der Ausgangstriangulierung erhélt.
Wesentlich im Beweis ist, dal bei Verfeinerung immer eine lingeste Kante eines Elementes geteilt wird
(d.h. insb., daf der kleinste Winkel nicht geteilt wird).

Satz 6.12 Sei Ty ein Gitter. Sei € > 0 der kleinste Innenwinkel von To. Sei (Tp)22, ein Folge von
Gittern, die von Alg. J erzeugt werden (die in jedem Schritt gewdihlten Kantenmarkierungen sind beliebig).
Dann gilt: Fir alle n € N st der kleinste Innenwinkel von T, nach unten durch /2 von Null weg
beschrinkt.

Beispiel 6.13
—u" +u=f auf Q=(0,1), u(0) = u(1) = 0.

Die Fehlerindikatoren kénnen wie folgt definiert werden:
ng = hx\f = (~ufpp + UFE)H%Z(K)-
Die rechte Seite f wird so gewéhlt, daf die exakte Losung
u(z) = z%(1 — x), a=0.75

ist. Die FE-Rdume sind gegeben durch Sé’l(T), wobei die Gitter 7 mit Hilfe von Alg. 3 erzeugt wird.
Fig. 6.3 zeigt die Gitter in Schritt 10 und 30 sowie das Konvergenzverhalten des Algorithmus. "

Beispiel 6.14 Wir betrachten den adaptiven Algorithmus fiir das Modellproblem (6.1) mit f = 1,
I'p = 99 auf dem L-Gebiet. Die Folge von erzeugten Gittern ist in Fig. 6.4 dargestellt. "

6.3.1 Weitere Verfeinerungsalgorithmen

Die “rot-griin-blau”-Verfeinerung ist nur ein mogliches Beispiel. Ein weiteres Beispiel ist die newest vertex
bisection. Die “Datenstruktur” ist dabei so, daf} fiir jedes Element eine der 3 Ecken als “newest vertex”
gekennzeichnet ist.

Ein adaptiver Algorithmus benotigt eine Starttriangulierung 7y. Fiir jedes Element K € Ty wéhlen
wir eine der 3 Ecken als “newest vertex” aus. Es erweist sich als sinnvoll, diese Wahl der “newest vertices”
so zu gestalten, daf folgendes gilt: Wenn zwei Elemente K, K’ mit “newest vertices” v(K) und v(K’)
eine gemeinsame Kante e haben, dann ist sowohl fiir K als auch fiir K’ die Ecke v(K) und v(K") gerade
die, die der Kante e gegeniiberliegt. Eine solche Startmarkierung heifit “gut” (vgl. Fig. 6.5).

Bemerkung 6.15 FEine einfache Art, eine Starttriangulierung zu konstruieren, die eine Startmarkierung
zuléBlt, die “gut” ist, geht von der folgenden Beobachtungen aus:

e Es mogen sich die Elemente zu Paaren zusammenfassen lassen, die eine gemeinsame Kanten haben;
die verbliebenen Elemente, die keinen Partner haben, mogen eine Kante auf dem Rand haben. Dann
ist die Zuweisung des “newest vertex” einfach wie in Fig. 6.5 angedeutet: Fiir die Elemente, die
in Paaren auftreten, wird die der gemeinsamen Kante gegeniiberliegende Ecke markiert; fiir die
einzelnen Elemente, die am Rand liegen, wird die Ecke markiert, die der Randkante gegeniiber
liegt.
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Abbildung 6.3: Verhalten des adaptiven Algorithmus fiir ein 1D-Beispiel (siehe Beispiel 6.13).
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Abbildung 6.4: Verhalten des adaptiven Algorithmus fiir ein 2D-Beispiel (siehe Beispiel 6.14).

e Aus einer Triangulierung 7] kann man einfach eine Triangulierung 7y erzeugen, die die obige
Figenschaft hat. Hierzu wird einfach jedes Element wie in Fig. 6.5 gezeigt zerlegt.

Die Verfeinerung geschieht dann mit Algorithmus 5:

Algorithm 5 Newest Vertex Bisection

%input: konforme Triangulierung 7, bei der jedes Element genau eine Ecke als “newest vertex” gekenn-
zeichnet hat

%input: Liste M mit Elementen, die zu verfeinern sind

Y%output: regulire Triangulierung 7', bei der alle zu verfeinernden Elemente verfeinert wur-
den

1: while M # 0{

2: wende “newest vertex bisection” auf alle K € M an, d.h. fiir jedes K € M erzeuge zwei Elemente
K;, Ky durch Halbieren von K, indem die dem “newest vertex” gegeniiberliegende Seite e mit
Mittelpunkt m geteilt wird. Weise den Elementen Ki, K> als “newest vertex” den Punkt m zu

3: M := Menge der Dreiecke aus der so erhaltenden Triangulierung, die héingende Knoten haben

4:}

Eine wichtige Eigenschaft von Algorithmus 5 ist, daf§ er terminiert, formregulire Gitter erzeugt und
zudem “nicht zuviele” zusétzliche Elemente durch “Netzabschluf3” erzeugt:

Satz 6.16 Sei Ty eine Starttriangulierung, die im obigen Sinne “gut” ist. Sei (Tp)nen, eine Folge von
Triangulierungen, die mit Alg. 5 erzeugt werden (die Mengen M,,, der markierten Elemente sind belie-
big). Dann ezistieren €, C' > 0, welche nur von der Starttriangulierung Ty abhdngen, so daf folgendes
gilt:

(i) fiir alle n sind die Innenwinkel der Dreiecke K € Ty, grifler als €

(ii) Bs gilt: |To] < || Tol +C Y05 M|
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Abbildung 6.5: links: Zuweisen von “newest vertex” fiir Dreiecke, die ein Paar bilden. Mitte: Zuweisung
des “newest vertex” an ein einzelnes Element am Rand. Rechts: Zerlegung eines Dreiecks, um eine “gute”
Triangulation zu erhalten.

Y V. N N

Abbildung 6.6: Durch wiederholtes Teilen eines Dreiecks kénnen héchstens 4 verschiedene Ahnlichkeits-
klassen entstehen. Der “newest vertex” jedes Dreiecks ist gekennzeichnet. Gleiche Farbe bedeutet dhnlich.

Beweis: Wir beweisen nur (i). Wir sagen, dafi zwei Dreiecke &hnlich sind, wenn sie gleiche Winkel
haben. Fig. 6.6 illustriert die elementare geometrische Uberlegungen, daf durch wiederholtes Halbieren
eines Ausgangsdreiecks mittels “newest vertex bisection” hochstens 4 Klassen von dhnlichen Dreiecken
entstehen konnen. Damit ist die Gesamtzahl von dhnlichen Dreiecken beschréankt durch 4/7p|. Die Aussage
(ii) geht auf [4] zuriick; die Erweiterung auf 3D findet sich in [16]. O

6.4 Ein Aquilibrierter Fehlerschéitzer

Der residuale Fehlerschétzer (6.12), (6.14) spiegelt das Verhalten des Fehlers (in der Energienorm) korrekt
wider—jedoch ist die Konstante C' > 0 in der Abschitzung ||u — un||g < CEST unbekannt bzw. in der
Praxis zu pessimistisch. Der residuale Fehlerschitzer (6.12), (6.14) eignet sich deshalb zwar gut zum
Steuern eines adaptiven Algorithmus, aber nicht so sehr als Abbruchkriterium. Hier stellen wir einen
Fehlerschétzer vor, der den Fehler ohne Konstante beschrinkt.

6.4.1 Fehlerschitzer

Wir erinnern an die Fehlerdarstellung (6.8)

B(u —un,v) R(v)
v —unllg = sup ———————  sup T,
vertrp) e wemi@ry) Ve

R(v) l(v)—B(uNm):/va—i—/F gv — B(un,v)
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Motivation: Wir “leiten” nun eine Gleichung fiir den elementweisen Fehler e|x := (u — un)|x her. Seien
hierzu

Br(w,v) = /Vw~V'U
K

Ri(v) = /Kvar/aKmrNngK(uN,v).

Weiter bemerken wir, daf die Losung w (falls u hinreichend glatt ist) die Gleichung
BK(u,v):/ fo+ Opuv Vv € H'(K)
K oK
erfiillt. Damit ergibt sich fiir den Fehler e|k:
Bg(e,v) = / fo —|—/ Opuv — Br (un,v) = Rk (v) +/ Opuv (6.24)
K oK OK\I'y

Da die Normalableitung 9,,u|sx natiirlich nicht bekannt ist, approximieren wir sie fiir jedes K € 7 durch
eine noch festzulegende Funktion gg:
gk ~nk - Vu (6.25)

Weil [0pu]l. = 0 fiir alle inneren Kanten e € £(T) ist und weil d,ul. = gl fir e C Ty, fordern wir fiir
die Fliisse gg

grle = gle Ve€lén (6.26)
gx +9rr = 0 auf K N K'. (6.27)

Wir definieren den Raum
Hp(K) = {ve H'(K)|v[r, = 0}

in Hinblick auf die elementweise Fehlergleichung (6.24) und unsere Vorstellung (6.25) kénnen wir damit
eine “Approximation” €x an den Fehler definieren als Losung von

Finde ¢x € H5(K), s.d. Bg(éx,v) = Rg(v) —|—/ gKv Vv € Hp(K)
OR\En

/fv—BK(uN,v)+/ grv Vv € Hp(K). (6.28)
K oK

Falls €5 existiert? konnen wir abschitzen:

(6.27) ~ ~
Re) = Y B 2 Rel)+ [ geo= Y Be@en) < 3 Vel Vel
KeT KeT OK\I'~ KeT KeT
< D VeI, | D V0l a0
KeT KeT
Damit ist [[u — un|e = €]z = suP,e 1 (a.rp) % < EST®? mit
EST = [ [ Vekl[3ax) (6.29)
KeT

Wir halten das Ergebnis im folgenden Satz fest:

2Existenz von € tritt nur als Problem auf, wenn |0K NI'p| = 0, denn dann ist HE (K) = H!(K) und By ist nicht
koerziv auf H!(K). In diesem Fall ist das Problem (6.28) ein Neumannproblem ohne Absolutterm wie in Abschnitt 4.9
genauer diskutiert: Partielle Integration zeigt, dal €x das folgende Randwertproblem 16st: —Aex = (f + Auy) auf K und
Onex = gk — Onupn auf OK. Aus Abschnitt 4.9 wissen wir, dafl die rechte Seite von (6.28) die Kompatibilititsbedingung
0=Rg(1)+ fBK\EN gr 1 erfiillen mu8.
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Satz 6.17 Fiir jedes K € T sei eine (auf OK definierte Funktion) grx gewdhlt, die die Bedingungen
(6.26), (6.27) erfiillt. Falls es fir jedes Element K € T eine Losung €x von (6.28) gibt, so erfillt der
Fehlerschitzer EST®? aus (6.29) die Abschitzung |u — un|| g < EST®4.

Bemerkung 6.18 Die Funktionen €x miissen als Losungen der lokalen Hilfsprobleme (6.28) bestimmt
werden. In der Praxis kann man diese wiederum nur approximieren, z.B. als Losungen von

Finde €} € Vi: Bk (€,v) = Rk (v) +/ KU Vv € Vi, (6.30)
OK\I'n

wobei Vi C H},(K) geeignet gewihlt ist, z.B. als Raum von Polynomen héherer Ordnung (z.B. p = 2
oder p = 3). n
6.4.2 Wahl der Fluf3ifunktionen ggx

Struktur der gx

Die Fluifunktionen gx miissen die Bedingungen (6.26), (6.27) erfiillen. Weitere Bedingungen ergeben
sich aus der Forderung nach Losbarkeit von (6.28). Wir hatten zudem die Forderung (6.25) als sinnvoll
erarbeitet. Die Losbarkeit von (6.28) erfordert, daf fiir die Elemente K € T, die “nicht am Dirichletrand
sind” (genauer: |[0K NT'p| = 0), die Kompatibilitdtsbedingung

0 = RK(l)-l-/ gl (6.31)
OK\In

/Kfl—B(uN,1)+/8KgK1:/K(f—kAuN)l—i—/aK(gK—anuN)l

erfiillt ist. Wir beobachten nun:

1. Bisher forderten wir von den Funktionen gx lediglich die Bedingungen (6.26), (6.27), (6.31)—
diese 3 Bedingungen legen die Funktionen g nicht fest, und wir miissen (und kénnen!) weitere
Bedingungen an die Funktionen g stellen.

2. Die zusétzlichen Bedingungen an die Funktionen g dienen auch dazu, die Funktionen gy lokal
festlegen zu kénnen—eine nichttriviale Forderung, denn (6.27) koppelt ja die Fliile benachbarter
FElemente.

Um die FluBfunktionen gx festzulegen, machen wir einen Strukturansatz. Wir betrachten hier den An-
satz, dafl die Funktionen gk auf jeder Kante (die nicht auf dem Neumannrand I'y liegt) ein Polynom
vom Grad 1 sind (gx mufl aber nicht auf K stetig sein!):

grle =9 Vee E(K)NEN (6.32)
gx|E € span{py .|V e N(e)} Vee E(K)\ En. '
Es wird sich als zweckméfiig herausstellen, die Momente pf ,, € R einzufiihren:
Wiy = /chgK Ve N(e). (6.33)

Wir bemerken, dafl Kenntnis der Momente 3 1, V € N(e) reicht, um die gx festzulegen:

Beispiel 6.19 Seie € E£(K)\ En. Aus dem Ansatz (6.32) folgt g |e = a1pv, + agpy,, wobei {1, V2} =
N(e) die beiden Endpunkte von e sind. Fiir die Momente Wi vy s By, folgt dann aus der Definition

(6.33)
<M§<,V1 ):M (Oq) Y, :( . lewi |? fe%’vlsﬁxgz >:E<2 1)
/'L%»VQ a2 ’ fe PviPVa fe |90V2| 6 12
Die Massematrix M, ist invertierbar mit Inverser M, ! = hl < _21 _21 >, weshalb sich die bendtigten
Koeflizienten ay, az aus dem Momenten uf v, , i 1, bestimmen lassen. "
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Festlegen der Momente

Nachdem wir die Form der FluBfunktionen gx durch den Ansatz (6.32) festgelegt haben und gesehen
haben, daB diese durch die Momente p5 y, eindeutig bestimmt sind, stellen wir nun Gleichungen fiir die
Momente pj y auf. Unser Vorgehen wird dabei sein, fiir jeden festen Knoten V' € N(T) die Momente
5y fiir die Kanten e und Elemente K zu bestimmen, fiir die V' € N(e) und V' € N(K). Es wird sich
herausstellen, daf dies als Losung eines kleinen LGS moglich ist.

Die Strukturannahme (6.32) zusammen mit den Bedingungen (6.26), (6.27) und (6.31) legt die Funk-
tionen gx immer noch nicht fest. Um weitere Bedingungen zu erhalten, betrachten wir wiederum die
Kompatibilitdtsbedingung (6.31). Wir verschérfen sie in zwei Arten: zum einen fordern wir eine solche
Bedingung fiir alle Elemente K und zum anderen fordern wir, daf§ v — Rg (v) + f(‘)K\FN gK v nicht nur
fiir alle v € Py, sondern auch fiir alle v € Py verschwindet. Mit anderen Worten: Wir fordern

VK € TYV e N(K): 0= Ri(ev) +/ - (6.34)
OK\T'n

(6.34) impliziert (6.31), denn » 1 () v = 1 auf K .3 Eine zu (6.34) #quivalente Forderung ist “kno-
tenorientiert”:

VV e TYK e N(T) mit V e N(K): O:RK(ssz)Jr/

9K<Pv:/ f@v—BK(UN,SOV)+/ IKPV
OK\I'n K

0K
(6.35)
Wir bemerken, daf fiir jeden Knoten V' € N(T) genau einer der folgenden vier Fille auftritt (vgl.

Fig. 6.7):
1. V ist ein innerer Knoten (“I”),
2. V ist ein Randknoten, an dem zwei Neumannkanten anstoBen (“NN”),
3. V ist ein Randknoten, an dem eine Neumannkante und eine Dirichletkante anstoBen (“ND”),
4. V ist ein Randknoten, an dem zwei Dirichletkanten anstofien (“DD”).

Wir fassen nun die Bedingungen an die Momente Wiy zusammen, die wir formuliert haben: Sei V' €
N(T) fest. Seien K1, ..., K, die n Elemente, die an den Knoten V anstofien (sieche Fig. 6.7). Dann haben
wir bis jetzt folgende Bedingungen an die Momente pf , fiir dieses feste V' erhalten:

e Die Forderung (6.35) ergibt n Gleichungen (1 pro Element K;, i = 1,...,n, im Patch wy)
e Die Forderung (6.27) ergibt 1 Gleichung pro innere Kante
e Fiir Kanten e C €y ist gx (und damit die Momente) bereits festgelegt.
e Fiir Kanten e C £p gibt es keine Bedingungen an die Momente.
finis 27.Stunde

Ausgeschrieben als Gleichungssystem ergibt sich: Die Bedingung (6.35) liefert — ([, fov — Br(un, ov)) =
Jor 9oy fiir alle K C wy, d.h. fiir jedes Element K, i = 1,...,n, des Patches wy:

— ( i fov — BK,i(uN7<pv)> =pg, v+ u;“v i=1,...,n. (6.36a)
Weiter liefert (6.27) die Bedingung

i=1,...,n im Fall “I”

¢ pus =0 6.36b
Prov THE LY { i=2.....m inden Fillen “NN”, “ND”, “DD” (6.36b)

3Man nennt (6.31) auch die Equilibrierungsbedingung “nullter Ordnung”, weil das Funktional v —+ Ry (U)+f8K\FN gKv

auf dem Raum Py verschwinden muf; die Bedingung (6.34) heifit analog Equilibrierungsbedingung “erster Ordnung”, weil
das Funktional auf P; verschwinden muf.
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Fall | # Elemente | # innere | # Momente | # Momente, die | # Glei- | losbar? | Lsg.
Kanten bereits festliegen | chungen eindeutig?
innerer Knoten n n 2n 0 2n ja nein
Neumann-Neumann n n—1 2n 2 2n+1 | ja ja
Neumann-Dirichlet n n—1 2n 1 2n ja ja
Dirichlet-Dirichlet n n—1 2n 0 2n—1 | ja nein

Tabelle 6.1: Losbarkeit von (6.36).

Zudem sind durch (6.26) festgelegt

Fall “I”: —

Fall “NN": u% v, /’[/%:—,1‘/
Fall “ND”: u%; v

Fall “DD”: —

(6.36¢)

Dies fiihrt je nach Fall auf eine unterschiedliche Anzahl von Bedingungen— Tabelle 6.1 stellt die ver-
schiedenen Fille zusammen. Ohne die in Tabelle 6.1 aufgestellten Behauptungen iiber die Losbarkeit
bzw. eindeutige Losbarkeit im einzelnen iiberpriifen zu wollen (siehe Ubung 6.21 fiir den Fall “I”), wollen
wir nur auf den Fall “NDniher eingehen: Der Fall “NN” wirkt iiberbestimmt (mehr Gleichungen als
Unbekannte)—dennoch existiert eine Losung aufgrund der Galerkinorthogonalitéit der Losung uy, wie
die folgende Bemerkung zeigt:

Bemerkung 6.20 Im Fall “NN” existiert eine Losung von (6.36). Hierzu schreiben wir das System als
Ap = £, wobei

Je, 9 ov
1 0 —(le f@v—BKl(UN,sﬁv))
1 1 0
A= . .1 . € R2nHx2n f=| (fK2 v _OBKz(uN’ SDV)) € R
1 1 :
1 0

Joo o 9KV

Dieses Gleichungssystem hat eine Losung, falls f | KerA T (Dies folgt aus der linearen Algebra®.) Eine
einfache Rechnung zeigt, daf3

KerAT —span{k}, k=(1 -1 1 -1 ... -1 1) eR™
Wir berechnen k - f:

k-f= Z f@V _BKri(uNﬂDV)"'/ K, PV +/ JK,Pv = Z(SDV) _B(UN, SDV) _ R(SDV) Galgkin 0
k=171

€1 €n+1

Damit ist die Losbarkeit der der Momentengleichungen (6.36) in allen 4 Fillen gesichert. Da Eindeutigkeit
nicht immer gegeben ist, miissen noch weitere Bedingungen gestellt werden. Hierzu erinnern wir uns an

4 Beh.:Azx = f l6sbar <= f 1| KerAT. Man zeigt dies in mehreren Schritten. 1. Schritt: Es gilt R(A) C (KerAT )L, denn
v € KerAT impliziert (Az,v) = (z, ATv) = 0. Dies impliziert insbesondere den “==" Teil der Behauptung. 2. Schritt:
Es gilt R(A) = (Ker")L. Um dies zu sehen, nutzen wir, da8 R(A) ein abgeschlossener Teilraum von (Ker' )L ist. Sei
f € (KerAT)L mit f L R(A). Dann ist 0 = (Az, f) = (z, AT f) fiir alle . Also ist f € KerAT N (KerAT)+ = {0}. Damit
ist R(A) = (KerAT)+.
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Abbildung 6.7: Fiir die Bestimmung der Momente uf y, die an einem festen Knoten V' € N(T) hingen
gibt es 4 Félle: ein innerer Knoten (“Fall I”), ein Randknoten, an dem zwei Neumannkanten anstoffen
(Fall “NN”), ein Randknoten, an dem eine Neumann- und eine Dirichletkante anstofien (“Fall DD”) und
ein Randknoten, an dem zwei Dirichletknoten anstoBen (“Fall DD”).

die Forderung (6.25); in Ermangelung der genauen Kenntnis von n - Vu fordern wir, dafi die Momente
Wi v moglichst nah an

ﬁ?(,\/ = /gavnK . V’LLN (637)

sind. Damit ergeben sich fiir jeden Knoten V' € N(T) die Momente uf ., K C wy als eindeutige
Losungen des Minimierungsproblems

1 -
Minimiere 5 Z Z % v — ,u%y|2 unter den Nebenbedingungen (6.36).  (6.38)
KCwy e€&(K):VeN (e)

Die Minimierungsaufgabe (6.38) kann natiirlich auch als LGS formuliert werden—der Fall eines inneren
Knotens ist der Inhalt der folgenden Ubungsaufgabe.

Ubung 6.21 (Siche Appendix.) Betrachten Sie den Fall eines inneren Knotens V € Q. Zeigen Sie:

a) Im vorliegenden Fall “I” stellt (6.36) ein unterbestimmtes LGS dar; der Kern der zugehorigen
Matrix hat Dimension 1.

b) Geben Sie den Kern an.

¢) Formulieren Sie ein LGS zur Losung von (6.38). Zeigen Sie, dafl dieses vollen Rang hat.

Der oben konstruierte Fehlerschitzer stellt eine obere Schranke fiir den wahren Fehler ||u — uy| g dar.
Zugleich iiberschétzt er den Fehler nicht zu sehr, wie das folgende Resultat zeigt:

Satz 6.22 Gelte Voraussetzung 6.1. Dann existiert ein C > 0, welches nur von v und I'p abhdingt, so

dafs

(BST®)® < C |[lu—unlz + D Pkl = frl7ege) + Y hellg— 971172 | »
KeT eelEnN

wobei wie in Satz 6.6 die stickweise konstanten Funktionen fr und g1 definiert sind als f7|x = ﬁ fK f
und grle = 157 [, 9-
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Beweis: Siehe [1]. O

6.5 Mittelungsbasierte Fehlerschitzer

Bei Ingenieuren sehr beliebt sich auch “mittelungsbasierte Fehlerschiitzer”, oft auch einfach ZZ (“Zienkiewicz-

Zhu”)-Fehlerschitzer genannt. Wesentliche Idee ist, durch (lokale) Projektion des Flusses Vuy € (S%9(T))?

auf (S11(T))? eine bessere Approximation gqn € (S''1(7))? an Vu zu erhalten. Der Fehlerschétzer ergibt
sich dann als ||[Vux — qn|[z2()-
Der Einfachheit halber betrachten wir den Fall T'y = (), also

—Au=f auf Q, ul=0 auf 9. (6.39)

Sei uy € Sy’ (T) die FEM-Approximation an die Losung von (6.39). Wir definieren

2 : 2
= inf Vun — : 6.40
"M,z ane(Sh ()2 [Vun QN||L2(Q) ( )
Muz(K) = ||Vuy— q}‘VH%g(K) qly ist der Minimierer aus (6.40) (6.41)
Nza(K) = [|Vun — AVun |22k (6.43)
wobei der Mittelungsoperator A definiert ist als
A @2 5 (S an Y evio | e (6.44)
VeN(T) |wv|

Bemerkung 6.23 Das Auswerten von 7,7,z erfordert immer noch das Losen eines globalen Gleichungs-
systems und wird deshalb in der Praxis nicht gemacht. Der clémentartige Mittelungsoperator A ist lokal
und wird deshalb viel verwendet. "

Satz 6.24 (Effizienz von 7y z)

vz < ||V(u—un)llrz@) + qe(gillf(lT))g [Vu —dll2q)

Beweis: Sei q € (S1(7))? beliebig. Dann gilt:
[Vuy —ayllrz@) < (51 1( ||VUN allr2(0) < e(Silr:llf(T)P IV (u—=un)lr2@) + [Vu = dll2)-
m

Bemerkung 6.25 In der Praxis ist der Term minges1.1(7))2 || Vu—q||12(0) klein im Vergleich zu ||V (u—
un)| r2(q), weil Vu (bis auf einige Singularititen) glatt ist. .

Die Zuverlassigkeit von 7y, z ist schwieriger zu zeigen. Um sie zu zeigen, bendtigen wir eine Variante des
Clémentinterpolanten aus Satz 6.3: Ein wesentliches Hilfsmittel des Beweises ist Clémentinterpolant, der
zusitzlich zu den Approximationseigenschaften aus Satz 6.3 folgende Orthgonalititseigenschaft hat:

Lemma 6.26 (Clément-Interpolant mit zusétzlicher Orthogonalitiitseigenschaft) Es gelten die
Voraussetzungen von Satz 6.3. Sei T'p = 0. Dann kann der Interpolationsoperator I = HE () — Sy (T)
so gewdhlt werden, daf$ die in Satz 6.3 genannten Approximationseigenschaften gelten und zudem fiir je-
des f € L?(Q) und w € H} () gilt:

[ w10 < CIVuloe, [ 1 il - vl (6.45)
Q VeN(T)ne
wobei
w§/ =wy U U wy.

V/eN(T)NoQNwy
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Mithilfe des in Lemma 6.26 konstruierten Clémentinterpolanten kann nun die Zuverléssigkeit des Mitte-
lungsfehlerschéitzers gezeigt werden:

Satz 6.27 Es existiert C' > 0, so daf

IV (u—un)lz2@) <C v,z + > h%/ inf |If = fvllizg
fver v
VeN(T)N

Bemerkung 6.28 Bevor wir uns dem Beweis von Satz 6.27 zuwenden, bemerken wir, dafl fiir “glat-

te” rechte Seiten f der Term \/ZVGN(T)NQ hi infs,er|| f — fv||%2(w, , einen Term “héherer Ordnung”
\4
darstellt. Ist f € H'(Q), so erwarten wir

Z fmf If - fV||L2(w' y<C Z hy HVfHZL‘Z(w(,) < CRfllF o

VeN(T)nQ ve VeN(T)nQ
wobei h = maxie7 hg. Also liefert Satz 6.27
IV (u = un)llr2i) < C [z + B2 fllme] -
Fiir in der Praxis auftretenden Losungen u und Gitter erwarten wir ||V (u — un)||z2(q) > Ch. .

Beweis von Satz 6.27: Fiir beliebiges w € H}(Q) und q € (S%1(T))? erhalten wir

/Vu—uN /Vu—uN (w—Iw):/Q(Vu—q)~V(w—Iw)+/Q(q—VuN)-V(w—Iw)

Fiir den zweiten Term verwenden wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, fiir den ersten partielle
Integration

IN

\ [ (s~ @) V0w - Iw)\ IV — a2 [V = Tw)]l 2y < ClIVay — all s Vel o)

A(Vu—q>-v<w—fw> - —/Qv«w—qxw—fw)=/<f+v-q><w—fw>

- /Qf(w—lw /v alw — Tw).

Fiir den ersten Term verwenden wir nun (6.45) und erhalten

KeT

[rw-ta|<c [ S it 5= w90l

VeN(T)NQ

aus dem zweiten Term wollen wir wieder einen Term der Form || Vuy —q||z2(q) erzeugen. Hierzu bemerken
wir, daB ux € SV1(T) impliziert, dal V- Vuy|x = 0 fiir jedes K € T. Also erhalten wir fiir jedes K € T

\/ V- qlw - Iw>' _ \/ V- (4 - Vay)(w— Iw>\ < IV - (@ = V) o 0 = Twll e
K K

Die Approximationseigenschaften des Clémentinterpolanten liefern [|w — Iw| z2(x) < Chi||Vw| 23,
die Tatsache, dal q € S11(7))? erlaubt uns, die inverse Ungleichung

IV - (a— Vun)|lz2(r) < Chigtlla — Vun|| 2o

anzuwenden. Damit ergibt sich

/ V- qw — Tw) ‘ <C Z la— VUNHLz(K)HV’wHLz(WK) < Cllq — Vun||r2 Q)||VU}||L2(Q)7

KeT KeT
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wobei im letzten Schritt wiederum die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir Summen Anwendung fand.
Fassen wir die obigen Abschiitzungen zusammen, so erhalten wir fiir beliebiges w € Hg(£2) und beliebiges

q € (SHU(T))?

/V(U*UN)'VU’ < OVwl 2y | IVun —dllz2@) + Z hi, %/HefRHf*fVH%Z(%)
Q VEN(T)NQ

Daraus ergibt sich die Behauptung. O

Beweis von Lemma 6.26: Wir werden unten den Operator I explizit konstruieren. Beim Beweis des
Lemmas werden wir uns jedoch auf den Beweis der Abschétzung (6.45) beschrinkten—die Approxima-
tionseigenschaften von I folgen mit Argumenten, die denen des Beweises von Satz 6.3 dhneln.

1. Schritt: Wesentliches Hilfsmittel ist eine Partition der Eins (v )ven(7)nq, bei der die meisten Funk-
tionen vy mit den Hutfunktionen ¢y iibereinstimmen. Genauer: fiir jeden Randknoten V € N (T) NN
wihle man (willkiirlich) einen inneren Knoten I(V'), der sich mit V ein Dreieck teilt, d.h. I(V) erfiillt

AK eT sd. VeN(K) und I(V)eN(K)

Weiter definieren wir fiir innere Knoten V'€ N(7) N Q die Funktionen vy durch
Vv = v+ > Pz
Z2EN(T):V=I(z)

Wir bemerken, dafl ¥y # ¢y nur fiir die Knoten in Randnéhe gelten kann; weiter bemerken wir, dafl

supp Yy C wi,.
2. Schritt: Wir definieren den Operator I durch

Tw := Z eviy(w), ly(w) := f? v
VEN(T)NQ Q PV
3. Schritt: Wir behaupten nun, dafl
[Yvvw — oviv(w)| @) < CthV’wHL%w{/). (6.46)

Um dies einzusehen, betrachten wir die Fille ¢y = @y und ¢y # @y getrennt. Sei zuerst ¥y = py.
Dann ist
_ Joy v

v

Weiter ist [y ein lineares Funktional, fiir welches ly/(1) = 1 gilt. Damit kénnen wir fir den Mittelwert
Wy = ﬁ wa w abschitzen:

lv(w)

[Pvw = eviv(w)lrz@) = lev(w = lv(W)l2wy) = lev((w —wv) = lv(w =ov))l| L2 @)
Weil |pv| <1 gilt, folgt [pv]| < \/|¢v]|. Somit wollen wir

IWVev(z = vz,  z=w—wv

abschiitzen. Um die Struktur des Vorgehens besser zu sehen, fithren wir die (positiv semidefinite) Bili-
nearform (u, v), := fQ pyuw ein. Wir bemerken, dafi Iy, so definiert ist, dafl die Orthogonalitéit

(z—=1lv(2),1)p, =0

gilt. Damit ergibt sich

IVev(z = v (D)o = (2 = W (2), 2 = v (2)) = (2,2 = Wy (2))p < lIzllollz = L (2) ],

was wiederum

IvVev(z = v (@) 2wy < IVevzllzzwy) < 12l L2y) = lw = Bv || 2wy
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nach sich zieht. Wenn man wie im Beweis von Satz 6.3 argumentiert®, dann ergibt sich ||w—0v || 2, ) <
Chyv|[Vwl|£2(wy ), wobei die Konstante C' > 0 nur von der Formregularitétskonstante des Gitters abhéngt.
Damit hétten wir (6.46) fiir den Fall ¢y = @y gezeigt.

Wir betrachten nun den Fall by # ¢y . In diesem Fall besteht dw{, N9 aus mindestens einer Kante.
Durch Argumente wie im Beweis von Satz 6.3 kann man nun die Voraussetzung w € H} () ausnutzen,
um zu schliefen®

H”LU||L2(W§/) < C’hVHVwHLz(%). (647)

Damit ergibt sich mit der Formregularitit des Gitters

[bvw — pviv(w)llLzw,) < vvwllrzw) + leviv(w)llizzw,)

v Il 2w lwll L2 wr,)
[wllr2(wy,) + 4/ lwylliv ()| < Chy[[Vwl|p2wy,) + 4/ lwy m =
(wy) |4 (wy) 1% ||80V||L1(w(,)

lYvw — pviv(w)l L2

IN

Nun ist [|v|[L1(w,) ~ b3 und |wy| ~ hi und [[¢v || 12w,y ~ hy. Damit ergibt sich mit Hilfe von (6.47)
die gewiinschte Behauptung (6.46) auch im Falle vy # py .

4. Schritt: Sei f € L?(2). Um die im Lemma behauptete Abschitzung zu zeigen, nutzen wir aus, daf
die Funktionen ¢y eine Partition der Eins liefern. Sei weiter fiir jeden inneren Knoten V € N (7) N Q
ein fy € R gewihlt. Dann gilt:

/Qf(w—Iw)’ = /Qf Z Yvw — pvily(w))| = Z /Qvaw—sﬁvlv(w))

VeEN(T)NQ VEN(T)NQ

= > /Q(f—fv)(llfvw—sﬁvlv(w)) < Y = Al lvew — eviv(w)]l L)

VeN(T)NQ VeN(T)NQ

Verwendet man nun (6.46) sowie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir Summen, so ergibt sich die
gewiinschte Behauptung des Lemma. O

5im Fall von regelméBigen Gittern entspricht dies der 2. Poincaré-Ungleichung
6von der Idee her ist dies die 1. Poincaré-Ungleichung
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6.6 Konvergenz von adaptiven Verfahren

Die numerischen Beispiele zeigen die Leistungsfahigkeit des adaptiven Algorithmus 3. Tatséchlich kann
man fiir eine grofle Klasse von Problemen zeigen, dafl diese Algorithmus eine Folge von FEM-Approximationen
erzeugt, die gegen die exakte Losung konvergiert und dafl diese Konvergenz sogar mit der bestmoglichen
Rate (im Sinne von “Fehler gegen Problemgrofie”) erfolgt. Wir betrachten wieder das Modellproblem
(6.1).

Vorab machen wir eine kleine Notationsdnderung, die sich fiir den Beweis des folgende Satzes 6.29
als hilfreich erweisen wird:

o fiir jedes K € T definieren wir hx := |K|'/? und fiir jedes e € £ definieren wir h, := |e|. Wegen
der Formreguléritit der Gitter ist das so definierte hx von der Géfenordnung von diam K.

Die wesentliche Eigenschaft dieser Definition von hg ist, daf}, falls ein Element K verfeinert, sich
die Elementgrofie um einen festen Faktor reduziert. Bei “newest vertex bisection” z.B. gilt bei
Halbieren eines Elementes K fiir die “Séhne” K; und Ky, da hg, = hi, = 2=1/2p .

e mit dem so definierten hyx werden die Fehlerindikatoren nx nun so definiert:
1
ng = hi|f + Aun |72 k) + 5 > helOnunlize+ Y. hrllg— Onunlizge-
ecE(K)NQ ecE(K)NT

Wir bemerken an dieser Stelle bereits, dafl der so definierte Fehlerindikator bis auf Konstante
dquivalent zum urspriinglich definierten ist.

e Fiir eine Menge von Elementen M definieren wir n(M) durch

(M) =" nk.

KeM

e Um die Abhéngigkeit des Schétzers n(7) von seinem Argument hervorzuheben, schreiben wir
manchmal ausfiihrlich

1

nw, TP = D hillf +Mvllfaey +5 0 D hxlntllifee + Do hxllg = dnvlliac),
KeT e€&(K)NQ ecE(K)NEN
1
(W)’ = Rl + Avlfa) + 5 Y hlBadlliag+ Y. hxllg = 0nvlia.
ecE(K)NQ ecE(K)NEN

Wir erinnern ferner daran, daf§ die Markierungsstrategie in Alg. 3 das sog. “Dorflermarkieren” ist, d.h.
zu gewidhltem 6 € (0, 1) ist M C T die minimale Menge, fiir die gilt:

on* = 0n*(T) < *(M) (6.48)
Satz 6.29 Sei der Fehlerschitzer mit hx := |K|'/? definiert. Sei 6 € (0,1). Dann existieren Konstanten

v >0 und q € (0,1) so daf fiir die von Alg. 3 erzeugte Folge (uy)nen von FEM-Approzimationen an die
exakte Losung u gilt:

1/2 1/2
(190 = )3y +200) <0 (1900 = wa)3aey +72)
Hier ist 1, = n(Ty). Insbesondere gilt deshalb:
nh_flgo IV (u— un)HL2(Q) =0.
Beweis: Es erweist sich als hilfreich, die Abkiirzungen

eni= V= w)lize,  Foi= V(e — )l 2o,
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einzufithren. Weiters kiirzen wir ab fiir den FEM-Raum zu Gitter 7,,:
Vi = SYNT) N HL(Q,Tp).
Wegen der Einbettung der FEM-Réaume V,, C V,, 41 haben wir die Galerkinorthogonalitét
el =e2 1t E2.
1. Schritt: Wir behaupten, daf folgende “Dreiecksungleichung” gilt:
Ma(v) < Ma(w) + Cr V(o 0|y Vo, € Vi, (6.49)

wobei wir 7, (v) fiir n(v, T,,) schreiben. Hier ist C'y- eine Konstante, die nur von der Formregularitit der
Gitter abhéngt. Um das zu sehen, berechnen wir (wir nutzen nun Av = Aw = 0 auf jedem Element)

1/2

Do Mkl g+ Y hlBavlliae + Do bl = duvllag
KeTn ecE(K)NQ ecE(K)NT' N

M (V)

1/2

IN

Sl eg0+ D>, helOnwllliag + D, hxllg - dnwllia
KeTn ecE(K)NQ ecE(K)NT' N
1/2

X D hwllGaw =i+ Y hxlon(w —w)liae |

KeTn ecE(K)NQ ecE(K)NT'n

wobel wir hier Varianten der klassischen Dreiecksungleichung verwendet haben (Ubung). Man kann sich
iiberlegen (weitere Ubung!), dal auf dem Raum V;, folgende inverse Ungleichung gilt:

hiclOn2llZoe) < C'IVellL2,) — V2EVa

fiir ein C”, welches nur von der Formregularitit von 7 abhéingt. Damit kénnen wir weiters mit z = v —w
abschétzen
(V) < 1 (w) + V3|V (v = w)l| L2 (0)-

2. Schritt: Beim Ubergang von T, zu T,1+1 werden einige Elemente von T, verfeinert (sei es, daf sie
markiert sind, sei es, daf sie verfeinert werden, um ein konformes Gitter 7,41 zu erhalten). Entsprechend
zerlegen wir

wobei U, = Tp41 N T, die Menge der Elemente ist, die nicht verfeinert werden und R,, die derjenigen,
die verfeinert werden (“R” steht fiir refined und “U” fiir unrefined). Fiir jedes K € R,, fassen wir diese
“Sohne” zusammen in der Menge S, (K), d.h.

Sn(K) = {K’E%_‘_llK/CK}. (650)
Die Menge S,,(K) ist ein Triangulierung von K:

mit der wesentlichen Eigenschaft, daB fiir jedes K’ € S, (K) gilt: hgr < 27Y/2hy. Daraus folgt nun fiir
KeR,undveV,:

1
P0,8u(K) = Y Wil fl2a ey + 5 Yo hellonellifa e+ D hwellg = OnvlZa
K'eS,(K) e€E(K')NQ eeE(K)NEN

IN

Y hlBadlliag+ Y hxllg = Oavliag
ecE(K)NQ ecE(K)NEN

N =

272 BN f Il ) +
= 272 (v)
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3. Schritt: Es gilt die folgende Schitzerreduktion: Es existiert ein p € (0,1) so daB fiir jedes § > 0 ein
Cs > 0 existiert mit
o1 < (1+0)pi; + CsEp. (6.52)

Wir rechnen zuerst fiir die FEM-Approximation u,, auf Gitter T, wegen T,11 = U, U (Uxer, Sn(K))

nZ(una 7—n+1) = UZ(Un,Un) + 772<u'fb7 UKE'RnSTL(K))
= 772<unaun)+ Z 772(“"’8”<K))

KeR,
nz(umun) + 271/ Z 772<un> {K})
KeR,
= 772(un»771) - nz(umRn) + 2_1/2772(UmRn) = 772(Un; Tn) — (1= 2_1/2)772(un772n)
1 (tn, To) — (1= 2720 (u, M)
(1—(1—=27"2)0) 5,

=:p

IN

IA A

wobei wir im vorletzten Schritt M,, C R, und im letzten Schritt die Dorflermarkierung ausgenutzt
haben. Die gewiinschte Abschitzung folgt nun mit dem 1. Schritt und der Beobachtung (a + b)? <
(1 +6)a? + (1 + 6~ 1)b? fiir beliebige a, b > 0 und 6 > 0:

2

M = 0 (Unt1, Tog1) < (M1 (e, Trg1) + CTIIV (Ung1 — un)| 22(0))
< (U4 8)m 41 (uny Tagr) + (1 + 6" HOHV (uni1 — un) 720
< (L+0)pn, + (1 +6HCFE],

4. Schritt: Sei v > 0 beliebig (wird spéter gewihlt). Dann folgt aus der Galerkinorthogonalitét
et T Vg = ep — En gy S e+ (vCs — 1) B + (1 + 8)pmy,.
Unter der Annahme, dafl Csy < 1, folgt daraus fiir beliebiges 5 > 0

en +y(1+6)pm;
es — Byme + (1 +8)p + B)na.

2 2
6'rLJrl + 7”n+1 S
<

Verwendet man nun die Zuverldssigkeit des Fehlerschétzers (vgl. Satz 6.4) in der Form
€n S Crelnna
so ergibt sich

o+ g1 < (1= BvC e +v((1+8)p + By, < max{1 — ByC,3, (1+6)p+ B} (eh +my)

=:q2

Um den Beweis abzuschliefen miissen wir nun die Konstanten 7, d, 8 geeignet wihlen. Es sind die
folgenden Bedingungen zu erfiillen:

Csy < 1
I4+0)p+5 < 1

Dies geschieht, indem zuerst § so klein gewihlt wird, dal (1+6)p < 1. AnschlieBend wird v > 0 so klein
gewiihlt, da8 Csy < 1. Schlulendlich wird 5 > 0 so gewiéhlt, dal (14 d)p + (8 < 1. a

Wir schliefen den Konvergenzbeweis ab mit der Beobachtung, dafl Satz 6.29 auch die Konvergenz von

Alg. 3 nach sich zieht, wenn der residuale Fehlerschiitzer die ElementgroBie hy so definiert, dal hyx ~
diam K gilt:
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Korollar 6.30 Sei 6 € (0,1). Sei die Elementgrifie hi so definiert, daff hx ~ diam K gilt. Dann gilt
fiir die Folge (up)nen der FEM-Approzimationen

Beweis: Wir bezeichnen mit 7,, den Fehlerschitzer, fiir den lediglich hx = diam K gilt und mit 7,, den
Fehlerschitzer, der auf hy = |K|'/? basiert. Die Kernbeobachtung ist, da eine Konstante A\ > 0 gibt,
die nur auf der Formregularitit der Gitter abhingt, so daf§ fiir alle n gilt:

A < T < A (6.53)

Hier kénnen wir A > 1 annehmen. Die Mengen M,, von markierten Elementen, die Alg. 3 erzeugt,
erfiillen
Oy, < 1 (M)

Damit folgt mit (6.53)
(9/\72)773 < 9777% < ni(Mn) < )‘Zﬁi(Mn)v

so daf sich ergibt mit ¢’ := A= € (0,1)
0, < (M)

Diese Bedingung war die entscheidende Bedingung fiir den Beweis von Satz 6.29. Damit liefert Satz 6.29
die Existenz von ¢ € (0,1) und v > 0 so dafl

1/2 1/2
(IV(u = uni)l2@) +7mr1) " < a (V= un)ll L2 +772)

was die gewiinschte Konvergenzaussage impliziert. O
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