Kapitel 5

Konvergenzanalyse der FEM

5.1 Formregulire Gitter

Bei zahlreichen Problemen haben wir ein Quasioptimalitéitsresultat fiir die FEM von der Form |lu —
un |l g o) < Cinfyevy |u — vl g1(q). Es ist deshalb von Interesse, dieses Infimum zu quantifizieren. In
der Praxis geschieht das dadurch, dafl man ein konkretes v € Viy wihlt, das gute Approximationseigen-
schaften hat. Wir werden im folgenden Satz den stiickweise linearen Interpolanten untersuchen.

Satz 5.1 Sei T eine reguldre, ~-formregulire, affine Triangulierung eines Polygons € C R2. Sei u €
C(Q) und ulx € H*(K) fiir jedes K € T. Sei Iu € SYY(T) der stiickweise lineare Interpolant von u,
d.h. (Iu)(z;) = u(x;) fir alle Knoten x;. Dann existiert ein C > 0, welches nur von vy abhingt, so dafs

|u—Iu|H1(K) < ChK|u|H2(K) VK €T.

Insbesondere ist Tu € Sy (T) falls u € C(Q) N HE ().

Beweis: Die Beweistechnik, die wir hier vorstellen ist fundamental in der FEM und lduft in der Literatur
oft unter dem Namen “Bramble-Hilbert-Lemma” oder ”Skalierungsargument”.
1. Schritt: Wir zeigen: setzt man fiir eine Funktion v, die auf K definiert ist, 0 := v o F, so gilt

|6|Hk(j€) < Ckh];(_1|v|Hk'(K) (5.1)
—(k=1) |~
[olae gy < Crhit 1)|U|Hk(f(); (5.2)

die Konstante Cj héngt von k& € Ny und von der Formregularitédtskonstante v ab.
Um (5.1), (5.2) zu zeigen, iiberlegt man sich zuerst die Existenz von C' > 0, welches nur von ~y
abhéngt, so dafl (vgl. Lemma 4.6)

| Frella < Chre, I(Fi) 2 < Chy', VK E€eT. (5.3)

Mit diesen Abschitzungen lassen sich (5.1), (5.2) wie folgt beweisen: Fiir £ = 0 driicken (5.1), (5.2)
einfach nur die Substitionsregel aus. Fiir k = 1 ergibt die Kettenregel (V)T = ((Vv)" o Fg) - Fj, und
damit mit der Substitutionsregel

IVl 2%y < 1FKNI2ll(V0)T 0 Frell 12y < Chichi! [ Voll L2
Fir £ = 2 nutzt man wesentlich aus, dafl Fj; eine konstante Matrix ist. Schreibt man Fx = (Fi, )T,

so ist FJ; die konstante Matrix (F;)i; = F; ; = 0;F;; aufgrund von (5.3) kénnen wir die Eintrédge durch
|F; ;| < Chg abschitzen. Also ist mit der Kettenregel

2 2
B OF,
001000 = Doy Y ((O) 0 Fi) 5= = D Fiy 2300, (Okyv © Fio)
k=1 @2 k=1
2 2 OF, 2 2
= Z ZFk1a2 87618162 )OFK)aLL' _Z ZFk1a2Fk2a1(8k18k2 )OFK
k1=1ky=1 @2 k1=1ky=1
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woraus sich aus der Substitutionsregel dann die Behauptung (5.1) ergibt.

2. Schritt: Sei I : C (I/(\' ) — P _der Interpolationsoperator, der in den drei Eckpunkten von K interpoliert.

Wir beobachten, daB K : C(K) — P; ein stetiger linearer Operator ist mit ||fu||c(§) < ||u||c(§)7 der
zudem Polynome vom Grad 1 reproduziert:

Ir=n Ve Pi. (5.4)
Nach dem 1. Schritt ergibt sich nun
o= Tullizy < Chaclfi = Tall oy = Chiclli ~ Tal gy = Chiclii 7~ 1@ =)l oy ¥r € o

Nun nutzen wir den Sobolev’schen Einbettungssatz H> (IA() C C(E) aus, d.h. Hw||c(§) < C’||w||H2(f{) fiir

alle w € H2(K), um weiter schlieBen zu kénnen:

~

lu—Tullpsy < Chie nf =7 = 1@ =) o) < Chae inf (Ia =7l )+ 17@ =)l .z

N

<lla-ll,z,

IN

Chic_inf W@ =7l < Chic inf i ==, 7
Das Lemma von Deny-Lions (Satz 3.30) erlaubt uns nun, die volle H2-Norm durch die H2-Seminorm zu
ersetzen, und wir erhalten

lu—TullL2x)y < Chiltlys gy < Chrchilul gz k);

im letzten Schritt wurde dabei (5.2) fiir & = 2 verwendet. Damit erhalten wir die gewiinschte Aussage
fiir [Ju — Tul|f2(k)-
Fiir ||V (u — Iu)| p2(k) gehen wir analog vor.

1. Schritt

HV(U—IU)”Lz(K) S C|ﬁ—]ﬂ|H1(f() §C7r1€n7£1 |ﬂ—7r—I(ﬂ—7r)|H1(f()
< Ok (=7l ) + IT@ =l gsy)-

~

Weil I(u — ) € P; und auf dem endlich-dimensionalen Raum P; alle Normen &quivalent sind, gibt es
eine Konstante C' > 0, so daf}

~ ~

(@ = )| g1y < CI@ =)l 7, < Clla ==l

0@ < < Clfit =l 1 -

c(R)
Damit erhalten wir wieder mit dem Lemma von Deny-Lions (Satz 3.30)

was den Beweis abschlief3t. O

Korollar 5.2 Sei Q C R? ein Polygon, T eine regulire, v-formregulire, affine Triangulierung von Q.
Dann existiert ein C > 0, welches nur von y abhéingt, so daf fir u € H*(Q) gilt

HU_IUHLQ(Q) < Ch2|u|H2(Q),
lu = Tulgr) < Chlu|gz(q),

wobei h := maxge7 hi.

Beweis: Man summiere die elementweisen Abschétzungen aus Satz 5.1. |

Interessant ist auch die Frage, wie sich hohere Regularitit der zu approximierenden Funktion u oder
Verwendung eines hoheren Polynomgrades auswirken:
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Satz 5.3 Sei T requlire, ~y-formregulire, affine Triangulierung eines Polygons Q. Sei k > 1. Dann
existiert C > 0 (welches nur von vy und k abhingt), so daf8 folgendes gilt: Fiir jedes u € H*(Q) existiert

ein v € SPY(T) derart, dafs
h min{k,p+1}
o= vl < () Julrs .

h min{k,p+1}—1
IV - )l < c(;) e,

wobei h = maxger hx. Falls u € H*(Q) N HY(Q), so kann v € SPHT) N HY(Q) gewihlt werden.
Beweis: Die etwas einfacheren Abschitzungen
lu = vllz2@) < Crpph™™ P W lul| gray, V(= 0)l220) < Cryph™™ P u]| i),

bei denen die p-Abhéngigkeit nicht explizit ist, ergeben sich analog zum Vorgehen in Satz 5.1 (Ubung).
Die explizite p-Abhiingigkeit folgt aus feineren Untersuchungen iiber Approximationseigenschaften von
Polynomen und kann z.B. in [15] gefunden werden. O

Bemerkung 5.4 1. Satz 5.3 zeigt sogar, daf fiir festes Gitter 7 und p — oo gilt: inf,cgp.1 (1) [lu —
|| g1 (o) — 0. Dies impliziert die Konvergenz der sog. p-FEM.

2. Wahl von p: Falls p fest gewahlt wird, d.h. eine h-FEM gemacht wird, dann sollte p € N so gewahlt
werden, dafl die Bedingung p + 1 > k erfiillt ist. Dies liefert ndmlich die maximal erreichbare
Konvergenzrate.

Ubung 5.5 Bestimmen Sie die Konvergenzrate der h-FEM auf quasi-uniformen Gittern fiir festes p und
k in Abhingigkeit von der ProblemgréBe N. Uberzeugen Sie sich davon, daB—falls man N als (zuge-
gebenermaflen grobes) Maf fiir die Kosten der FEM ansieht—der Einsatz von Ansatzridumen hoherer
Ordnung (d.h. p > k — 1) effizienter ist als der Einsatz von St1(T). .

Um Satz 5.3 anwenden zu konnen, miissen wir Regularitéitsaussagen fiir die gesuchte Losung v haben,
d.h. wir miissen wissen, in welchem Sobolevraum w ist.

5.2 Regularititsaussagen fiir das elliptische Modellproblem

5.2.1 1D

Satz 5.6 Sei u € H(Q) schwache Lisung von —u” + c(z)u = f auf einem Intervall Q C R. Sei
c € C*®(R) und f € H¥(Q) fiir ein k > 0. Dann gilt: u € H**2(Q) und es ezistiert C > 0, welches von
Q, ¢, k abhdngt, so daf
ull g2y < C [ f ey + lullm@)] -

Beweis: Wir zeigen nur den Fall £ = 0—der Rest geht mit Induktion. Um u € H?(Q) zu zeigen, miissen
wir zeigen, daf die zweite schwache Ableitung der Losung u € H'(f)) existiert und in L2(€2) ist. Der
Kandidat ist v := —f + cu, welcher offensichtlich in L%*(Q) ist. Fiir ¢ € C§°(Q2) berechnen wir unter
Beriicksichtigung der Tatsache, dafl u eine schwache Losung ist

1
/w Déf'/(—f+cu)<ﬂ=—/1/s0’ - /W”
Q Q Q Q

Also ist v die zweite schwache Ableitung von u. Die Abschitzung fiir [|u(| g2(q) ergibt sich aus

[ulg2) = || = f +cullp2) < | fllz2@) + llellzeellull 2 ) -
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Bemerkung 5.7 Analoge Aussagen ergeben sich sich fiir Gleichungen der Form —u” +bu’ +cu = f. =

Satz 5.6 ist ein Beispiel eines Shift-Theorems: f € H*(Q) = u € H**2(Q). Notwendig ist jedoch die
hinreichende Differenzierbarkeit des Koeffizienten x +— ¢(x).

5.2.2 2D glatte Rénder oder konvexe Gebiete

Fiir das Modellproblem
—Au=f aufQ, ulgg =0 (5.5)

gilt:

e Falls 0O glatt berandet ist, dann gilt wieder das Shifttheorem f € H*(Q) = u € HF2(Q)
zusammen mit der a priori Abschétzung |lu| gr+2(0) < Cakllfllmr ), wobei Cq ;. nur von € und
k abhéngt.

e Falls 2 ist konvex ist, so gilt f € L*(Q) = u € H?*(Q) zusammen mit |l g20) < C||f| 12 fiir
eine Konstante C' > 0, die nur von €2 abhéngt.

Wesentlich fiir diese beiden Aussagen ist jedoch die Glattheit von 92 bzw. die Konvexitit von 2 wie das
folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 5.8 Sei w € (0,27) mit 7/w ¢ N und definiere den Sektor Sgr(w) := {(rcosp,rsing) |0 < r <
R, 0< ¢ <w}. Seiye C(R?) mit suppy C Bpr/2(0) und X|BR/4(O) = 1. Definiere die Funktion ug in
Polarkoordinaten durch wug(r, ¢) := 7™/¢ sin(r/we) (d.h. ug = Imz™/) und definiere u durch u := ugy
sowie f := —Awu. Dann gilt (Ubung):

(1) ulospw) =0

(ii) u € Hj(Sr(w))

(iii) f € C®(Spr(w)) und f=0 auf Bg/u(0)
(iv) u g€ H*(Sp(w)) falls k > m/w+1

Dieses Beispiel zeigt, dafl in Gebieten mit Ecken ein Shift-theorem nicht uneingeschréankt gelten kann:
Obwohl die Koeffizienten der Differentialgleichung und die rechte Seite C*° sind, &uflern sich die man-
gelnden Differenzierbarkeitseigenschaften der Geometrie dahingehend, dafl die Losung nicht in Sobole-
vraumen beliebiger Ordnung ist. Wir werden unten ein modifiziertes Shift-theorem kennenlernen, das
diese Problematik angemessen widerspiegelt. "

5.2.3 Regularititsaussagen in Polygonen

Wie wir in Beispiel 5.8 gesehen haben, gilt das Shift-theorem nicht uneingeschrinkt in Polygongebieten
aufgrund der Nichtglattheit der Geometrie. Es gilt jedoch ein modifiziertes Shift-theorem, bei dem fiir
f € H*(Q) die Losung v als Summe von endlich vielen Singularititenfunktionen und einer Funktion
u € H*2(Q) geschrieben wird.

Sei  C R? ein Polygon mit Ecken Aj, j = 1,...,J und Innenwinkeln w; € (0,2n). Fiir jede
Ecke A; fithren wir lokale Polarkoordinaten (rj, ;) ein. Weiter bendtigen wir fiir jede Ecke A, eine
Abschneidefunktion y; € C§°(R?) mit

(i) x; =1 in einer Umgebung von A
(i) A, & supp x; fir j # m.

Wir definieren fiir jede Ecke A; und jedes k£ € N die Singularitétenfunktion

rT/@ik sin( T ko) falls 7~k ¢ N

wj

Sik(r, @) =
ik (r: ) Fr/wik [lnTSiH(WLk@) + (pcos(wlk(p)} falls 7=k € N

J J

Damit gilt fir die Losung u von (5.5) folgendes:
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Satz 5.9 Sei Q C R? Polygongebiet, s > 1. Sei “Ls ¢ N fiir alle j € {1,...,J}. Dann lift sich die
variationelle Lisung u € HE(Q) von (5.5) mit f € H~1T5(Q) darstellen als

J
w=0+Y x; Y. aprSik(r, @),
7j=1 kﬂEN
kw—j<s

wobei w € H*TY(Q) und die aj, € R. Zudem existiert ein C' > 0, welches nur von Q und s abhingt, so

dafs
J
@l s+ () + Z Z laij| < C|l fllz-1+5(0)-

J=1k: Zk<s
J
Bemerkung 5.10 1. die Singularitétenfunktionen S erfiilllen —ASj, = 0 und die Randbedingun-
gen bei A;.

2. fiir s = 1 tragen in der Summe nur die Ecken A; bei, fiir die w; > 7 gilt (die sog. “einspringenden
Ecken”). Sie tragen genau einen Term bei. Fiir s = 1 ist insbesondere die Losung u in H? in der
Nihe der konvexen Ecken A; mit w; < 7.

3. Resultate analog zu Satz 5.9 existieren auch fiir andere Differentialgleichungen und andere Rand-
bedingungen.

Eine etwas andere Beschreibung der Regularitiit ergibt sich aus der Verwendung gewichteter Sobole-
vraume.

Lemma 5.11 Die Funktionen S;, aus (5.6) erfillen:
(Z) Vo >0VkeNyVjVs>0: HS]’kHH&(Q\BS(AJ)) < o0
(1) falls ok > s, dann ist Sy € HsH(Q)

(iii) falls w% <1, dann ist S, & H*(SY) aber 1Skl 1 () < 00 sowie
17 D*Sjell 2y < 00, lal=2, B;>1- I beliebig;

hier ist wieder r; = dist(x, A;).

Beweis: Nachrechnen. O

Aus der Kombination von Satz 5.9 und Lemma 5.11 ergibt sich, da8 die Losung u von (5.5) in einem

gewichteten Sobolevraum ist. Der Einfachheit halben beschrinken wir uns auf den Fall s = 1, d.h.
feL*Q):

Korollar 5.12 Sei Q0 C R? ein Polygon. Sei f € L*(Q). Fir jede Ecke A;, j = 1,...,J, wdihle'
B €10,1) so, daf8 B; > 1 — i Dann gilt fiir die variationelle Losung u € H(Q) von (5.5):

(i) Fir jedes § > 0 erfillt fir Q' = Q\ (U/_,Bs(A;)) die Funktion u die Abschitzung |lul| g2y <
Csll Fllzze)-

(1) Fir 0 < 6 < ming m.jzm dist(A;, Ay,) erfillt auf Bs(A;) NQ die Losung u fiir jedes o € N3 mit
|a] = 2 die Abschiitzung Hrijo‘uHLz(Bé(Aj)mQ) < Csllfll2 -

Lfiir wj < m wird man immer 3; = 0 wéhlen

ol

finis 20.Stunde



5.3 Approximation auf angepafiten Gittern

Quasi-uniform Gitter sind regulire, y-formregulire, affine Gitter mit hx ~ h fiir alle Elemente K € T.
Bei dem Modellproblem (5.5) kénnen wir im Fall von Polygonen, die einspringende Ecken haben, nicht
erwarten, dal u € H?({2). Damit ist Korollar 5.2 nicht anwendbar, und wir kénnen nicht O(h)-Konvergenz
erwarten. In der Tat:

Lemma 5.13 Sei u = r*sinagp fiir ein 0 < a < 1. Sei Q C R? ein Polygon mit 0 € 9Q und T ein
quasi-uniformes Gitter auf Q. Dann gilt: Es existieren C, C' > 0 unabhingig von h, so dafs

(i) |lu— Iul| g o) < Ch™, wobei I : C(Q) — SYH(T) der stickweise lineare Interpolant ist

(it) inf,esra() lu = vl m1() = C'A°.
Beweis: Ubung. (siche Appendix) O
Der Beweis des Lemmas (siehe auch das Vorgehen in Beispiel 5.14 unten) zeigt, dafi die verschlechterte
Konvergenzordnung an den Elementen an der Singularitéit liegt. Es liegt deshalb nahe, die Elemente dort
klein zu wihlen. Andererseits will man den Rechnenaufwand, d.h. die Gesamtanzahl Elemente kontrollie-
ren. Dies fithrt uns darauf, die Elemente an den Ecken klein zu wihlen und dort zu verdichten, wihrend

sie zum Ausgleich im Inneren des Gebietes etwas grofler gewiihlt werden. Wir fithren das zunéchst in 1D
vor.

Beispiel 5.14 Sei Q= (0,1), a € (1/2,1), u(z) = 2. Wir betrachten Gitter 7 = {K;|i =0,...,N—1}
mit N Elementen; K; = (z;, z;+1). Dann gilt:

(i) Sei T uniformes Gitter, d.h. z; = %, i1=0,...,N.D.g.:

. o . I : r_ a—14+1/2 _ —(a—1/2)
vealf o e vlm@ 2 ol ol = vl 2 Bof o= all e 2 Oh =N -

(ii) das optimale Konvergenzverhalten O(N 1) kann nur auf nicht-uniformen Gittern erreicht werden.
Hierzu definieren wir fiir ein 8 > 1 (welches weiter unten in Abhiingigkeit von « gewihlt wird)

r:Q—-9, ¢=¢  p>1
gi;:%, i=0,...,N.
Das uniforme Gitter, welches durch die Punkte &; beschrieben wird, erzeugt nun mittels der Funk-

tion I' die Gitterpunkte x; := I'(§;) eines nichtuniformen Gitters. Wegen 5 > 1 sind die Punkte z;
bei x = 0 stérker verdichtet. Fiir die Elementgrofie h; = x;41 — x; gilt

ho = $1—$0=N7ﬁ
Eit1 Eit1 (i+1)/N i+1
hi = Ti41 — Xy = / F/(f) df = ﬂ §ﬂ71 df = B 5'871 df = ﬁNfﬁ/ 5,8*1 dé—
& & i/N i
. B-1 ) 51
1 - 1
= BNPli+1)1 <pNF (“L ) 1 < BN 1P D/B gy, (J+ )
JEN J
—_—
<26-1
< QB—IIBN—la&*l/ﬁ.

Wir erhalten
hi < CN~'|dist(K;,0)]' /7 fiir i > 1.

analog sieht man
N~ \dist(K;, 0) P < ohy fiwd > 1,
woraus sich
N8 firi =0
hi ~ . .
N~ dist(K;, 0)['~Y#  firi > 1
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ergibt. Auf dem so erzeugten Gitter konnen wir nun den Fehler |(u — Iu)'|| 12 (q) abschitzen, wobei

I:C(Q) — SHY(T) wiederum der stiickweise lineare Interpolationsoperator ist. Wir haben fiir das
Element Kj:

= Tu) 3eey < 20013200 + 200 2 xy) < ChG@™ D 4 CR @D < onge?
_ C<N—1)/3(2a—1) —CN~ B(2a— 1)-

Fiir die Elemente K; mit ¢ > 1 folgt aus Satz 5.12
+1
2(1-1
= T ey < ORI gy < N2 [ 20O
Tit1 Ti41
B;l CN_Q/ + 2B P2 < CN—Q/ + L20-1/8) ,2(a=2) g,
Also folgt

N—-1 1
Z H(U _ IU)IH%Q(KJ < CN72/ $2*2/ﬁ+2a74 dx
i=1 1

Fordert man nun 2 — 2/8 + 2a — 4 > —1, was dquivalent ist zu

2

B>, (5:5)
so kénnen wir abschéitzen
N—1
Z [(u = Tu) |72 5,y <CN™ / 2-2/B+20-4 gp < ON72.
i=1
. . . i . . 2
Zusammenfassend ergibt sich damit fiir 8 > max{1, 55>
1(u = Tu)'|| 2 < C [N—W@—WQ +N <CoNT (5.9)
d.h. die optimale Konvergenzrate. "

Beispiel 5.15 Wir illustrieren das Verhalten numerisch in Fig. 5.1. Hierzu wird mittels der FEM (ba-
sierend auf S11(7)) das Randwertproblem

—u'=f auf Q = (0, 1), u(0) =u(1) =0
betrachtet. Die exakte Losung ist als u(x) = 2%*(1 — z) fiir a = 3/4 gewihlt. Wir betrachten zwei Gitter:

1. das uniforme Gitter 7%"/or™ mit Knoten z; = %, 1=0,...,N

2. das graduierte Gitter 797%% mit a; = ¢/, wobei £ = &, i=0,...,N und > — 1/2

Es folgt dann:
inf _ < Cha71/2 _ Nf(a71/2)
,Uesl,l(l’]r‘luniform) ||’LL UHHI(Q) - ¢
: _ -1
vestityrageay 10~ V@) < Ch = CN7
Dieses Konvergenzverhalten ist in Fig. 5.1 in der Tat sichtbar.

Beispiel 5.14 zeigt folgendes:

e durch geeignete Wahl des Gitters kann |lu — Tu|| g1 (o) < CN~! erreicht werden. Das ist die gleiche
(optimale) Konvergenzrate, die fiir die Approximation von H?2-Funktionen erreicht wird; entschei-
dend ist die Eigenschaft (5.8) des Gitters, welche in analoger Form auch in 2D verwendet werden
kann.

2Satz 5.1 ist fiir 2D formuliert—die entsprechende 1D Ausage wird jedoch véllig analog gezeigt.
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approximation of x*(1-x) by FEM; o, = 3/4

10
107"
£
o
c
8107
[0]
c
(0]
£
5107
5]
2
107*L | —— uniform mesh
—— graded mesh, B = 1/(a-1/2)
—— graded mesh, B = 5/(a-1/2)
10°
10° 10°
DOF

Abbildung 5.1: Konvergenzverhalten der 1D-FEM auf uniformen und graduierten Gitter—vgl. Bei-
spiel 5.15

o Das Gitter ist so, daf der Fehler in allen Elementen ungeféhr gleich gro8 ist: || (u—Iu)’||2L2(K) ~ N3
fiir alle ¢ = 0,..., N — 1. Diese Beobachtung motiviert das “Fehlergleichverteilungsprinzip” bei
adaptiven Algorithmen (siehe spéter).

e Um Konvergenz O(N 1) zu erzielen, mufl 8 > 2/(2a — 1) sein. Die Wahl 8 >> 2/(2a — 1) erzielt
zwar extrem kleine Elemente bei = = 0, dafiir sind die Elemente bei x = 1 “zu grof3”—es ergibt
sich keine Verbesserung gegeniiber der Wahl 5 ~ 2/(2a — 1)—vgl. die Numerik in Beispiel 5.15.
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Abbildung 5.2: Graduiertes Gitter (rechts) entsteht aus uniformem Gitter (links) mittels der Abbildung
x> z||z||27Y; hier ist 3 = 3.

Der 1D-Fall, insbesondere die Bedingung (5.7) an das Gitter, motiviert uns, folgende graduierte Gitter
in 2D einzufiihren:

Definition 5.16 Sei Q C R? Polygon mit Ecken A;, j = 1,...,.J. Wihle B € RY mit B >1,j=
1,...,J. Fiir jedes h € (0,1] sei T (h) eine regulire, v-formregulire, affine Triangulierung von Q. Dann
heif$t (T (h))ne(o,1) ein Familie von graduierten Gittern (mit Graduierungsexponent (), falls es eine
Konstante C > 0 und Umgebungen Uy, j =1,...,J, gibt, so daf fir jedes K € T (h) gilt:

(i) KN(Q\U_U;) #0 = C 'hx <h<Chg
(i) KCU; und A; ¢ K; = C~'hg < hl|dist(K,A;)|" % < Chg
(iti) KCU; und Aje K = C71hP <hg <ChP.
Bemerkung 5.17 e im “Inneren” von  (d.h. aulerhalb der Umgebungen U/;) ist 7 (h) ein quasi-
uniformes Gitter mit Gitterweite h

e die Wahl 8; = 1 fiihrt zu einem quasi-uniformen Gitter in der Néhe von A ;.
n

Beispiel 5.18 Graduierte Gitter wie in Def. 5.16 definiert, kénnten z.B. wie in 1D mittels einer Trans-
formation aus regelméfiigen Gittern erzeugt werden. In Fig. 5.2 entstehen die Knoten des rechten Gitters
mit der Abbildung  — ||z||] . .

Wir zeigen nun, daf} die Approximationseigenschaften von graduierten Gittern denen von quasi-uniformen
Gittern #hneln, wenn (hinreichend) glatte Funktionen approximiert werden:

Satz 5.19 Sei T(h), h € (0,1] eine Familie von graduierten Gittern im Sinn von Def. 5.16. Dann
ezistieren C1, Cy > 0, welche nur von den Konstanten aus Def. 5.16 abhdingen, so dafs:

(1) dim ST (h)) <3 gergy 1 < Ci1h™?

(ii) fir u € H*(Q) erfillt der nodale Interpolant Iu € S*' (T (h))

lu = Tull 2(q) < Coh?|lulluzi), [V (u = Tu)l|L2() < Cohllull 2o

Beweis: Die Abschitzungen in (ii) folgen aus Satz 5.1.

Wir zeigen nun (i) und gehen in mehreren Schritten vor.
1. Schritt: Die Elemente von T (h) sind ~-formregulér. Also existiert ein Winkel o > 0 (welcher nur von ~
abhiingt), so daf§ alle Dreieckswinkel > a > 0 sind. Damit kénnen an jedem Knoten hochstens [27/a] + 1
Elemente zusammenstoflen. Insbesondere ist damit die Anzahl Elemente, die an eine Ecke A ; anstoflen
durch [27/a] + 1 beschrinkt:

#{K eT(h)|A; € K} <[2n/a] +1 fiir jedes j =1,...,J und h € (0, h). (5.10)
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h%{ -2 -2 -2
> 1§C’Zﬁ§0h Z/Kl:Ch /ngc% (5.11)
K K

KK (Q\U_, U; ) #0

8. Schritt: (Elemente an der Ecke A, die die Ecke nicht beriihren). Wir behaupten: Fiir K € 7 (h) mit
K cU; und A; ¢ K gilt fiir d;(z) := dist(A;, )

(5.12.a) (5.12.b) (5.12.¢)
Clhg < inf |di(x)|*"Y5% < Chsup|dj(x)]' P < Chy. (5.12)
reK reK

Die Ungleichung (5.12.a) folgt aus Def. 5.16; (5.12.b) ist trivial. Fiir (5.12.c) beobachten wir

y (B — 1-1/8;
_ ~ (i4), Def. 5.16 h Bj/(Bi—1)
hsup |dj(@)['"1/% < h|dist(K,Aj) +h|"V0 T < Ch K—}f) + hy
rzeK
(B, 1-1/8;
S C [h%/(ﬂJ*l) + hﬂj/(ﬁj—l)hK

Weiter ist fiir Elemente K mit A; ¢ K
dist(K, A;) > Ch",

denn die unmittelbar an A; anstoBenden Elemente haben Gréfie ~ hPi. Also gilt wiederum wegen
Def. 5.16, (ii)
hi > Ch|dist(K, A;)|' 7Y% > Ch|h% |15 = ChPi,

was uns auf

g 1-1/8; B A_ 1-1/8;
h SZE \d; ()|~ < C [hfé/(ﬂ] D hm/(m—l)hd <C {hfg/(ﬁi Ol h}(/(ﬁ] ”hx] < Chx
x
fithrt.

4. Schritt: Wir werten nun EK@T(h):A,gF Kcu, 1 aus. Aus (5.12) folgt

Y 1<c Z / e > b /}((mr(l—vmgc > h_z/l((djéx)fu_wj)

KeT(h) KeT( h) KeT(h) KeT(h)
Kcu; KCU; KCU; KCU;
A ¢K A ¢K A ¢K A¢K
diam r=diam Q
< Ciﬂ/ d; 0P < Ch*Q/ rm20-1/8)p dp = Ch=2p2/5 <Ch2 (5.13)
Q r=0 r=0
Zusammentfassen von (5.10), (5.11), (5.13) ergibt dann die gewiinschte Behauptung (i). O

Satz 5.19 zeigt, dafl die Anzahl Elemente in graduierten Gittern immer noch O(h~2) ist. Wir zeigen
nun, daf die Tatsache, daf die Elemente an den Ecken A ; wesentlich kleiner als O(h) sind uns hilft, die
Singularitdtenfunktionen S;;, aus (5.6) gut zu approximieren.

Satz 5.20 Sei Q C R? und Ay = 0. Sei u in Polarkoordinaten gegeben durch u(r, @) = r*®(r,¢) fir ein
a € (0,1) und ein glattes ®. Sei (T (h))ne(o,1) eine Familie von graduierten Gittern mit 1 > 1/a. Dann
ezistiert ein C > 0 unabhdngig von h, so daf$ fir den nodalen Interpolanten Iu gilt:

lu = TullL29) < Ch?, ||V (u = Tu)||L2() < Ch.

Beweis: Wir betrachten nur die Approximation auf U, d.h.

Z Hu—]uHQLg(K) und Z ||V(U—IU)H%2(K)

K:KClU, K:KCl
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Wir betrachten die Fille A; € K und A, g_f getrennt.
1. Fall: Betrachte ein Element K mit Ay € K. Dann ist hx < ChP. Definiere 4 := u|k o Fg. Dann folgt

IV (u— Tu)|2x) < IVullp2xy + V)| 2 (k)

Der erste Term wird wie folgt abgeschétzt:
hk

IVullZ2x) < c/ r2e= Yy dr < Ch2 < Ch**Pr < Ch?,
r=0

weil B1 > 1/a. Auch der zweite Term, ||V (Iu)||12(k), 188t sich direkt abschitzen. Bezeichnet man wieder

mit 7 : C ([? ) — P den Interpolationsoperator, der in den drei Eckpunkten von K interpoliert, dann gilt

19w By < CIVTa ) < ClTul o ) < CllE ) < Cllulldry < CH3E = CH*0 < OB,

Zusammenfassend erhalten wir ||V (u — Iu)|[12(x) < Ch. Analog bemerken wir
lu — Tul| 2y < ullzeey + 1ull 2y < 20wl poe ) VIK| < ChShie = ChoF < CRUTOB < Ch2,

weil affy > 1 und p; > 1. Weil die Anzahl Elemente, die an A; anstoflen, beschréinkt ist (die Schranke
héngt nur von der Formregularitétskonstante v ab—siehe (5.10)), erhalten wir also
S - ulage < CHL ST IV Tu) R < OB, (5.14)
K:Aq E? K:A;q E?

wobei die Konstante C' > 0 nur von « und ~ abhéngt.
2. Fall: Betrachte ein Element K C U; mit A; ¢ K. Nun ist u|x € H*(K), und die Abschiitzung aus
Satz 5.1 liefert

lu = Tull 2 (xy < ChEclulmzxy, IV (u = Tu)ll L2 (k) < Chielul gz k)
Damit ergibt sich durch Summation (und die Abkiirzung d; (z) = dist(A4,x))
> V- )l <€ 3w Y [ 0P Y bk [ a@pe
KCly KClh  |a|=2"K KCly K

A ¢K A ¢K A ¢K

Aus (5.12) ergibt sich hy < Ch|dy(2)]' =151 fiir alle x € K so daB

Z ||V(U_IU)H%2(K) < Ch? Z / |d1(x)|2(171/ﬂ1)+2(a72) SC]”LQ/ |d1(x)|7272/31+2a
KcUy Kcuy 7K @
A¢K A¢K
diam diam Q
< COh? / P22/ Bit200. g < Cp2pA0—1/BY) < Ch?,
r=0 0

weil 81 > 1/a. Analog ergibt sich

> =il < C Y lulgn <00 Y [ a@pomee <ot )
KClh KcCl Kcuy, K
A ¢K A ¢K A ¢K

denn af; > 1 und 5y > 1 implizieren 4(1 — 1/6;) + 2(a —2) + 1 > —1. O

Bemerkung 5.21 Theorem 5.20 zeigt, dafl die typischen Singularitdtenfunktionen mit der optimalen
Konvergenzrate
lu = Tul| gy < CN7Y2 N =dim S (T (h))

approximiert werden koénnen, wenn nur der Graduierungsexponent ; hinreichend grof8 gew#hlt wird.
Mit anderen Worten: Vom Standpunkt “Fehler gegen Problemgrofie” ist die Approximation von Sin-
gularititenfunktionen auf graduierten Gittern so gut wie die Approximation von H2-Funktionen auf
quasi-uniformen Gittern. "
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Korollar 5.22 Seiu € H'(Q) von der Form wie in Satz 5.9 angegeben fiir ein s > 1. Sei (T (h))ne(o,1)
eine Familie von graduierten Gittern. Dann gilt: Falls die Graduierungsexponenten 3; > 1 die Bedingung
B > W?J erfillen, dann existiert ein C' > 0, welches unabhdngig von h ist, so dafs

|u— Tul|r2(0) < CR?, IV (u— Iu)|z2(0) < Ch, dim S*(T(h)) < Ch™2.

Beweis: Auf 2\ (szll/lj) ist u € H*T! mit s > 1 (nach Voraussetzung). Damit ist Satz 5.1 anwendbar.
Fiir die Elemente K mit K C U, fir ein j € {1,...,J} schreiben wir nach Satz 5.9 v = u; + us,
wobei u; € H?(Q) und uz eine endliche Summe von Singularititenfunktion vom Typ (5.6) ist. Fiir die
Approximation von u; greift Satz 5.1, fiir ug Satz 5.20. |

Analoge Aussagen fiir Elemente hoherer Ordnung kénnen bewiesen werden:

Satz 5.23 Sei fiir ein s > 1 die Funktion u von der Form wie in Satz 5.9 angegeben. Sei (T (h))ne(o,1]
eine Familie von graduierten Gittern. Falls die Graduierungsexponenten B; so gewdhit sind, dafs

Wi .
5j2]-7 6J>p?J Jg{]-?"'v‘]}?

dann existiert ein C' > 0, welches nur von u, p, 3, v abhdngt, mit folgenden Figenschaften: Es existiert
ein v € SPL(T(h)) N Hg(Q) mit

[ — v|| p2(q) < Ch™R{PsIHL [V (u =) 2y < CR™P=} - dim SPY(T(h)) < Ch™2.

Bemerkung 5.24 Satz 5.23 zeigt, dafl auch bei Ansétzen hoherer Ordnung die optimale Konvergenzrate
erzielt werden kann, d.h. die Konvergenzrate (im Maf: “Fehler gegen Problemgrofie”) ist der Approxi-
mation einer Funktion u € H**1(2) auf quasi-uniformen Gittern vergleichbar. n

Zur Motivation des folgenden Kapitels machen wir noch folgende Beobachtungen:
e die Konstruktion eines graduierten Gitters ist nicht einfach

e wir benotigen (zumindest Schranken fiir) die Singularititenexponenten, um die Graduierungsex-
ponenten (; richtig zu wahlen. Im Fall des hier vorgestellten Poissonproblems ist dies einfach
(im Fall des Dirichletproblems sind die Singularitétenfunktionen mit (5.6) explizit bekannt!)—in
komplexeren Problemen, z.B. im Fall der Elastizitétsgleichungen, ist zwar die Struktur der Singu-
laritétenfunktion (die Komponenten verhalten sich ebenfalls typischerweise wie r*®(r, ¢)), nicht
aber der Parameter o (welcher ja wesentlich ist fiir die Wahl des Graduierungsexponenten).

e Graduierte Gitter liefern die optimale Konvergenzrate fiir eine ganze Klasse von Problemen—im
konkret gestellten Einzelfall kann es natiirlich sein, daf}, um eine gegebene Genauigkeit zu erreichen,
ein wesentlich groberes Gitter ausreicht. M.a.W.: Es ist von Interesse, Strategien zu entwickeln, die
die moglichst effiziente Gitter fiir ein gegebenes Problem erzeugen. Adaptive Algorithmen, die dies
leisten, werden im folgenden Kapitel diskutiert.

o8



