Kapitel 7

FEM fiir gemischte Probleme

7.1 Variationsformulierungen

Seien X, Y Banachriume iiber R. Eine Abbildung B : X x Y — R heif3t bilinear, falls fiir alle z, 2’ € X,
y,y €Y, X eR gilt:

B(z +X',y) = B(z,y) + AB(z',y),  Bla,y+\y) = B(z,y) + AB(2,y).
Eine solche Bilinearform heif$t stetig, falls es eine Konstante C' > 0 gibt, so dafl
|B(z,y)| < Clzlxllyly VzeX, yeV

Wir bezeichnen mit

B(x,y

Bl s B
o£zex [zl xllylly
0#£yeY

die Norm der Bilinearform B. Wir stellen nun die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit der Variati-

onsformulierung
Finde z € X s.d. B(z,y) = U(y) YyeY (7.1)

zu gegebenem [ € Y’ und gegebener stetiger Bilinearform B. Die Variationsformulierung (7.1) kann
dquivalent in Operatorform umgeschrieben werden, indem wir den linearen Operator B : X — Y’
einfithren durch

B: X Y/ z— B(z,-) (7.2)
B ist ein stetiger linearer Operator mit Norm ||B||xy+ = [|B]|. Somit ist (7.1) dquivalent zu
Finde z € X s.d. Bz =1 (7.3)

Es gilt der folgende fundamentale Satz

Satz 7.1 (inf-sup Bedingung/BB-BedingungLBB-Bedingung) Sei X ein Banachraum, Y ein re-
flexiver Raum. Sei B : X xY — R eine stetige Bilinearform und B der durch (7.2) definierte lineare
Operator. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) B: X — Y ist bijektiv und B~! : Y’ — X ist ein stetiger linearer Operator mit |B71 ||y x < 1/7.

(ii)

: B(z,y) : :
inf sup —————>~v>0 “inf-sup Bedingung” (7.4)
o#zeX ozyey 7l x lylly
B(ZL‘7 y) 114 N - ;. N ”
YO#yeY sup >0 ‘Nicht-degeneriertheitsbedingung”. (7.5)

0#£reX ||='EHX
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Beweis: “= 7: Sei B bijektiv mit |B~!||y/,x < 1/v. Um (7.4) einzusehen, sei 0 # z € X. Dann ist

- _ 1
lzllx = [B™"Bz|x < B~ ysxlBzfy: < ;I\Bxllw

und somit

lHB.T”Y/ 1 <B$?y>Y’XY 1 B(I,y) 1 |B($,y)|

v llzllx  lzlx ozey My Allzllx ozyey Wy v orgey lzlixllylly”

Dies zeigt (7.4). Um (7.5) einzusehen, sei 0 # y € Y beliebig gewiihlt. Nach dem Satz von Hahn-Banach®
existiert ein ' € Y’ mit (v, y)y xy # 0. Weil B bijektiv ist, existiert ein € X mit Ba = y’. Also folgt
B(z,y) = (Bz,y)y'xy = (¥, ¥)y'xy # 0, was die gewiinschte Behauptung liefert.

“«=": Wir gehen in mehreren Schritten vor.

1. Schritt: Wegen der Stetigkeit von B ist B : X — Y ein stetiger linearer Operator mit |B|| x .y < || B]|.
2. Schritt: Behauptung: B ist injektiv und es gilt

Yzllx < Balyr Vo e X, (7.6)

Diese Abschétzung folgt aus (7.4) aus

Bely, = sup BEIVor gy BED 5y
ozyey  lylly oryey |lylly
3. Schritt: Behauptung: Das Bild von B ist abgeschlossen in Y/. Um dies einzusehen, sei (2, )neny C X
eine Folge mit Bz, — ¢’ € Y’. Also ist (Bx,,)nen als konvergente Folge eine Cauchyfolge. Wegen (7.6)
folgt
An = 2mllx < [Blan — 2)llys = [Ban — Bamllyr  ¥n,m e N.

Somit ist auch (x,)nen eine Cauchyfolge. Aus der Vollstéindigkeit von X folgt somit die Existenz eines
x € X mit lim,,_, o, x, = z. Die Stetigkeit von B impliziert damit

y = lim Bz, = B lim z, = Bz,

n—oo n—oo
d.h. ' € ImB. Somit ist InB abgeschlossen.
4. Schritt: es mul nur noch die Surjektivitéit gezeigt werden, da fiir stetige lineare Operatoren die Bi-
jektivitdat auch die Stetigkeit des inversen Operators impliziert (Satz von der offenen Abbildung). Dies
geschieht z.B. durch Widerspruch. Falls ImB # Y’ dann existiert ein 3/ € Y’ \ ImB. Weil ImB ein
abgeschlossener Unterraum von Y ist, existiert nach einem Trennungsatz von Hahn-Banach (siehe z.B.
[14, Thm. 3.5] oder [18, Cor. zu Thm. 3, Chap. IV, Sec. 6]) ein lineares Funktional 0 # y € Y (hier findet
die Annahme, dafl YV reflexiv ist, Anwendung) mit

<y7Bx>Y><Y' =0 Vo e X, <y7y/>Y><Y’ =1

Insbesondere impliziert dies
0= (y,Bx)yxy = B(x,y) Ve e X

was in Widerspruch zu (7.5) steht. O

Ubung 7.2 (a) Sei B € R™™ und | - ||2 die euklidische Norm auf R”, R™. Zeigen Sie:
inf  sup w'Bv>0 <= KerB” ={0}
llull2=1 o), =1

Yo#0: sup u'Bv>0 <= KerB = {0}

llullz=1

Lder Fall Y = Hilbertraum ist besonders einfach
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(b) Sei nun n = m. Zeigen Sie:

inf  sup u'Bv>~v>0 = B! <y

llull2=1 jjv|,=1

a

Ubung 7.3 Weil von Y lediglich die Reflexivitiit gefordert wird, verwendet der Beweis von Satz 7.1 den
(recht abstrakten) Satz von Hahn-Banach. Man iiberlege sich die Argumente fiir die einfachere Situation,
dal Y ein Hilbertraum ist. O

Bemerkung 7.4 Der Beweis von Satz 7.1 zeigt: Die “inf-sup”-Bedingung (7.4) garantiert die Injektivitéit
des Operators B und die Abgeschlossenheit von ImB. Die Bedingung (7.5) stellt sicher, dafl ImB =Y.
Wird die Bedingung (7.5) nicht gefordert, dann kann ImnB = ImB C Y’ gelten. Das Bild ImB kann jedoch
durch KerB' charakterisiert werden. Diese Charakterisierung (in der Literatur unter dem Stichwort
“Satz vom abgeschlossenen Bild” gefiihrt) wird im folgenden Lemma 7.5 vorgenommen und kann man
als Verallgemeinerung des folgenden Resultats aus der linearen Algebra gesehen werden (fiir einen Beweis

siehe S. 76): Fiir A € R™*™ gilt ImA = (KerAT)L. .

Lemma 7.5 Seien X, Y reflexive Raume, B : X x Y — R stetige Bilinearform. Definiere B und den
adjungierten Operator BT 1Y — X' durch

B: XY/, (Bz,y)y'xy = B(z,y) VyeY (7.7a)
B':Y - X/ By, x)xxx = B(z,y) VreX. (7.7b)

Definiere weiter die Mengen

KerB = {z€ X|B(z,y)=0 Yy eY} (7.8a)
KerB' = {yeY|B(z,y)=0 VoeX} (7.8b)
(KerB)° = {2/ € X'|(z,2')xxx =0 Vz € KerB} (7.8¢)
KerBT)° = {y/ €Y'|(y,y)yxy =0 Vy € KerB'} (7.8d)
Dann gilt:
(i) B, BT sind stetige lineare Operatoren mit |B||x_y' = |BT||y—x' = || B||

(ii) Falls ImB abgeschlossen in Y’ ist, so gilt InB = ImB = (KerBT)°
(iii) Falls InBT abgeschlossen in X' ist, so gilt InBT = ImBT = (KerB)°
Beweis: ad (i): Die Linearitit von B, BT ist klar. Fiir die Berechnung der Norm bemerken wir

Bylx By, z)x/xx Bz, y)y xy
[BTlvox = sup BB U gy gy B oo, g Prvvey g,

orvey  ully  ozgevoreex lzlxlylly  ozyeyozeex llzllxllylly
ad (ii): Wir zeigen ImB C (KerBT)°. Sei y € KerB" und « € X. D.g.:
<Bx73/>Y'><Y = B(%y) = <$7BTy>X><X' — 0

Also gilt fiir jedes x € X, da8 Bz € (KerBT)°.

Wir zeigen nun (KerB")° C ImB. Hierzu nehmen wir die Existenz eines y' € (KerBT)° an mit
y' ¢ ImB = ImB. Nach einem Trennungssatz von Hahn-Banach und der Voraussetzung, dafl Y reflexiv
ist (vgl. den Beweis von Satz 7.1!) erhalten wir die Existenz eines y € Y mit

(Y, V) yxy' #0 und (y,Bx)yxy =0 Vre X.

Aus der zweiten Bedingung sehen wir y € KerB'. Aus ¢’ € (KerBT)® folgt somit (y,y')yxy’ = 0, was
den gewiinschten Widerspruch erzeugt.
ad (iii): analog zum Beweis von (ii). O
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Ubung 7.6 Der Beweis beruht wieder auf einem Hahn-Banach-Argument. Man iiberlege sich, wie die
Argumente im Falle von Hilbertriumen X, Y aussehen. Insbesondere iiberlege man sich, wie die Anni-
hilatoren (KerB)® und (KerB")° als orthogonale Komplemente der Kerne KerB und KerB " verstanden
werden konnen.

Satz 7.7 Seien X, Y Hilbertriume, B : X XY — R stetige Bilinearform. Sei vy > 0 so, dafs
|B(z,y)|

inf  sup —————— >~y >0.
0£2eX oxyey ||zl x [|ylly

Dann gilt:
(i) (a) B:X =Y’ is injektiv
() Alellx < |Bally: fir alle z € X
(c) TmB ist abgeschlossen, und es gilt InB = ImB = (KerB ' )°
(ii) (a) BT 1Y — X' ist surjektiv
(®) IByllx = llylly  Vye (KeaBT)":={yeY|[{y,2) =0 VzeKeaB'}
(¢) Fiir jedes x' € X' eristiert ein eindeutiges y € (KerBT)t mit BTy = 2’ und v||y|ly < ||2/||x-

Beweis: ad (i): (ia) folgt aus (ib). Die Behauptung (ib) wurde bereits im Beweis von Satz 7.1 gezeigt.
Die Aussage (ic) folgt aus Lemma 7.5.

ad (ii): Wir beginnen mit (iib). Sei hierzu y € (KerBT)!. Fassen wir y als Element von Y’ (véllig
kanonisch durch (y,-))? auf, so bemerken wir y € (KerBT)°. Nach Lemma 7.5 ergibt sich somit die
Existenz eines « € X mit Bz = y. Weiter haben wir aus (ib), dafl v||z||x < ||y|ly. Damit erhalten wir

1
Iyl = (y.y) = (y.Bz) = B(z,y) = By, 2)xxx < [|Bylx|zlx < HBT?JHX';HZJH%

was die gewiinschte Behauptung (iib) liefert. Wir zeigen nun (iia): Genau wie im Beweis von Satz 7.1 sieht
man, daf die Abschiitzung auf (iib) die Abgeschlossenheit von ImB T nach sich zieht. Weiter folgt aus der
Injektivitét von B, daf KerB = {0}, d.h. (KerB)® = X’. Aus Lemma 7.5 folgt somit die Surjektivitéit
von BT, d.h. (iia). Aussage (iic) folgt aus (iib). O

7.2 FEM: Petrov-Galerkin Methoden

Die Diskretisierung von (7.1) erfolgt durch Ersetzen der Rédume X, Y durch endlich-dimensionale Teilrdume
Xn C X und Yy C Y. Man erhilt dann das Galerkin-Petrov- Verfahren

Finde zy € Xy s.d. B(xn,y) =1(y) Yy € Yn. (7.9)

(7.9) ist dquivalent zum Losen ein LGS, wenn Basen der Rdume Xy und Yy gewéhlt werden (vgl. das
Vorgehen in Abschnitt 2.3.2). Sinnvollerweise wird man dim Xy = dim Yy verlangen. Uber die eindeutige
Losbarkeit des Problems (7.9) gibt der folgende Satz Auskunft:

Satz 7.8 Scien X, Y Hilbertriume, Xy C X und Yy CY Teilrdume mit
dim Xy =dimYy = N < co. (7.10)
Sei B: X xY — R eine stetige Bilinearform. Sei vy > 0, so daf8 die diskrete inf-sup-Bedingung

B
- 1B, y)|

> > 0 (7.11)
0#zeXn 0#yeYn ||:EHX||y||Y

gilt. Dann gilt: Fir jedes | € Y’ ist (7.9) eindeutig lisbar, und die Losung xn € Xn von (7.9) erfillt

1
lenllx < —Ilfly (7.12)
TN

eine formal ganz korrekte Formulierung des Beweises wiirde den Rieszschen Isomorphismus iy : Y — Y/, y — (y,-)
einfithren

2
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Beweis: Durch Festlegen von Basen von X und Yy ist (7.9) dquivalent zum Losen eines LGS der Form
Byx =1 mit By € RY*Y und 1 € RY. Die diskrete inf-sup-Bedingung (7.11) impliziert KerBy = {0},
so dafl By reguldr ist. Also ist die eindeutige Losbarkeit von (7.9) gegeben. Die Abschétzung (7.12)

ergibt sich aus
Bz l
wllenlx < sup BEXWL_ o [T
orvevy  Wlly  oxyevy llly

< [l

Bemerkung 7.9 In Satz 7.8 ist die Bedingung (7.11) offensichtlich das Analogon zu (7.4). Die Bedin-
gung (7.5) aus Satz 7.1 (welches im Wesentlichen die Surjektivitét garantierte) von wird im endlich-
dimensionalen Fall von Satz 7.8 durch ein Dimensionsargument ersetzt.

Bemerkung 7.10 Im Fall von koerziven Bilinearformen a wie sie in Kapitel 2 betrachtet wurden, ver-
erbte sich die Koerzivitit von a auf X ins Endlichdimensionale, d.h. a eingeschriankt auf Teilrdume X ist
wiederum koerziv mit der selben Koerzivitéitskonstante. Dies unterscheidet den koerziven Fall aus Kapi-
tel 2 vom hier betrachteten Fall (7.1): Selbst wenn der Operator B die kontinuierliche inf-sup-Bedingung
(7.4) erfiillt, ist die diskrete inf-sup-Bedingung (7.11) nicht automatisch erfiillt und mufl separat sicher-
gestellt werden. In der Praxis bedeutet dies, daf§ die R&ume X und Yy nicht unabhéingig von einander
gewiihlt werden kénnen, wenn die diskrete inf-sup-Bedingung (7.11) erfiillt werden soll.

Wir wenden uns nun dem Fehler x — x zu. Hierzu ist wie im Kapitel 2 die Galerkinorthogonalitéit das
wesentliche Hilfsmittel:

Lemma 7.11 Sei x € X Ldsung von (7.1) und xy € Xn die durch (7.9) bestimmte Galerkinapprozi-
mation. Dann gilt die Galerkinorthogonalitit

B(x —xn,y) =0 Yy € Yn. (7.13)
Beweis: Folgt durch Subtraktion der Gleichungen (7.1), (7.9). O

Der Einfufl der diskreten inf-sup-Konstante vy aus (7.11) kommt sehr klar in der folgenden Fehler-
abschétzung heraus.

Satz 7.12 Seien X, Y Hilbertriume, Xy C X und Yy C Y Teilrdume. Sei B : X xY — R stetige
Bilinearform. Es gelte (7.10), (7.11). Sei x € X Ldsung von (7.1) und xn € Xn Ldsung von (7.9).
Dann gilt:

B .
||£C—LENHX < <1+ u) inf HLC—ZNH_)(.
YN ZNEXN

Beweis: Nach Satz 7.8 existiert xny € Xy. Sei zy € Xy beliebig. Die diskrete inf-sup-Bedingung (7.11)
und die Galerkinorthogonalitéit (7.13) liefern dann:

Blxn — 2N, B(x — zn,
wllzy — znllx < sup |B(zn —2n, )| _ sup MSHBHH«T_ZN”X-
0£yeYn lylly 0#yEYn lylly

Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich
o —anllx < [l — 2nllx + [lon — 2nllx < |l — 2nllx + 95 1 Bllllz — 2n]lx,

was die gewiinschte Behauptung liefert. |
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7.3 Sattelpunktprobleme

7.3.1 Motivation

Sattelpunktprobleme treten auf, wenn ein (quadratrisches) Minimierungsproblem unter einer (linearen)
Nebenbedingung gelost werden. Seien X und M Hilbertrdume und a : X X X - Rund b: X x M — R
stetige Bilinearformen und a symmetrisch. Seien weiter [ € X’ und g € M’. Definiere das quadratische
Funktional J und die zuldssige Menge X (g) durch

J(u) = %a(u,u) —l(u) (7.14)
X(g) = {ueX|[b(uq)=glqg) VqeM} (7.15)

und betrachten die Aufgabe, einen Minimierer u des Problems

min J(u 7.16
in (u) (7.16)

zu finden®. Um dieses (quadratische) Minimierungsproblem zu l6sen, fithren wir das Langrangefunktional
L ein durch
L:XxM—R, L(u, A) == J(u) + [b(u, A) —g(N)]. (7.17)

Wir bemerken:
J(u) = L(u, \) VAXeM VYue X(g). (7.18)

Diese Beobachtung motiviert das folgende Vorgehen, um das Minimierungsproblem (7.16) zu 1sen:
1. Finde fiir jedes A € M einen Minimierer uy € X von L(-, \).

2. Suche anschlielend \ € M derart, dafl das zugeordnete u) aus dem ersten Schritt die Nebenbedin-
gung uy € X(g) erfiillt. Ein so gefundenes u) mufl dann eine Loésung von (7.16) sein (siche auch
Lemma 7.13 unten).

Dieses Vorgehen kann man wie folgt als Gleichungssystem schreiben: Finde (u, ) € X x M so, daf

a(u,v) +b(v,\) = I(v) Yo e X (7.19a)
b(u, 1) = g9(n)  YueM (7.19b)
Hier ergibt sich die Gleichung (7.19a) aus dem ersten Schritt (die Bestimmung der unrestringierten Mini-
mierer uy) und (7.19b) aus dem zweiten Schritt (die Forderung nach uy € X(g)). Es ist hervorzuheben,
dafl es an dieser Stelle nicht klar ist, dal das Sattelpunktproblem (7.19) eine Losung (u, A) hat, selbst

wenn das urspriingliche Problem (7.16) eine Losung u € X (g) hat.
Um den Zusammenhang zwischen Losungen von (7.16) und (7.19) zu kldren, bemerken wir:

Lemma 7.13 Sei die stetige Bilinearform a : X x X — R symmetrisch und zusdtzlich positiv semidefinit,
d.h. a(v,v) > 0 fir allev € X. Dann gilt: Eine Losung (u, A) von (7.19) erfillt die Sattelpunktbedingung

L(u,p) < L(u, A) < L(v,N) V(v,pu) € X x M (7.20)
und u ist eine Lisung des Minimierungsproblems (7.16).

Beweis: Fiir eine Losung (u, A) von (7.19) rechnen wir nach:

L(u, ) 719 L(u, A) YueM
1
Lv,\) = L(u,/\)+§a(u—v,u—v) Vv e X.
—_—

>0

3wir lassen zunichst Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen auBer Betracht
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Daraus ergibt sich die Sattelpunkteigenschaft (7.20) der Losung (u, A). Die Komponente u € X ist eine
Losung des Minimierungsproblems, denn aus (7.18) und (7.20) folgt fiir jedes v € X(g) C X:

(7.18) (7.20) (7.18)

Jw) =" Lu,N) < Lv,N) J(v).

d

Das Sattelpunktproblem (7.19) kann natiirlich auch in Operatorform geschrieben werden. Seien hierzu
die (stetigen, linearen) Operatoren A : X — X’ und B : X — M’ definiert durch

(Az,y)x'xx = a(x,y) Vo, y € X
Bz, yymrxmu = blz,y) Vee X, yeM

Dann ist (7.19) dquivalent zum Problem: Finde (u, A) € X x M, so dafl

(5™)(0)-(0)

Ubung 7.14 Sei A € R™*" symmetrisch, positiv semidefinit. Sei B € R™ ™ (mit m < n), | € R”,
g € R™. Sei u € R ein Minimierer von

. 1
min  —u' Au—1"u.
uER":Bu=g
Zeigen Sie:

(a) Es existiert ein Langrangemultiplikator A € R™, so daf folgendes LGS erfiillt ist:

(2°)()-(1)

(b) (Eindeutigkeit von u) Falls A SPD auf KerB ist, dann ist der Minimierer u eindeutig.

(c) (Eindeutigkeit von A) X ist eindeutig bestimmt, falls A SPD auf KerB ist und KerBT = {0} ist.
Zeigen Sie: KerBT = {0}, falls B vollen Rang hat.

7.3.2 abstrakte Existenztheorie fiir Sattelpunktprobleme

Die Losbarkeit des Sattelpunktproblems (7.19) ist nicht offensichtlich und erfordert Bedingungen an die
Bilinearformen a und b. Eine Moglichkeit ist, die beiden Gleichungen in (7.19) in ein auf X x M gestelltes
Variationsproblem zusammenzufassen:

Ubung 7.15 Zeigen Sie: (u, \) € X x M ist Losung des Sattelpunktproblems (7.19) genau dann, wenn
es Losung des folgende Variationsproblems ist:

Finde (u,\) € X x M s.d. B((u, ), (v, 1)) := a(u, v)+b(v, \)+b(u, ) = 1((v, ) :=l(v)+g(p) V(v,p) € XxM.
a

Ubung 7.15 zeigt, da8 wir Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des Sattelpunktproblems (7.19) mit
Satz 7.1 beantworten konnten*. Die spezielle Struktur von (7.19) erlaubt uns jedoch, Losungtheorie fiir
(7.19) direkt anzugehen:

4Details im Appendix
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Satz 7.16 Seien X, M Hilbertrdume, a : X x X - R, b: X x M — R stetige Bilinearformen. Es gebe
a, v> 0, so daf

a(u,u) oljul|% Vu € KerB = {u € X |b(u, ) =0 Yu e M}, (7.22)
[b(u, )|

0#pEM 0£ye X M

Y

V

v > 0. (7.23)

Dann existiert fiir jedes | € X' und g € M’ eine eindeutige Losung (u,\) € X x M wvon (7.19), und es
gilt

IN

| L/
Julx wx+{u lgllar
« Y

(%

L/ lal
AM_—Q+—-mm+—MM.
Y « v

Beweis: Wir werden in Schritten 1-3 die Existenz einer Losung zeigen sowie die Abschétzungen. In
Schritt 4 zeigen wir dann die Eindeutigkeit.

1. Schritt: Wir erinnern daran, dafl wir das Sattelpunktproblem in der Form (7.21) schreiben kénnen.
Aufgrund der inf-sup-Bedingung (7.23) liefert Satz 7.7, dafl der Operator BT injektiv ist, dal B surjektiv
ist und daf} es ein uy € (KerB)* gibt, so daB

A

Bug=g  und  rluollx <|[Buolar = llgllar-

2. Schritt: Wir machen nun fiir die gesuchte Losung u den Ansatz v = u + ug. Das Sattelpunktproblem
(7.19) ist dann dquivalent zum Auffinden der Losung (u, A) € X x M von

a(u,v) +b(v,\) = 1(v) —alug,v) Yo e X (7.24a)
b(w, ) =0 Ve M. (7.24b)

Wir definieren nun u € KerB C X als Losung von
Finde © € KerB s.d. a(u,v) = l(v) — a(up,v) Vv € KerB. (7.25)

Diese Losung existiert (und ist eindeutig), denn a ist nach (7.22) koerziv auf dem abgeschlossenen
Unterraum KerB, so daf§ der Satz von Lax-Milgram (Satz 2.17) anwendbar ist. Zudem erhalten wir

1

_ 1 llall
ullx < =[x + llallllwollx] < = [Hlx + —llgllar
a a 5

3. Schritt: Wir bemerken, dafi die obige Wahl von % automatisch die Nebenbedingung (7.24b) erfiillt.
Wir konstruieren nun A € M so, dafl auch (7.24a) gilt. Offensichtlich muf3 \ folgendes Problem lésen:

Finde A € M s.d. b(v, A) = l(v) — a(ug,v) — a(u,v) YoeX (7.26)

=:'(v)

In Operatorschreibweise ist dies BT A = I’. Diese Gleichung ist nach Satz 7.7, (i) losbar, falls I’ € (KerB)°.
Nun ist nach (7.25) I'(v) = 0 fiir alle v € KerB, d.h. I’ € (KerB)°. Nach Satz 7.7 ist (7.26) also losbar,
und es gilt

YA < 1 < N2l + llall luollx + llall 1l x (7.27)

Insgesamt haben wir mit (u, \) = (up + @, A) eine Losung von (7.19) konstruiert. Zusammenstellen der
Abschitzungen liefert die behaupteten Abschétzungen fiir v und .
4. Schritt: Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Losung von (7.19). Sei (u, \) € X x M Lésung von

a(u,v) +b(v,\) = 0 YveX
bu, w) =0 Yu e M.
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Aus der zweiten Gleichung folgt u € KerB. Die Wahl v = u in der ersten Gleichung liefert damit

a(u,u) + b(u, \) =0.
——
=0 wegen u € KerB

Also a(u,u) = 0 und u € KerB. Die geforderte Koerzivitét von a auf KerB in (7.22) erzwingt damit
u = 0. Damit ergibt sich BT A\ = 0. Dies impliziert A = 0, weil (wie oben gesehen) die inf-sup-Bedingung
(7.23) die Injektivitit von BT impliziert. O

Ubung 7.17 Sei A € R"*" und B € R"™*". Sei A positiv definit auf KerB. Definiere
A BT
Bi= ( B 0 )

Zeigen Sie: Die Matrix B ist regulir genau dann wenn BT die folgende inf-sup-Bedingung erfiillt:

inf sup v Bu>0
loll2=1||u|,=1

7.3.3 FEM fiir Sattelpunktprobleme (gemischte Methoden)

Um eine FEM-Diskretisierung von (7.19) zu erhalten, w&hlt man Teilrdume Xnx C X und My C M und
betrachtet das Problem: Finde (ux, Any) € Xn x My, so dafl

a(un,v) +bv,Ay) = 1(v) Yo e Xy (7.28a)
b(un, 1) = g(p)  VmeMy (7.28Db)

Durch Wahl von Basen der Rdume Xy und My ist (7.28) dquivalent zu einem LGS der Form

(5" )()-(%) 029

wobei A € RAmMXyxdimXy B ¢ RdimMyxdimXn otc T gsbarkeit dieses LGS ist nicht automatisch
gegeben sondern nur unter geeigneten Annahmen an die Bilinearformen a, b und die Teilriume Xy, My
(siehe Satz 7.19 unten). Daf} tatséichlich Bedingungen zu stellen sind, zeigt folgendes Beispiel.

Ubung 7.18 Betrachte den Fall g = 0. Dann liegt es vom Approximationsstandpunkt aus nahe, den
Raum Xy C Ker B zu wiihlen. Uberlegen Sie sich, dafl dann (fiir beliebiges My C M) der Lagrange-
multiplikator Ay in (7.28) nicht eindeutig sein kann. Damit ist die eindeutige Losbarkeit von (7.29) nicht
gegeben. O

Satz 7.19 Seiena: X X X - R undb: X x M — R stetige Bilinearformen auf den Hilbertrdumen X
und M. Seien Xy C X und My C M abgeschlossene Teilrdume. Definiere

KerBy :={z € Xn|b(z,n) =0  Vp e My}

Gelte fiir an, ynv > 0 die Abschitzungen

Y

a(u, u) an||lull% Vu € KerBy (7.30)

_ b(u, A)
inf Sup
0AXEMN ozuexy [|Ullx|[Allae

Y

v >0 (7.31)

Dann gilt: fir jedes | € X' und g € M’ hat (7.28) eine eindeutige Lisung (un, \n) € Xn X My und es
gelten die Abschdtzungen

| AR

luvllx < —z||Xf+—(1+— lgllar
an YN anN
1 a a

Pl < —(1+—' ')(nuw—” ”|g||M,).
YN an YN
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Beweis: Wende Satz 7.16 mit den beiden Hilbertrdumen (Xn, | - [l x), (M, || - ||ar) an

Wir wenden uns nun dem Approximationsfehler (v — uy, A — Ay) zu

Satz 7.20 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 7.19. Sei (un,An) € Xy X My Ldsung von (7.28)
und (u, \) € X x M Lésung von (7.19). Dann gilt:

lu—un|x

A= Anllm

IN

IN

=

o el

(o2

inf ||\

nEMN

) ing = ol

a
~ o + %||uuN|x

f —
an b A=l

Beweis: 1. Schritt: Aus den Gleichungen fiir (u, A) und (un, Ay) erhalten wir die folgenden Orthogona-
litdtsbeziehungen:

a(u —un,vn) +blon, A=Ay) = 0

b(u — un, 1N

Yoy € Xn

VMN e Mnp.

(7.32a)
(7.32b)

2. Schritt: (Abschitzung fir A — Ay): Sei uny € My beliebig. Dann gilt wegen der diskreten inf-sup-
Bedingung (7.31)

WNIAN = pn || m

Also erhalten wir mit der Dreiecksungleichung |A — An|lar < [|A — pn||ar + | A — | ar, daBl

IN

0AvNEXN
< PIHIA = pnlla + llal Ju = unl|x-

A

1A —An

und behaupten:

lu —un|x

|b(vn, AN — fin )] (7.32a)

sup

< lall
9% llu—
’YN

Zn(g) = {v € XN |b(v, 1) = g(p)

HaH
< 1 _|_ RAREELE
aN J uN

lvnllx

[b(on, A — pun) + a(u — un,vN)]

0#AvNEXN

lonllx

b
N|X+<1+—| |) inf ||/\ ol as-
YN

3. Schritt: (Abschitzung von ||[u — un||x:) Wir definieren den affinen Raum

inf
€Zn(9)

V/LGMN}

un|lx —|— mf

||/\ pn |l

Um dies einzusehen, sei vy € Zn(g) beliebig. Dann ist uy — vy € KerBy. Wegen der diskreten Koerzi-
vitiit (7.30) gilt dann

anlluy —on|k < aluy —vn,uy —vN) =

Nun folgt aus der Orthogonalitit (7.32a) fiir beliebiges uy € My

a(uy — u,uny — V)

und wir erhalten

anlluy —on %

woraus sich

(7.32a)

IAIA

b(uN_’UN7)‘_/1'N)7

a(uy —u,uy —on) +alu — vn,uny — vN)

bun —un, A= An) =bluny —vN, A —pn)+  bluny — N, uN — AN)

=owg. uy —un € KerBy

b(uN —’UN,)\ —MN) +a(u — UN,UN —’UN)

ol lun — vnlIx[IA = pxllar + llafl [lu —vn | x [lun — on]x,

a
u—un|lx < llu—onlx +[lov —un|x < (1 + %) u—vnllx +
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ergibt. Weil vy € Zn(g) und uny € My beliebig waren, ergibt sich die Behauptung.
4. Schritt: Wir schiitzen nun inf, ¢z (o) v — vn||x ab und behaupten

. b .
inf  JJu—wylx < <1+u) inf |lu—on]x.
wNEZN(g) YN ) vNEXN

Hierzu sei vy € X beliebig. Wir betrachten das Problem:
Finde ry € Xy s.d. b(ry, pun) = blu — vn, un) Yun € My.

Wie im Beweis des 1. Schrittes von Satz 7.16 sehen wir, daf3 dieses Problem eine Lésung hat, und es gilt

b(u — vy,
wllrnllx < sup [b(u = vn, )|

< B[] Ju — v ||x-
pedy  llullnm

Weiter ist b(ry + v, ) = b(u, p) = g(p) fur alle p € My. Also ist ry + vy € Zn(g). Damit ergibt sich

inf flu—wlx <|lu—(ry+on)lx < llu—ovnlx +

o] o]
—Ju—vnllx < {14+ — ) lu—ovn|x.
weZN(g) YN YN

Da vy € Xy beliebig war, folgt die gewiinschte Behauptung. O

Bemerkung 7.21 Die diskrete inf-sup-Konstante vy hingt von der Wahl der Rdume Xy und My ab
(wir diskutieren das unten genauer). In der Praxis kann es deshalb passieren, dafl vy klein ist (oder
sogar limpy o, yn = 0). Die Fehlerabschiitzung aus Satz 7.20 zeigt, dal der Fehler A — Ay davon stéirker
betroffen ist als der Fehler u—up, denn der ||u—uy||x ist nur ein Faktor 1y von einem Bestapproximati-
onsfehler entfernt, withrend ||A— Ax||as durch einen Faktor (1/yx)? von einem Bestapproximationsfehler
entfernt ist.

Bei vielen Problemen ist die (diskrete) Koerzivitéit von a, (7.30) nicht so schwer zu beweisen—es ist
die diskrete inf-sup-Bedingung (7.31), die groere Anforderungen an die Riume X und My stellt. Die
folgenden zwei Lemmata stellen allgemeine Hilfsmittel zur Verfiigung, um zu priifen, ob ein gegebenes
Paar (Xn, My) von Réumen die diskrete inf-sup-Bedingung (7.31) erfiillt.

Lemma 7.22 (Kriterium von M. Fortin) Seib: X x M — R stetige Bilinearform, die die kontinu-
ierliche inf-sup-Bedingung

. b(u, A)

inf  sup

0ANEM ggex [[ullx[A]ar )

erfillt. Seien X C X und My C M abgeschlossene Teilrdume. Sei Il : X — Xy eine lineare Abbildung
mit

blu—Tu,\) = 0 YA€ My (7.34)
Dann gilt:
) b(u, \) ¥
inf su _ > =——>0.
oM ouercy TullxMr = ™ Cn
Beweis: Sei A € My beliebig. Dann gilt:
(733) b(v, \) (7.34) b(IIv, A
Al < ©.3) (2 Mo, )
0#veEX vl x 0#veX vl x
(7.35) b(IIv, A b(v, A b(v, A
< Cp sup M =Cp  sup (v, ) <Cn sup (v, A)
o£vex M| x o£velmtt ||V]|x ozvexy lvllx

Eine oft eingesetzte Technik, den Projektor II zu erzeugen, wird im folgenden Lemma gemacht:
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Lemma 7.23 Seien I1; : X — Xy, i =1, 2, lineare Abbildungen mit

ITul|x < Cillulx Vu e X
[Ma(Id — My)ullx < Coflullx Vu € X
b(u — Ilsu, )\) = 0 VA e My.

Gelte zudem die kontinuierliche inf-sup-Bedingung (7.33). Dann gilt:

. b(u, \) v
inf sup > .
0£NEMN o0uexy [l x[[Allar — C1+ Co

Beweis: Sei A € M. Definiere IT : X — Xy durch ITu := II5(Id — II; )u 4 ITyu. Dann ist
b(TTu, \) = b(Ia(u — Myu), A) + b(IT1u, A) = b(u — Iyu, \) + b(Ilyu, A) = b(u, ).

Weiter ist
[Mul|x < [[Ha(Id — M)ullx + [Thul|x < (Cr+ C2)l[ullx.

7.4 Stokesproblem

7.4.1 setting

Wir wenden die allgemeine Theorie fiir Sattelpunktproblem auf das folgende Problem: Sei Q C R? ein
Lipschitzgebiet und betrachte das Problem: Finde u = (u1,u2) € Ha () x H}(Q) und p € L*(9), so dafl

-Au+Vp = f in (7.36a)
Viu = 0 inQ (7.36b)

fiir gegebenes f = (f1, fa) T € L%(Q) x L?(€). Hier ist der Operator —A komponentenweise anzuwenden,
d.h. Au = (Aug, Aug) T

Bemerkung 7.24 Physikalisch beschreibt « das Geschwindigkeitsfeld und p den Druck in einer (stati-
ondren) Strémung. Die Inkompressibilititsbedingung V - u = 0 driickt aus, daf ein inkompressibles Fluid
betrachtet wird. Die Gleichung —Au+Vp = f stellt den Impulserhaltungssatz dar. Die Stokesschen Glei-
chungen (7.36) entstehen durch (starke) Vereinfachungen der Navier-Stokesschen Gleichungen und sind
nur angemessen fiir die Beschreibung von z.B. viskosen, langsam flieBenden Stromungen (z.B. Honig). m

Eine schwache Formulierung ergibt sich wie folgt:
/ Vu: Vv — / pV-v = / fo Yo € (H(Q))? (7.37a)
Q Q Q
—/ qV-u = 0 VgeL*Q). (7.37h)
Q

Offensichtlich kann der Druck nur bis auf eine Konstante festgelegt sein—diese wird iiblicherweise so
gewihlt, dafl die Normalisierung fQ p = 0 erreicht wird. Es ist deshalb zweckméflig, den Raum

L3(Q) = {pe L2(Q) | / p=0} (7.38)

einzufithren. Unter der Nebenbedingung (7.38) ist (7.37) dann dquivalent zum Problem: Finde (u,p) €
(HL(Q))? x LE(Q), so daB

a(u,v) +b(v,p) = I(v) Yo € (Hj(Q))? (7.39a)
b(u,q) = 0 Vg€ L}(%), (7.39b)
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Abbildung 7.1: “Checkerboard mode” als Beispiel eines Drucks p € S%°(T) mit b(v,p) = 0 fiir alle
u € (S5 (T))?

wobei
a(u,v) = /Vu:Vv (7.40a)
Q
b(v,p) = —/pV~v (7.40D)
Q

Existenz und Eindeutigkeit fiir das Stokesproblem ergibt sich aus dem folgenden Resultat (in Zusam-
menhang mit Satz 7.16):

Satz 7.25 (deRham) Sei Q Lipschitzgebiet und die Bilinearformen a, b durch (7.40) gegeben. Dann
ezistiert ein v > 0, so daf

. bowl
>~ >0.
0#PELF(Q) 0£ue (HE ()2 ol L2 (o) vl 21 (@)

Bemerkung 7.26 Der Druck iibernimmt die Rolle des Lagrangemultiplikators. Im Prinzip liegt ein
Minimierungsproblem fiir das Geschwindigkeitsfeld u vor, wobei u die Inkompressibilitdtsnebenbedingung
V - u = 0 erfiillen muf.

74.2 FEM

Die FEM fiir (7.39) lautet: Zu Xy C (H}(Q))? und My C L3(Q2) ist (un,pn) € Xar x My gegeben als
Losung des Problems: Finde (un,py) € Xn x My, so daf§

a(un,v) +bv,py) = 1l(v) Yo e Xy (7.41a)
b(un,q) =0 Vg € My. (7.41b)

Aus der allgemeinen Theorie aus Abschnitt 7.3.3 (vgl. insb. Sétze, 7.19, 7.20) wissen wir, dafl die Rdume
Xn und My so gewihlt werden miissen, daf3 die diskrete inf-sup-Bedingung

b
inf  sup (v.p) >y >0 (7.42)

0£pEMN 0zvexy [IPllz2() vl 1 (@)

erfiillt sein muf}. Aus Satz 7.20 sehen wir, daf}; falls die diskrete inf-sup-Bedingung (7.42) gilt, wir
Quasioptimalitit haben. Es bietet sich deshalb an, die Raume Xy und My so zu wéhlen, dafl Bestap-
proximationsfehler

Jof Jlu=vllgie, i =gl
auf die gleiche Konvergenzrate fithren. Dies motiviert z.B. Xy = (S5 (7))? und My = S*°(T) N L3 ()

zu wihlen. Dies Wahl verletzt jedoch die diskrete inf-sup-Bedingung (7.42), wie das folgende Beispiel
zeigt.
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Beispiel 7.27 (Instabiles P;-Py bzw. Q1-Qo-Element) Sei Q = (0,1)? und 7 das uniforme Gitter
bestehend aus n? Vierecken der Seitenléinge h = 1/n. Sei n gerade. Die Knoten des Gitters seien z;; =
(ih, jh), i, 7 = 0,...,n. Die Elemente seien mit K;;, i,7 = 0,...,n — 1 bezeichnet, wobei die Eckpunkte
von K;; die Punkte x;;, ;11 4, Ti j+1, Tit+1,j+1 sind. Betrachte den Druck p* € S%°(T) N L3(Q) gegeben

durch (cf. Fig. 7.1)

*

p

Wir behaupten:

Ki; — (*1)i+j

/p*V~u:O Yu € (Sy!
Q

()%

Somit kann die diskrete inf-sup Bedingung nicht gelten. Um dies einzusehen, schreiben wir v = (v, w)
und vy = v(zk) und wi; = w(xy). Dann ist:

/Kij o M = th*|Kij(V-U)((i+1/2)h, (j+1/2)h)

linear auf K;;

h
2

= S (=17 [Uir1j41 F Vid1 = Vigar = Vig + Wit1 g1 + Wi — Wis1y — Wi,

Wegen u|pn = 0 folgt v;; = w;; = 0 fir ¢ € {0,n} oder j € {0,n}. Elementare Rechnungen zeigen dann:

/QpV-u = Z_:/Kp V-u

. =0.

Bemerkung 7.28 Beispiel 7.27 ist “kiinstlich” im folgenden Sinn: verschiebt man nur einen Knoten ein

bifichen, so ist

inf sup

0PSO ONLI(R) gpe(sity2 1Pz V] ()

b(v,p)

=9y > 0.

Jedoch ist typischerweise vy = O(h), so dafl man nicht mit Konvergenz des Verfahrens rechnen kann

(vergleiche Satz 7.20!).

Es gibt zahlreiche Kombinationen von Riumen Xy zur Approximation des Geschwindigkeitsfeldes und
My zur Approximation des Druckes, die die diskrete inf-sup-Bedingung (7.42) erfiillen. Wir stellen nun

2 solche Kombinationen vor.

Satz 7.29 (Taylor-Hood-artiges Element) Sei T regulire, y-formregulire, affine Triangulierung von

Q. Sei 5
Xy = (S317)

MN Z:S

“UT) N L§(Q).

Dann gilt: Es existiert eine Konstante ¥ > 0, welche nur von der Formregularititskonstante v und dem

Gebiet Q2 abhingt, so dafs

inf

sup
0£PEMN 02ueXar 1Pl z2(0) Ul 71 ()

Beweis: Wir verwenden Lemma 7.23. Hierzu wéihlen II;
komponentenweisen Clémentinterpolanten aus Satz 6.3. Insbesondere gilt dann:

lu — Hyul| 22k

T || 71 )

<
<

b(u, p)

Chi|ull g1 (@)
Cllull g1
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Den Operator Iy definieren wir elementweise durch folgende Bedingungen:

Mu € (S5 (7)) (7.43a)
(Tu)(V) = 0 YV e N(T) (7.43b)
/HQU —u = 0 Ve e E(T). (7.43c)
(&
Man iiberlegt sich leicht, dafl Il existiert und ein linearer Operator ist. Weiter rechnen wir nun nach:
IMaull3e) < chinmun;m < CWE N2y < CRE NI ) = O (122 ) + 12 )

Zusammenfassend erhalten wir
HHQUHHl(K) § C [h;(1||u||L2(K) + |’LL|H1(K)] Yu € (Hl (K))2
Somit ergibt sich
T2 (Id — Iy )ull g () < Chigtllu — hul|p2ix) + Cllu — Tyl g () < Cllull 1@y

Durch Summation iiber alle Elemente ergibt sich damit ||TIo(Id — Iy )ul| g1 () < Cllull g1 (o)
Sei nun p € My C S%9(T) und u € (H())?. Dann gilt:

b(u — Mau, p) Z/pv (u —Tau) = Z/ (u — Tou) - nK—/ Vp (u — Iau) = 0.

KN~~~
=0

=0nach Konstr. von Ily

Ubung 7.30 Falls die exakte Losung (u,p) € (HE(Q))? x L3(Q) hinreichend glatt ist, welche Konver-
genzrate erwarten Sie fiir die Fehler ||u — un|| 1) und ||p — pnllz2(0)? O

Satz 7.31 (MINI-Element) Sei T regulire, v-formregulire, affine Triangulierung von Q. Sei Bs :=
{u e HYQ) |u|k o Fx € span{bs}}, wobei bz die kubische “Blasenfunktion” b3(&,n) := (1 — & —n) auf
dem Referenzdreieck K ist. Sei

2
Xy = (S07(T) + Bs) My = S"Y(T) N LE(Q).

Dann gilt: Es existiert eine Konstante 7 > 0, welche nur von der Formregularititskonstante v und dem
Gebiet Q) abhingt, so daf

inf sup bu.p) 2 5 > 0.

0#PEMN 0£ueX ||p||L2 () ||U||H1

Beweis: Wir verwenden wiederum Lemma 7.23. Sei [Ty wiederum der Clémentinterpolationsoperator aus
Satz 6.3. Den Operator Il definieren wir elementweise wie folgt: Die Blasenfunktionen bg := bz o Fgl
erfiillen suppbyx C K und B3 = span{bx | K € T }. Wir setzen

1
H2U|K = fK—beK< fi Z; )7
wobei u = (u1,us). Dann gilt:
Iy : (Hy () —
Moullr2ry < Cllullpzey VK ET
< Chy'llulle2)y VK €ET.

Bj3 ist ein linearer Operator

(ITow| 1 (xy
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Somit folgt genau wie im Beweis von Satz 7.29, daf [[TIo(Id — Iy )u|| g1 o) < Cllul|g1(q). Weiter ist fiir
p e SHHT):

b(u—Thu,p) — /va-(u—nw):/

agp(u —1hbu) - /Q Vp - (u —Iau)

=0 wg. Randbed.

_ Z / Vp|K (u - qu) Konstrivon 115 0
K~~~

KeT =konst.

Ubung 7.32 Welche Konvergenzraten erwarten Sie fiir das MINI-Element? |

Bemerkung 7.33 Dem Taylor-Hood-artigen Element und dem MINI-Element ist gemeinsam, daf3 ein
“Standardraum” fiir den Druck gewéhlt wird (stiickweise konstante Funktionen oder stetige, stiickweise
lineare Funktionen). Der Raum X fiir das Geschwindigkeitsfeld wird dann hinreichend grof§ gewéihlt,
um die diskrete inf-sup-Bedingung zu gewéhrleisten. Dafl dies im Prinzip geht, folgt aus der Tatsache,
daB Xy € X und My C M und daB die kontinuierliche inf-sup-Bedingung gilt:

inf sup M > inf  sup M > 0.

0#peMn ozuex |Pllmllullx — 0#peM oruex |Ipllmllullx

Satz 7.34 (Taylor-Hood) Sei T requlire, v-formregulire, affine Triangulierung von Q. Sei weiterhin
fiir jedes Element hochstens eine Kante auf 0N). Sei

X o= (8247))’. My = S41(T) 1 13(0).

Dann gilt: Es existiert eine Konstante ¥ > 0, welche nur von der Formregularititskonstante v und dem
Gebiet Q) abhingt, so daf

b
inf sup (u.p) >~ >0.

0#pEMN 0£ue X, ||p||L2(Q)||U||H1(Q)

Beweis: Unser Ziel: zu gegebenem p € My ein u € Xy zu finden, so dafl
b(u,p) > nlpllie)y,  lullaie) < wllple)- (7.44)
Hierzu spalten wir p = p* + (p— p*) auf, wobei p* € S%°(T)NLZ(Q) durch den elementweisen Mittelwert

von p gegeben ist.
1. Schritt: Nach Satz 7.29 existiert eine Konstante v* > 0 und ein u* € Xy, so dafl

* * * * 1 *
b(u P ): Hp ||2L2(Q)7 ||U HHl(Q) < %”p ||L2(Q)- (7-45)
2. Schritt: Wir betrachten nun das Hilfsproblem, ein w € X zu finden, so daf3
~ ~ * ~ 1 *
b(d,p) > Cllp = p* 720y Nl < §Hp —p*llr2() (7.46)

fiir Konstanten, C , 7 > 0, die nur von der Formregularitit von 7 abhéngen. Wir werden diese Abschitzung
im 3. Schritt beweisen. Unter der Annahme, daf (7.45), (7.46) gelten, konnen wir die inf-sup-Bedingung
beweisen: Zu gegebenem p € My machen wir nun den Ansatz u = u* + du fiir das gesuchte u, welches
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(7.44) erfiillen soll; hier ist § > 0 ein Parameter, den wir spiiter noch festlegen werden. Wir berechnen
mittels (7.45), (7.46)

lullm@)y < lullme) +dlllm @) < C [Pz +6lp = P ll2@)] < CA+0)|pllL2(e),

b(u,p) = blu* 4+ du,p) =b(u*,p*) + blu*,p—p*) + §b(u, p)
> P22 — v lar @ llp — p*llz2 @) + 0C P — p*(I72(0)
* 1 * * -~ *
> P22 — %Hp 2@ llp = p*ll22(2) +6C1p = p* (1720

2

< Liip*|2 1 1 1y g
<HIP 25 0 T3 S =P 125

£2(@)
> 0 e + o= e (—325 +40).
Wihlt man nun 6 > 0 so, daf §C = %, so ergibt sich

b(u,p) = C [P 30 + 1P = P 30| = ClIpl3 0
3. Schritt: Wir beweisen nun (7.46). Hierzu nutzen wir p € H*() aus:
b(a.p) =) / ATEEDY / - Vp
KeT 7K KeT /K

Wir definieren nun @ € Sg''(7). Seien hierzu ¢y € S (T) die Hutfunktionen und fiir jede Kante
e € &(T) die Funktion ¢, € S>!(T) die zur Kante e gehérige Kantenfunktion; wir normalisieren ¢, so,
daB p.(m.) =1 ist, wobei m. der Mittelpunkt der Kante e ist. Wir schreiben

U= Y dvev+ D e
VEN(T) e€&(T)
Fiir die Vektoren iy, 2. € R? fordern wir nun:

1. wy = 0 fiir alle V € N(T), d.h. @(V) = 0 fiir alle Knoten V € N (T).

2. fiir jede Kante e wihlen wir eine Orientierung und bezeichnen mit t. den Richtungsvektor (Linge
1) dieser Kanten. Wir setzen dann . := —h2(t. - Vp(m.))t. fiir jede innere Kante e und . :=
0 fiir jede Kante e C 09Q2. Wir bemerken, dafl diese Definition sinnvoll ist, da t. - Vp(m,.) die
Tangentialableitung von p darstellt, welche aufgrund der Stetigkeit von p (p € H'(Q2)!) wohldefiniert
ist.

Damit ist u. elementweise gegeben durch

mK = Z _hg(te : Vp(mE))te‘Pe|K
e€E(K):e 00

und wir kénnen mittels einer inverse Ungleichung wegen (p — p*)|x € P; die Norm von u|x abschiitzen:

l@ll e xe) < Cllll gy <C Y h2IVp(me)| < Chicl|Vpllarey < Cllp = ™2k (7.47)
ecE(K)

Um einzusehen, warum u so gewihlt wurde, bemerken wir, dafl eine einfache Rechnung zeigt:
1
/ e(x)dr = = |K]| Ve € E(K).
K 3
Damit ergibt sich, weil Vp|x konstant ist:

~ 1
~[ @V = gkl e Vpma)t. - Va(m)
K e€E(K):eg 09
1 2 2
= SIKL YRRl Vpim)
ecE(K):eZ 02
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Nach Voraussetzung hat K mindestens zwei innere Kanten. Weil die zugehorigen Tangentenvektoren
linear unabhéngig sind, schliefen wir

- 1
— [ u-Vp=|K| hZlte - Vp(me)|* > BZ|K[|Vp[* > Chi VD72 k-
3 (K)
K e€E(K):eq 00

Wiederum weil Vp|x konstant ist, schlieBen wir weiter mit der 2. Poincaréungleichung ||p — p*|| r2(x) <
Chi||VpllL2(xy. Somit ergibt sich

= [ @ p = Clp -5,
K
Insgesamt erhalten wir also durch Summation iiber alle Elemente:

b(a,p) > Cllp = p*|172(0), [l ) < Cllp =Pl 22(0)- (7.48)

7.5 weitere Bemerkungen zu gemischten Methoden

Gemischte Methoden kénnen auch dann sinnvoll sein, wenn eine Diskretisierung es schwer macht, kon-
forme Elemente zu erzeugen. Wir fithren das am Beispiel der biharmonischen Gleichung vor:

A’y = f auf Q, (7.49a)
u = 0 auf 9Q (7.49b)
Ohu = 0 auf 0Q (7.49¢)

Die “klassische” Variationsformulierung ist:
Finde u € H3(Q), s.d. / Aulv = / fv  Yoe HZQ). (7.50)
Q Q

Will man eine FEM auf (7.50) basieren, so mul man Ansatzriume Xy C HZ(f) konstruieren. Man
iiberlegt sich jedoch recht einfach, daf}, falls X ein Raum von stiickweise glatten Funktionen ist (z.B.
stiickweise Polynome), dann X C C*(Q) sein muf®. Obwohl es moglich ist, H2(2)-konforme Riume zu
konstruieren®, ist die Konstruktion kompliziert und ihr Einsatz unbeliebt. Einfacher ist es, die Variati-

onsformulierung zu #&ndern. Hierzu fithren wir die Zusatzvariable o = —Auw ein. Damit ergibt sich: finde
(u,0) € H3 () x H' (), so daB

Vo -Vuw = / fw Vw € Hy(5), (7.51a)
Q

0 YueHYQ) (7.51b)

<
<
<
S

|

S~

Q
<

I

Q

Ohne auf die FEM-Losungstheorie (und Stabilitéit) fiir dieses gemischte Problem einzugehen, bemerken
wir, daB hier (u,0) € H}(Q) x H*(Q) gesucht wird, so daB fiir die Diskretisierung nur Teilriume von
H}(Q) x H*(Q) benstigt werden.

7.6 Probleme mit Garding-Ungleichung

Bei koerziven Problemen wurde die Stabilitidt des diskreten Problems (im Fall von konformen FEM)
direkt aus der Stabilitit des kontinuierlichen Problems “geerbt”. Beim Stokesproblem mufite die Stabilitéit
des diskreten Problems zusétzlich gefordert werden; sie konnte aus der Stabilitéit des kontinuierlichen
Problems “geerbt” werden, wenn man einen Fortinoperator IT (siche Lemma 7.22) kontruieren konnte.
Wir stellen nun eine weitere Klasse von Problemen vor, fiir die sich die Stabilitdt des kontinuierlichen
Problems ins Diskrete “vererbt”.

Sry € Xn C HZ2(Q) impliziert, daB Vay € HY(Q)—falls Va v stiickweise glatt ist, hatten wir bereits gesehen, daB dies

Vay € C(R2) impliziert.
62.B. das Argyris-Element oder das Hsieh-Clough-Tocher-Element
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Definition 7.35 Seien Xo, X; Hilbertrdume mit kompakter Finbetting X1 C Xo. Fine Bilinearform
a: X1 x X1 — R erfillt eine Gardingungleichung”, falls es Konstanten Cy, Cy > 0 gibt mit

a(u,w) > Cillulk, - Collulk, Ve X,

Bilinearformen a, welche eine Gardingungleichung erfiillen, treten z.B. dann auf, wenn man eine Diffe-
rentialgleichung betrachtet, bei der Terme niederer Ordnung auftreten:

Ubung 7.36 Betrachten Sie

—Au—0b(z) - Vu+c(z)u = [ aufQ,
u = 0 auf 00

Zeigen Sie, dafl die zugehorige Bilinearform eine Gardingungleichung mit X; = H}(Q) und Xo = L?(Q2)
erfiillt.

Wir werden noch folgende Aussage aus der Funktionalanalysis:

Ubung 7.37 Seien X, Y Banachriume und K : X — Y kompakt. Sei (IIy)nyen eine Folge von stetigen
linearen Operatoren Iy : Y — Y mit ||[TIy|| < 1 und Hx — Id punktweise (d.h. limpy_ oo Iyu = u fiir
alle w € Y). Dann gilt:
lim ||(Id _HN)KHY<—X =0.
N —oco

Fiir wohlgestellte Probleme (d.h. der von der Bilinearform a induzierte Operator A ist bijektiv), bei denen
die Bilinearform eine Gardingungleichung erfiillt, folgt schon, daff die (konforme) FEM asymptotisch
quasioptimal ist:

Satz 7.38 Seien X1, Xy Hilbertriume mit kompakter Einbettung X1 C Xg. Erfille a eine Gardingungleichung
und sei der induzierte Operator A : X1 — X1 bijektiv. Sei (Vy)nen C X1 eine Folge von abschlossenen
Unterrdumen mait

lim inf |ju—ov|x, =0 Vu € Xn.
N—ooveVN

Dann gilt: Es ezistiert ein Ny > 0 und eine Konstante v > 0 so daf$ fir alle N > Ny gilt:

inf sup M >7>0
ueVn vevy [lullx, (vl x,
Insbesondere gilt damit fiir N > Ny fiir den FEM-Fehler u — uy:
lall\ .
lu—unlx, <1+ =) inf [lu—v[x,
’}/ veVN

Beweis: Die diskrete inf-sup-Bedingung ergibt sich aus einem Stérungsargument aus der kontinuierlichen
inf-sup-Bedingung. B

1. Schritt: Wir behaupten, daf§ zur Konstanten C7 aus der Gardingunungleichung ein C' > 0 gibt, so
dafl zu jedem u € X; ein v € X3 von der Form v = u + 2z gefunden werden kann mit

a(u,v) = a(u,u+z) > Cillulk, (7.52)
lllx, < Cllullx, (7.53)

Die Wahl von z motivieren wir aus der Gardingungleichung: aus a(u,u) > Cilull%, — Collul/%, ergibt
sich

alu,u+2) = au,u) + alu, 2) = G lull%, — Collull%, +a(u, 2)
Wir wihlen nun z € X; als Losung des (adjungierten) Variationsproblems

Finde z € X1 s.d.  a(w, z) = Co(w, u) x, Yw € X

"Lars Garding, 1919—
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In Operatorschreibweise ist dies:
ATz =Ku,

wobei A : X; — X der von der Bilinearform a induzierte Operator ist und K : X7 — X durch die
Beziehung
(w,Ku)XlXxi = <'LU,C()'U,>XO Yw € X,

charakterisiert wird. Wesentlich sind nun 2 Beobachtungen:
(1) Weil A bijektiv ist, ist auch AT bijektiv (vgl. Ubungsaufgabe) and ||A~T| = [[A~!|
(i) Weil X; C X, kompakt ist, ist der Operator K : X; — X ein kompakter Operator. &
Damit ist die Abbildung A~ "K : X; — X1, welche u auf z abbildet kompakt. Wir erhalten:

a(uv) = a(wutz)> Clul},

lullx, + zllx, < (1 + [ATTK]) Jullx, -

IN

vl x,

2. Schritt: Ziel: zu gegebenem u € Vi soll ein v € Vv konstruiert werden, mit
(&)
2
lollx, < Clulx,

a(u,v)

Y

lull,

Sei Iy : X1 — Vi die Orthogonalprojektion (in X7). Der 1. Schritt legt nahe, zu gegebenem u € Vi
den Ansatz v = u + Iyz zu machen, wobei 2 = A~ TKu aus dem 1. Schritt ist. Dann gilt mit dem
1. Schritt:

a(u,v) = alu,u+2)+a(u,Tlyz = 2) > Cillullk, — llallllullx, | (1d ~TIx)z||x,
Cullull%, — llallx, | (1d —Tv) A~ TK|||ul%,

v

Weil K kompakt ist und A~ T stetig, ist die Verkettung kompakt. Weil nach Voraussetzung Id —IIy
punktweise gegen Null konvergiert (und ||TIy|| gleichmiBig in N beschriinkt ist), folgt nach Ubung 7.37,
daB limpy 0 ||(Id —TIx) A~ TK]|| = 0. Somit existiert ein Ny > 0, welches unabhingig von u ist, so daf
fiir alle N > Ny gilt:

C
a(u,u+Tyz) > 71||u||§(1
Weiters ist fiir v = u+ IIyz € Vy:

lollx, < llullx, + IMvzllx, < llullx, + llzllx < @+ JATTK]]ullx, -

3. Schritt: Damit ist die diskrete inf-sup Bedingung gezeigt. Die Quasioptimalitéit folgt aus Satz 7.12. O

Eine Bilinearform a, welche eine Gardingungleichung erfiillt mufl nicht einen bijektiven Operator A
induzieren. Es gilt jedoch die sog. Fredholmalternative, d.h. Injektivitédt impliziert bereits Bijektivitat.
Wir skizzieren hier dieses klassische Resultat:

Satz 7.39 (Fredholmalternative) Sei a eine stetige Bilinearform auf dem Hilbertraum X1, welche
eine Gardingungleichung erfillt. Sei der induzierte Operator A : X1 — X1 injektiv, d.h.

a(u,v) =0 Yv e Xy = u=0.

Dann gilt: A ist bijektiv.

8Sei (un)n C X1 beschrinkte Folge. Dann existiert eine in Xy konvergente Teilfolge (wieder mit (un)n bezeich-
net). Insbesondere ist dann (u,) Cauchyfolge in Xo. Dann ist (Kun)n Cauchyfolge in X{, denn ||Ku, — Kum||X{ =

Supw:Hwal §1<w7 K(u’ﬂ - uTVL)>X1 xX{ = Supw:HwHXl <1 Co<w7u’ﬂ - U’"L>X0 <Co= Supw:Hw”Xl <1 COIIwIIX()”U’" - U’"L”XO'
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Beweis: Der Satz folgt aus der klassischen Theorie kompakter Operatoren. Die Gardingungleichung ist
a(u, u) > Cilullk, — Collul%,

Betrachtet man die Bilinearform a : X7 x X; — R, welche durch
a(u,v) = al(u,v) + Colu,v) x,

definiert ist, dann induziert diese wegen des Satz von Lax-Milgram einen bijektiven Operator A X >
X. Die Differenz K := A — A : X; — X ist kompakt, denn

(Ku,v)x1xx, = Co(u,v)x,
und X7 C Xy ist kompakt. Damit hat A die Form

A:K—K:K(Id—f&_lK).

Aus der Injektivitdt von A folgt nun dal 1 kein Eigenwert des kompakten Operators A~'K sein kann.

Aus der Theorie kompakter Operatoren (siehe [18, Kap. X, Sec. 5, Thm. 1]), folgt damit, dafi Id —A~'K
ein invertierbarer Operator ist. Damit ist A bijektiv. O
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