
Kapitel 7

FEM für gemischte Probleme

7.1 Variationsformulierungen

Seien X , Y Banachräume über R. Eine Abbildung B : X ×Y → R heißt bilinear, falls für alle x, x′ ∈ X ,
y, y′ ∈ Y , λ ∈ R gilt:

B(x + λx′, y) = B(x, y) + λB(x′, y), B(x, y + λy′) = B(x, y) + λB(x, y′).

Eine solche Bilinearform heißt stetig, falls es eine Konstante C > 0 gibt, so daß

|B(x, y)| ≤ CkxkXkykY ∀x ∈ X, y ∈ Y.

Wir bezeichnen mit

kBk := sup
06=x∈X
06=y∈Y

|B(x, y)|
kxkXkykY

die Norm der Bilinearform B. Wir stellen nun die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit der Variati-
onsformulierung

Finde x ∈ X s.d. B(x, y) = l(y) ∀y ∈ Y (7.1)

zu gegebenem l ∈ Y ′ und gegebener stetiger Bilinearform B. Die Variationsformulierung (7.1) kann
äquivalent in Operatorform umgeschrieben werden, indem wir den linearen Operator B : X → Y ′

einführen durch
B : X → Y ′, x 7→ B(x, ·) (7.2)

B ist ein stetiger linearer Operator mit Norm kBkX→Y ′ = kBk. Somit ist (7.1) äquivalent zu

Finde x ∈ X s.d. Bx = l (7.3)

Es gilt der folgende fundamentale Satz

Satz 7.1 (inf-sup Bedingung/BB-BedingungLBB-Bedingung) Sei X ein Banachraum, Y ein re-
flexiver Raum. Sei B : X × Y → R eine stetige Bilinearform und B der durch (7.2) definierte lineare
Operator. Dann sind die folgenden beiden Aussagen äquivalent:

(i) B : X → Y ′ ist bijektiv und B−1 : Y ′ → X ist ein stetiger linearer Operator mit kB−1kY ′→X ≤ 1/γ.

(ii)

inf
06=x∈X

sup
06=y∈Y

B(x, y)

kxkXkykY
≥ γ > 0 “inf-sup Bedingung” (7.4)

∀0 6= y ∈ Y sup
06=x∈X

B(x, y)

kxkX
> 0 “Nicht-degeneriertheitsbedingung”. (7.5)
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Beweis: “=⇒ ”: Sei B bijektiv mit kB−1kY ′→X ≤ 1/γ. Um (7.4) einzusehen, sei 0 6= x ∈ X . Dann ist

kxkX = kB−1BxkX ≤ kB−1kY ′→XkBxkY ′ ≤ 1

γ
kBxkY ′

und somit

1 ≤ 1

γ

kBxkY ′

kxkX
=

1

γkxkX
sup

06=y∈Y

hBx, yiY ′×Y

kykY
=

1

γkxkX
sup

06=y∈Y

B(x, y)

kykY
=

1

γ
sup

06=y∈Y

|B(x, y)|
kxkXkykY

.

Dies zeigt (7.4). Um (7.5) einzusehen, sei 0 6= y ∈ Y beliebig gewählt. Nach dem Satz von Hahn-Banach1

existiert ein y′ ∈ Y ′ mit hy′, yiY ′×Y 6= 0. Weil B bijektiv ist, existiert ein x ∈ X mit Bx = y′. Also folgt
B(x, y) = hBx, yiY ′×Y = hy′, yiY ′×Y 6= 0, was die gewünschte Behauptung liefert.
“⇐= ”: Wir gehen in mehreren Schritten vor.
1. Schritt:Wegen der Stetigkeit vonB istB : X → Y ′ ein stetiger linearer Operator mit kBkX→Y ′ ≤ kBk.
2. Schritt: Behauptung: B ist injektiv und es gilt

γkxkX ≤ kBxkY ′ ∀x ∈ X. (7.6)

Diese Abschätzung folgt aus (7.4) aus

kBxkY ′ = sup
06=y∈Y

hBx, yiY ′×Y

kykY
= sup

06=y∈Y

B(x, y)

kykY
≥ γkxkX .

3. Schritt: Behauptung: Das Bild von B ist abgeschlossen in Y ′. Um dies einzusehen, sei (xn)n∈N ⊂ X
eine Folge mit Bxn → y′ ∈ Y ′. Also ist (Bxn)n∈N als konvergente Folge eine Cauchyfolge. Wegen (7.6)
folgt

γkxn − xmkX ≤ kB(xn − xm)kY ′ = kBxn −BxmkY ′ ∀n,m ∈ N.

Somit ist auch (xn)n∈N eine Cauchyfolge. Aus der Vollständigkeit von X folgt somit die Existenz eines
x ∈ X mit limn→∞ xn = x. Die Stetigkeit von B impliziert damit

y′ = lim
n→∞

Bxn = B lim
n→∞

xn = Bx,

d.h. y′ ∈ ImB. Somit ist ImB abgeschlossen.
4. Schritt: es muß nur noch die Surjektivität gezeigt werden, da für stetige lineare Operatoren die Bi-
jektivität auch die Stetigkeit des inversen Operators impliziert (Satz von der offenen Abbildung). Dies
geschieht z.B. durch Widerspruch. Falls ImB 6= Y ′, dann existiert ein y′ ∈ Y ′ \ ImB. Weil ImB ein
abgeschlossener Unterraum von Y ′ ist, existiert nach einem Trennungsatz von Hahn-Banach (siehe z.B.
[14, Thm. 3.5] oder [18, Cor. zu Thm. 3, Chap. IV, Sec. 6]) ein lineares Funktional 0 6= y ∈ Y (hier findet
die Annahme, daß Y reflexiv ist, Anwendung) mit

hy,BxiY ×Y ′ = 0 ∀x ∈ X, hy, y′iY ×Y ′ = 1.

Insbesondere impliziert dies
0 = hy,BxiY ×Y ′ = B(x, y) ∀x ∈ X

was in Widerspruch zu (7.5) steht. ✷

finis 30.Stunde
finis 31.Stunde

Übung 7.2 (a) Sei B ∈ Rn×m und k · k2 die euklidische Norm auf Rn, Rm. Zeigen Sie:

inf
kuk2=1

sup
kvk2=1

uTBv > 0 ⇐⇒ KerBT = {0}

∀v 6= 0 : sup
kuk2=1

uTBv > 0 ⇐⇒ KerB = {0}

1der Fall Y = Hilbertraum ist besonders einfach
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(b) Sei nun n = m. Zeigen Sie:

inf
kuk2=1

sup
kvk2=1

uTBv ≥ γ > 0 =⇒ kB−1k ≤ γ−1.

✷

Übung 7.3 Weil von Y lediglich die Reflexivität gefordert wird, verwendet der Beweis von Satz 7.1 den
(recht abstrakten) Satz von Hahn-Banach. Man überlege sich die Argumente für die einfachere Situation,
daß Y ein Hilbertraum ist. ✷

Bemerkung 7.4 Der Beweis von Satz 7.1 zeigt: Die “inf-sup”-Bedingung (7.4) garantiert die Injektivität
des Operators B und die Abgeschlossenheit von ImB. Die Bedingung (7.5) stellt sicher, daß ImB = Y ′.
Wird die Bedingung (7.5) nicht gefordert, dann kann ImB = ImB ( Y ′ gelten. Das Bild ImB kann jedoch
durch KerB⊤ charakterisiert werden. Diese Charakterisierung (in der Literatur unter dem Stichwort
“Satz vom abgeschlossenen Bild” geführt) wird im folgenden Lemma 7.5 vorgenommen und kann man
als Verallgemeinerung des folgenden Resultats aus der linearen Algebra gesehen werden (für einen Beweis

siehe S. 76): Für A ∈ Rn×m gilt ImA =

KerA⊤�⊥.

Lemma 7.5 Seien X, Y reflexive Räume, B : X × Y → R stetige Bilinearform. Definiere B und den
adjungierten Operator B⊤ : Y → X ′ durch

B : X → Y ′, hBx, yiY ′×Y = B(x, y) ∀y ∈ Y (7.7a)

B⊤ : Y → X ′, hB⊤y, xiX′×X = B(x, y) ∀x ∈ X. (7.7b)

Definiere weiter die Mengen

KerB := {x ∈ X |B(x, y) = 0 ∀y ∈ Y } (7.8a)

KerB⊤ := {y ∈ Y |B(x, y) = 0 ∀x ∈ X} (7.8b)

(KerB)◦ := {x′ ∈ X ′ | hx, x′iX×X′ = 0 ∀x ∈ KerB} (7.8c)

(KerB⊤)◦ := {y′ ∈ Y ′ | hy, y′iY×Y ′ = 0 ∀y ∈ KerB⊤} (7.8d)

Dann gilt:

(i) B, B⊤ sind stetige lineare Operatoren mit kBkX→Y ′ = kB⊤kY→X′ = kBk

(ii) Falls ImB abgeschlossen in Y ′ ist, so gilt ImB = ImB = (KerB⊤)◦

(iii) Falls ImB⊤ abgeschlossen in X ′ ist, so gilt ImB⊤ = ImB⊤ = (KerB)◦

Beweis: ad (i): Die Linearität von B, B⊤ ist klar. Für die Berechnung der Norm bemerken wir

kB⊤kY→X′ = sup
06=y∈Y

kB⊤ykX′

kykY
= sup

06=y∈Y
sup

06=x∈X

hB⊤y, xiX′×X

kxkXkykY
= sup

06=y∈Y
sup

06=x∈X

hBx, yiY ′×Y

kxkXkykY
= kBk.

ad (ii): Wir zeigen ImB ⊂ (KerB⊤)◦. Sei y ∈ KerB⊤ und x ∈ X . D.g.:

hBx, yiY ′×Y = B(x, y) = hx,B⊤yiX×X′ = 0.

Also gilt für jedes x ∈ X , daß Bx ∈ (KerB⊤)◦.
Wir zeigen nun (KerB⊤)◦ ⊂ ImB. Hierzu nehmen wir die Existenz eines y′ ∈ (KerB⊤)◦ an mit

y′ 6∈ ImB = ImB. Nach einem Trennungssatz von Hahn-Banach und der Voraussetzung, daß Y reflexiv
ist (vgl. den Beweis von Satz 7.1!) erhalten wir die Existenz eines y ∈ Y mit

hy, y′iY×Y ′ 6= 0 und hy,BxiY ×Y ′ = 0 ∀x ∈ X.

Aus der zweiten Bedingung sehen wir y ∈ KerB⊤. Aus y′ ∈ (KerB⊤)◦ folgt somit hy, y′iY×Y ′ = 0, was
den gewünschten Widerspruch erzeugt.
ad (iii): analog zum Beweis von (ii). ✷
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Übung 7.6 Der Beweis beruht wieder auf einem Hahn-Banach-Argument. Man überlege sich, wie die
Argumente im Falle von Hilberträumen X , Y aussehen. Insbesondere überlege man sich, wie die Anni-
hilatoren (KerB)◦ und (KerB⊤)◦ als orthogonale Komplemente der Kerne KerB und KerB⊤ verstanden
werden können.

Satz 7.7 Seien X, Y Hilberträume, B : X × Y → R stetige Bilinearform. Sei γ > 0 so, daß

inf
06=x∈X

sup
06=y∈Y

|B(x, y)|
kxkXkykY

≥ γ > 0.

Dann gilt:

(i) (a) B : X → Y ′ is injektiv

(b) γkxkX ≤ kBxkY ′ für alle x ∈ X

(c) ImB ist abgeschlossen, und es gilt ImB = ImB = (KerB⊤)◦

(ii) (a) B⊤ : Y → X ′ ist surjektiv

(b) kB⊤ykX′ ≥ γkykY ∀y ∈ (KerB⊤)⊥ := {y ∈ Y | hy, zi = 0 ∀z ∈ KerB⊤}
(c) Für jedes x′ ∈ X ′ existiert ein eindeutiges y ∈ (KerB⊤)⊥ mit B⊤y = x′ und γkykY ≤ kx′kX′ .

Beweis: ad (i): (ia) folgt aus (ib). Die Behauptung (ib) wurde bereits im Beweis von Satz 7.1 gezeigt.
Die Aussage (ic) folgt aus Lemma 7.5.
ad (ii): Wir beginnen mit (iib). Sei hierzu y ∈ (KerB⊤)⊥. Fassen wir y als Element von Y ′ (völlig
kanonisch durch hy, ·i)2 auf, so bemerken wir y ∈ (KerB⊤)◦. Nach Lemma 7.5 ergibt sich somit die
Existenz eines x ∈ X mit Bx = y. Weiter haben wir aus (ib), daß γkxkX ≤ kykY . Damit erhalten wir

kyk2Y = hy, yi = hy,Bxi = B(x, y) = hB⊤y, xiX′×X ≤ kB⊤ykX′kxkX ≤ kB⊤ykX′

1

γ
kykY ,

was die gewünschte Behauptung (iib) liefert. Wir zeigen nun (iia): Genau wie im Beweis von Satz 7.1 sieht
man, daß die Abschätzung auf (iib) die Abgeschlossenheit von ImB⊤ nach sich zieht. Weiter folgt aus der
Injektivität von B, daß KerB = {0}, d.h. (KerB)◦ = X ′. Aus Lemma 7.5 folgt somit die Surjektivität
von B⊤, d.h. (iia). Aussage (iic) folgt aus (iib). ✷

7.2 FEM: Petrov-Galerkin Methoden

Die Diskretisierung von (7.1) erfolgt durch Ersetzen der RäumeX , Y durch endlich-dimensionale Teilräume
XN ⊂ X und YN ⊂ Y . Man erhält dann das Galerkin-Petrov-Verfahren

Finde xN ∈ XN s.d. B(xN , y) = l(y) ∀y ∈ YN . (7.9)

(7.9) ist äquivalent zum Lösen ein LGS, wenn Basen der Räume XN und YN gewählt werden (vgl. das
Vorgehen in Abschnitt 2.3.2). Sinnvollerweise wird man dimXN = dim YN verlangen. Über die eindeutige
Lösbarkeit des Problems (7.9) gibt der folgende Satz Auskunft:

Satz 7.8 Seien X, Y Hilberträume, XN ⊂ X und YN ⊂ Y Teilräume mit

dimXN = dim YN = N < ∞. (7.10)

Sei B : X × Y → R eine stetige Bilinearform. Sei γN > 0, so daß die diskrete inf-sup-Bedingung

inf
06=x∈XN

sup
06=y∈YN

|B(x, y)|
kxkXkykY

≥ γN > 0 (7.11)

gilt. Dann gilt: Für jedes l ∈ Y ′ ist (7.9) eindeutig lösbar, und die Lösung xN ∈ XN von (7.9) erfüllt

kxNkX ≤ 1

γN
klkY ′ . (7.12)

2eine formal ganz korrekte Formulierung des Beweises würde den Rieszschen Isomorphismus iY : Y → Y ′, y 7→ hy, ·i
einführen
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Beweis: Durch Festlegen von Basen von XN und YN ist (7.9) äquivalent zum Lösen eines LGS der Form
BNx = l mit BN ∈ RN×N und l ∈ RN . Die diskrete inf-sup-Bedingung (7.11) impliziert KerBN = {0},
so daß BN regulär ist. Also ist die eindeutige Lösbarkeit von (7.9) gegeben. Die Abschätzung (7.12)
ergibt sich aus

γNkxNkX ≤ sup
06=y∈YN

|B(xN , y)|
kykY

= sup
06=y∈YN

|l(y)|
kykY

≤ klkY ′ .

✷

Bemerkung 7.9 In Satz 7.8 ist die Bedingung (7.11) offensichtlich das Analogon zu (7.4). Die Bedin-
gung (7.5) aus Satz 7.1 (welches im Wesentlichen die Surjektivität garantierte) von wird im endlich-
dimensionalen Fall von Satz 7.8 durch ein Dimensionsargument ersetzt.

Bemerkung 7.10 Im Fall von koerziven Bilinearformen a wie sie in Kapitel 2 betrachtet wurden, ver-
erbte sich die Koerzivität von a aufX ins Endlichdimensionale, d.h. a eingeschränkt auf TeilräumeXN ist
wiederum koerziv mit der selben Koerzivitätskonstante. Dies unterscheidet den koerziven Fall aus Kapi-
tel 2 vom hier betrachteten Fall (7.1): Selbst wenn der Operator B die kontinuierliche inf-sup-Bedingung
(7.4) erfüllt, ist die diskrete inf-sup-Bedingung (7.11) nicht automatisch erfüllt und muß separat sicher-
gestellt werden. In der Praxis bedeutet dies, daß die Räume XN und YN nicht unabhängig von einander
gewählt werden können, wenn die diskrete inf-sup-Bedingung (7.11) erfüllt werden soll.

finis 32.Stunde
Wir wenden uns nun dem Fehler x− xN zu. Hierzu ist wie im Kapitel 2 die Galerkinorthogonalität das
wesentliche Hilfsmittel:

Lemma 7.11 Sei x ∈ X Lösung von (7.1) und xN ∈ XN die durch (7.9) bestimmte Galerkinapproxi-
mation. Dann gilt die Galerkinorthogonalität

B(x− xN , y) = 0 ∀y ∈ YN . (7.13)

Beweis: Folgt durch Subtraktion der Gleichungen (7.1), (7.9). ✷

Der Einfuß der diskreten inf-sup-Konstante γN aus (7.11) kommt sehr klar in der folgenden Fehler-
abschätzung heraus.

Satz 7.12 Seien X, Y Hilberträume, XN ⊂ X und YN ⊂ Y Teilräume. Sei B : X × Y → R stetige
Bilinearform. Es gelte (7.10), (7.11). Sei x ∈ X Lösung von (7.1) und xN ∈ XN Lösung von (7.9).
Dann gilt:

kx− xNkX ≤
�
1 +

kBk
γN

�
inf

zN∈XN

kx− zNkX .

Beweis: Nach Satz 7.8 existiert xN ∈ XN . Sei zN ∈ XN beliebig. Die diskrete inf-sup-Bedingung (7.11)
und die Galerkinorthogonalität (7.13) liefern dann:

γNkxN − zNkX ≤ sup
06=y∈YN

|B(xN − zN , y)|
kykY

= sup
06=y∈YN

|B(x− zN , y)|
kykY

≤ kBkkx− zNkX .

Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich

kx− xNkX ≤ kx− zNkX + kxN − zNkX ≤ kx− zNkX + γ−1
N kBkkx− zNkX ,

was die gewünschte Behauptung liefert. ✷
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7.3 Sattelpunktprobleme

7.3.1 Motivation

Sattelpunktprobleme treten auf, wenn ein (quadratrisches) Minimierungsproblem unter einer (linearen)
Nebenbedingung gelöst werden. Seien X und M Hilberträume und a : X ×X → R und b : X ×M → R
stetige Bilinearformen und a symmetrisch. Seien weiter l ∈ X ′ und g ∈ M ′. Definiere das quadratische
Funktional J und die zulässige Menge X(g) durch

J(u) :=
1

2
a(u, u)− l(u) (7.14)

X(g) := {u ∈ X | b(u, q) = g(q) ∀q ∈ M} (7.15)

und betrachten die Aufgabe, einen Minimierer u des Problems

min
u∈X(g)

J(u) (7.16)

zu finden3. Um dieses (quadratische) Minimierungsproblem zu lösen, führen wir das Langrangefunktional
L ein durch

L : X ×M → R, L(u,λ) := J(u) + [b(u,λ)− g(λ)] . (7.17)

Wir bemerken:
J(u) = L(u,λ) ∀λ ∈ M ∀u ∈ X(g). (7.18)

Diese Beobachtung motiviert das folgende Vorgehen, um das Minimierungsproblem (7.16) zu lösen:

1. Finde für jedes λ ∈ M einen Minimierer uλ ∈ X von L(·,λ).

2. Suche anschließend λ ∈ M derart, daß das zugeordnete uλ aus dem ersten Schritt die Nebenbedin-
gung uλ ∈ X(g) erfüllt. Ein so gefundenes uλ muß dann eine Lösung von (7.16) sein (siehe auch
Lemma 7.13 unten).

Dieses Vorgehen kann man wie folgt als Gleichungssystem schreiben: Finde (u,λ) ∈ X ×M so, daß

a(u, v) + b(v,λ) = l(v) ∀v ∈ X (7.19a)

b(u, µ) = g(µ) ∀µ ∈ M. (7.19b)

Hier ergibt sich die Gleichung (7.19a) aus dem ersten Schritt (die Bestimmung der unrestringierten Mini-
mierer uλ) und (7.19b) aus dem zweiten Schritt (die Forderung nach uλ ∈ X(g)). Es ist hervorzuheben,
daß es an dieser Stelle nicht klar ist, daß das Sattelpunktproblem (7.19) eine Lösung (u,λ) hat, selbst
wenn das ursprüngliche Problem (7.16) eine Lösung u ∈ X(g) hat.

Um den Zusammenhang zwischen Lösungen von (7.16) und (7.19) zu klären, bemerken wir:

Lemma 7.13 Sei die stetige Bilinearform a : X×X → R symmetrisch und zusätzlich positiv semidefinit,
d.h. a(v, v) ≥ 0 für alle v ∈ X. Dann gilt: Eine Lösung (u,λ) von (7.19) erfüllt die Sattelpunktbedingung

L(u, µ) ≤ L(u,λ) ≤ L(v,λ) ∀(v, µ) ∈ X ×M (7.20)

und u ist eine Lösung des Minimierungsproblems (7.16).

Beweis: Für eine Lösung (u,λ) von (7.19) rechnen wir nach:

L(u, µ) (7.18)
= L(u,λ) ∀µ ∈ M

L(v,λ) = L(u,λ) + 1

2
a(u− v, u− v)| {z }

≥0

∀v ∈ X.

3wir lassen zunächst Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen außer Betracht
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Daraus ergibt sich die Sattelpunkteigenschaft (7.20) der Lösung (u,λ). Die Komponente u ∈ X ist eine
Lösung des Minimierungsproblems, denn aus (7.18) und (7.20) folgt für jedes v ∈ X(g) ⊂ X :

J(u)
(7.18)
= L(u,λ)

(7.20)

≤ L(v,λ) (7.18)
= J(v).

✷

Das Sattelpunktproblem (7.19) kann natürlich auch in Operatorform geschrieben werden. Seien hierzu
die (stetigen, linearen) Operatoren A : X → X ′ und B : X → M ′ definiert durch

hAx, yiX′×X = a(x, y) ∀x, y ∈ X

hBx, yiM ′×M = b(x, y) ∀x ∈ X, y ∈ M

Dann ist (7.19) äquivalent zum Problem: Finde (u,λ) ∈ X ×M , so daß

�
A B⊤

B

��
u
λ

�
=

�
l
g

�
. (7.21)

Übung 7.14 Sei A ∈ Rn×n symmetrisch, positiv semidefinit. Sei B ∈ Rm×n (mit m ≤ n), l ∈ Rn,
g ∈ Rm. Sei u ∈ R ein Minimierer von

min
u∈Rn:Bu=g

1

2
u⊤Au− l⊤u.

Zeigen Sie:

(a) Es existiert ein Langrangemultiplikator λ ∈ Rm, so daß folgendes LGS erfüllt ist:

�
A B⊤

B

��
u
λ

�
=

�
l
g

�
.

(b) (Eindeutigkeit von u) Falls A SPD auf KerB ist, dann ist der Minimierer u eindeutig.

(c) (Eindeutigkeit von λ) λ ist eindeutig bestimmt, falls A SPD auf KerB ist und KerB⊤ = {0} ist.
Zeigen Sie: KerB⊤ = {0}, falls B vollen Rang hat.

✷

7.3.2 abstrakte Existenztheorie für Sattelpunktprobleme

Die Lösbarkeit des Sattelpunktproblems (7.19) ist nicht offensichtlich und erfordert Bedingungen an die
Bilinearformen a und b. Eine Möglichkeit ist, die beiden Gleichungen in (7.19) in ein auf X×M gestelltes
Variationsproblem zusammenzufassen:

Übung 7.15 Zeigen Sie: (u,λ) ∈ X ×M ist Lösung des Sattelpunktproblems (7.19) genau dann, wenn
es Lösung des folgende Variationsproblems ist:

Finde (u,λ) ∈ X ×M s.d. B((u,λ), (v, µ)) := a(u, v)+b(v,λ)+b(u, µ) = el((v, µ)) := l(v)+g(µ) ∀(v, µ) ∈ X×M.

✷

Übung 7.15 zeigt, daß wir Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen des Sattelpunktproblems (7.19) mit
Satz 7.1 beantworten könnten4. Die spezielle Struktur von (7.19) erlaubt uns jedoch, Lösungtheorie für
(7.19) direkt anzugehen:

4Details im Appendix
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Satz 7.16 Seien X, M Hilberträume, a : X ×X → R, b : X ×M → R stetige Bilinearformen. Es gebe
α, γ > 0, so daß

a(u, u) ≥ αkuk2X ∀u ∈ KerB = {u ∈ X | b(u, µ) = 0 ∀µ ∈ M}, (7.22)

inf
06=µ∈M

sup
06=u∈X

|b(u, µ)|
kukXkµkM

≥ γ > 0. (7.23)

Dann existiert für jedes l ∈ X ′ und g ∈ M ′ eine eindeutige Lösung (u,λ) ∈ X ×M von (7.19), und es
gilt

kukX ≤ 1

α
klkX′ +

1

γ

�
1 +

kak
α

�
kgkM ′

kλkM ≤ 1

γ

�
1 +

kak
α

��
klkX′ +

kak
γ

kgkM ′

�
.

Beweis: Wir werden in Schritten 1–3 die Existenz einer Lösung zeigen sowie die Abschätzungen. In
Schritt 4 zeigen wir dann die Eindeutigkeit.
1. Schritt: Wir erinnern daran, daß wir das Sattelpunktproblem in der Form (7.21) schreiben können.
Aufgrund der inf-sup-Bedingung (7.23) liefert Satz 7.7, daß der Operator B⊤ injektiv ist, daß B surjektiv
ist und daß es ein u0 ∈ (KerB)⊥ gibt, so daß

Bu0 = g und γku0kX ≤ kBu0kM ′ = kgkM ′.

2. Schritt: Wir machen nun für die gesuchte Lösung u den Ansatz u = eu+ u0. Das Sattelpunktproblem
(7.19) ist dann äquivalent zum Auffinden der Lösung (eu,λ) ∈ X ×M von

a(eu, v) + b(v,λ) = l(v)− a(u0, v) ∀v ∈ X (7.24a)

b(eu, µ) = 0 ∀µ ∈ M. (7.24b)

Wir definieren nun eu ∈ KerB ⊂ X als Lösung von

Finde eu ∈ KerB s.d. a(eu, v) = l(v)− a(u0, v) ∀v ∈ KerB. (7.25)

Diese Lösung existiert (und ist eindeutig), denn a ist nach (7.22) koerziv auf dem abgeschlossenen
Unterraum KerB, so daß der Satz von Lax-Milgram (Satz 2.17) anwendbar ist. Zudem erhalten wir

keukX ≤ 1

α
[klkX′ + kakku0kX ] ≤ 1

α

�
klkX′ +

kak
γ

kgkM ′

�
.

3. Schritt: Wir bemerken, daß die obige Wahl von eu automatisch die Nebenbedingung (7.24b) erfüllt.
Wir konstruieren nun λ ∈ M so, daß auch (7.24a) gilt. Offensichtlich muß λ folgendes Problem lösen:

Finde λ ∈ M s.d. b(v,λ) = l(v)− a(u0, v)− a(eu, v)| {z }
=:l′(v)

∀v ∈ X (7.26)

In Operatorschreibweise ist diesB⊤λ = l′. Diese Gleichung ist nach Satz 7.7, (i) lösbar, falls l′ ∈ (KerB)
◦
.

Nun ist nach (7.25) l′(v) = 0 für alle v ∈ KerB, d.h. l′ ∈ (KerB)◦. Nach Satz 7.7 ist (7.26) also lösbar,
und es gilt

γkλkM ≤ kl′kM ′ ≤ klkX′ + kak ku0kX + kak keukX (7.27)

Insgesamt haben wir mit (u,λ) = (u0 + eu,λ) eine Lösung von (7.19) konstruiert. Zusammenstellen der
Abschätzungen liefert die behaupteten Abschätzungen für u und λ.
4. Schritt: Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Lösung von (7.19). Sei (u,λ) ∈ X ×M Lösung von

a(u, v) + b(v,λ) = 0 ∀v ∈ X

b(u, µ) = 0 ∀µ ∈ M.
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Aus der zweiten Gleichung folgt u ∈ KerB. Die Wahl v = u in der ersten Gleichung liefert damit

a(u, u) + b(u,λ)| {z }
=0 wegen u ∈ KerB

= 0.

Also a(u, u) = 0 und u ∈ KerB. Die geforderte Koerzivität von a auf KerB in (7.22) erzwingt damit
u = 0. Damit ergibt sich B⊤λ = 0. Dies impliziert λ = 0, weil (wie oben gesehen) die inf-sup-Bedingung
(7.23) die Injektivität von B⊤ impliziert. ✷

Übung 7.17 Sei A ∈ Rn×n und B ∈ Rm×n. Sei A positiv definit auf KerB. Definiere

B :=

�
A B⊤

B 0

�

Zeigen Sie: Die Matrix B ist regulär genau dann wenn B⊤ die folgende inf-sup-Bedingung erfüllt:

inf
kvk2=1

sup
kuk2=1

v⊤Bu > 0

7.3.3 FEM für Sattelpunktprobleme (gemischte Methoden)

Um eine FEM-Diskretisierung von (7.19) zu erhalten, wählt man Teilräume XN ⊂ X und MN ⊂ M und
betrachtet das Problem: Finde (uN ,λN ) ∈ XN ×MN , so daß

a(uN , v) + b(v,λN ) = l(v) ∀v ∈ XN (7.28a)

b(uN , µ) = g(µ) ∀µ ∈ MN (7.28b)

Durch Wahl von Basen der Räume XN und MN ist (7.28) äquivalent zu einem LGS der Form
�

A B⊤

B

��
u
p

�
=

�
l
g

�
(7.29)

wobei A ∈ RdimXN×dimXN , B ∈ RdimMN×dimXN etc. Lösbarkeit dieses LGS ist nicht automatisch
gegeben sondern nur unter geeigneten Annahmen an die Bilinearformen a, b und die Teilräume XN , MN

(siehe Satz 7.19 unten). Daß tatsächlich Bedingungen zu stellen sind, zeigt folgendes Beispiel.

Übung 7.18 Betrachte den Fall g ≡ 0. Dann liegt es vom Approximationsstandpunkt aus nahe, den
Raum XN ⊂ KerB zu wählen. Überlegen Sie sich, daß dann (für beliebiges MN ⊂ M) der Lagrange-
multiplikator λN in (7.28) nicht eindeutig sein kann. Damit ist die eindeutige Lösbarkeit von (7.29) nicht
gegeben. ✷

Satz 7.19 Seien a : X ×X → R und b : X ×M → R stetige Bilinearformen auf den Hilberträumen X
und M . Seien XN ⊂ X und MN ⊂ M abgeschlossene Teilräume. Definiere

KerBN := {x ∈ XN | b(x, µ) = 0 ∀µ ∈ MN}.

Gelte für αN , γN > 0 die Abschätzungen

a(u, u) ≥ αNkuk2X ∀u ∈ KerBN (7.30)

inf
06=λ∈MN

sup
06=u∈XN

b(u,λ)

kukXkλkM
≥ γN > 0 (7.31)

Dann gilt: für jedes l ∈ X ′ und g ∈ M ′ hat (7.28) eine eindeutige Lösung (uN ,λN ) ∈ XN ×MN und es
gelten die Abschätzungen

kuNkX ≤ 1

αN
klkX′ +

1

γN

�
1 +

kak
αN

�
kgkM ′

kλNkM ≤ 1

γN

�
1 +

kak
αN

��
klkX′ +

kak
γN

kgkM ′

�
.
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Beweis: Wende Satz 7.16 mit den beiden Hilberträumen (XN , k · kX), (MN , k · kM ) an. ✷

Einführen
der Bili-
nearform
B wie in
Übung 7.15
und Ver-
wenden von
Satz 7.19
liefert wg
Satz 7.1, daß
die diskrete
inf-sup-
Bedingung
mit Kon-
stante ∼ γ2

N

erfuellt ist.
Satz 7.12
liefert dann
eine Fehler-
abschätzung
mit Verstaer-
kungsfaktor
∼ γ−2

N . Fol-
gender Satz
liefert eine
verbesserte
Abschaet-
zung

Wir wenden uns nun dem Approximationsfehler (u − uN ,λ− λN ) zu:

Satz 7.20 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 7.19. Sei (uN ,λN ) ∈ XN ×MN Lösung von (7.28)
und (u,λ) ∈ X ×M Lösung von (7.19). Dann gilt:

ku− uNkX ≤
�
1 +

kak
αN

��
1 +

kbk
γN

�
inf

v∈XN

ku− vkX +
kbk
αN

inf
µ∈MN

kλ− µkM

kλ− λNkM ≤
�
1 +

kbk
γN

�
inf

µ∈MN

kλ− µkM +
kak
γN

ku− uNkX
finis 33.Stunde

finis 34.StundeBeweis: 1. Schritt: Aus den Gleichungen für (u,λ) und (uN ,λN ) erhalten wir die folgenden Orthogona-
litätsbeziehungen:

a(u− uN , vN ) + b(vN ,λ− λN ) = 0 ∀vN ∈ XN (7.32a)

b(u− uN , µN ) = 0 ∀µN ∈ MN . (7.32b)

2. Schritt: (Abschätzung für λ − λN ): Sei µN ∈ MN beliebig. Dann gilt wegen der diskreten inf-sup-
Bedingung (7.31)

γNkλN − µNkM ≤ sup
06=vN∈XN

|b(vN ,λN − µN )|
kvNkX

(7.32a)
= sup

06=vN∈XN

|b(vN ,λ− µN ) + a(u− uN , vN )|
kvNkX

≤ kbk kλ− µNkM + kak ku− uNkX .

Also erhalten wir mit der Dreiecksungleichung kλ− λNkM ≤ kλ− µNkM + kλM − µNkM , daß

kλ− λNkM ≤ kak
γN

ku− uNkX +

�
1 +

kbk
γN

�
inf

µN∈MN

kλ− µNkM .

3. Schritt: (Abschätzung von ku− uNkX :) Wir definieren den affinen Raum

ZN (g) := {v ∈ XN | b(v, µ) = g(µ) ∀µ ∈ MN}

und behaupten:

ku− uNkX ≤
�
1 +

kak
αN

�
inf

vN∈ZN (g)
ku− vNkX +

kbk
αN

inf
µN∈MN

kλ− µNkM .

Um dies einzusehen, sei vN ∈ ZN (g) beliebig. Dann ist uN − vN ∈ KerBN . Wegen der diskreten Koerzi-
vität (7.30) gilt dann

αNkuN − vNk2X ≤ a(uN − vN , uN − vN ) = a(uN − u, uN − vN ) + a(u− vN , uN − vN )

Nun folgt aus der Orthogonalität (7.32a) für beliebiges µN ∈ MN

a(uN − u, uN − vN )
(7.32a)
= b(uN − vN ,λ− λN ) = b(uN − vN ,λ− µN ) + b(uN − vN , µN − λN )| {z }

=0wg. uN − vN ∈ KerBN

= b(uN − vN ,λ− µN ),

und wir erhalten

αNkuN − vNk2X ≤ b(uN − vN ,λ− µN ) + a(u− vN , uN − vN )

≤ kbk kuN − vNkXkλ− µNkM + kak ku− vNkX kuN − vNkX ,

woraus sich

ku− uNkX ≤ ku− vNkX + kvN − uNkX ≤
�
1 +

kak
αN

�
ku− vNkX +

kbk
αN

kλ− µNkM
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ergibt. Weil vN ∈ ZN (g) und µN ∈ MN beliebig waren, ergibt sich die Behauptung.
4. Schritt: Wir schätzen nun infvN∈ZN (g) ku− vNkX ab und behaupten

inf
wN∈ZN (g)

ku− wNkX ≤
�
1 +

kbk
γN

�
inf

vN∈XN

ku− vNkX .

Hierzu sei vN ∈ XN beliebig. Wir betrachten das Problem:

Finde rN ∈ XN s.d. b(rN , µN ) = b(u− vN , µN ) ∀µN ∈ MN .

Wie im Beweis des 1. Schrittes von Satz 7.16 sehen wir, daß dieses Problem eine Lösung hat, und es gilt

γNkrNkX ≤ sup
µ∈MN

|b(u− vN , µ)|
kµkM

≤ kbk ku− vNkX .

Weiter ist b(rN + vN , µ) = b(u, µ) = g(µ) für alle µ ∈ MN . Also ist rN + vN ∈ ZN (g). Damit ergibt sich

inf
w∈ZN (g)

ku− wkX ≤ ku− (rN + vN )kX ≤ ku− vNkX +
kbk
γN

ku− vNkX ≤
�
1 +

kbk
γN

�
ku− vNkX .

Da vN ∈ XN beliebig war, folgt die gewünschte Behauptung. ✷

Bemerkung 7.21 Die diskrete inf-sup-Konstante γN hängt von der Wahl der Räume XN und MN ab
(wir diskutieren das unten genauer). In der Praxis kann es deshalb passieren, daß γN klein ist (oder
sogar limN→∞ γN = 0). Die Fehlerabschätzung aus Satz 7.20 zeigt, daß der Fehler λ− λN davon stärker
betroffen ist als der Fehler u−uN , denn der ku−uNkX ist nur ein Faktor 1γN von einem Bestapproximati-
onsfehler entfernt, während kλ−λNkM durch einen Faktor (1/γN )2 von einem Bestapproximationsfehler
entfernt ist.

Bei vielen Problemen ist die (diskrete) Koerzivität von a, (7.30) nicht so schwer zu beweisen—es ist
die diskrete inf-sup-Bedingung (7.31), die größere Anforderungen an die Räume XN und MN stellt. Die
folgenden zwei Lemmata stellen allgemeine Hilfsmittel zur Verfügung, um zu prüfen, ob ein gegebenes
Paar (XN ,MN ) von Räumen die diskrete inf-sup-Bedingung (7.31) erfüllt.

Lemma 7.22 (Kriterium von M. Fortin) Sei b : X ×M → R stetige Bilinearform, die die kontinu-
ierliche inf-sup-Bedingung

inf
06=λ∈M

sup
06=x∈X

b(u,λ)

kukXkλkM
≥ γ > 0 (7.33)

erfüllt. Seien XN ⊂ X und MN ⊂ M abgeschlossene Teilräume. Sei Π : X → XN eine lineare Abbildung
mit

b(u−Πu,λ) = 0 ∀λ ∈ MN (7.34)

kΠukX ≤ CΠkukX ∀u ∈ X. (7.35)

Dann gilt:

inf
06=λ∈MN

sup
06=u∈XN

b(u,λ)

kukXkλkM
≥ γN :=

γ

CΠ
> 0.

Beweis: Sei λ ∈ MN beliebig. Dann gilt:

γkλkM
(7.33)

≤ sup
06=v∈X

b(v,λ)

kvkX
(7.34)
= sup

06=v∈X

b(Πv,λ)

kvkX
(7.35)

≤ CΠ sup
06=v∈X

b(Πv,λ)

kΠvkX
= CΠ sup

06=v∈ImΠ

b(v,λ)

kvkX
≤ CΠ sup

06=v∈XN

b(v,λ)

kvkX
✷

finis 35.Stunde

Eine oft eingesetzte Technik, den Projektor Π zu erzeugen, wird im folgenden Lemma gemacht:
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Lemma 7.23 Seien Πi : X → XN , i = 1, 2, lineare Abbildungen mit

kΠ1ukX ≤ C1kukX ∀u ∈ X

kΠ2(Id−Π1)ukX ≤ C2kukX ∀u ∈ X

b(u−Π2u,λ) = 0 ∀λ ∈ MN .

Gelte zudem die kontinuierliche inf-sup-Bedingung (7.33). Dann gilt:

inf
06=λ∈MN

sup
06=u∈XN

b(u,λ)

kukXkλkM
≥ γ

C1 + C2
.

Beweis: Sei λ ∈ MN . Definiere Π : X → XN durch Πu := Π2(Id−Π1)u+Π1u. Dann ist

b(Πu,λ) = b(Π2(u −Π1u),λ) + b(Π1u,λ) = b(u−Π1u,λ) + b(Π1u,λ) = b(u,λ).

Weiter ist
kΠukX ≤ kΠ2(Id−Π1)ukX + kΠ1ukX ≤ (C1 + C2)kukX .

✷

7.4 Stokesproblem

7.4.1 setting

Wir wenden die allgemeine Theorie für Sattelpunktproblem auf das folgende Problem: Sei Ω ⊂ R2 ein
Lipschitzgebiet und betrachte das Problem: Finde u = (u1, u2) ∈ H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω) und p ∈ L2(Ω), so daß

−Δu+∇p = f in Ω (7.36a)

∇ · u = 0 in Ω (7.36b)

für gegebenes f = (f1, f2)
⊤ ∈ L2(Ω)×L2(Ω). Hier ist der Operator −Δ komponentenweise anzuwenden,

d.h. Δu = (Δu1,Δu2)
⊤.

Bemerkung 7.24 Physikalisch beschreibt u das Geschwindigkeitsfeld und p den Druck in einer (stati-
onären) Strömung. Die Inkompressibilitätsbedingung ∇ · u = 0 drückt aus, daß ein inkompressibles Fluid
betrachtet wird. Die Gleichung −Δu+∇p = f stellt den Impulserhaltungssatz dar. Die Stokesschen Glei-
chungen (7.36) entstehen durch (starke) Vereinfachungen der Navier-Stokesschen Gleichungen und sind
nur angemessen für die Beschreibung von z.B. viskosen, langsam fließenden Strömungen (z.B. Honig).

Eine schwache Formulierung ergibt sich wie folgt:
Z

Ω

∇u : ∇v −
Z

Ω

p∇ · v =

Z

Ω

fv ∀v ∈ (H1
0 (Ω))

2 (7.37a)

−
Z

Ω

q∇ · u = 0 ∀q ∈ L2(Ω). (7.37b)

Offensichtlich kann der Druck nur bis auf eine Konstante festgelegt sein—diese wird üblicherweise so
gewählt, daß die Normalisierung

R
Ω p = 0 erreicht wird. Es ist deshalb zweckmäßig, den Raum

L2
0(Ω) := {p ∈ L2(Ω) |

Z

Ω

p = 0} (7.38)

einzuführen. Unter der Nebenbedingung (7.38) ist (7.37) dann äquivalent zum Problem: Finde (u, p) ∈
(H1

0 (Ω))
2 × L2

0(Ω), so daß

a(u, v) + b(v, p) = l(v) ∀v ∈ (H1
0 (Ω))

2 (7.39a)

b(u, q) = 0 ∀q ∈ L2
0(Ω), (7.39b)
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Abbildung 7.1: “Checkerboard mode” als Beispiel eines Drucks p ∈ S0,0(T ) mit b(v, p) = 0 für alle
u ∈ (S1,1

0 (T ))2

wobei

a(u, v) =

Z

Ω

∇u : ∇v (7.40a)

b(v, p) = −
Z

Ω

p∇ · v (7.40b)

Existenz und Eindeutigkeit für das Stokesproblem ergibt sich aus dem folgenden Resultat (in Zusam-
menhang mit Satz 7.16):

Satz 7.25 (deRham) Sei Ω Lipschitzgebiet und die Bilinearformen a, b durch (7.40) gegeben. Dann
existiert ein γ > 0, so daß

inf
06=p∈L2

0(Ω)
sup

06=u∈(H1
0 (Ω))2

|b(v, u)|
kpkL2(Ω)kvkH1(Ω)

≥ γ > 0.

Bemerkung 7.26 Der Druck übernimmt die Rolle des Lagrangemultiplikators. Im Prinzip liegt ein
Minimierungsproblem für das Geschwindigkeitsfeld u vor, wobei u die Inkompressibilitätsnebenbedingung
∇ · u = 0 erfüllen muß.

7.4.2 FEM

Die FEM für (7.39) lautet: Zu XN ⊂ (H1
0 (Ω))

2 und MN ⊂ L2
0(Ω) ist (uN , pN) ∈ XM ×MN gegeben als

Lösung des Problems: Finde (uN , pN ) ∈ XN ×MN , so daß

a(uN , v) + b(v, pN ) = l(v) ∀v ∈ XN (7.41a)

b(uN , q) = 0 ∀q ∈ MN . (7.41b)

Aus der allgemeinen Theorie aus Abschnitt 7.3.3 (vgl. insb. Sätze, 7.19, 7.20) wissen wir, daß die Räume
XN und MN so gewählt werden müssen, daß die diskrete inf-sup-Bedingung

inf
06=p∈MN

sup
06=v∈XN

b(v, p)

kpkL2(Ω)kvkH1(Ω)
≥ γN > 0 (7.42)

erfüllt sein muß. Aus Satz 7.20 sehen wir, daß, falls die diskrete inf-sup-Bedingung (7.42) gilt, wir
Quasioptimalität haben. Es bietet sich deshalb an, die Räume XN und MN so zu wählen, daß Bestap-
proximationsfehler

inf
v∈XN

ku− vkH1(Ω), inf
q∈MN

kp− qkL2(Ω),

auf die gleiche Konvergenzrate führen. Dies motiviert z.B. XN = (S1,1
0 (T ))2 und MN = S0,0(T )∩L2

0(Ω)
zu wählen. Dies Wahl verletzt jedoch die diskrete inf-sup-Bedingung (7.42), wie das folgende Beispiel
zeigt.
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Beispiel 7.27 (Instabiles P1-P0 bzw. Q1-Q0-Element) Sei Ω = (0, 1)2 und T das uniforme Gitter
bestehend aus n2 Vierecken der Seitenlänge h = 1/n. Sei n gerade. Die Knoten des Gitters seien xij =
(ih, jh), i, j = 0, . . . , n. Die Elemente seien mit Kij , i,j = 0, . . . , n− 1 bezeichnet, wobei die Eckpunkte
von Kij die Punkte xij , xi+1,j , xi,j+1, xi+1,j+1 sind. Betrachte den Druck p∗ ∈ S0,0(T )∩L2

0(Ω) gegeben
durch (cf. Fig. 7.1)

p∗|Kij = (−1)i+j

Wir behaupten: Z

Ω

p∗∇ · u = 0 ∀u ∈ (S1,1
0 (T ))2;

Somit kann die diskrete inf-sup Bedingung nicht gelten. Um dies einzusehen, schreiben wir u = (v, w)
und vkl = v(xkl) und wkl = w(xkl). Dann ist:

Z

Kij

p∗ ∇ · u| {z }
linear auf Kij

= h2p∗|Kij (∇ · u)((i+ 1/2)h, (j + 1/2)h)

=
h

2
(−1)i+j [vi+1,j+1 + vi+1,j − vi,j+1 − vij + wi+1,j+1 + wi,j+1 − wi+1,j − wij ] ,

Wegen u|∂Ω = 0 folgt vij = wij = 0 für i ∈ {0, n} oder j ∈ {0, n}. Elementare Rechnungen zeigen dann:

Z

Ω

p∗∇ · u =

n−1X

i,j=0

Z

Kij

p∗∇ · u

=

n−1X

i,j=0

h

2
(−1)i+j [vi+1,j+1 + vi+1,j − vi,j+1 − vij + wi+1,j+1 + wi,j+1 − wi+1,j − wij ] = · · · = 0.

Bemerkung 7.28 Beispiel 7.27 ist “künstlich” im folgenden Sinn: verschiebt man nur einen Knoten ein
bißchen, so ist

inf
06=p∈S0,0∩L2

0(Ω)
sup

06=v∈(S1,1
0 )2

b(v, p)

kpkL2(Ω)kvkH1(Ω)
=: γN > 0.

Jedoch ist typischerweise γN = O(h), so daß man nicht mit Konvergenz des Verfahrens rechnen kann
(vergleiche Satz 7.20!).

Es gibt zahlreiche Kombinationen von Räumen XN zur Approximation des Geschwindigkeitsfeldes und
MN zur Approximation des Druckes, die die diskrete inf-sup-Bedingung (7.42) erfüllen. Wir stellen nun
2 solche Kombinationen vor.

Satz 7.29 (Taylor-Hood-artiges Element) Sei T reguläre, γ-formreguläre, affine Triangulierung von
Ω. Sei

XN :=
�
S2,1
0 (T )

�2

, MN := S0,0(T ) ∩ L2
0(Ω).

Dann gilt: Es existiert eine Konstante γ > 0, welche nur von der Formregularitätskonstante γ und dem
Gebiet Ω abhängt, so daß

inf
06=p∈MN

sup
06=u∈XM

b(u, p)

kpkL2(Ω)kukH1(Ω)
≥ γ > 0.

Beweis: Wir verwenden Lemma 7.23. Hierzu wählen Π1 : (H1
0 (Ω))

2 → (S1,1
0 (T ))2 ⊂ XN als den

komponentenweisen Clémentinterpolanten aus Satz 6.3. Insbesondere gilt dann:

ku−Π1ukL2(K) ≤ ChKkukH1(�ωK) ∀K ∈ T ,

kΠ1ukH1(Ω) ≤ CkukH1(Ω).
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Den Operator Π2 definieren wir elementweise durch folgende Bedingungen:

Π2u ∈ (S2,1
0 (T ))2 (7.43a)

(Π2u)(V ) = 0 ∀V ∈ N (T ) (7.43b)Z

e

Π2u− u = 0 ∀e ∈ E(T ). (7.43c)

Man überlegt sich leicht, daß Π2 existiert und ein linearer Operator ist. Weiter rechnen wir nun nach:

kΠ2uk2L2(K) ≤ Ch2
KkdΠ2uk2L2(K) ≤ Ch2

Kkbuk2
L2(∂ �K)

≤ Ch2
Kkbuk2

H1( �K)
= Ch2

K

h
kbuk2

L2( �K)
+ |bu|2

H1( �K)

i

≤ Ckuk2L2(K) + Ch2
K |u|2H1(K)

|Π2u|2H1(K) ≤ C|dΠ2u|2H1( �K)
≤ CkdΠ2uk2L2( �K)

≤ · · · ≤ C
h
h−2
K kuk2L2(K) + |u|2H1(K)

i
.

Zusammenfassend erhalten wir

kΠ2ukH1(K) ≤ C
�
h−1
K kukL2(K) + |u|H1(K)

�
∀u ∈ (H1(K))2.

Somit ergibt sich

kΠ2(Id−Π1)ukH1(K) ≤ Ch−1
K ku−Π1ukL2(K) + Cku−Π1ukH1(K) ≤ CkukH1(�ωK).

Durch Summation über alle Elemente ergibt sich damit kΠ2(Id−Π1)ukH1(Ω) ≤ CkukH1(Ω).
Sei nun p ∈ MN ⊂ S0,0(T ) und u ∈ (H1

0 (Ω))
2. Dann gilt:

b(u−Π2u, p) =
X

K

Z

K

p∇ · (u−Π2u) =
X

K

Z

∂K

p(u−Π2u) · nK

| {z }
=0nach Konstr. von Π2

−
Z

K

∇p|{z}
=0

(u −Π2u) = 0.

✷

Übung 7.30 Falls die exakte Lösung (u, p) ∈ (H1
0 (Ω))

2 × L2
0(Ω) hinreichend glatt ist, welche Konver-

genzrate erwarten Sie für die Fehler ku− uNkH1(Ω) und kp− pNkL2(Ω)? ✷

Satz 7.31 (MINI-Element) Sei T reguläre, γ-formreguläre, affine Triangulierung von Ω. Sei B3 :=
{u ∈ H1(Ω) |u|K ◦ FK ∈ span{b3}}, wobei b3 die kubische “Blasenfunktion” b3(ξ, η) := ξη(1− ξ − η) auf

dem Referenzdreieck bK ist. Sei

XN :=
�
S1,1
0 (T ) +B3

�2

, MN := S1,1(T ) ∩ L2
0(Ω).

Dann gilt: Es existiert eine Konstante γ > 0, welche nur von der Formregularitätskonstante γ und dem
Gebiet Ω abhängt, so daß

inf
06=p∈MN

sup
06=u∈XM

b(u, p)

kpkL2(Ω)kukH1(Ω)
≥ γ > 0.

Beweis:Wir verwenden wiederum Lemma 7.23. Sei Π1 wiederum der Clémentinterpolationsoperator aus
Satz 6.3. Den Operator Π2 definieren wir elementweise wie folgt: Die Blasenfunktionen bK := b3 ◦ F−1

K

erfüllen supp bK ⊂ K und B3 = span{bK |K ∈ T }. Wir setzen

Π2u|K :=
1R

K bK
bK

� R
K
u1R

K u2

�
,

wobei u = (u1, u2). Dann gilt:

Π2 : (H1
0 (Ω))

2 → B2
3 ist ein linearer Operator

kΠ2ukL2(K) ≤ CkukL2(K) ∀K ∈ T
kΠ2ukH1(K) ≤ Ch−1

K kukL2(K) ∀K ∈ T .
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Somit folgt genau wie im Beweis von Satz 7.29, daß kΠ2(Id − Π1)ukH1(Ω) ≤ CkukH1(Ω). Weiter ist für
p ∈ S1,1(T ):

b(u− Π2u, p) =

Z

Ω

p∇ · (u−Π2u) =

Z

∂Ω

p(u−Π2u)

| {z }
=0 wg. Randbed.

−
Z

Ω

∇p · (u −Π2u)

=
X

K∈T

Z

K

∇p|K| {z }
=konst.

·(u− Π2u)
Konstr. von Π2= 0

✷

Übung 7.32 Welche Konvergenzraten erwarten Sie für das MINI-Element? ✷

Bemerkung 7.33 Dem Taylor-Hood-artigen Element und dem MINI-Element ist gemeinsam, daß ein
“Standardraum” für den Druck gewählt wird (stückweise konstante Funktionen oder stetige, stückweise
lineare Funktionen). Der Raum XN für das Geschwindigkeitsfeld wird dann hinreichend groß gewählt,
um die diskrete inf-sup-Bedingung zu gewährleisten. Daß dies im Prinzip geht, folgt aus der Tatsache,
daß XN ⊂ X und MN ⊂ M und daß die kontinuierliche inf-sup-Bedingung gilt:

inf
06=p∈MN

sup
06=u∈X

b(u, p)

kpkMkukX
≥ inf

06=p∈M
sup

06=u∈X

b(u, p)

kpkMkukX
> 0.

Satz 7.34 (Taylor-Hood) Sei T reguläre, γ-formreguläre, affine Triangulierung von Ω. Sei weiterhin
für jedes Element höchstens eine Kante auf ∂Ω. Sei

XN :=
�
S2,1
0 (T )

�2

, MN := S1,1(T ) ∩ L2
0(Ω).

Dann gilt: Es existiert eine Konstante γ > 0, welche nur von der Formregularitätskonstante γ und dem
Gebiet Ω abhängt, so daß

inf
06=p∈MN

sup
06=u∈XM

b(u, p)

kpkL2(Ω)kukH1(Ω)
≥ γ > 0.

Beweis: Unser Ziel: zu gegebenem p ∈ MN ein u ∈ XN zu finden, so daß

b(u, p) ≥ γ1kpk2L2(Ω), kukH1(Ω) ≤ γ2kpkL2(Ω). (7.44)

Hierzu spalten wir p = p∗+(p−p∗) auf, wobei p∗ ∈ S0,0(T )∩L2
0(Ω) durch den elementweisen Mittelwert

von p gegeben ist.
1. Schritt: Nach Satz 7.29 existiert eine Konstante γ∗ > 0 und ein u∗ ∈ XN , so daß

b(u∗, p∗) = kp∗k2L2(Ω), ku∗kH1(Ω) ≤
1

γ1
kp∗kL2(Ω). (7.45)

2. Schritt: Wir betrachten nun das Hilfsproblem, ein eu ∈ XN zu finden, so daß

b(eu, p) ≥ eCkp− p∗k2L2(Ω), keukH1(Ω) ≤
1

eγ kp− p∗kL2(Ω), (7.46)

für Konstanten, eC, eγ > 0, die nur von der Formregularität von T abhängen.Wir werden diese Abschätzung
im 3. Schritt beweisen. Unter der Annahme, daß (7.45), (7.46) gelten, können wir die inf-sup-Bedingung
beweisen: Zu gegebenem p ∈ MN machen wir nun den Ansatz u = u∗ + δeu für das gesuchte u, welches
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(7.44) erfüllen soll; hier ist δ > 0 ein Parameter, den wir später noch festlegen werden. Wir berechnen
mittels (7.45), (7.46)

kukH1(Ω) ≤ ku∗kH1(Ω) + δkeukH1(Ω) ≤ C
�
kp∗kL2(Ω) + δkp− p∗kL2(Ω)

�
≤ C(1 + δ)kpkL2(Ω),

b(u, p) = b(u∗ + δeu, p) = b(u∗, p∗) + b(u∗, p− p∗) + δb(eu, p)
≥ kp∗k2L2(Ω) − ku∗kH1(Ω)kp− p∗kL2(Ω) + δ eCkp− p∗k2L2(Ω)

≥ kp∗k2L2(Ω) −
1

γ1
kp∗kL2(Ω)kp− p∗kL2(Ω)

| {z }
≤ 1

2 kp∗k2
L2(Ω)

+ 1
2

1

γ2
1

kp−p∗k2
L2(Ω)

+δ eCkp− p∗k2L2(Ω)

≥ 1

2
kp∗k2L2(Ω) + kp− p∗k2L2(Ω)

�
−1

2

1

γ2
1

+ δ eC
�
.

Wählt man nun δ > 0 so, daß δ eC = 1
γ2
1
, so ergibt sich

b(u, p) ≥ C
h
kp∗k2L2(Ω) + kp− p∗k2L2(Ω)

i
= Ckpk2L2(Ω).

3. Schritt: Wir beweisen nun (7.46). Hierzu nutzen wir p ∈ H1(Ω) aus:

b(eu, p) =
X

K∈T

Z

K

p∇ · eu = −
X

K∈T

Z

K

eu ·∇p

Wir definieren nun eu ∈ S2,1
0 (T ). Seien hierzu ϕV ∈ S1,1(T ) die Hutfunktionen und für jede Kante

e ∈ E(T ) die Funktion ϕe ∈ S2,1(T ) die zur Kante e gehörige Kantenfunktion; wir normalisieren ϕe so,
daß ϕe(me) = 1 ist, wobei me der Mittelpunkt der Kante e ist. Wir schreiben

eu =
X

V ∈N (T )

euV ϕV +
X

e∈E(T )

eueϕe.

Für die Vektoren euV , eue ∈ R2 fordern wir nun:

1. euV = 0 für alle V ∈ N (T ), d.h. eu(V ) = 0 für alle Knoten V ∈ N (T ).

2. für jede Kante e wählen wir eine Orientierung und bezeichnen mit te den Richtungsvektor (Länge
1) dieser Kanten. Wir setzen dann eue := −h2

e(te · ∇p(me))te für jede innere Kante e und eue :=
0 für jede Kante e ⊂ ∂Ω. Wir bemerken, daß diese Definition sinnvoll ist, da te · ∇p(me) die
Tangentialableitung von p darstellt, welche aufgrund der Stetigkeit von p (p ∈ H1(Ω)!) wohldefiniert
ist.

Damit ist eue elementweise gegeben durch

eu|K =
X

e∈E(K):e6⊂∂Ω

−h2
e(te ·∇p(me))teϕe|K

und wir können mittels einer inverse Ungleichung wegen (p− p∗)|K ∈ P1 die Norm von eu|K abschätzen:

keukH1(K) ≤ CkbeukH1( �K) ≤ C
X

e∈E(K)

h2
e|∇p(me)| ≤ ChKk∇pkL2(K) ≤ Ckp− p∗kL2(K). (7.47)

Um einzusehen, warum eu so gewählt wurde, bemerken wir, daß eine einfache Rechnung zeigt:
Z

K

ϕe(x) dx =
1

3
|K| ∀e ∈ E(K).

Damit ergibt sich, weil ∇p|K konstant ist:

−
Z

K

eu ·∇p = −1

3
|K|

X

e∈E(K):e6⊂∂Ω

−h2
e(te ·∇p(me))te ·∇p(me)

=
1

3
|K|

X

e∈E(K):e6⊂∂Ω

h2
e|te ·∇p(me)|2
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Nach Voraussetzung hat K mindestens zwei innere Kanten. Weil die zugehörigen Tangentenvektoren
linear unabhängig sind, schließen wir

−
Z

K

eu ·∇p =
1

3
|K|

X

e∈E(K):e6⊂∂Ω

h2
e|te ·∇p(me)|2 ≥ h2

e|K| |∇p|2 ≥ Ch2
Kk∇pk2L2(K).

Wiederum weil ∇p|K konstant ist, schließen wir weiter mit der 2. Poincaréungleichung kp− p∗kL2(K) ≤
ChKk∇pkL2(K). Somit ergibt sich

−
Z

K

eu ·∇p ≥ Ckp− p∗k2L2(K).

Insgesamt erhalten wir also durch Summation über alle Elemente:

b(eu, p) ≥ Ckp− p∗k2L2(Ω), keukH1(Ω) ≤ Ckp− p∗kL2(Ω). (7.48)

✷

7.5 weitere Bemerkungen zu gemischten Methoden

Gemischte Methoden können auch dann sinnvoll sein, wenn eine Diskretisierung es schwer macht, kon-
forme Elemente zu erzeugen. Wir führen das am Beispiel der biharmonischen Gleichung vor:

Δ2u = f auf Ω, (7.49a)

u = 0 auf ∂Ω (7.49b)

∂nu = 0 auf ∂Ω (7.49c)

Die “klassische” Variationsformulierung ist:

Finde u ∈ H2
0 (Ω), s.d.

Z

Ω

ΔuΔv =

Z

Ω

fv ∀v ∈ H2
0 (Ω). (7.50)

Will man eine FEM auf (7.50) basieren, so muß man Ansatzräume XN ⊂ H2
0 (Ω) konstruieren. Man

überlegt sich jedoch recht einfach, daß, falls XN ein Raum von stückweise glatten Funktionen ist (z.B.
stückweise Polynome), dann XN ⊂ C1(Ω) sein muß5. Obwohl es möglich ist, H2

0 (Ω)-konforme Räume zu
konstruieren6, ist die Konstruktion kompliziert und ihr Einsatz unbeliebt. Einfacher ist es, die Variati-
onsformulierung zu ändern. Hierzu führen wir die Zusatzvariable σ = −Δu ein. Damit ergibt sich: finde
(u,σ) ∈ H1

0 (Ω)×H1(Ω), so daß
Z

Ω

∇σ ·∇w =

Z

Ω

fw ∀w ∈ H1
0 (Ω), (7.51a)

Z

Ω

∇u ·∇v −
Z

Ω

σv = 0 ∀v ∈ H1(Ω) (7.51b)

Ohne auf die FEM-Lösungstheorie (und Stabilität) für dieses gemischte Problem einzugehen, bemerken
wir, daß hier (u,σ) ∈ H1

0 (Ω) × H1(Ω) gesucht wird, so daß für die Diskretisierung nur Teilräume von
H1

0 (Ω)×H1(Ω) benötigt werden.

7.6 Probleme mit G̊arding-Ungleichung

Bei koerziven Problemen wurde die Stabilität des diskreten Problems (im Fall von konformen FEM)
direkt aus der Stabilität des kontinuierlichen Problems “geerbt”. Beim Stokesproblemmußte die Stabilität
des diskreten Problems zusätzlich gefordert werden; sie konnte aus der Stabilität des kontinuierlichen
Problems “geerbt” werden, wenn man einen Fortinoperator Π (siehe Lemma 7.22) kontruieren konnte.
Wir stellen nun eine weitere Klasse von Problemen vor, für die sich die Stabilität des kontinuierlichen
Problems ins Diskrete “vererbt”.

5xN ∈ XN ⊂ H2(Ω) impliziert, daß ∇xN ∈ H1(Ω)—falls ∇xN stückweise glatt ist, hatten wir bereits gesehen, daß dies
∇xN ∈ C(Ω) impliziert.

6z.B. das Argyris-Element oder das Hsieh-Clough-Tocher-Element
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Definition 7.35 Seien X0, X1 Hilberträume mit kompakter Einbetting X1 ⊂ X0. Eine Bilinearform
a : X1 ×X1 → R erfüllt eine G̊ardingungleichung7, falls es Konstanten C0, C1 > 0 gibt mit

a(u, u) ≥ C1kuk2X1
− C0kuk2X0

∀u ∈ X1

Bilinearformen a, welche eine G̊ardingungleichung erfüllen, treten z.B. dann auf, wenn man eine Diffe-
rentialgleichung betrachtet, bei der Terme niederer Ordnung auftreten:

Übung 7.36 Betrachten Sie

−Δu− b(x) ·∇u+ c(x)u = f auf Ω,

u = 0 auf ∂Ω

Zeigen Sie, daß die zugehörige Bilinearform eine G̊ardingungleichung mit X1 = H1
0 (Ω) und X0 = L2(Ω)

erfüllt.

Wir werden noch folgende Aussage aus der Funktionalanalysis:

Übung 7.37 Seien X , Y Banachräume und K : X → Y kompakt. Sei (ΠN )N∈N eine Folge von stetigen
linearen Operatoren ΠN : Y → Y mit kΠNk ≤ 1 und ΠN → Id punktweise (d.h. limN→∞ ΠNu = u für
alle u ∈ Y ). Dann gilt:

lim
N→∞

k(Id−ΠN )KkY←X = 0.

Für wohlgestellte Probleme (d.h. der von der Bilinearform a induzierte OperatorA ist bijektiv), bei denen
die Bilinearform eine G̊ardingungleichung erfüllt, folgt schon, daß die (konforme) FEM asymptotisch
quasioptimal ist:

Satz 7.38 Seien X1,X0 Hilberträume mit kompakter Einbettung X1 ⊂ X0. Erfülle a eine G̊ardingungleichung
und sei der induzierte Operator A : X1 → X ′

1 bijektiv. Sei (VN )N∈N ⊂ X1 eine Folge von abschlossenen
Unterräumen mit

lim
N→∞

inf
v∈VN

ku− vkX1 = 0 ∀u ∈ XN .

Dann gilt: Es existiert ein N0 > 0 und eine Konstante eγ > 0 so daß für alle N ≥ N0 gilt:

inf
u∈VN

sup
v∈VN

a(u, v)

kukX1kvkX1

≥ eγ > 0

Insbesondere gilt damit für N ≥ N0 für den FEM-Fehler u− uN :

ku− uNkX1 ≤
�
1 +

kak
eγ

�
inf

v∈VN

ku− vkX1

Beweis: Die diskrete inf-sup-Bedingung ergibt sich aus einem Störungsargument aus der kontinuierlichen
inf-sup-Bedingung.

1. Schritt: Wir behaupten, daß zur Konstanten C1 aus der G̊ardingunungleichung ein eC > 0 gibt, so
daß zu jedem u ∈ X1 ein v ∈ X1 von der Form v = u+ z gefunden werden kann mit

a(u, v) = a(u, u+ z) ≥ C1kuk2X1
(7.52)

kvkX1 ≤ eCkukX1 (7.53)

Die Wahl von z motivieren wir aus der G̊ardingungleichung: aus a(u, u) ≥ C1kuk2X1
− C0kuk2X0

ergibt
sich

a(u, u+ z) = a(u, u) + a(u, z) ≥ C1kuk2X1
− C0kuk2X0

+ a(u, z)

Wir wählen nun z ∈ X1 als Lösung des (adjungierten) Variationsproblems

Finde z ∈ X1 s.d. a(w, z) = C0hw, uiX0 ∀w ∈ X1

7Lars G̊arding, 1919–
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In Operatorschreibweise ist dies:
A⊤z = Ku,

wobei A : X1 → X ′
1 der von der Bilinearform a induzierte Operator ist und K : X1 → X ′

1 durch die
Beziehung

hw,KuiX1×X′
1
= hw,C0uiX0 ∀w ∈ X1

charakterisiert wird. Wesentlich sind nun 2 Beobachtungen:

(i) Weil A bijektiv ist, ist auch A⊤ bijektiv (vgl. Übungsaufgabe) and kA−⊤k = kA−1k

(ii) Weil X1 ⊂ X0 kompakt ist, ist der Operator K : X1 → X ′
1 ein kompakter Operator. 8

Damit ist die Abbildung A−⊤K : X1 → X1, welche u auf z abbildet kompakt. Wir erhalten:

a(u, v) = a(u, u+ z) ≥ C1kuk2X1

kvkX1 ≤ kukX1 + kzkX1 ≤

1 + kA−⊤Kk

�
kukX1.

2. Schritt: Ziel: zu gegebenem u ∈ VN soll ein v ∈ VN konstruiert werden, mit

a(u, v) ≥ C1

2
kuk2X1

kvkX1 ≤ eCkukX1

Sei ΠN : X1 → VN die Orthogonalprojektion (in X1). Der 1. Schritt legt nahe, zu gegebenem u ∈ VN

den Ansatz v = u + ΠNz zu machen, wobei z = A−⊤Ku aus dem 1. Schritt ist. Dann gilt mit dem
1. Schritt:

a(u, v) = a(u, u+ z) + a(u,ΠNz − z) ≥ C1kuk2X1
− kakkukX1k(Id−ΠN )zkX1

≥ C1kuk2X1
− kakX1k(Id−ΠN )A−⊤Kkkuk2X1

Weil K kompakt ist und A−⊤ stetig, ist die Verkettung kompakt. Weil nach Voraussetzung Id−ΠN

punktweise gegen Null konvergiert (und kΠNk gleichmäßig in N beschränkt ist), folgt nach Übung 7.37,
daß limN→∞ k(Id−ΠN)A−⊤Kk = 0. Somit existiert ein N0 > 0, welches unabhängig von u ist, so daß
für alle N > N0 gilt:

a(u, u+ΠNz) ≥ C1

2
kuk2X1

.

Weiters ist für v = u+ΠNz ∈ VN :

kvkX1 ≤ kukX1 + kΠNzkX1 ≤ kukX1 + kzkX1 ≤ (1 + kA−⊤Kk)kukX1.

3. Schritt: Damit ist die diskrete inf-sup Bedingung gezeigt. Die Quasioptimalität folgt aus Satz 7.12. ✷

Eine Bilinearform a, welche eine G̊ardingungleichung erfüllt muß nicht einen bijektiven Operator A
induzieren. Es gilt jedoch die sog. Fredholmalternative, d.h. Injektivität impliziert bereits Bijektivität.
Wir skizzieren hier dieses klassische Resultat:

Satz 7.39 (Fredholmalternative) Sei a eine stetige Bilinearform auf dem Hilbertraum X1, welche
eine G̊ardingungleichung erfüllt. Sei der induzierte Operator A : X1 → X ′

1 injektiv, d.h.

a(u, v) = 0 ∀v ∈ X1 =⇒ u = 0.

Dann gilt: A ist bijektiv.

8Sei (un)n ⊂ X1 beschränkte Folge. Dann existiert eine in X0 konvergente Teilfolge (wieder mit (un)n bezeich-
net). Insbesondere ist dann (un) Cauchyfolge in X0. Dann ist (Kun)n Cauchyfolge in X′

1, denn kKun − KumkX′
1

=

supw:kwkX1
≤1hw,K(un −um)iX1×X′

1
= supw:kwkX1

≤1 C0hw,un −umiX0
≤ C0 = supw:kwkX1

≤1 C0kwkX0
kun −umkX0

.
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Beweis: Der Satz folgt aus der klassischen Theorie kompakter Operatoren. Die G̊ardingungleichung ist

a(u, u) ≥ C1kuk2X1
− C0kuk2X0

Betrachtet man die Bilinearform ea : X1 ×X1 → R, welche durch

ea(u, v) := a(u, v) + C0hu, viX0

definiert ist, dann induziert diese wegen des Satz von Lax-Milgram einen bijektiven Operator eA : X1 →
X ′

1. Die Differenz K := eA−A : X1 → X ′
1 ist kompakt, denn

hKu, viX′
1×X1

= C0hu, viX0

und X1 ⊂ X0 ist kompakt. Damit hat A die Form

A = eA−K = eA
�
Id−eA−1K

�
.

Aus der Injektivität von A folgt nun daß 1 kein Eigenwert des kompakten Operators eA−1K sein kann.
Aus der Theorie kompakter Operatoren (siehe [18, Kap. X, Sec. 5, Thm. 1]), folgt damit, daß Id−eA−1K
ein invertierbarer Operator ist. Damit ist A bijektiv. ✷
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