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Kapitel 1

Einfiihrung in partielle
Differentialgleichungen

1.1 Terminologie und Typeneinteilung skalarer Differentialglei-
chungen

Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, bei der eine Funktion u gesucht wird. Dabei konnen neben
u auch Ableitungen von u auftauchen. Ist v eine Funktion einer Verénderlichen ¢, so spricht man von
einer gewdhnlichen Differentialgleichung (,ODE “). Die Aufgabe lautet dann:
Finde w : t — u(t) so dafl

Ot u, ', ..., u®)=0. (1.1)

Die hochste Ableitungsordnung & € Ny heifit die Ordnung der Differentialgleichung. Die Differentialglei-
chung (1.1) heifit linear, falls die Funktion ® linear in den Argumenten w,u/, ... L ulk) ist.
Lineare Differentialgleichungen erfiillen das Superpositionsprinzip:

Lemma 1.1 Sei @ linear. Falls u,v Lisungen von (1.1) sind, dann sind auch w+ Mv, A € R Lisungen
von (1.1).

Beweis: Ubung [ |

Ist u eine Funktion mehrerer Verdnderlicher z1, ..., x,, so kann man Gleichungen fiir die unbekannte
Funktion u formulieren, in denen u und ihre partiellen Ableitungen

ou 0%u Pu
ou = —, Ojyu:= ———, Opjrtl = ———— 1.2
v 8%1 v 8xi8xj gkt 8xi8xj8xk ( )
auftreten. man spricht dann von den partiellen Differentialgleichungen (,PDE )
O(x,0hu,...,00u,011u,...,) =0, (1.3)

wobei die maximale auftretende Ableitungsordnung wieder die Odrnung der Differentialgleichung angibt.
Ist @ linear in den Argumenten u,0iu,l..., so heit (1.3) lineare partille Differentialgleichung. Die
allgemeiner PDE zweiter Ordnung hat die Form

®(z, Oyu, Diju) = Z ai; ()0 u + Zb )du+ c(x)u — f(z). (1.4)
3,7=1
Der Operator
(I)Q(g, 81]u) = — Z aij(g)aiju (15)
i,j=1

heifit Hauptteil der PDE (1.4).



Ist u € C2, so gilt nach dem Satz von Schwarz
Oiju = 0j;u. (1.6)
Somit nehmen wir im folgenden an, daf§ die Koeffizienten a;; in (1.4) die Bedingung
a;j(z) = aj;(xz) firalled,j e {1,...,n}, fir alle z (1.7)
erfiillen.

Ubung 1.2 Zeigen Sie unter der Annahme v € C2, da8 (1.7) 0. B. d. A. angenommen werden kann. O

Die symmetrische Matrix A(x) mit den Eintrégen A;;(x) := a;;(x) hat damit n reelle Eigenwerte A\ (z) <
Ao(z) <. < A (o).

Entscheidend fiir die Eigenschaften wie Existenz und Eindeutigkeit von Losungen, korrekte Stellung
und fiir die Wahlvon numerischen Verfahren ist der Typ der PDE.

Definition 1.3 Die lineare PDE (1.4) heifit

1. elliptisch im Punkt z, falls alle Eigenwerte A\;(z) # 0 und das gleiche Vorzeichen haben (d.h.
0<M(z) <...< () oder M(z) <...< A (z)<0),

2. hyperbolisch im Punkt x, falls alle Eigenwerte \;(z) # 0 und genau n — 1 Eigenwerte dasselbe
Vorzeichen haben (d.h. A\i(z) <0 < Aa(z)le... < A(z) oder M(z) < ... < Ap—1(z) <0 < Mu(z)),

3. parabolisch im Punkt z, falls genau ein Eigenwert gleich Null ist, alle anderen FEigenwerte das
gleiche Vorzeichen haben und rang(A(z),b(z)) = n ist.

Die PDE (1.4) heif$t elliptisch/hyperbolisch/parabolisch in Q@ C R™, falls sie es fiir jedes x € §) ist.

Bemerkung 1.4 1. Eine allgemeine PDE zweiter Ordnung muf} nicht unbedingt einen der drei Typen
haben.

2. Der Typ der Gleichung hingt vom betrachteten Punkt x ab.

3. Der Typ ist invariant unter Koordinatenwechsel.

Ubung 1.5 Zeigen Bemerkung 1.4 3.

Beweis: Gehen Sie wie folgt vor:
Sei p : Q — Q die Transformation glatt und invertierbar (d.h. ¢ ist bijektiv; S(z) := g—‘;’ € C! und S(x)
ist invertierbar). Definieren Sie @ (%) := (u o ¢~ 1)(&), d.h. @ o ¢ = u. Rechnen Sie nach:

0 "0
5o = 2 3, O
k=1
und damit 9 o 9 o
i k.l
mit @y gegeben durch A = SAST. [ |



1.2 Beispiele

1.2.1 Elliptische PDEs
Typischer Vertreter der elliptischen PDEs ist die Poisson’sche Gleichnung

~Du=f A=) 0 (1.8)
i=1
sowie der allgemeine Fall
V- (A(@)Vu) = f, (1.9)

falls A(z) fiir jedes x symmetrisch und positiv definit ist.
Bemerkung 1.6 Man sagt: (1.9) ist eine Gleichung in Divergenzform. a

Ubung 1.7 Priifen Sie, daf (1.9) elliptisch im Sinne von Definition 1.3 ist, falls A € C. O

Elliptische Differentialgleichungen haben eindeutige Losungen, falls zusétzlich zur Gleichung noch
Randbedingungen gestellt werden.

Beispiel 1.8 Das elliptische Randwertproblem:
Finde u, so daf

—u” = f auf (0,1)
u(0) =go, u(l)=g

hat fir f € C([0,1]), 90,91 € R eine eindeutige Losung. O

Ubung 1.9 Kénnen die Randwertprobleme

—u" = f und - = f
u(©0) = go, W(l)=g u'(0) = go. v(l)=a
fiir jedes f € C([0,1]) und go, g1 € R eindeutig gelost werden? O

1.2.2 Parabolische PDEs

Bei parabolischen und hyperbolischen Gleichungen ist eine Verdnderliche herausgehoben — sie hat bei
Gleichungen, die aus der Physik oder den Ingenieurwissenschaften kommen, meist die Rolle der Zeit und
wird deshalb mit ¢ bezeichnet.
Typischer Vertreter der parabolischen Gleichungen ist die Wirmeleitungsgleichung. Sei 2 € R™ ein
Gebiet, t € (0,T)
ug—Au=f auf (0,7) x Q. (1.10)

Parabolische Gleichungen werden typischer als Anfangsrandwertproblem gestellt, d.h.

e es wird fiir ¢ = 0 gefordert:

u(0,2) = up(x) up gegeben

e fiir alle ¢ > 0 werden Randbedingungen fiir u(t, -) gefordert, z.B. u(t,z) = 0 fiir alle ¢ > 0 und alle
x € 0N.

Ubung 1.10 Betrachte das Anfangsrandwertproblem

Ut — Ugy =0 auf (0,7) x (0,1)
u(0,x) = uo(x) fiir alle z € (0,1)
u(t,0) =u(t,1) =0 fiir allet € (0,7



a) Zeigen Sie, dafl u; — u,, parabolisch ist.

(a)

(b) Losen Sie das ARWP fiir up(z) := sin(nmz), n € N.

(¢) Geben Sie eine Losungsformel fiir allgemeine ug an (Hinweis: Fourierreihe).
)

(d) Wiederholen Sie (a)-(c) fiir die ,Riickwirtswirmeleitungsgleichung®:

U+ Ugy = 0 auf (0,7) x (0,1)
u(0,z) = ug(x) fiir alle z € (0,1)
u(t,0) =wu(t,1) =0 fiirallete (0,7)

O
1.2.3 Hyperbolische PDEs
Typischer Vertreter ist die Wellengleichung
uy —cAu = f auf (0,T) x Q. (1.11)

Ubliche Formulierungen als Randwertproblem sind

o fiir t = 0 und gegebene ug, v fordern wir

u(0,z) = uo(x)
ou
E(O’ x) = wv(x)

e fiir alle ¢ > 0 werden Randbedingungen fiir (¢,-) gefordert, z.B.

u(t,z) =0 fir alle ¢ > 0 und x € OS2

1.3 Darstellung der Numerik in der Simulation

- Modellierung : Diskretisierung | (Nicht-)lineares
Realitét math. Gleichung —— | Gleichungssy-
stem

iteratives) Losen

Postprocessing (z.B. Glétten der Losung)

| Bewertung, Entscheidung |

In jedem Schritt (,Modellierung®,, Diskretisierung®, ,iterativ Losen®, , Postprocessing®) werden Fehler
gemacht, die kontrolliert werden sollten. In der Numerik werden typischerweise nur die Fehler untersucht,
die durch ,,Diskretisierung“und ,iterativ Losen“gemacht werden.



1.4 Korrekte Stellung

Angesichts der vielen ,,Fehler®, die im Simulationsprozess
Realitit —  Bewertung

auftreten, kann man verniinftige Ergebnisse nur erwarten, wenn ,kleine Verédnderungen/ Storungen in
den Eingabedaten kleine Anderungen im Ergebnisse erzeugen®, d.h. die Losung héngt stetig von den
Eingabedaten ab. Erfiillt das Problem diese Forderungen, so heilt es korrekt gestelll (im Sinne von
Hadamard).



Einfiihrung in FEM

FEM ist die meistverwendete Diskretisierungstechnik fiir (elliptische) PDEs

FEinsatzgebiete:

lineare Festkérpermechanik (Elastizitéitstheorie)

— nichtlineare Festkorpermechanik und Bruchmechanik
— Stromungsmechanik

— Resonanzprobleme (Eigenfrequenzen von Koépern)

— Elektrostatik und -dynamik
es gibt viele kommerzielle FEM-Code
Griinde fiir Popularitit von FEM:

— geometrische Flexibilitéit: auch komplexe Geometrien konnen behandelt werden
— basiert auf Variationsformulierungen/Minimierungstechniken — ist “physikalisch”

— mathematisch fundiert fiir vergleichsweise realistische Szenarien

ein 1D Modellproblem

Ziel: bestimme Gleichung fiir die Deformation eines Stabes unter (Léngs-)kriiften (vgl. Fig. 1.1).

die Deformation wird durch die Verschiebung u(x) beschrieben: der gesamte Querschnitt bei « wird
durch die Krafteinwirkungen an die Stelle « 4 u(x) verschoben

A(z) = Querschnittsfliche bei x
an der Stelle x wirkt eine (lingenbezogene) Volumen- (oder Oberflichen-)kraft T'(x)

an der Stelle z wirkt auflerdem eine (lingebezogene) Riickstellkraft von der Art einer Feder:
Tr(z) = —c(x)u(z), (c(xz) = lingenbezogene Federkonstante, Kraft proportional zu Auslenkung

u(z))

an der Stelle x wirken elastische Kréfte F'(x) des Materials (s.u.)

das “klassische” Vorgehen verwendet 2 Zutaten: Grundgleichungen (“first principles”) und “konstituti-
ve Gesetze” (Materialgesetze). Die Grundgleichung hier ist das Prinzip des Kriftegleichgewichtes, das
konstitutive Gesetz das Hookesche Gesetz.

Kriiftegleichgewicht fordert fiir ein kleines Kontrollvolumen beschrieben durch (x, z + Ax):

F(z+ Az) — F(x) + T(x)Az — ¢(x)u(x)Az + Terme hoherer Ordnung in Az =0

Im Limes Az — 0 erhilt man damit

10



2.1. THE PROBLEM OF LINEAR ELASTOSTATICS IN ONE DIMENSION 1

(x)
L ® T ;;21 k TX)AX
A,E/ LA_’L} wj’ ’ LA_".I
| 0 1

Abbildung 1.1: Stabmodell

Das konstitutive Gesetz legt eine Beziehung zwischen F'(z) und u(x) fest. Das Hookesche Gesetz besagt:
F(z) = o(x)A(x)

mit der Spannung o(x) und der Querschnittsfliche A(x) (hier wird angenommen, dass die Spannung auf
dem Querschnitt konstant bleibt...). Weiters gilt mit der Dehnung e(z) := v'(x) und dem Young-Modul
E > 0 das Hookesche Gesetz

o(x) = Ee(x) = Eu/(x)

Damit ergibt sich die Gleichung
—(A(2)Eu') + c(x)u(z) = T(x)

Im Fall eines eingespannten Stabes ist u(0) = u(1) = 0.
Fiir ¢ =0 und A(z) = const. ergibt sich damit

—u" = f auf Q= (0,1), u(0) =u(l) =0

11



Kapitel 1

FEM in 1D

Um die die FEM (Finite Element Method) einzufiihren, betrachten wir das Modellproblem

—u'=7f auf  := (0,1) (1.1a)
u(0)=u(l)=0 (1.1b)

1.1 Variationsformulierung

Eine klassische Lésung von (1.1) wiirde fordern: v € C2(0,1) N C([0,1]). Jedoch ist es zweckméBig, den
Losungsbegriff fiir (1.1) zu erweitern. Einige Griinde hierfiir sind:

o praktisch relevant sind z.B. stiickweise stetige rechte Seiten f; dann kann u nicht in C? sein

e (1.1) ist die Euler-Lagrange Gleichung einer Minimierungsaufgabe, bei der nur v’ € L?(Q) gefordert
werden muf}, um sinnvoll gestellt zu sein. Fiir viele physikalischen Probleme, die auf elliptische Pro-
blem fithren, ist die Minimierungsaufgabe die “natiirliche” und die Euler-Langrange Gleichungen
werden nur aus diesen (unter Regularititsannahmen) hergeleitet.

Variationsformulierung: Sei v € C§°(€2). Dann folgt fiir eine klassische Losung u von (1.1):

/Q—u"vz/ﬂfv
/Qu'v'z/gfv.

Da v € C§°(Q2) beliebig gewéhlt war, erhalten wir, dafi u folgende Bedingung erfiillt:

und durch partielle Integration

/ u'v' = B(u,v) =1(v) := / fv  Yve ). (1.2)
Q Q

Wir beobachten, daf B eine Bilinearform ist und [ eine Linearform (siehe Def. 2.4, 2.3). Weiter bemerken
wir:

1. Wiihrend die klassische Formulierung u € C?%(Q) fordert, ist (1.2) bereits sinnvoll definiert, wenn
z.B. v’ € L*(€). Dies motiviert, den Raum

HY Q) :={uec L*(Q)|uv € L*(Q)} (1.3)

zu definieren (genauere Definition des Ableitungsbegriffs und von H'! folgt unten). Wir nennen
dann ein u € H'(Q), welches (1.2) erfiillt, eine schwache Lésung.

2. Damit die Linearform [(-) sinnvoll definiert ist, reicht bereits f € L?(£2)



3. (1.2) wurde nur aus (1.1a) hergeleitet. Um die Randbedingung (1.1b) zu beriicksichtigen, wird der

Raum
H3(Q) = {u € H'(Q)|u(0) = u(1) = 0} (1.4)

eingefiihrt.

Damit erfiillt eine klassische Losung u € C?(2) N C(Q) von (1.1) folgende Aufgabe:
Finde u € H} () s.d.  B(u,v) =1(v) Vv e C(9Q). (1.5)

Wie wir unten (Satz 1.6) sehen werden, ist C5°(€) dicht im Raum Hg(f2), so daff sich (1.5) sogar auf
alle Testfunktionen v € Hg (2) ausdehnen 148t!, d.h. eine klassische Losung u € C?(Q2) N C(Q) erfiillt die
sog. schwache Formulierung von (1.1):

Finde u € H}(Q) s.d.  B(u,v) =1(v) Vv € Hy(Q). (1.6)
(1.2) bzw. (1.6) stellt eine Verallgemeinerung des Losungsbegriffs fiir (1.1) dar, denn es gilt

Proposition 1.1 Sei u Lésung von (1.6) und gelten zusitzlich die Regularititsannahmen u € C*(€2) N
C(Q) und f € C(Q) N L%(Q). Dann lést u auch (1.1) im klassischen Sinn.

Beweis: Ubung. O
Wir klaren nun den Ableitungsbegriff.

Definition 1.2 Sei Q C R ein (offenes) Intervall. Sei u € L*(Q). Falls es ein v € L} () gibt, s.d.

loc

/ up' = —/ ve Yo e Ci(Q) (1.7)
Q Q
so heifit v die schwache (distributionelle) Ableitung von w. Wir schreiben u' = v.

Satz 1.3 Sei Q2 C R offenes Intervall. D.g.:
(i) Falls u € L*(Q) eine schwache Ableitung hat, dann ist sie eindeutig.

(i) u € C1(Q) = die schwache Ableitung u' existiert und stimmt mit der klassischen Ableitung iibe-

reimn.
(iti) Falls u € Cl . NC(Q), d.h. existiert eine Zerlegung xo < x1 < -+ < T, mit Q = (w0, ) und
U|(zy000) € CY([zs, 2i41]) fiir alle i € {0,...,n —1}. D.g.: die schwache Ableitung v’ ezistiert und

stimmt auf jedem Teilintervall (x;, x;41) mit der klassischen Ableitung iberein.

Beweis: Ubung O

Damit ist H'(Q2) sinnvoll definiert als der Teilraum von L?(f2), dessen Elemente schwache Ableitungen
haben, die ebenfalls in L?(Q) sind. Wir versehen den Vektorraum H'(Q) mit der Norm

lull ) = lulliz@) + 14/l Z20)- (1.8)
Weiters fithren wir die H*-Seminorm |- |1 (g ein:
|u|H1(Q) = ||U/HL2(Q). (1.9)

Um den Raum H{ () richtig zu definieren, miissen wir wissen, daf (im vorliegenden 1D-Fall) Funktionen
aus dem Raum H!(Q) stetig auf Q sind:

Satz 1.4 Sei Q C R offenes, beschrinktes Intervall. D.g.: H'(Q) € C(Q). Zudem ezistiert eine Kon-
stante C' > 0 s.d.
lullo@) < Cllulli@)y — Yue HY(Q). (1.10)

Iman fiihre die Argumente aus!



Beweis: Siehe [5, Prop. 1.4.6]. Sieche auch Theorem 1.6. O

Bemerkung 1.5 H'-Funktionen sind eigentlich L2-“Funktionen”, d.h. Aquivalenzklassen von Funktio-
nen. Satz 1.4 ist so zu verstehen, dafi es in der Aquivalenzklasse einen stetigen Repridsentanten gibt. Im
vorliegenden 1D Fall ist dieser Reprisentant sogar absolutstetig.

Satz 1.6 Sei Q2 C R offenes, beschrinktes Intervall. D.g.:
(i) HX(Q) C HY() ist ein abgeschlossener Teilraum.
(ii) Yo,y € Q gilt [u(z) —u(y)| < v/|z —ylllv | 2 < Vdiam Q||u'||12(q)

(i) 3Cq > 0 s.d.
|U|H1(Q) < ||U||H1(Q) < CQ|'LL|H1(Q) Yu € H&(Q)

Insbesondere ist die H'-Seminorm eine (zur H'-Norm) dquivalente Norm auf Hg ()
(iv) C>(Q) ist dicht in H* ()
(v) CS°(Y) ist dicht in HZ ()
(vi) HY(Q) und HE(Q) sind vollstindige Rdiume.

Beweis: (iv): Ubung. (i)-(iii): ebenfalls Ubung (Hinweis: verwenden Sie (iv)). O

Bemerkung 1.7 e H'(Q) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (u,v) g := [, u/v' + [, uv.

o H;(9) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) g1 (qy oder (u,v) g1 = [, u'v’.

1.2 Klassische FEM in 1D

Existenz und Eindeutigkeit der Losung u von (1.6) werden noch sehen?. Die FEM ist eine Approximati-
onstechnik, um diese Losung zu approximieren.

Sei = (0,1) unterteilt in M Intervalle K; = (z;,2i41), i = 0,..., M — 1, wobei natiirlich 0 = z¢ <
r1 < --- < xpr = 1. Die Intervalle K; heilen Elemente, die Punkte x; Knoten. Wir bezeichnen mit
T :={K;|i=0,...,M —1} das Gitter und h; := z;41 — x; = diam K; ist die Elementgroie. Wir setzen

SEYYT) = {ue HY(Q)|ulxg €P1 VK €T} (1.11)
SeMT) = SYYT)NHLQ) (1.12)

Bemerkung 1.8 Da H'(Q) C C(Q) ist, ist SV1(T) gerade der Raum der stetigen Funktionen, die
auf jedem Teilintervall ein Polynom vom Grad 1 sind. Weiters ist Sy' (7)) gerade der Raum derjenigen
ST1(T)-Funktionen, die in den Endpunkten zq, zps verschwinden.

Die Standardbasis des S1'1(7) wird von den “Hutfunktionen” gebildet:

SEYT) = span{yp;|i=0,...,M} (1.13)
% S (xi_l,arl-)
pi(x) = % T € (24, Tit1) (1.14)
0 sonst

Offensichtlich ist dim S%'(7) = M + 1 und eine Basis des Raums Sy (T) ist {@; |i =1,..., M — 1} mit
dim Sy (T) =M —1=: N.

2im konkreten Fall folgt dies sofort aus dem Rieszschen Darstellungssatz: B(,-) ist gerade das (-, >Hé Skalarprodukt
auf dem Hilbertraum H} () und fiir f € L2(€) ist I(-) ein stetiges lineares Funktional auf H{ ()



In der klassischen FEM wird die Losung u € H{(€) von (1.6) durch die Losung uy € Sy (T) der
folgende Aufgabe approximiert:

Finde uy € Sg*(T) s.d.  Blun,v) =1(v) Yo e Sy (T). (1.15)

(1.15) stellt ein lineares Gleichungssystem dar: entwickelt man die Funktion uy € Sé ’1(7') in der Basis
{@i|i=1,..., M —1}, so hat es die Form uny = Zfil u;¢; mit einem Vektor u € R, der zu bestimmen
ist. Da jedes v € S3''(T) analog als v = Zf\il vip; geschrieben werden kann, so ist (1.15) dquivalent zu

N N N
Finde u € RY s.d. B(Z u;p;, Zvigoi) = Z(Z Vipi) vv e RY.

j=1 i=1 i=1

Aufgrund des Linearitétseigenschaften von B von [ folgt dann, dafl dies dquivalent ist mit

Finde u € RN s.d. Y u;viBpj, 1) = Y vil(i91).
i,J i

Fithren wir nun die Steifigkeitsmatriz B € RV*Y und den Lastvektor 1 € RY ein durch
Bij = Blpj,¢i),  Li=1(pi) (1.16)
so erhalten wir, daf (1.15) fiquivalent ist zu
FindeueR¥ s.d. v'Bu=v'l VYveRY (1.17)
was wiederum #quivalent ist zum folgenden linearen Gleichungssystem:

Finde u € RY s.d. Bu=1 (1.18)

Bemerkung 1.9 Das lineare Gleichungssystem (1.18) hat eine eindeutige Losung, weil die Steifigkeits-
matrix B SPD ist:

e B symmetrisch, denn die Bilinearform B ist symmetrisch: B;; = B(pj, ¢i) = B(wi, ¢;) = Bij.
e B ist positiv definit: Fiir u € RY definieren wir die zugehorige Funktion u := Ei\il u;p;. D.g.:
u'Bu = ZujBui = ZujB(goj,gpi)ui = B(u,u) = Hu’||2L2(Q) > 0.
4,3 ]

Damit ist u' Bu = 0 genau dann, wenn [|[u/||12(q) = 0. Die Funktion u € So’'(T) muB u konstant
sein; weil v in den Endpunkten von 2 verschwindet, muf} also v = 0 sein.

finis 1.Stunde
Die klassische FEM ergibt sich dann aus folgenden Schritten: finis 2.5tunde
1. Aufstellen des LGS (1.18) (“Assemblieren”)
2. Losen von (1.18)

3. Nachlaufrechnung (typischerweise ist nicht ux von Interessen sondern Groéfien, die von uy abhéingen.)

Fiir die Auswertung des Steifigkeitsmatrix B und des Lastvektors 1 miissen Integrale ausgewertet werden.
Da die Integranden auf den Elementen glatt sind, bietet es sich an, die Integral als Summen von Integralen
iitber Elemente zu schreiben:

Bi; = Z/Kw}% L=> [ fe (1.19)

KeT KeT/K

Damit ergibt sich als Algorithmus zum Aufstellen des LGS (1.18) wie in Alg. 1) dargestellt.

Bemerkung 1.10 Algorithmus 1 wird in der Praxis erheblich anders realisiert:



Algorithm 1 Rohfassung des Assemblierens
1: B:=0¢&RN*N 1:=0ecRY
2: for K € T do

3 fori=1:N do

4 for j=1:N do

5 Bij = Bij + [ ¥}
6: end for

7 L=1+ fK feoi

8 end for

9: end for

1. B is symmetrisch und sogar ein Tridiagonalmatrix: B;; = 0 fiir |¢ — j| > 1. Dies macht man sich
zur Speicherersparnis zunutze (der Speicherbedarf reduziert sich von N2 auf ca. 2N!).

2. Wegen der Tégereigenschaften der Hutfunktionen ¢; kann die Schleife iber j abgekiirzt werden:
Es geniigt die j € {1,..., N} zu betrachten, fiir die |i — j| < 1 ist.

3. wegen der Tragereigenschaften der Hutfunktionen, miissen in der Schleife iiber ¢ auch nur die Indizes
1 betrachtet werden, fiir die gilt: K C supp ¢;. Das sind im vorliegenden 1D Fall hochstens 2.

4. Die Integrale fiir die Auswertung der Eintridge des Lastvektors 1; werden typischerweise mit Qua-
draturformeln berechnet.

5. Im Wesentlichen besteht Alg. 1 aus 3 geschachtelten Schleifen, die in jeder Reihenfolge ausgefiihrt werden kénnten.
Der Vorteil der “elementbasierten” Fassung (d.h. der vorliegenden Fassung, bei der die Schleife iiber die Elemente
die duBerste Schleife ist) ergibt sich insbesondere bei Differentialgleichungen mit “komplizierten” Koeffizienten, also

z.B. nichtlineare Probleme oder bei komplizierten Geometrien in 2D oder 3D

1.3 Analyse der 1D FEM

Wir untersuchen den Fehler ey := u — uy, wobei u € H(Q) die Losung von (1.6) und uy € Sy (T)
(1.15) lost. Wir leiten zunéchst die Galerkinorthogonalitit her. Die Funktionen w und uy erfiillen:

B(u,v) = I(v) Yo € HLH(Q)
Bluy,v) = I(v) YveSYNT) c HL Q)

Betrachtet man in der ersten Gleichung lediglich v € Sy''(7) € HE(Q) und bildet dann die Differenz der
beiden Gleichungen, so entsteht

B(u,v) — B(uy,v) =0  Yoe Sy (T);
aufgrund des Linearitét von B im ersten Argument sodann:
B(u—un,v) =0 Yo € Syt (T). (1.20)

Diese Galerkinorthogonalitéit fithrt auf eine Bestapprozimationseigenschaft der FEM-Losung uy: Wir
haben némlich fiir beliebiges v € Sé’l(T )
(1.20)

B(u—uN,u—v):/(u—uN)’(u—U)’

I(u—un)lie@ = Blu—un,u—un) ;
C.S. , )
< w = un) [ z2@) l(u =) L2

also [[(u —un)'|lz20) < [(u —v)'|L2(q). Dav e So’'(T) beliebig war, ergibt sich die Bestapproximati-

onseigenschaft

l(w=un)ll2@ < inf l(u—v)|r2@)- (1.21)

€5, (T)
Wir miissen nun dieses Infimum abschétzen. Dies geschieht dadurch, dafi ein konkretes v € 53’1(7')
konstruiert wird. Im n#chsten Satz zeigen wir, daf} fiir hinreichend glatte Losungen u der stiickweise
lineare Interpolant das Gewiinschte leistet:



Satz 1.11 Sei Q C R ein offenes Intervall. Sei T ein Gitter auf Q mit Knoten xg < x1 < -+ < Tpf.
Sei u € C%(Q) und Tu € SYY(T) der stickweise lineare Interpolant (d.h. Iu € S“(T) ist durch die
Bedingung (ITu)(xz;) = u(x;) fir i = 0,...,M gekennzeichnet). Dann ezistiert ein C' > 0, welches nur
von € abhdngt, so dafl

Z [lu— IUH%P(K) + h%{”(“ - IU)IHZLQ(K’) < Ch4HuN||2L2(Q)'
KeT
Hier ist h := maxge7 hi-

Beweis: Wir werden ein analoges Resultat in 2D spéter mit Techniken beweisen, die auch in 1D an-
wendbar sind. Ein einfacher Beweis im vorliegenden 1D-Fall kann mithilfe des Satzes von Rolle gefithrt werden. Sei
(a,b) = K € T ein Element der Lénge hx. Wegen (u — Iu)(a) = (u — Ju)(b) = 0 existiert nach dem Satz von Rolle ein
¢ € K derart, daB8 (u — Iu)’(§) = 0. Also erhalten wir fiir jedes z € K die Darstellung

x x xr
(u— Tw)(z) = / (u — )" (t) dt = / W (t) dt = / 1w (t) dt,
13 § 13
weil (Tu)|x € P1. Aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung folgt dann

1w — Tw)' [l oo () < BRIl 22 )

und weiter [[(u — Iu)'||p2(x) < hillw’||L2k)- Aus (u — Tu)(a) = 0 erhalten wir mit der Darstellung (u — Iu)(z) =
Ji7 (u — Tw)'(t) dt die Abschitzung

3/2
o = Tull oo ey < Rl = T) oo rey <R320z

und damit [|u — Tul|p2(x) < h¥|lu”||p2(x). Durch Summation iiber alle Elemente ergibt sich dann die gewiinschte Be-
hauptung, wenn C = 2 gewihlt wird. O

Die Bestapproximationseigenschaft (1.21) zusammen mit Satz 1.11 erlaubt uns, den FEM-Fehler ab-
zuschétzen, falls die gesuchte exakte Losung gewisse Regularitéitseigenschaften hat:

Korollar 1.12 Sei u Lésung von (1.6) und erfiille die Regularititsannahme u € C*(Q). Sei uy €
Sy’ (T) die Losung von (1.15). D.g.:

lu = un |l @) < Chllu”||L20),
wobei h := maxge7 hx und die Konstante C' > 0 nur von 0 abhdngt.

Beweis: (1.21) zusammen mit Satz 1.11 ergeben [|(u —un)'||12(0) < Chl|u”||L2(q)- Weil u—uy € Hj ()
ergibt sich aus Satz 1.6, (iii), daB ||u — un|| g1 () < Cll(u —un)'l|L2Q) < Ch|lu"||L2(q). O

1.4 Beispiele andere Variationsformulierungen

Die FEM basiert auf einer Variationsformulierung einer Differentialgleichung. Fiir das Dirichletproblem
(1.1) haben wir oben mit (1.6) eine geeignete Variationsformulierung hergeleitet. In diesem Abschnitt
sprechen wir kurz weitere Variationsformulierungen fiir verwandte Problem an.

1.4.1 wesentliche Randbedingungen (Dirichletbedingungen)
Fiir go, g1 € R betrachten wir
—u'=f auf Q = (0,1) (1.22a)
u(0) =go,  u(l) =g (1.22D)
Wie bei der Herleitung von (1.6) ergibt sich als eine Variationsformulierung
Finde u € H}, := {u € H'(Q) |u(0) = go, u(l)=gi1}sd.  Blu,v)=1(v) VYvec Hy(Q). (1.23)

Der Raum H}, ist nun ein affiner Raum. Fiir die Anwendung der allgemeinen Theorie sowie numerischen
Approximation sind lineare Rédume einfacher. Das Problem (1.23) wird deshalb typischerweise umformu-
liert. Hierbei macht man den Ansatz u = ug+uo, wobei u, € HL, (beliebig) gew#hlt wird und ug € Hg ()



derart bestimmt wird, dafl u die gesuchte Losung ist. Einsetzen dieses Ansatzes in (1.23) liefert, dafl ug
folgendes Problem 16st:

Finde up € H3(Q) s.d.  B(ug,v) = l(v) — B(ug,v)  Yv € Hy(Q). (1.24)

Die Losung ug von (1.24) héingt natiirlich von der Wahl der Funktion u, ab—die Summe v = w4 + ug
ist jedoch eindeutig:

Ubung 1.13 Problem (1.23) hat hchstens eine Losung. O

Die FEM fiir (1.22) basiert auf der Formulierung (1.24). Hierzu wird ein u, € H}, gewiihlt und dann die
Funktion uo € H{ () approximiert durch ug y € Sy (T), welches folgendes Problem 15st:
Finde ug v € Sy’ (T) s.d. B(uo,n,v) =1(v) — B(ug,v) Yo € Sy (T) (1.25)

Genau wie in Bem. 1.9 sieht man, daf ug n existiert und eindeutig ist. Es bietet sich im vorliegenden 1D-
Fall an, die Funktion u, € S"!(7T)NH}, zu wihlen. In diesem Fall ist die Approximation uy := uy+ug N €
S11(T) unabhingig von der konkreten Wahl von u, € S¥(7) N H}, (man iiberzeuge sich davon!). Man
wird deshalb u, € S(T)NH], so wihlen, da die Implementierung einfacher gestaltet wird. Naheliegend
ist es, u, als affine Funktion zu wihlen, die die Randbedingungen erfiillt: vy = go+ (g1 — go)x. Numerisch
wird jedoch meist uy € SHH(T) NH?} so gewihlt, dafl der Triiger von ug sich auf die beiden Randelemente
beschréinkt, d.h. u, € SM(T) ist durch die Interpolationsbedingungen
ug(20) = go, ug(ar) = g1, ug(x;) =0 i=1,...,.M—1

charakterisiert.

Ubung 1.14 Man schreibe ein Matlabprogramm, welches die obige FEM realisiert fiir das Problem
(1.22). Eingabe ist ein Vektor x sein, der die Knoten des zu verwendenden Gitters enthilt. Die rechte
Seite f sollte als Funktion realisiert sein; als Quadraturformel fiir die Bestimmung des Lastvektors kann

die Mittelpunktsregel verwendet werden. Setzen Sie Alg. 1 ein, wobei Sie natiirlich die in Bem. 1.10
diskutierten Beobachtungen umsetzen.

1.4.2 nichtsymmetrische Bilinearformen

Betrachte

—u" +bu' +cu=f auf Q = (0,1) (1.26a)
u(0) =wu(l) =0 (1.26b)

fiir Konstanten b, c. Eine mogliche Variationsformulierung ist dann:
Finde u € H}(Q) s.d.  B(u,v) = (v) Yo € Hy () (1.27)

wobei die Bilinearform B und die Linearform [ gegeben sind durch

B(u,v):/ﬂu'v'—f—/ﬂbu’v—i-/ﬂcum l(v):/ﬂfv (1.28)

Ubung 1.15 Uberlegen Sie sich eine weitere Variationsformulierung fiir (1.26), welche ebenfalls auf dem
Raum H}(Q) basiert.

1.4.3 natiirliche Randbedingungen (Neumannproblem)

Betrachte

—u" +u=7f auf Q = (0,1) (1.29a)
W'(0) =—go, W(1)=a (1.29b)



fiir gegebene go, g1 € R. Wir suchen wieder eine schwache Losung in H!(). Weil dann v’ € L?(Q)
konnen wir die Randbedingungen (1.29b) nicht stark erzwingen. Wir miissen (1.29b) deshalb in die
Variationsformulierung einbauen, d.h. (1.29b) wird “schwach” realisiert (vgl. Bem. 1.17 unten). Hierzu
sei v € C*°(Q). Dann folgt aus (1.29a) fiir eine klassische Losung u € C2(Q) N C1(Q)

/fu”eruv:/f’u.
Q Q

/u’v’—l—/uv—u’v%:/fv Vv € C™(Q)
Q Q Q

Beobachtet man, dafl v’ an den Endpunkten durch (1.29b) gegeben ist, erhalten wir, dafi eine klassische
Losung folgendes Problem 16st:

Partielle Integration liefert

Finde u € H*(Q) s.d. B(u,v) =1l(v) Vv e C®(Q), (1.30)

wobei

B(u,v) = /Qu’v’ + uv, I(v) = /va + g1v(1) — gov(0) (1.31)

In Hinblick auf Satz 1.4 ist | ein stetiges lineares Funktional auf H'(Q). Weiters nutzen wir aus, daf
C>(Q) dicht liegt in H(Q) (siehe Satz 1.6); also folgt durch ein Dichtheitsargument, daf§ (1.30) sich
tatsdchlich erweitern l&8t zu

Finde u € H*(Q) s.d.  B(u,v) = (v) Vv e H'(Q). (1.32)

Eine Losung w von (1.32) heifit eine schwache Losung von (1.29). (1.32) stellt eine Verallgemeinerung
des klassischen Losungsbegriffs fiir (1.29) dar, denn es wird lediglich u € H L(Q) gefordert und nicht
u € C?(2) N CHQ). Unter Regularititsannahmen an die schwache Losung ist sie wieder eine klassische
Losung:

ﬂ'bling 1.16 Sei u € HY(Q) eine Losung von (1.32). Erfiille u die Regularititsannahme u € C2(2) N
C1(Q). Dann ist u eine klassische Losung von (1.29).

Bemerkung 1.17 Die Behandlung der Randbedingungen (1.29b) ist anders als bei den Dirichletpro-
blemen (1.1) oder (1.22). Z.B. beim Problem (1.1) wurden die Randbedingungen “direkt” erzwungen:
in der Variationsformulierung fiir (1.1) wurde die Lésung u wurde in dem Teilraum von H!(Q) gesucht,
welcher die Randbedingungen erfiillt, d.h. H}(2). Sucht man eine Variationsformulierung fiir (1.29), die
auf H!(Q) basiert, so kann die Randbedingung (1.29b) nicht direkt erzwungen werden, weil v’ € L%*(Q)
und damit eine Punktauswertung an den Endpunkten von € nicht sinnvoll definiert werden kann. Im
obigen Vorgehen werden deshalb die Randbedingungen deshalb in die Variationsformulierung eingebaut
(sie finden in der Definition des linearen Funktionals / ihren Niederschlag). Wie Ubung 1.16 zeigt, werden
die Randbedingungen (1.29b) in der Tat erfiillt, falls die Losung v € H*(Q2) der Variationsformulierung
(1.32) hinreichend glatt ist.



Kapitel 2

Abstrakte FEM

2.1 Funktionalanalytische Grundbegriffe

Definition 2.1 (Norm) FEine Norm || - || auf einem Vektorraum V iber R ist eine Abbildung:

-1V =R
mit
1. ||z]| > 0 fir allex € V,
2. |z[| =0& 2 =0, (Definitheit)
3. || x| = [M||z|| fir alle x € V, (Homogenitiit)
4. Nz +y|| < |zl + lyl| fir alle x,y € V. (Dreiecksungleichung)

Definition 2.2 (Banachraum) FEin normierter Raum (V.| -||) heifit vollsténdig, falls jede Cauchyfolge
in (V.| -1|) konvergiert. Vollstindige, normierte Riume heiffen Banachriume.

Definition 2.3 (Linearform) Sei V' ein Vektorraum. Eine Abbildungl :V — R heifst Linearform oder
lineares Funktional, falls

1. (v +w) =1(v) + l(w) fir alle v,w eV,
2. I(Av) = N(v) fir alleve VX eR.

Definition 2.4 (Bilinearform) Sei V' ein Vektorraum. Eine Abbildung B : V x V' — R heifit Biline-
arform, falls fiir jedes w € V' die Abbildungen

v = B(w,v) und v = B(v,w)
Linearformen im Sinne von Definition 2.3 sind. B heiffit symmetrisch, falls
B(u,v) = B(v,u) fiir alle u,v € V.
Eine symmetrische Bilinearform heif$t Skalarprodukt oder Innenprodukt, falls sie
1. B(u,u) >0 fir allew eV,
2. Blu,u)=0<u=0

erfillt.



Definition 2.5 Sei V' ein Vektorraum, {(-,-) ein Skalarprodukt auf V. Dann definiert
[ull == v/ (u, w)

eine Norm auf V. Der normierte Raum (V, || -||) heifst Pra-Hilbertraum. Ist (V.|| -||) vollstindig, so heifst
(VoI - |I) ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -).

Proposition 2.6 Sei (-,-) ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum V. Dann gilt die Cauchy-Schwarz’sche

Ungleichung
[{u, 0)| < v/ (u, W)/ (v, ).

Beweis: Ubung [ ]

Definition 2.7 Sei (V|| - ||), V # {0}, ein normierter Raum. Fine Linearform [ : V — R heifit stetig,
falls es eine Konstante Cy > 0 gibt mit

[L(v)| < Cyl|v]] fir alle v e V.

Die Menge aller stetigen Linearformen wird als Dualraum V' bezeichnet.
Fiir stetige Linearformen [ ist die kleinste solche Konstante gegeben durch

l(v
Iy, :== sup i )| (2.1)
veEV,u#£0 HU”

Der Ausdruck (2.1) liefert auf V' eine Norm.

Proposition 2.8 Sei (V,||-||) ein normierter Raum. Der Dualraum V' versehen mit der Norm || - ||y
ist ein vollstandiger normierter Raum.

Beweis: Ubung [ |

Bemerkung 2.9 1. Stetige Linearformen sind auch stetige Funktionen im Sinne der Topologie.

2. Ublicherweise wird der Dualraum V’ mit der Norm || - ||y~ versehen, so daf die Sprechweise ,,der
Dualraum V'* impliziert, daf§ die Norm || - ||y verwendet wird.
a

Definition 2.10 Sei (V.|| - ||) ein normierter Raum. Eine Bilinearform B : V x V — R heifst stetig,
falls es ein M > 0 gibt mit

|B(u,v)| < M||u||||v]| fir alle u,v € V.
Sie heifit koerziv oder V-elliptisch, falls es ein o > 0 gibt mit
ollul|* < B(u,u) fir alle w e V.

Bemerkung 2.11 Eine Bilinearform B, die stetig im Sinne von Def. 2.10 ist, ist auch stetig im Sinne der
Topologie (V' x V versehen mit der Produkttopologie). Aulerdem: falls eine Bilinearform B : V xV — R
stetig (im Sinn der Topologie) ist, dann ist sie stetig im Sinn von Def. 2.10. Weiter ist die Funktion
V — R: u ~ B(u,u) stetig im Sinne der Topologie (Ubung).

10
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2.2 Variationsprobleme: Existenz und Eindeutigkeit
Sei V' ein Banachraum, B eine stetige Bilinearform und [ € V’. Betrachte:
Finde u e V : B(u,v) =1(v) fiir alle v € V. (2.2)

Wir betrachten zuerst den Fall, daff die Bilinearform B symmetrisch ist und fithren das Losen von (2.2)
auf ein Minimierungsproblem zuriick:

Satz 2.12 Sei V ein Vektorraum, B : V x B — R eine symmetrische Bilinearform mit B(u,u) > 0 fir
alle w #0. Sei l: V — R eine Linearform. Definiere

1
J(u) == EB(u,u) —(u).
Dann gilt: w € 'V st ein Minimierer von J genau dann, wenn
B(u,v) =1(v) fir allev € V. (2.3)

Zudem hat (2.3) hichstens eine Lisung.

Beweis: Fiir v,w € V und t € R gilt
1 1
J(w+tv) = §B(w + tv,w + tv) — l(w + tv) = J(w) + t[B(w,v) — I(v)] + atQB(v,v). (2.4)

Fiir feste v,w € V ist t — J(w + tv) ein quadratisches Polynom. Sei u ein Minimierer von J. Dann folgt
aus (2.4) mit w = u und beliebiges v € V fiir das quadratische Polynom @ : ¢t — J(u + tv), daf} es ein
Minimum bei ¢ = 0 hat, d.h. Q’(0) = 0. Also folgt B(u,v) — I(v) = 0. Da v beliebig, folgt ,=*. Gelte
nun (2.3). Dann folgt aus (2.4) mit ¢t = 1:

1
J(u+v) = J(u)+§B(v,v) fiir alle v € V,
[ —
>J(u) fir alle 0£veV

also ist v Minimierer.
Eindeutigkeit: Seien u, @ Losungen von (2.2). Dann gilt

B(u,v) = lI(v) N .
Bliv) = I(v) = B(u—a,v) =0 fir alle v € V.
Die Wahl von v := u — u zeigt dann v — u = 0. [ |

Das Funktional J aus Satz 2.12 hat unter geeigneten Annahmen ein Minimum:

Satz 2.13 Sei V ein Hilbertraum, B : V xV — R eine symmetrische, koerzive und stetige Bilinearform
und | : V — R eine stetige Linearform. Sei ) # U C V eine abgeschlossene, konvexe Menge. Dann gilt:
Die Funktion

1
J:U—>R, uw— §B(u,u)—l(u)

nimmt thr Minimum an. Der Minimierer v € U ist eindeutig.

Beweis: Es gilt fiir ein a > 0
aljv)|* < B(v,v) fiir alle v € V.

Es gilt daher

T(w) = 2ol = Wiyl = o Gallol iy y? - W W
-2 200 200 200

11



also ist J nach unten beschriinkt und es existiert damit eine Minimalfolge, d.h. (v,,)nen, mit v, € U,n € N
mit
J(up) = M = 31615 J(v).

Wir zeigen: (v, )nen ist eine Cauchyfolge:

allvn —vml? < B(vn — Um,Un — V) = 2B(Vn, Un) + 2B, vm) — B(Vy + Vm, Vn 4 Ui)

= 4J(vn) +4J(vn) —8J (WTUM)

N————
cU,da Ukonvex

< 4 J(vy) +4J () —8M
—— ~——
—M —M
—- 0 fiir n,m — oo.

Also ist (v )nen eine Cauchyfolge. Da V vollsténdig ist, folgt damit die Existenz von v € V' mit v,, — u.
Da v, € U und U abgeschlossen, ist u € U. Weil J stetig ist (cf. Bem. 2.9, 2.11), gilt also

J(u) = lim J(v,) = M = inf J(v).

n— o0 velU

Wir bemerken, daf§ die obigen Argumente sogar zeigen, daf fiir jede Minimalfolge (v, )nen gilt: 1.) sie
konvergiert, d.h. es existiert v € V mit lim,,_, oo v, = vund 2.) M = lim,,_,o J(v,,) = J(v). Eindeutigkeit:
Seien u, @ zwei Minimierer. Dann ist die Folge (v, )nen gegeben durch

| u fir n gerade
YT @ firn ungerade

trivialerweise eine Minimalfolge. Nach Obigem muf§ die Folge konvergieren. Das impliziert u = 4. |

Bemerkung 2.14 e Die Wahl U =V ist zugelassen.

e B(-, ) erzeugt ein Skalarprodukt auf V', d.h. (V, B(-,-)) ist wieder ein Hilbertraum. Zudem sind die
erzeugten Normen #quivalent.
O

Sétze 2.12, 2.13 implizieren den Rieszschen Darstellungssatz:

Satz 2.15 (Rieszscher Darstellungssatz) Sei (V,(-,-)) ein Hilbertraum. Dann gilt: fiir jedes | € V'
ezistiert ein eindeutiges u; € V', so dafl

l(v) = (u,v) Yv e V.
Umgekehrt erzeugt jedes u € V' ein Element [, € V'’ durch die Vorschrift
lu(v) :== {(u,v).
Damit ergibt sich, daf3 der Dualraum V” des Hilbertraums V' mit V identifiziert werden kann.
Korollar 2.16 Sei (V,{(-,-)) ein Hilbertraum. Dann ist die lineare Abbildung
i V=V u—(u,-)
ein isometrischer Isomorphismus, d.h.
1. @ ist bijektiv,

2. li(w)||v: = lullvy  fir allew e V.

12



Beweis: Ubung |

Wir haben bis jetzt das Problem (2.2) unter der Zusatzannahme betrachtet, daf die Bilinearform
B symmetrisch ist. Wir verwenden nun den Rieszschen Darstellungssatz, um diese Annahme abzu-
schwichen.

Satz 2.17 (Lax-Milgram-Lemma) Sei (V,(-,-)) ein Hilbertraum. Sei B : V x V. — R eine stetige,
koerzive Bilinearform mit Koerzivititskonstante o > 0. Sei l € V'. Dann gilt: Das Variationsproblem

Finde ue V : B(u,v) =1(v) fir allev e V (2.5)
hat eine eindeutige Losung. Zudem gilt .
lullv < —[ltlv,
d.h. stetige Abhdngigkeit der Losung von dem Datum [.
Beweis:
1. Die Bilinearform B ist stetig, d.h. es existiert M > 0 mit
|B(u,v)| < M||ul|]|v]| firr alle u,v € V.
Fiir jedes u € V ist v — B(u,v) also ein stetige Linearform. Definiere daher die lineare Abbildung
B: V-V, u—Bu (=v+— B(u,v)).

Sei i : V — V' der isometrische Isomorphismus aus Korollar 2.16. Dann gilt fiir Bu € V', daf§
i'BueV
(i 7' Bu,v) = (Bu)(v) = B(u,v) (2.6)

erfiillt. Dies gilt fiir alle u,v € V.
2. Die Aufgabe (2.5) ist dquivalent zu:
findew e V: i 'Bu=i'l. (2.7)
Aquivalent hierzu ist fiir jedes p > 0 die folgende Fixpunktgleichung:
findeweV: u=u—p (leu —i ). (2.8)
3. Die Fixpunktgleichung (2.8) wird mit dem Banachschen Fixpunktsatz gelost. Hierzu geniigt es zu
zeigen, dafl bei geeigneter Wahl von p die Abbildung
T,:V—=>V: u—u—p(i "Bu—i'l)

eine Kontraktion ist.
Behauptung: Fiir p € (0, %) gilt

| T,v — Tow| < qllv—w| fiir alle v,w €V,

wobei ¢ := /1 —2ap + p?M? < 1.

Beweis dazu:
| Tv — Tyw|? = lv—w—p(i'Bv—i 'Buw)|?

T e i B
= (z,2) = 2p(i" Bz, 2) + p*(i " 'Bz,i 'Bz).

Nun gilt wegen (2.6)
(i7'Bz,z) = B(z,2)
[i7'Bz||> = (im'Bz,i"'Bz) = B(z,i 'Bz) < M||z[|[li "Bz,

13



also ||i7'Bz|| < M||z||. Es folgt

ITpv0 — Tpwl* I121* = 2pB(z, 2) + M?p*| |

21 (1= 200+ M2?)
= |lv—wl| (1 -2pa+ M?p?).

Elementare Uberlegungen zeigen, daf fiir p € (0, %) gilt: g := /1 — 2ap + p2M?2 < 1.

2.3 Abstrakte FEM

Die Variationsaufgabe (2.2) ist typischerweise nicht explizit l6sbar, und man ist deshalb an Approxima-
tionen interessiert. Hierzu sei eine Folge (Vy)n € N von abgeschlossenen Réaumen mit

1. Vy =Vy fiir alle N € N,
2. Vy CV  firalle N €N,
3. Vo € V gilt imy 00 infyeyy |2 —v|| =0
Die Galerkinapproximation zu (2.2) ist dann:
Finde uy € Vi : B(upn,v) =1(v) fiir alle v € V. (2.9)

Wegen der Abgeschlossenheit von Vi folgt die Existenz und Eindeutigkeit von (2.9) aus der allgemeinen
Theorie:

Satz 2.18 Sei (V,(-,-)) ein Hilbertraum, B eine stetige, koerzive Bilinearform, | € V'. Sei Viy C V
abgeschlossener Teilraum. Dann gilt: (2.9) hat eine eindeutige Lisung uny € V.

Beweis: Weil Vyy abgeschlossen ist, ist (Vy, (:,-)) ein Hilbertraum. Die Aussage folgt dann aus dem
Lax-Milgram-Lemma. |

Die Elemente der so konstruierten Folge (un)nen stellen Approximationen an die exakte Losung u
des Problems (2.2) dar. Fundamental fiir Konvergenzaussagen ist die folgende Betrachtung, die Galer-
kinorthogonalitdt genannt wird:

B(u—un,v) =0 fiir alle v € Vi (2.10)
Beweis: Es gelten
B(u,v) = I(v) fiir alle v € V,
B(un,v) = 1(v) fiir alle v € Viy.
Subtraktion liefert die Aussage. [ |

Die Galerkinorthogonalitét ist die Grundlage der folgenden, fundamentalen Fehlerabschétzung:

Satz 2.19 (Céa’s Lemma (1964), Quasioptimalitét) Sei (V. (-,-)) ein Hilbertraum, B eine stetige,
koerzive Bilinearform mit

|B(u,v)| < M||u||||v]| fir alle u,v €V und al|ul|® < |B(u,u)| fir allew €V

Seil € V'. Sei Vy C V abgeschlossener Unterraum. Sei u durch (2.2) und un durch (2.9) gegeben. Dann
gilt:

M
b=l < 2L it fu—o.
o veVN
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Beweis: Unter Ausnutzung der Galerkinorthogonalitéit erhalten wir fiir jedes v € Vi:

oflu—un|? < B(u—un,u—uy) “2Y Bu—uy,u) 2 Bu - un,u—v)
< Mlu—un|flu—wvl,
also [Ju — un|| < Z|ju — v[|. Da v € Viy beliebig, folgt die Behauptung. [ |

Bemerkung 2.20 (Quasioptimalitét) Der Fehler ||u — uy|| ist bis auf den Faktor % so klein, wie
durch Approximation mit Elementen aus Vj iiberhaupt moglich ist. |

Korollar 2.21 Sei (V,(-,-)) ein Hilbertraum, B, | mdégen die Bedingungen aus Satz 2.19 erfillen. Sei
(VN)nen eine Folge von abgeschlossenen Unterriumen, so dafd

lim inf [z —v|| =0 Vo e V. (2.11)

N—ooveVn
Dann gilt:

lim uy = u.
N—o0

Beweis: Nach Satz 2.19 erfiillen die uy:

M
0<||lu—un| <— inf [Ju—2].
a veEVN

Die Voraussetzung (2.11 ) impliziert dann

lim inf |ju— o] =0.
N—=ocoveVn

Bemerkung 2.22 Das ,Galerkinverfahren® (2.9) ist also ein konvergentes Verfahren.

2.3.1 Der koerzive, symmetrische Fall

Wir betrachten koerzive, symmetrische Bilinearformen B. Dann ist (V, B(-,-)) ein Hilbertraum. Die vom
Skalarprodukt B(-,-) erzeugte Energienorm ist

lullz = v/ B(u, u).
Die Quasioptimalitdtsaussage aus dem Satz 2.19 kann fiir diesen Fall verschéarft werden:
Satz 2.23 Es mdgen die Annahmen von Satz 2.19 gelten. Zusditzlich sei B symmetrisch. Dann gilt:

lu—unllp = min lu—vlg und |lu—un|% = lulz — un]Z
veVN

Beweis: Ubung [ |

Bemerkung 2.24 Im symmetrischen Fall ist die Galerkinapproximation also gerade die Bestapproxi-
mation. uy kann geometrisch als die Orthogonalprojektion (bzgl. B(-,-)) von u auf Viy gesehen werden.
Diese Orthogonalprojektion ist ein stetiger linearer Operator, der als Ritzprojektor bekannt ist:

P:V—>Vy, uw~ Pu mit B(Pu —wu,v) =0 fiir alle v € Vy.

Tatséchlich wird die Symmetrie von B fiir die Definition des Ritzprojektors nicht benotigt. Entsprechend
heifit auch fiir nichtsymmetrische Probleme das oben definierte P der Ritzprojektor.
O

15



Bemerkung 2.25 Die Beziehung ||u—uy||% = ||ul|% —||un||% wird in der Praxis oft ausgenutzt, um den
Fehler abzuschétzen, insbesondere in Kombination mit der Monotonieaussage des folgenden Korollars.
O

Sind die Rdume Vi geschachtelt, kann im symmetrischen Fall die Konvergenzaussage aus Korollar 2.21
durch eine Monotonieaussage verschéirft werden:

Korollar 2.26 Es mdgen die Annahmen von Korollar 2.21 gelten. Zusitzlich sei B(-,-) symmetrisch
und Vy C Vi fiir alle NN € N mit N < N'. Dann gilt: Die Folge |[u — un||g konvergiert monoton
gegen 0.

Beweis: Ubung [ ]

2.3.2 Bemerkungen zur Realsisierung

In der Praxis sind die Rdume Vi endlichdimensional. Die Bedingung (2.9) fiihrt dann auf ein lineares
Gleichungssystem: Sei {¢1,...,pn} eine Basis von V. Dann ist die gesuchte Lésung un gegeben durch
Uy = Zf\il w; i, wobei der Vektor u € RV das lineare Gleichungssystem

Bu=1 (2.12)
16st. Dabei ist die Steifigkeitsmatriz B € RY*N gegeben durch
B;; := B(pj, ¢i), fir alle 7,5 € {1,...,N}
und der Lastvektor | € RN durch
L= 1(p:) fiir alle s € {1,...,N}.
Ist die Bilinearform B koerziv, so gilt
u'Bu >0 fiir alle w € RY mit u # 0. (2.13)

Ist B symmetrisch, so ist B symmetrisch. Bei symmetrischen, koerziven Bilinearformen erhilt man also
lineare Gleichungssysteme mit symmetrischen, positiv definiten Matrizen.

Bemerkung 2.27 Aus (2.12), (2.13) kann man fiir den Fall von endlich dimensionalen Vy die Existenz

und Eindeutigkeit einer Losung on (2.9) unmittelbar sehen. (2.9) ist durch die Wahl der Basis {p; | i €
{1,...,N}} dquivalent zu (2.12). Das lineare Gleichungssystem ist wegen (2.13) eindeutig lsbar. O
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