Kapitel 8

H(div)-konforme Elemente

8.1 H(div)-konforme Elemente

Ausgangspunkt: Bei zahlreichen Randwertproblemen mit vektorwertigen Funktionen basieren die natiirli-
chen Funktionenriume auf H(div) = {u € L*(Q)| divu € L*(Q)} und H(curl) = {u € L*(Q) | curlu €
L2()}.

Ziel: geeignete FEM fiir solche Probleme.

8.1.1 Der Raum H (div)

Definition 8.1 Sei Q C RY offen. Sei o € (L}

L ()4, Eine Funktion v € L} () heifit schwache
Divergenz von o, falls

loc

/0'~V<p:—/v<p Yo € C5°(92).
Q Q

Wir schreiben div o fiir die' schwache Divergenz. Der Raum H(div,Q) := {o € L?(Q)| dive € L*(Q)}
wird mit der Norm

o aiv.e) = lollZz () + [ diveolia g,

versehen.
Ubung 8.2 H(div,Q) ist ein Hilbertraum. n

Satz 8.3 Sei Q) C R? ein beschrinktes Lipschitzgebiet. Dann ist ist (C*(Q))? dicht in H(div, ().

Beweis: Literatur O

Fiir den folgenden Satz benstigen wir den Raum H ~'/2(99), welchen wir als den Dualraum von H'/2(0$)
definieren: )
H™Y2(00) = (H'2(00)) . (8.1)

Mit Hilfe von Satz 8.3 zeigt man nun, daB o - n als Element von H~'/2(99Q) interpretiert werden kann:

Satz 8.4 Sei Q C RY ein beschrinktes Lipschitzgebiet. Dann kann fiir jedes o € H(div,Q) die Normal-
komponente o - n als Element von H—Y2(9Q) durch folgende Zuweisung definiert werden:

(0 1,0) g-1/2(00)x H1/2(00) = / o-Vop —|—/ divop Vo € H(div,Q), ¢ HY(Q). (8.2)
Q Q

Insbesondere ist fiir hinreichend glatte o und ¢

(o - n7@>H*1/2(6S2)><H1/2(6£2) = /mff - .

Iman iiberzeugt sich davon, daB die schwache Divergenz eindeutig ist
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Beweis: Wir zeigen, dafl die rechte Seite der Gleichung (8.2) als Definition der rechte Seite verwendet
werden kann:

1. fiir festes o € H(div, () ist die rechte Seite von (8.2) ein stetiges lineares Funktional auf H'(Q)

2. fiir festes o € H(div, ) gilt
(0 -10,0) g-12000)xmr200) =0 Vo € Hy(Q) :

Dies folgt aus Dichtheit: Fiir o € (C°°(Q))? und ¢ € C5°(R) folgt dies durch partielle Integration.
Mittels der Dichtheitsaussage von Satz 8.3 und der Dichtheit von C§°(Q) in H}(Q) folgt dann die
Aussage.

3. Punkte 1. und 2. zeigen, daf} die rechte Seite fiir festes o ein stetiges lineares Funktional auf
H'/2(09) definieren, d.h. ein Element von H~'/2(0).

Ubung 8.5 Sei o stiickweise C', d.h. olg, € C*(Q), i = 1,...,N. Dann gilt: o € H(div, ), falls fiir
alle 7, j gilt:

Q;

o -n = —O"IIQJ auf 891069.],

hier ist n% die duBere Normale des Teilgebietes €2;. Insbesondere ist die (schwache) Divergenz von o
gegeben durch (div o)l|q, = div(e]g,) fir alle 1. .

Bemerkung 8.6 Da fiir ¢ € H(div,Q) der Ausdruck o - n sinnvoll (als Element von H~'/2(9Q))
definiert werden kann, kann man den Raum Hy(div,Q) := {o € H(div,Q)|o - n = 0} definieren. Fiir
Lipschitzgebiete gilt, dal (C5°(€2))? dicht in Hy(div, ) ist. .

8.1.2 Ein einfaches Modellproblem

Betrachte
—Au = f auf Q, u|FD =g, anuh—xN = h. (83)

Fiihre den Fluff o := Vu ein. Dann fiihrt (8.3) auf

dive = —f aufQ, (8.4a)
o—Vu=0 aufQ, (8.4b)
ulrp =g, (8.4c)
oc-n=h aufly. (8.4d)

Eine schwache Formulierung ergibt sich durch Multiplikation von (8.4a) mit v und (8.4b) mit =

/U-T—/Vu-rzo VT

Q Q
/divav:/fv Yo.
Q Q

Es ist geschickt, den Term fQ Vu - 1 partiell zu integrieren, um in beiden Gleichungen die gleiche Biline-
arform zu haben. Beriicksichtigung der Randbedingung (8.4¢) fiihrt auf: Finde (u, o), so dafl

/U-T—‘,—/UdiVT:/ gr-n Y7 mit 7-n=0 aufly
Q Q

I'p
/divo-v:/fv Yo,
Q Q

h

o-n= auf I'y.
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Man erkennt, dafl diese Variationsformulierung bereits sinnvoll formuliert werden kann, wenn wu, v €
L?(Q) und o, 7 € H(div, Q). Weiters haben wir gesehen, dafl man die Normalkomponenten o-n und 7-n
sinnvoll definieren kann. Unsere neue Formulierung von (8.3) ist deshalb: Find (u, o) € L?(Q2) x H(div, ),
so dafl

/o’~’r+/udivr:/ gT-1n V7 € Ho(div,T'y) := {7 € H(div,Q) |7 -n=0 aufI'y}
Q Q I'p

(8.5a)

/ divov = / fv  Yue L*Q), (8.5b)
Q Q

o-n=h aufly. (8.5¢)

Bemerkung 8.7 Die Losbarkeit von (8.5) ergibt sich aus der Sattelpunkttheorie. Wir haben:

e (inf-sup) die Bilinearform (o, u) — b(o,u) = [, udiveo erfiillt die inf-sup Bedingung. Betrachte
hierzu den einfacheren Fall T'y = (), so daf b auf H (div, Q) x L?(Q) betrachet wird. Wegen Dichtheit
reichtes, u € C§°(Q2) zu betrachten. Setze o := Vz, wobei z € H{ () die Gleichung —Az = —u
erfillt, d.h.

(Vz,Vo)r2 ) = —(u, ) L2(0) Vo € Hy ().
Dann ist o € H(div,Q) denn dive € L*(Q) = —u € L3(Q): fiir p € C§°(Q) gilt

(dive,p) Eh —(0,Vo)r20) = =(Vz, V@) 12(0) = (u, ©) 12(0)-
Damit ist b(o, u) = [[u]|72q) und [|o]|m(div,0) ~ [|divollra) + o] z2@) < llull2)-
Im Fall |T' 5| > 0 geht man dhnlich vor, indem man z als die Lésung von
—Az=—-u, z|lr, =0, Ohzlry =0

withlt. Man kann dann zeigen, dal o := Vz die Bedingungen dive = v und o -n = 0 auf I'y
erfiillt.

Ein Alternativbeweis (Ubung!) fiir den Fall Ty = ) zeigt, da man sogar o € (H'(Q))? erhalten
kann: Uberlegen Sie sich mittels des Satz von deRham (Satz 7.26) und dem Vorgehen wie beim
Beweis der Stabilitdt des Taylor-Hood-Elementes folgende inf-sup-Bedingung;:

nf b(o,u) . b(o,u)

up = 1 Sup
wel?(Q) ger(div,) [Ullz@) ol m@iv.e) — wel2(@) oert ()2 [ullLz@ llo|la @

> 7. (8.6)

e Die Bilinearform a : H(div,Q) x H(div,Q) : (o,7) — a(o,T) := [0 - T ist koerziv auf Ker B:
Hierzu iiberlegt man sich, da8 Bo = dive € L?(), und fiir o € Ker B gilt dann

a(o,0) = HU”%z(Q) = ||0'H%2(Q) + diVUH%z(Q)

Bemerkung 8.8 Die Formulierung (8.5) unterscheidet sich in folgenden Punkten von der Formulierung
fiir (8.3), die wir bisher kennengelernt haben:

e Wiihrend bisher die Dirichletdaten g in den Ansatzraum H'! eingebaut wurden (“wesentliche Rand-
bedingungen”) und die Neumanndaten h in der Variationsformulierung beriicksichtigt wurden
(“natiirliche Randbedingungen”) ist es nun umgekehrt: die Dirichletdaten sind “natiirlich” (al-
so in der Variationsformulierung) und die Neumanndaten “wesentlich”. pas vorgenen so weit ist formal, weil
der Raum H((div, T'yy) nicht ganz sauber eingefiihrt ist und nicht gesagt wird, in welchen Rdumen die Daten g, h liegen. Unter Zuhilfenah-
me der (bisher nicht eingefithrten) Réume HY/2(Iyn) := vHL(Q:Tp), H-Y2(ry) = (ﬁ1/2(rN))’ sagen wir, daB T - n = 0 gilt, falls
(t-n,p) = 0 gilt fir alle ¢ € HL/2(Ppy). Die “wesentliche” Randbedingung o - n = h € H™1/2(T'y) wird erzwungen, indem man ein

“Lifting” & € H(div,Q) mit & -n — h = 0 auf [y wihlt. (Das kann gefunden werden, weil ein h € H™1/2(T'xn) zu einem Element aus

H=1/2(8Q) fortgesetzt werden kann, weil H1/2(I'y) := yH(Q;T ) ein abgeschlossener Unterraum von H!/2(9Q) ist.) Die Dirichletdaten

g kann man in HY/2(Dp) := (’yHl(Q))|FD fordern, denn damit die Linearform T — (g, T - n) sinnvoll definiert ist, muB fiir die Testfunktion

gelten: 7-n € H /2(Dp), dh. 7-n=0auf Ty = 9Q \ ['p, was fiir 7 € Ho(div, [ ) gewéhrleistet ist.
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e Die Annahmen an die Daten wie z.B. f sind andere: in (8.5) muf} f € L?(£2) angenommen werden.
Bei den bisherigen Formulierungen konnte f sogar in (H!())" angenommen werden. "

8.1.3 Raviart-Thomas Elemente

Fiir (konforme) FEM-Diskretisierungen von H (div, ) brauchen wir Teilrdume. Eine klassische Wahl ist
der sog. BDM2-Raum fiir p > 1

BDM,(T) :={o € (L*())?|o|x € Pz VK € T und o - n ist stetig iiber Elementkanten hinweg }
(8.7)
Ubung 8.5
C  H(div,Q)
(Stetigkeit {iber Kante hinweg zu verstehen als: falls e gemeinsame Kante von K und K’ ist, dann ist
olx -nf = —o|g - nf".) Eine weitere klassische Wahl, welche wir genauer betrachten ist der Raviart-
Thomas-Raum fiir p > 0:

RT,(K) := P? + P, < jj ) , (8.8)
RT,(T) = {o € (L*())?|o|x € RT,(K) VK €T und o - n ist stetig iiber Elementkanten hinweg}.
(8.9)

Der Fall niedrigster Ordnung ist der Raum RT((7), bei dem auf jedem Element K die Funktionen die

o o(z,y) = ( ‘g > +c< "’yc > (8.10)

haben. Wir beobachten, da8 fiir solche Funktionen auf den drei Kanten von K gilt: o - n|. = const. Man
kann fiir jede Kante e; € £(K), i = 1,...,3, den Freiheitsgrad

T

definieren. Diese drei linearen Funktionale sind linear unabhiingig auf RTo(K), d.h. fiir jedes Tripel
(01,09,03) € R? exist ein eindeutiges o von der Form (8.10) mit 1, () = 0;,i = 1, 2, 3.

Ubung 8.9 Geben Sie fiir das Referenzdreieck K die “nodale” Basis B = {o1,02,03} von RTO(I?) an,
d.h. es gilt fiir die drei Kanten e;, i =1,2,3 von K

Ve, (05) = 0ij.

Damit kénnen wir den Interpolanten I*7'¢p € RTy(T) definieren durch die Bedingungen (I}*7¢)|x :=
I ;?Tcp mit

/(I;?Tgo)-nK:/gah(-nK Vee E(K) VK eT. (8.11)
Dieser Operator ist wohldefiniert, d.h. er bildet in den Raum RTy(7") ab, denn:

(a) Der Interpolant I*"¢ kann nach Obigem elementweise definiert werden durch (I/7 )|k € RTy(K)
fiir alle K € T.

(b) Nach Obigem ist o - n konstant auf jeder Kante fiir o € RTy(K). Diese Konstante wird in (8.11)
fixiert, und héngt (fiir hinreichend glatte ) nur von n-¢|. ab. Damit hat die elementweise definierte
Funktion stetige Normalkomponenten iiber Elementkanten.

Ubung 8.10 Sei £(7) die Menge der Kanten von 7. Uberlegen Sie sich, daff eine Basis B = {¢, | e €
E(T)} von RT,(T) gibt, welche folgende Bedingung erfiillt:

2Brezzi-Douglas-Marini
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(i) supp ¢, C we fiir alle Kanten e € £(T). Insbesondere ist ¢, = 0 auf Kanten ¢’ mit ¢/ Nw, = 0.

(ii) sei K € T mit K C w,. Dann gilt fiir alle Kanten ¢’ € £(K)

K
/‘P6|K'n = deer-
e/

IR o mittels der Basis {¢, | e € £} ausgedriickt werden kann. =

Uberlegen Sie sich, wie

IFT ist eine Projektion auf RTy(T). Zusétzlich erhiilt [T die Divergenz im Mittel:

/ divIfiTe = / dive.
K K

/divI,?TO': Z (IFg) . n= Z /U~n:/diva.
K K

ecE(K)” € e€E(K) "

Lemma 8.11

Beweis:

a

Bezeichnet Hﬁz 1 L2(Q2) — S%9(T) die L?-Projektion auf den Raum der stiickweise konstanten Funktio-
nen, dann 148t sich die Aussage von Lemma 8.11 auch als kommutatives Diagramm darstellen:
Q) — r2(Q)
l;;;T lnﬁz (8.12)
RTy(T) — s 500(T)

8.1.4 Interpolationsfehler und Piolatransformation

Fehlerabschétzungen fiir o — I ,fTa erhilt man mittels Skalierungsargumenten. Man beachte, dafl bei
Koordinatenwechsel x = F(Z) der Normalenvektor auf eine Kante typischerweise nicht auf den Norma-
lenvektor der transformierten Kante abgebildet wird. Damit ist z.B. (I o)|x o Fx # IILET (oo Fk). Die
Piolatransformation leistet dies:

Definition 8.12 (Piolatransformation) Sei Fx : K — K die Elementabbildung. Sei ¢ € L2(K).
Dann ist die Piolatransformation P : & — o := P& definiert durch die Beziehung

o o Fgx = |det Fj| ' Fjo. (8.13)

Die Rolle der (kontravarianten) Piolatransformation wird ersichtlich, wenn man danach fragt, wie der
Divergenzoperator unter Koordinatenwechseln transformiert:

~

Lemma 8.13 Sei o € H(div, K) und o := Pe. Dann gilt:

1

di Fre=—"
(dive) o Fie = rq

diva. (8.14)

Falls & hinreichend glatt ist, dann gilt fiir jede Kante € von K mite= Fg (€)

/60'~n:/€3'~ﬁ. (8.15)

Weiters ist RT,,(K) = PRTP(IA().
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Beweis: Man konnte (8.14) (fiir hinreichend glatte o) direkt mit der Kettenregel nachrechnen. Einfacher
ist es, wie folgt vorzugehen. Sei ¢ € C§° (K ) und ¢ gegeben durch ¢ o Fr = §. Es ist?

—/ diva'gaz/ U-Vg@z/A(O'OFK)~((F}<)7TV@)|detFI’<|:/A(|detF;’(|F;’(710'OFK)-V@
K K R R

1
= 3~V§5:7/ div&{o\:f/(divﬁ)oF_l—ga,
/f( K K K| det Fy|

woraus (8.14) mittels der Dichtheit von C§°(K) in L?(K) folgt. Fiir (8.15) betrachten wir ¢ € C*®(K).

Dann folgt
/ o-np= / div(oe) 1Y / div(ep) = / o -np.
oK K K oK

2
Betrachtet man Funktionen ¢ mit ¢|ax g @}Q) Xe folgt die Behauptung.
Fiir die Aussage RT,(K) = PRT,(K): wir betrachten nur den Fall p = 0. Fiir ein o € RT,(K) gilt
dann o = a + bx und mit der Elementabbildung F'(X) = b 4+ F’'x folgt
G=|F|F 'goF =|F|F '(a++bF'R) == |F| (F’_l(a + +b§)) € RT,(K),
dh. P7IRT,(K) C RT,(K K). Analog zeigt man PRT, (K) C RT,(K). O

Allgemeiner gilt:

Ubung 8.14 Seien &, v hinreichend glatt. Definiere o := P& und v durch v o Fx = 9. Dann gilt:

/0' Vv—/a' \Va0)
/leO’U—/ divev
/ o- nv—/ -nov
oK oK

Die Eigenschaft (8.15) impliziert:
Lemma 8.15 Das RTy(K) und RTy(K)-Element sind interpolationsiquivalent, d.h.

PUIE"?) = I P. (8.16)
Wir erhalten insgesamt folgende Fehlerabschétzung:

Lemma 8.16 Sei T affine, formregulire Triangulierung. D.g. fir alle K € T

I — Il gy < Chicl| Vel oy (8.17)
| divig — I @) 2y < Chic ||V div @ 2 (rc)- (8.18)

Beweis: Im Folgenden verwenden wir ~, um folgende Beziehung zu beschreiben: ¢ = Pp.
1. Schritt: Weil Fj, konstant ist, ergibt sich

Pl
Jellzc ~ dtf;,p/mem [T (319)

[ F5 |l _
IVellL2(r) ~ ﬁ |detFI/{|EHV¢HL2(f()' (8.20)
K

3man beachte, da8 - hier konsequent das Skalarprodukt bezeichnet und nicht eine Matrix-Matrix-Multiplikation

116



2. Schritt: (Stetigkeit von I gT) Auf dem Referenzelement liefert der Spursatz

I @l 2y < Clell gy

3. Schritt: Es ist

- - 819 ||Fkl ~ .
||(,0—IRKT<,0HL2(K) = HP(,D—PIET(,OHL2(K) ~ B S det Flll|@ — IET @] 229 (8.21)
K | det F| K (&)
K

Nun verwenden wir, dafl T I%T konstante Vektorfelder reproduziert. Damit

o _ TRT S 5 o TRT(5 _ : 5 _ > _
H‘P*Ig ‘P”Lz(K)*clen]g2 ¢ —c Iz (¢ C)HLz(K) §CC1€HH£2H90 c”Hl(K) §C||V‘P||L2(K)

(8.20) | det Fy|
~ =i ||V 12 (k).
[F5 /] et Fr|

Setzt man dies in (8.21) ein, ergibt sich die Behauptung (8.17).
Der Beweis von (8.18) beruht auf dem kommutativen Diagramm (8.12):

. . 2 . .
[ div(e = I§T @)l L2(x) = [ divee =TI div | 2(x) < Chic||V div | 2 (xc)-

a

Der Operator I ,{ET ist nicht auf H(div, Q) definiert, jedoch auf Riumen von Funktionen mit etwas mehr
Regularitét:

Ubung 8.17 Zeigen Sie folgende Stetigkeitseigenschaften von I R,

I @l 2cry < el i)
| divIE @l L2y < || divepll L2 (k-

8.1.5 Konvergenz

Wir betrachten (8.5) fiir den Fall Ty = (). Die Diskretisierung von (8.3) lautet: Finde (u, o) € S%°(T)x
RTyH(T), so daB

alon, )+ b(T,up) =1(1) = /89 gpT -1 V7T € RTo(T), (8.22a)

blop,v) = /Q fu Yo € S%0(T). (8.22b)

Satz 8.18 Sei (u,0) € L*(Q) x H(div,Q) Lésung von (8.3) und (up, o) Lisung von (8.22). Dann gilt:

lo — onllm@iv.e) + lu—unllL2) < Ch{llollm @) + lullm @) + 1 flla @] -

Beweis: Schreibe X;, = RTo(T) und M, := S%0(T).
1. Schritt: (Koerzivitiat auf Kern) Definiere

KerBy := {0 € X |b(o,v) =0 Yv e M}
Weil div X, € Mj, ist (vgl. Ubung 8.5), schliefen wir
occKerBy — dive=0 fi.aufQ
und damit auch Ker By € Ker B := {o € H(div,Q)|b(o,v) =0 Yv € L?(2)}. Somit

alon,on) = llonliz) = lonlf@va  Yon € KerBy.
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2. Schritt: (diskrete inf-sup-Bedingung) Das kommutierende Diagram erlaubt uns, den Fortin-Trick zu
verwenden. Sei u € S%°(T). Dann existiert nach (8.6) ein o € (H'(Q))? (beachte: o ist nicht nur in
H(div, Q) sondern sogar in (H'(€))?!) mit

b(o,u) > vllullL2 ) llol m2 @)

Weil o € (H())? konnen wir I/*7" anwenden und erhalten

u 0,0
b(If’TO',u) :/(diVI}?TU)u Lemma 8.1 /Q(Hﬁ2 divo)u esZ(M /Q(diva)u =b(o,u)

Q
Ubung 8.17
> yllol| g llull L2 > CHIi?TO'”H(divA,Q)HUHL2(Q)-
Damit folgt aus Satz 7.21
lo — onllu@iv.e) + lu—unllr2) S inf o= 7llg@iv,e) + v —vll2q)-

(T,v)EXp X M},

Wir schitzen ab

. 2 ..
_ [}?T — I}?TUHLQ(Q) + || dive — Hﬁ leUHLQ(Q)

inf |0~ 7| giv.o < o o gaiv.0) Sllo

TEX)
S hlloll g ) + Rl dive | gy = Rllo|la @) + 2Ll o)
Weiters schitzen wir ab

inf — < .
ot lu = vz S hllullmr )

Zusammen erhalten wir die gewiinschte Aussage. a

Bemerkung 8.19 Auch die S™!(7)-basierte FEM liefert Konvergenz O(h). Im besten Fall sind fiir die
STL(T)-basierte FEM die Annahmen an die Daten geringer: f € L?(Q) versus f € H'(Q) in Satz 8.18.
Andererseits ist die Konvergenz in Satz 8.18 stérker, weil sie auch || div(e — o4)||12(q) = O(h) liefert. =

8.1.6 Raviart-Thomas Elemente hoherer Ordnung

Der Raum RT,(K) wurde bereits in (8.8) eingefithrt. Es ist besser, ihn wie folgt zu definieren:

RT,(K) := P2+ P, ( ;” ) : (8.23)
wobei 73p der Raum der homogenen Polynome vom Grad p ist:

P, = span{z'y’ | i+ j = p}. (8.24)
Man kann nachzihlen, daff im vorliegenden Fall d = 2 gilt*

dim RT,(K) = (p+1)(p +3).

Das folgende Lemma zeigt, welche Freiheitsgrade linear unabhéngig sind:

Lemma 8.20 Sei o € RT,(K). Dann implizieren folgende (p + 1)(p + 3) Bedingungen, dafi o = 0 ist:
/0'~n7r:O Vr e P, Veel(K), (8.25)

/ oc-T=0 VreP,. (8.26)
K

Afiir d = 3 gilt analog dim RT(K) = 2(p+ 1)(p +2)(p + 4)
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Beweis: Wir betrachten den Fall des Referenzelementes K. Sei o € RKP(IA( ).
1. Schritt: Weil (z,y)" - n konstant auf den Kanten ist, schlieBen wir aus (8.25), daf

o-n=0 aufdK. (8.27)
2. Schritt: Einsetzen von 7T := V fiir beliebiges m € P, in (8.26), partielle Integration und (8.27) liefern
dive =0 auf K. (8.28)

3. Schritt: Wir schreiben o = ¢ + 7x mit ¢ € Pg und 7 € 751,. Weil 7 ein homogenes Polynom ist,
erhalten wir
(8.28)

0 ='dive=divp+Vr-x+ndivk=divp+7n+2r=dive + 27 , (8.29)
—_—_— =~

€EPp-1 €Pyp

woraus sich m = 0 ergibt, d.h. 0 = ¢ € Pg. Wegen (8.27) ergibt sich auf dem Referenzelement K die
Darstellung

o=@ = (yb(z,y),2d2(z,y))
fiir ¢; € Pp—1. Wihlt man 7 = (¢, ¢2) " in (8.26) ergibt sich

0= [ o= [ yot+ sk
K K

d.h. ¢1 = ¢2 = 0 und damit o = 0. O

Der Interpolationsoperator I ,{ET ergibt sich im Fall p > 0 analog durch elementweise Definition via:
(i)l = IE" ¢ mit

/I}?Ta-mr:/a'h(-mr Vee E(K) VYmeP,

/I}?Tcrga:/a-(p V(pEPﬁ,l.
K K

und wie im Fall p = 0 iiberlegt man sich, daf} die so elementweise definierte Funktion I fTU in H(div, Q)
ist. Das Analogon von Lemma 8.11 ist

Lemma 8.21
/ div I or z/ divor Vr e Py
K K

Beweis: Ubung. O

Lemma 8.21 besagt, daB mit der L2(Q2)-Projektion IIE* : L2(Q) — SPO(T) das folgende Diagramm

kommutiert: )
HY(Q) —F [X(Q)

lI}}T lnf (8.30)
RT,(T) —= SP(T)

Tatsiichlich ist es geschickter, den Operator IET auf dem Referenzelement zu definieren. Die entspre-
chende Definition auf dem Element K ergibt sich dann wie in der folgenden Ubung beschrieben:

Ubung 8.22 Zeigen Sie, daf (fiir affine Elementabbildungen Fi ) der Raviart-Thomas-Interpolant fiqui-
valent definiert werden kann durch

/I}?Ta-mr:/ah{-mr Vee E(K) VYmeP, (8.31)
[ 1o ) Te= [ o (F) e veePi, (82)
K K
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Definieren Sie auf dem Referenzelement K den Raviart-Thomas Interpolant I IIA?T durch

[IgTG~nW:[U'nW Veec E(K) VYmeP,

RT
/AIf( a~cp:/A0'~<p V(pEPi_l.
K R
Zeigen Sie: [ETPo = PII%T&.
Lemma 8.23 Sei o € RT,(K). Dann ist

dive € P, (8.33)
(o-nl.) €P, Ve € E(K). (8.34)

Zudem ist der Operator div : RT,(K) — P, surjektiv.

Beweis: (8.34) folgt aus der Tatsache, daf x - n konstant auf Kanten ist.
Die Aussage (8.33) folgt aus der Rechnung, die auf der rechten Seite von (8.29) durchgefiihrt wurde.
Fiir die Surjektivititsaussage geben wir 2 Beweise an:
1. Beweis: Da div RT,(K) C P,, reicht es zu zeigen, dafl dim(div RT,(K)) > dim P,. Dazu geniigt es
zu zeigen, daf dim(div(xP,)) = dimP,. Wir zeigen deshalb: die Abbildung 7 +— div(xm) ist injektiv.
0.B.d.A. sei (0,0) € K. Dann berechnen wir

/’R’diV(X’/T):/ (x~n)7r2—1/x'V7r2:l/ (x'n)7r2—|-/ (divx) 72,
K OK 2 Jk 2 Jor ~——~ K~~~

>0 =2

woraus wir schlielen, daf§ die Abbildung = — div(xm) injektiv ist.
2. Beweis: Wir konstruieren explizit eine Rechtinverse von div: Sei (0,0) € K. Betrachte die Abbildung

1
Lp:u— x/ tu(tx) dt.
=0

Dann ist Lp7 € RT,(K) fiir 7 € P, und

1 1

tu(tx) dt + / t2iu(tx) dt
=0 dt

1 1
div Lpu = (div X)/ tu(tx) dt + x - / t2Vu(tx) dt = 2/
t=0 t=

t=0 0

_ / U (i) dt 4+ u(t)|g / " ot dt = u(x)

=0 t=0
O
Die zu Lemma 8.16 analoge Aussage ist
Lemma 8.24 Sei T affine, formregulire Triangulierung und p > 0. D.g. fir alle K € T
lo = I | L2y < CRE ol (x5, (8.35)
| div(e — I )| L2 (x) < CREF div | o (i) (8.36)

Ubung 8.25 Zeigen Sie, analog zu Ubung 8.17,

I @l L2y < el )
| div I @l 2y < |l llz2ro)-
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Kapitel 9

DG-FEM

9.1 DMotivation

Wir betrachten fiir Q@ C R? und hinreichend glatte Funktionen b, ¢ und ¢ > 0 das Randwertproblem

—eAu+b(x) - Vu+cx)u = f aufQ (9.1a)
u = 0 auf 00 (9.1b)

Wir werden zudem an die Funktionen b und ¢ die Bedingung
1
c(x) — §V “b(z) >co >0 auf Q (9.2)

fordern.

Uns interessiert hier der Fall von kleinem € > 0. Es ist deshalb plausibel, numerische Verfahren zu
erzeugen, die auch im Grenzfall € = 0 gut funktionieren.

Die Grenzgleichung ist eine Gleichung 1. Ordnung:

b(z) - Vu+c(x)u=f auf (9.3)

Bei dieser Gleichung kann nicht mehr eine Randbedingung auf dem gesamten Rand 92 gefordert werden.
Wir definieren den “Einstromrand”, den “Ausstromrand” und den “charakteristischen Rand” durch

™ = {ze€dQ:b(x) n(x) <0} (9.4)
't = {z€0dQ:b(z) n(x) >0} (9.5)
r= := {z€9Q:b(x)- n(x) =0} (9.6)

Hier ist n(x) der (dufiere) Normalenvektor im Punkt z € 0Q. Tatsichlich kénnen wir fiir (9.3) nur eine
Randbedingung auf I'™ oder I'" fordern. Wir betrachten deshalb das Grenzproblem

bz) - Vu+celx)u = f aufQ (9.7a)
u = 0 aufl". (9.7b)

Beispiel 9.1 Betrachten Sie das Problem
—u' +u=f auf (0,1),

Uberlegen Sie sich, daB man nicht sinnvollerweise u(0) = 0 = (1) fordern kann sondern nur u(0) = 0
oder u(1) =0
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