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1. Sei Q= (0,1) und seien b, ¢, f € C*(Q). Sei g € R. Betrachten Sie

—u" +b(x)u + c(z)u=f auf Q, w(0) =0, u'(1)=g.

a) Formulieren Sie eine Variationsformulierung fiir dieses Problem basierend auf dem Raum!
X :={u € C'(Q)|u(0) = 0}. Kénnen Sie sich noch andere Variationsformulierungen
vorstellen?

b) (optional) Sei u € C*(2) N X eine Losung ihrer Variationsformulierung. Zeigen Sie, daf
es dann eine klassische Losung des obigen Randwertproblems ist.

2. (stark monotone Operatoren) Sei V ein Hilbertraum und B : V' — V" lipschitzstetig und
stark monoton, d.h.

|IBu—Buo|y: < Ll|lu—v|y uwnd (Bu—Bv,u—v)yy >allu—v|} Yu,veV

fiir Konstanten L, a > 0, die nur von B abhéngen. Zeigen Sie: B is eine Bijektion. Hinweis:
Monotonie fiir Injektivitit. Fiir Surjektivitdt betrachten Sie wie im Beweis des Satz von Lax-
Milgram der VO die Abbildung ®(u) := u — pi~'(Bu — [) und zeigen Sie, daf fiir geeignetes
p der Banachsche Fixpunktsatz anwendbar ist.

3. Sei B eine koerzive und symmetrische Bilinearform auf dem Hilbertraum V und [ € V’. Sei
u € V Losung von B(u,v) = l(v) fiir alle v € V. Sei Vy C V mit dimVy = N und Basis
{pili=1,...,N}. Sei uy € Vi die Galerkinapproximation an u.

a) Zeigen Sie: Es gilt fiir den Energienormfehler
lu —un||% == Blu —un,u —ux) = B(u,u) = Blun, uy) = |Jullf — [Jux|E-

b) Seien B = (B(y;, ¢;));—; die Steifigkeitsmatrix und 1 = (I(¢;));, der Lastvektor und
u der Vektor der Darstellung von uy in der Basis (¢;)Y ;. Zeigen Sie:

B(uy,uy)=u'Bu=u'l

4. a) Schreiben Sie ein MATLAB-Programm, das fiir beliebiges Gitter und stiickweise lineare
Ansatzfunktionen die Steifigkeitsmatrix und den Lastvektor fiir das Problem

—u" +ku=f auf Q=(-1,1), u=0 auf 00

assembliert. Hier ist f eine Funktion und k£ € R. Fiir die Quadratur des Lastvektors
konnen Sie die Mittelpunktsregel (“1-Punkt GauBquadratur”) verwenden. Nutzen Sie
beim Erstellen der Steifigkeitsmatrix aus, daf§ diese diinn besetzt (“sparse”) ist.

leigentlich miite man den Sobolevraum H(lO () :=={u € H(Q) |u(0) = 0} verwenden



b) Geben Sie fir £ = 0 und f = 1 die exakte Losung u an. Bestimmen Sie die “Energie”
[ull% == B(u, u).

c) Bestimmen Sie fir £ = 0, f = 1 und uniforme Gitter (mit Gitterweite h) mit Threm
Programm den Energienormfehler der FE-Approximation, d.h. bestimmen Sie

lu —un|lp = VB(u — un, v — uy).

Plotten Sie (loglog) den Energienormfehler gegen h fiir verschiedene Werte von h.
Welche Konvergenz beobachten Sie?



