Kapitel 3

Sobolevraume

Sobolevriume sind Funktionenrdume, in denen die Ableitungen in einem LP-Sinn noch definiert sind,
d.h. der Ableitungsbegriff wird erweitert. Historisch gesehen gab es sehr viele verschiedene Definitionen,
die sich aber schliefSlich als dquivalent erwiesen. Diese verschiedenen Zugéinge kann man noch heute an
der Verwendung verschiedener Schreibweisen erkennen (z.B. die austauschbare Verwendung der Bezeich-
nungen H*(Q) und WH2(Q)).

3.1 Sobolevraume und schwache Ableitungen

Der Begriff der schwachen Ableitung ist iiber partielle Integration definiert — ein Nebenprodukt ist, daf3
sich die Formeln fiir die partielle Integration auch auf Sobolevfunktionen iibertragen.
Fiir Multiindices o € N} und glatte Funktionen ¢ € C*°(Q,R), 2 C R™ bezeichnet
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D%p  die Ableitung

Definition 3.1 (schwache Ableitung) Sei Q@ C R™ offen. Seien u € L}, (), a € Nj. Dann heifit
eine Funktion v, € L}, .(Q) die a-te schwache Ableitung von u, falls

Q

Falls die schwache Ableitung existiert, so ist sie eindeutig (Ubung). Insbesondere ist der Begriff der
schwachen Ableitung eine Verallgemeinerung des klassischen Ableitungsbegriffs:

Problem 3.2 Sei u € CF(Q) fiir ein k € Ny. dann existiert fiir jedes o € NI mit |a| < k die a-te
schwache Ableitung v, der Funktion u und ist gegeben durch v, = D%u.

Beweis: Ubung. [ |

WEeil fiir klassisch differenzierbare Funktionen der klassische Ableitungsbegriff und der Begriff der schwa-
chen Ableitung {ibereinstimmen, entsteht keine Verwechslungsgefahr, wenn wir D%u fiir die a-te schwache
Ableitung schreiben.

Existieren zu einer Funktion u alle schwachen Ableitungen bis zur Ordnung k& und falls alle diese
Ableitungen in L? sind, so ist u ein Element des Sobolevraums H*:

Definition 3.3 (Sobolevraum H*) Fiir k € Ny heifit der lineare Raum
H*(Q) := {u e L*(Q) | D®u € L*(Q) fir alle a € N}, |a| < k} (3.1)

Sobolevraum H*(Q). Er wird mit dem Skalarprodukt

U, V) h(Q) i= DuD%vdx
Q)
o<k <
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versehen. Die von diesem Skalarprodukt induzierte Norm wird geschrieben als

HUHH’“(Q) \/ U, U Hk(Q) Z (| D U||L2(Q

|| <E

Wir fiihren auf H*(Q) noch folgende Seminorm ein:

|U|Hk(Q) = Z HDauHiz(Q)-
|| =k

Proposition 3.4 (H*(Q), (-, ) x(q)) ist ein Hilbertraum.

Beweis: Ubung. Es reicht, die Vollstindigkeit zu zeigen, wofiir man die Vollstéindigkeit von L? verwendet.
|

Diese Art, den Ableitungsbegriff zu erweitern, ist nicht die einzig mogliche. Naheliegend ist auch, den
Raum C*°(Q) (oder C*(€2)) unter der Norm || - || 7x () abzuschlieBen, d.h. zu definieren

(RPN
HR Q) = {ue C>(Q) | llull gx o) < oo} e (3.2)
Es stellt sich heraus, dafi diese Definition dquivalent zu Definition 3.3 ist.

Satz 3.5 Sei Q C R"™ offen. Dann gilt: Die Menge
{u e C(Q) | [ull sy < o0}
ist dicht in H®(Q). Fir k =0 gilt auferdem: C5°(Q) ist dicht in H°(Q) = L?(9).
Beweis: Die Inklusion
{ue C™(Q) | |lullgr) < oo} C H"(9)

wurde schon in Proposition 3.2 gezeigt. Die Dichtheitsaussage geht auf ein Paper von Meyers & Serrin
W = H* 1964, zuriick ! [ |

Definition 3.6 Wir definieren
HE(Q) = T (@) .
HE(Q) ist ein Hilbertraum.

Satz 3.7 (1. Poincarésche Ungleichung) Sei () ein beschrinktes Gebiet. Dann gibt es eine Konstan-
te Cq, so dafs
lull g1y < Calulm (o) fiir alle w € HY ().

Beweis: Ubung. Uberlegen Sie sich zudem, daB die Beschrinktheit von € abgeschwiicht werden kann
zur Existenz eines Halbraumes H C R™ mit Q C H. ]

Insbesondere ist damit H () versehen mit dem Skalarprodukt (u,v) = [ VuVov wieder ein Hilbertraum.

Bemerkung 3.8 Eine weitere, naheliegende Erweiterung des Ableitungsbegriffs wire, klassische Diffe-
renzierbarkeit fast iiberall zu fordern. Solche Konzepte erweisen sich als unpraktisch im Kontext von
PDEs: Es gibt Funktionen u, die fast iiberall differenzierbar sind, fiir die v’ = 0 f.ii. gilt, die aber trotz-
dem nicht nicht konstant sind (Bsp.: die Heavisidefunktion). Ein Ableitungsbegriff, der solche Funktio-
nen zulaBt, stellt sich als unpraktisch heraus, denn dann kann man nicht mehr aus «’ = 0 schlieen, daf}
u = const gilt. |

IHistorische Anmerkung: Urspriinglich wurde der Raum H?(Q) durch die AbschluBbildung in (3.2) definiert; der in
(3.1) mittels der Existenz von schwachen Ableitungen definierte Raum wird als W#2(Q) bezeichnet. Aufgrund des Papers
von Meyers & Serrin sind die beiden Rdume jedoch identisch, weshalb wir hier nicht notationell unterscheiden
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3.2 Lipschitzgebiete und Sobolevriaume auf Lipschitzgebieten

Wenn Bedingungen an 2 gestellt werden, kann Satz 3.5 verschérft werden. Hierzu fithrt man den Begriff
des Lipschitzgebietes ein.

Definition 3.9 (Lipschitzfunktion) Sei Q C R™. Eine Funktion ¢ : Q& — R™ heifst lipschitzstetig,
falls es eine Konstante L > 0 gibt mit

{ le(z) — W)l < Lz =yl fir alle z,z € Q
el L) < L

Fiir lipschitzstetige Funktionen @ — R™ definieren wir die Norm

pr) — ey
HCPHCO,I(QJRNL) = HQPHLOO(Q,RWL) + sup —” ( ) ( )H .
eyea |z =yl

Der Raum der lipschitzstetigen Funktionen € — R™ wird mit C%(Q, R™) bezeichnet.

Bemerkung 3.10 Die Abhéngigkeit der Wahl der Norm auf R",R™ haben wir unterdriickt — da in
endlichdimendionalen Rdumen alle Normen &quivalent sind, &ndert sich héchstens L. a

Satz 3.11 Sei Q C R™ offen, ¢ € CY1(Q2,R™). Dann ist ¢ stetig, beschrdnkt und fast diberall klassisch
differenzierbar.

Beweis: stetig, beschriankt ist klar. Differenzierbarkeit fast {iberall folgt aus Rademachers Satz. [ ]

Eine sehr grofie Klasse von Gebieten ist das der Lipschitzgebiete. Es umfafit insbesondere Polygone (in
2D) und die meisten Typen von Polyedern (in 3D). Die wesentliche Eigenschaft eines Lipschitzgebietes
ist, dafl es “lokal unterhalb eines Lipschitzgraphen” ist. Die folgende Definition macht dies prézise:

Definition 3.12 (Lipschitzgebiet) Ein beschrinktes Gebiet 2 C R™ hat einen Lipschitzrand, falls es
a, B, ' > 0 sowie R € N kartesische Koordinatensysteme (b",el,....e") gibt > und R lipschitzstetige
Abbildungen a, : R"~t — R™ gibt, so daf§ folgendes gilt (vgl. Fig. 3.1):
(i) Uberdeckung von 02 Die offenen Mengen U,., r = 1,..., R, die im KOS (b",e7,...,e") jeweils
die Form B,(0) x (=, 8") haben, iiberdecken 9, d.h. 30 c U, U,

(i) 0 ist lokal der Graph einer Lipschitzfunktion: fir jedesr = 1,..., R ist 0QNU, (im KOS (b", e, ...

der Lipschitzgraph {(2',a,(2")) | 2" € By (0)}

(iii) O ist lokal auf einer Seite von 0): fir jedes r =1,..., R gilt (im KOS (b",el,...,el)):
{(@',y) 2" € Ba(0) und a,(2') — B <y < ar(a')} CQ sowie
{(z',y) |2’ € Ba(0) und a,(z') <y < ap(z')+ B} CR*\ Q

Bemerkung 3.13 Die Beschrinktheit von 2 ist fiir uns Teil der Definition von Lipschitzgebiet. Es
existiert in der Literatur eine Verallgemeinerung auf unbeschrinkte Gebiete mit Lipschitzrand, die wir
hier jedoch nicht betrachten. O

Bemerkung 3.14 Es kann manchmal hilfreich sein, folgendes technische Approximationsresultat zu verwenden
(der Beweis erfolgt durch Gldtten der Funktionen a, mittels “mollifiers”): Ein Lipschitzgebiet Q kann durch
C°°-Lipschitzgebiete ,, approximiert werden, wobei gilt: (a) Q, C Q (oder, nach Wahl Q c Q,,) (b) a — a, in
C(Ba(0)) und (c) [la;[|co.1(p, (o)) < C uniform in n und (d) (a7 — ar||g1 (s, 0)) — O O

2Ein kartesischer Koordinatenwechsel ist von der Form F.(x) = Oyx + b", wobei b” € R™ und O, € R®"*"™ ortho-
gonal. Die Formulierung “im KOS (b",e7,...,e],)” driickt aus, da8 wir den Punkt x des affinen Raums R™ mit seinem

Koordinatenvektor x” bzgl. des kartesischen KOS (b",e7,...,e},) durch x =b" 4+ 3°" | x7e! identifizieren.

7
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Abbildung 3.1: Definition von Lipschitzgebiet—siehe Def. 3.12

Beispiel 3.15 (Gegenbeispiele) Folgende Gebiete im R? sind nicht Lipschitzgebiete:

Fiir Lipschitzgebiete gilt folgende Verschirfung von Satz 3.5:

Satz 3.16 Sei Q) C R™ ein Lipschitzgebiet und sei k > 0. Dann gilt: Die Menge
C=(Q) = {ulg | u e C%(®")}
ist dicht in H*(Q).
Eine weitere wichtige Eigenschaft von Lipschitzgebieten ist, dafl es Fortsetzungsoperatoren gibt.

Satz 3.17 Seien Q2 C R™ ein Lipschitzgebiet und k > 0. Dann existiert ein Fortsetzungsoperator
E: H*(Q) — HFR")
mit folgenden Figenschaften:
1. (Bu)la=u
2. I st linear

3. E ist beschrankt, d.h. es gibt ein C > 0 so, daf

HEUHH’C(RH) S OHU’HH"(Q) fl‘l:’l’ alle u S Hk(Q)

Beweis: Der Fall n = 1 = k: Ubung. [ |
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Ubung 3.18 Fiir H§(Q2) kann fiir beliebige offene Q der Fortsetzungsoperator E durch (Eu)jgnq := 0
definiert werden. O

Satz 3.19 Sei Q ein Lipschitzgebiet und k € N. Dann gilt: v € H*(Q) und |u|grq) = 0 impliziert: u ist
ein Polynom vom Grad k — 1.

Beweis: Man beachte, daf§ Gebiete nach Definition zusammenhdingend sind.

Wir skizzieren hier den Beweis fiir den Fall k& = 1. Aus ||[Vulp2q) = 0 folgt, da8 Vu = 0. Wir
betrachten nun ein festes zusammenhingendes 2" CC Q und Glattungen u. := u * p.. Dann gilt (vgl.
eine Ubungsaufgabe): Vu. = (Vu). auf @', falls ¢ < dist(€’, 9Q). Daraus schlieBen wir, da8 die C'>(£)-
Fuktion u, die Bedingung Vu. = 0 auf der zusammenhéngenden Menge Q' erfiillt. Also ist uc|or = ¢ € R
konstant. Weil lim. o u. — u in L?(Q') folgt also, dal lim._,q c. existiert. Also konvergiert die Folge
(us) punktweise gegen eine Konstante Funktion. Dieser Limes muf} u sein.

Insgesamt erhalten wir, dafl u auf jeder zusammenhingenden Menge €' CC  konstant ist. Weil €2
zusammenhéingend ist, ist damit u konstant auf €. [ |

3.3 Einbettungssitze

Definition 3.20 Seien (V,||-|lv), (W, || - ||lw) normierte Vektorrdume. Eine lineare Abbildung K : V —
W heifst stetig oder beschréankt, falls es eine Konstante C' > 0 gibt, so dafs

| Kullw < Cllu|lv fir allew eV

gilt. Die Norm von K ist gegeben durch

KUW
K= sup LU
0#ueV HU’HV

Ist V' Teilmenge von W, so heiffit V in W (stetig) eingebettet, falls die Inklusion
1 V=W
stetig ist.

Trivialerweise sind die Sobolevraume L? = H* > H' 5 H? ... ineinander eingebettet. Es stellt sich die
Frage, in welcher Beziehung die Réume H* zu den vertrauten C*(£2), C*(Q), LP(2) stehen. Diese Fragen
werden in den Sobolevschen und Kondrachovschen Einbettungssétzen beantwortet.

3.3.1 Sobolevsche Einbettungssitze
Satz 3.21 Sei Q C R™ ein Lipschitzgebiet. Dann gelten folgende Einbettungen:

LP(Q), %:%—%, firk < 5
L), gelo0f, firk=1%

HMQ) C{ COF=5(Q), fir 2 <k<2+1
Co(Q), acl0,1],  firk=2%+1
COHQ) = Whee fir 2 +1<k.

Ubung 3.22 e Zeigen sie direkt, daB H*(Q) € C*2 fiir n = 1.

e Sein =2und Q= B1(0), u(x) = In(In(|z|/e)). Zeigen Sie: u € H*(Q) (sogar u € H}(Q)), u € L4
fiir alle g € [1, oo[ aber u ¢ L°°.
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3.3.2 Kondrachovsche Einbettungssitze

Definition 3.23 Seien (V,||-|lv), W, || - ||lw) normierte Vektorriume. Eine lineare Abbildung K : V —
W heifst kompakt, falls es fir jede beschrinkte Folge (un)nen in V' eine Teilfolge (un/) gibt, so dafs
(Kuy) in W konvergiert. Ist V' Teilmenge von W, so heifst V' kompakt in W eingebettet, falls die
Inklusion

V=W

kompakt ist.
Bemerkung 3.24 Ist i kompakt, dann ist 7 auch stetig. O
Beispiel 3.25 Nach dem Satz von Arzela-Ascoli ist C%1([0,1]) C C([0, 1]) kompakt.
Satz 3.26 Sei 2 C R™ ein Lipschitzgebiet. Dann gilt: Die Finbettung

L1Q), 1<g<p mit%:%—%, firk < 3

H*Q) C ¢ LYQ), qe 1,00, firk=1%

co(Q), fir 5 <k
ist kompakt.
Korollar 3.27 [Rellichscher Auswahlsatz] Seien Q C R™ ein Lipschitzgebiet, k < k'. Dann gilt:

H¥ (Q) ¢ H*(Q)

ist kompakt.
Insbesondere ist H(Q) € L%(Q2) kompakt.
Ubung 3.28 Uberlegen Sie sich, wie Korollar 3.27 aus Satz 3.26 folgt. a

Eine wichtige Anwendung von Korollar 3.27 ist die 2. Poincaré’sche Ungleichung;:

Satz 3.29 (2. Poincaré’sche Ungleichung) Sei ) C R™ ein Lipschitzgebiet. Dann existiert ein Cq >
0 derart, dajs

IN

lu — @l 20 Ca|Vullr2(q) fiir alle w € H*(Q),  wobei

_ 1 /
u = — [ udx.
12| Jo

vl < C [|17| + ||Vv||L2(Q)] fiir alle v € Hl(Q)

Beweis: Wir zeigen:

Die Behauptung folgt dann leicht, wenn man v := u — @ gesetzt wird.
Annahme: Es gilt nicht. Dann findet man eine Folge (v, )nen in HY(Q) so daB

lonllgr > n[|Tn] + [[Von| 2] fiir alle n € N.

0.B.d.A. ist v, # 0 und [|v,|[g1(q) = 1 fiir alle n € N. Dann gilt:

3=

|Un| + | VUnl|£2(0) < firallen e N = [[Vu,|r2() — 0 und [v,] — 0.
Aus Korollar 3.27 folgt, da die in H'(Q) beschrinkte Folge (v, )nen eine Teilfolge (v, )nren hat, die
in L2(Q) konvergiert, d.h. (v, )nren ist eine Cauchyfolge in L2(£2). Aus ||V, |2 — 0 folgt damit, daB
(Vn)nren eine Cauchyfolge in H(€2) ist. Aus der Vollsténdigkeit von H'(£2) ergibt sich damit die Existenz
von v € H'(Q), so daf

Vps —> U in H(Q).
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Fiir v gilt wegen || Vv, ||12(q) — 0, [On/| = 0:
Vol 120y =0 und [o] =0.

Nach Satz 3.19 ist also v konstant. Wegen |0 = 0 ergibt sich v = 0 und [|v|| g1(q) = 0. Andererseits gilt
||UHH1(Q) = limy, 00 HUn’HH(Q) =1 é u

Die 2. Poincarésche Ungleichung kann wie folgt verallgemeinert werden:

Satz 3.30 (Lemma von Deny & Lions) Seien Q C R™ ein Lipschitzgebiet und k > 1. Sei Py, der
Raum der Polynome von Grad k (d.h. w € P & D% = 0 V|a| = k+ 1). Dann existiert C > 0
(abhingig von Q, k), so dafs

: , k
velg;f,l lu — vl gr ) < Clulgk ) fiir alle w € H”(Q).

Beweis: Der Beweis ist dem von Satz 3.29 sehr #hnlich (fiir £ = 1 wird gerade Satz 3.29 reproduziert).
Sei IT: L? — Py, die L?-Projektion.
Beh: Es existiert ein C' > 0

||UHH’“(Q) S C [|U|ch(Q) =+ HHU||L2(Q)] fﬁI‘ alle v E Hk(Q) (33)
Das gewiinschte Ergebnis folgt dann aus

Uienlﬁk lu = 0|l vy < llu =Tl gr) < C [lulgr@) + [T(u = u)|[ 2] = Clular @)

Die Behauptung (3.3) folgt wieder durch Widerspruch:
Annahme: Es existiert eine Folge (v, )nen in H*(Q) mit

anHHk(Q) =1 und ”vnHH’“(Q) >n [|vn|H’°(Q) + ||HUnHL2(Q)} :

Wie im Beweis von Satz 3.29 existiert dann eine Teilfolge (v,/) und ein v € H*(Q), so daB v, — v in
H*(Q) und
|'U|H’“(Q) =0 und HHU”L2(Q) =0

Der Riickgriff auf Satz 3.19 schlieft dann den Beweis ab. [ ]

3.4 Spursatz

Der Sobolevsche Einbettungssatz zeigt nur fiir n = 1, da H!(£2)-Funktionen stetig bis zum Rand sind
(genauer: es gibt einen stetigen Repriisentanten). D.h. fiir n = 1 hat eine H'(Q)-Funktion wohldefinierte
Randwerte. Weitere Hinweise darauf, dal man eine Chance hat, Funktionen aus Sobolevraumen auf
den Rand einzuschrinken, ist Satz 3.16, der besagt, daB C>°(Q) dicht in H¥(Q) ist; fiir die Elemente
von C*(Q) ist die Spur auf dem Rand in natiirlicher Weise definiert und man kann hoffen, dies durch
Dichtheitsargumente auf H*(2) zu vererben. Dies ist fiir Lipschitzgebiete und k& > 1 in der Tat der Fall:

Satz 3.31 Sei Q) C R"™ ein Lipschitzgebiet. Dann gilt: Es existiert C(2) > 0 derart, daf8 der Spuroperator
Yo : COC(Q) — LQ(aQ), U = UpQ

die Abschitzung

[oullL2a0) < C(Q)[[ull1(e) fiir alle u € C* () (3.4)

erfillt. Insbesondere lifit sich damit der Spuroperator vy in eindeutiger Weise zu einem stetigen linearen
Operator o : HY(Q) — L2(0Q) fortsetzen.
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Beweis: Es reicht, (3.4) fiir u € C*(Q) zu zeigen. Die Verallgemeinerung auf alle u € H'() folgt dann
aus der Stetigkeit und Linearitiit von o und der Dichtheit von C°°(Q) in H(£).
Wir illustrieren die Grundidee des Beweises von (3.4) fiir den Spezialfall n = 2 und der Annahme,
daB Q ein konvexes Polygon ist.
0.B.d.A. sei B,(0) C 2. Wegen der Konvexitit ist zudem  sternférmig bzgl. 0
Nach dem Gauflschen Satz gilt

/ Uz(§)§~ﬂd§ = / V- (v(g)zg) dx fiir alle v € CH(Q).
i o0 Q

2 Sein; der duflere Normalenvektor auf I';. Dann gilt

z-n; = |z|cos(a) > dist(0,T';) > p.

Also

/ v(z)*z-ndS = Z/ 2r-n; dS>Z/ )?pdS = pllvl|72(50)
[219]

Weiterhin:

/QV . (v(ﬁx)%x)) = /QU(Q)QV cx+z-Vou(z)? =2 /Q v(z)® + 2/9(& Vou(z))v(z)

2HU||2L2(Q) + 2 diam(Q2) /Q [Vollv] < 2HU||2L2(Q) + 2diam(Q)[|v]| z20) Vv 2(0),

IN

also

pllvllZz00) < 20vllz2) vll2) + diam(Q)|v] g1 )] < 2(1 + diam(Q))||v]| 2@ [0l ar@),  (3:5)
also

2(1 + diam(Q2)) 2(1 + diam(€2))

<

||UH%2(39) [vllz2@ vl mr (@) < HU||%11(Q)~

Durch einen Dichteschluf} folgt dann der Spursatz fiir alle v € H(Q). ]

Bemerkung 3.32 Das Argument 148t sich auch lokalisieren, um die Konvexitétsforderung zu umgehen.
a

Der Kern von 7o, d.h. kern(yg) = {u € H*(Q) | vou = 0} ist wegen der Stetigkeit von v ein
abgeschlossener Unterraum von H!(Q2); zudem stimmt er mit Hg () iiberein:

Satz 3.33 Sei Q C R"™ ein Lipschitzgebiet. Dann ist
kern (7o) = {u € H () | vou = 0} = H}(Q)
ist ein abgeschlossener Unterraum von H' ().
Eine naheliegende Frage ist, ob 7o : H*(2) — L?(99) surjektiv ist. Die ist nicht der Fall; der Raum
H#(09) := 70(H' ()
ist ein echter Teilraum von L?(9Q), den wir mit der Norm

] ||U||H1(Q)

1 = inf
H?2(0Q) UcH(Q),yoU=u

versehen.

24



Bemerkung 3.34 Fiir ein Lipschitzgebiet Q C R? ist die Aronstein-Slobodeckij-Norm definiert durch

1
2 2
ull = (1l Jr/ / [u(z) — u(y)| d:cdy) .
H H <|| ”L?(BQ) 00 Joo ||l‘—y||n

Sie ist dquivalent zu || - HH%(aQ)' O

Bemerkung 3.35 Im Rahmen der Spursatzes gilt sogar die sog. multiplikative Spurabschéitzung
||’YOU||%2(09) < C()Jull g o) llull L2 () -

Ihr Beweis folgt aus dem Spursatz (vgl. (3.5)). O

Ubung 3.36 (Poincarésche Ungleichung) Sei Q C R? ein Lipschitzgebiet und () # T'p C 9 offen.
Definieren Sie H} (2, Tp) := {u € HY(Q)]| (you)|r, = 0}. Zeigen Sie: Es existiert eine Konstante C' > 0,
so daf

lull (@) < Clulm@)y  Yu € Hy(2,Tp).

Allgemeiner gilt: Es existiert eine Konstante C' > 0, welche nur von Q2 und I'p abhéngt, so dafl
ull ) < C [lula@) + llull2w )] -

O
finis 8.Stunde

finis 9.Stunde
3.5 Gauflscher Satz — partielle Integration

Fiir Lipschitzgebiete ist der Normalenvektor n(z) fiir fast jedes z € 9 definiert. Fiir Funktionen u €
CH(Q), v e (CH(Q))" gilt der GauBsche Satz:

/uV-Qz—/VU~Q+/ U - 1,
Q Q o0

der manchmal auch in Komponentenschreibweise fiir u,w € C1(2) geschrieben wird als

/u@iw: —/ 8iuw—|—/ wwn;.
Q Q 90

Diese Formeln konnen aufgrund des Spursatzes mit einem Dichteschluf zu Funktionen u € H' (),
v € (HY(Q))" fortgesetzt werden:

Satz 3.37 [Gaufscher Satz] Sei Q) C R™ ein Lipschitzgebiet. Dann gilt fiir allew € HY(Q), v € (H*(Q))"

/uV-yz—/VU~Q+/ uv - n.
Q Q o0

Korollar 3.38 Sei Q C R™ ein Lipschitzgebiet. Dann gilt fiir alle u € H*(Q), v € HY(Q)

—/Auv:/Vu-Vv— Vu-nov.
Q Q o0

25



