Kapitel 9

DG-FEM

9.1 DMotivation

Wir betrachten fiir Q@ C R? und hinreichend glatte Funktionen b, ¢ und ¢ > 0 das Randwertproblem

—eAu+b(x) - Vu+cx)u = f aufQ (9.1a)
u = 0 auf 00 (9.1b)

Wir werden zudem an die Funktionen b und ¢ die Bedingung
1
c(x) — §V “b(z) >co >0 auf Q (9.2)

fordern.

Uns interessiert hier der Fall von kleinem € > 0. Es ist deshalb plausibel, numerische Verfahren zu
erzeugen, die auch im Grenzfall € = 0 gut funktionieren.

Die Grenzgleichung ist eine Gleichung 1. Ordnung:

b(z) - Vu+c(x)u=f auf (9.3)

Bei dieser Gleichung kann nicht mehr eine Randbedingung auf dem gesamten Rand 92 gefordert werden.
Wir definieren den “Einstromrand”, den “Ausstromrand” und den “charakteristischen Rand” durch

™ = {ze€dQ:b(x) n(x) <0} (9.4)
't = {z€0dQ:b(z) n(x) >0} (9.5)
r= := {z€9Q:b(x)- n(x) =0} (9.6)

Hier ist n(x) der (dufiere) Normalenvektor im Punkt z € 0Q. Tatsichlich kénnen wir fiir (9.3) nur eine
Randbedingung auf I'™ oder I'" fordern. Wir betrachten deshalb das Grenzproblem

bz) - Vu+celx)u = f aufQ (9.7a)
u = 0 aufl". (9.7b)

Beispiel 9.1 Betrachten Sie das Problem
—u' +u=f auf (0,1),

Uberlegen Sie sich, daB man nicht sinnvollerweise u(0) = 0 = (1) fordern kann sondern nur u(0) = 0
oder u(1) =0
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9.2 DG fiir Transportprobleme

Unser Ziel ist ein numerisches Verfahren fiir (9.7). Hierzu sei 7 ein Gitter, welches I'™ auflost, d.h. jede
Randkante e erfiillt entweder e C '~ oder e C 9\ T'". Fiir jedes Element K bezeichnet wir mit ny die
(dussere) Normale des Elementes K.

Zur Motivation nehmen wir an, daf die Lésung u von (9.7) hinreichend glatt ist. Sei v eine stiickweise
glatte Funktion, d.h. v|k ist glatt fiir jedes K. Betrachtet man ein Element K, so folgt aus (9.7a) durch
Multiplikation mit v, Integration iiber K und partieller Integration:

/Kfv:/K(c+b~Vu)v:/Kcv—uv.(bv)Jr/aK(b.nK)uv

Durch Summation iiber alle Elemente K € T ergibt sich:

Z/ (cv =V - (b)) + /8K(b NE)Uv = /fv

KeT KeT
Wir fithren weiterhin den Begriff des Flufles auf dem Rand jedes Elements K:

Dy = (b-ng)u.
Bei der Diskretisierung wird man u stiickweise glatt ansetzen. Damit liegt es nahe, den Raum
SO i={uel*(Q):ugeP, VKeT}

zu gegebenem p € Ny zu betrachten. Fiir eine numerische Realisierung liegt es dann nahe, die Testfunk-
tionen v ebenfalls aus diesem Raum zu wéhlen. Hierzu ist zu bemerken, dafl bei unstetigem Ansatz fiir
u und unstetigen Testfunktionen v keine Kopplung zwischen u|x und u|g fiir benachbarte Elemente K
und K’ existiert. Diese Kopplung realisieren wir nun dadurch, dafl auf jeder Kante e der Gitters (mit
Elementen K, K’, die sich e teilen), auf der eigentlich zwei Approximationen (ndmlich u|x und u|g/)
an die exakte Losung zur Verfiigung stehen die Kopplung iiber einen “numerischen Fluf}” zu realisieren,
d.h. den Flufl ®x durch einen “numerischen Fluf3” ersetzt. Eine sinnvolle Wahl des numerischen Fluf3es
erscheint z.B. fiir eine Kante e zu sein: R
(I)K = (b . nK)ﬂ|e

wobei es fiir die Wahl von @ viele Méglichkeiten gibt, z.B.

o e = 5(ulx +ulxr)le
° Ul =ulg
o Ul = u|g
Fiir Kanten e C I'” wird man sinnvollerweise
ule=0 Ve C '™

wiihlen® Stellt man sich den numerischen FluB @5 von der Form (b ng)u als gewihlt vor (wobei nun @
auf jeder Kante eindeutig definiert ist), so ergibt sich als numerisches Verfahren:

Finde u € SP’O(T) s.d.

U, v Z / (cv —V - (bv)) + /

KeT 9K

BTrans

(b-ng)uv =1(v) := /Qvf Yo € SPO(T)(9.8)

Ublicherweise wird diese Formulierung wieder partiell riickintegriert, und wir erhalten

Finde u € SP°(T) s.d.

BEwems (u,v) = Z / (cu+b-Vu)v)+/8K(b-nK)(ﬂ—u)v:l(v) ::/Qvf Vo € SPO(T)(9.

KeT 7K

Die Wahl des numerischen Flules beeinfluf3t entscheidend die Qualitdt des numerischen Verfahrens. Wir
fiihren das am folgenden Beispiel vor:

Ldiese Wahl ist zwar naheliegend, aber nicht zwingend—weiterhin ist es zwar naheliegend, %|e nur abhingig von den
Funktionswerten in den angrenzenden Elementen zu machen, aber auch das ist nicht zwingend
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Abbildung 9.1: Links: Losungsplot. Rechts: Konvergenzverhalten

Beispiel 9.2
u +u=f auf(0,1), u(0) = 0.

Hier ist f(z) = 1+ =, so daf die exakte Lsg u(x) = z. Sei x; = ih, i = 0,...,N und K; = (x;_1, ;).
Fiir die Wahl p = 0 (d.h. S%%(T) besteht aus den stiickweise konstanten Funktionen) schreiben wir
fiir u|x, = u; und die Testfunktionen bestehen ebenfalls aus stiickweise konstanten Funktionen, fiir die
v|k, = v; schreiben:

N
BEwens (u,v) = Z /K(u' +u)v + (u(x;)vi — u(xi—1)v(x;))

N
> /K S+ (@) = Az
N

- Z [hu; + () — u(wi-1))] vi

i=1
woraus sich als LGS ergibt:

/ fdx:hui—kﬁ(xi)—ﬂ(xi,l), i=1,...,N.
K

Wir betrachten 2 Wahlen von @(z;):
o upwind flur: U(z;) = u; fir 1 < j < N und u(xp) =0 (und u(zn) = un)
o central fluz: U(z;) = 3 (uj 4+ ujpq) fiir 1 < j < N —1 und @(zo) = 0 und U(zn) = un.

Wir erkennen in Fig. 9.1, dafl die Wahl des upwind flux gute Approximationen und sogar die erhoffte
Konvergenz O(h) liefert, wihrend die Wahl des central flux zu keiner Konvergenz fiihrt.

Entscheidend fiir die Wahl des numerischen Flufles  ist, dal man ihn abhingig vom Vorzeichen von
b-nk in (9.9) wihlt. Wie wir unten sehen werden, fiihrt die richtige Wahl des numerischen Flufles auf
ein Verfahren mit guten Stabilitéitseigenschaften.

Der upwind flux (b- ng)u ist definiert durch folgende Wahl von @ auf jeder Kante:

e Sei e eine innere Kante von 7T, welche sich K und K’ teilen. Fiir x € e definieren wir:

u(r) = egal falls b(z) - nx(z) = b(x) -nkg(x) =0
u(z) = ulg(z) falls b(x) - ng(x) >0
u(zr) = ulg(x) falls b(x) - ng(x) > 0.
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e Sei e ein Kante auf I'": dann definieren wir @l =0

e Sei e ein Kante auf 90\ I'": dann definieren wir @/, als Limes von u vom angrenzenden Element

Bemerkung 9.3 In der Formulierung tritt nicht @ auf sondern b-nxu. Deshalb ist die Wahl von u egal,
wenn b-ngx = 0. Eigentlich sollte man nicht die Wahl von u in der Vordergrund stellen sondern die Wahl
der Gréfle b - ngu.

Dieses Verfahren hat gut Stabilitdtseigenschaften, wie wir nun zeigen:

Satz 9.4 Mit dem Sprung [-| gilt fiir die Wahl des “upwind fluz” und stiickweise glatte Funktionen wu:
) 1
B (wu) 2 3 IIVeouliage) + 3 5 1b- nxl [l
KeT ec&

wobei € die Menge aller Kanten von T ist. Fir Randkanten ist der Sprung einfach definiert als der Wert
der Spur.

Beweis: Fiir glatte Funktionen w ist uVu = V(%uz). Damit gilt fiir jedes Element K € T

1 1
/u(c—b-Vu):/ u? (c——V~b)—|—/ —b-ngu’
K K 2 oK 2

I 1
BE"S (u, Z / (c — —V b) aKb “NK [uu — auﬂ .

KeT

Damit

ZCO
Die Summe ), .+ [, schreiben wir als Summe iiber Kanten. Dabei:

e Sei e eine innere Kante, die sich Elemente K und K’ teilen. Sei x € e. Sei o BdA K das Element
mit b(x) - ng(z) > 0 (der Fall b(x) - nx(z) = 0 ist nicht interessant). Dann rechnen wir wegen
ng = —ng und der Wahl von u(x):

b(@) - i () [a(x)uK(x) - %uK(x)Q +b(z) - e () {ﬂ(m)u;@ () — %W (x)2]
= b(x) nk(z) [uK(as)2 — %uK(a:)Q —ug(r)ug (z) + %UK/ (x)Q]

= b)) s () — e ().

Diese Rechnung ist auch fiir den Fall b(x) - nx (x) = 0 richtig.

e Falls e eine Randkante mit e C I'™ ist, dann ist 7 = 0 auf e und somit

1 1
?= §|b~nK|u2 = §|b'”K|[U]Q,

1 1
b -ng [u—ﬁu}uz—b-n;(§u

wobeil wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, wie der Sprung auf Randkanten definiert ist.

e Falls e eine Randkante mit e C 9Q\ '™ ist, dann ist b-ng > 0 und @ = u. Somit
1 1 1
b-nx {ﬁ— 54 U = §b ‘ngul. = §b-nK[u]2,

wobei wir wieder ausgenutzt haben, wie der Sprung auf Randkanten definiert ist.
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Fafit man alle Kantenbeitrige zusammen, dann hat man

bonge (7= Su)w= S N1b- npe V202
S b (@ gu)u= g ST a2 ),
KeT /oK ceT

wobei wir leicht schlampig mit nx einen Normalenvektor auf e bezeichnen. O

Satz 9.4 zeigt, daf3 die Bilinearform B koerziv ist. Damit ist insbesondere eindeutige Losbarkeit des
diskreten Verfahrens gegeben.

Die Herleitung der Variationsformulierung zeigt aulerdem, dafl das Verfahren konsistent ist im fol-
genden Sinn: Falls u eine Losung von (9.7) ist und zudem die Regularitiitsbedingung v € H () gilt,
dann ist

BIrens(y v) =1(v) Yo e SPO(T). (9.10)

Damit ergibt sich die Galerkinorthogonalitéit

BHE™ (u — un,v) =0 Yo € SPO(T). (9.11)

9.3 DG fiir elliptische Probleme

Wir betrachten nun die Aufgabe

—Au = f aufQ (9.12a)
u = 0 auf o (9.12b)

Ziel ist nun die Formulierung eines Verfahrens, bei dem die Losung v im Raum SP°(7) gesucht wird.
Hierzu bietet es sich an, folgende Notation einzufiithren: £; bezeichnet die inneren Kanten der Trian-
gulierung und £p die Randkanten. Weiterhin definieren wir fiir stiickweise glatte skalare Groflen u und
stiickweise glatte vektorwertige Groflien o den Mittelwertes und den Sprung durch:

e Sei e eine innere Kante, die sich die Elemente K und K~ teilen. Dann definieren wir:

1 1
{u}le = 3 (ugctle Fug—|e), {o}e = 3 (Cr+]le + oK),

[ulle := (ug+ng+)le + (ur-ngK-)le, [o]lc =0 n*+67 -n".

e Fiir eine Randkante e defininieren wir
{o}e =0l [u]le := ulen
Mit diesen Notationen ergibt sich folgende Identitét:

Lemma 9.5 (“DG magic formula”) Seien v : Q — R and o : Q — R? stickweise glatt auf der
Triangulierung T . Dann gilt:

S [ von=[Elter+ [ 01 lel+ [ Bl

KeT

wobei f& und ng Kurzschreibweisen fiir die Summen tber Integrale ober die inneren Kanten &5 und die
Randkanten g sind.

Beweis: Ubung. |

Zur Herleitung eines Verfahrens, welches auf SP:°(T) definiert ist, sei zuniichst die Losung u als glatt
angenommen. Wir betrachten ein Element K, multiplizieren mit v, integrieren und integrieren partiell

und erhalten
/ —eAuv = / eVu - Vo —/ eVu - ngv
K K oK
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Durch Summation iiber alle Elemente erhalten wir fiir stiickweise glatte v
Z /Vu Vv —e¢ Vu ngv=1(v Z/fv—/fv
KeT KeT
Verwenden wir nun Lemma 9.5 (mit o = Vu), so ergibt sich
6/ Vu - Vv — / e[vl{Vu} — / e{v}[Vu] — / e[v]{Vu} =1(v)
KeT K g] 51 SB

Fiir glatte Losungen u des Problems (9.12) haben wir (vgl. die Definition des Sprungs!)

[u] = 0 fiir alle inneren Kanten e € &;
[u] = 0 fiir alle Randkanten e € p
[Vu] = 0 fiir alle inneren Kanten e € &;.

Wegen (9.16) erfiillt die Losung u insbesondere
/Vu Vv—/ e[[v]]{Vu}—/ Eﬂv]]{Vu}—/ [o){Vu} = i(v)
KeT 2 s s

Wegen (9.14), (9.15) gilt fiir beliebiges? § € R auch noch

KeT

oder, kompakter

/ Vu.- Vv—/s[[v (Vu} — 9/5[[u]]{w}_z( ),

KeT

wobei wird mit [, die Summe der Integrale iiber alle Kanten bezeichnen.

3. /Vu w—/ [ol{Vu} — 9/ W{Vo} — 9/ W{Vo} — / [{Vu} = I(v)

(9.13)

(9.14)
(9.15)
(9.16)

(9.17)

(9.18)

(9.19)

Wenn wir bei der Diskretisierung die Ansatzfunktionen als lediglich stiickweise polynomiell annehmen,
dann miien uns wieder mit der Frage der Kopplung beschiftigen, denn aus der “Herleitung” von (9.19)
ist nicht klar, dafi (zumindest fir » — 0) die diskreten Approximationen (wenn sie denn existieren)
Stetigkeit der Approximationen {iber die Elementgrenzen erreicht wird. Bezeichnet man mit h. die Lénge
der Elementkante e so gilt fiir jeden beliebigen Parameter o € R (wir wiihlen spéiter o > 0 hinreichend

grof})

0 auf inneren Kanten e € £;

0 auf Randkanten e € £p

Damit ergibt sich, dafl die exakte Losung u auch folgende Gleichung erfiillt:
/ Vu - Vv—/ [v{Vu} — 9/ {Vv}—l—Zs—/ [v] =1(v)
KeT ec& he €
Definiert man die DG-Bilinearform
BAL (u,v) Z / Vu - Vv—/e[[v {Vu} — 0/5[[u]]{Vv}+Za— /[[u]][[v
KeT ec&

so bietet sich folgendes Verfahren an:

Finde uy € SPO(T) s.d. BEL(un,v) = 1(v) Vo € SPO(T).

(9.20)

(9.21)

(9.22)

2in der Praxis gibt es nur die Wahl § = —1, das sog. NIP (nonsymmetric interior penalty method), und 6 = 1, das sog.

SIP (symmetric interior penalty method)
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Nach der Herleitung ist das Verfahren konsistent, d.h. fiir hinreichend glatte Losungen u von (9.12) gilt
BAL (u,v) = I(v) Vv € SPO(T).

Falls das diskrete Problem (9.22) 1sbar ist, dann hat man damit Galerkinorthogonalitit
BEL (u — upy,v) Yo € SPO(T),

so daB sich Fehlerabschétzungen ergeben kénnen.
Im Fall 8 = —1 ist das diskrete Problem (9.22) eindeutig lésbar, fiir § # —1 eindeutig lésbar, falls
o > 0 hinreichend grofl gewadhlt wird:

Satz 9.6 Auf dem Raum SP°(T) wird die Norm

o
lullbe =Y el Vulliz + Z‘Eh_||[u]”%2(e)
KeT ece €

definiert. Dann gilt:

1. Fiir 0 = —1 gilt
Bpg(u,u) = |[ulpe  Yu € SP(T).

2. Sei 0 # —1. Dann existiert o > 0, welches nur von der Formregularitit von T abhingt, so dafs

Bpg(u,u) > Cllullpe — Vu e SP(T).

Beweis: Strikt genommen mufl man sich iiberlegen, da8 || - | pc eine Norm ist (Ubung).

Der Fall § = —1 ist offensichtlich. Wir bemerken weiterhin, dafl fiir die Koerzivitét reicht, wenn das
Argument stiickweise glatt ist.

Der Fall 6 # —1 folgt aus einer Spurabschéitzung und der Endlichdimensionalitdt von Polynomrium-
en. Sei e eine Kante.

JIliewa < Dol {(Vud e

Der Spursatz sagt fiir das Referenzelement K und Polynome @ € P,:
HvaHLz(af() < CHVﬂHHl(Ry

Weil der Raum der Polynome endlichdimensional ist, existiert C' > 0 so daf§ HVﬂHHl(f() < C||Vu||L2(f().
Damit folgt
IVl 2or) < ClIVUl| 22y

Somit folgt mit Skalierungsargumenten fiir eine Kante e, die sich Elemente K und K’ teilen:
I{Vu}Z2e) < Chigt IVullTe sy + Chit |Vl 22 ry-

Also folgt fiir § > 0 beliebig mit der Abschétzung ab < (§/he)a® + (25/he) 10>
J Il u < €87 Il + O [ 9l + i [Vl |

Fiir formregulédre Triangulierungen ist he ~ hx ~ hi/ so daf3

e g — —
BlglG’(uru) 2 Z 5||VUH%Q(K) +5Z h—H[[U]]H2L2(e) —Ced Z ”qu%?(K) -0 152}16 1||[[U]]||%2(e)-
KeT ecE € KeT ecs

Nun sieht man, daf die gewiinschte Abschétzung erreicht wird, wenn o > 0 hinreichend grof ist. a
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9.4 DG fiir singuléar gestorte Probleme

Durch Zusammenfiigen der Bilinearformen BL7¢"* und B¢, ergibt sich nun eine Bilinearform Bp¢ fiir
das urspriingliche Problem (9.1): W&hlt man @ wie oben beschrieben, so daf ein upwind flux entsteht
und wihlt man Parameter § und o > 0, so ergibt sich als numerisches Verfahren fiir (9.1):

Finde uy € SP%(T) s.d. Bpa(un,v) := BEE"™ (un, v)+BaL (un, v) = 1(v) := / fv YveSPUT).
Q
(9.23)
Nach Konstruktion ist die Bilinearform B konsistent, d.h. fiir hinreichend glatte Lésungen u von (9.1)
gilt
Bpe(u,v) =1(v) Yo € SPO(T),

so dafl sich die Galerkinorthogonalitét

Bpg(u —un,v) =0  Yve SPYT) (9.24)

ergibt. Die Bilinearform Bpg ist tatsiichlich koerziv auf SP:0(T):

Lemma 9.7 Sei 0 = —1 oder o > 0 hinreichend grofi, falls 0 # —1. Dann ezistiert eine Konstante
C > 0, welche nur von der Formregularitit von T abhdngt, so daf fir e >) gilt:

Bpg(u,u) > Cllulle  Yu € SPO(T),

wobei
||’U’||%)G = ||u||2DG7ell + ||u||2DG,Trans
o
||u||2DG,ell = Z EHVUH%Z(K) +th—”[[u]]”%2(e)
KeT ecg €
1
lullbarrans =3 collullz(x) +Z§H|b-nll/2[[U]]H%z(e>
KeT ec&
Beweis: Ubung. g

Zur Mlustration, wie die Konvergenzbeweise laufen kénnen, zitieren wir folgendes Resultat:

Satz 9.8 Seien b und ¢ hinreichend glatt und c— 2V -b > co > 0. Seiu € HPT1(Q) N HL (Q) Lésung von
(9.1). Dann gilt fir den DG-Fehler uw — up:

lu = unllpa < C [207 + W2 ) g0y,

mit einem C' > 0, welches nicht von € abhdngt.

Beweis: Es ist vorauszuschicken, dafl man fiir kleine £ nicht annehmen kann, dafl man gute Abschéitzun-
gen fiir ||u| gr+1() hat—insofern hat der Beweis hier nur Modellcharakter fiir die zu verwendenden
Techniken.

1. Schritt: Wir definieren Iu als die L2-Projektion von u auf SP9(T). Da der Raum SP°(T) aus
unstetigen Funktionen besteht, ist ITu einfach die elementweise L?-Projektion auf P,. Wir schreiben

u—uy =u—u+Tu—uy =:n+¢

und bemerken, dafi £ € SPO(T) und dafl 1 elementweise L2-orthogonal auf P, steht. Es ergeben sich
damit relativ einfach die folgenden Abschitzungen:

Inllz2xy < CREFM |l o iy
IVnllezxy < Chlellull gri iy
H[[n]]HLz(e) < C'héH_l/Q||7Jz||HP+1(WC)7
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wobei w, der Kantenpatch ist. Damit ergibt sich insbesondere

||77||DG S HnHDG,ell + ||77||DG,T7'ans S C 51/2hp + hp+1/2 .
2. Schritt: Wir schitzen nun ab,

|lu —unlpe < [Inllpe + Il pe-

Weiters haben wir die Galerkinorthogonalitit 0 = Bpg(u — un,§) = Bpa(n +&,§), d.h.

BDG (57 5) = 7BDG (777 g)

Um ||¢||pg abzuschitzen, verwenden wir nun die Koerzivitit von Bpg auf dem diskreten Raum SP:°(T):

Cllél%e < Bpa(€,€) = —Bpa(n,€) = —Bh™ (n,€) — BaL(n, €).

3. Schritt: Wir schétzen B¢ (n, €) ab: Die Bilinearform ist symmetrisch und Cauchy-Schwarzungleichung
liefert

1B3Gm.6)| < Inllpe.culléllpe.cu < Inllpallélpe

4. Schritt: Wir schitzen ngms(n, &) ab. Hier werden wir nun ausnutzen, daf £ eine diskrete Funktion
ist und daB 7 elementweise Orthogonalititseigenschaften hat. Aus der Variante (9.8) fiir BE7¢™s ergibt
sich

BLmsme) = Y /K 0 (et — V- (bE)) + /8 e

KeT

wobei 7 entsprechend den upwind flux definiert. Man kann sich iiberlegen, daf fiir jede Kante e gilt:
7l 220y < CREFY2|lul| ot o )

so daB sich mit Cauchy-Schwarz ergibt:

Z /E)Kb'ﬂKﬁf

KeT
Der Term Yo7 | [ nc€| < ChPull gor oy ll€ll L2y < CRP T |ull o1 (o) 1€l pas wobei wir ¢g > 0
explizit verwendet haben. Der letzte Term ist

J v = [ wv-ves [ abeve

Der Beitrag [, n(V - b)¢ fithrt wieder wegen der Glattheit von b auf einen Term hP™(|¢| 12(q). Fiir den
letzte Beitrag nutzen wir nun aus, dafl § elementweise ein Polynom ist. Sei b = b(zg), wobei zx der
Schwerpunkt von K ist. Dann ist wegen der Glattheit von b: ||b — b|| k) < Chy. Dann ist

/Knb-V§ = /Kn(b—z)-vng/KnE-vg.

Weil b - V¢ ein Polynom vom Grad p — 1 ist, gilt wegen der L2-Orthgonalitit von 7 auf dem Raum der
Polynome vom Grad p, daB [}, nb- V& = 0. Damit

< O Y2 |u poss @ ll€ll DG rans < OBV [l o o) €]l pe

] /K nb~V§' _ \ /K n(b—a-vs\<|n|L2<K>ChK||vs|L2<K><C||n||L2<K>||s|Lz<K>,

wobei wir im letzten Schritt eine inverse Ungleichung ausgenutzen konnten, weil £|x ein Polynom ist.
Damit ergibt sich |BHre™(n,€) < WP V2 (|ul| go+1(a) l€l| b, Trans, Was den Beweis abschlieft. O
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