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1. Betrachten Sie folgende (unendlich-dimensionale) Variante von Aufg. 10.3. Seien X, M Hil-
bertraume, a : X x X — R stetige, symmetrische Bilinearform, b : X x M — R stetige
Bilinearform, [ € X', g € M’'. Sei u € X ein Minimierer von

min S, J(@) = ga(ww) —w). Xlg)={u€ X|Muq) =gla) Vo€ M)

Definieren Sie den Operator BT : M — X’ durch
BN\ v)xixx =bv,\)  VYAEM, veX

Zeigen Sie: Unter der Annahme, da ImB" abgeschlossen ist und daf8 die obige Minimie-
rungsaufgabe eine Losung u € X (g) hat, hat das folgende Sattelpunktproblem eine Losung:
finde (u, \) € X x M so da8

a(u,v) +b(v,\) = Ilv) VYvelX
b(u,p) = g(p) VueM

Bemerkung: Tatséchlich ist die Forderung nach Abgeschlossenheit von Im B' notwendig, um
die Existenz eines “Lagrangemultiplikator” zu erhalten. Dies sieht man z.B. mit X = L*(0, 1),
M = L*0,1), a(u,v) = (u,v)rz, b(u,\) = (u, AN)r2, wobei der “Aufleitungsoperator”
(AX)(x) == [y A(t)dt. Dann ist KerB = {0} und man kann sich einfach iiberlegen, daf
im Fall ¢ = 0 und I(v) := (f,v)z2 mit f € L?*\ H' der Lagrangemultiplikator \ in der
Sattelpunktformulierung nicht konstruiert werden kann.

2. Betrachten Sie ein regelmiBiges Dreiecksgitter 7 auf (0,1)? (bestehend aus rechtwinkligen,
gleichschenkligen Dreiecken). Betrachten Sie Xy = (S (7))% und My = S®°(T) N L3(Q).
Geben Sie die Dimensionen von Xy und My an. Kann dieses Paar von Riumen fiir die
Stokesbilinearform b(u, p) = [, pV - u inf-sup stabil sein?

3. Seien (X, (,-,-)x, (Y, (-, -,)y) Hilbertrdume und a : X x X — R symmetrisch und koerziv. Sei
B : X — Y stetiger linearer Operator und b: X x Y — R gegeben durch b(u,v) := (Bu, v)y.
Betrachten Sie fiir t > 0 und [ € X’ die Minimierungsaufgabe:

ruréi)r(l %at(u,u) — l(u), ar(u,u) = a(u,u) +t *(Bu, Bu)y. (1)

a) Zeigen Sie: die eindeutige Losung u des Minimierungsproblems (1) ist Losung des fol-
genden “Sattelpunktproblems mit Strafterm”:

a(u,v) +b(v, ) = [(v) YoeX (2a)
b<u7 /vL) - t2</\7:U’>Y =0 Vimey. (2b>

Hinweis: Uberlegen Sie sich, wie wohl \ definiert wurde.



b) Betrachten Sie die folgende Verallgemeinerung des obigen Problems: Zu g € Y’ finde

(u,\) € X x Y, so daBl

a(u,v) +b(v,\) = I(v) Yo e X (3a)
b(u, p) —t* Ny = g(p)  VYpey. (3b)

Zeigen Sie: Falls die Bilinearform b die inf-sup-Bedingung

) b(u, \)
1nf Ssu TR TR 2 > 07 S 07 1 )
07’5>\€Y07éu£X [Jul| x [|Ally ! 1e@1)

erfiillt, dann ist dieses System eindeutig losbar, und es existiert eine Konstante C' > 0,
die nur von der Koerzivititskonstante ag der Bilinearform a und den Normen ||al|, ||b]|
abhéngt, so daf} fiir alle t > 0 gilt:

[ullx + WAy < = [lElxr + llglly]-

= Q

Hinweis: Definieren Sie B((u, \); (v, 1)) = a(u,v) + b(v,\) — b(u, u) + t*(\, p)y. 1.)
Uberlegen Sie sich Existenz und Eindeutigkeit von (u, ). 2.) Zeigen Sie eine inf-sup
Bedingung fiir B, indem Sie zu gegebenem (u, A) ein geeignetes (v, i) konstruieren. Es
ist hilfreich, die Félle ||u|| > d||A|| und |Ju|| < ||| fiir geeignetes § (welches von 7, ||all
abhéngen wird) zu betrachten.

Bemerkung: Der Beweis zeigt auch, dass man, falls abgeschlossene Unterrdume Xy C X und
Yy C Y die diskrete inf-sup-Bedingung

b(v, A)

inf sup ————7— =N >0
0ANEYN 0vexy [Vl x 1Ay

erfiillen, dann die a priori-Abschétzung

lu —unllx + A= Anlly SCA+ag")  inf fu—vlx + A= plly
(U,M)EXNXYN

gilt.

(“locking” am Beispiel des Timoshenko-Balkens) Betrachten Sie fiir © = (0,1) den Raum
X = Hj(Q) x Hg(Q2) und (fiir kleine ¢ > 0) die Bilinearform

a;((w, 0), (v,0)) := /90’19' 72 /Q(w' —0)(v' —0)

-~

=:a((w,0),(v,9)) =:(B((w,0)),B((v;9))) 12(q)

Wir betrachten fiir gegebenes | € X’ das Minimierungsproblem:

min %at(u, u) — l(u) (4)

ueX

a) Uberlegen Sie sich, dal Ker B unendlichdimensional ist.

b) Zeigen Sie, dafi die symmetrische Bilinearform a; auf X koerziv ist.



c)

d)

f)

(optional) Wir diskretisieren das Minimierungsproblem (4) indem wir zur uniformen
Triangulierung 7~ mit Maschenweite h den Raum Xy = Sy (7) x Sy (7) betrachten.
Wir beobachten, daf§ Xy N Ker B = {0}.

Unser Ziel ist: Falls die exakte Losung 0 # u = (w, #) in Ker B liegt, dann gilt fiir den
FEM-Fehler u — uy, wobei uy = (wy, 0y) die FEM-Approximation an u ist:

/ / t
166 = 65 ey = 1911 (1~ ).

fiir eine Konstante C' > 0, die nur von €2 abhéngt. Insbesondere folgt, dafl man fiir

t << h keine Konvergenz erwarten kann. Gehen Sie wie folgt vor:

1. Zeigen Sie: ay(u —uy,u —uy) = inf 0" = Iy[1T2q) + 120y — OnlZ2(q)-
(vN,ﬂN)GXN

2. Zeigen Sie ai(u,u) = ||0’||%2(Q).

3. Zeigen Sie: || f'|| 2y < Ch7H|f — Al 22k fiir alle A € R, jedes Element K € 7 und
[ € Pi1. Schlieen Sie: ||vyy — Un||r2() = Ch||¥y| 12 fiir alle (vy,Vn) € Xn.

4. Zeigen Sie ||0y|l12() < C£[10/||r2(q)- Verwenden Sie hierzu die Galerkinorthogona-
litét a(un, un) = a(u,u) —a(u—un, u—uy) und Céa’s Lemma a;(u—uy, u—uy) <
at(u, u) = HQIH%%Q)‘

Formulieren Sie das Problem (4) als gemischtes Problem, indem Sie den Lagrange-
multiplikator A = ¢2(w’ — ) einfiihren. Zeigen Sie, daf die zugehérige Bilinearform
b(w,0), 1) == [ (w" — 0)u eine eine inf-sup Bedingung erfiillt. Fiihren Sie hierzu ¢ die
stiickweise lineare Funktion durch die Punkte (0,0), (1/2,1), (1,0), und machen Sie zu
gegebenem p den Ansatz w = fox p(t)dt + A foz W(t)dt, 8§ = —A(x) mit geeignetem A.

Diskretisieren Sie die in d) erhaltene Formulierung, indem sie (w, §) € X durch Funktio-
nen aus Xy = S3"'(7) x Sy (T) approximieren und den Lagrangemultiplikator durch
stiickweise konstante Funktionen, d.h. im Raum My = S%°(T) suchen. Zeigen Sie:
die Bilinearform b ihrer Sattelpunktformulierung erfiillt die inf-sup-Bedingung mit einer
Konstanten unabhéngig von A (hinreichend klein).

Hinweis: Um die inf-sup-Bedingung nachzurechnen, miissen Sie zu gegebenem p € My
Funktionen (w,f) € Xy konstruieren. Nehmen Sie an, da} © = 1/2 Gitterpunkt ist.
Modifizieren Sie hierzu geeignet den Ansatz aus d), indem Sie anstelle von foxw die
Funktion [ 1%%) verwenden, wobei I*%) eine stiickweise konstante Approximation an
¥ ist. Sie diirfen annehmen, dafl 4 hinreichend klein ist.

(optional) Programmieren Sie die beiden Verfahren, d.h. die Energieminimierung ba-
sierend auf Xy und die Sattelpunktformulierung basierend auf Xy x My. Testen Sie
Ihr Programm fiir das Problem mit exakter Lésung

bo) = gla) = 6u(1=2) [ g©)de,  w)= [ 0Eds (o) = a1 -a).



