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1. Sei Q= (0,1) ein Intervall. Betrachten Sie die das Randwertproblem
— (a(2)u) + c(x)u=f aufQ, u(0) = u(l) =0,
wobei die Koeffizienten a, ¢ glatt seien und die Elliptizitdtsbedingung
a(x) > a >0, c(z)>0 VYreQ

gelte. Sei T ein Gitter auf Q, und bezeichne uy € Sy' (7)) die FE-Approximation. Definieren
Sie fiir jedes K € T

M = Wi f = (= (auy)" + cun) || Zzx)-
Zeigen Sie: Es existiert eine Konstante C' > 0, die unabhéngig vom Gitter 7 und von wu ist,
so daf fiir den FE-Fehler ||u — un || g1(q) gilt:

lu —un o) < C Z i
KeT

Hinweis: Gehen Sie vor wie in der Vorlesung. Verwenden Sie jedoch den stiickweise linearen
Interpolanten anstelle des Clémentinterpolanten.

2. Betrachten Sie wiederum das Randwertproblem aus Aufgabe 1. Definieren Sie fiir jedes Ele-
ment K € T die Ausdriicke

By (u,v) := / au'v' + cuv, ri = f — (= (auy) + cuy)
K

wobei uy € Sy (T) die FEM-Approximation ist. Definieren Sie die Energienorm || - ||z und
die Elementenergienorm || - || g x durch |ul|3; = B(u,u) und [|ull} x = Bx(u,u).

a) (Dirichletschitzer) Fiir jedes Element K sei ®% € H}(K) die Losung von
—(a(®R)) +cdR =rx  auf K, @R =0 auf 9K,

Dann gilt:

S NRRIT A < llu—uy|}-
KeT

b) (Neumannschdtzer) Seien die Elemente K; der Triangulierung von der Form K; =
(i, Tiz1), 1 =0,..., N — 1. Sei fiir jeden Knoten x; ein Wert J; € R (beliebig) gewihlt.
Definiere den Raum V; ¢ H'(K;) durch: V; = HY(K;) fir i = 1,...,N — 1 und
Vo = {v € HY(Kp): v(0) = 0} und Vy = {v € H'(Ky): v(1) = 0}. Definiere Rk,
durch

Rio(v)i= [ o= B (ux,v)
K;
Fiir jedes Element K; sei CID%i € V; definiert durch

Bi, (P, v) = Ry, (v) + Jop1v(@isn) — Jw(a;) Vo eV



Zeigen Sie: Unter der Voraussetzung, dafl Funktionen q)%i existieren (fiir den Fall ¢ =0
ist dies eine implizite Annahme an die Werte J;) gilt

|u — UN||]25 < Z ||(I)%”2EK
K

c) (Fortsetzung des Neumannschétzers) Sei ¢; die Hutfunktion, die mit dem Knoten z;

assoziiert ist. Zeigen Sie: wahlt man J; := Rg,(p;) fiir die inneren Knoten z;, i =
1,...,N —1, so gilt fiir die inneren Elemente K;, i =1,..., N — 2, die “Aquilbrierungs-
bedingung”

Ry, (1) + Jiz1 — J; =0, 1=1,...,N =2 (1)

(Die Werte J, und Jy konnen natiirlich so gewiihlt werden, daf die Aquilibrierungsbe-
dingung (1) auch fir Ky und Ky_; gilt.)

Bemerkung: Diese Wahl der J; ist “natiirlich”: Sie erzwingt die Aquilibrierungsbedingung, die
gelten muf}, damit im Fall ¢ = 0 die Neumannprobleme l6sbar sind; weiters sind die Werte
Ji = W (z;) = Wy (ri+) =~ uy(z;—), was man fordern sollte, wenn ® eine gute Approximation
an den Fehler u — uy sein soll (Warum?).

(Prager-Synge) Betrachten Sie das Poissonproblem
—Au=f aufQcR? ulan =0,

mit Losung u € H} (). Sei v € H} () beliebig. Sei o :  — R? ein (hinreichend glattes)
Vektorfeld auf 2 mit dive = —f auf ). Zeigen Sie:

(V(u =), Vu—0)r20) = 0.
Schliefen Sie auf
IV (u— U)”%Q(Q) + [[Vu — O'H%Q(Q) = [|[Vv - 0'”%2(9)-

Bemerkung: Diese Gleichung kann fiir Fehlerschatzung ausgenutzt werden: man wahlt v = uy
und konstruiert aus diesem v ein o, und dann liefert [|[Vuy — || 12(q) eine obere Abschétzung
fiir den FEM-Fehler.

In der LVA wurde Konvergenz des adaptiven Algorithmus (Alg. 6.9) fiir den Elementfeh-
lerschétzer

1
772(Ka uyn) = h%(||f+AUN||%2(K)+§ Z hK||[anUN]||%2(e)+ Z hKHg—anUNH%?(e)
ecE(K)NE(Ty) e€E(K)NEx

mit der Definition hx = |K|'? bewiesen. Zeigen Sie, dal der Algorithmus auch mit der
Definition hx = diam K konvergiert.

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dafl die Kontraktionsaussage aus Lemma 6.13 fiir jedes 6 €
(0,1) gilt. (In der VO wurde das nur fiir # hinreichend nahe bei 1 bewiesen, aber die Aussage
gilt tatsdchlich fiir jedes 8 € (0,1), wenn man etwas sorgféltiger vorgeht, als ich es getan
habe.) Uberlegen Sie sich, daf die beiden Fehlerschitzer dquivalent sind.



