Numerik von PDEs: stationire Probleme WS 2022/23 J.M. Melenk

Ubungsblatt 3
Diskussion des Blattes: Do., 3.11.2022

1. Sei B die Einheitskugel im R?. Betrachten Sie auf B die Funktion u(x) := |z|*. Geben Sie
hinreichende Bedingungen an, so dal u € H*(B).

2. Sei 2 C R ein Intervall.

a) Zeigen Sie: H}(Q) ist ein abgeschlossener Teilraum von H'((Q).
b) Zeigen Sie: Fiir u € H'(Q) gilt |u(z) —u(y)| < v/|z — yl||v/|| 12(q). Hinweis: Zeigen Sie die

Aussage zuerst unter der Annahme, daf§ u € C*°(£2). Verwenden Sie dann die Aussage,

daB C*°(Q) dicht in H(Q) liegt.

c) Zeigen Sie mittels b) und dem Satz von Arzela-Ascoli, da H'(2) kompakt in den L?(£2)
eingebettet ist.

3. Sei Q = By(0) C R? die (euklidische) Einheitskugel im R?. Sei u(z) := In(—In|z|/e) (wobei
|z| die euklidische Norm von z ist). Zeigen Sie: v € H}(Q) (also: v € H*(Q2) und you = 0)
aber u & L>(Q).

4. (Fortsetzungsoperatoren fiir “glatte” Gebiete) Ziel: falls 9Q in C* ist, dann existiert ein Fort-
setzungsoperator £ : HF(Q) — H*(RY).

a) Sei 2 = (0,1) und Q= (—1,1). Sei uw € C'([0,1]). Setzen Sie u zu einer Funktion
Fu € C'(—1,1) fort. Machen Sie hierzu den Ansatz fiir x < 0: (Fu)(x) := apu(—z/2) +
ayu(—z/3) und bestimmen Sie g, ay. Zeigen sie, dafi sich F : H'(Q) — H'(-1,1)
fortsetzen l4Bt. Zeigen Sie, daB sogar E : H*(Q)) — H?*(—1,1) gilt.

b) Seien 1 > gy > ¢ > -+ > q& > 0. Konstruieren Sie wie in a) eine C*-Fortsetzung
einer Funktion u € C*([0,1]) auf Q mittels des Ansatzes (Eu)(z) = Zf:o a;u(—q;x) fiir

-~

x < 0. Fiir welche Sobolevraume H* gilt £ : H*(2) — H*() ist stetig?

¢) Sei Q= (—1,1)"1 x (0,1) und Q = (=1,1)*! x (—1,1). Konstruicren Sie einen Fort-
setzungsoperator £ : H*(Q) — H*(Q).



