6.6.1 Konvergenz von adaptiven Verfahren: ein axiomatischer Zugang

Die Arbeit [?] hat die wesentlichen Mechanismen des Beweises von Satz 6.29 herausgearbeitet und ver-
allgemeinert. Wir stellen das Vorgehen aus [?] kurz dar.
Wir erinnern daran, daf

Tot1 = (Tnt1 N Tn) U (Tnt1 \ Tn) = nicht verf. Elemente U Elemente, die verfeinert wurden
T = (Tnt1 N Tn) U (Tn \ Tnt+1) = nicht verf. Elemente U Elemente, die verfeinert werden.

Der Konvergenzbeweis basiert auf folgenden “Axiomen” (Al)—(A4):

(A1) (Stabilitdt auf unverfeinerten Elementen)
M1 (T O Togts Ung1) < 0 (Tn O Togrs tn) + Cllungs — unle
(A2) (Kontraktion auf verfeinerten Elementen) Jg € (0,1) s.d.
M1 (Tntr \ Ty ting1) < qn(To \ Tnga) + Clltngr — unll e
(A3) (Zuverldssigkeit)
lu = unllE < Cnn (T, un)
(A4) (Satz des Pythagoras)
lu = unllf = llu = tnsa I + unsr — unll

Lemma 6.31 Definiert man den Fehlerschitzer

1
ROE) = Bl + Dol + 5 Y0 helldutllday + 30 hellg = dula
c€€(K)NE ce€(K)NEN
mit hy = |K|"/?, he := hg, so erfiillt n, die Bedingungen (A1) und (A2).

Beweis: ad (A1): Eine Variante der Dreiecksungleichung zeigt fiir beliebige Teilmengen G C 7, und
Funktionen u, v:

1
M (G, u) < nn(G,0) + Z hi 1A (u HL2(K) +3 B Z he | [On(u — U)]Hiz(e) + Z he | On (u

Keg ecE(K)NE ecE(K)NEN
(6.54)

Falls u, v stiickweise Polynome sind, dann folgt mit inversen Ungleichungen

1A = v)llL2(x) < Ch IV (= v) | L2(x),
10w = 0)llz2e) < ChV2 [V (u =)l 120wy, € €€,
10w = )]ll22e) < Ch2[V (u = )|l 12wy, € € En.
Damit folgt die Behauptung.

ad (A2): Zur Tllustration betrachten wir nur den Beitrag h% || f + Av||2, ) und nur eine Zerlegung
in 2 Séhne: K = K7 U K. Wie in (6.54) zeigt man

nn+1(g7 un+1) S 77n+1(g7 un) + CHun-&-l - unHE
Um 7,4+1(G, upn) mit G = Tpi1 \ Tn zu kontrollieren, sei K € Ty, \ Tp41 mit Séhnen K;, Ko. Wesentlcih
ist die Beobachtung

hic, = hi, = —h.

=
V2
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Damit
M ({K1, Ko}, un) = B | f 4 Aun P2,y + P, | f + B[22k,
1 1
= =0 (I + Bunlaaey + 1 + BunlFagies)) = 3h5NS + Atz .

Tatséchlich erreicht man so (mit einer analogen Rechnung fiir die Kantenspriinge)

1
n2 1 ({K1, Kb ug) < EWZ(K, Up).

Lemma 6.32 Die Annahmen (A1), (A2) implizieren die Existenz von v € (0,1) und C > 0, so daf8

77721+1(Tn+1aun+1) < ’7277721(7;“7%) + Cllupt1 — Un”%v
falls Tne1 aus Ty, mittels Algorithmus 3 mit 0 € (0,1) erzielt wird.

Beweis: 1. Schritt: Sei M,, die Menge der markierten Elemente in Alg. 3. Dann ist M,, C T, \ Tn+t1,
und wir schéiitzen ab:

O (T un) < Y ma(Koun) < >0 mn(Koun) = (Tasun) — Y (K )

KeM, KeT\Tn+1 KeT,NThni1
Damit ergibt sich
T (To N Tty un) < (1= 0)i (T, ). (6.55)
2. Schritt: Fiir beliebiges 0 > 0 rechnen wir:

M1 (Tt Ung1) = Moyt (Tngt O Ty tng1) + 01 (Togr \ Tos Ung1)

(A1),(A2)
< (L8 (Tarr N Ty un) + (14 60 (To \ Tt 1, un) + C8Hungr — |,

= (L4 003 (a1 0 Ty un) + (14 0)g* 05 (Toy un) — (1+ )03 (T N Tt n) + CO |t — un |,

= (14 0)¢*m, (To, un) + (14 6)(1 = g0 (To N Tt1, un) + C8Hlungr — unll,
1. Sc<hritt

(1+6) [¢* + (1= ¢) A = )] 03 (Ta, un) + C6 a1 — unll
= (1+6) [1— (1 =¢8] 0 (Ta, un) + CO Hlunt1 — unll.

Wiihlt man nun § so klein, daf 72 := (1 + §)(1 — (1 — ¢?)f) < 1, ist der Beweis abgeschlossen. O

Lemrga 6.33 Sei (V)22 eine Folge von geschachtelten, abgeschlossenen Riumen, d.h. Vn+1 =Vht1 C
V., =V, fir alle n. Seien u,, € V,, die zugehorigen Galerkinapproximationen an u. D.g.: Es existiert uso
mit Up — Uoo (i HY) und damit || uns1 — un|/gr — 0 fiir n — oo.

Beweis: Die Konvergenz ||u,+1 — uy| g1 — 0 folgt aus der Konvergenz u,, — uq. Fiir die Existenz von
Uoso, S€l Voo 1= U, V, und us € Voo die Galerkinapproximation an u. Dann gelten die Galerkinorthogo-
nalitéiten

B(tuoo,v) =L(v) Vv € Vo,
B(up,v) =£L(v) YveV, C V.

Genau wie bei der a priori Analyse schlieflen wir auf
[tioo = unllp < Inf uce —vlle.
veV,

Weil nach Konstruktion U, V,, dicht in V, ist, folgt us = lim,, w,. |
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Korollar 6.34 Fiir die Folge (uy,)n, die mit Alg. 8 erzeugt wird, gilt
(i) nn — 0 fiir n — oo
(i) Wegen (A3) folgt sogar ||u — up|| g — 0 fir n — oo.

Beweis: (ii) folgt aus (i). Fiir (i) verwenden wir 72, < 7?12 + C||uns1 — |3 aus Lemma 6.32 und
[|ttnt1—unl| g — O fiir n — oo aus Lemma 6.33, denn es gilt allgemein, falls (e, ), eine Folge nichtnegativer
Zahlen ist, (g,,), eine Nullfolge, v € (0,1) und e, 11 < ve,, + &y, dal dann (e, ), eine Nullfolge ist:

n—1

en <Yep_1t+éen_1 < 'Vzen—Q +ven—2t+tep1 < < 'YneO + Z'ngn—l—j
Jj=0

Weil (g,,), eine Nullfolge ist, gibt es fiir gegebenes £ > 0 ein ng mit |e,| < € fiir n > ng. Damit fiir
n>ng+1

n—1—ngo n—1
n . .
n > n—1—j n—1—j
en < 7'eo + Y len—1-41 + v len—1-;
Jj=0 Jj=n—no
Sﬁg —0fiir n — oo und festes ng

Tatéchlich konvergiert die Folge (7,,), sogar mit einer Rate:

Lemma 6.35 Aus (A1), (A2), (A3), (A4) folgt fiir die Folge (uy)yn, die mit Alg. 3 erzeugt wird, daf8 es
ein C > 0 und ein g € (0,1) gibt, so dafs

Nk+n < qunn Vn, k € Ng

Beweis: 1. Schritt: Wir behaupten: Z;im_l n? < Cn2. Um das zu sehen, berechnen wir (streng ge-
nommen miissen die Summen bis co durch Summen bis N ersetzt werden, um sicherzustellen, daf alle
auftretenden Terme endlich sind)

o~ L6832 2. 2 2
Z M = Z (V-1 + Cllur — up—1[|%)
k=n-+1 k=n-+1
oo
Y P+ Cllu =k
k=n-+1
A3 & 2y, 2
< > i+ Cn = vaﬁ (C+)m2,
k=n+1 k=n+1

woraus wie auf

o0
Z ié ni

Pt L=

schliefen.
2. Schritt: Sei (xp)n, T, > 0, eine Folge mit EZO:nJrl . < Chx, fir alle n. Dann existieren C' > 0,
€ (0,1) mit
V/{:,n € I\IO : Ttk < qu%r

Um das zu sehen, bemerken wir:

<1+—) Z zy < Z xk—|—$n—z$k

k=n-+1 k=n+1
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Damit folgt

Z T < C’101 ;fﬂk

k=n-+1 L + —
=:q€(0,1)

Induktiv schlieflen wir

oo oo oo
Thin < > T <q" ) am=g" ( > am +xn> < ¢*(C1 + D)z,
m=n

m=k+n m=n+1

d

Damit konvergiert der Fehlerschiitzer (und damit auch der Fehler) linear. Die Konvergenz ist sogar
optimal in einem geeigneten Sinn.

Definition 6.36 u € H*(Q;Tp) heifit mit Rate s > 0 approzimierbar, falls

sup inf
Ne€ENg T: |TI=|Tol+N,
T ist Verfeinerung von To

Nenr (T, ur) < oo.

Hier ist ur die Galerkinapproximation auf dem Gitter T, und nr bezeichnet den Fehlerschitzer, der zum
Gitter T gehort.

Satz 6.37 Sei u mit Rale s approzimierbar. Fir 6 € (0,1) hinreichend klein liefert Alg. 3 eine Folge

(Tn)n von Gittern so dafs
Un(ﬁ,un) < C|7;¢|_S
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