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1. Betrachten Sie das Setting von Aufg. 1.2. Sei Viy C V endlich-dimensionaler Teilraum. Zei-
gen Sie: Der Ritzprojektor P : V' — Vi gegeben durch die Bedingung (B(Pu),v)y:yy =
(B(u),v)yrxy fiir alle v € Viy ist wohldefiniert, erfiillt die Projektionseigenschaft P? = P und
ist lipschitzstetig, d.h. es existiert C' > 0 (unabhéngig von Vy), so dafl

|Pu— Poully < Cllu—vl|y Yu,velV.
Zeigen Sie weiters das Analogon zum Céa-Lemma: es gibt C” > 0 (unabhéngig von Vy) mit

lu— Pully < C'min ||lu—o|y YueV.
veEVN

2. (Variationsungleichungen) Zeigen Sie folgende Verallgemeinerung von Satz 2.12 des Skriptes:
Sei V' Vektorraum, B : V x V — R symmetrische Bilinearform mit B(u,u) > 0 fiir alle
0#ueV.Seil:V — R eine Linearform. Definiere

1
J:U =R, u J(u) = §B(u,u)—l(u)
Sei U C V eine abgeschlossene, konvexe (nichtleere) Menge. Dann gilt: v € U ist genau dann

ein Minimierer von J, falls

B(u,v —u) > l(v—u) Yvel.

3. (Strang Lemma) Sei V' ein normierter Raum und Vy C V' abgeschlossener Unterraum. Sei B
stetige Bilinearform (mit Stetigkeitskonstante M > 1) und [ € V'. Sei By : Vy x Vy — R
eine stetige Bilinearform mit

ay||lull} < By(u,u) Yu e Vn
fiir ein ay > 0. Sei [y € V) eine stetige Linearform auf Viy. Es gelte
B(u,v) = 1(v) Yv eV, Bn(uy,v) = In(v) Vv e Vy.
Zeigen Sie:

M 1 B - B l(w) =1
ol < g [(1+2) puolly + 2 (s PR =Bl B0,
veEVN (67 O \weVy ||wHV weVn HwHV

Hinweis: starten Sie mit einer Abschétzung fiir [|uy — vl|v.

Bemerkung: In der Praxis werden Bilinearformen und Linearformen z.B. mit Quadratur aus-
gewertet. Die Abschétzung erlaubt Thnen dann, den Quadraturfehler zu beriicksichtigen.

4. a) Sei 2= (0,1) und 0 =29 < 2y < --- < xy = 1. Betrachten Sie den Raum X := {u €
C(Q) |l eir1) € CM ([, 2444]),i=0,..., N — 1}. Zeigen Sie: X C H'(2). Was wiirde

passieren, wenn Sie die Bedingung u € C'(2) fallenlassen?

b) Sei = (~1,0) x (0,1), 2 = (0,1) x (0,1), 2 = (~1,1) x (0,1). Sei u € C() und
gelte ulg- € C'(Q), i € {1,2}. Zeigen Sie: u € H'(Q2). Was passiert, wenn man die
Forderung der Stetigkeit iiber die Kante {(0,y) |y € (0,1)} fallen 1&8t7



